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Rang de courbes elliptiques avec groupe
de torsion non trivial

par ODIiLE LECACHEUX

RESUME. On construit des courbes elliptiques sur Q(7') de rang
au moins 3, avec un sous-groupe de torsion non trivial. Par
spécialisation, des courbes elliptiques de rang 5 et 6 sur QQ sont
obtenues.

ABSTRACT. We construct elliptic curves on Q(T") with rank grea-
ter than 3 and non zero torsion group. After specialization, we
obtain elliptic curves of rank 5 and 6 on Q.

1. Introduction

Soit E une courbe elliptique sur Q. Le théoreme de Mordell-Weil donne
la structure du groupe des points rationnels de F :

E(Q) = E(Q)yr X Z7

ou r est appelé le rang sur Q de E et E (Q),,, désigne le sous-groupe de
torsion de E (Q). Lorsque F décrit ’ensemble des courbes elliptiques sur
Q, un théoréme de Mazur montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de groupes
de torsion possibles; par contre on ignore si r est borné. Les exemples con-
nus de courbes avec rang élevé correspondent & des courbes avec un groupe
de torsion d’ordre 1 ou 2 (Voir [5] et [6], par exemple, et [2] pour une liste
actualisée). Dans un précédent article [3], nous avons construit des courbes
elliptiques sur Q(T') de rang > 3 avec E (Q(T)),,, =~ Z/5Z. Nous pour-
suivons notre étude et montrons que les méthodes utilisées s’appliquent
pour d’autres sous-groupes de torsion correspondants & toutes les surfaces
modulaires rationnelles avec quatre fibres singuliéres de type I.. Nous mon-
trons les résultats suivants :

Théoréme 1. Il existe une courbe elliptique sur Q(T'), d’invariant modu-
laire non constant, possédant trois points indépendants définis sur Q(T) et
un sous-groupe de torsion, défini sur Q(T), isomorphe d l'un des groupes :
Z[6Z, Z)27 x Z.JAZ, Z)3Z X pig.

Manuscrit regu le 29 novembre 2001.
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Nous étudions aussi le cas ot E (Q),,, =~ Z/4Z C Cs, le groupe Cg étant
stable par le groupe de Galois de Q/Q.

2. Méthode

2.1. Surfaces modulaires rationnelles.
On considére ’ensemble
& ={r(3),[1(4)NnT(2),[1(5),I'1(6),To(8)NT1(4),Io(9)NT1(3)}

ot les sous-groupes T (n) Ty (n) et To (n) de SL, (Z) sont définis par
rn)={ (‘Z Z) €SLy(Z),b=c=0cta=1 (n) }
o (n) = { (‘c‘ Z) € SLy(Z), c=0(n) }
Py (n) = { (‘Z Z) €SL;(2), c=0,a=1 () }.

SiI' € &, le produit semi-direct de T par Z? opére librement sur ) x C
par

(1,p,0) (1,2) = (77, (T + )7 (2 +p7+09)) -

On note Er la surface quotient et Y1 = I'\ §) la courbe quotient. La fibration
elliptique

EIQ — YI‘
se prolonge en une fibration semi-stable
EFr — Xr

que l’on note surface elliptique modulaire.
Par ailleurs, si on considére les surfaces elliptiques semi-stables sur P!

f: X —P!

c’est & dire les surfaces dont les fibres singuliéres sont de type I., (ou I, est
un polygone a ¢ c6tés formé de courbes rationnelles) on montre qu’elles ad-
mettent au moins quatre fibres singuliéres et sont rationnelles. Beauville 1]
a donné une liste (finie) de telles surfaces et montré qu’elles correspondent
aux surfaces elliptiques modulaires avec I' € &.
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I'(3)
X34+Y34+2Z4tXYZ =0
I';(4)NI(2)

X (X24+22+2ZY)+tZ(X?-Y?) =0
Iy (5)
X(X-2)Y-2)+tZY (X -Y)=0
I'; (6)

X+Y)Y +2)(Z+X)+tXYZ =0
Lo (8) NTh (4)
(X+Y) (XY —Z%)+tXYZ =0
Lo (9) NI (3)
XY +Y?Z+ Z°X +tXYZ =0

Rappelons que la courbe Yr,(n) (resp. Yp,(w)) est définie sur Q et
paramétrise les couples (E, Ay) ou E est une courbe elliptique, ayant un
point Ay d’ordre N, (resp. (E,Cn) ou Cy est un groupe cyclique d’ordre
N). Si FE est une courbe elliptique définie sur Q et si Ay est définie sur
Q, il existe ¢ € Q telle que E soit isomorphe, sur Q, & Er, (n). Pour cela il
suffit d’écrire une équation de Weierstrass de E de la forme

(1) E’b’c:y2+(1—b)xy—cy=x3—cx2

en choisissant le point de N-torsion en (0,0), ce qui donne une relation
entre b et ¢. Nous expliciterons, dans le troisiéme paragraphe et pour chaque
groupe de & I'isomorphisme entre Ej . et la fibre en ¢ de Er. On utilisera une
propriété analogue dans les cas ol le groupe de torsion n’est pas cyclique.

2.2. Courbes de rang 2.
On considére le produit fibré associé a I'
f?=fxf:E:= FEr xx. BEr — Xr.

En général EZ a des singularités provenant des points critiques de I’applica-
tion f. Cependant, comme f n’a que des fibres singuliéres semi-stables, les
singularités de E2 sont des points singuliers ordinaires.

On montre (cf. [7] et [8]) qu’on peut construire une résolution projective

X — Er xx. Ep

telle que X soit une variété de dimension 3, de Calabi-Yau, c’est & dire une
variété projective lisse telle que

e H' (X,0x) = H*(X,0x) =0

e le fibré canonique est trivial, i.e. Ky ~ Ox.
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De plus, la variété est rigide (b2 (X) = h%! (X) = 0), de sorte que le
nombre de Betti Bs (X) = 2.

Chercher des courbes elliptiques de rang 2 avec une structure de torsion
correspondant & la liste & revient & chercher des points rationnels sur le
produit fibré et & montrer, en plus, que les points construits sur la courbe
elliptique (fibre en ¢t de Er) sont indépendants.

2.3. Fibrations elliptiques.

Nous montrons que les produits fibrés des surfaces elliptiques modulaires
Er avec I' € ® admettent une fibration elliptique

Er xx. Er — P! xP!
(X,Y,a,b) +— (a,b)

Nous regroupons dans un tableau les résultats qui sont montrés dans [3] et
dans les paragraphes suivants.

I'(3)

Y2+ (b—a) (b%a® + 2a + 2b) XY =
X (X—at (b+1)* (12 —b+1)°)
(X—b4 (a+1)2(a®—a+ 1)2)

T, (4)NT(2)
Y2+4+2(ba—-1)(b-a)XY =
X (X-8 (a2 - 1)) (X-a? (b - 1)?)
'y (5)

Y%+ (b-a)(ab—-2)XY =
X (X+a2 (b— 1)3) (X+b2 (a— 1)3)
'y (6)

Y? - (b—a)(ab-1)XY =
X(X — ba?(b + 1)?)(X — ab?(a + 1)?).
[o(8) NIy (4)

Y2 - (ab+1) (b— a) XY = X(X+a2b?)?
Lo (9) NI (3)

Y2+ (b—a) XY = X (X — a?h®) (X — a3b?)
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Les fibres génériques possedent toutes des points de 2—torsion et des
points Q(a, b)-rationnels d’ordre infini.

I'(3)
Sy = (a4(b+ 1)2 (b2 — b+ 1)2,0) ,
Sy = (pb%a?,pb?a? (a — b) (ab — 1) (ba — b — a)) ou
p=(a®—a+1) (B2 -b+1)(b+1)°
T = (0,0) d’ordre 2
' (4)NT(2)
s = (1 (> -1)*,0)
Tous les points d’ordre 2
'y (5)
S1 = (—a?(b—1)3,0)
Sy = (ab(a—1)(b—1),abla—1)(b—1)(a®b —ab+b—a)
T = (0,0) de 2-torsion
I'y (6)
S = (ab? (a +1)%,0)
Sy = (a??(a+1)(b+1),a%® (a+1)(b+1)(ab—1))
T = (0,0) de 2-torsion
Lo (8)NT, (4)
S = (ba®,b*a3 (az + 1))
T= (-—a2b2,0) d’ordre 4
Lo (9)NTh (3)
S = (a32,0)
T = (0,0) de 2-torsion

2.4. Courbes de rang > 3.

Soit ' e {T'; (4) NI (2),T1(5),T1(6),Io(8) NIy (4)}. Par combinaison
de points S; (ou S) et de torsion on construit comme pour I'; (5) (cf. [3])
une courbe elliptique sur Q(a) de rang > 3. Pour ' (3) et I’y (9) NI (3) il
est possible de faire une construction analogue mais il faut changer la base
de la fibration précédente.

Des courbes de rang > 3 ont été construites par A. Dujella par spéciali-
sation des familles de rang 2 et 3 issues des exemples donnés dans les para-
graphes suivants. La méthode consiste d’abord & sélectionner des courbes
avec de nombreux points modulo un nombre premier p.
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Plus précisément, pour N un entier fixé, E une courbe elliptique et
ap=p+1—|E(F,)|, on définit

—a, + 2
S1(N) = 5(N,E) = —2 = logp,
1(N) = S1(V, E) pg}:v o e o8P
p premier
—a, + 2
S N =S N’E = _p____,
2(N) = $;(N, E) ,KZN e
p premier
S3(N) = S5 (N,E) = Z —ap logp.
PN
p premier

Il est alors expérimentalement connu qu’on peut espérer obtenir des courbes
de grand rang si S;=123(/N) est grand. Le rang est alors minoré par
construction effective de points indépendants, utilisant les programmes
MWRANK (J. Cremona) et RATPOINTS (M. Stoll). Le rang est ma-
joré par la borne de Mazur pour les courbes ayant de la torsion [4]. Nous
remercions A. Dujella pour les exemples de courbes de rang 5 et 6 que nous
donnons ici. Une étude plus approfondie fera ’objet d’une autre publica-

tion.

3. Résultats

3.1. Surface I'} (5). Complétons ’étude de ce cas, en donnant des exem-
ples de courbes de rang 6 et 5.

3.1.1. Ezemples. Le plus grand rang actuellement connu (Septembre 2002)
[2] , a été obtenu avec 'exemple (2) de [3] pour (a,b) = (2, %). Plus
précisément la courbe

2+ (1 —d)zy — dy = 23 — dz?

_ —65151 __ _ 3%19x127 . .
avec d = 25 = —soaai.arest de rang 6. Les points suivants sont
indépendants
=-33x19 _ 3%19 —3%19x37 -—3519x37279
Tx11 7 Tx11x41l 22527x41 7 23537211412

—3%19 2x36192 —253x19x127 3x1921272
5%x4127 5Zx7x11x413 72292 » T 73293

3419%x127 __ 38192127 3219x127 2232192127x179
2%5x41 * 26527x4l 5772 ) 5XTX1Lx5773

Si on choisit (a,b) = (3,8), soit d = 1292/12201 = 21719 les points
d’abscisse

225%17 2217 _ 235%17x19
b 6 b
34 3 72312
2717x19  2419x31
5672 I 731772*7

sont rationnels et indépendants sur la courbe correspondante.
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On obtient aussi deux courbes de rang 5 pour (a,b) = (2,5/7) (soit
2
d=—235) et (a,b) = (3/4,7/5) (d = EXIxLL).

3.2. Surface Er,(s). Dans ce cas la courbe Ep ¢ a pour équation
(2) y2+(1_c)zy_(C+C2)y=$3_(c+c2)$2

de discriminant ¢® (9¢ + 1) (¢ + 1).
Posant £ = £ (Xc+2c+4),y = 1 (Ye+2Xc+4c+8) et c = —1/d,
la courbe E, est isomorphe & la courbe d’équation
YV -2(X+2)(d-1)=(X-2)(X+2)(X +2—4d)
ot le point (2,0) est d’ordre 3, le point (—2,0) d’ordre 2 et enfin (-2 + 4d, 0)
d’ordre 6. Cette derniére forme de Weierstrass montre aussi que la surface
elliptique est rationnelle.
Nous préférons toutefois utiliser le modele
Egj:Y?-2(d-1)(X+4d)Y = X (X + 4d) (X — 4 + 4d)

dans lequel les coordonnées des points obtenus dans le théoréme suivant
sont plus simples. L’équation E; est obtenue & partir de la précédente en
remplacant X par —2 +4d + X.

Le changement de variables

X=2(1—2d+l-ﬁé+-‘—/—[-;;—1>, Y=%X,
montre que la courbe Ey est birationnellement équivalente & la quartique
VZ=U*4+2(—d+ 1)U+ (3 -6d+d>)U% +2(-d + 1)U + 1.
Enfin, posant
(—U2—3U+dU—1)+ V
2(U +1) 2(U+1)
la courbe F; est birationnellement équivalente & la courbe notée Sy d’équa-
tion (cf. [1] et [9])
Sqg: WH+U+1)(WU+U+W)=dWU.

Remarque 2. Posant d = t + 1, (cf. [1]) on obtient aussi '’équation de
Erl(ﬁ)

W =

(U +W) (W +1) (U +1) = tUW.

Si K désigne un corps et si My et My € E4(K) sont deux points ¢
E4(K),,, on note (A, Z) et (B,T) les points correspondants sur Sy4. Le
point (4, Z, B,T) est un point K —rationnel du produit fibré Er, ) Xr, (6)
Er, (6) d’équation

(A+Z+1)(AZ+A+Z)BT=(B+T+1)(BT+T+ B)AZ.
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Notons aussi

4 = d(az)= (A+Z+1)j§§Z+A+Z)
(B+T+1)(BT+B+T)
= BT .

On étudie la fibration elliptique
Er,6) ¥ry(6) Ery5y — P! x P!
(A,Z,B,T) — (A,B).
Définition 3. On notera C, la courbe affine d’équation
(a+Z+1)(aZ+a+2)bT =(b+T+1)(T+T+b)aZ.
Proposition 4. La cubique C,p a un modéle de Weierstrass
Y2 - (b-a)(ab—-1)XY = X(X — ba®(b+ 1)%)(X — ab*(a + 1)?).
Les points de coordonnées
S = X=ab’(a+1)?,Y=0)
Sy = (X=a’*(a+1)(b+1),Y =a%*(a+1)(b+1)(ab—1))
sont indépendants et le point (0,0) est d’ordre 2.
Posons
X (X - ba? (b +1)?) v
a(b+1)Y ’Z—b(a+1) (X—ba2(b+1)2)'
On définit ainsi une application birationnelle, définie sur Q(a, b) , d’inverse
X = ab(b+1)(a+1) 2T
Y = ab®(b+1)(a+1)Z(—(a+1)ZT +a(b+1))
entre la cubique C,p (Z,T) et la courbe elliptique d’équation
Y? - (b-a)(ab - 1)XY = X(X — ba?(b + 1)?)(X — ab?*(a + 1)?).
Le point (Z = b,T = a) de C, 5 a pour image Ss.

T =

L’étape suivante consiste & construire une courbe elliptique sur Q(a,b)
avec deux points Q(a,b) rationnels.

Au point § = n151 + m1 51 +€(0,0) ot (my1,n1,¢) € Z2 x {0,1} de Cqp
correspond le point (a,Z (a,b),b,T (a,b)) du produit fibré Er () Xr,(6)
Er,(6)- Les courbes elliptiques E4 avec d = d (a, Z (a, b)) définies sur Q(a, b)
possedent alors deux points Q (a, b)-rationnels. Plus précisément, nous don-
nons quatre exemples de cette construction.
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Exemple 1. A partir du point

— (a2 -
Sl + 252 + (0, 0) = (Zl = (b%&)(i)_lg%’q-&)

de Cop (Z,T) on considére la courbe E4, avec

(6 - a?) (a — b?) (ab+1)

h=dle, 2 (a0) = N GG

Exemple 2. A partir du point

281 — Sa +(0,0) = (22 — —M,TZ)

b(b+a+1)
de Cap (Z,T) on considére la courbe Ej;, avec

(a(@+1)(d+1)~) (b(b+1)(a+1) —a?)
ab(ab+b+a)(b+a+1) ’

de =d(a, Z3(a,b)) =

Exemple 3. A partir du point

351 + (0,0) = (23= (@®+a+1)b T)

B2+b+1)(a+1)®
de Cap (Z,T) on considére la courbe Fg4, avec
(ba(ab+2(a+b) +1) + (b+a+1)?) (ba(a+b+2) +a+b)

ab(a?+a+1) (B2 +b+1)
Exemple 4. A partir du point

ds =

25, = (Z4 _ _(~b2+a)a(a+ 1),T4)

(b+a) (a2 —b)

de Cop (Z,T) on considére la courbe Ey;, avec

(a=1)(b-=1)(ab+2(a+b)+1) (¥* +d® +ab)
(a+b) (b—a?)(a—b?) )

Dans tous ces exemples, les points de Ey; qui vérifient Y = 2X/aetY =
2X/b engendrent un groupe de rang 2 : dans chaque cas, 'indépendance
des points est montrée par spécialisation.

dqy =

Remarque 5. Nous avons choisi des points S qui donnent des fractions
rationnelles Z (a,b) de degré au plus 2 en a ou b.
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3.2.1. Courbes de rang 3. On choisit = et y de sorte que Zj (a,z) =
Z3 (a,y) , soit

3) -—(az—l):c __(ya+y+a)a
(z+a)(z-1)  yly+a+l)
et on considére la courbe E, telle que

d=d(a,Z (a,z)) =d(a,2Z2(a,y)).

Les points de E; qui vérifient Y = 2X/a,Y = 2X/z ou bien Y = 2X/y
sont définis sur le corps Q(a,z,y).

L’égalité Z, (a,z) = Z3 (a,y) définit une courbe H,. On se ramene alors
a étudier les points de cette courbe sur Q(a). Les factorisations de (3)
montrent que H, est une courbe elliptique sur Q(a) qui posséde des points
rationnels sur ce corps. Plus précisément, on montre que cette courbe
a deux points indépendants et un point d’ordre 2, définis sur Q(a). Par

. 34,20 0 3 .
exemple le point (:r: = “a‘{igfll,y = a&_igiz)_l est Q(a)-rationnel sur

H,. La courbe E4 ou d = d; (a, Z; (a,z)) = da2(a,Z2(a,y)) a alors trois
points Q(a)-rationnels. Par spécialisation en a = 1/2 on montre I'indépen-
dance de ces points, ce qui prouve le théoréme suivant :

Théoréme 6. La courbe Ey
Y?-2(d-1)(X +4d)Y = X (X +4d) (X — 4 + 4d)
ou
de (a2+a—1) (a3+2a—1) (a5+2a4+a3—-a2+2a—-1)
a?(a+1)(2a-1)(a®+a?2+a—-1)(a2+2a—1)
a un rang > 3 sur Q (a).
Les points P, = (X1,Y1 =2X1/a), P, = (X2,Y2 =2X3/z) et P3 =
(X3,Ys = 2X3/y) sont indépendants, ou
Xl__4(a—1)2(a2+a—1)(a3+2a2+a—1)(a3+2a—1)
a3(2a—1)(a2+2a—-1) (a3 +a2+a—-1) ’
X2:_4(a—1)(a.3+2a—1) (a*+2a® +a%+a—1)
a2(a+1)(2a—1) (a2 +2a—1)
(a5+2a4+a3—a2+2a—1)
8 (a3 +a? +a —1)?
X3=_4(a—1)(a4+2a3+a2+a—1) (a5+2a4+a3—a2+2a—1)
a(a+1)2(2a-1)(a2+2a—-1)(a3+a2+a—1) ’
a®+a?+a-1 a®(a+1)
T T a2+2a-1 et T dB+aita-1

b
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Remarque 7. Les seuls facteurs premiers de Z [a] qui interviennent dans
les coordonnées X; et Y; sont des diviseurs des numérateurs et dénomina-
teurs de d et de d — 1. D’autres courbes E; peuvent étre construites avec
Z1 (a,z) = Z3 (a,y); on obtient toutefois des fractions en a de degré plus
élevé, par exemple

_3a®+a’+a-1 _ (@®+1)(®+a*4+a-1)
x_(a—l)z(a—i-l)’ v= (a+1)(Bad+a?+a—-1)"

3.2.2. Courbes de rang > 3. Le plus grand rang obtenu pour une courbe
elliptique E avec E (Q),,, ~ Z/6Z est, & ce jour, de 7. Utilisant la famille
donnée par le théoréme, on obtient pour a = 5/8 une courbe de rang 6, pour
a = 9 une courbe de rang 5. Les valeurs a = 2, 3,4 donnent des courbes de
rang 4.

Les courbes de ’exemple (1) avec (a,b) = (7,34) et (2,39), de ’exemple
(3) avec (a,b) = (9,25) donnent des courbes de rang 6. L’exemple (2)
fournit une courbe de rang 5 pour (a, b)=(2,39).

3.3. Surface Er(s)nr;(4)- La méthode et les définitions sont essentielle-
ment les mémes que dans le cas précédent, nous ne donnerons que les
résultats.

La courbe elliptique Ejp . d’ équation

Y2 —2caxy =23 + 2% + P

a un groupe de torsion isomorphe & Z/2 x Z/4. Posant ¢ = 1/d, X = —dz
et Y = dy, Z = 1 cette courbe est birationnellement équivalente & la courbe
EF(2)OF1(4) d’équation

X(X?+Z°+2YZ)+d(X?*-Y? Z=0.
Le produit fibré a pour équation
Bfoyry : A(A +1+422) (B>~ T?) - B(B*+1+2T) (4> - Z%) = 0.
Nous utiliserons la fibration elliptique de E12“(2)nr‘1( 1)
Eioynrya — P! x P!
(a,Z,b,T) ~—— (a,b)
et nous noterons C, ; la fibre générique
b(b® +1+2T) (a— B?) —a(a®+1+2B) (1*-T?%) =0.
Proposition 8. La fibre générique Cop a un modéle de Weierstrass
Y?+2(ba—1)(b—a) XY = X3 — (a*0® + b*a? — 4a%6% + a? + b?) X2
+a?(a®-1)2 (0* - 1)° X,



242 Odile LECACHEUX

Les points d’abscisses 0, ab(a + 1)%(b— 1)2 ab(a — 1)2 (b +1)? sont d’or-
dre 2. Le point P, = (b2 (a2 - 1)2 ,0) est d’ordre infini.

Le changement de variables

T=-L@+1) EX(X—az(b2'1)2)
=z (0*+1) +3 oY

g - 1Y-b(a®+1) X +ba? (a® +1) (¥ - 1)°
2 b (x —a2(b? - 1)2)

d’inverse
X = ba (a? +1+2B) (4* +1 +2Y)
Y =ba (a®> + 1+ 2B)
x (4bBY +2b(a® +1) Y +2b(c? +1) B—(b%a — 1) (b—a) + b(b+a)?)
donne le résultat.
Exemple 1. Considérant le point —S on obtient

1a(a?+1) (0 +1) —b(a* — 6a%+1)

Z1(a,b) = -3 @+b) (@+1)
() = __le(ba—lzl(b—a)
et
g @t (ab+1)

(ba-1)2(-a)*- 16b2a2) '

Exemple 2. Considérant le point 25, on obtient

1(ba—1)(b—-a)
4 b

1(ba—1)(b—a)
T4

a

Z2 (a'7 b) =

yb) (a1 b) =

et la méme valeur de d que dans I’exemple précédent.

3.3.1. Courbes de rang 3. Pour a fixé, chercher z et y tels que Z; (a,z) =

Z5 (a,y) revient & chercher des points Q(a)-rationnels sur la courbe ellip-
tique

5 3a%+1
Y1 —

1Yy = 2:? - 17x% + 16z;.
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Cette courbe est de rang > 0 sur Q(a) : le point L = (zl =1y = 39%)
est d’ordre infini. Le point —2L donne la solution

= a? -4
" a(4a2-1)
a
= 5.
Y a? +1

On obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 9. La courbe elliptique
2 X
YZ-ZXy=X3+X2+2
d Tt E
avec
a(a®+1) (a® —4) (4a®> - 1)
36a8 + 44a5 + 641at + 44402 + 36

a un rang > 3 sur Q(a); les points d’abcsisses —5, —‘1(7“:'_—41)7, et S(TT:T)&
sont indépendants.

d=-40

En spécialisant pour a = 1/3 soit d = —112/171, on montre ’indépen-
dance des trois points.

3.3.2. Courbes de rang >3. Le plus grand rang obtenu, & ce jour, pour
une courbe elliptique sur Q dont le groupe de torsion est isomorphe a
Z/AZ x ZJ2Z, est de 6. Choisissant a = 1/12, a = 2/11 dans le théoréme,
ou bien (a,b) = (20,64) dans l'’exemple (1), permet de construire des
courbes de rang 5.

3.4. Surface Erg)nr,(4). La surface elliptique rationnelle
(X+Y) (XY -2%) -dXYZ=0
correspondant au groupe de congruence I'g (8) N I'; (4) a pour équation de
Weierstrass
y2+d:1:y=2:(:1:+1)2.
1l suffit, pour cela, de poser —z = XY, y=—(z+1)Y et Z=1.
Le point A = (z = —1,d) est d’ordre 4, et il existe un point A; d’ordre
8 tel que 24; = A. Le point A; est défini dans une extension galoisienne
de Q(d).
Le produit fibré a pour équation
(B+T)(BT-1)AZ—-(A+2)(AZ -1)BT =0.
Considérons la fibration elliptique
Efognrye — PxP
(4,Z,B,T) — (4,B)
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de fibre générique C,p d’équation
b+T) (T —1)aZ -bT (a+ Z)(aZ —-1) =0.
Proposition 10. C,p est birationnellement équivalente a la courbe
Y2~ (ab+1) (b —a) XY = X(X+a2b?)?

Le point T = (—a%b?,0) est d’ordre 4. Le point S = (b%a3,b%a3 (ab + 1))
est d’ordre infini.

Le changement de variables

_ X (X + a??)
- ba’Y
7 Y

~ ba (b2aZ + X)
transforme C, 3 en
Y2 - (ab+1) (b—a) XY = X (X + a2?)?.

Exemple 1. Le point 25 correspond &

(T _blb-1(1+a’) _a(1+b2)(ab—1))

YT a0+ (b+a) 't b(b+a)(1+a?)

(b%a3 — a? — b% — 2a%b% — ab) (a?‘b + b3a + b%a? + 2ab — 1)
ba(1+b%)(1+a2)(ab—1)(b+a)
Exemple 2. Le point 25 + 2T correspond a

T - a(1+b%) (b+a) 7 b(1+a?) (b+a)
27 Th@b-1)(1+a2) T a1 +2) (ab-1)

dy =

(a.3 + 2ba? + b3a? — b%a + b) (b3 + a3b? + 2ab? — a%b + a)

2 = ba (1 +b2) (1 +a?)(b+a)(ba—1)

3.4.1. Courbes de rang 3. Chercher des valeurs de z et z pour lesquelles
Zy (a,z) = Z3 (a,y)
revient a étudier I’équation
y2a’z — ay2 - 2%y — 2azy — ya.2 —az’+z=0

c’est & dire & chercher des points QQ (a)-rationnels sur une courbe elliptique.
On montre que cette courbe est de rang 1 sur Q(a) et posséde un point
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d’ordre 3 sur Q(a). On trouve par exemple
2a* +2a? + 1
a3 (a* + 2a2 + 2)
(@a=1)(a+1) (a® +1)
(a* +2a2 + 2)a

y:

comme solution de Z; (a,z) = Z3(a,y) .
Théoréme 11. Soit

(a'® + 4al* + 7a'? + 1240 + 2408 + 3248 + 28a* + 14a? + 3)
(a8 + a* + 2a2 + 1) (a8 + 2a* +a% + 1)

y (3a’® + 140’ + 28a'? + 32a'° + 240® +120° + 7a* + 4a% +1)
(a* + 3a2 + 1) (a* + 242 + 2) (2a* + 2a2 + 1) a (a? — 1) (a2 + 1)*’

la courbe

Y2 4+dXY = X (X +1)°

a trois points indépendants sur Q(a). Plus précisément les points de cette
courbe qui sont ausst sur l'une des courbes

aY =X (X+1), z¥Y=X(X+1) etyY =X (X +1)
ou
(a=1)(a+1)(a®+1)
- (a* + 222+ 2)a
2a* +2a% +1
" a3 (at + 242 +2)

sont Q(a)-rationnels et engendrent un groupe de rang 3.

y:

En spécialisant pour a = 1/2 on obtient I'indépendance des points d’ou
le résultat du théoreme.

3.5. Surface Ery(9)nr,(3)- La courbe X2Z+Y?2X+2%Y —-dXYZ =0est
isomorphe 4 la courbe

2 +dey+y =2°
par P'application
(X,Y,2) — (z=-X/Z,y = XY/Z?)
d’inverse

(z,y) —> (xQ,y, —a:) .
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Le produit fibré a pour équation
(B> +T?B+T)AZ = (A*> + Z’A + Z) BT.
Nous utiliserons la fibration elliptique
Efyonris — P'xP!
(a,Z,b,T) +— (a,b).
Proposition 12. La fibre générique C, est birationnellement équivalent a
Y2+ (b-a) XY =X (X - a%®) (X - a3b?) .

Cette courbe posséde les points rationnels T = (0,0) d’ordre 2 et S =
(a3b2,0) d’ordre infini.

Le résultat est obtenu par le changement de variables
X (X - a2b3)

Y
Y

~ ab (X — a2b%)’

T=
Z

En considérant les points 3S et 35 + T nous obtenons respectivement les

points
(T — (a%b— 1) b2 2 a?b—1 )
1= y 41 =

(ab? — 1) “a(ab?—1)
ab? -1 a? (ab2 - 1)
(T2 = " b(a%— 1)’Z2 T T a%-1 )

Ce qui donne

a’b* — b%a? (a +b) +a? +b*> — ab
(a2b — 1) (ab? - 1)

di=dy =~

3.6. Courbes de rang 3. Cherchons des valeurs de z et y pour lesquelles
Zl (a,:z;) = Z'Z (a‘a y) .

Si a = r2, nous trouvons que ’équation Z; (a,z) = Z2(a,y) définit une
. 6
courbe elliptique de rang > 0 sur Q(r). Par exemple, si y = 133 +3 ot

8 r
T = ?(13% alors Z; (7'2,I) =7 (r2,y) et

2

625r12 — 58507% + 21801

1= 0GP +13) 5 —13) 12
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Théoréme 13. La courbe elliptique
Y2+dYX+Y =X3

B 625712 — 5850r% + 21801
40 (573 +13) (573 — 13) r2

\ - - . 2 . 6
posséde trois points indépendants sur Q(r) d’abscisses —r?, —L13 43 ot

2 8 r
74578
r(3+573)

d=

L’indépendance des points est montrée en spécialisant en r = 3.
Les courbes correspondant & I' (3) sont isogénes sur Q(d) aux courbes
y? +dry +y = 3. Des résultats analogues sont donc obtenus par isogénie.
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