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Substitutions commutatives de séries formelles

par FrRangois LAUBIE

A Jacques Martinet

RESUME. L’étude des systémes dynamiques non archimédiens ini-
tiée par J. Lubin conduit & déterminer la ramification de séries a
coefficients dans un corps fini &, qui commutent entre elles pour
la loi o. Dans cet article nous traitons le cas des sous-groupes
abéliens de t + t2k[[t]] qui correspondent par le foncteur corps
de normes aux extensions abéliennes des extensions finies de Qp,
dont la ramification se stabilise dés le début.

ABSTRACT. In order to investigate the non-archimedian dynami-

_cal systems of J. Lubin, we are led to determine the ramification
of series with coefficients in a finite field k£, which commute for the
law o. In this paper we study the case of Abelian subgroups of
t+t2k[[t]] which corresponds, by means of the norms field functor,
to Abelian extensions of finite extensions of Q,, whose ramifica-
tion is stabilized from the ground field.

Dans [4], Lubin a proposé le sujet de recherche suivant : soit O ’anneau
des entiers d’une extension finie de @, ; supposons qu’il existe deux séries
formelles f(t) et g(t) dans tO[[t]] telles que fog = go f avec f(t) réversible
(i-e. inversible pour o) et f(t) # t, g(t) non réversible et g(t) # 0; existe-
t-il une loi de groupe formel sur O susceptible de rendre compte de cette
situation ?

Une faon d’aborder le probléme est d’étudier les commutants pour la loi
o des séries formelles de O/n O[[t]] o 7 est une uniformisante de O et
plus particulierement les propriétés de ces commutants qui se conservent
par relevement dans O[[t]]; cela a été fait [3] pour certaines séries en
déterminant leur ramification et en appliquant le foncteur “corps des nor-
mes” de Fontaine et Wintenberger.

Soit k£ un corps parfait de caractéristique p et soit &y le groupe pour la
loi o des séries o(t) = t mod t2k[[t]]. Le but de cet article est de décrire une
situation ou le centralisateur dans & d’un ensemble de séries 01 (t), - - - 04(t)
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qui commutent deux & deux, est presque complétement déterminé, en tant
que groupe filtré, par les deux premiers nombres de ramification des séries.
En fait cette situation correspond par le foncteur “corps des normes” au cas
d’une extension abélienne d’une extension finie de QQ, dont la ramification
se stabilise des le début.

On désigne par corps local un corps complet pour une valuation discréte
dont le corps résiduel est un corps parfait de caractéristique p > 0.

Soit k un corps parfait de caractéristique p et soit K = k((t)). Pour
tout v € Autg(K), on pose i(y) = ords((y(t) — t)/t) et pour tout m > 0,
im(7) = (")

Toute série f(t) sauvagement ramifiée, c’est-d-dire telle que
ord¢((f(t) — t)/t) > 1, s’identifie & 'automorphisme v € Autg(K) défini
par ¢(t)7 = p o f(t), pour tout p(t) € k((t)).

Soit & le groupe t + t2k|[[t]] pour la loi o; ainsi la puissance n-itme de
f en tant qu’élément du groupe & sera notée f°" et 'on pose également :
im(f) = ords((fP" (t) — t)/t), pour tout f € & et tout m > 0.

Le groupe & est un pro-p-groupe et la filtration définie par la fonc-
tion d’ordre i = i s’appelle sa filtration de ramification en numérotation
inférieure. Lorsque k = Fp, le groupe & est parfois appelé le groupe de
Nottingham [1].

Théoréme. Soit d un entier > 2 et soient des séries o1(t),- - ,04(t) qui
commutent deux & deur dans & et telles que :

i(o1) < i(o2) < --- <i(og) < i(o3F)
et

(x) i(oP) < pT (P —p+ 1)i(o1) — p*2(p — 1)i(o2) — - --
—p(p —1)i(04-1) — (p— 1) i(0q)

Alors le sous-groupe G de & engendré par {o1,--- ,04} est isomorphe Zg,
il est d’indice fini dans son centralisateur dans ® et, pour tout j =1,---,d
ona:

in(05) = i(0;) + (i1(03) — i(07)) (" = 1)/ (" — 1).

Démonstration. D’aprés la théorie du corps des normes, on sait qu’il existe
un corps local F' (unique & isomorphisme continu de corps prés) et une
extension abélienne E de F' dont le groupe de Galois s’identifie & G, en
tant que groupes filtrés par leur filtration de ramification. On note p¢g la
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fonction de Herbrand de E/F :

pa(z) / ..
G(T) = A
0 (G . Gt)
Rappelons que l'extension E/F étant arithmétiquement profinie au sens
de Fontaine et Wintenberger [9] son groupe de galois G est naturellement

muni d’une filtration de ramification en numérotation inférieure (Gg)¢>o
respectant le théoréme de Herbrand. Pour tout z € [0, 41(01)], on pose :

C  en-ilen . o) —ilose) . om e
. nWo2) — 101 1"oj) —N0j-1 T —U\0j
(@) = i(o1) + » e 1 | ' - |
o | si @ € [i(oy), (o),
ki(o-l)_f_w_{_..._*_f___%@ Si.iCZ'i(O‘d).

Lemme 1. Pour tout z € [0,41(01)] on a pa(z) < o(x), avec égalité si
et seulement si toute série T € G de la forme 7 = 0 avecn > 1 et

J
j=1,---,d vérifie i(t) > i1(01).

Démonstration du lemme 1. Comme G est abélien, les sauts de sa filtration
de ramification en numérotation inférieure sont les z'(a]o-pn) ouje{l,---,d}
et neN.

Si, parmi ces sauts, les seuls qui sont < 1(01) sont les i(o;) avec j =
1,--- ,d alors pg(z) = ¢(z) pour z < i3(01) ; si I'un de ces sauts appartient
a li(oj—1), i(o;)[ alors pg(i(o;)) < ¢(i(o;)) et si I'un de ces sauts est égal &

1
i(0;) alors, pour tout € > 0 assez petit, on a @ (i(o;) +€) < PQDIG('I:(U]‘) —€)

alors que ¢(i(03) +¢) = ~/(i(03) —¢), dore e (i(7511) < pli(oze1)). O

Le lemme suivant est une formulation compléte d’un résultat bien connu ;
voir [5].
Lemme 2 (Conditions de Marshall). Soit F' un corps local d’indice de ra-
mification absolu e avec e = oo si F' est d’égale caractéristique. Soit (un)n>0
une suite d’entiers strictement positifs. On dit que la suite satisfait les
conditions de Marshall Mg si :

- dans le cas ou F ne contient pas les racines primitives p-iémes de
lunité, (en particulier si car(F)=p), on a :

Mp1  1<wup<ep/(p—1) et pfuo,

ME2 Um < €/(p— 1) = Um41 = PUm OU PUpy, < Umy1 < ep/(p—1)
et p{ Um+1,

Mr3 um > e/(p—1) = umt1 = um + €
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- dans le cas ot F' contient une racine primitive p-iéme de l'unité, on ad-
joint & Mp1 Véventualité : ug = ep/(p—1), on adjoint ¢ Mp o U'éventualité :
um < e/(p—1) et umt1 = ep/(p — 1). La suite des sauts de ramification
en numérotation supérieure d’une Z,-extension totalement ramifiée de F
satisfait les conditions de Marshall Mp.

Réciproquement, si car(F') = p, ou si F' ne contient pas de racines primi-
tives p-iémes de l'unité, ou si le corps résiduel de F est algébriqguement clos,
(ou plus généralement si le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne
mazimale de F est pro-p-libre) alors toute suite d’entiers satisfaisant Mg
est la suite des sauts de ramification en numérotation supérieure d’une Zy-
extension de F' ; voir [5].

Corollaire. Si (uy) est la suite des sauts de ramification en numérotation
supérieure d’une Zy-extension du corps local F' et s’il existe un entier m > 0
tel que um+1 < pum, alors car(F) = 0, l'indice de ramification absolu de F
est € = U1 — U, €t pour tout n > m, up = Uy + (1 — m)e.

Pour tout j € {1,2,:--,d}, on note H; le sous-groupe fermé de G en-
gendré par {o1,---,04}\{0;}; H; s’identifie & un sous-groupe fermé de
Gal(E/F) dont le corps des invariants M; est une Zy-extension totalement
ramifiée de F' contenue dans E [9] et le groupe de Galois de M;/F est
engendré par I'image 5 de o; dans G/ H;.

D’apres le théoréme de Herbrand [8, Ch. 4, Prop. 14] les deux premiers
sauts de ramfication de M;/F en numérotation supérieure sont i(o1) =
vi(i(o1)) et pa(i1(o1)). Or on vérifie facilement que la condition () du
théoreme est équivalente a :

p(ir(o1)) < pi(o1).

Comme ¢g(i1(01)) < ¢(i1(01)) (lemme 1), on a, d’aprés le corollaire au
lemme 2, que : car(F) = 0, I'indice de ramification absolu de F est e =
vi(i1(o1)) —i(o1)), avec i(o1) > e/(p—1) et donc que les sauts de ramifica-
tion en numérotation supérieure de M;/F' sont en progression arithmétique
de raison e.

Puisque pour tout j € {1,2,---,d}, pg(i(o;)) > i(o1) > e/(p — 1),
les sauts de ramification en numérotation supérieure de la Zp,-extension
M;/F sont également en progression arithmétique de raison e; en parti-
culier ¢;(o;) > 41(01) et les seuls sauts de ramification en numérotation
inférieure de G qui sont < i1(01) sont i(o1) < i(02) < -+ < i(0g).

Donc pg(z) = ¢(x) pour tout z € [0,41(01)].

II reste & calculer iy(0;) pour j € {1,2,--- ,d} et n € N.

Posons u; = pg(i(0;)) de sorte que la suite des sauts de ramification en
numérotation supérieure de E/F soit ui, ug, - - - , ug, u1+e, ug+e,--- , u;+e,
v Ul + 2,
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Soit 1g la fonction réciproque de ¢g. On a :

’in(0’1) = z/;g(ul + ne)
= u1+p('U,2—u1)+- . -+pd_1(ud—ud_1)+pd(u1+e—ud)+pd+1(u2—u1)+- ..
+p%  (ug — ug—1) + - + PP uy + e — ug) + PPV (uy —ug) + -+
+P" (ug — ug—1) + " (u1 + € — ua)

(n+1)d _ d nd
P p(U1+€—Ud)+PI%—1(u2—u1)+"'
nd

d-1_P _
+p pd__l(ud Ug—1)

pnd_l 9
=u1+_p;l___1'(p(u2_ul)+p (uz —ug) +---

+Pd_1(ud - Ug—1) + Pd(ul +e— Ud))-

Mais p (uj41—u;) = i(0j41)—i(o;) pour j = 1,--- ,d—1 et p*(u1+e—ug) =
’1:1(0'1) - 'i(O'd), donc
nd

in(o1) =i(01) + I;d __11 (11(01) — i(01))-

Comme I'indice de ramification absolu e de F' est < (p — 1)pc(i(0;)) la
méme démonstration donne, d’apres le corollaire au lemme 2 :
nd

. : 1. . .
in(oj) =i(0j) + I;d—_l(zl(oj) — i(0j)) pour tout j € {1,2,---,d}.

Enfin, le fait que G soit d’indice fini dans son centralisateur dans &
provient du caractere pleinement fidéle du foncteur “corps de normes” [10] :
si 71(t) est une série de & qui commute avec les éléments de G alors le sous-
groupe fermé GG de & engendré par GU{7 } s’identifie au groupe de Galois
de ’extension E/F} ou Fj est une extension de Q, contenue dans F'; si 72(t)
est une série de ® qui commute avec les élémemts de (G; alors le sous-groupe
fermé G2 de & engendré par G; U {72} s’identifie au groupe de Galois de
Vextension E/F; ou F; est une extension de Q, contenue dans F; et ainsi
de suite. Il existe donc un entier ng tel que Gy, soit le centralisateur de G
dans & et G est d’indice fini dans Gp,.

Remarque 1. Il convient de noter que la situation envisagée dans les hy-
potheses du théoréme n’est pas exceptionnelle : soit e un entier > 1 et
soit K une extension finie de Q, d’indice de ramification e; étant donnés
des entiers u; < ug < -+ < uq avec u3 > e/(p—1), uqg < ep/(p — 1) et



488 Frangois LAUBIE

p 1t uj, il existe (lemme 2) d Zy-extensions Ly, Lo, - -+ , Lg dont les premiers
sauts de ramification sont respectivement uj,us,- - ,uq. Il en résulte que
la suite des sauts de ramification supérieurs de L;/K est (u; + ne), pour
tout j = 1,2,---,d . Soit M l’extension abélienne composée par toutes
les Z,-extensions Lj. Comme ces Zy-extensions sont arithmétiquement dis-
jointes au sens de Maus [6], ’ensemble des sauts de ramification supérieurs
de M est exactement la réunion des d progressions arithmétiques (u; +ne),
j=1,2,---,d. Le foncteur corps des normes applique alors le groupe de
Galois de M/ K sur un groupe d’automorphismes de k((t)) (ou k est le corps
résiduel de K) dont la ramification satisfait les conditions du théoréme.

Remarque 2. D’aprés le théoréme, si une série formelle o fait partie d’'un
systéme Z,-indépendants de d séries formelles commutant deux a deux en
ce sens que le groupe fermé qu’elles engendrent est isomorphe a ZZ, alors
int1(0) = in(0)modp™*! pour n assez grand, cela précise un résultat
bien connu de S. Sen [7]. Ce résultat est également une conséquence de la
généralisation par Wintenberger du théoréme de Hasse-Arf [10].
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