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Transcendance et fonctions modulaires

par FrRangois GRAMAIN

RESUME. Cette rédaction contient I’exposé fait aux Journées Ari-
thmétiques 97 et une annexe concernant la méthode de Mabhler.
Le début de ’exposé présente les notions mises en jeu dans le
cceur du sujet (courbes elliptiques et formes modulaires). Pour un
traitement complet de ces notions on peut se référer a [Ser], [Lanl]
et [Lan2]. Une preuve compléte du théoréme de Yuri Nesterenko
se trouve, en dehors de larticle original ([Nesl] pour I’annonce
et [Nes2] pour les démonstrations), dans les exposés de Michel
Waldschmidt au Séminaire Bourbaki [Wall] et & Carleton [Wal2].

Pour les résultats quantitatifs les plus récents, on pourra consulter
[Nes3].

ABSTRACT. English title: Transcendence and modular functions.
After recalling links between elliptic curves and modular func-
tions, we present, with numerous corollaries (in particular the al-
gebraic independence of 7, e™ and I'(1/4)), the theorem obtained
by Yuri Nesterenko in 1996: if E2, E4 and Eg are the three first
Eisenstein series and if q satisfies 0 < |g| < 1 (in both complex
and p-adic cases), then the field Q(q, E2(q), E4(q), Es(q)) has
transcendence degree at least 3 over Q. The origin of Nesterenko’s
work is the proof, in 1995 by a team of Saint-Etienne, of Mahler-
Manin conjecture about the modular invariant J = 1728 E;—i%g:
if g € C or g € G, satisfies 0 < |q| < 1, then q and J(q) are not
both algebraic. An annex describes the transcendence method of
Mabhler and why it does not work in this case.

1. INTRODUCTION HISTORIQUE

L’étude du polynéme modulaire permet de prouver que si 7 est un nombre
algébrique de degré 2, alors la valeur j(T) de invariant modulaire est aussi
un nombre algébrique. Ce résultat admet une réciproque :

Théoréme (Schneider 1937). Quand 7 est algébrique, la valeur j(7) de’
I’invariant modulaire est algébrique si et seulement si T est quadratique.

La preuve utilise les fonctions elliptiques de Weierstrass et Theodor
Schneider a posé dans son livre [Sch] le probléme (deuziéeme probléme de
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Schneider) de démontrer ce théoréme par une étude directe de la fonction
j, et non par l’étude des fonctions de Weierstrass. Ce probléme est tou-
jours ouvert, mais une question voisine, posée par Kurt Mahler en 1969
(voir [Mahl], mais K. Mahler posait déja cette question & ses étudiants en
1964), a été résolue en 1995 [BDGP] par une méthode n’utilisant que les
propriétés de modularité de j:

Théoréme stéphanois. Si g€ {z € C; 0 < |z| < 1} est algébrique, alors
J(q) est transcendant.

Ici, comme dans tout l’exposé, la fonction J est définie par j(7) =
J(e%"). La démonstration, une adaptation de la méthode de Mahler qui est
présentée en annexe, s’applique pour donner le résultat analogue dans le cas
p-adique (conjecturé en 1971 par Yu. V. Manin [Man]). Plus généralement,
presque tous les résultats cités dans ce texte ont des analogues p-adiques,
mais nous ne parlerons que du cas complexe.

Dans toutes ces questions de transcendance ou d’indépendance algébri-
que, le point de vue modulaire et le point de vue elliptique sont intimement
liés. Je crois que Daniel Bertrand a été le premier (dans les années 70) &
utiliser systématiquement ces liens pour obtenir de nouveaux résultats et
poser les bonnes questions.

2. UN DICTIONNAIRE

Soit L = Zwi + Zws le réseau de C engendré par les nombres complexes
w1 et wy linéairement indépendants sur R. Le groupe quotient C/L est ce
qu’on appelle une courbe elliptique.

1 .
Si p(z + Z ( w2) est la fonction de Weierstrass associée

wel
au réseau L, l’a;);(iication
C — P,(C)

2L (1: p(2) : ¢(2)

weEL+—(0:0:1)
induit un isomorphisme analytique

C/L ~¢&g,
ou &y, est la courbe d’équation affine
? = 42® - go(L) x — g3(L),

et les invariants go(L) et g3(L) de £, sont donnés par

1 1
= — =140 Y =
g2(L) = 60 ) — et (L) > 5

wEL w€EL
w#0 w#0
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Deux courbes elliptiques C/L et C/M sont analytiquement isomorphes si et
seulement si les réseaux L et M sont homothétiques (i.e. s’il existe a € C*
tel que M = aL). L’isomorphisme se lit aussi sur les équations des courbes :
les courbes elliptiques C/L et C/M sont analytiquement isomorphes si et
seulement si j(L) = j(M), ou

o g3(L)
i) = 18 A

Tout réseau peut s’écrire Zwy + Zwy = wi(Z + 7Z), avec T € $ ou
9 = {r €C; Im(r) > 0},
de sorte que l'invariant 7 peut étre vu comme une fonction
j:9H—C
qui, de plus, est holomorphe sur §.

Les relations Z+7Z = Z+(7+1)Z = 7 (Z+=Z) donnent immédiatement

jr+1) = §(r) et §(=) = j(r), donc

faT+b .
J (m—}—d) = j(7) pour tout 7 € § et tout (2Y) € SLy(Z).

On dit que l'invariant j est modulaire. Plus généralement, pour traiter le cas
de g2 et g3 (que ’on peut voir comme définis sur $ par g;(7) = ¢;(Z+7Z)),
on définit la

Modularité.
Une fonction f méromorphe sur le demi-plan supérieur

9 = {r €C; Im(r) > 0}
est dite faiblement modulaire de poids 2k (k € N) si et seulement si

f <a7:2> = (cr +d)2kf(r) pour tout 7 € § et tout (‘; g) € SLy(Z).
cT

En particulier on a f(7 + 1) = f(7), de sorte que f posséde un développe-
ment de Fourier & 'infini

fr) = F(2) = Y an ",

nez

ou z = e®™. Si la série F a seulement un pole en 0 (on dit que f est

méromorphe a U'infini), f est une fonction modulaire.
L’invariant modulaire j est I'unique (& une constante additive prés) fonc-
tion modulaire de poids 0 ayant un péle simple & P’infini de résidu 1 :
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(1424055, m32m/(1 - z”))3
5 (HnZI(l _ Zn))24

1
= — 4744+ 196884 z + 21493760 2 + Y _ c(n)z",
z
n>3

et les ¢(n) sont des entiers positifs. On démontre que la série J est conver-
gente dans le disque unité pointé D = {z € C; 0 < |z| < 1}.

Une forme modulaire est une fonction modulaire qui est holomorphe sur
% et a l'infini ; dans ce cas la série F' est entiére.

Séries d’Eisenstein
Si, pour n € N, on pose ox(n) = Z d*, alors, en notant z = €™ on
d|n
T EH,
P(z) = Ea(2) = 1-24 Z o1(n) 2" ne définit pas une forme modulaire de
n>1
poids 2 ; mais presque, comme le montre la formule

. . 6
P(e—‘21,7r/'r) = 72 P(e2z7r'r) + 1:_7—;
7T

12
Q(z) = E4(2) =1 +24OZ o3(n)z" = ng(*r)
n>1
est une6forme modulaire de poids 4;
21
R(2) = Eg(z) = 1-504)  o5(n) 2" = (—2;)—693(7)
n>1

est une forme modulaire de poids 6.
La formule donnant j en fonction de g2 et g3 se traduit donc en
Q3
Le C—espace vectoriel des formes modulaires est une algébre graduée et il
est engendré en tant qu’anneau par les formes Q et R :

M = HMk = (C[Qv R]7
k>0
ou Mj, est I’espace vectoriel des formes modulaires de poids 2k : My = C,
M; = {0}, M, = CQ, M3 = CR, ..., Mg = CQ® +CR? ...
. d
Le fait que l'opérateur différentiel 12 z Pl 2k P envoie My dans My, est

z
fondamental. C’est lui qui explique les relations de base liant les fonctions
d 1 d
P, t R I'intermédiaire de 'opérateur © = z — = — —:
Q et R par l'intermédiaire de l'opérateur Z %im dr
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_ 1 p2_ _Lipo_ _Lipp_
6P = (P’-Q), ©Q=3(PQ-R), ©R=;(PR-Q.

Comme conséquence immeédiate de ces relations on obtient

8J _ _R 67 _ p_4R_3Q
J Q 0J Q R
et les relations réciproques
62J 0J oJ
— - 4 37
P =6 0J J 5 J—1728"°
0.J)?
Q=9
J(J —1728)
_ 3
n_ (6]
J?(J —1728)

de sorte que, en notant f(z) la fonction z — f(z), on a l'identité des corps
Q= P(2), Q(2), R(z)) = Qlz, J(2), ©J(2), ©2J(2))
= Qz, J(2), J'(2), J"(2)).
Quand on passe des fonctions aux valeurs qu’elles prennent en un point, les
facteurs J et J — 1728 en dénominateur obligent & exclure quelques points :
pour 7 # iet T # p = e%7/3 mod SLy(Z), les corps engendrés sur Q par

les nombres ¢ = €% P(q), Q(q) et R(q) ou par €*"", j(1), j'(7)/m et
3"(7)/7? ont le méme degré de transcendance sur Q.

On compléte le dictionnaire par les relations suivantes : soient g la

fonction elliptique de Weierstrass associée au réseau L = Zw; + Zws, ol

w2 L R S g

T = —= € 9, et 1 la quasi-période associée & w (la quasi-période associée
w

1
a la période w de la fonction p est définie par n = ((z + w) — ((2), ou
¢' = —p), alors on a :

R@) = % (2) w(D).

En utilisant ce dictionnaire, le résultat suivant (da & Th. Schneider)

Siw # 0 est une période d’une fonction p de Weierstrass d’invariants
w

algébriques go et g3, alors — est un nombre transcendant
T

se traduit en

Pour q € D les nombres Q(q) et R(q) ne sont pas tous deuz algébriques
ou en
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Pour q € D et J(q) ¢ {0, 1728} les nombres J(q) et qJ'(q) ne sont pas
simultanément algébriques.

En effet, on obtient un énoncé équivalent au premier énoncé en y remplagant
w par wy (une période primitive). Pour le voir, il suffit de remplacer le réseau
des périodes de p par un réseau homothétique dans un rapport entier, ce
qui, par homogénéité des fonctions g2 et g3 ne change rien aux propriétés de
transcendance. Le deuxiéme énoncé est trivial si J(q) est transcendant. Si

J(q) est algébrique, on choisit un réseau L d’invariants g, et g3 algébriques
9

tels que J(q) = 1728 _T et les derniéres formules citées donnent

I’équivalence des deux énoncés. Le troisiéme énoncé et le second se déduisent
I'un de ’autre par les formules liant les séries d’Eisenstein & J et ©J.

C’est cette traduction qui a inspiré D. Bertrand [Berl] en 1975 pour
obtenir I’analogue p-adique du résultat de Th. Schneider en utilisant les
fonctions elliptiques de Jacobi-Tate au lieu des fonctions de Weierstrass.
Katia Barré [Barl] a obtenu en 1995 le méme résultat dans les cas complexe
et p-adique par une preuve purement modulaire.

De la méme fagon, ce résultat de Gregory Chudnovsky (1977, voir [Chu])
Sin est la quasi-période associée d la période w # 0 de la fonction elliptique
o de Weierstrass, alors degtrg Q(gg, g3, %, g) > 2
se traduit en
Pour q € D on a degtrgy Q(P(q), Q(q), R(q)) > 2.

La aussi, D. Bertrand a exploité les traductions de cet énoncé et il conjec-
turait dans son article de 1978 [Ber2] le résultat suivant (dans le cas ou ¢
est algébrique) :

3. LE THEOREME DE YURI NESTERENKO

Théoréme (Yu. Nesterenko 1996). Pour ¢ € D on a
degtrg Q(g, P(q), Q(9), R(g)) = 3.

Notre dictionnaire fournit une quantité de traductions ou de conséquences
de ce résultat, par exemple :

Si T # i, p mod SLy(Z), alors degtrQ Q(q, J(q), J'(q), J"(q)) > 3 et
degtrg Q(e*™, j(7), 5'(7)/m, §"(7)/x*) >
Siq € D est algébrique (dans ce cas T est transcendant d’aprés le théoréme

de Gel’fond-Schneider), alors P(q), Q(q) et R(q) sont algébriquement indé-
pendants sur Q, de méme que J(q), J'(q) et J"(q).
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St p est une fonction elliptique d’invariants g, et g3 algébrigques, alors
e % et n sont algébriquement indépendants sur Q.

Dans le cag de la multiplication complexe (c’est-a-dire lorsque 7 est un
nombre algébrique quadratique), grace aux relations de Legendre et de
David Masser ([Mas], lemma 3.1 et appendiz 1), on obtient :

Si g est une fonction elliptique d’invariants go et gs algébriques et & multi-
plication complexe, chacun des deuz triplets {62i7TT, w, n} et {e2i”7, w, 7r}
est constitué de nombres algébriguement indépendants sur Q.

En effet, en notant n la quasi-période associée a la période w, la relation
de Legendre s’écrit 1y wg — now; = 2¢w. Si, de plus, on est dans le cas de
multiplication complexe et si ’équation minimale de 7 est A+B 7+C 12 =0,
la relation de D. Masser est Ay — C 772 = Kwg, o0 K est un nombre
algébrique. Pour démontrer le résultat annoncé, une homothétie entiére sur
le réseau des périodes permet, comme plus haut, de supposer que w = w.
11 suffit alors de démontrer que 7 est algébrique sur Q(w;, 71) et que 7 est
algébrique sur Q(m, wi).

Démontrons la premiére assertion : comme we = Tw; est algébrique sur
Q(w1, M), la relation de D. Masser montre que 72 est algébrique sur
Q(w1, M), puisque C # 0 (car T n’est pas reéel).

Pour prouver la seconde assertion, on élimine 7y entre les relations de Le-
gendre et D. Masser, ce qui donne la relation (Aw; —C7Twe)m = Kwiwy—
2imrC7. Mais wp = 7wy, doncona (A—Cr¥)wim = k7w? —2irC 7. 1l
suffit donc de voir que A — C 72 # 0 pour conclure. Or cela résulte du fait
que C n’est pas nul et que le polynéme minimal de 7 est A+ B X + C X2.
En particulier, pour 7 = % (resp. 7 = p) la courbe elliptiqzue d’équation
I'(1/4)

V8r

y? = 423 — 42 (resp. y?> = 423 —4) donne w =

3
F—;L/Tiz), de sorte que :
Les trois nombres 7, €™ et I'(1/4) sont algébriquement indépendants sur Q,
de méme que 7, ™3 et I'(1/3).
Ainsi un vieux réve est réalisé :
7 et €" sont algébriquement indépendants

et la preuve ne fait (presque) pas intervenir la fonction exponentielle !

(resp. w =

L’usage d’un autre dictionnaire (qu’il serait trop long de développer ici)
a permis a D. Bertrand (encore !) de tirer du théoréme de Yu. Nesterenko
des résultats sur les fonctions 0 de Jacobi. Un cas particulier de ses résultats
[Ber3] est le suivant :
Si o € D est algébrique, les trois nombres Z a"2, Z nZa™ et Z nt o™
n>1 n>1 n>1
sont algébriquement indépendants sur Q.
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Comme dernier corollaire, voici un résultat (parmi d’autres) obtenu par

Daniel Duverney, Keiji et Kumiko Nishioka et Iekata Shiokawa [DNNS]:

Si {un} est la suite de Fibonacci (ug = 0, u1 = 1, Upyo = Upt1 + Up ),

les nombres Zu,}z, Z(—l)”u;z, Zu2_n1—1 et Znuz_nl sont transcen-
n>1 n>1 n>1 n>1

dants.

La preuve de Yu. Nesterenko

Le but de Yu. Nesterenko est d’appliquer un critére d’indépendance al-
gébrique de Patrice Philippon [Phil], donc de construire une suite de poly-
némes Ay € Z[z, X1, X2, X3] telle que |An(g, P(q), Q(q), R(q))| est petit,
avec un controle des degrés et des hauteurs (la hauteur H(P) du polynéme
P est le mazimum des modules de ses coefficients) des Apn. Il est aussi
nécessaire que Ay ne s’annule pas dans un voisinage du point

(¢, P(q), Q(a), R(9)),
ce qui est réalisé si
|[An (g, P(q), Q(q), R(q))|

n’est pas trop petit. La construction est la suivante :

PREMIER PAS. Une fonction auxiliaire
Pour N € N suffisamment grand, le principe des tiroirs (lemme de Siegel)
fournit un polynéme A € Z{z, X1, Xo, X3] tel que:
les degrés partiels de A sont < N ;logH(A) < 116 N log N ;
et la fonction F définie par F(z) = A(z, P(z), Q(2), R(z)) posséde en 0
un zéro d’ordre M > 3 N*.
Notons que le choix de la majoration des degrés partiels de A par IV est assez
arbitraire ; nous y reviendrons plus loin. La fonction F' n’est pas identi-
quement nulle car les fonctions z, P(z), Q(z) et R(z) sont algébriquement
indépendantes sur C ([Mah2]), de sorte que M est correctement défini.

La version (classique) du lemme de Siegel utilisée est la suivante :

Lemme de Siegel. Pour1 < i< Tetl < 5 < S, sotent g;j € Z. Si
S > T, alors il existe des entiers rationnels x1, ..., xs non tous nuls tels
que Zl<j<S 9ijz; = 0pourl < i < T et max |z;| < LT/(S"T), ou

1<5<5
L = max {1 iil}-
ax{l, max > |91}
== 1g5<s
La clef de cette étape est le fait que les séries d’Eisenstein ont des coeffi-
cients entiers dont la croissance est polynomiale : la borne (mauvaise mais

suffisante)
ok(n) = Z d* < (Z d)k < n%k

din dln
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permet de majorer le module des coefficients de Taylor de
2 P(2)"1Q(2)* R(2)*

N
par les coefficients de Taylor (de méme indice) de —c—, ou N > k;
(1 — 2)22N
et ou ¢ est une constante absolue. En effet, la série 1 + z n* 2™ admet la
n>1
k!
série majorante Z H (n+£)" = e
n>0 1<e<k
Sid= ) alk,k)oX"
0<k; <N
et F(z) = A(z, P(2), Q(2), R(2)) = Z b, 2", les conditions b, = 0

n>0
(O <n< [KN—;IZ]) forment un systéme linéaire de [(N +1)*/2] équations
en les (N+1)* inconnues a(ko, k) et les coefficients sont agréablement bornés
par le calcul précédent, ce qui permet d’appliquer le lemme de Siegel.
On a ainsi construit une fonction auziliasire F(z) = by 2™ + Z by, 2",

n>M
ot bys est un entier rationnel non nul.

DEUXIEME PAS. Majoration de |F(z)]

Soit ¢ € D. La majoration des a(kg, k) permet de borner les |b,| et d’en
déduire que
Pour N suffisamment grand et |z| < r = min(1—+2|—‘ﬂ, 2|q|),
on a |F(z)| < |z|M M8V,
La condition sur |z| est purement technique ; le fait important est que
|z| < ravec|q] < r < 1 et Yu. Nesterenko choisit un tel .

TROISIEME PAS. Minoration d’un |F(T)(q)]
gl

2
Cela résulte d’une formule d’interpolation qui n’est autre que la formule des
résidus appliquée a

Il eziste un entier naturel T < c,(q) N log M tel que |[FT)(q)| >

2

G(z) = =M1 F(z) (:—(z__—‘j;)T

La clef est la suivante : le module de F' est borné par le deuxiéme pas
et, par construction, le résidu en 0 de G est by (—7/q)T, ott |bag| > 1 car
¢’est un nombre entier non nul.

QUATRIEME PAS. Lemme de zéros
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Lemme de zéros (Nesterenko). Soient Ly et L des nombres entiers > 1.
Si A € Clz, X1, Xo, X3] est un polynéme non nul de degrés < Lo en z et
< L en chacun des X;, alors

ordg A(z, P(2), Q(z), R(2)) < 2.10% Ly L3.

Le point crucial qui permet d’obtenir un tel lemme de zéros est le systéme
différentiel satisfait par P, Q et R :

_ L p2_ _Lipo_ _Lpr_0?
OP =5 (P -Q), ©Q=3(PQ-R), OR=;(PR-Q),

d . : - :
mais le z dans © =% - est cause d’une (la ?) sérieuse difficulté : il interdit

z
I'usage des lemmes antérieurs de Yu. Nesterenko et oblige & démontrer un
résultat qui est loin d’étre trivial :
Tout idéal premier non nul de Clz, X1, X2, X3] ayant un zéro au point
(0,1,1,1) et stable par l'opérateur
0
0X3

d 1, 8 1 8 1 ,
LN e I WA — X3) =2 (X1 X3~ X
D Zdz+12(X1 X2)6X1+3(X1X2 X3)8X2+2( 1X3 2)

contient le polynome z (X3 — X32).

La conclusion de ce quatriéme pas est que dans toutes les inégalités précé-
dentes, on a M < c¢N*%, ot c est une constante absolue.

CINQUIEME PAS. Qui est Ay ?

L’opérateur différentiel D ci-dessus a été étudié pour que, compte tenu

du systéme différentiel satisfait par P, @ et R, pour tout polynéome B €

Clz, X1, X2, X3], on ait
d

EB(Z:) P(Z), Q(Z), R(Z)) =

En particulier, pour F(z) = A(z, P(z), Q(z), R(z)), par récurrence sur
t € N, on obtient 2t F*)(2) = D;A(z, P(2), Q(2), R(2)), ou 'opérateur
différentiel D; est défini par Dy = H (D - k).
0<k<t
De plus, il est clair que 12¢ D;A est, comme A, un polyndme a coef-

ficients dans Z. Ainsi, avec les notations du troisiéme pas, il existe Ay €
Z[z, X1, X2, X3] tel que

(122)" FT)(2) = An(z, P(2), Q(2), R(2)).

L (DB)(z P(2), Q(2), R(2)).

z

Enfin, la formule Ay = 127 D7 A permet de majorer le degré deg Ay et
la hauteur H(Ay) de An:
Pour tout entier N suffisamment grand, il existe un polynome

Ay € Z[Z, X1, Xo, X3]
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tel que
deg Ay < ca(q) N log N, log H(An) < c2(q) N (log N)? et
exp(—r2(g) N*) < |An(g, P(g), Q(a), R())| < exp(—ri(q) N?),

ot les constantes co et k; ne dépendent que de q.

SIXIEME PAS. Conclusion

Un cas particulier du critére d’indépendance algébrique de P. Philippon
permet alors de conclure :

CIA (Philippon). Soit z € C™ ; sl eriste une suite de polynémes
AN € Z[X] telle que

deg Ay < o(N),logH(AN) < o(N) et
exp(—k2 A(N)) < |An(z)] < exp(—k1 A(N)),

ot les k; sont des constantes positives, o et A sont des fonctions croissant
vers linfini et satisfaisant o(N+1) /o(N) — 1 et A(N) / (o(N))¥ — oo
quand N — oo, alors

degtrg Q(z) > k.

Mesures et variantes.

Les estimations du cinquiéme pas sont assez précises pour que 1’on puisse
utiliser un critére pour des mesures (critéres de Jabbouri, d’Ably ou de
Jadot) au lieu du critére d’indépendance algébrique. On obtient ainsi des
mesures d’indépendance algébrique et des mesures d’approximation, par
exemple :

Soit g € D, 51§ = (01, 02, 63) est une base de transcendance de
Q(q, P(q), Q(q), R(q)), alors il existe une constante C > 0 telle que, pour
BeZX,Y, Z]\ {0}, on a

log|B(8)| > —C (t(B) + deg B log(B))* (log ¢(B))°,
ot t(B) = max(e, deg B + log H(B)).

Soient q € D et z = (q, P(q), Q(q), R(q)), alors il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout point algébrique o = (a;)1<i<4, ON @

log Y |z — | > —C|(t(e) deg(a))*/*log(t(a) deg(e)),
1<i<4
ot deg(a) = [Q(a) : Q], t(a) = h(a) +logdeg(a) et h(a) est la hauteur
logarithmique absolue de Weil de o : ‘

1

— + .
h‘(g) - deg(gz_) ; dU log lnglla_%el |a1|’U'
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En fait, la construction précédente ne donne pas exactement ces mesures
(Pexposant du facteur correctif en log est moins bon) parce que les parame-
tres (les degrés partiels du polynéme A du premier pas) ne sont pas choisis de
fagon optimale : la croissance comparée des fonctions z et P, @}, R permet
de donner & A un degré en z plus élevé. Cela se voit bien si I'on utilise
Vapproche méthodique de P. Philippon (voir [Phi2] et [Phi3]), qui rend treés
systématiques les preuves de transcendance et d’indépendance algébrique
et, de plus, utilise les déterminants d’interpolation de Michel Laurent au
lieu de fonctions auxiliaires.

D’autre part, dans son approche méthodique, P. Philippon propose deux
autres voies pour conclure a partir de la construction transcendante : dans
la premiére voie, le critére d’indépendance algébrique est remplacé par des
propriétés générales d’approximation ; cette voie permet d’atteindre, pour
Pinstant, les degrés de transcendance 3 ou 4 (ce point de vue n’est pas trés
éloigné des travaux de Damien Roy et M. Waldschmidt). Dans la deuxiéme
voie le lemme de zéros et le critére sont remplacés par une mesure de tran-
scendance. Pour illustrer ce deuxiéme type d’idée, voici la preuve donnée
par P. Philippon d’un cas particulier (contenant ’indépendance algébrique
de 7, €™ et I'(1/4)) du théoréme de Yu. Nesterenko :

La construction de transcendance est celle qui a été présentée ci-dessus,
mais en un peu plus simple : au troisiéme pas, il suffit d’avoir F(T)(q) # 0
et, sans utiliser le lemme de zéros, la conclusion du cinquiéme pas est

deg Ay < ¢(q) N log M,log H(AN) < c(q) N (log M)? et

0 < |An(g, P(g), Q(q), R(g))| < exp(—«(q) M).

La mesure d’indépendance qu’on utilise alors est une version quantitative
[GPhil] du théoréme de G.V. Chudnovsky dont on a parlé plus haut :

Théoréme (G. Philibert 1988). Soit w # 0 une période d’une fonction
elliptique p de Weierstrass, d’invariants algébriques g, et g3 et soit n la
quasi-période associée. Pour tout € > 0, il eziste une constante c(e) > 0
telle que, pour tout B € Z[X, Y]\ {0} on a

1B(Z, 1)1 > exp (—c(e) tB)™*).
w w
La mesure annoncée par G.V. Chudnovsky était un peu meilleure que cela et
P. Philippon [Phi4] vient d’obtenir le bon résultat : dans ’énoncé précédent
on peut remplacer t(B)3*¢ par (deg B)? (log H(B)+deg B log deg B) et c(¢)
par une constante absolue. En particulier, les nombres g et g (et donc

I'(1/4) ... ) ne sont pas des nombres de Liouville.

La maniére d’utiliser la mesure de Georges Philibert est expliquée par le
Lemme. Sotent 0; (1 < i < t)etz; (1 < j < n) des nombres complezes
tels que chaque x; est algébrique sur Q(8). Alors il existe des constantes
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C et Ty ayant les propriétés suivantes : si A € Z[ X, ..., Xy] satisfait a
t(A) < T, ouT > Ty, et A(z) # 0, alors il existe un polynéme B €
Z[Yy, ..., Y] tel que t(B) < CT et 0 < |B(8)] < €T |A(z)|.

Le polyndome B est obtenu par élimination des z; entre A et les polynomes
minimaux des z; sur Q(@) (voir [Wal2]).
On peut alors terminer la preuve : on suppose que g2 et g3 sont al-

gébriques et que P(q), Q(q) et R(q) sont algébriques sur Q(z, Q) ; alors,
w w

T
4 partir de Ay le lemme donne un By (—, 2) et il est assez facile de voir
w w

que, pour N suffisamment grand, By contredit la mesure de G. Philibert.
Le résultat obtenu ainsi est le suivant :
Si J(q) est algébrique, alors degtrg Q(q, P(q), Q(q), R(q)) > 3.

Notons enfin que, grace & un lemme de zéros (voir [GPhi2] et la thése de
K. Barré) pour les fonctions polynomiales en z et J(z), K. Barré obtient
([Bar2]) des mesures d’approximation simultanée |g — a| +|J(q) =8| > ...
qui sont de méme qualité que celles que 'on déduit des travaux de Yu.
Nesterenko, mais meilleures dans le sens qu’elles séparent les contributions
de a et 8. La meilleure version de ce lemme de zéros n’est disponible que
dans la thése de K. Barré, donc il n’est pas inutile de la citer :

Lemme de zéros (GP-KB). Si P € C[X, Y]\ {0}, degx P < L; et
degy P < Ly, on aordg P(T, J(T)) < 9L1Ly— Ly pourvu que LiLy > 1.

Pour terminer, indiquons seulement que ces résultats sont (étonnam-
ment ?) liés a la conjecture des quatre exponentielles, et renvoyons & I’article
[Dia] de Guy Diaz sur ces liens.

4. ANNEXE : LA METHODE DE MAHLER ET LE THEOREME STEPHANOIS

K. Mahler a introduit dans une série de trois articles en 1929 et 1930
une méthode de transcendance que ’on connait sous le nom de méthode
de Mahler. Nous allons présenter un cas particulier d’un résultat tiré de
[Mah3] et montrer comment la méthode a été modifiée pour parvenir a la
preuve du théoréme stéphanois.

On considére une fonction f holomorphe au voisinage de zéro, disons sur
un disque ouvert de rayon r + €. On suppose que f est transcendante et
que ses coefficients de Taylor a I'origine sont dans Z (en fait, on pourrait
travailler dans un corps de nombres, mais il s’agit ici de présenter le principe
de la méthode, donc d’évacuer les problémes techniques). On suppose aussi
qu'il existe une suite de points algébriques (as)sen tendant vers 0 et tels que
les f(as) sont algébriques. On suppose, bien sir, qu’on a un contréle des
degrés et hauteurs de tous ces nombres algébriques. Le but de la méthode
est d’obtenir une contradiction.
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On commence par construire une fonction auxiliaire F'(z) = P(z, f(2)),
ou P est un polynome a coefficients dans Z de sorte que F' ait un zéro d’ordre
élevé & lorigine : l’algébre linéaire fournit l’existence d’un tel polynéme
non nul de degrés partiels majorés strictement par L; et Lo de sorte que
F ait un zéro d’ordre au moins NV en 0 dés que N < L;L;. Comme f
est transcendante, la fonction F' n’est pas nulle et, si M est son ordre
I'origine, z~™ F(2) tend vers bys € Z \ {0} quand z tend vers 0.

Le lemme de Schwarz donne alors la majoration |F(as)| < |as/r|M |F|,
(si l’on note |F|, le maximum du module de F sur le disque fermé de rayon
T).

Dans ’autre sens on a une minoration arithmétique donnée par 1'inégalité
de Liouville : si ag X%+ -+ a4 = ag [Ticj<a(X — o) € Z[X] est le
polyndme minimal du nombre algébrique o # 0, la mesure de Mahler de
aest M(a) = ao]];<cj<gmax(l, |aj]) et sa hauteur de Weil est h(a) =
%log M(a). Alors I'inégalité de Liouville s’écrit

logla| > - [Q(a) : Qha).
Ici, le nombre F(ag) est algébrique et il n’est pas nul si S est assez grand
car agM F(ag) tend vers by # 0 quand S tend vers infini. La hauteur de
F(as) se majore par
h(F(as)) < logL(P)+ Ly h(ag) + La h(f(as)),

ou la longueur L(P) est la somme des modules des coefficients de P. Si
Pon note deg(z) le degré du nombre algébrique z, 'inégalité de Liouville
appliquée & F(ag) donne 'inégalité

(%) M log I%i + log | F|,

> —deg(F(as)) (log L(P) + L1 h(as) + L2 h(f(as))) -

Il s’agit alors d’obtenir une contradiction. Nous allons voir sur un exemple
comment procéde K. Mahler.

UN BON EXEMPLE La fonction considérée est définie sur le disque unité
ouvert par f(z) = Z 2%" ot d est un nombre entier > 2. La fonction f est

n>0
transcendante car sa série de Taylor est lacunaire. On peut aussi retrouver
sa transcendance en utilisant la relation fonctionnelle f(z%) = f(2) — 2

(comme on prouve la transcendance d’une fonction périodique prenant une
infinité de valeurs). On veut démontrer que f(c) est transcendant si a est
algébrique.

On suppose donc «a et f(a) algébriques. Si ag = ozds, la relation fonc-
tionnelle montre que f(ag) est algébrique pour tout S € N. Il est clair que
le degré de g est majoré par celui de « et que le degré de f(ags) est majoré
par le produit des degrés de « et f(«), en raison de la relation fonctionnelle.
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I en résulte que le degré de F(as) est un O(1), ou ce O ne dépend pas de
la construction de la fonction auxiliaire.

Pour les hauteurs, la croissance est un peu plus rapide : on a h(ag) =
d® h(a) et la relation f(as) = f(a)— Z a;, obtenue par itération de

0<s<S—1
’équation fonctionnelle, donne h(f(as)) < log(S+1)+h(f(a)) +dS h(a),
car Z ds < d5.
0<s<S-1
L’inégalité () devient donc

M log 'ads /T

+log|F|, > —O(1) (log L(P) + Ly d® + Ly d°) .

Lorsque S tend vers 'infini, les deux membres de I'inégalité sont du méme
ordre de grandeur d° et les termes qui dépendent de la construction de F
deviennent négligeables. L’inégalité se réduit ainsi & —M > —O(1) (L; +
Ly), c’est-a-dire M < (Ly + L2) O(1). Or, par construction, on a N < M
et, par exemple pour N = L; Ly — 1, I'inégalité est contredite par un choix
quelconque de L; et Lo suffisamment grands.

LE CAS DE L'INVARIANT MODULAIRE. Si on essaie d’appliquer cette métho-
de & l'invariant modulaire J, la premiére chose a faire est de le rendre
holomorphe & lorigine en le remplacant par zJ(z) (c’est ce qui est fait
dans l’article originel [BDGP]. On peut aussi, suivant une suggestion de
D. Bertrand, considérer un polynome en z et J(z) et le multiplier par une
puissance convenable de A = == (Q® — R?) comme dans [Bar2] et [Wall],
[Wal2]). La transcendance de la fonction J s’obtient assez facilement en
utilisant ses propriétés de modularité. Ici nous poserons f(z) = z J(z).

On suppose « et J(a) algébriques. Alors, pour as = o, J(as) est
algébrique. En effet on a la relation fonctionnelle ®5(J(2%), J(z)) = 0,
ou ®5 est le polynome modulaire. Il s’agit d’'un polyndéme de Z[X, Y],
symétrique en X et Y, unitaire en X et de degrés partiels

ws) = sTla+3),

p|S

de sorte que ¥(S) = O(S loglog S). Cette relation fonctionnelle montre
que le degré de J(a®) est un O(2(S)), et cette borne est en fait la meilleure
possible (voir [Ber3]). Cette relation fonctionnelle donne aussi une borne
pour la hauteur de J(a®) (c’est celle qui est utilisée dans [BDGP]), mais
I'utilisation de la hauteur de Faltings des courbes elliptiques donne une
meilleure majoration : h(J(a®)) = O(log S).
Pour la fonction auxiliaire, on obtient ainsi deg(F'(as)) < deg(J(as)) et
h(F(ag)) < log L(P) + (L1 + Lo) h(as) + Lo h(J(as)),
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de sorte que 'inégalité (*) devient

SM + ¢y < O(1)9(S) (1 + (Ly + L2) S+ Ly log S),

ou c; et ¢z ne dépendent que de la construction (c’est-a-dire des paramétres
Ly, Ly et N, de r et des coeflicients de Taylor de f). Comme %(S) croit
plus vite que S, on ne peut plus faire, comme K. Mahler, tendre S vers
I'infini pour obtenir une contradiction.

Les difficultés proviennent 4 la fois du degré et de la hauteur de J(a5).
Différents auteurs ont modifié la méthode de Mahler dans le but, avoué ou
non, de conclure dans le cas présent (voir le livre [Nis] de K. Nishioka).
La modification principale consiste & utiliser un lemme de Siegel au lieu
de la seule algébre linéaire pour construire la fonction auxiliaire. Cela per-
met d’estimer effectivement les constantes c¢; et ¢o ci-dessus en fonction
de Li, Lo et N. 1l faut ensuite trouver une valeur de S pour laquelle
F(ags) n’est pas nul, avec une estimation de S en fonction des parameétres
suffisamment bonne pour que I'inégalité ci-dessus puisse aboutir & une con-
tradiction. Je crois que les prédécesseurs des Stéphanois ont cherché &
obtenir des théorémes trop généraux et que c’est la raison pour laquelle ils ne
s’appliquaient pas a l'invariant modulaire. On ne saura jamais ce que pen-
sait faire K. Mahler lui-méme, quand il disait en 1972 [Mah4] qu’une majora-
tion de la longueur du polynéme modulaire de la forme L(®9=) < exp(C2")
lui permettrait de démontrer sa conjecture. Cela n’est pas trés grave car
une telle majoration est fausse, ainsi que I’a montré Paula Cohen [Coh] ...
Les points cruciaux de la preuve de [BDGP] sont |'utilisation de la croissance
des coefficients de Taylor de z J(z) (c’est encore meilleur par la méthode de
D. Bertrand, puisque ’on a vu que la croissance des coefficients de Taylor
des séries d’Eisenstein est polynomiale) et la détermination de ’entier S
convenable. Ce dernier point résulte simplement de ’application du lemme
de Schwarz, alors que, habituellement, ’estimation de ce S se fait par com-
paraison de la série de Taylor de la fonction auxiliaire ' avec une série
géomeétrique, procédé qui fournit ici un S trop grand.
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