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Bornes effectives pour certaines fonctions

concernant les nombres premiers

par JEAN-PIERRE MASSIAS ET GUY ROBIN

RÉSUMÉ. Si pk est le kème nombre premier, 03B8(pk) = 03A3ki=1 log pi la fonction
de Chebyshev. Nous obtenons de nouvelles estimations et des améliorations
des bornes données par Rosser et Schoenfeld, Schoenfeld et Robin pour les
fonctions

pk, 03B8(pk), Sk = $$k03A3i=1 pi, et S(x) = 03A3p.p~p.

Ces estimations sont obtenues en utilisant des méthodes basées sur

l’intégrale de Stieltjes et par calcul direct pour les petites valeurs.

1. Introduction.

Soit pk le kème nombre premier, x un nombre réel positif, j et k deux
nombres entiers positifs, on note
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R.H. veut dire que nous supposons que l’hypothèse de Riemann est
vraie, N.R.H. signifie que l’on ne fait pas l’hypothèse.

Le but de cet article est de fournir des bornes explicites pour quelques-
unes de ces fonctions. Nous donnons d’abord leurs développements asymp-
totiques. Puis nous présentons les meilleurs résultats actuellement connus.
Quand ceux-ci sont nouveaux, nous en donnons la démonstration.

Cette publication a été suggérée par des articles précédents des auteurs
[4,5] où des bornes explicites de s(x) et Sk ont été utilisées. Les résultats
obtenus ici sont également utiles à l’étude de la complexité des algorithmes
[14,15~.

D’autres fonctions comme

peuvent également être étudiées.

1.1 Développements asymptotiques.
Massias [2, page 15] prouve qu’il existe a &#x3E; 0 tel que pour tout nombre

réel j &#x3E; -1

En utilisant le développement asymptotique de li(x),

nous pouvons écrire
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En prenant j = 0 dans (1.1), nous en déduisons

Cipolla [1, page 140] donne les premiers termes

A partir de (1.1) et (1.3) nous obtenons

En utilisant un théorème de Robin [8, pages 20 à 22] , nous avons

où les polynômes Bn,; vérifient la relation suivante

Nous calculons également

1.2 Bornes explicites.
Les théorèmes ci-dessous sont exprimés de manière aussi proche que

possible des développements asymptotiques correspondants.
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THÉORÈME A.

(i) a été démontrée en 1939 par Rosser [9, page 37], (iv) par Rosser et
Schoenfeld en 1962 [11, page 69].

THÉORÈME B.

(i) a été annoncée par Rosser et Schoenfeld [12, page 243], et démontrée
ainsi que (iv) par Robin [7, page 372].

Les assertions (ii), (iii), (v), (vi) du théorème A et (ii), (iii), (v) du
théorème B seront démontrées au paragraphe 3. Ce sont des améliorations
des inégalités suivantes démontrées par Robin [7].
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THÉORÈME C.

(i) et (v) se déduisent de (ii) et (vii). Les autres inégalités sont dé-
montrées au paragraphe 4.

THÉORÈME D.
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La preuve de ce théorème se trouve au paragraphe 5.
Les formules sont vérifiées par calcul direct pour k  K = 1 000 000.

Nous supposerons donc dans les preuves suivantes k &#x3E; K et pk &#x3E; PK =

15 485 863.

2. Lemmes

Nous énonçons ici, quelques lemmes utiles.

LEMME 2.1.

pk  k log pk, pour tout k &#x3E; 4 .

LEMME 2.2.

k(logpk - 2) pour tout k &#x3E; 5 .

LEMME 2.3.

LEMME 2.4.

LEMME 2.5.

, alors nous avons
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Le maximum de f (x) est obtenu pour log x = a + c/b et sa valeur est

LEMME 2.6.

Nous avons

LEMME 2.7.

Nous avons 1 e(x) - x ~  cx/ log x, pour ebt, étant
donnés dans la table II.

LEMME 2.8.

On peut écrire

La formule (2.2) est vraie dès que 16,55, mais ne devient
meilleure que la formule (2.1) que pour logpk &#x3E; 1 040. Il en est de même
des suivantes.

Preuve. Schoenfeld [13, page 360] prouve le résultat
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On a alors

d’après le lemme 2.1.

On prend ,

Table II
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C’est une conséquence immédiate de la table publiée par Schoenfeld [13,
page 358] et du résultat du même Schoenfeld [13, page 360],

3. Démonstration des théorèmes A et B.

(a) Assertions (ii) et (iii) du théorème A. Les quatre lemmes suivants
démontrent ces deux assertions

LEMME 3.1.
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Preuve.

Plus simplement, le lemme (2.1) nous permet d’écrire

En utilisant l’inégalité (1.12) on en déduit

La fonction i est décroissante. Son minimum) sur

l’intervalle qui nous intéresse vaut 0, 007 104, il est donc supérieur à la
valeur de c..

LEMME 3.2.

Pour e5g8  pk  el les inégalités du (ili) du théorème A sont
vérifiées, à savoir

Plus précisément, la table III montre que si ebl , avec 600
 bo  1 700, alors
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Table III

On prendra pour bo les valeurs successives de la table et pour bl les
mêmes valeurs décalées d’ une ligne.

Preuve. Nous procédons comme dans le lemme 1 de [7, page 373].
Nous supposons que

et que ebl , nous pouvons utiliser [13, page 358] pour écrire

Nous en déduisons que
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Comme la fonction dans le second membre de cette inégalité est crois-
sante, nous pouvons prendre k = ebl et écrire

Nous remarquons que logpjb  bl entraine
Nous avons donc

où nous pouvons prendre

Avec le même argument que dans le lemme 1 de [7, page 373], nous
pouvons obtenir la meilleure valeur de ,Qbo suivante

Nous itérons les relations (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) quatre fois dans chaque
intervalle [bo, bl ], bo et bl variant de 50 en 50 dans l’intervalle [600, 1 800]
avec comme premier intervalle [598,600] pour faire la jonction avec le lemme
3.1 . ..

Preuve.

En utilisant (2.3) on obtient

Pour les valeurs de k qui sont concernées, 1092 k &#x3E; 7,49, l’assertion est donc
démontrée.·
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LEMME 3.4. Sous R.H., on a

Preuve.

Schoenfeld, [13, page 337], démontre l’inégalité suivante sous R.H.

Pour 1411, nous pouvons écrire

(b) Assertion (v) du théorème B.
Nous allons considérer plusieurs intervalles [ko, kl] et supposer que

Posons alors

De plus, pour 6  1/2, définissons les deux assertions suivantes,

Notre but est de montrer que 0(pt)  s(k), pour ko  ~  kl.
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LEMME 3.5.

Si, pour est vraie alors

Preuve.

f (k) est croissante, car

A l’aide du lemme (2.3) nous pouvons affirmer que la démonstration est
terminée si

Comme f ’ est croissante, c’est une conséquence de l’inégalité suivante

En utilisant la définition de u(k), nous allons démontrer que

Comme k &#x3E; K = 1 000 000, nous avons

et comme Tl (log2 k) est vérifiée, l’inégalité (3.7) est vraie et (3.6) est

vérifiée..
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LEMME 3.6.

Preuve. A l’aide des hypothèses nous écrivons

Comme T2 (log2 k) est vraie,

La démonstration est ainsi terminée.

LEMME 3.7.

Les hypothèses Tl (log2 k) et T2(log2 k) sont vraies pour K  k  el 164.

Preuve. La démonstration fait ici aussi appel à des calculs numériques
résumés dans la table ci-dessous.
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LEMME 3.8. Soit &#x3E; e 4164 nous avons

Preuve.

(2.4) et (1.13) démontrent ce résultat.

LEMME 3.9. Pour k &#x3E; k) et T2(log2 k) sont vérifiées.

Preuve. A l’aide du lemme (3.8) nous pouvons prendre a = 1, ce qui en-
traîne 3 = 0, 499 4 et le résultat est démontré.

Cela termine la démonstration de l’assertion (v) du théorème B.

(c) Assertions (v) et (vi) du théorème A.

LEMME 3.10. Pour k &#x3E; 13,

Preuve. On subdivise en deux intervalles: log k  1039, 8 et 1039, 8.
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On utilise les inégalités (2.1) et (2.2) du lemme (2.8) et l’inégalité (v) du
théorème B pour obtenir

(1) pour log k  1 039, 8 on a

La fonction , est croissante.

Son maximum est obtenu en log k = 1 039, 8 et il donne le résultat.
(2) pour log l~ &#x3E; 1 039, 8, on a

La fonction est décroissante. Son

maximum est obtenu en log k = 1 039, 8 et il donne le résultat.

LEMME 3.11. 15 985,

Preuve. C’est une conséquence du lemme précédent pour log k &#x3E; 169. Dans
le cas contraire, d’après le lemme 2.5 et la relation (3.8) il vient, pour tout
k dans l’intervalle [K, 

majoration que l’on améliore en la réinjectant dans

et en utilisant de nouveau l’inégalité (v) du théorème B.

Ainsi, en utilisant (2.1), nous obtenons

Ceci donne le résultat dans l’intervalle considéré.
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LEMME 3.12. Sous R.H., pour tout 27 075

Preuve. Pour K  k  e24, c’est une conséquence du lemme précédent et
pour k &#x3E; e24, on utilise (3.5).

(d) Assertions (ii) et (iii) du théorème B. Nous présentons ici une
démonstration différente de celle proposée dans [7]. Pour -y réel positif,
posons

/ - -1

On veut démontrer que s(k) pour k &#x3E; K sachant que cette inégalité
est vraie pour k = K.

Remarquons que les trois inégalités f (k), log pk &#x3E; f (k + 1) -
f (k) et h(k) entraînent f (k + 1) et s(k). Il
nous faut donc montrer que logpk &#x3E; f (k + 1) - f (k) et h(k) pour
prouver, par récurrence le résultat.

Nous avons besoin de considérer deux intervalles.

(1) 13, 81  log k  25.
Dans ce cas

(2) log k &#x3E; 25.

D’après le théorème A (iii), on peut écrire

d’où
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La condition logpk &#x3E; h(k) est donc vérifiée en prenant dans le premier
intervalle 1 = l, 062 et dans le second y = 1, 095.

Etudions maintenant l’autre condition logpk &#x3E; f (k+1) - f (k). Lorsque
k et k + 1 sont dans le même intervalle

Lorsque k est dans le premier intervalle et k + 1 dans le second, on obtient
la même inégalité mais en choisissant le 1 du second intervalle.

On a

On sera sûr de l’inégalité f (k + 1) - f (k)  logpk si

ce qui est vérifié sur chacun des intervalles.

Les deux conditions sont toujours vérifiées et l’assertion est ainsi démon-
trée.3

4. Démonstration du théorème C.

a) Assertions (ii), (iii) and (iv).
Soient e et b deux nombres réels positifs, s(k) et f (k) les fonctions définies

par 
-
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LEMME 4.1. J~ étant un nombre entier positif,

Preuve. Calculons les deux premières dérivées de f , nous obtenons

Nous appliquons alors la formule de Taylor, f (k+1)- f (k) = f’ (k) + f" (k1),
avec k  ki  k + 1. Comme f" est croissante, nous obtenons

LEMME 4.2.

pour tout

, pour tout

Preuve.

a) Considérons d’abord que k  et prenons e = b = 0 dans les
définitions de s et f .

Supposons maintenant que k &#x3E; K. Si

nous pouvons déduire, en utilisant l’assertion (i) du théorème A
que Sk &#x3E; s(k). Il ne reste plus qu’à démontrer que (4.1) est vérifiée
pour tout K  k  e530. Nous utiliserons un raisonnement par
récurrence.

Pour k = K, on vérifie que (4.1) est valide.
Montrons que f (k + 1) - f (k) ce qui revient à dire Sk &#x3E;

f (k + 1).
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Pour k  7r(10~~), nous utilisons le théorème B, assertion(iii),
ainsi que l’inégalité

Remarquons que

Le lemme 4.1 donne le résultat. Pour ~-(1011 )  ~  e530, nous
raisonnons de même, mais en prenant comme minoration de pk une
borne issue du lemme 2.7, c’est à dire

A l’aide du lemme 2.1, nous obtenons le résultat.
b) Pour e53o  ~  el 800 nous prenons e = 0, 003 4 et b = 0 dans les

défin.itions de f et s et nous utilisons les bornes trouvées dans la
table III.

Nous vérifions alors l’inégalité suivante

La valeur de k permettant d’obtenir la constante e se trouve dans
l’intervalle 

c) Pour k &#x3E; el 800, nous utilisons le théorème A, assertion (ü), c’est-
à-dire l’inégalité

k(log k + log~ ~ 2013 1), et il ne reste plus qu’à vérifier
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LEMME 4.3. Si R.H.

Preuve.

Comme dans le lemme 4.2, il nous faut montrer que pk &#x3E; f (k + 1) - f (k)
avec e = 0 et b = 0. Avec le lemme 4.1, la relation (3.5) et l’assertion (iii)
du théorème B, il reste à démontrer que

ce qui est vérifié car

LEMME 4.4.

Preuve. Jusqu’à log k = 1 000, c’est une conséquence du lemme 4.2. Pour
les valeurs plus grandes de k nous utilisons le lemme 4.1 avec e = 0 et
b = 3, 568 . Il ne reste plus à démontrer, comme au lemme 4.2, que

La signification de a et ses valeurs sont données au lemme (3.2).

b) Assertions (vi), (vii) et (viii). Soient e, b, ti trois nombres réels posi-
tifs, posons



237

LEMME 4.5. K, nous avons

Preuve.

Comme f " est positive dans l’intervalle que nous considérons, nous pouvons
en déduire, en utilisant le théorème des accroissements finis, que + 1) -
f (k) &#x3E; ’(k) . Comme, p our x &#x3E; K, nous avons

la démonstration est achevée.

LEMME 4.6.

Preuve. Les preuves de ce lemme et du suivant se font par récurrence. On
montre que Sk_1  f (k) entraine Sk  f (k + 1). Pour cela il faut que
l’inégalité suivante soit vérifiée
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On utilise pour cette comparaison une minoration du deuxième membre
obtenue au lemme 4.5 et une majoration de pk obtenue au théorème A. La
démonstration est réalisée en considérant plusieurs intervalles.

Le nombre ko défini par

vérifie 250  log ko  300.

Le lemme sera démontré en prouvant (4.4) pour log k  300 et (4.3)
pour log k &#x3E; 250.

a) Pour log k  300 nous prenons b = ~c = 0 et e = 0, 037, dans s(k)
et f (1~).

Pour obtenir l’inégalité (4.5), montrons que

Pour 13  log k  24, nous utilisons l’assertion (v) du théorème A
pour majorer pk. Nous obtenons alors l’inégalité

Pour 24  log k  300, nous écrivons, d’après le lemme 2.7, l’inégali-
té suivante

En utilisant le théorème B(v), il ne nous reste plus qu’à prouver

Or, d’après le lemme 2.5, la fonction atteint son
--0 -

maximum 0, 030 19. (4.4) est prouvé.
b) Pour log k &#x3E; 250, prenons b = 1, 805, J.L = 0 et e = 0. Comme

v ( k ) &#x3E; - 2 . 10-4 , nous devons démontrer l’inégalité suivante
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Pour 250  1 093, nous utilisons le théorème A(v) et c’est
alors une conséquence de l’inégalité

Pour 1 093  log k, nous utilisons (2.5) et obtenons

Le théorème B(v) permet de conclure car

LEMME 4.7. L’assertion
- , lU /

pour 10 134 est vérifiée sous l’hypothèse R.H.

Preuve. Prenons, dans le lemme 4.5, e = 0, b = 1,p = 2, 29, alors v(~) &#x3E;
-0, 006 9. La majoration du théorème A (vi) nous permet d’obtenir le
résultat. ·

5. Démonstration du théorème D.

Supposons que, pour tout
Ecrivons ensuite

En intégrant par parties, on obtient

Utilisons le lemme 2.6
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Le lemme 2.7 nous indique que nous pouvons prendre les valeurs suiv-
antes pour ci et C2

Ceci nous permet de démontrer les formules (i), (ii), (iii), et (iv) du
théorème D.

Etudions maintenant la formule (v). Comme précédemment, écrivons la
somme 

..~ , ~ , ,

Avec une intégration par parties, on obtient

Supposons que B(x)  x(1+cl/ log x) et que, pour tout ; i
t(1 - c2/logt), on a alors

Posons 1

lemme 2.6 entraîne

Si fa(xo), nous avons S(x)  fa(x) quand le couple (a,,8) vérifie
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(1) Si x  1011 et xo &#x3E; PK, nous pouvons prendre ci =0, C2 =
1/41, a = 0, fi; nous avons alors a = 0, 564 2fi ... , b = 0, 515 48 ...
et nous pouvons prendre /3 = 0, 6.

(2) Pour x = nous pouvons prendre /3 = 0, 5 fi 5 .
(3) Si x &#x3E; 1011 et x o = 1011, nous pouvons prendre ci = c2 -

0,007 762 9, a = 0, 565; on a alors a = 0, 543 859 ... , b =

0, 512 81... et la valeur /3 = 0, 6 convient...
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