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Automates calculant la

complexité de suites automatiques

par THÉODORE TAPSOBA

RÉSUMÉ - Le point fixe u d’une substitution injective uniforme de module
03C3 sur un alphabet A est examiné du point de vue du nombre P(u, n) de ses
blocs distincts de longueur n. Lorsque u est minimal et A de cardinal deux,
nous construisons un automate pour la suite n ~ P(u, n +1) - P(u, n).
ABSTRACT - A fixed point u of an injective substitution of constant length
03C3 on an alphabet A is considered in relation with the number P(u, n) of its
distinct n-blocks. When u is minimal and A a set of two elements, we prove
that the sequence n ~ P(u, n +1) - P(u, n) is obtained by an automaton
which is built explicitly.

1. Introduction

L’6tude des mots ’s remonte au moins aux travaux de Thue ([13],
[14]). Les régularités de ces mots ont dans un premier temps retenu l’atten-
tion ([13], [ 1 j, [7]) ; par la suite s’est pose le problème de la d6termination
du nombre P(n) de facteurs distincts de longueur n. On a 6videmment
la majoration P(n)  (Card(A))n. Pour les mots infinis qui sont points
fixes de substitutions uniformes sur un alphabet A, A. Cobham a montre
[4] qu’il existe une constante C, dependant du mot infini, telle que P(n) 
Cn et N. Bleuzen-Gue~rnalec [2] a precise la constante en la majorant par
a(Card(A))2 ou a d6signe le module de la substitution.

Nous construisons ici un automate pour la suite n --&#x3E; P(n -~-1 ) - P(n)
lorsque le mot est minim et point fixe d’une substitution injective
uniforme sur un alphabet de cardinal deux.

2. Pr6lhninaires

Soit A* le mondide engendre par un ensemble fini non vide appelé al-
phabet. Les éléments de A sont appel6s lettres et ceux de A* mots. Pour
tout mot v de A, Ivl designe la longueur de v, c’est-a-dire le nombre de ses
lettres. L’element neutre de A* est le mot vide noté c. C’est le mot de

longueur zero. Soit a E A ; on note simplement a* pour 1’ensemble {a}*
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des mots finis formes avec la seule lettre a. Le mot infini formés avec la
lettre a est not6 a°°.
Un mot v est dit facteur de zv si zv = xvy avec x et y dans A’. On 6crit
alors Si x = e (resp. y = e), v est dit pr£fixe (resp. suffixe) de w.
Pk(W) (resp. sk(w)) désigne le prefixe (resp. le suffixe) de w de longueur k
( Iwl). Un pr6fixe ou un suffixe de w est dit strict s’il est différent de w.
On appelle substitution une application f : A 2013~*. Cette application

se prolonge de manière naturelle en morphisme de monoïde j4* A*. Une
substitution f est dite uniforme de module u si a = If(i)1 I pour toute
lettre i de A, croissante si 2. S’il existe une lettre a de A telle

que f (d) = am avec Iml &#x3E; 0, alors 1’ensemble des mots infinis de préfixe a
possède un point fixe u = f k(m) ~ - . Une telle suite est
automatique. On sait en effet ([5], [4]) que les suites projet6es lettre k lettre
de points fixes de substitutions de longueur constante sont exactement les
suites engendr6es par automates finis.

Soit u un mot fini ou infini. L’ensemble des facteurs finis de u est not6

F(u) et celui des facteurs de longueur n est not6 Fn(u). Il est clair que tout
facteur d’un mot v de F(u) est un mot de F(u) et qu’il existe une lettre a
telle que va E F(v,). Le facteur v de u sera dit spécial si pour toute lettre
i de A, vi est facteur de u. FS(v,) d6s!gne 1’ensemble des facteurs sp6ciaux
de u et FSn{u) celui des facteurs sp6ciaux de longueur n.

Soit S le d6calage défini par = oiQ2 "’ et soit nl’adhéren-
ce de 1’ensemble oil la distance d est d6finie par :

La suite u est associ6 au systbme dynamique (f 2, ?’) , (où Test la restriction
de S a Q), et est dite minimale si les seuls ferm6s invariants de f2 sous
1’action de S sont 1’ensemble vide et St.

La caractérisation suivante est classique [6] :
PROPOSITION 1. Le most 1.£ est minimal si et seulement si pour tout , focteur
m de u, il existe un entier j dépendant de rri tel que :

Rernargue 1. La condition (1) de la proposition 1 exprime que tout mot du
langage de u apparait dans u avec des lacunes bomées (par j).

Lorsque u est point fixe d’une substitution f, nous avons (voir [10]) un
crit6re de minimality en fonction de f :
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PROPOSITION 2. Soit u point fixe de la substitution f sur l’alphabet A. Si
a est préfixe de u avec 2 et si toutes les lettres de A sont dans u,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est minimal et lim ~ I/k(b)1 = +oo pour toutes les lettres b de A,
(ii) il existe L  Card(A) tel que pour tout b E A, aIIL(b),
(iii) pour tout b E A, il existe k(b) E IY tel que 

Lorsque A = { 1, 2 }, on a un critère de minimalitd très simple :

PROPOSITION 3. Soit u un mot infini point fixe d’une substitution f sur
A = 11, 2} tel que 1 soit préfixe de u et u 0 100.

(i) Supposons f croissante, alors : u minimale r~ f (2) ~ 2‘.

(ii) Supposons f (1) ~ &#x3E; 2 et f (2) = 2, alors : u minimale t~ f (1) E
lA*I.

Preuve

(i) Si le mot est minimal, n’6tant pas form6 que de 1, il admet les facteurs
f ~(2). Donc si f (2) E 2*, le mot 1 apparait dans u avec des lacunes
.arbitrairement grandes, contrairement à la proposition 1. R,6ciproquement
si f (2) 0 2*, alors 11/(2) et la minimalité rdsulte de la proposition 2.

(ii) Si 2 est suffixe de f (1) alors on peut ecrire f (1) = lBl2(b) avec
b &#x3E; 1 et plus g6n6ralement = IBk12(kb). Cette forme s’obtient

par recurrence puisque Ainsi les
mots 28, s &#x3E; 0, sont-ils tous facteurs de u qui n’est donc pas minimale.
Supposons maintenant que 1 soit suffixe de f (1). Posons r = if (1)1. Le
mot 2(r-l) n’est pas facteur de f (1) et s’il n’est pas facteur d’un mot m,
il n’est pas facteur du mot f(m). n en résulte que 1 apparalt dans u avec
des lacunes bomées par r - 1. Par suite f k(1) apparalt aussi dans u avec
des lacunes bornées et donc u est minimale. 0

Dans tout ce qui suit, u désigne une suite minimale non périodique, point
fixe d’une substitution injective uniforme de module Q sur un alphabet A.

3. Quelques propriétés des facteurs et facteurs spéciaux

Soit m un facteur de u. n peut se factoriser sous la forme :

avec les conditions
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(3) 
x sufExe strict d’un mot I(v), y préfixe strict d’un mot 

~~~ 
et vl zrv2 facteur de u.

Un facteur m de u est dit mot rythme s’il n’existe qu’un seul triplet
(v, x, y) vérifiant les conditions (2) et (3).
PROPOSITION 4. S’il existe un facteur R de u rythmé et de longueur &#x3E; u,
alors tout facteur de u dont R est un facteur est aussi un mot rythmd.

Preuve
Soit R un facteur de u rythm6 et de longueur a. Soit m un facteur

de u tel que R soit un facteur de m. La factorisation de u en blocs de a

lettres, c’est-à-dire u = donne une factorisation de R
lu dans m. Celle-ci 6tant unique, elle determine alors un pr£fixe B de R,
de longueur IBI  7 et tel que si R = alors k + IBI est un
multiple de 7. La position de dans R, et par suite dans m, fournit
une factorisation de m induite par celle de u, mais celle-ci ne d6pend pas de
la lecture de m dans u. Soit m = a(ml)(m2) ... (mt)/3 cette factorisation
unique ou les mots mi sont dans f (A) et les mots a et /3 ont des longueurs
strictement inf6rieures a a. Le caract6re injectif de f donne la factorisation
rythm6e de m. 0

PROPOSITION 5. Tout d’un facteur spgcial est spécial.

Preuve
Soit zv = xv un facteur special. Pour toute lettre i de A, xvi = wi est

un facteur de u et vi est donc un facteur de u. Ainsi v est-il spécial. 0

Le corollaire suivant est immediat :

COROLLAIRE. Si FSp(u) est vide, alors pour tout n &#x3E; p, FSn(u) est vide.

Le r6sultat assez classique suivant, citd dans [llJ, a ete d6montr6 dans
[12] :
PROPOSITION 6. 7Z existe Lo dépendant de a et de Card(A) tel que tout
facteur m de u de longueur plus grande que Lo soit un Tnot rythmé.

Nous supposons a pr6sent A = {1, 2}.

4. Calcul automatique

Posons a = IPI ou P est le plus grand pr6fixe commun a f (1) et f (2) et
montrons ceci :
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LEMME. Soit k le plus petit entier tel que Qk + a ~ n. Alors les facteurs
sp6ciaux de longueur n &#x3E; Lo sont les de longueur (n-a) des images
des facteurs spiciaux de longueur k auxquels on a concaténé a droite P.

Preuve
Montrons dans un premier temps que la construction ci-dessus donne

des facteurs sp6ciaux : soit v un facteur spécial de longueur k. Alors, pour
toute lettre i de A, vi est un facteur de u. n en est de même pour son
image qui est de longueur ok + a.
Le pr6fixe f (v)P de longueur Qk + a de l’image f (vi) est special par
définition de P. Par la proposition 5, il en est de même pour tous ses
suSIxes.

Montrons a pr6sent que tout facteur spécial de longueur n &#x3E; Lo peut 8tre
obtenu par la construction du lemme : soit zv un facteur spécial de longueur
n &#x3E; Lo. Par la proposition 6, m est rythme : ur = xf(v)y, 0~1 x est un
suflxe strict de l’image par f d’une lettre j préfixe strict de l’image
par f d’une lettre k. Ainsi w est-il un facteur de f(jvk) avec jvk facteur
de u. Comme west special, wi est un facteur de u pour toute lettre i de
A. Chacun des Card(A) facteurs yi est un prefixe d’exactement un f (k), la
correspondance 6tant bijective. On a donc y = P et jv special. Finalement
m = x f (v)P ou xf (v) est ian suffixe de f (jv) avec jv special. 0

Remarque l. Pour deux lettres distinctes i et j, ddsignons par le plus
grand prdfixe commun a f(i) et f(j). Pour un alphabet A de cardinal
quelconque, si pour tout couple (i, j) de lettres distinctes de A on a 
P, (P 6tant le plus grand prefixe commun aux images de toutes les lettres
de A), alors le lemme ci-dessus reste vrai.

Soit P(n) le nombre de facteurs disctincts de longueur et soit q(n) =
P(n + 1) - P(n}. On a le r6sultat suivant :

THÉORÈME 1. Soit f urte substitution injective uniforme de module a sur
A = {1,2}, admettant un points frxe u minimal non périodique. Alors la
suite n --&#x3E; ne prend gu’un nombres fini de valeurs.

Preuve
On a q(n) = Card(Fn+i) -Card(Fn) = Card(FSn). Soit Lo la constante

de la proposition 6 et soit E = fq(n) ; 1  ~  Lo}. Posons p = ou S
est le plus grand suisxe commun a f (1) et f (2). Si 1’entier n est ecrit sous
la forme n = ak + a + r, (1  r  a), on sait (lemme ci-dessus) que les
facteurs sp6ciaux de longueur n sont obtenus a partir des facteurs sp6ciaux
de longueur (k + 1).
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Deux facteurs spéciaux distincts de longueur (k+1) ayant le même su%xe
de longueur k donneront (par la construction du lemme) le meme facteur
spécial de longueur n si r  A. Pour r &#x3E; p, il y a autant de facteurs

sp6ciaiix de longueur que de facteurs sp6ciaux de longueur (k + 1). Il
vient donc que :

L’entier q(n) est donc parfaitement determine d6s que q(k -+- 1) et r sont
connus. Si (k + 1) &#x3E; Lo, on lui aplique le lemrne pour obtenir q(k + 1).
Ainsi pour tout n &#x3E; Lo, q(n) E E. D

Pour n &#x3E; Lo, si Or d6signe I’application de E dans E qui à q(n) fait
correspondre q(k + 1) lorsque n = ak + a + r, ( 1  r  a), et [x] la partie
entière du rdel x, on a donc le r6sultat suivant :

THEOREME 2. Pour tout entier n &#x3E; Lo, il existe un a-automate (dont on
a un programme formel ci-dessous) qui donne la valeur de q(n) d partir de
la décomposition de n sous la forme n = ok + a + r, (1 - r - ~) :

n ·- ninitial
~ := Application identite dans E
Tant que n &#x3E; Lo , faire

j~ ~ (n - si entier
k ~’- 

1 + j(n - ] sinon
r - n - ak + 1
llt 
n - k
Fin de faire

q(ninitial) := (q(n)) -

5. Exemple

Soit f la substitution sur {1,2} d6finie par f ( 1 ) = 12 et f (2) = 21. ,~ est
injective. Le point fixe de f de prefixe 1 est un mot infini u minimal et non
periodique. C’est la célèbre suite de Morse [9]. On observe facilement que
les seuls mots rythm6s dans u de longueur 3 sont 221, 122, 112, 211, les
autres ne sont pas rythmes ( 121, 212) ou ne sont pas des facteurs (222, 111).
Soit m un mot de longueur 4. Supposons qu’il n’admette pas de facteur
rythm6 de longueur 3. Alors 121 ou 212 sont les seuls facteurs possibles de
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longueur 3 de sorte que m = 1212 ou m = 2121. On verifie directement
que ces deux mots sont des facteurs de u.

Supposons m = 1212 = lf (2)2. ttant facteur de u, le mot 21f (2)21 =
f (222) est aussi facteur de u et ne provient que de l’image par f de 222.
Par suite le mot 222 est lui aussi facteur de u, ce qui est faux. Ainsi 1212 est
rythmé, de meme que 2121. Les autres facteurs de longueur 4 contiennent
necessairement l’un des quatres mots rythm6s de longueur 3. Finalement
on a montr6 le r6sultat suivant (dont une version 16gbrement différente de
trouve dans [10]) :
PROPOSITION 7. Dans le mot de Morse, tout facteur de longueur supérieu-
re ou 6gale à quatre est rythmé et la valeur quatre est optimale.

Un denombrement direct donne = q (2 ) = 2 et q(3) = 4 ; on a -
alors E = {2, 4 } . Notons que f ( 1 ) et f ( 2 ) n’ont ni suffixe common ni
prefixe commun. Ainsi pour n &#x3E; 4, q(n) - Card(FSn) = 
ou 2k + r = n et r = 1 ou 2. Donc ~2 = Identite dans E. Pour
tout n &#x3E;_ 4, il existe un unique entier k tel que 2k+l  n - 2k+2. Si
2+1 + 2 k  n  2 k+2 , nous avons alors 3  n2 " k  4 donc 4 = n2 -k
si est entier et 4 = [n2-k] + 1 sinon et, par suite, q(n) = q(4) =
2. Si  n  2k+l + 2 k , nous avons maintenant 2  n2 " ~  3 et
le raisonnement pr6c6dent donne q(n) = q(3) = 4. En remarquant que
3.2-2  1  4.2‘2, 3.2-1  2  4.2"~ et 3.20  4  4.2°, on a en definitive
q(n) = 2 pour les naturels n pour lesquels il existe un entier relatif k tel
que 3.2-k  n  4.2-k et q(n) = 4 sinon.

Remarque 3. Le calcul automatique ci-dessus permet de retrouver (trbs
rapidement) la formule explicite pour }’énumération des facteurs de la suite
de Thue-Morse obtenue par Brlek [3] et par A. De Luca et S. Varricchio [8].

Note : B. Moss6 a obtenu recemment des r6sultats qui généralisent ceux
que nous avons expos6s ici.
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