J.-P. ALLOUCHE

J.O.SHALLIT
Complexité des suites de Rudin-Shapiro généralisées

Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux, tome 5, n°2 (1993),
p. 283-302

<http://www.numdam.org/item?id=JTNB_1993 5 2 283 0>

© Université Bordeaux 1, 1993, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux » (http://jtnb.cedram.org/) implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JTNB_1993__5_2_283_0
http://jtnb.cedram.org/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 5 (1993), 283-302

Complexité des suites de Rudin-Shapiro généralisées

par J.-P. ALLOUCHE ET J. O. SHALLIT*

ABSTRACT — The complexity of an infinite sequence is defined as the function
counting the number of factors of length &k in this sequence. We consider
the generalized Rudin-Shapiro sequences, which count the number of occur-
rences of a certain type of blocks in the binary expansion of the nonegative
integers, and we prove that their complexity function is an ultimately affine
function.

RESUME — La complexité d'une suite infinie est définie comme la fonction
qui compte le nombre de facteurs de longueur k dans cette suite. Nous
prouvons ici que la complexité des suites de Rudin-Shapiro généralisées
(qui comptent les occurrences de certains facteurs dans les développements
binaires d’entiers) est ultimement affine.

1. Introduction

Une suite infinie v = (u(n))n>o étant donnée, on appelle facteur de cette
suite tout mot de la forme u(n)u(n + 1)---u(n + k — 1), (k > 1). L’entier
k est appelé longueur de ce mot. On note P,(k) le nombre de facteurs de
longueur & de la suite u, et I’application P, est appelée complexité de la
suite u.

Rappelons ici quelques résultats généraux sur la fonction P, :

A. Sl existe un entier n > 1 pour lequel Py,(n) < n, alors la suite u est
ultimement périodique (voir, par exemple, [7]).

B. Les suites non ultimement périodiques de complexité minimale de-
vraient donc vérifier : Vn, Py(n) = n+ 1. De telles suites existent, elles
sont appelées suite sturmiennes, voir [9] et 7], voir aussi I’article de Borel
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et Laubie dans le volume précédent (Quelques mots sur la droite projec-
tive réelle, Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux 5 (1993), 23-51)
et celui de Mignosi et Séébold dans ce volume (Morphismes sturmiens et
régles de Rauzy, Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux 5 (1993),
221-233).

C. Les suites de complexité 2n + 1 sont étudiées par Arnoux et Rauzy
dans [2]. Elles partagent avec les suites sturmiennes la propriété “d’avoir
une définition géométrique”.

Si ’on s’intéresse plus particuliérement aux suites automatiques (au sens
de [6], voir aussi [5]), on a les résultats suivants :

a. Si u est automatique, alors Py,(n) < Cn pour une certaine constante
C [6].

b. Si u est la suite de Thue-Morse, Py(n) a été calculé explicitement, et
une formule en termes du développement binaire de n est donnée dans [3]
et [8].

c. Si u est une suite automatique verifiant certaines conditions supplé-
mentaires, alors Py(n + 1) — P,(n) est aussi une suite automatique [13].

Il est alors naturel de se demander pour quelles suites u la suite Py(n +
1) — P,(n) est constante, ou au moins ultimement constante (autrement dit
pour quelles suites u la fonction P,(n) est ultimement affine, c’est-a-dire
Ja,b, Ing, Vn > ng, Py(n) = an + b). Les suites sturmiennes et les suites
de complexité 2n + 1 sont bien sir de ce type.

Dans cet article nous nous intéressons aux suites de Rudin-Shapiro géné-
ralisées proposées par Mendés France et étudiées dans [1]; plus précisément
soit d un entier > 1, on note z4(n) le nombre d’occurrences (qui peuvent
se chevaucher) du facteur 1%---%1 dans le développement binaire de =, ol
* -+ - - % représente un mot quelconque de longueur d — 1. En d’autres termes

si le développement binaire de n est donné par n = 3722 €;(n)2, alors

o0
z(n) =) ej(n)ejra(n).
j=0
Enfin on appelle suites de Rudin-Shapiro généralisées [1] les suites
uq(n) = z4(n) mod 2.

Notons que la suite de Rudin-Shapiro classique ([12] et [11]) correspond au
cas d = 1.

Le théoréme que nous prouvons dans ce qui suit s’énonce alors :
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THEOREME. Pour chaque d > 1 il eziste ng = no(d) tel que Vn > no(d),
Py,(n) =2%2%(n-1).

2. Le cas de la suite de Rudin-Shapiro classique

Nous notons ici 4 = wu; la suite de Rudin-Shapiro classique. Dans un
courrier électronique de septembre 1989, le second auteur proposait, sur la
base de calculs expérimentaux, la conjecture suivante :

Vn >8 P,(n)=28n-8.

Si nous appelons o la substitution définie sur ’alphabet {a,b,a’,b'} par
a— ab
b— ab
a — d't
b — a'b
et ¢ lapplication de {a,b,a’,b'} dans {0,1} définie par ¢(a) = ¢(b) = 0;
p(a') = p(b') = 1, il est bien connu que u = @ o v ou v est le point fixe de
o, (v = limg— 400 0¥(a)).
Or il se trouve que Tapsoba donne dans [13] la relation
P,(n)=8n-8, Vn>2
et que Mouline indique (sans preuve) dans [10] que
Py(n) = Py,(n) Vn2>8.

La conjecture ci-dessus résulte de ces deux affirmations. Elle a aussi été
prouvée par Brlek [4]. Nous nous proposons d’en donner ici une preuve
autonome (n’introduisant pas explicitement la notion de “rythme”, voir
[10] et [13]), puis dans les prochains paragraphes de montrer comment cela
se généralise aux suites uq.
1°) Calcul de P,(n) :

On appelle donc v le point fixe de o définie par

a— ab
b— ab
a — a'b

b — a'd
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LEMME 1.
o Tout facteur de v de la forme By A1 B;, ave B; € {b,b'} et A; € {a,a’}
admet un unique prolongement ¢ gauche en un facteur de v de longueur 4.
e Tout facteur de v de la forme Ay By Az, avec A; € {a,a'} et B; € {b,b'}
admet un unique prolongement a droite en un facteur de v de longueur 4.

Aprés avoir remarqué qu’il y a dans v alternance des A dans {a,a'} et
des B dans {b,b'}, il suffit de prouver que deux facteurs de v de la forme
A1B1A2 By, (A; € {a,d'},B; € {b,b'}) sont égaux dés que leurs préfixes
(respectivement suffixes) de longueur 3 sont égaux.

Or un facteur de v de la forme A; B, A; B, est I’image par o d’un facteur
de v de longueur 2. A cause de l’alternance des A et des B dans v il
y a au plus 8 facteurs de longueur 2 qui sont ab, ab’, a’b, a't’, ba, b'a,
ba' et b'a’. Ces facteurs figurent effectivement dans v (puisqu’il figurent
déja dans o*(a) comme on le vérifie sans peine). Notons qu’on obtient au
passage P,(2) = 8. Les facteurs de v de la forme A;B;A2B; sont alors
exactement les mot suivants :

o(ab) = ababd’ o(ba) = ab’ab
o(ab’) = aba'd o(b'a) = a'bab
o(a'b) = a't'ab’ o(ba') = ab'a't!

o(a'b’) = a't'a’d o(b'a’) = a'ba’d’.

Il est alors clair que deux tels mots distincts ont leurs préfixes droits et
leurs préfixes gauches de longueur 3 respectivement distincts.

LEMME 2.

Vn > 2, P,(2n) = P,(n) + Py(n+1);
Vo >1, P,(2n+1)=2P,(n+1).

A cause de ’alternance des A € {a,a’} et des B € {b,b'} dans o, on voit
qu’un facteur de v de longueur 2n est soit du type

A1B1A3yBy --- A By,

soit du type
B1A1ByA; - By Ay,

avec A; € {a,a'}, B; € {b,b'}, et que ces possibilités s’excluent mutuelle-
ment. Un facteur du premier type est 'image par o d’un facteur de longueur
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n de v (se souvenir que v = o(u)), il y a donc exactement P,(n) tels fac-
teurs.

Un facteur du second type se prolonge a gauche et & droite en un facteur
de v (2 gauche car u commence par a), et un tel prolongement est unique
pour n > 2 d’apres le lemme 1. Il y a donc autant de facteurs du second
type que de facteurs

AB1A1By---B,A,B

(A et les A; dans {a,a’}; B et les B; dans {b,b'}) et ces derniers, images
par o des facteurs de longueur n + 1 de v, sont au nombre de P,(n + 1).
Ainsi P,(2n) = Py(n)+ Py(n + 1) pour n > 2.

De la méme fagon les facteurs de v de longueur impaire sont soit du type
A1B1A3By --- A, B, A,

soit du type
B1A1ByAy -+ B, A, B,
et ces deux possibilités s’excluent mutuellement.

Un facteur du premier type est prolongeable & droite en un facteur
de v, et pour n > 1 ce prolongement est unique (lemme 1), de la forme
A1B1A3B;--- A, B, AB. Comme ci-dessus il y a Py(n + 1) tels facteurs.

Un facteur du second type est prolongeable a gauche en un facteur
de v, et pour n» > 1 ce prolongement est unique (lemme 1), de la forme
AB1A1B3A3---BoApB. 1 y a encore Py(n + 1) tels facteurs.

Bref, P,(2n 4+ 1) = 2P,(n + 1).
ProprosiTION 1. On a Py(n) =8n —8,Vn > 2.

Il est clair que P,(1) = 4, et ’on a obtenu dans le cours du lemme 1,
P,(2) = 8. Le lemme 2 donne P,(3) = 8 et une récurrence facile montre
que Py(n) = 8n—8,Vn > 2: on suppose le résultat vrai pour j € [2,2n —1]
pour un n > 2 et on le démontre pour j € [2,2n + 1].

2°) Calcul de P,(n) :
THEOREME 1. On a Py(n)=8n—-8 Vn > 8.

Ceci repose sur le résultat suivant, cité sans démonstration par Mouline
[10], et qui est plutot surprenant :
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PRroPOSITION 2. On a Py(n) = Py(n) Vn > 8.

On montre d’abord ce résultat pour n = 8, en écrivant les 56 facteurs de
longueur 8 et en constatant que toutes leurs images par ¢ sont distinctes !

On procéde ensuite par récurrence sur n : supposons que pour un n > 8
on ait Py(n) = P,(n) et regardons un facteur de u de longueur n + 1. Son
préfixe de longueur n admet un seul antécédent par ¢ dans v par I’hypothese
de récurrence. Un antécédent par ¢ de ce mot de longueur n+ 1 dans v est
alors parfaitement déterminé :

- son préfixe de longueur n est déterminé,
- sa derniére lettre qui appartient soit & {a,a'}, soit a {b,b'} est déter-
minée au prime prés par ’alternance des A et des B,

— le fait que cette lettre soit ou non primée ne dépend que de la valeur
de la derniére lettre du facteur de longueur n + 1 de u considéré.

Remarque : Notons, pour finir ce paragraphe, les valeurs de P,(n) et
P,(n) pour n < 8:

n 1] 2] 3] 4 | 5] 6] 7 ] 8
P(n) | 4 | 8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56
P n) | 2 | 4| 8 | 16 | 24 | 36 | 46 | 56

3. Les suites de Rudin-Shapiro généralisées

Comme on ’a rappelé dans I’introduction, on se donne ici un entier d > 1
et on considére la suite

ug(n) = z¢(n) mod 2

zd(z ej(n)2?) = D ej(n)ejya(n).

=0

Nous nous proposons d’abord d’indiquer comment construire ug par une
substitution et de donner des propriétés de cette substitution.
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1°) La substitution oy :
d étant un entier supérieur ou égal a 1, on note I'y ’alphabet
T4 = {ao,a1,...a24_1,0a0,a},... ,a5_4}
et o4 la substitution définie sur 'y par :
Vj €[0,2¢71 = 1], 04(a;) = azjazj41 et oa(af) = ajy;ah; g3
Vi€ [2d—1,2d—'1]’ ad(aj) = a2j—2"a’2j+1_2d et ad(a;') = a’2j—24a2.7'+1—2"'
On note enfin
vg = lim o7(ag).
a = lim og(ao)

On a bien sir 04(vq) = vq.

LEMME 3.

eVz € Ty on a 0d(z) = ApA; -+ Aya_y ot A; € {a;,a}, et ot o7 est la
j¢ itérée de oy,

e dd(ag) = agay -+ - aga_y,

o 03(a1) = agajazal - aza_saly ;.
Notons en effet 74 la 2-substitution définie sur Z/2¢Z par
T4(2) = (22)(2 +1),

et 8, le morphisme défini de I'j dans (Z/2°Z)* (A* désigne I’ensemble des
mots sur I’alphabet A) par sa valeur sur les lettres :

04(a;) = 04(al) = i mod 2°.

1l est clair que
Boogg=14080

et donc que, quel que soit j,
J—
foo)=T080.
Or une récurrence immédiate montre que :

Vz € Z/2°Z Yi>0 ri(z) = (2'z)(2'z +1)--- (2'z + 2° - 1),
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donc on a
rd(z) = (2%)(2% +1)--- (2% + 2¢ - 1) = (0,1,... ,2% - 1),

ce qui prouve la premiére assertion du lemme.

Pour établir la seconde assertion, nous allons montrer par récurrence
finie sur j € [0,d] que

ol(ao) = apay - -+ ag;i_;.
C’est vrai pour j = 0, et si c’est vrai pour un j dans [0,d — 1], alors

0“2+1(a0) = O’d(aoal ce azj_.l) = (aoal)(aga3) o (a2j+1_2a2,'+1_1).
1 suffit de remarquer que 2/ — 1 < 2471 — 1.

La troisiéme assertion s’obtient en montrant par récurrence finie sur j
que Vj € [0,d—1] on a

a&(al) = QA2;Q95 41 ***A2i+17.

C’est en effet vrai pour j = 0 et 1. Supposons que ce soit vrai pour un
j < k-2, et calculons aﬁ“(al) :

aé"'l(al) = 04(a2iagi41 - G2i+1-1) = (@gi+1a2i+141) - (@gi+2_ga2i+2_1).

On note que 27t1 —1 < 2¢-1_1, En appliquant ceci & j = d — 1, on obtient
donc
0'3_1((11) = Qd-1Q9d~147 ***Qod_3

d’ol maintenant

d — ! ! !
og(a1) = apaya2a3 -+ - Gga_2054_4.

2°) Conséquences du lemme 3
On a les propriétés suivantes :

¢ Dans la suite infinie vq, a; et a;- ne peuvent étre suivies que par a;4;
! H . d 7 ~ o e
oua;,, sl 0<J S 2% —2, et aga_; et ay,_; ne peuvent étre suivies que par
ap ou ag;

oVn >0, Vj € [0,2¢ - 1], vy(2%n +j) € {aj,a}};
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!/ ! / .
o Vn >0, v4(2n) € {ao,as,... ,02d_2,00,a),... ,804_,};
! ! /! .
oeVn >0, v4(2n +1) € {a1,a3,... ,a9¢_1,07,a3,... ,@5a 4 };
e les facteurs de deux lettres de vy sont exactement les 2¢+2 mots sui-
vants :
! ! 11 . d .
ajadjt+1, @;0j+1, Qjlipy, G;Q;49, (0<5<2%-2);
! ! ! !
aqd_q40, azd_lao, Ag9d _10Qg, a2d_1a0.
Les trois premiéres propriétés résultent immédiatement du lemme 3. En
ce qui concerne les facteurs de vy de longueur 2, ils sont nécessairement
parmi les 24+2 mots écrits ci-dessus (4 cause de la premiére propriété).

Pour montrer que ces mots apparaissent effectivement dans vy, on utilise
les deuxiéme et troisiéme assertions du lemme 3 :

e pour 0 < j < 24 — 2, a;a;41 apparait dans od(ao); a%a’,, apparait
dans 03(ap); et aja’,, et afa;y, apparaissent dans 04(a1) ou og(a});

it (a0) = 03(a0)od(ar);

e al,_,a, apparait dans aj“(a{,);

® ag4_1ap apparait dans o

® ay4_jaf apparait dans ag+1(a24-1);

e al,_,ao apparait dans ag"'l(a'zd_l).

PROPOSITION 3. Soit ¢ définie de I'j dans {0,1} par ¢(a;) =0, p(a}) = 1.
Alors uyg = p o vy.

Notons ay4 la 2-substition définie sur I'y par :
si 0 <j <2471 — 1, alors a4(a;) = aja; et ay(a}) = ajal;
si 2471 < j < 24— 1, alors a4(a;) = aja; et ad(ag) = a;-a]-.

On remarque alors que pour tout mot m sur I'y, on a

p(aa(m)) = ¢(aq(m)),

il suffit de le prouver pour les lettres, ce qui est évident. En choisissant
alors pour mot m le mot od(vq(n)), on obtient :

Vn 20 @(ogt (va(n))) = p(aa(od(va(n))))-
Autrement dit,

Vo> 0 p(od(va2nyvan + 1)) = p(au(od(va(n)),
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(ne pas oublier que v, est point fixe de o).

Mais cette derniére égalité signifie exactement (en utilisant 1’une des
assertions du lemme 3 : v4(2%n + j) € {a;,a}}) :

eva(24 0 + 25) = pva(2%n +j), 0< 2 <2t 1

et

Pv4(2%n + 5), 0<2j+1<24-1,

d+1 . _
poa(2n+ 2+ 1) = { 1— pa(2n+j), 29<2i+1<2 —1.

Comme ug vérifie exactement les mémes équations et que Vj € [0,2¢ —1]
on a ¢v4(j) = ua(j) = 0, on en déduit ug = pvq.
3°) Calcul de P,,(n) :

Ce calcul se fait comme dans le cas d = 1 étudié au paragraphe 2.

LEMME 4.

o Tout facteur de vy de longueur 3 du type Ag;Azi+1A2i+2 ou du type
Aga_gAzda_1Ap avec A; € {a;,a’} admet un unique prolongement a droite
en un facteur de vy de longueur 4;

o Tout facteur de vy de longueur 3 du type Ag;y1Azi42A2i43 ou du type
Ajga_1ApAy avec A; € {a;,a;} admet un unique prolongement a gauche en
un facteur de vy de longueur 4.

Comme plus haut il suffit d’écrire tous les facteurs de v4 de longueur 4
et du type A2;Azip1A2i42A2i43 ou Aga_yAga_1 ApA; avec A; € {a;,al} et
de montrer que leurs préfixes (respectivement suffixes) de longueur 3 sont
tous distincts. Or ces mots de longueur 4 sont précisément les images par
o4 des facteurs de vq de longueur 2 et ces derniers ont été donnés au lemme
3.

On trouve donc exactement les 2¥t2 facteurs :
pour 0<j <j+1<2%1 -1 cest-d-dire0<j<2¢-1-2:

04(ajaj41) = az;a54102;42a254+3
] o Al . .
04(a;a;+1) = 3;85;4102+202+3
! — il - ! ’
04d(a;ja;41) = G2;02j4+1834202543

[ I | ! ! !
04(a;a541) = 03;031102120543
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Ud(azd—l_lazd—l) = azd_zazd_laoall
! ! ! !
0d(@ga-1_1824-1) = G3s_5854_1000;
! !/
04(G2d4_1894-1) = Ggd_30894 1001

a(@a_1834-1) = Gpa_5034_1 8001
pour 271 < j < j+1<2%—1, cClest-a-dire 221 < j <2 -2

— ! U
ad(ajaj.,_l) = 025240947 2402542-2409;43_24d
' — ! U
04(@;a541) = Qp;_a03j 412402422485 13 4
' _ ' !
94(@;0511) = Q2240541240354 _340243-2¢

v R | ]
ad(aiai*‘l) = 095 _2402j4+1-2489 49 240254324

]
04(aza_180) = Gda_3094_, 0001
! /!
04(Gg4_100) = Gya_y894_1000y
] ! 1!
od(a2d_10p) = Gga_2894_Gp0y

] ! ! [
0d(aya_180) = Gga_,a94_189ay

LEMME 5.
Vn > 2, Py, (2n) = Py,(n) + Pyy(n + 1),
Vn > 1, P,(2n+1)=2P,(n+1).
Ce lemme se démontre exactement comme le lemme 2 au second para-

graphe, en utilisant les propriétés qui suivent le lemme 3, ainsi que le lemme
4.

PROPOSITION 4.
Vn > 2, P,,(n)=2%%(n-1).

Ceci résulte facilement par récurrence du lemme 5 ci-dessus, ainsi que
de la valeur P,, (1) = 2%+2, et des valeurs P,,(2) = 2%+2 (obtenue dans les
conséquences du lemme 3) et P,(3) = 2¢*3 (obtenue grace au lemme 5).
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3) Calcul de P,,(n) :

THEOREME 2.
Il eziste ng = no(d) tel que Yn > no(d), Py,(n) = 24+%(n - 1).

Pour déduire ce théoréme de la proposition 4, nous avons besoin de deux
étapes supplémentaires.

- Premiére étape : s’il existe ng (= no(d)) tel que Py, (n) = P,,(n), alors
Vn > ng, Py,(n) = Py,(n).

Cette étape se démontre exactement comme dans la fin de la preuve de
la proposition 2, par récurrence sur n > ng. Au lieu de ’alternance des
A et des B respectivement dans {a,a'} et {b,b'}, on utilise I’alternance
AgAyq -+ 'Azd_l ou Aj € {aj,ag-}.

- Seconde étape : il existe ng = no(d) tel que P,,(no) = Py, (no).

Cette étape demande une étude plus précise des facteurs de ug4 et nous

nous proposons de la traiter dans les deux paragraphes suivants, obtenant
au passage une valeur explicite pour ng(d).

4. Facteurs alignés

Nous nous proposons dans ce paragraphe d’examiner les propriétés de
certains facteurs du mot infini u4. Bien que ces propriétés aient un intérét
propre, notre but est essentiellement de montrer le résultat mentionné a la
fin du paragraphe précédent.

DEFINITION. Soit w = ug(n)uq(n + 1)---ug(n + a — 1) un facteur de uq

de longueur a. Nous dirons que w est a-aligné si et seulement si n =
0 modulo a.

DEFINITION. Nous définissons une suite de mots B; sur Ualphabet {0,1}
par :
By = {0,1} et, pour j > 1, Bj11 = {(WW}U{WW, W € B,},
(0i0=1etT1=0).
Notons que le cardinal de B; est égal & 27+1 notons aussi que B; est stable

par l’application qui & X associe X, ce qui est immédiat par récurrence sur
J-

PROPOSITION 5. L’ensemble des facteurs 2%-alignés de uy est eractement
l’ensemble By.
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Démonstration.

La preuve se fait en deux étapes. Dans la premiére nous montrons par
récurrence sur d que chaque mot de By est un facteur 2-aligné de ugq. Dans
la seconde nous montrons que tout facteur 24-aligné de uq est effectivement
un élément de By.

Pour la premiére étape, nous prouvons les deux assertions suivantes par
récurrence sur d.

A. Tout mot de By est un facteur 2d-aligné de uq4.

B. Tout mot de By qui commence par un 0 est ’un des 2¢ premiers
facteurs 2¢-alignés de u,.

Pour d = 1, les deux assertions sont vraies puisque
ul(O)ul(l) = 00,
w(2)ur(3) = 01,
w(6)us(7) = 10,
u1(12)u,(13) = 11.
Supposons maintenant que A et B sont vraies pour d, et prouvons-les pour

d+ 1. Soit )_g__un mot de By4+q. Par définition de Bg4q on a soit X = WW
soit X = WW ou W est un mot de Bg.

Premier cas :

si W commence par un 0, alors utilisant B et ’hypothése de récurrence,
nous voyons qu’il existe 7, 0 < j < 2¢ tel que

wa(24)ua(245 + 1) uag(2% + 24 - 1) = W.
Il est alors facile de constater que
WW = ugi1(27 )uar1 (275 + 1) - - uggr (2715 + 241 - 1)
et que
WW = uaq1 (24 +2915) - ugp (2247 + 27715 42940 - 1),

Second cas :

si W commence par un 1, considérons le mot X qui appartient & Bgy1.
Ce mot commence par un zéro et d’aprés le premier cas c’est un facteur
24+1_aligné de u441, disons

X = ugs1(2¥) - wap (2715 + 274 - 1),
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ol 0 < j < 24+1, Mais on voit alors facilement que I’on a :
X = ugyr(204H 2043 L 901 j) Ly, (44 | 9343 | 9d+15 4 odt1 1y

(nous avons simplement mis le bloc 104-110¢ en téte des développements
binaires).

Ceci achéve la preuve de la premiére partie. La seconde partie de la propo-
sition 5 est ’affirmation suivante.
C. Tout facteur 2d-aligné de ug appartient & Bj.
Ceci se prouve ainsi :
soit X = uq(295)uq(2% +1)--- uq(2%j + 2% — 1) un facteur 2%-aligné de
uq. Ecrivons j = 2% 4 i, avec 0 < i < 2¢. Alors, pour 0 < @ < 2¢, on a
ud(2% + a) = ua(2¢(2% + 1) + a)
ug(2%%r 4+ 2% + a)
= ug(22% + 2%) + ug(2% + a)
= ug(2%r 4 1) + ua(2% + a) mod 2.

Donc on a

ou bien X = ug(2%)---uq(2% + 2¢ - 1),

ou bien X = ug(2%)---ug(2% +2¢ - 1),
et ce dernier mot est par 1’assertion A et I’hypothése de récurrence un
élément de By. Ceci conclut la preuve de la proposition 5.

Nous allons maintenant montrer comment engendrer le mot infini u4 en
itérant un morphisme. La construction que nous allons donner définit en
fait une application surjective py de ’ensemble des facteurs 2¢-alignés de ugq
sur ’ensemble des facteurs 2%t1-alignés; ce n’est donc pas un morphisme
au sens habituel. On peut cependant facilement construire des morphismes
Ta et g tels que

ua = 14(¢g’ (a0)),

ol (g4 est un morphisme uniforme de longueur 2 et 74 est un morphisme
uniforme de longueur 2¢.
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Exemple :

Pour d = 2, pg est donné comme suit :
0000 — 0000

0011 — 0000
0101 — 0011
0110 — 0011
1001 — 1100
1010 — 1100
1100 — 1111
1111 — 1111

DEFINITION. Si agay -+ - aga_q est un facteur 2%-aligné de uq, on pose
24 -1 g ’

0101

1010
0110
1001
0110
1001
0101

1010.

297

pd(aoal v a2d_1) = agapaidy - a24—1_1024—1_102d—1a2d—1 se a2d_1a2d_1.

PROPOSITION 6. On a ug = p§°’(024).

Démonstration. Comme agay -+ - apa_q est un mot 2%-aligné, il existe un

entier n tel que :

a; = ug(2%n + i), Vi € [0,2%].

Il nous faut donc prouver que

pa(aoay -+~ aza_y) = ug(2%n) - - ug(29F1n 4 2441 —1).
Supposons que 0 < i < 2471, Alors clairement :
ug (2% n + 24) = uqg(2%n + i),
ug(24n + 2+ 1) = ug(2%n + ).
Supposons maintenant que 2¢4~1 < i < 2¢. Alors :
ug(24n 4+ 20) = ug(2%n + 9),
ua(2%H 0 + 2 + 1) = ua(2%n + 1),

ce qui termine la démonstration.



298 J.-P. ALLOUCHE et J. SHALLIT

CoOROLLAIRE 1. Il y a ezactement (24+1) facteurs 24+1-alignés dans uq, et
ce sont ezactement les images des éléments de By par py.

Pour finir ce paragraphe, nous allons donner un “codage” naturel des
24+1 gléments de By par des mots de longueur 24+1,

DEFINITION. Nous définissons les deuz applications Ty et Ty sur les mots
W par .
To(W)=WW et TH(W)=WW.

ProOPOSITION 7.
(i) Tout mot W = WoWj ---Wsa_; dans By peut s’écrire de maniére
unique sous la forme

W =Toy(Tays (- -+ Tes(a0)) - *)

ol ag, a1, ,aq sont dans {0,1}.

(it) De plus, soit W = WoWy - - Waa_y = Tou(Tay_y (- Tay(ag)) ).
Appelons m Pentier dont le développement en base 2 est agag—1 ---ay. Alors
St agaq—1---ay # 0%, on a pour tout n > 1 :

I/z(m) = 1/2(77,) = W, ;é Wn_1
(v2(n) est lexposant de la plus grande puissance de 2 qui divise n).
Démonstration.

(i) se déduit immédiatement de la définition de By;

(ii) comme on suppose aqaq4-1 - - a1 # 04, 1’un au moins des a; vaut 1.
Soit j le plus petit des indices tels que a; = 1. Alors :

Taj (Taj_1 .. ’Tal(ao)) .. ) — agi—l—agj—"f - X.

Donc si m est 1’entier de représentation binaire a; --- a1, on am = 2971, Si
n = 2971 il est clair que w, # w,_;. Comme

W = Tad(Tad-1(' °t (Taj-n(X)) Tt ))’

on a W = Xj---Xja-j, ou chacun des X; vaut X ou X. Nous voyons
ainsi que si n = 277! mod 2/, alors W,, # W,,_;. En d’autres termes, si
va(m) = vp(n) alors W, # W, _;.
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CoRrOLLAIRE 2. Silona W =T,,(Ta,_,(-+-(Ta,(a0))--+)), alors :
pa(W) = Tau_y (Tag-a(- - Tay (To(a0))) - Taus (Tauoz(* - Tay (T1(a0))) - - )-

La démonstration est laissée au lecteur.

5. Preuve de ’existence de ng

Dans ce paragraphe nous prouvons 1’existence d’un entier ng tel que :

Py, (no) = Pyy(mo).

Pour cela nous prouvons d’abord que si I’on se donne un facteur de uy4
suffisament long, disons uq(n)ug(n + 1)--- , alors on peut déterminer n
modulo 241,

DEFINITION. Si W = T,,(Ta,_ (- (Ta,(@0)) -+ +)), on écrit code(W) =
aqag—1°*°0ay.

PROPOSITION 8. Supposons que l’on ait

apay - - - Aga+2_y = ug(n)ug(n+ 1) ---uq(n + 2d+2 _ 1).
Alorsn = 0 mod 29t si et seulement si les deux mots Zy = ag@y -+ - Gga+1_1
et Zy = Gya+1aq -+ - Gga+2_q sont des facteurs 2411 -alignés de ugy.
Démonstration.

Le sens == est évident.

La preuve du sens <= est compliquée et nous nous contentons de
I’esquisser, confiants en la capacité du lecteur intéressé a fournir les détails
non précisés ci-dessous.

(i) Supposons n = 0 (mod 2) et n Z 0 (mod 2%t1).

Si (n mod 29+1) < 2¢ alors, d’aprés le corollaire 1, ug(n + 2¢ — 2) #
ug(n + 2% — 1); donc Z; ne peut pas étre un facteur 2¢+1-aligné.

Si2¢ < (n mod 2441y « 24+ alors d’aprés le corollaire 2, ug(n) # ug(n+1)
et donc Z; ne peut pas étre un facteur 2¢+1-aligné.

(ii) Supposons maintenant n = 1 (mod 2). Sans perte de généralité on

peut supposer n > 2, puisque tout facteur qui apparait dans uq apparait
une infinité de fois. Soit r = [n/2%+1|. On écrit :

ug(r27 ) cug(n) - - ug(n 4+ 2942 — 1) = XWiW,
=Z212Z,Y
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ol [Wi] = [Wal = |Z1] = |Za] = 2041,
Soit S; un mot tel que py(S;) = W;, pour 2 = 1,2.

Cas (a) : (n mod 2¢+1) < 24-1,

Si code(S1) ¢ {0%,109-'}, alors, d’aprés la proposition 7 (ii), on a
Wi(a) # Wi(a — 1) pour un a dans {2¢-1,29-1 4 2 ...2¢ 4 2d _ 2}
Ceci donne Z;(b) # Z1(b + 1) pour b = a — (n mod 2%+!) — 1. Comme
(n mod 2%+1) < 24-1 ona 0 < b < 2¢71. Mais ceci contredit la description
de Z; donnée dans le corollaire 1.

Si code(S1) = 1041, alors W;(2%) # Wy (2% — 1), ce qui conduit aussi 3
une contradiction.

Supposons enfin que code(S1) = 0%. Alors Wy (2% + 2) # W1(2¢ + 1), ce
qui donne une contradiction si (n mod 24*+1) > 1. Si n = 1 (mod 2%+1),
alors il n’est pas difficile de voir que ’on a nécessairement Z, = Z;. Donc

-1 _ n2d . ~ ,
pg (Z1Z3) = 0°, qui ne peut pas é&tre un facteur de uq. Par conséquent
Z1Z> ne peut pas étre un facteur de ugq.

Cas (b) : 2471 < (n mod 24+1) < 24,

Si code(S71) ¢ {0911,109-21}, alors d’aprés le corollaire 2 et la propo-
sition 7 (ii) on a Wy(a) = Wi(a — 1), pour un @ appartenant a ’ensemble
{2¢ +2,2¢ + 4,-.- ,2¢ 4+ 2¢-1}. Ceci entraine Z;(b) # Zi(b + 1) pour
b = a — (nmod 2¢*1) — 1. Comme 2¢7! < (n mod 2%*!) < 2¢ on a
0 < d < 291, Mais ceci contredit la description de Z; donnée dans le
corollaire 1.

Si code(S1) = 09711, alors d’aprés la proposition 7 (ii), on a Wy(2%) #
W1(2% — 1), ce qui conduit aussi & une contradiction.

Si code(S;) = 109721, alors W;(2¢ — 2) # W;(2¢ — 3), ce qui donne
une contradiction si (n mod 2%*!) < 2¢ — 1. Si n = 2¢ —1 (mod 2¢+1),
alors il est facile de voir que nécessairement Z; = pd((IO)Zd). Alors W =

d-1 d=—1 d
pa((01)2°77(10)*" ). Donc Z; = pa((10)*%).

Par conséquent pgl(Zl Zy) = (10)2d, qui ne peut pas étre un facteur de uq.
Donc Z;Z; ne peut pas étre un facteur de ugy.

Les deux derniers cas (c) et (d)
Cas (c) : 2¢ < (n mod 24*1) < 3.24,
Cas (d) : 3.2¢ < (n mod 2%+1) < 24+1

se traitent de maniére similaire et sont laissés au lecteur.
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COROLLAIRE 3. Soit F = fyfy -+ f3 9a+1 un facteur de uq. Alors, sin est
un entier tel que : F = ug(n)---uq(n +3.2%%! — 1), la classe de n modulo
24+1 ne dépend que de F, (en d’autres termes, si F apparait en différentes
places dans ugq, les indices ou F' commence sont tous dans la méme classe
de congruence modulo 2%+1).

Démonstration. On applique la proposition 8 successivement aux facteurs :
Jioo faavz, foo o faavayq, oo, faava oo fagan.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoréme 2 :

Soit F un facteur de ugq, de longueur k& > 3.2%t1, et soit n un entier tel
que F = ug(n)---ug(n + k — 1). D’apres le corollaire 3, la classe de n et
donc les classes de n + 1, ---, n 4+ k — 1 modulo 2%t ne dépendent que
de F, donc aussi leurs classes modulo 2¢. Se souvenant alors de la seconde
conséquence du lemme 3 (paragraphe 2), on voit que pour chaque 7 entre
0 et k — 1, vg(n + 1) appartient & {a;(;),a};)} ot j(3) = n + i (mod 24) et
0 < j(7) < 24, les j(i) ne dépendant donc que de F. De plus le choix entre
les lettres primées et les lettres non primées dépend des valeurs de uq(n +%)
autrement dit seulement de F. Ceci montre donc 'unicité du facteur de

vq dont ’image par ¢4 est F'. Ainsi on peut prendre dans le théoréeme 2
no(d) = 3.24+1,

Remarque : Le cas de la suite de Rudin-Shapiro classique et des calculs
pour d < 4 semblent prouver que cette valeur de ng(d) n’est pas la plus
petite possible. Il semble que la valeur optimale pour ng(d) soit 241 + 4.
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