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Marches sur les arbres homogénes
suivant une suite substitutive.

par WEN ZHi-XioNG & WEN ZHI-YING

REsUME — Ce travail consiste & étudier les comportements des marches sur
les arbres homogeénes suivant la suite engendrée par une substitution. Dans
la premiére partie, on étudie d’abord les marches sans orientation sur Z et
on détermine complétement, d’aprés les propriétés combinatoires de la sub-
stitution, les conditions assurant que les marches sont bornées, récurrentes
ou transientes. Comme corollaire, on obtient le comportement asympto-
tique des sommes partielles des coefficients de la suite substitutive. Dans
la deuxiéme partie, en utilisant les résultats de la premiére et la théorie des
groupes, dans certaines conditions on donne des classes de marches substi-
tutives sur un arbre homogéne qui sont bornées, récurrentes ou transientes.

0. Introduction et préliminaires.

Dans les années récentes, Cobham [Co], Christol et al [CKMR] ont
établi des liens entre les notions de suite reconnaissable par p-automate, de
suite engendrée par une p-substitution et de série formelle algébrique sur
un corps de fractions rationnelles sur un corps fini. Puis, de nombreux au-
teurs ont découvert les liens étroits entre les suites automatiques et d’autres
domaines, par exemple la théorie des nombres, I’analyse harmonique, les
systéemes dynamiques, les fractals, la physique théorique etc..., et ils ont
étudié systématiquement leurs propriétés; pour une vue générale, voir [Al],

[Qu], [WW].

Ce travail consiste originellement & étudier un probléme posé par J.
Peyriére sur les comportements des marches sur un arbre homogéne suivant
une suite automatique.

Pour cela on fait d’abord des rappels.

Soit A un ensemble fini que nous appelons alphabet. On note A* =
Ur>0AF Pensemble des mots construits sur A, ou A® est réduit au mot vide
noté €. L’ensemble A*, muni de la concaténation, est un monoide, € est

Manuscrit regu le 16 mai 1990, version révisée le ler octobre 1991.
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I’élément neutre pour cette opération. Une substitution o sur A est une
application de A dans A*. o induit naturellement une application de A*
dans A* par concaténation : si w est le mot ayay---a, de A*, on pose
o(w) = o(ay)o(az) - o(ay). On définit également une application de AN
dans A¥ en posant, pour z = z1z2 - - - € AN, 0(z) = o(z1)0(22) - -

o™ désigne la substitution n fois itérée. Si w est un mot, L(w) = (Lo(w))aca
désigne le vecteur de R* dont la composante L,(w) correspondant a a est
le nombre de fois que a figure dans w, et |w| désigne la longueur du mot w.
On note M, la matrice, indexée par A x A, dont la colonne correspondant
3 a est L(o(a)). On adopte la terminologie de [Se] en ce qui concerne les
matrices a coefficients positifs.

Avec ces notations on a L(o(w)) = M,L(w), d’ou
(0.1) L(e™(w)) = M7 L(w), w € A*.

On suppose qu’il existe une lettre a € A, telle que o(a) = aw' ou w' est
un mot non vide de A*, alors il est évident que la suite o™(a) tend vers un
élément £ = 212+ Z, --- dans AN qui est un point fixe de la substitution
dans le sens suivant : o(z) = z. Si o est une substitution de longueur
constante, c’est-a-dire, s’il existe p tel que pour tout a € A,|o(a)| = p,
dans ce cas, le point fixe z de o peut étre engendré par un p-automate, et
on dit que z est une suite p-automatique.

On note A, ’arbre homogéne d’ordre n (c’est-a-dire, un arbre dont tous
les sommets sont liés exactement & n + 1 autres), ou on distingue un point

0 appelé racine et un point 1 qui dirige une orientation initiale O_i Soit
A = {r,g,d}, soient o une substitution sur A et £ = 2125 --- un point fixe
de 0. On considére maintenant une marche sur A, suivant la suite (Z,)n>0
selon la regle suivante : z, se trouve dans la position 1 avec ’orientation

initiale 01 & l’instant n, si z, se trouve sur un nceud avec une orientation,
et si z,41 = r (resp. g, d), alors 2,41 “régresse” d’un pas suivant cette
orientation et est muni naturellement d’une nouvelle orientation (resp. a
gauche, a droite), voir figure 1.
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=8

Xpe1 =d

figure 1

Exzemple. la substitution o est définie par r — rg,9 — gd,d — dr, alors
o*(r) = rggdgddr, la figure 2 illustre les huit premiers pas de la marche.

figure 2

Pour cette marche, Peyriére a posé les problémes suivants :

1. La marche est-elle bornée, tend-elle vers l'infini ou bien est-elle
récurrente ?

2. Si Pon note E le sous-ensemble des sommets de A, que la marche
visite, et B(0, r) la boule de centre 0 et de rayon r, alors, peut-on déterminer
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la capacité de la marche

lim sup log Card(£ N B(0,r)) ?

oo rlog 2

Dans cet article, on étudie d’abord les marches non orientées sur Z, dans
ce cas-1a, on répond complétement aux problémes précédents. De plus, on
peut rapprocher les résultats obtenus de ceux de Dumont et Thomas [DT].
Ensuite, on va étudier les propriétés des marches sur A,,,n > 1. En utilisant
la théorie des groupes et les résultats obtenus, dans certaines conditions on
donnera des conditions suffisantes assurant que la marche est récurrente.

1. Marches substitutives sans orientation sur Z.

Pour étudier les marches substitutives sur .4, qu’on a décrites dans le
2
80, on va étudier d’abord les marches sans orientation sur Z.

Soient A = {a,b} et M, = ( Maa Mab
Mpa  Mhh

sociée a la substitution o. Dans cette section, on suppose toujours que
M, est primitive, (c’est-a-dire, il existe un entier positif N > 0, tel que
tous les coefficients de MY soient non nuls). On note A la valeur pro-
pre de Frobenius de M, et A 'autre valeur propre. D’aprés le théoréeme
de Perron-Frobenius, voir [Se], A est strictement positif et A > |A]. On
suppose aussi que o admet un point fixe noté z = zyz9-- -2, --- Posons
Wy = T1Z2 -+ &, et D(w) = L,(w) — Ly(w). Il est connu que les densités
définies par d, = nl_i_'n;o L.(wy)/n et dy = nl_i_,n;oL;,(wn)/n existent et que le

) la matrice substitutive as-

dy
ment, d, + dy = 1.

vecteur est un vecteur propre de M associé & A, voir [Qu]. Evidem-

On fait opérer a, b sur les entiers par a(n) := n+1, b(n) :=n—-1, n € Z.
Alors w,(0) := &, ---21(0), n > 1, est une marche suivant la suite w,, sur
Z. S’il n’y a pas de confusion, on identifie w,(0) et w,. Le but de cette
section consiste a étudier les propriétés asymptotiques de w,,.

D(wn)

En remarquant que — d, — dy,n — 00, on obtient que

ProrosiTioN 1.1. Sid, # dy, la marche w,, tend vers I’infini.

On suppose désormais d, = dj et il n’est pas difficile de vérifier que
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LEMME 1.2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) da = dba
“) A= Mo + Map = Mpg + Mpp;

“1) A= Maa — Mpg = Mpp — Mgp,
. 1 N \
iv) 1 est un vecteur propre de M, associé d A;

v) (1,—1) est un vecteur propre de M, associé d A.

LEMME 1.3. Quels que soient n €N, w € A*, on a
(1.1) D(o™(w)) = A" D(w).
Démonstration. En effet, par I’égalité (0.1) et le lemme 1.2.v, on a
D(o™(w)) = La(0™(w)) — Ly(¢"(w)) = (1, —1)L(0™(w))
=(1,-1)M}L(w) = A"[(1,-1)L(w)] = A*D(w). B

Le lemme précédent montre que A jouera un réle important dans I’étude
de la marche.

Soient w = wywq -+ € A*, o € A. On définit
Puw,a =sup{D(w; -+ w;—q) ; 1 <i<|w|, w; =a}.
On convient que wq ... w;—y = € pour i = 1 et que D(¢) = 0.
Intuitivement, p,, o représente la position la plus a droite que la marche

associée au mot w peut atteindre en suivant un pas dans la a-direction, et
la position maximale est sup{p, . + 1,0}.

On peut démontrer facilement que

LEMME 1.4. Soient u,v € A* on a
1) D(uv) = D(u) + D(v);
“) Huv,o0 — Sup{ﬂu.,o; D(U) + ﬂv,o}-
En général, quels que soient uy,uq, -+ ,us € A*, on a
(1.2) puyugeone,0 = sup{D(vouq - Uim1) + pug,o 5 1 <1< t}, ol ug =e.
Définissons
(n) —_ t —_— )

Fap = Han(a),8 € Hap = Hop-
On va voir que le comportement de la marche est déterminé par les quantités
A, Baas Babs Bba, 4hb €t les propriétés combinatoires de o(a) et o(b).
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LEMME 1.5. Soit A > 0,0n a
1< pap < paa+1, A< paa + 15

1) St pap > A 0U flaq 2 A, alors paa + 1= pas;
1) 0 < papy, —A < ppa +1 < s

iv) St ppa > 0 ou ppp > 0, alors pp + 1 = pps.

Démonstration. On ne démontre que (i) et (ii), les démonstrations de (iii)
et (iv) étant analogues.

i) Remarquons que a; = a, donc, si 'on note j le plus petit entier tel
que a; = b, alors j > 1, puis pep > D(ay---aj—1) =j—12> 1 D’autre
part, puisque D(a; - --a;) = D(o(a)) = A par le lemme 1.3 et la définition
de flu, oy Paa + 1> sup{ua, A}, on obtient (i).

ii) Si lae +1 > X = D(ay - ay), il existe un entier positif a < tel que
Pao+1=D(ay --a,) et ay = a,a,41 = b, on a donc pap > flae + 1, d’olt
paa + 1 = pap. La méme discussion est valide pour le cas de pqp > A. Ce
qui achéve la démonstration de (ii).

LEMME 1.6. Soient A > 0, alors pourn>1, o,f € Aon a

(1.3)
uf,'};“) = sup{ Al + prap, Ay + g} = sup{f\"uoa+#ﬁ,'};), A" pab +#§.7é)}-

Démonstration. Soit o(a) = ajay -+ a4, on convient que g = €. Par la

définition de uf:},), I’égalité (1.2), et les lemmes 1.3, 1.4, on a

(n+1) _ _
Bag = = Han+(a),g = Ham(ar)-am(ar),B

= sup{D(O’n(an)O’n(Ch) T Un(ai—l)) + Han(ai),B 1<:1< t}
= sup{A"D(aoay - - aj—1) + I‘E::}ia 1<i<t}

= sup{A"poa + uf,,';;), A"Hob + uf,};)}- u

On convient que pﬂ) =0, pg(;’) =0.

Pour n > 0, notons
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et p= puM,

D’aprés le lemme 1.6, on peut considérer une algébre maximale (voir
[Gr]) avec les opérations (sup, +) remplacées par (4, -). Si 'on désigne
la multiplication de matrices par ® dans cette algébre maximale, le lemme
1.6 peut étre récrit sous la forme

LeMME 1.6, pt) =2y @ p=A"p@ p™.

Maintenant nous allons discuter la marche maximale & droite. On voit
qu’on a pf,,',:,) + 1 par o™(a) et pg',:') par a”(b).

Notons M{™ = u{® +1, M™ = 4l M, = M, My = M,

Ha = Hab, €6 pp = ppa + 1.

Avec ces notations, le lemme 1.6 devient

(1.4) MO = sup{(M, — DA™ + M A" + M{™)}

(1.5) MY = sup{(uy — 1)A™ + M, MA™ + M™Y.

Le lemme 1.6 donne immédiatement le résultat suivant :

LEMME 1.7. SiA =0, on a (™ = 0 ® u. Autrement dit,

M™ = MM™ = sup{M,, My}, n > 2.

LEMME 1.8. Soient A > 0, py > 0 et M, > pp + A, alors pourn > 2

(1.6) M™ = (M, —DA" "+ M) = (M, —1)(A" "+ A+ 1) +1,

(L7)  M™ = (My— DA™+ MY = MM — (M, — M)A™"

Démonstration. Remarquons d’abord que py > 0 entraine My = pp en
vertu du lemme 1.5 (iii).

Nous démontrons le lemme par récurrence.

Le cas de n = 1 est évident. En supposant que les égalités (1.6), (1.7)
sont vraies pour n, nous avons alors

(M, — DA™ + M > p A" — A" 4 (M, — M)A + M
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= 1A+ MY 4 (M = X = M)A " > A" + M.
Donc, par (1.4)
MY = sup{(Mo = DA™ + M, po A" + MV} = (Mo — DA™ + M.
D’autre part,

(s — DA™ + M = (M, — 1)A™ + (M, — M)A""" + M

= MA" + M + (M, — A = Mp)A™" > MyA™ + M,

Donc

M"Y = (M — DA™ + M{™ = (M, — DA™ + M) — (M, — 1)A”
=M™ (M, — M)A". W

LEMME 1.9. Soient A > 0 et up < 0. Alors on a
(18) M(sn) - (M,, _ I)An_l + M{En—I) — (M,, _ 1)(,\11.—1 4. A-}— 1)+ 1

0, st M, < A+ py — App ou bien si n < ny,

1.9 M™ =
(19) b { M™ — (M, — pp)A™"", sinon,

ou

[log((]%,, —A)/(My — X — pp + Apy))
ng = log A
[/ (M, = 1)], si A=1.

],si/\>1,

Démonstration. Remarquons d’abord que nous avons M, > pu, + X et
M, = 0 par ’hypothése p; < 0 et le lemme 1.5.

I est évident que le lemme est vrai pour le cas n = 1. Supposons que
(1.8) et (1.9) sont valides pour n.

1. Si (1.9) est vrai pour n, alors M,f"') = 0 ou bien M,f"') = M,E,"')—(M,,, -
p3)A™~ 1. Dans le premier cas, par hypothése d’induction sur M,f,"'), on a

(Mo = DA+ M = (M, — DA™+ (M, —1D)(A™ "4 A+ 1) + 1
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> (M, —DA" + A=A 4+ A+ 1)+ 1= MA™ > p, A" + M™.
Dans le deuxiéme cas, d’apres le lemme 1.5,
(Mg — DA™ + M™ = (M, — DA™ + M{™ + (M, — pp)A™"
> pad™ + My + (Mo — gy = VA" > pa A"+ M,
dans tous les cas le lemme 1.6 donne M,£"+1) =(M,-1)A"+ M,f")

2. Si M, < X+ up — Aus, ce n’est pas la peine de vérifier que la suite
{(s — DA™ + M,(.")}nzo est strictement décroissante. Donc pour m € N,

0=M" >y = (p = DA+ MO > (i — 1)A™ 4 M,
il résulte de ’hypothése d’induction que
MA™ 4+ M™ = 0> (py — DA™ + M,
ce qui donne M,E"'H) = 0 par (1.3).

3. On considére maintenant le cas M, > pp + A — Ap,.
Danscecas-la,ona M, > 1,sid=1;et M, — X > M, — X+ Auy —pup >0,
sidA>1.

Pour A = 1, nous avons

(s = DA™ + M = py + n(M, — 1),
donc, si n > ng = [—pp/(M, — 1)), alors
(1.10) (g — A" + MM >0
et sin < ng
(1.11) (up — DA™ + M™ < 0.
Le cas A > 1 se traite de facon similaire. Si

) Jog((Ma = 2)/(Ma = A+ Mty = ) _
- log A -

o

alors nous avons

A"(M, — iy = A+ ) > My — A= (M, —1) — (A= 1)
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(Mo = D" = 1)+ (A= 1) + (A = 1)y — DA" 2 0

donc

(1.12) M™ + (py — DA™ > 0,
et si n < ng, nous avons

(1.13) (pn — DA™+ MM < 0.

Remarquons que M,fn) = (up — DA T 4 MY ou bien M,f"') = 0, donc
pour n > ng, (1.10) et (1.12) donnent

(15 — DA™ + M > MyA™ + M (= M),
il résulte de (1.2) que
MY = (py — DA 4 M = MDY — (M, — pp)A™
Pour n < ng, d’aprés (1.11) et (1.13), on obtient
M,f"'_H) = sup{(pp — DA™ + M{™), Al,fn)} =0. ®
LEMME 1.10. Sip, > A >0et M, < py + A, alors

(1.14) (") {(")+(M — My)A™~ -1 = M AT M{fn.—]),

(1.15) M,f") =M™ T4 kA1) = MA™T 4 M,f"‘”,

Démonstration. Remarquons d’abord que par le lemme 1.5 (i1), on a M, =
Hq. La démonstration par récurrence est similaire a celle du lemme 1.8.

LEMME 1.11. Sip, <A, A>0et M, < p, + A, alors

(116) M(") M (A" 1 4 /\+ 1) — Mh)\n—l +M}fn—1).

Démonstration. Sous les hypothéses du lemme, on a M, = X et M = p;
en vertu du lemme 1.5 (i), (ii) et (iv). En supposant que (1.16) soit vrai
pour n, on va démontrer

(1.17) MypA™ + M{™ > (M — 1)A™ + M,



Marches sur les arbres homogeénes. 165

ce qui donnera par (1.3)
MO = M 4 M.
D’autre part, (1.17) est équivalente a I’égalité suivante :

(1.18) M™ > MM\,

Utilisant le lemme 1.6, on voit que soit M,f,"') = p A" 4+ M,f"_”, soit
M™ = (M, — )an—1 4 M,

Si M™ = Pa AT 4 M,fn—u < A"+ M,f"’nl), alors par hypothése de

’ n
récurrence sur M,f ), on a

M™ = M MY > MY > M
et on obtient (1.18).
Si M = (M, — DA 4 MV =am — A 4 M on a

M}f") — MhAn-—1 + M]fn—” > (Mh _ I)An-——I +M'En—l) > ) 7! + M{En—1)
=M™_)". n

LEMME 1.12. Sip, <A, A>0et M, < puy + A, alors
A" st My < (A= 1)(A = pa);
(1.19) M™ = { A%, sin<ng;
M,f"') + (pa — Mb)/\"'_1, sinon,

i e = 9O/ = (= 1A = )
log A

Démonstration. D’aprés le lemme 1.5, M, = A > po > 1 et My = pp. Si
My < (A =1)(X = pa), il résulte du lemme 1.11 que

paA™ 4+ M = g A" 4 My(OA™ ™ 4+ A+ 1) < A" + (A = ) (A" = 1)
' =" (A= p,) <A™ = (M, — D)A™ 4+ MM,
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on a donc, Mg") = A™ pour tout n € N, par récurrence.

Si My > (A — 1)(A — pa), alors pour n > nq, on a

. log(My/(My — (A = 1)(A = pa)))
= log A ’

donc

My(A™ = 1) = (A = 1)(A = pa)A" > 0.

Remarquons que A — 1 > 0, nous avons

My(A™ — 1)

(,\_1) > (A_l‘n.)}‘n

en utilisant le lemme 1.11,
(1.20) paA™ 4+ M™ > At
De la méme fagon, on obtient que pour n < n4

(1.21) paA™ + M < At

En tenant compte de (1.3), (1.20), (1.21), (1.16) et de la croissance de la

suite {p, A™ + M},n)}nZh on obtient par récurrence

) A" sin < ny,
Mg™ = net (n=1) _ 5 s(n) R
oA + M, =M, + (e — M3p)A""", sinon. B

En rassemblant les lemmes 1.8-1.12, nous pouvons énoncer :

LEMME FONDAMMENTAL 1.13. Soient d, = dj, et A > 0, nous avons
1. St M, > pp + A, alors
M®P = (Mo =A™+ A+ 1) + 1,
0, si My < pp + A — pp,
M,f"') =40, sty <0, n < ny,
M™ (M, - pp)A™! ) sinon.
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2. St M, < pp+ A, alors
A" stp, < Aet My < (A= 1)(A = pa);
Mr(ln): A" st pg < detn < ng;
M,f") + (o — Mb)/\""'1, sinon,

M™ = MyA™ " 4 4 A+ 1),

oll ng et ny sont définis dans les lemmes 1.9 et 1.12 respectivement.

Le lemme fondamental 1.13 indique les positions ou les marches 0™ (a) et
o™(b) peuvent arriver a droite. Pour étudier les cas a gauche, on introduit
les notations suivantes :

Solent w = wywq -+ € A*, a, 8 € A. Définissons

Tw,o = INf{D(wowy - - w;_q) ; 1 <i < |w|, w; = a},

I C (1)
Tag = Ton(a),f> TaB = Tog-

Pour établir un lemme analogue au lemme fondamental 1.13, on va
établir des lemmes analogues aux précédents.

LEMME 1.14. Soit A >0, 0n a

(1) Taa 0; Taa < Tap — 1 <A

(1) Si Tap — 1 < 0 0u 7,4 < 0, alors Top — 1 = T44;
(i) mp — 1 < =X — 1 < 70 < 0;

(iv) Si Tha < =X ou 1 — 1 < =, alors Tpa = T4p — 1.
LEMME 1.15. Soient A >0, ro0) =0, 73’ =0, a, 8 € A. Alors
T{()n+1) = inf{)\rr(”;) + Tap, /\7‘ ) 4 Top} = inf{A"Toa + Tnﬂ ,/\T,,;, + T hﬂ }

D’ou une algébre minimum.
Pour étudier la marche & gauche, notons m&™ = %, mf,") = ("’)

1, m, = m{ ), my = mg ), Ta = Tah— 1, Ty = Tha. Evidemment, m, (m) (resp
mﬁn)) est la marche minimum & gauche pour o™(a) (resp. o™(b)). Avec ces

notations, le lemme 1.15 devient :

(1.22) m{+D = in f{m, A"+ m(™, (r, + A"+ m™},
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(1.23) m{™D = inf{n A" + m(™, (my + DA™ + m{M}.

LEMME 1.16. Si X = 0, alors m{™ = m(n) inf{m,,my},
pourn>2. N

LEMME 1.17. Soient A > 0,7, <0 et m, > 7, + A. Alors

(1.24) m(™ = m{™ 4 (mg — my)A"",
(1.25) m{™ = (mp+ DA+ m ) = (mp+ DO 44 A1) -
Démonstration.

T.<0>m,=7,;, Mmp2n+ A< -A=>n=m 1
LEMME 1.18. Soient A > 0,7, >0 et m, > 1, + A. Alors

(1.26) (n)_{O,siml,zra——/\—r,,/\oun<na;

mf,"') + (7o — mp)A™"", sinon.

(1.27) m$™ = (my+ DA 4w = (my+ DA A1) - 1,

log((mp + 1)/(mp — T + A+ T A))
ol ny = log A

—Taf/(mp+ 1), st A=1.

, STA>1;

Démonstration. D’abord 7, >0=> m, =0et m, > 7+ A = my = 7.
1°) Cas m{™ =0:
(mp+ DA™ +m{™ = mp A" 42" 4+ (my + DA™ - 42— 1) = 1
S mbAn + An + (_A + 1)(An—1 + e + A + 1) -_ 1 = mbA"' = ’rhA"' + m&"’))

(n+1) _ =(mp+ DA™ + m(n).

on obtient m;
Cas m{™ = m,,") + (To —mp)A™" T

(my + DA + m{™ = (my + DA™ + m{™ = (7, — my)A™"
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=A™ + mfl") +A=ra+m)A" T < THA™ 4 m{™.

2°) my > 7, — X — 1,2 : en supposant que m{™ =0 (m =m, =
0 est évident),

(Ta+ DA+ m™ = (ra + DA+ (mp + DO 4o kA4 1) = 1>

(Ta+ DA + (o + DA =D)A" '+ A4+ 1) —1=1,
>S0=m "+ mfl"')

Ce qui conduit 3
m{*t) = 0,

3°) m;.<1',,—,\-r,,/\:onamb+13mb+/\<r,,(l—/\)30.
Cas A =1: m{™" = inf{m{™ yTa + n(my + 1)}
n>ng=-—1/(my+1)=>n(my+1) + 7, <0

(resp. n < ng => n(my+1) + 7, > 0).

D’autre part, {7, + n(mp + 1)},,>0 est décroissante. Donc,

0, si n<n,
m,(l"’)_—_{ 0

To + n(my + 1), sinon.

Cas A > 1: dabordm;.+/\<Oetm;,—rﬂ+/\+r,,/\<0=>(m;,—r,,+
A)/(mp + A) > 0. Alors

n>nh= log((mh-i—/\)/(lmh— Ta +x\+r,,/\))
og A

AM(my + 1) + (1o + DA = BA™ < (my + 1) + (A = 1),
(mpy+ (A" T+ 4 A D)+ (r + 1A < 1,
(Ta + 1)A™ + mi") <0, (et n < ny = (1, + A" + mgn’) > 0).

Remarquons que la suite {(r,,+1)/\"+m,,")} est décroissante, donc m("+1)

mf{m,, " (Tn'*'l)/\"'*'mhn)} (Tn+1)A"+m(") quand n > n} et mt) —
quand n < nj,. W
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LEMME 1.19. Soient A > 0,7, > 0 et m, < 7, + A. Alors

(1.28) m™ =0, m{™=-a"

Démonstration. 7, >0=>m,=0; i +A>m,=0=>7>-A=>m, =
—). Le cas de n = 1 est évident. En supposant que ms."') =0, mf)") = =",
on a:

MaA™ +m{ = 0 < TA" = (10 + DA™ 4 (=A%) = (7 + DA™ + m{™,

donc mS,,"'H) =0.
mp + DA™ +m{™ = A" < A" = A" 4 md,
b a
on obtient mg""H) ==t n

LEMME 1.20. Soient A >0, 7, <0, m, < A+, et m, > —(A=1)(7,+]).
Alors

(1.29) m{ = m, (A" 4 A+ 1),

(1.30) m{™ = A",

Démonstration. 7, <0=> 1, =m, <0; 0>m, > -A=-1)(m+ ) =
A>let4+A>0= 7 >-)=m, = -\ Supposons les égalités (1.29),
(1.30) vraies pour n,

ma A" + m™ = (m, + DA" = A" + m{™ < (m, + DA™ + mf,"') =

mgn.+1) — ma/\n, + mf,") — m”(An + An-—l 4o+ 1)
Et

(M)A 4mi™ = mpA™ = A" < A L) = R Am— (n4A) (A1)

= A" = (+A)A=D)A" T+ A+ < A m, (AT 4 A+ 1)

= A"+ m{™ = mgnﬂ) ="t m
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LEMME 1.21. Soient A >0, 7, <0, ma <A+ 1 et 7, < —=A. Alors

(1.31) m{™ = m, A" 4 m(» D =m, (A" 4. A+ 1),

(1.32) mﬁn) =m A" 4+ m) = (M (m, — my)Am.

Démonstration. 7, < 0 =>m, =7, <0; 7, < —XA =1, = my. Le cas de
n = 1 est évident. Supposons les égalités (1.31), (1.32) vraies pour n. Alors

m,A" + mf,f‘) =m,A" + (m, — m,,)/\"'_1 + mgn)

= (ma 4+ DA™ + m{™ 4 (my = X = mp)A"" < (mg + 1A + m{™,
et

mpA"+m(™ = (m;.-{-l))\"—}-mf,")+(m,,,—z\-——mz,),\"’_1 < (m;,+1)/\"'+m£"). [ |

LEMME 1.22. Soient A > 0, . <0, mg < A41m, 75 > =A et m, <
—(A=1)(m+ A). Alors

(1.33) m{™ =m,(A" ..+ A+1)

(1.34) (™) — {mﬁ” — (ma = T)A"", sim >l

— A", sinon,

ou
(th — mp)/(L+my —m,), st A=1,
ny = { log(m./(Amy + A2 =1 — A + m,)) sid> 1
log A
Démonstration. D’abord 7, < 0 =>m, =7, < 0; 7 > =2 = my = =),

et 7, —my > 0. Deplus (A =1 = (n —my)/(1 4+ my —m,) > 0) et
(A> 1, ma < —(A=1)(1p+A) = ma/(As + A% — 75 — A+ ma) > 0).

1. Démonstration de I’égalité (1.33). Le cas n = 1 est évident. Supposons-
la vraie pour n.
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Si mgn) = mf,") — (mq, — 1)A"7", alors

maA™ + m(™ = m A" 4+ (m, — 1)A""" + mgn)

= (ma + DA™ + m{™ 4 (my = A =)A< (Mg + DA™ + m{™.
b b

Si mgn) = —A", alors
maA™ 4+ ml™ = (m, + DA” = A" + m{™ < (m, + 1)A™ + m{™.

On obtient donc
m£n+1) =m A" + msln)

2. Lecas A= 1. On a m{™ = nm, et m£"+1) = inf{r, + nm,,,,mg"')}.
n>ny=—(mn+1)/ms=>mun < —(mp+1)=> men+ 71 < =1 (resp. n <
ny = men+7, > —1). D’autre part, la suite {7,+nm, }n>0 est décroissante,

donc mi"’) =m-—1m,+m = m{™ — (mo — 7)A""" pour n > n} et

mg") = —1=—A" pour n < nj.
3.°Le cas A > 1. Alors si
n > n} =log(ma/(Ams + A2 — 7 — A + m,))/log A,

on a
AP + 2% =1 = A+ m,) < my,
AT(A = 1)(rp +A) + ma(A" - 1) L0,
A+ A) +m (A" T 4+ 42 4+1) <0,
A" + mg"‘) < =A™ (resp. n < n) = A" + mf:") > —Amth),
D’autre part, la suite {7pA™ + mf,,")}nzp est décroissante. Donc, on obtient

Pégalité (1.34). W

LEMME FONDAMENTAL 1.23. Avec les notations précédentes, soient d, =
dy, A>0,0na

1) Sim, >+ A, alors

mgn) + (1o — my) A",
myl) = s (1, <0)ou (T, > 0,mp < 7o — A — 7,2, > ny);

0, sinon,
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m{™ = (my + DA™ 4+ A+ 1) — 1.
2) Sim, < 1, + A, alors
mfl") = mu(,\"'_' 4+ A4 1)’
m{™ — (m, — r,)A""7,
si(m < =), 7, <0)

ou (1> =X, 7, <0, mg <(A=1)(rs + ), n > n))

— A", sinon

(n) _
m,’ =

ol ny, et ny sont définis dans le lemme 1.18 et le lemme 1.22.

En utilisant les lemmes fondamentaux ci-dessus, on obtient immédiatement
le théoréme :

THEOREME 1.24. Soient d, = d et A > 0. On a

1. Les cas ou la marche {D(wn)}n>1 est bornée sont :
(i) A = 0. L’intervalle est [min(m,, m;), max(M,, M,)];
(i) M, =1, M, = 0, la marche est bornée a droite de 1;

(i) (mg =0 < A4+m)ou(r, >0, 7, —A—=71,A <7 < =) ou
7, = 0,7, = —A), la marche est bornée a gauche de 0.
8

2. Le cas ot la marche {D(wn)}n>1 tend vers +o0 est :

Ta>1,A> 1 et (FA>mpy>1,—A=T1,Aoumn > =)
3. Dans tous les autres cas, la marche est récurrente.
Démonstration.

1.

(i) est évident.

(ii) Remarquons que la marche est bornée a droite si et seulement si M
est borné supérieurement. D’aprés le lemme fondamental 1.13, il y a trois
cas pour M{™. On ne considére que X > 1 par (i).

1°) M{™ = (M, — 1)(A" " 4 -+ A+ 1)+ 1, si M, > pp + X. On vérifie
facilement que M,S") > n lorsque M, > 1, et M,g,"') =1 lorsque M, = 1. De
plus, M, =1 A=1;M, > up+A=2>u <0& M, =0.
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2°) M{™ = A" siM, < pp+ X, My < (A= 1)(A = pa). Si A = 1, alors
My <0=>My=0=pup <0,mais M, < pp+ A= pup > M, — 2 >0, une

contradiction. Si A > 1, M{™ — 400 est évident.

3°) M = My + (o = M)A = My(A™ "2 4o 4 A4 1) 4 g A7 i
My <pp+Xdet po>Adou (o <A My > (A=1)(A = pa)).

Maintenant pp, > M, — A > 0 = M, = pp > 0. D’aprés le lemme 1.5,
ta > 1. Donc M,E") >n—-1— 4o0o.

(iii) La marche est bornée a gauche si et seulement si m{™ est bornée

inférieurement. Il suffit de considérer le cas A > 1. D’aprés le lemme fon-

damental 1.23, les valeurs de mf,,") sont les suivantes :

1°) mf.n) = m,.(A"'1 +---4+A+4+1),si m, <7+ A Evidemment, m, < 0
implique m{™ — —oo. Donc m&™ est bornée inférieurement si et seulement

si m, = 0, & ce moment, 7, > —A.

2°) m$ = (my+ 1)A" 4 A A+ 1) = 14 (1, —=mp) A" sim, > 7+ A,
et (1, <0ou7m, >0, mp<7—A—T7,A, n>nyp).

a. Lecas 7, < 0:doncm, =7, <0; mn<m, =A< =2 =2>my < —A.
m{™ < (mp+ 1A 4 A+ 1) = 14 (=1 —mp)A" < (=A+1)(A""2 4
v+ A41)=1=-2""1" -~ —oo quand A > 1. Et quand A = 1, alors
my+1<0,m™ < (mp+1)(A" 2+ +A+1)—1< —(n—1)+1 — —oo.

b. Lecas 7, = 0, 7 = mp < —A : on peut poser mp = —=A+m/,m’' < 0.
Alors mﬁ") = (24D 24 A D) AT 1 m! (AT 4 A D) —
—00.

c. Lecas 1, =0, 7, = =X (= mp = =X): onamﬁn)zo,(rnzo-:}
m, = 0).
d. Lecas 7, >0, mp <7, — A —1,), n > n} : alors mS."’ < 0 par la

démonstration 3. du lemme 1.18. D’autre part,

m{™ ) — m{™ = (my + DA™ + (7, — mp)A"TT (A - 1)
= A"V A4 T A — T+ my) < 0.

. n . . .n ’ . ” .
Donc, la suite {mfl )}n>"'6’ quli est une sulte entiere négative, est décroissante

. . . n
strictement, ainsi msl ) —00.
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3°) mé™ =0, si (ta > 0, mg > 7 +‘/\, mp > To — A — TaA) ou (1, >
0, m, < 7+ A) (ceci équivaut & (7, >0, 7, = A =7, A <1, < -A), (m, =
0< 1+ A))

2. D’aprés le lemme 1.3, D(o™(wg)) = A™D(wg). Alors, pour que
{D(wwn)}n>1 — 400, il faut que A > 1 et que 1i<nf;l {D(a1---a;)} > 1, ce

qui entraine 7, > 1, m, = 0. De plus, soit « le plus petit entier tel que

D(ay:--aq) = 1i<ri£1 {D(ay:--a;)},onaa, =beta,4s =a,oua =1

Par conséquent o € J,, donc 7, = D(ay -+ - a,).

1°) Simg > 7 + A. (Donc 7, = mp < =A).

a. Le cas my < 7, — A — 7,A. Soit 0™(b) = uv tel que D(u) = m
Alors, pour n € N quelconque,

(n)
b

D(c™(ay - ag_1)u) = D(c™(a -+ -aa_1)) + D(u) = A™(1, + 1) + m{™

=2t + D)+ (mp+1)(A"=-1)/(A-1)-1

(1.35) <A(ra4 D)+ (ra=A=—mA+1)A"=1)/A=1)=1=r7,.

D’autre part, on a D(c™(a)) = A™ — +oo. Donc, dans ce cas, la marche
{D(wn)} N>t est récurrente.

b. Lecas mp > 1, — A — T, A

Soit N un entier positif, alors il existe n > 0 tel que
lo™(a)] < N < o™ (a)], (N > 2).

Donc wy = o™(ay--+a;) +w',1 <1 <l,0™(aj41) = w'u. Cest-a-dire w'
est préfixe de o™(ai4+1)

A're + mfl"), S a;4q = a;
D(wN) = /\"D(a1 cee ai) + D(w') >
A1+ 1)+ mgn), st aj4q = b.

D’apreés le lemme fondamental 1.23, m&™ = 0 dans ce cas et D(wn) — +o0.

D’autre part, A™(7,+ 1)+mg") > T,, de ]a méme fagon que I'inégalité (1.35)
et A" (1, +1)+m{" )= A" (r,+ 1) +m{™) = A% (mp— o+ A+7,2) > 0,
entraine que la suite {A™(7, + 1) + mgn)} est entiére positive croissante
strictement. De plus D(wy) — +00. aussi.
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2°) Sim, < 7+ A. (Donc 7, > =X, my, = =X).

Remarquons que m, =0 et 7, > 0,0n a mf,") =0et mf,") = =A™ d’ou
le lemme fondamental 1.23. De la méme fagon que dans la démonstration
précédente D(wy) — +oo dans ce cas.

On peut changer un peu les conditions de la marche qui tend vers +oo,
en remarquant que mﬁn) = —A™ quand 7, = —A.

3. Ce cas résulte de 1 et 2 ci-dessus.

Remarque 1.25. Si A < 0, par le lemme 1.3, D(o™(a)) = A™ et on voit
facilement que {D(wy)}n>1 est récurrente. D’autre part, on ne change
que la position de la lettre a et de la lettre b, que la position de “sup” et
“inf’, dans les lemmes fondamentaux; P’étude sera plus simple, et on en
laisse le soin au lecteur. B

Remarque 1.26. On n’a considéré précédemment que le cas simple ou
a(n) =n+1et b(n) = n—1. On peut considérer a(n) = n+p, b(n) =n—gq.
L’étude sera analogue a la précédente. On n’indique que les faits suivants :

(i) pda # qdp entraine que la marche tend vers linfini.

(i) (p, —q) (Z';) =0¢ (p,—9), (Z) sont respectivement les vecteurs

propres de A et A & X = m,, — Mp,q/p = mpp, — maupp/q et A = m,, +
mabP/q = mps + Mpaq/p. En particulier, A et A sont encore entiers quand

p,q€Q.

Soit la somme S(N) = D(wn) = Zp<i<ni(0). On estime I'ordre de
croissance a I'infini de la fagon suivante :

THEOREME 1.27. Soientd, =dj, A>1.0n a
1. SiM,=1, My =0, alors S(N) < 1.

2. Si (M, =X=1, My >0) ou (M, > A = 1). Alors, il existe une
constante C > 0, telle que

(1.36) S(N)/log N < C.

3. Si A > 1, alors il existe une constante C > 0, telle que

(1.37) S(N)/N® < C, oit a = log A/log A < 1.
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4. Si(ma=0<A+nm)ou(ra >0, —A-T A< < =) ou(r, =
0,7 = =), alors S(N) > 0.

5.SiTa 21, A>1, et (=X >my > 7, —A—1,A) ou (1 > —A), alors il
existe une constante C > 0, telle que

(1.38) S(N)/N® > C, ot a=1log Mlog A < 1.

6. Dans tous les autres cas, il existe C > 0, tel que
(1.395 |S(N)|/log N < C ou |S(N)|/N* L C
ot a =log Aflog A < 1.

Démonstration. Soit |o™(a)] < N < |e"*'(a)|. On a
lo™(a)|/A™ - d,+dy =1, n — oo.

Donc, il existe 64,0, > 0, tels que ;A" < [o™(a)] < 62A™ (6; < 1 <
f2; 8; — 1,n — o0). De plus

(1.40) 61A™ < |o™(a)] < N < |o™H(a)]| < 624"

1. L’assertion se vérifie facilement par le lemme fondamental 1.13.

2. D’aprés le lemme fondamental 1.13, dans les deux cas on a,
M = (n = )My + M, ou M{™ = (M, — 1)n + 1. Alors

S(N)/log N < M{™V /log(8,A™) = Cy + o(1), n — oo,

ici, Co = My/log A ou (M, — 1)/log A.

3. Dans ce cas, M{™ = (M, — D(A" = 1)/(A = 1) + 1 ; ou M(A™ —
1)/(A=1) + (pa — Mp)A""

S(N)/N® < MV [(0:47) = MV /674 = Co + o(1), n — oo

Iei, Co = A(Ma = 1)/(A=1); X; 0u AMy/(A = 1) + (pa — Mp).

(D’aprés les conditions du lemme fondamental 1.13, et du lemme 1.5,
AMy/(A = 1) + (pa — My) > 0).

4. Comme la démonstration du théoréeme 1.24.1 (iii).

5. D’aprés la démonstration du théoréme 1.24.2, il existe une constante

¢’ > 0 telle que S(N) > ¢'A™, donc S(N)/N® > 'A"/05A7H1 > c.
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6. Pour les N pour lesquels S(N) > 0, on peut raisonner comme pour
2 et 3 ci-dessus. Pour les N pour lesquels S(N) < 0,0on a0 < —S(N) <

-—mfl"'H). On raisonne comme pour 2, 3, 5.

2. Marches sur A,,.
2.1. Définitions et notations

Dans ce paragraphe, on suppose que A, est un arbre homogene d’ordre
n, dans lequel on distingue deux points voisins, a savoir 0 et 1, ou 0

représente la racine de A, et 01 Dorientation initiale comme dans le §0.
On note py,p3, -+ ,pn les n autres points voisins de 1 numérotés dans le
sens trigonométrique.

Soit A = {a,bq, - ,bn} un alphabet, en convenant que by = a, on définit
bi(1,00) = (pi, 1pi), 0< i < m.

Généralement, étant donné deux sommets voisins z,y de A,, et ’aréte ori-
entée Ty, on note py,-- - ,pZ les n autres sommets voisins de z; remarquons
que le méme sommet peut avoir plusieurs expressions différentes, mais
cela n’entrainera pas de confusion. On définit alors, a(y,zy) = (y, y2),
bi(y,7Y) = (p%,yp?),1 < i < n (voir la figure 2.1). On convient que
é(z,zy) = (z,zy), ou € est le mot vide.

fig. 2.1

Soient w = ajay---a; € A* et wy = ajaz---ax,1 < k < |w|, et wy =
€. La marche selon w & partir de (1,07) est définie par {wk(l,O—l))}, ou

wi(1, 07) = ak---a1(l,6—f). Soit z = zyz5--- € AN, on définit la marche
selon z de fagon analogue. On dit qu’un sommet de .4, est un point
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récurrent par rapport a la marche selon z, si la marche visite ce sommet
une infinité de fois.

Soit F' le groupe libre engendré par A. Soit ™' € A~ et soit a(y, zy) =
(¢, Pq), alors on définit a~'(g, pg) = (y,zy). Evidemment, ca™'(y, z9) =
a"'a(y, z9) = €(y, z9) = (v, 79)-

2.2. Structure de groupe associée & la marche

Avec les notations du paragraphe précédent, on note
N ={weF; w,0l)=(1,01)},

alors il est facile de vérifier que N est un sous-groupe invariant de F. Notons
G, = F/N et si w € F, notons W = wN € G,. On définit une relation
“~” sur F' de la fagon suivante : soit wq, wy € F, s’il existe z,y € A, tels
que wy(y,zy) = we(y, Zy), on dira que w; ~ wy. Evidemment, “~” est une
relation d’équivalence et G, ~ F/ ~, la classe du mot vide € n’est autre
que N.

ProPoOSITION 2.1. Avec les notations précédentes, nous avons
(i) b; = b;_ @ by = (bya)=" by = b; (aby)~7, 2< i< n;
@b+ =¢;

Les égalités de (i) résultent des figures 2.2 et 2.3, et (ii) découle immédia-
tement de (i).

En utilisant la proposition 2.1, on obtient
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ProPosITION 2.2.
(1) Quel que soit g € G, il existe w € A*, tel que g = w;
(ii) Soient k|n + 1 et kh = n + 1, alors
(abn)* =¥,
ol ’on convient que b+ = a.

Donc G,, admet un sous-groupe qui est isomorphe & Gi—; et le chemin
associé a ce sous-groupe est exactement un sous-arbre (k — 1)-homogéne de

An.

(iii) G, admet toujours le sous-groupe

< EaE bn.—z'+1 I E2 = (b—1 bn-—i+1 Ei)2 =€> > Doo =~ Gl;
ot D, est le groupe dihédral.

Considérons maintenant le cas de A,. Alors A = {a,g,d} comme dans
le paragraphe 0. On a simplement par la proposition 2.1(i), (ou bien par
un calcul direct),

aEa:F,aya:F,E:ga“g“y dad.

Par cela, on peut considérer ’application suivante de SLy(Z) dans G :
0 -1 s 1 0 3 1 -1 =
1 0 '\ -1 1 o 1 5

et le noyau de ’application est < (—01 __01) >. Donc, on obtient, (voir

[R], par exemple).

PROPOSITION 2.3. G2 = <G, d | a® =¢ = (a d)* > ~ PSL,y(Z).

2.3. Propriétés récurrentes des marches

Par les définitions établies dans le §2.1, on obtient facilement que
Démonstration.

m{™ Y = =m(c™*(a)) = mf {D(a"(m “aj—1)) + ms,':),m,,,)}

Ensuite, on considére deux cas:a;=aeta; =b. 1
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PROPOSITION 2.4. Soit z = 21z, --- € AV et soit w € A* avec w(1, 0—1>) =
(g, pg). Alors le point q est récurrent pour la marche suivant z si et seule-
ment s’il existe une suite d’entiers positifs strictement croissante {ni}r>1,
telle que

(2.1) W=Wp, =Wpn, == Wn, -
Ol Wy, = T1Z2 -+ Typ-

On suppose maintenant que

o(a) =1, o(b;) =0, 1<i<n,

alors, on vérifie facilement que I’on a

@ =@ == 0(@) =7,
et _
om(b))=ocm"(b))="=0(b;))=b;, 1 <i< n.
Donc, quel que soit w = ajag - oy € A*, on a
(W) = 77T (w) = -+ = o(w) = o(ay) o{az)- - olar) = FEH =T,
en remarquant que z = o(z) = o%(z) = --- = o™(z) = ---, ol = est le

point fixe de o et par la proposition 2.4, on obtient

PROPOSITION 2.5. Soient o(a) =@ et o(b;) = b;, 1 < i < n, alors tous les
points que la marche suivant z visite sont récurrents.

Remarque. Etant donné un mot non vide w € A*, on peut trouver
par la proposition 2.2(i), un mot non vide u € A*, tel que T = w7, donc
wu € A* et W T = €. En posant o(a) = awu,o(b;) = bjwu, 1 < i< n,on
obtiendra une substitution qui satisfait les conditions de la proposition 2.5.

LEMME 2.6. Soit o une substitution sur A vérifiant la condition suivante :
w € A* et W = € impliquent o(w) = €. Alors, si u,v € A* et W=7, on a
o(u) = o(v).

Démonstration. U = U entraine que uv~' = €, donc o(uv=') = €. Il en

résulte que o(u) = o(v).
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D’aprés le lemme 2.6, si o est une substitution vérifiant la condition du
lemme 2.6, on peut prolonger o & G, ainsi : o(u) = o(u),u € A*. On
obtient ainsi un homomorphisme de G,, dans G,,. On remarque aussi que la
condition du lemme 2.6 équivaut a o(€) = €. D’autre part, on voit facilement
que la condition (2.1) équivaut a

€= Wny,n, = " -_—'u)m”n,‘*_1 =,
Ol W | = TmTm41 -+ %1, | > m. On obtient donc

PRrOPOSITION 2.7. Soient o une substitution sur A telle que o(€) = €, et
Z =229+ Zy - un point fixe de . S’il existe un entier m tel que W, = T,
alors le point d’arrivée de w,, est récurrent pour la marche suivant z.

Enfin, on donnera un exemple d’une substitution qui donne lieu 4 une
suite z telle que la marche associée visite tous les sommets de A,,.

PROPOSITION 2.8. Supposons que o(a) = (aby)**'a,o(b;) = by(bya)*?,
alors, la marche suivant o, (c’est-a-dire, suivant le point fixe de o), visite
tous les sommets de A, et tous les sommets sont récurrents.

Pour démontrer la proposition, il suffit de remarquer les faits suivants :

1. La marche suivant o(a) parcourt tous les sommets voisins de 0 et elle
s’arréte en 0. La marche suivant o(b;) parcourt tous les sommets voisins
de py et s’arréte en py. Les figures 2.4 et 2.5 illustrent le cas n = 2.

fig. 2. : 5
& 24 o(a} = adadada fig. 2.5 o(d) = ddadada

2. Remarquons que o2(a) = o(a)(co(by)o(a))™t'. Nous pouvons vérifier
que la marche selon o?(a) parcourt toutes les branches dont la distance 3
l’origine est égale & 2 d’apreés 1., et s’arréte a 0.

3. Par récurrence, on peut voir que la marche selon 6™ (a) parcourt toutes
les branches dont la distance & I’'origine est égale & m et s’arréte en 0.
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Les conclusions de la proposition 2.8 viennent donc de 1., 2. et 3.

De plus, on voit que

n

{s € An, s € o™(a)(1,01)NB(0, m)} = #{s € B(0, m)} = ——

[(n-1)™-1],
donc la “capacité” de la marche est

log —2=[(n — 1)™ — 1
- g 25 (( ) ]

m—oo  mlog(n—1) =1L

Remarque. On a vu que, étant donné (g, pg) quelconque, il existe un

mot w € A*, tel que w(1, ﬁ) = (g, p4). Donc, si ’ensemble {w,,;m € N}
est égal & GG,,, alors la marche selon z visite tous les sommets de A,, et tous
les sommets sont récurrents, ou £ = z125--- € AN et w, = z122 T pm.

2.4. Marches orientées substitutives sur .4;

On garde les notations utilisées dans les paragraphes précédents.

Soit {; = {—1,1} le groupe multiplicatif d’ordre 2, alors les positions
et les orientations d’une marche orientée peuvent étre caractérisées par

Pensemble (2 x Z. Soit A = {a, b}, on considére les éléments de A comme
des applications de {2 x Z dans (; x Z de la fagon suivante :

(2.2) a(x1,n) = (F1,nF1), b(£1,n) = b(xl,n £ 1).

Les figures montrent les effets des actions de a, b.

m-1 m n n+l m m+l n-1 n

- |- ol 1 1 ] I - 1 l 1
Y Nl > <

fig. 2.6

Comme nous avons discuté dans les paragraphes précédents, nous avons

(2.3) Gi=<ab|a®=¢=(ab)? >~ F/N ~ Dy, b~ = aba.
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En tenant compte des faits a(1,0) = (—1,1) et b(1,0) = (1, 1), nous pouvons
définir une loi de multiplication “.” sur { x Z de la facon suivante :

(61,1:) : (621j) = (6152)i€2 +]); €1, €2 EC‘Z: i)] EZ

Sous cette loi {2 X Z devient un groupe multiplicatif, si I’on fait correspondre
a,ba(—=1,-1),(1,1) respectivement, on aura

(2.4) Gi~ (G xZ,).

D’autre part, en vérifiant directement par les définitions de a, b, on a

@)= (3 ) Hen=ei(y 1),

et il résulte que

(2.5) G1'_~:<(—01 _11),((1) i)>

Nous obtenons donc par (2.3), (2.4) et (2.5) la proposition suivante :
PRroPoOSITION 2.8.

Gi=<abla’=e=(ab)?>>((axZ,)=< (—01 —11)’((1) i)>
~ De.

" Remarque. Si (g f) € Gy donné par (2.5) correspond a w,(1,0),

alors a et B représentent respectivement ’orientation et la coordonnée de
la position de la marche a ’instant n.

Il est clair que

ProprosITION 2.9. Soit w € A, alors il existe deux entiers s et t, tels que

1,t), si L,(w) est paire;
w0y < (10 5 Latw) est»
(-1,s), sinon. W

‘ Considérons maintenant la matrice substitutive M,. Si ’on réduit les
éléments de M, modulo 2, on obtient alors 16 matrices différentes. Si
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. , . (0 0 0 0 0 0 0 0
M,,estlundes4typessu1vants.(0 0),<1 0),(0 1),<1 1),

c’est-a-dire, les nombres L,(o(a)) et L.(c(b)) sont pairs, alors par la propo-
sition 2.9, les marches o™(a) et o™(b) sont réduites aux cas non orientés,

et on peut utiliser les résultats obtenus dans le §1 (dans les cas (g (1))

et (i i) , on peut considérer o%(a) et o?(b)). Donc, on peut obtenir

les conditions assurant que les marches sont bornées récurrentes, tendent
vers ’'infini comme dans le §1. Par exemple, si 'on prend o(a)(0,1) =
(1,s), o(b) = (1,t), s,t sont du méme signe, alors la marche o™(a) tend
vers l’infini sans étre récurrente.

Remarque. Pour les autres types de M, qui sont différents des 6 types
indiqués ci-dessus, on peut analyser les marches par les mémes méthodes
que précédemment, mais les discussions sont beaucoup plus complexes.

Nous tenons a exprimer notre reconnaissance a M. le Professeur J. Peyriere
qui nous a aidés et encouragés dans le présent travail. Nous remercions
également M. J.-P. Allouche avec qui nous avons eu des discussions trés
fructueuses.

Les auteurs remercient la DRET pour sa subvention, et le deuxiéme
auteur remercie également la Fondation de la Recherche Scientifique de
Chine pour son soutien financier.
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