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Un critere de tension dans les espaces de
Besov-Orlicz et applications au probleme du
temps d’occupation

MoHAMED AIT OUAHRA
ABDELGHANI Ki1ssAaMI
AISSA SGHIR

Résumé

Dans ce travail, nous présentons une nouvelle caractérisation de la norme des
espaces de Besov-Orlicz associés a la N -fonction exponentielle Mg pour 8 > 0.
Nous utilisons cette nouvelle norme et un lemme de Marcus et Pisier [15], pour
démontrer un critére de tension et de régularité dans les espaces de Besov-Orlicz
pour 8 > 1. Nous étudions ensuite dans les espaces de Besov-Orlicz pour f = 1,
des théorémes limites pour les mesures d’occupations du temps local du processus
stable symétrique d’indice 1 < a < 2, ce qui présente une généralisation des
résultats de Ait Ouahra et al. [1] dans les espaces de Besov standards.

1. Introduction

La relative compacité dans les espaces probabilisés est la clé de 1’étude
de la convergence faible. Une famille F des mesures de probabilités dans
un espace métrique (S, B(S)) est dite tendue si pour tout € > 0, il existe
un compact K C S tel que P(K) > 1 —¢, pour toute P € F. Le théoréme
de Prohorov (voir Billingsly [5]) affirme que si (.S, B(S)) est un espace mé-
trique complet et séparable, alors la relative compacité est une condition
nécessaire et suffisante pour la tension.

Nous nous intéressons aux théoreémes limites des processus de la forme

1

a=-1_7
« «@

At
A f(Xs)ds, (1.1)

Mots-clés : Espace de Besov-Orlicz, Théoremes limites, Tension, Processus stables,
Temps local, Dérivée fractionnaire.
Classification math. : 46E30, 60F17.
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ou f est la dérivée fractionnaire d’ordre v d’une certaine fonction g holde-
rienne d’ordre § et & support compact, et X = {X;,¢ > 0} est un processus
stable symétrique d’indice 1 < a < 2. Ce genre de théoremes limites a été
étudié par Yamada [21], [22] dans le cas o = 2, (i.e. X est un mouvement
Brownien), et Fitzsimmons et Getoor [10] pour le processus stable symé-
trique d’indice 1 < a < 2. Tous ces résultats sont obtenus dans ’espace
des fonctions continues. Dans un autre point de vue de généralisation, Ait
Ouahra et Eddahbi [2] ont étudié les résultats de Fitzsimmons et Getoor
[10] dans l’espace de Holder et Ait Ouahra et al. [1] dans les espaces de
Besov standards.

Soit § > 0 et considérons I’espace C° des fonctions localement hélde-
riennes d’ordre d. Pour v €]0, §[, on définit la dérivée fractionnaire d’ordre
v d’une fonction f appartenant & C° N L'(R) par

1t flaty) - fz)
D] f(x):= /
MOy T
et on définit 'opérateur D7 par
DY:=D}] - D?.

dy,

Puisque la fonction y — % n’est pas intégrable a l'infini, la définition de
D7 doit étre modifiée pour v = 0, & savoir

DY f(z) = — /m fety) = F@)lpay)

0 y1+“/

dy,

pour toute fonction f € C° N LY (R) et ¢ > 0.
On note aussi
0._ 1o 0
D" :=D] - DZ,
qui est, a une constante pres, la transformée de Hilbert.

Remarque 1.1. (1) DI et DY vérifient I'identité de dualité suivante

[ 1@D7 glaydz = [ (@)D f(@)da.
pour toutes fonctions f,g € CO N L' (R), et v € [0,4].
(2) Sih:R —Reta>0,alors
DL(ha) = @ (DLh)ar ¥y 0.

Dg:(ha) = (Dih)a + hqlog(a),
ou h, est la fonction définie par hy(z) = h(azx).
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TENSION DANS LES ESPACES DE BESOV-ORLICZ

(3) Si f € C°NLY(R) alors Df € C°~7, avec D € {D?, D], DY} pour
tout 0 <~y < 4.

Pour plus de détails sur les dérivées fractionnaires, nous renvoyons le
lecteur & Hardy et Littlewood [12], Titchmarsh [19], Yamada [20] et Samko
et al. [18].

Soit la N-fonction Mg définie par

I si B> 1,
My() = { Eg(x) — E3(0) si0< <1,

ou Eg(z) = Eg(—x) est le prolongement de la partie convexe de el” sur

[, +00[ par sa tangente au point xg > 0. elzl” change de concavité en
xg. Pour tout z € Ret 0 < 8 < 1, il existe une constante Cg > 0 telle
que,
e’ < Eg(x) < Chell”.

Le reste de ce papier est organisé comme suit : Dans la deuxiéme partie,
nous présentons quelques notions de base sur la théorie des espaces de
Besov-Orlicz, associés a la N-fonction exponentielle Mg, 8 > 0. Dans la
troisiéme partie, nous démontrons un critére de tension dans les espaces
de Besov-Orlicz pour 8 > 1. La quatriéme partie est consacrée a la présen-
tation d’un critere de régularité Besov-Orlicz, avec quelques applications
pour certains processus gaussiens, ainsi que le temps local et sa dérivée
fractionnaire du processus stable symétrique d’indice 1 < o < 2. La der-
niere partie est réservée a I’étude des théorémes limites pour les processus
de la forme (1.1), dans les espaces de Besov-Orlicz pour 5 = 1.

2. Espaces de Besov-Orlicz

Pour la théorie de base des espaces de Besov-Orlicz, nous renvoyons le
lecteur & Boufoussi [6], Ciesielski [8] et Ciesielski et al. [9]. Cependant,
nous présentons un bref apergu sur ces espaces.

Définition 2.1. Soit (2,3, ) un espace de mesure fini. L’espace d’Orlicz
Lty (dp) () associé a la N -fonction Mg, pour § > 0, est Pespace de Banach
des fonctions f : 2 — R mesurables muni de la norme

£l azs ) = /I\I;% {/§2M5(| f/(\) Ndu(.) < 1}.
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Cette norme est équivalente a la norme de Luxemburg [14] donnée par

11, = uf 5 {1 [ Mo AFQ) D)}
|=[?

de Lebesgue ordinaire LP(Q2), muni de la norme |.||P = [, [.[Pdp.
Le théoreme suivant nous donne une caractérisation de la norme d’Or-
licz |||, en terme de la norme ||.[[,, p > 1. (Voir par exemple Ciesielski

et al. [9]).

L’espace d’Orlicz associé a la N-fonction M (z) = , p>1, est I'espace

Théoréme 2.2. Pour tout 3 > 0, il existe une constante Cg > 0 telle que
pour toute fonction f € Ly, (ay), on ait

|f|| f
C ‘ s ip < Hf” ﬁ (dp) < C sup ——2 H HP
B p>1 pﬁ p>1 pﬁ

Le lemme suivant et sa démonstration se trouvent dans Benchekroun
et Benkirane [4].

Lemme 2.3. Soit M une N -fonction définie sur un espace de mesure
fini (Q,3, 1) et soit A un ouvert de Q. Alors, pour toute fonction f €
Lsap (A) et g € L>(A), on a

1F-9ll a1y < 17 nr a9l oo

avec [|glloo = supgea |g(2)].

Le module de continuité d’une fonction f définie sur [0, 1] en norme
d’Orlicz est défini pour tout h € R par

wMg(fvt) = sup ”AthMg(dr)a
|h|<t
ot dz est la mesure de Lesbegue sur [0,1] et Ay f(z) = 1jg 1 (2)[f(z +
h) = f(x)].

Définition 2.4. Pour tout 0 < p < 1 et v > 0, 'espace de Besov-
Orlicz noté B%* M; " est Uespace de Banach des fonctions continues f €

Lz, (dz) ([0, 1]) muni de la norme

WM (fvt)
Wy,v £

P— —"_ Su 7’
1 3z500 = 1/ lagsaw) + sup =570
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TENSION DANS LES ESPACES DE BESOV-ORLICZ

ou )
wup(t) =t (1 + log(g))”.

. s Wy, s 4
Muni de cette norme, ’espace B Mjo0 b est pas séparable. Par contre,

il contient un sous espace fermé et séparable noté B?\}}["iég qui correspond
aux fonctions f telles que was, (f,t) = o(wy,(t)), quand ¢ — 0.

Remarque 2.5. (1) L’espace d’Orlicz associé a la N-fonction M (z) =

%, p > 1, est 'espace de Lebesgue ordinaire LP[0, 1] muni de la
norme ||.||,, et nous retrouvons I'espace de Besov Standard By's?

muni de la norme

wp(f, 1)
f Wu,v — f + sup L .
1fllpise = 11 fllp 0<t<1 Wy (t)

(2) Sip=+ccet feC([0,1]) ou C([0,1]) est 'espace des fonctions
continues, alors Bt est I'espace des fonctions de Holder C¥rv,

muni de la norme

171 = sup )]+ sup @ =T
0<z<L1 0<z£y<1 wu,l/(‘w y’)

Le systéme de fonctions de Schauder {¢;x,j >0,k =1, ..., 27} sur [0, 1]
est défini par

eo(t) = Lj1)(t), ¢1(t) =tlp (1),
n=22+k j=>0, k=1,..,2,
pik(t) = on(t) = 2275820t — k),
avec (u) = ulp 1y(u) + (1 = u)1j1 45(u).
72 2’
Nous savons que toute fonction f continue sur [0, 1], se décompose dans
la base de Schauder

F6 =3 CulFnld)
n=0

ou la convergence est uniforme et les coefficients dans cette base sont
donnés par

Co(f) = £(0), Ci(f) = f(1) = £(0),
n=2+k j20 ., k=12,

Cu(f) = fin =25 (2f(Z) - F(Z52) - f(2D)).
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Le théoreme suivant qui est dii a Ciesielski et al. [9] caractérise la norme
de Besov-Orlicz d’une fonction a l'aide de ses coefficients dans sa décom-
position dans la base de Schauder.

Théoréme 2.6.

Wy 2_j(%—l‘+l)
1£1137; 00 ~ max 4 |Co(f)]; [C1(f)], sup sup ———— Z\fg el
7>0 p>1 pB (1 —+ .7
" 2*](**M+
feBA;B";O@,hm Z\fjkypp—o

Nous allons construire une norme equlvalente ala norme |||/ Moo POU
chaque j > 0, on définit sur 7' = {1,...,2/} la variable aléatoire réelle fi.
définie par

fj’.(k) = fj,k V ke T,
telle que fj,. prend chacune des valeurs {f; 1, fj2, .., f;2i } avec la probabi-
lité 55. Donc, f;. suit la loi uniforme discrete 6 définie sur T par
1
9(]{3) = 0(fj7, = fng) = 27 V keT.
Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoréme 2.7.
oo 9—i(5—H)
HfHJ\Z;,oo ~ max 1 |Co(f)], [C1(f)], SUPﬁ”JCJ}.HMﬁ(dG) )

Wi 0 9=i(3—H)
feByb = JEEPOO WHfMMﬂd@) =0.

Démonstration. On note Eg 'espérance sous la mesure de probabilité 6,
1 1

b 1
1£i.llp = (ol £5,17)7 (Z!fjkl”@ ) =27 (Z\fmk\”)
k=1

Du Théoreme 2.2, nous déduisons que

15,1
hE = Z [ fil?
PP b2 pi \ioh
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TENSION DANS LES ESPACES DE BESOV-ORLICZ

Donc,

2]( N+)2J

9=
supsup —————[ 3 | £4l7]7 ~ S Ty

Hf,HM (do
i20p=1 pB (14 ) ;121 (1+J) a0

La preuve du Théoreme 2.7 est ainsi achevée. O

3. Tension dans les espaces de Besov-Orlicz

Nous allons établir un critére de tension dans les espaces de Besov-
. 0 . A . e .
Orlicz BUX/’[‘[;”C’)O, £ > 1. On va suivre la méme technique utilisée dans Ait

Ouahra et al. [1] dans le cas des espaces de Besov standards. Le théoréme
de Prohorov (voir Billingsly [5]), implique que la convergence faible d’une
suite de processus stochastiques dans Bi\d/’[‘;&o, 8 > 1, est équivalente a
la tension plus la convergence des lois fini-dimensionnelles de cette suite

dans B v,0 ., qui est séparable, et I'injection de B}J/’f "£ vers BUJ(/’f oo St

0
vy
continue. Donc, la convergence faible dans B M o0 implique la convergence

faible dans By ..

Lemme 3.1. Soit 5>0,e>0,0<pu<1etv>0. On note

wa (f,1)
H.(f,p,v,Mg) = sup —2--"~.
(fom 3) S )

Soit A un espace des fonctions mesurables f : [0,1] — R telles que

sup I£1137, 0 < 00 (3.1)
lim sup sup H.(f, p, v, M) = 0. (3.2)
e—=0 feA

wlhl’vo

Alors A est relativement compact dans BMB’OO.

On a besoin du théoréme suivant dont la preuve se trouve dans Kras-
nosel’skii et Rutickii [13] (Théoréme 11.4 - pp. 100). Ce théoréme est une
extension du théoreme de Kolmogorov-Riesz dans les espaces d’Orlicz. 11
a été generalisé par Goes et Welland [11] dans le cas des espaces de Khote.

Théoréme 3.2. On note par B, ([0, 1]) la fermeture dans Ly, ([0,1]) de
lespace des fonctions bornées. Soit A une partie bornée dans Epr,([0,1])
satisfaisant :
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Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute fonction f € A,
|h| < & implique que || f(z +h) — f(z)|[m, <. Alors A est compacte dans

EMB([Ov 1])

Démonstration du Lemme 3.1. D’apres le Théoreme 3.2, les conditions
(3.1) et (3.2) impliquent que A est relativement compacte dans Epy, ([0, 1]).
Done, pour toute suite (f,), d’éléments de A, on peut extraire une sous
suite, notée aussi (fn)n, qui converge vers f € Epy,([0,1]). Maintenant
pour achever la preuve, on montre les deux points suivants

fe B‘;;B”go, (3.3)
(fn)n est une suite de Cauchy dans f € Bﬁﬁ”&o (3.4)

Démontrons (3.3). Puisque (fn)n converge dans Ep,([0,1]) vers f, alors
(fn)n converge vers f en norme de Luxemburg (voir Luxemburg [14]) et
donc (fn)n converge en mesure vers f. Par conséquent, on peut choisir
une sous suite, notée aussi (fy)n, qui converge vers f presque partout.
Par application simple du lemme de Fatou, on obtient

1G4+ R) = FOllagy < Tim if £l + 1) — Fallas,
< sup [fn(-+ 1) = fa()llag,-
Donc, pour tout ¢ €]0, 1], nous avons

WM, (f?t) < supwy (fnvt)v
B n>1 B

et par (3.1), on a

w t w t
sup DMLY g MUt
0<t<1 wu,u(t) n>10<t<1 wp,,z/(t)
De plus, (3.2) implique que pour tout € > 0, il existe g9 > 0 tel que pour
tout n > 1,
WM;; (fnv t)
sup ————
0<t<eg wu,u(t)
Donc, wa, (f,t) = o(wpuw(t)), quand ¢ — 0. Ce qui complete la preuve de
(3.3).
Montrons maintenant (3.4). Soit n,m > 0, on a

wMﬁ(fn - fmvt)
W, (t) .

[ fn — meC]*\J/A‘ILBl:oo = [l fn— meM,a + sup
0<t<L1
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Comme || fn — fmllmy; — 0, lorsque n,m — +o0, alors pour tout g > 0
assez petit,

WMg((fn - fm)pt)

sup

0<t<1 Wy (1)
< sup WMB((fn_fm)yt) + wMg((fn_fm)vt)
0<t<eq ww,(t) eo<t<1 w#,l,(t)
2an - meM
< H — fm, v, M) + — -
< Heo(fn = fmo it 3) min,<j<1 Wy (t)
S HEo(fna /“La Va Mﬂ) + H&‘()(fﬂ’wﬂa V? Mﬁ) + C(:“’? V? €O)an - meM,B
< 3e.
Ce qui complete la preuve du lemme. O

Lemme 3.3. Soit 3 > 0,0 < pu<1et0<wv <. Alors, toute partie
w, 7,0

, Wy,v . v
bornée de BMB’OO est relativement compacte dans BMB’Oo .

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate des conditions

(3.1) et (3.2) du lemme 3.1. Soit A une partie bornée de B‘XZ::OO.

Il est clair que si 0 < v < v/, alors || f]|3/" < | fl5%* . ce qui implique

Mpg,00 = Mpg,00
(3.1).
Pour (3.2), on a
WM, <f7t> WM (fvt)
H.(f,p, V' ,Mg) = sup —2"" 2 < — o (t
€(f 1% [3) O<i<e wu,y’<t) 0<i<e w“7y(t) 0,v—v ()

< Hs(fa M, v, MB)WO,V—V’ (t) < Hf”ﬁ;oowo,l/—l/’(t)v

ce qui entraine que H(f,u,v,Mg) — 0 lorsque ¢ — 0 car v/ —v > 0
et le lemme précédent implique que A est relativement compacte dans
w, 1,0

B JV;ILB - O
Lemme 3.4. Soit (X} : t € [0,1]),>1 une suite de processus stochastiques
définies sur (0, %, P) satisfaisant les hypothéses suivantes

(1) X =0, pour tout n > 1.

(2) Il existe une constante C > 0 telle que pour tous t,s € [0,1] on a,

X3 — X agap) < ClE— sl (3.5)
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Alors, la famille des lois de (X' : t € [0,1]) est tendue dans Bﬁ[’;”;g, pour
tous B>1,0<u<l etv>1.

La preuve du Lemme 3.4 repose sur le lemme suivant di & Marcus et
Pisier [15].

Lemme 3.5. Soit T = {1,2,...,N} et soit {Z(t),t € T} un processus
stochastique défini sur (2,2, P) qui satisfait

1ZO)|tyap) < d,  VEET.
Alors, pour tous 8 et B tels que 1 < < 3 < o0, on a

1_ 1
ENZ(#)lla1y (ary < d Cp (log(N))? 7,
ou dt est une mesure de probabilité sur T et Cg est une constante positive
qui dépend seulement de [3.

Démonstration du Lemme 3.4. Nous allons prouver que pour tout v > 1,
il existe une constante C' > 0, telle que pour tout n > 1, A > 0 et

1<V <v,

PLIXM e > A} < %

La derniere inégalité entraine que pour tout € > 0, il existe Ao assez grand
tel que

Wyt
Mg,00

PLIXME > Mo} <o, Vn > 1.

D’apres la caractérisation du Théoreme 2.7, il suffit de prouver que

C

X7 vn Z 17

[_p 9—i(5—H) o \
= sup ——— || X > <
jzg 1+ X5 Nl 15 (a0)
avec .
J
X2 () = X7y = 242X, — Xy — X7 .
2J+1 2J+1 2j+1

Par application de I'inégalité de Tchebeshev, on a

1 9—i(3—1)

I<-> —— —E|X;
_)\Z(l—i—j)” 15,

>0

Mpg(df)-

La condition (3.5) du Lemme 3.4 implique que pour tout h € Ret t € [0, 1]
tel que t 4 h et t — h restent dans [0, 1], il existe une constante C' > 0 telle
que,

12Xt — Xin — Xl nyap) < CR".
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TENSION DANS LES ESPACES DE BESOV-ORLICZ

En particulier, pour ¢t = 2215;1 et h = 2]-%, on obtient

1
1 X5kl a5 ap) < C2I(z—H),

Le Lemme 3.5 appliqué au processus {Z(k) = X,k € T} pour T =
{1,..,2}, p=p et d= CQj(%_“), implique qu’il existe une constante
Cg > 0 telle que

1
E|| X;, || py(a0) < C520 1)

Donc,
C C
=8 Z <=, Vo>
]>0 (L+5)¥ A
Ce qui termine la preuve du lemme. O

4. Régularités Besov-Orlicz

Le résultat suivant caractérise la régularité des processus dans les
espaces de Besov-Orlicz. Il se démontre avec la méme technique utilisé
dans la preuve du Lemme 3.4.

Lemme 4.1. Soit {X;,t € [0,1]} un processus stochastique défini sur
(Q,%, P). Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous
t,s €10,1] et B> 1 on ait,

1 Xt = Xsllargap) < Clt — 5[

Alors, la trajectoire t — X; appartient p.s a l’espace de Besov-Orlicz
B‘J‘\J/‘[‘B”éo pour tout v > 1.

Nous présentons par la suite quelques applications du Lemme 4.1.

4.1. Régularité des processus gaussiens
Lemme 4.2. Soit {X;,t € [0,1]} un processus gaussien centré tel que,
E(X; — X,)? < C|t — s

Alors, la trajectoire t — X; appartient p.s a l'espace de Besov-Orlicz

IJ70
B, Wv > 1
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Démonstration. D’apres Lemme 4.1, il suffit de montrer qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

Xt — Xsllarapy < Ot — sl

D’apres la Remarque 3.2 de Marcus et Pisier [15], si { X, ¢ € [0,1]} est un
processus gaussien centré, alors il existe une constante C' > 0 telle que

1
1X: — Xsllanap) < C(E[X; — X[%)2.

Donc,
Xt — Xsllaryapy < Clt — sl

4.2. Cas particuliers

(1) Dans le cas d’'un mouvement Brownien fractionnaire {B/,t €
[0,1]} de parametre de Hurst H €]0, 1], on a

E(Bff — BEY? = C|t — s>,
Donc, la trajectoire ¢t — Bfl appartient p.s a l'espace de Besov-
Orlicz BLX/Z’;?, Yv > 1.
(2) Pour H = 3§, B? est un mouvement Brownien standard. Donc,
la trajectoire t — B; appartient p.s a 'espace de Besov-Orlicz

w1 U,O
BMQ2 Vv > 1.

,
,00 7

4.3. Régularité du temps local

Soit X = {X;,t > 0} un processus stable symétrique d’indice 1 <
a < 2, issu de 0, i.e. le processus cadlag a accroissements indépendants et
stationnaires, de fonction caractéristique définie par

Eexp(iAX;) = exp(—t|A|Y), VE>0,AeR.

Pour a = 2, X est un mouvement Brownien.
Pour tout ¢ > 0, on définit la mesure d’occupation f(.) par

) = [ 1a(X)ds,

ou A € R est un borélien de R et 14 est la fonction indicatrice de A. Il est
bien connu d’apres Boylan [7] et Barlow [3], que la mesure p(.) admet, par
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rapport a la mesure de Lebesgue, une densité notée L(t,xz). Le processus
{L(t,x),t > 0,z € R} est appelé le temps local du processus X. De plus,
L(t,x) possede une version p.s continue en t et = qui vérifie la formule de
densité d’occupation

¢
| #(x0ds = [ )iz,
0 R
pour toute fonction borélienne bornée, et la propriété de scaling

{L(At,mé)}tzo c {Al—éL(t,x)}t>0, VA > 0.

Lemme 4.3. Pour tous v,y € RT, t,s€[0,1] etp>1, on a
IL(t,2) = L(t9) |l < Cal(@p)) 55 |0 = y| T,
IZ(t,2) = L(s,2)ll, < CLlp)) [t = 5|5
ou, Cy et C}, sont deuz constantes positives et ||.||, = (Ep|.\p)%.
Lemme 4.4. La trajectoire t — L(t,x) appartient p.s d l'espace de Be-

wa—1 V,O
sov standard BpoS ~  pour tout v > % et tout |z| < M, ou M est une

constante positive.

Lemme 4.3 est dit & Marcus et Rosen [16], et Lemme 4.4 est di a Ait
Ouahra et al. [17]. Nous allons démontrer le résultat suivant.

Lemme 4.5. La trajectoire t — L(t,x) appartient p.s a ’'espace de Besov-

wa—1 V,O
Orlicz By, % pour tout v > 1 et |z| < M, ot M est une constante

positive.

Démonstration. D’apres Lemme 4.1, il suffit de montrer que pour tous
x €R,0<t,s <1, il existe une constante C'(a)) > 0 telle que,

a—1
[1L(t, x) = L(s, 2) |y ap) < Cla)]t —s] 7= (4.1)
En effet, d’aprés Théoréme 2.2 et Lemme 4.3, il existe Cz > 0 telle que

L —L
IL(t, ) — L(s,2)| a5 ap) < Cpsup |L(t, ) (s,2)lp
p=>1 P

ey

3=

a—1

[t —s| o .

< O ) sup (()})

1
p>1 p?
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1
Or, p! < pP. Dong, ((p)))? < p, ce qui implique que
conséquent, pour tout 0 < 5 <1, on a

a—1
HL(tv x) - L(S7x)HMﬁ(dP) < C(avﬁ)‘t - S| )
et puisque Lemme 3.5 s’applique pour tout S > 1, et comme on a trouvé
0 < B <1, alors, 8 =1 et dans ce cas, on trouve que

a—1
IL(t, 2) — L(s, )|y ap) < Cla)t —s| 7.

4.4. Régularité de la dérivée fractionnaire

Lemme 4.6. Soit 0 < v < O‘Tfl Alors, pour tous 0 < t,s <1, x € R, et
p>1,0na
1 a=1l_7y
IDVL(t, ) (x) = D7 L(s, ) (@) |[2p < Cla, )((2p)!) 2 [t — s[ o=,
ot C'(a,7y) est une constante positive qui dépend seulement de av et 7.

Lemme 4.7. Soit 0 < v < O‘T_l et D € {DV,DO,D;YL,DZ}. Alors, la
trajectoire t — DL(t,.)(x) appartient p.s a l’espace de Besov Standard

Wa—1 =~ Vvo

Bp7£ o
pour tout v > % et |x| < M, ot M est une constante positive.
La preuve du Lemme 4.6 se trouve dans Ait Ouahra et Eddahbi [2] et
celle du Lemme 4.7 dans Ait Ouahra et al. [1]. Nous allons démontrer le
lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit 0 < v < %% et D € {D7,D° D}, D?}. Alors, la
trajectoire t — DL(t,.)(x) appartient p.s a l’espace de Besov-Orlicz

Wa—1_~ ;0
B a a
My ,00

v

pour tout v > 1 et |x| < M, ou M est une constante positive.

Démonstration. On va traiter seulement le cas de D = D”. Les autres cas
se traitent de la méme fagon. D’aprés Lemme 4.1, il suffit de montrer que
pour tous 0 < ¢,s < 1 et x € R, il existe une constante C’(a, ) > 0 telle
que,

IDYL(t, )(x) = DVL(s, ) (@) lanyapy < Claslt— 3|5 5 (42)
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On va suivre la méme technique utilisée dans la preuve du Lemme 4.5. En
effet, d’apres Lemme 4.6 et puisque la norme ||.||, est croissante en p, alors
Théoreme 2.2 implique que pour tout 0 < 5 < 1, il existe une constante
Cg > 0 telle que

IDYL(E, ) (2) — DV L(s, ) (@)l a15(ap)
ID7L(E, .)(x) —ID”L(& (@) lp

< Cgsup
p>1 pB
1
2p)!)2e a—
< Cla,yysup WP |y gjest-2
p>1 pB

-

~

< C'a,y)|t — s @,

Or, Lemme 3.5 est appliqué pour tout 8 > 1, et comme on a trouvé
0 < B <1,alors 8 =1, et dans ce cas, on trouve que

a2

IDYL(t, ) () — DVL(s,.)(2) | anyapy < C' (e )|t — 5% 7.

5. Théorémes limites

Dans cette section, nous allons étudier, dans la classe des espaces de
. Wy,v,0 PPN o .
Besov-Orlicz B, des théorémes limites pour les processus de la forme
b

1

a-1_7
«@ «@

At
f(Xs)ds,

ou f est une dérivée fractionnaire d’une certaine fonction g holderienne
d’ordre § et & support compact.

Théoréme 5.1. Soit 0 < v < 6 < O‘T_l et f=Dlg, ol g€ Co est une
fonction a support compact. Alors, la suite des processus
1 nt
{w f(Xs)dS} )
n o a0 t>0
converge en lot, lorsque n — 400, vers le processus

{( /]R g(x)dz) DY L(t, .)<0)}

>0
Wa—1_ 7~ ,0
La convergence a liew dans l’espace de Besov-Orlicz By, @’ Yo >1.
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Théoréme 5.2. Soit § > 0 et f = DS)rg , ot g € C° est une fonction d
support compact. Alors, on a

(1) la suite des processus

1 nt
a1 f(Xs)dS} )
{na log(n) /0 >0

converge en loi, lorsque n — 400, vers le processus

{—al(/R g(x)dx)L(t, 0)}

>0

(2) la suite des processus

[ [T 00 + o ogma(xonas)

n a £>0

converge en loi, lorsque n — 400, vers le processus

{( /R g(x)dz) DY L(t, .)(0)}

t>0

wa-1 ,0
. . —_— v
Ces convergences ont lieu dans l'espace de Besov-Orlicz By ° =~  pour
b

tout v > 1.

Démonstration du Théoréme 5.1. Notons

n 1 nt
A= == [ £(Xs

n « «
D’apres Fitzsimmons et Getoor [10], la famille { A}, ¢ > 0},,>1 converge en
loi vers le processus {([p g(x)dz)DY L(t,.)(.)},5, dans I'espace des fonc-
tions continues. Donc, on a la convergence des lois fini-dimensionnelles
de {A},t > 0}p>1. Il reste & montrer que cette famille est tendue dans

Wa—1_17

B Moo & pour tout v > 1. Pour cela, il suffit d’apres Lemme 3.4, de
montrer qu’il existe C' > 0 telle que pour tous 0 < ¢,s < 1 on ait,

~

a-1_ 7
|AY — ASllan@apy < Clt —s| = "a.
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La formule d’occupation et la formule de scaling entrainent que

[A; = ASllan @p)

1 nt ns
I [ F(X)du — f(Xu>du} lats @)
=i | [ S@Let e~ [ f@)L(s, )l ar)

X x
= ni| [ Dlg(a) [L(t, “r) = L(s, ¢ >} dxrrM1<dp>.
na

na

La Remarque 1.1 donne
147 = A2l ap) =
T T
I [ 9t |2 L ) = DT L5, )| della, ar)
na

na«
ou K est le support de g.
Or d’aprés Lemme 2.3, on a

I o) |7 Lt0)(5) = D2 Lo ) el o

na

< [ lgta) [DTL(E ) = DV LG5, ) ()] s aryda

ne na

< [ Mol D7 £} () = DY L5, ) ()

n o
Donc, d’apres la relation (4.2) on obtient,

ol

a=l_ 7
A} = ALl asy apy < Clay )|t —s| = 7=
Ce qui termine la démonstration du Théoréme 5.1. U

Démonstration du Théoréme 5.2. Les convergences (1) et (2) du Théo-
réme 5.2, ont été établies par Fitzsimmons et Getoor [10] dans Iespace des
fonctions continues. Donc, on a la convergence des lois fini-dimensionnelles.
Pour achever la preuve du théoréme, on doit montrer la tension.
Montrons (1). Posons
_ 1 nt
A= —— [ f(X)ds,
o log(n) /0

n o log(n
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wa-1 ,0
et prouvons que A7 est tendue dans les espaces de Besov-Orlicz B, =
1,00

pour tout v > 1.
Par les mémes arguments de la démonstration du Théoreme 5.1 on a

A Lo o@D (L)) ) do— ™! [ o)Lt r)do

= log(n) na na
=: By — C}.

Les mémes techniques de la démonstration du Théoréme 5.1 donnent

n_ pn Cla,7)
||Bt _BSHMl(dP) S log(n)

a—1
e

|t — s

Wa—1 70
mn 3K 7’ bl —_— v
Donc, Bi* converge en probabilité vers 0 dans 'espace B, % = pour tout

v>1.
Montrons maintenant que C}* converge en loi vers

{—a—l( /R o(2)dz) L(t, 0)}

wa—1 V,O
dans l'espace B, ° = pour tout v > 1.

D’apres Lemme 2.3, on a

t>0

n n — T T
IC7 = Cxllnary =~ [ o) (Lt 1) = Lo, ) ) dlanar)
R nao no

<! [ lalell 2 5) = Lo, )l
na

nao
ou K est le support compact de g.
La relation (4.1) implique que

n n a—1
ICY = Cllasyapy < Cla)ft — s o

Wa—1 U,O
Donc, C}' est tendue dans B Mo Pour tout v > 1.

Démontrons maintenant (2). De la méme fagon on a,

{nalal /Ont(f(Xs) + a_llog(n)g(Xs))ds} L /Rg(x)DO—L(t’ )(n%)dx
Posons

Ef:/Rg(x)DQL(t, )y de

€T
1
nao
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D’apres Fitzsimmons et Getoor [10], la suite des processus E}’ converge en
loi, lorsque n — 400, vers le processus {([p g(z)dz)D? L(t,.)(0)},,, et

la convergence a lieu dans I’espace des fonctions continues. Pour conclure,
Wa—1 7V>0
on montre la tension de la suite (E}') dans B, . D’apres la relation
b

(4.2), on a

£ — E | ar ap)

=1 [ @) (P2L(t. ) () = D Lo () ) ol

< [ Mgl DO Lt () = DL, )y ) do

n o« n «
a—1
<Cla)t —s| .
Ce qui termine la démonstration du Théoréme 5.2. (Il

Remarque 5.3. De la méme facon, on peut obtenir les généralisations des
Théoremes 10 (resp 11), dans Ait Ouahra et al. [17], dans les espaces

wa—1,0,0 wa—1,0,0
. > o=l .
de Besov-Orlicz B Mroo (resp B My oo ) pour tout v > 1. Ces résul-

tats ont été démontrés dans le cas ou la fonction f n’est pas une dérivée
fractionnaire d’une fonction g.
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