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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PAscAL 18, 273-300 (2011)

Inégalités pour 'opérateur intégral fractionnaire
sur différents espaces métriques mesurés

DAVID MASCRE

Résumé

Le but de cet article est d’étendre les résultats classiques (inégalité de Hardy-
Littlewood-Sobolev, inégalité de Hedberg) sur I'intégrale fractionnaire & deux types
différents d’espaces métriques mesurés : les espaces métriques mesurés a mesure
doublante d’une part, les espaces métriques mesurés a croissance polynomiale du
volume d’autre part. Les deux résultats principaux que nous obtenons sont les
suivants :

Etant donné (X, p, 1) un espace métrique mesuré de type homogene, étant don-
nésp,qg,a € Rtelsquel <p<1l/a,1/qg=1/p—a, 0 < a < 1, Popérateur intégral
fractionnaire Ty, défini en posant T, f(z) = fX V(z,y)* * f(y)du(y) vérifie :

Sip> 1, alors
T.: LP(X) = LYX).
Sip =1, alors
To: L'(X) = L™ (X).
Etant donné un espace métrique mesuré de Vitali (X, p, u) tel que Vx € X,
V(z,r) <er?, Vr<l et V(z,r) < er®, vr > 1,

étant donné p,q,a,n € R tels que 1 < p < n/a, 1/g =1/p—a/nd <n < D,
étant donnée k,: X x X — R une fonction mesurable vérifiant les conditions de
croissance (en 0 et en +00) suivantes

(i) ka(z,y) < cp(z,y)*~?  Va,y € X tels que p(z,y) <1,

(if) ka(z,y) < cp(z,y)*™ " Va,y € X tels que p(z,y) > 1,
Popérateur intégral fractionnaire I, associé au noyau k, vérifie :

Sip>1,
I.: LP(X) — LY(X).

Sip=1,
I,: L'(X) = LY (X).

Classification math. : 26A33, 26D10, 42B35 .
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D. MASCRE

1. Introduction

Le but de cet article est d’étendre les résultats classiques sur I'intégrale
fractionnaire a certains espaces métriques mesurés a croissance polyno-
miale du volume.

Dans R", I'intégrale fractionnaire d’ordre a est 'opérateur défini, pour
0 < a <n, en posant

Luf@) = [ le=yl* ")y

Cet opérateur présente de nombreuses propriétés remarquables (cf. par
exemple [21]). Il vérifie en particulier l'inégalité de Hardy-Littlewood-
Sobolev. En d’autres termes, pour p,q,a € R tels que 1 < p < 2, % =
% —s,ona:
sip>1,

[Laf lly<ClfN, VfelLP(R"),
sip=1,
plr € R | Lf(x)| > A} <CXN £l VfeL'(R™), VYA>0.

Dans toute la suite, on exprimera ce fait en disant que :
Sip>1 alors
I, : LP(R™) — LY(R").
Sip =1 alors
I, : LY(R™) — LY®(R").

Dans le cadre euclidien, ces inégalités peuvent étre obtenues de mul-
tiples maniéres (cf. par exemple Hardy-Littlewood [7], Stein [21], [22],
Stein-Weiss [20], Lieb-Loss [11, p. 98] pour des démonstrations classiques).
En regle générale, ces démonstrations font appel de maniere explicite a la
structure de groupe de R" et au fait que l'intégrale fractionnaire puisse
s’écrire sous la forme d’une convolution de fonctions ; de ce fait, elles ne se
laissent pas directement généraliser a des espaces plus abstraits, comme les
espaces métriques mesurés a croissance polynomiale du volume. Plusieurs
travaux récents ont néanmoins permis d’obtenir de telles généralisations.
Dans un premier temps, Gatto et Vagi (cf. [5]) puis Hajlasz et Koskela
(cf. [6]) sont parvenus & étendre ces inégalités au cas des espaces de type
homogene. Dans un second temps, Garcia-Cuerva et Martell (cf. [4], [14])
ont montré que ces inégalités restaient vraies dans le cas d’espaces eucli-
diens a croissance polynomiale du volume munis d’une mesure borélienne
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non nécessairement doublante. Enfin, Garcia-Cuerva et Gatto (cf. [3]) ont
tres récemment obtenu une généralisation de ce résultat au cas des espaces
métriques mesurés a croissance polynomiale du volume d’ordre n.

Notre apport est double : d’une part nous proposons une démonstration
simplifiée de I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev dans le cadre homo-
gene; d’autre part, nous étendons le résultat de Garcia-Cuerva et Gatto
au cadre un peu plus général des espaces a croissance polynomiale double
du volume.

La méthode que nous proposons nous permet en particulier d’étendre les
résultats obtenus par Garcia-Cuerva et Martell au cas de certains espaces
métriques mesurés a croissance polynomiale du volume. Notre méthode
présente toutefois sur la leur 'avantage de nous permettre de nous affran-
chir du cadre euclidien dans lequel ces derniers travaillent. Dans [4] et
[14], ces auteurs se placent en effet sur I'espace euclidien R? muni d’une
mesure borélienne p d’ordre de croissance n, ou 0 < n < d, i.e. telle que
w(Q) < 1(Q)™ pour tout cube Q@ C R? de cotés paralleles aux axes. Ils
montrent alors que 'opérateur I, défini en posant

Luf(@) = [ 2= yl" " f)du(w)

est borné de LP(p) dans LP(u) (pour p > 1) et de L(p) dans L1°(p).
Leur méthode s’étend en fait sans peine aux espaces métriques mesurés a
croissance polynomiale du volume vérifiant le lemme de Vitali. Par contre,
elle ne permet pas de conclure dans les autres cas (en particulier dans les
cas ou l'on n’est plus assuré que la fonction maximale de Hardy-Littlewood
est bornée de LP(u) dans LP(u)). Nous montrons par une autre méthode
que l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev reste vraie de maniere géné-
rale dans le cas ou I'espace métrique mesuré est a croissance polynomiale
du volume d’ordre n, i.e. dans le cas ou le volume de ses boules vérifie la
condition de croissance :

V(izg,r)<e™ VYzeX, Vr>0. (V,h)

L’analyse du probléme nous conduit ainsi a distinguer deux catégories
d’énoncés selon que ’espace est de type homogene ou métrique mesuré
a croissance polynomiale du volume. Dans le premier cas (de type ho-

mogene), le noyau de l'opérateur est donné par une expression du type
ko(x,y) = V(z,y) ! (cf. [5]), o 0 < a < 1 et ol

V($,y) = M(B(x,p(a:, y)))
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désigne le volume de la boule de rayon p(z,y) ; dans ce cas, aucune condi-
tion n’est imposée sur la croissance du volume des boules. Dans le se-
cond cas, le noyau de l'opérateur est donné par une expression du type
ko(z,y) = p(z,y)* "™ (cf. [4], [14, p. 109]), ou 0 < a < n; dans ce cas, la
condition de croissance imposée aux boules de I'espace se présente sous la
forme d’une majoration du volume. Ce schéma est résumé dans le systéme
d’énoncés suivant :

Théoréme 1.1. Soit (X, p, u) un espace métrique mesuré de type homo-
géne. Soient p,q,a € R tels que 1 <p<1/a, 1/g=1/p—a, 0 < a < 1.
Soit T, DUopérateur défini en posant

Taf(@) = [ Viaw)™ S ().

Sip>1, alors
T, : LP(X) — LYX).
Sip=1, alors
T, : LY(X) = L9°(X).

Théoréme 1.2. Soit (X, p, 1) un espace métrique mesuré tel que
V(z,r)<er™ VYzeX, Vr>0. (V.F)

Soient p,q,a € R tels que 1 <p <n/a, 1/g=1/p—a/n.
Soit 1, opérateur défini en posant

1f(@) = [ pla.y)* " Fg)dn(y)

Sip>1, alors
I,: LP(X)— LY(X).
Sip=1 alors
I,: LN(X) = LY®(X).

Le théoréeme 1.2 correspond, sous une forme légerement différente, a
I'énoncé récemment établi par Garcia Cuerva et Gatto dans [3]. Le théo-
reme 1.1 est essentiellement équivalent & celui obtenu par Gatto et Vagi
dans [5]. Par ailleurs, dans le cas présent, 'opérateur T, s’exprime direc-
tement en fonction du volume. Ceci permet, en ajoutant des hypotheses
de croissance du volume idoines, de retrouver comme cas particulier les
théorémes jusqu’a présent connus. En effet, dans le cas homogéne, deux si-
tuations pouvaient jusqu’alors se présenter selon la nature des hypotheses
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faites sur la croissance du volume V' (z, y) des boules de I’espace : soit I'opé-
rateur était donné par une expression du type kq(z,y) = p(z,y)*V (z,y)
(cf. 6], [13], [14] p. 168) et alors la condition de croissance imposée aux
boules de l'espace se présentait sous la forme d’une minoration du vo-
lume ; soit le noyau de 'opérateur était donné par une expression du type
ko(z,y) = p(x,y)* ™ (cf. [4]) et alors la condition de croissance imposée
aux boules de I'espace se présentait sous la forme d’une majoration du
volume. En d’autres termes, on avait :

Théoréme 1.3. Soit (X, p, ) un espace métrique mesuré de type homo-
gene tel que

V(ieg,r)<e™ VYzeX, Vr>0. (V.5)
. 1_1
Soient p,q,a € R tels que 1 <p < 7, i o

Soit 1, opérateur défini en posant

Tuf (@) = [ ple.9)" " F@)dn().
X
Sip>1 alors
I, : IP(X) — LY(X).
Sip=1 alors
I, : LM(X) = LP*(X).

Théoréme 1.4. Soit (X, p, 1) un espace métrique mesuré de type homo-
gene tel que

V(z,r)>ec™ VYzeX, Vr>0. Vi)
. 11
Soient p,q,a € R tels que 1 <p < 2, 1= o

Soit J, Uopérateur défini en posant

Jaf (@) = [ o)V (@0) " F@)du).

Sip>1 alors
Jo  LP(X) = LY(X).

Sip=1 alors
J,: LN(X) — LP(X).
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Le théoréme 1.3 est essentiellement équivalent a celui obtenu par Garcia-
Cuerva et Martell (cf. [4], [14, p. 147]) tandis que le théoréme 1.4 corres-
pond dans l'esprit a celui obtenu par Hajlasz et Koskela (cf. [6, p. 26])
dans le cas particulier des espaces de type homogene de mesure finie.

Exprimés sous cette forme, les liens de dépendance entre les théoremes
1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 apparaissent clairement. Le théoreme 1.4 et le théo-
réeme 1.3 sont des conséquences directes de 1.1, la forme de 'opérateur
dépendant seulement de la nature des hypotheses faites sur la croissance
du volume. En effet,

V(z,r) > e et a>0=V(e,y)*™ > Cplz,y)™"V(z,y)"",
tandis que
V(z,r)<ceta<1=V(z,y)* ' >Cplx,y)*" ™,
de sorte que,

DV)+ (V) +(0<a<1) = T,:LP(X)— LYX)
= Ju: LP(X) — LY(X) avec a = an

et

DV)+ (V') + (0<a<l) = T,:LP(X)— LX)
= I,: LP(X)— LI(X) avec a = an.

Par ailleurs le théoréeme 1.3 est une conséquence directe du théoréme 1.2
dans le cas particulier ou ’espace métrique mesuré est de type homogene.
Quant au théoréeme 1.2, il est indépendant des précédents et reléeve d’un
autre domaine d’analyse : celui des espaces métriques mesurés a croissance
polynomiale du volume.

Par suite, il suffira pour retrouver ’ensemble des résultats déja connus
de démontrer les théorémes 1.1 et 1.2. Pour ce faire, et conformément a
ce qui a ce qui été dit plus haut, il conviendra donc de traiter séparément
les cas homogene et & croissance polynomiale du volume.

Le cas homogene est traité dans la section 2, ot 'on s’attache a démon-
trer le théoréme 1.1 . La méthode pour ce faire est classique (cf. [21], [6],
[5]) et consiste & étendre aux espaces de type homogene I'inégalité obtenue
par Hedberg dans le cadre euclidien (cf. [8]). Cette inégalité, qui permet
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de relier l'intégrale fractionnaire T, a la fonction maximale de Hardy-
Littlewood M définie en posant M f(z) = supgs, ﬁ I f(y)du(y), prend
dans le cas homogene la forme suivante :

Théoréme 1.5. Soit (X, p, ) un espace de type homogene.

Sotent p,q,a € R tels que 1 <p < qg< oo, 1/q=1/p—a. Alors l’opé-
rateur Ty, vérifie pour toute fonction f € LP(X), l'inégalité de Hedberg. En
d’autres termes, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € X

Tuf@)| < Clfly " Mf)Pe.

Cette inégalité établie, le théoreme 1.1 est une conséquence directe du
fait que la fonction maximale de Hardy-Littlewood soit bornée de LP(X)
dans LP(X) (pour p > 1) et de L'(X) dans LY*°(X) (cf. [1], [22]). En
effet :

Sil<p<oo,ona

1-2 p/q ’ 1-2 p/4q /
[ Tafll, <Clfllp “NMLT<C U flp “NFI=CNFI,

i.e.
Ty : LP(X) — LI(X).
Sip=1,ona
ple € X1 |Tof()] > A} < pfwe X Mf(x)>cX| f]i7}
< C(IAIE) IS
= OXT7|fI
i.e.

T, : LNX) — L9°(X).

Dans le cas ou 'espace métrique mesuré considéré est a croissance po-
lynomiale du volume, la méthode précédente (désormais appelée méthode
1) ne permet généralement plus d’aboutir. En effet, on a besoin, pour
que celle-ci s’applique, de pouvoir s’assurer que la fonction maximale de
Hardy-Littlewood M soit bornée de LP(X) dans LP(X) (pour p > 1) et
de L'(X) dans L%%°(X). Ceci est toujours le cas lorsque I'espace consi-
déré vérifie le lemme de Vitali, mais tous les espaces métriques mesurés a
croissance polynomiale du volume ne satisfont pas ce lemme.

Une solution possible, pour établir le théoréme de maniere générale,
consiste alors a reprendre en la prolongeant la méthode introduite par
Garcia-Cuerva et Gatto dans [3]. Celle-ci (désormais appelée méthode 2)
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consiste a établir en premier lieu, via 1'inégalité de Tchebychev, le plon-
gement de type (p,q) faible I, : LP(X) — L?°°(X) pour des indices p et
g vérifiant 1 <p < g<oo, += % — +, puis a procéder par interpolation
pour obtenir en second lieu 'inégalité forte I, : LP(X) — L9(X) pour des
indices p et g vérifiant 1 < p < ¢ < oco. Cette méthode présente I'avantage
de ne pas faire intervenir la fonction maximale de Hardy-Littlewood, et
par la méme de fonctionner indépendamment du fait que ’espace soit ou
non de Vitali.

Dans la section 3, nous appliquons cette méthode au cas des espaces
métriques mesurés a croissance polynomiale du volume. Mais au lieu de
nous intéresser au seul cas des espaces a croissance polynomiale d’ordre n
(i.e. pour lesquels le volume des boules satisfait la condition de croissance
(V.;F)), nous nous attachons & étudier le probléme dans le cas d’espaces a
croissance polynomiale d’ordre local et global différents (i.e. pour lesquels
I’ordre de croissance du volume des boules différe selon que le rayon r
de ces boules est < 1 ou > 1). Pour ce faire nous introduisons la notion
d’espace a croissance polynomiale double du volume. Etant données une
distance p et une mesure borélienne p, on dit de I’espace métrique mesuré
(X, p, ) qu’il est & croissance polynomiale double du volume d’ordre local
d et d’ordre global D si son volume satisfait aux conditions de croissance
suivantes :

V(z,r)<Crd, VzeX, Vr<l (Vleey
et
V(z,r)<CrP, vVreX, vr>1 (VDglOb).

On remarque, avec cette notation, que les conditions de croissance locale
et globale vérifient une propriété de monotonie évidente. En effet, on a

(Vo) = (Vo) sid <d
et
glob glob Y
V5= (vV3”) siD > D.
Le résultat que nous obtenons prend la forme suivante

Théoréme 1.6. Soit (X, p, ) un espace métrique mesuré da croissance
polynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D.
Soient p,q,a,n € R tels que 1 <p < 7, %:%—%, d<n<D.
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Soit kg : X x X — R une fonction mesurable vérifiant les conditions
de croissance (en 0 et en +00) suivantes

(i) ka(z,y) < cp(z,y)*~?  Va,y € X tels que p(z,y) <1,

(i) ka(z,y) < cp(z,9)*" P Va,ye X tels que p(z,y) > 1,
et soit 1, opérateur associé au noyau ky. Alors
Sip>1,

I, : [P(X) — LY(X).

Sip=1,
I, : LM(X) — LY (X).

Comme le théoréme 1.2 est clairement une conséquence du théoreme 1.6
dans le cas particulier ou d = n = D, il suffit, pour établir 1.2 de démontrer
1.6.

Dans le cas particulier ou I’espace considéré est de Vitali, les deux mé-
thodes précédemment décrites sont applicables, ce qui permet leur com-
paraison.

On remarque alors qu’elles présentent plusieurs similitudes. Dans cha-
cune, on est en effet conduit a introduire un paramétrage continu de
lopérateur I, au moyen d’un parametre » > 0 mesurant la distance a
un point fixé, a scinder l'opérateur initial en deux blocs distincts (un
bloc local correspondant a 1’étude de l'opérateur en 0 et un bloc global
correspondant a I’étude de l'opérateur a U'infini) et & estimer ensuite cha-
cun des termes ainsi obtenus. La seule différence tient au fait que dans
I'une (méthode 1) on est conduit & optimiser sur r la somme des ma-
jorations finalement dégagées tandis que dans l'autre (méthode 2) 'idée
consiste a choisir adéquatement la valeur de » de maniére & s’assurer que
p{r € X :
cas, la démonstration fait intervenir de maniere décisive des estimations
donnant la valeur de l'intégrale du noyau de 'opérateur sur une boule et
sur le complémentaire de cette boule.

Le plan que nous suivrons sera donc le suivant : dans la section 2,
nous traitons le cas des espaces de type homogene et démontrons le théo-
reme 1.1. Dans la section 3, nous traitons le cas des espaces métriques
mesurés a croissance polynomiale du volume d’ordre local et global diffé-
rents et démontrons le théoreme 1.6.

Lo fXx\B(z,r) (x)‘ > A} = 0. On notera que dans chacun des
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2. Inégalités faibles et fortes sur les espaces métriques me-
surés de mesure doublante

Dans cette section, on se place dans le cadre d’espaces de type homo-
géne. En d’autres termes on impose a I’espace métrique mesuré (X, p, i)
considéré de satisfaire la condition de doublement du volume

V(z,2r) < CV(z,r) VaxeX, Vr>0. (DV)
On supposera en outre dans toute la suite que l'espace (X, p,pu) est

non-atomique et que les anneaux sont de mesure non nulle, i.e. que pour
tout z € X et tout r1,ro € R tels que 0 < 11 < ro,

ply € X i < p(z,y) <re} > 0.

2.1. Lemmes préliminaires

Lemme 2.1. Soit (X, p, ) un espace de type homogeéne.
Etant donné o > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour tout v > 0

/ V(z,y)* tdu(y) < Cv* VzeX. (2.1)
{yeX:V (z,y)<v}

Etant donné o < 0, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
v >0

V(z,y)* tdu(y) < Cv*  VzeX. (2.2)
{yeX:V(z,y)>v}

La démonstration du lemme est standard et suit celle donnée par Gatto
et Vagi dans [5].

Démonstration. La premiere chose dont il convient de s’assurer c’est qu’il
existe des constantes ¢ et C > 0 telles que pour tout v € R tel que
0<v<p(X)

cw<pufye X :V(z,y) <v} <Cuo. (2.3)

Soit en effet v € R tel que 0 < v < p(X). Comme les anneaux sont de
mesure non nulle, il existe un entier relatif n tel que

0<V(z,2") <v < V(2" < u(X). (2.4)
Par ailleurs, on a
plx,y) <2" < V(z,y) < V(z,2") (2.5)
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En effet, on a d’une part trivialement

p{z € X :p(z,2) < plz,y)} <p{z € X :p(z,2) <2"} = p(z,y) < 2"
et d’autre part

plr,y) <2" = pu{z € X : p(z,2) < plz,y)} < p{z € X : p(z,z) < 2"}
oﬁ}la derniére implication résulte du fait que p{z € X : p(z,y) < p(z, z) <
2"} > 0.

Par suite on a

plye X :Viz,y) <vr>wpfye X :V(z,y) <V (z,2")}  (par 2.4)

=p{y € X : p(x,y) <2"} (par 2.5)
=V(x,2")

> cV(z, 2" (par (DV))
> cv (par 2.4)

et

plye X :V(z,y) <oy <p{y e X :V(z,y) < V(z,2")} (par 2.4)

= p{y € X : p(a,y) < 2"} (par 2.5)
= V(z, 2"

< CV(z,2") (par (DV))
< Cv (par 2.4)

ce qui prouve équation (2.3).
Démontrons maintenant l'inégalité (2.1). Deux cas doivent étre distin-
gués selon que 0 < v < p(X) ou p(X) < w.
Etablissons le résultat pour 0 < v < p(X). Soit C, le nombre défini en
posant
Co =21 sia>1
C,=1 si0<a<l.
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On a

/ V(w,y)* du(y)
{yeX:V (z,y)<v}

= V(z,y)* du(y)
{yeX:V(z,y)<v}

| V) )
{yeX:2=i— 1<V (z,y)<2-Iv}

j=0
<Cay (2777w / dp(y)
Jg {yeX:V(z,y)<2-Iv}
< CZ 277 1y (par 2.3)
< C . (car o > 0)

Etablissons maintenant le résultat pour pu(X) < v. Clairement

V(z,y)* duly) = V(z,y)* tduly)

/{yGX:V(zvyKu(X)}

+ V(w,y)* tdu(y).
{yeX:pu(X) <V (z,y)<v}

/{yEX:V(az,y)<v}

Or, compte tenu de ce qui précede, on a

/ V(z,y)* tdu(y) < Cu(X)™.
{yeX:V(z,y)<p(X)}

Par ailleurs on a

/ V(z,y)* 'du(y)
{yeX:p(X)<V (z,y)<v}

< / V(z,y)* 'du(y)
{yeX:V(z,y)=p(X)}

= u(X)*du(y)
{yeX:V(z,y)=pn(X)}
< Cp(X)".
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Par suite, on a
V(z,y)* duly) < Cu(X)

< Cv®. (car u(X) <veta>0)

/{yEX:V(:v,y)<v}

Dans tous les cas on a donc

/ V(z,y)* dpu(y) < Cv.
{yeX:V (z,y)<v}

Démontrons de méme l'inégalité (2.2). Si v < u(X), on a, en désignant
par [ le nombre défini en posant | = min{j € N : 2971y > u(X)},

/ V(w,y)*~du(y)
{yeX:V(z,y)2v}
l
= Z/ V(@,y)* " dp(y)
j=0 {yeX:20v<V (z,y)<2it1v}
< d
N 2:: /{yGX:V(x,y)<2j+1v} Hw)
l
< 02(2%)0‘ (par 2.3)
=0
l .
<C Z 0%y
=0
< Cv°. (car a < 0)
Si v > u(X), alors {y € X : V(x,y) > v} = 0 et 'inégalité (2.2) est a
nouveau vraie. (]

2.2. Démonstration du théoréme 1.1

Démonstration du théoréme 1.1. Soit f > 0. Etant donné r > 0, on a

Tof(x)= [ £V (.9)* N duly)
(yeX:V (zy)<v}
+/ F)V(z,y)* tdu(y)
{yeX:V(z,y)>v}
=0 + I>.
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On a
N V(@) duly)
=0 {yeX:2=9- 1<V (z,y)<2-Iv}
< e 9—j-1 afl/ d
< ¢ jZO( LA AT A 2L L)
- 1

c]go@ e X V(my) <2 0]

<[  f)uy)  (par 23)
{yeX:V (z,y)<2-Iv}

Or, par (2.4), il existe pour tout v € R et tout x € X un entier n € Z
tel que 0 < V(x,2") < v/ < V(z,2"") < p(X). Par suite, pour tout
v € R et tout z € X, il existe n € Z tel que B(z,2") C {y € X :
V(z,y) < 277v} C B(z,2""1). Par suite et compte tenu de la propriété
de doublement du volume on a

L < cjgo(z—j‘lv)am /B(I’Wl)f(y)du(y)

< 62(2—9—11;)%43(%%1)) /B(mnﬂ) fy)du(y)

< ew*Mf(z) (car a > 0).

D’un autre c6té on a par I'inégalité de Holder

/ 1/p
10/ V() duy)
{yeX:V(z,y)>v}

1
< Cov"r | fl, (parlelemme 2.1 (2.2) car (1 —a)p’ > 1).

I

IA

Par suite, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r > 0
_1
Tof(z) < Cv*Mf(z) + Cv 7 || f1],.

Choisissons alors v pour que

Mf(x) — ,—1/p
A
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de sorte que les deux termes du membre de droite de l'inégalité soient
égaux. On trouve

a_l
Tof(z) < 20077 || £,
oz—l 1_5

=207 || fllp * I |2

_b
= 2005 || fllp ¢ Mf(z)P/wle,

Compte tenu du fait que 1/q = 1/p— a, ceci entraine I'inégalité de type
Hedberg
Tof(x) < 20| fIl, " Mf ()

ol C' ne dépend que de la constante de doublement. O

Remarque 2.2. La preuve du théoréme 1.1 présentée ci-dessus est en fait
essentiellement équivalente a celle proposée par Gatto et Vagi dans [5]. Elle
présente toutefois I'avantage sur cette dernieére de ne pas faire intervenir
la notion d’espace normal. Un espace de type homogene (X, p, u) est dit
normal s’il existe des constantes C; et Cs telles que pour tout x € X et
tout r > 0
Cir <V(z,r) < Car.

L’intérét de cette notion tient alors au résultat suivant, dii & Macias et

Segovia (cf. [12], p. 259) :

Théoréme 2.3. Si (X, p, u) est un espace de type homogéne satisfaisant la
propriété que toutes ses boules B(x,r) soient ouvertes, alors la fonction
p(x,y) définie en posant

plxz,y) = inf{u(B) : B> z,y}
est une quasi-distance sur X. En outre l’espace (X, p,p) est un espace

normal pour lequel les topologies induites respectivement par p et p coin-
cident.

Par ailleurs, Gatto et Vagi ont montré le résultat suivant (cf. [5], pp.
178 et 187) :

Théoréme 2.4. Soit (X, p', 1) un espace de type homogéne normal. Soient

p,q,a € R tels que 0 < a < 1, l:%—a, 1§p<q<oo.Soit.7;

q
Popérateur défini en posant

Lf@) = [ /@)™ 1)),
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Sip>1, alors

I, : LP(X) = LY(X).

Sip=1, alors
I : LN(X) — L% (X).
Sur la base de ces résultats, il est facile de montrer que les théoremes 2.4
et 1.1 sont équivalents. Il suffit pour cela d’observer que la quasi-distance

p(x,y) définie ci-dessus est équivalente au volume V(z,y). En effet, soit
B(z,r) une boule contenant x et y. On a par définition de la quasi-distance

P
plz,y) < ay(p(x, 2) + p(z,y)) < 2a17 = cor,
ce qui entraine, par la propriété de doublement du volume

Vi(z,p(z,y)) < V(z,cor) < CV(x,7).
Comme par ailleurs B(z,r) C B(z,a1(1 4 cg)r), on a
V(z,r) < CV(z,a1(1+ co)r)
ce qui entraine, a nouveau par la propriété de doublement du volume,
V(z,r) < CV(z,a1(1+co)r) < C'V(z,7).
Par suite, on a
V(z,p(z,y)) < C'V(z,r)
ce qui, compte tenu de la définition de p, entraine
V(z, p(z,y)) < C'p(z,y).
Inversement, on a toujours
B(z,2p(z,y)) > {z,y}
de sorte que, par la propriété de doublement du volume,
plz,y) < V(z,2p(z,y)) < CV(z, p(z,y)).
Par suite, on a
cVi(z, p(z,y)) < plz,y) < CV(z, p(z,y)).
ce qui entraine, pour tout f > 0

ITof(x) < Inf(x) < C'Taf(a).
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Ceci établi, on a clairement que théoreme 2.4 implique théoreme 1.1.
En effet, si (X, p, ) est un espace de type homogene, on sait (par le
théoréeme 2.3) qu’il est possible de définir une nouvelle quasi-distance p
pour laquelle l'espace (X, p, pt) soit un espace de type homogene normal.
Sur cet espace, on sait (par le théoréme 2.4) que 'opérateur j; associé a la
quasi-distance p’ = p est borné de LP(X) dans L?(X ). Comme par ailleurs
dTof(z) < j;f(:v) < C'T,f(x), Vf >0, ceci entraine que 'opérateur Ty,
est borné de LP(X) dans LI(X).

Réciproquement, on a que théoréme 1.1 implique théoréme 2.4 car théo-
réeme 2.4 est un simple cas particulier du théoreme 1.1 dans le cas ou
I’espace est normal.

Remarque 2.5. Le théoreme 1.1 peut par ailleurs étre vu comme une
conséquence du théoreme fondamental de Sawyer et Wheeden donnant
les conditions nécessaires et suffisantes pour que les opérateurs de type
intégraux fractionnaires soient bornés de LP(X,w) dans LI(X,v), ou p,q
sont des réels tels que 1 < p < ¢ < oo. Considérant en effet la classe des
opérateurs T de noyau associé k : X x X — R vérifiant les conditions
de monotonie suivantes (V') :

k(z,y) < Cik(a',y) dés que p(z',y) < Cop(z,y),

k(z,y) < Cik(z,y') dés que p(z,y') < Cap(z,y),

ou C et Cy sont des constantes > 1, ces auteurs montrent (cf. [18, p. 821],
[19, p. 531]) le :

Théoréme 2.6. Soit (X, p, ) un espace de type homogéne, p,q € R tels
que 1 < p < q < oo, wetv deur poids sur X tels que vdy et w(l_p,)d,u
soient des mesures doublantes et T un opérateur de noyau k vérifiant la
condition (V). On a

T:LP(X,w)— LY(X,v)

st et seulement si pour toute boule B C X

o) ([, v(x)du(as))”q (/) wl—p’mdmx))””' <

ot ¢(B) = sup{k(z,y) : =,y € B, p(x,y) > c(a1)r(B)}, r(B) étant le
rayon de la boule B et c(ay) une constante positive suffisamment petite
qui ne dépend que de la constante ay entrant dans la définition de la qua-
simétrique p.
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Notre théoréme 1.1 est un corollaire du théoreme 2.6 dans le cas par-
ticulier ott w(z) = v(x) = 1. En effet, vdy = dp et w' 7 dp = dp sont
alors des mesures doublantes, 'opérateur T, de noyau associé kq(z,y) =
V(z,y)* 1, 0 < a < 1, vérifie les conditions de monotonie souhaitées

Vi(z,y)* <OV (2 y)* des que p(2',y) < Caplz,y),
Vi(z,y)* ' <1V (2, y)* " des que p(z,y) < Caplz,y),
et
¢(B) = sup{V(z,y)** : x,y € B, p(z,y) > cla1)r(B)}
=V (z,cla)r(B)**

de sorte que

¢(B) </B v(z)d,u(g;)> Ve (/B w' =P (fv)d#(x))l/p/

= V(a,clar)r(B)" u(B)! /1
< Cp(B) u(B) Va1 (par (DV))
<C. (car 1/g = 1/p — a pour toute boule B C X)
Par suite I,: LP(X) — L%(X), dés que p > 1.
L’inégalité faible (pour p > 1) se déduit de maniére analogue des condi-

tions déquivalence faibles trouvées par Sawyer, Wheeden et Zhao (cf. [19,
lemme 4.2]).

3. Inégalités faibles et fortes sur les espaces métriques me-
surés a croissance polynomiale du volume

Dans cette section, on se place dans le cadre général d’'un espace mé-
trique mesuré non nécessairement homogene a croissance polynomiale du
volume d’ordre local d et d’ordre global D. En d’autres termes, on consi-
dére un espace X doté d’une quasi-distance p et d’une mesure borélienne
w4 qui ne vérifie pas nécessairement la propriété de doublement du volume
mais pour laquelle on a

Viz,r)<Crt, VzeX, Vr<l. (Vioc)
et
Viz,r)<CrP, VzeX, vr>1 (vioby
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Par souci de simplicité et d’économie dans les démonstrations, on sup-
posera en outre dans toute la suite que cet espace X est non atomique,
ie. que p{z} =0Ve € X.

On démontre le théoreme 1.6 qui étend le théoreme 1.2 aux espaces
métrique mesurés a croissance polynomiale double.

3.1. Résultats préliminaires

Définition 3.1. Soit (X, p, ) un espace métrique mesuré & croissance
polynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. FEtant donné
a € R, on dit du noyau k, : X x X — R qu’il est de type I(a,d, D) s’il
satisfait aux conditions de croissance (en 0 et en +00) suivantes :

(1): ka(z,y) < cp(z,y)*™*  Va,y € X tels que p(z,y) <1,

(ii): ka(z,y) < cp(z,y)* P  Va,ye X tels que p(z,y) > 1.

Remarque 3.2. Tout noyau k, : X x X — R de type I(a,d, D) vérifie en
particulier

ka(z,y) < p(z,y)"V(z,y)""  Vz,y € X.

Lemme 3.3. Soit (X, p, i) un espace métrique mesuré a croissance po-
lynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit x € X, soit
v € R et soit k., un noyau de type I(~y,d, D).

Si v > 0, alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r > 0

/ ky(z,y)du(y) < Cr7. (3.1)
B(z,r)
Siy <0, alors il existe une constante C' > 0 telle que
[ ety < O, (3.2)
X\B(z,r)

Démonstration. Montrons d’abord (3.1).

Soit A = {(z,y) € X x X : p(x,y) < 1} I'ensemble des points proches
de la diagonale et soit A® = {(z,y) € X x X : p(z,y) > 1} son complé-
mentaire dans X x X. Soit Q;(z,7) = {y € X : 27r < p(z,y) < 27F1r}
la couronne dyadique de centre x et d’ordre 2/r. Soit jo le nombre entier
défini en posant jo = sup{j € N, / 277 lr > 1} sir > 1 et jo = O si
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r < 1. Soient ¢y_g et cy_p les nombres définis en posant

1 siy—d<0 1
Cn—d = Cn =
T 2 siy—dzo0; P 2P

On a

/ kq(, y)du(y)
B(z,r)

< / (p(x, )" xa(@,y) + p(z, )"
B(a)

Jo
<c¢y-pD Z(2‘JT)W_DV(x, 277+

§=0
0 . .
+Cy—a Z (27]r)7*dV(x, 27”17“)
Jj=jo+1
Jo ) ‘
<c¢y-D 2(2_J?")7_D(2_j+17")D
§=0
0 . .
+cy—a Z (2*jr)7*d(273+17")d
Jj=jo+1
oo
<C Z 27y
§=0

< Cr7(car v > 0).
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Montrons maintenant (3.2) : soit j; le nombre entier défini en posant
ji=sup{j e N/ 2r<l}sir<letj=—-1sir>1.

/ ko (z,y)dp(y)
X\B(z,r)

< / (p(z,y) " xa(z,y) + plz,y) Pxac(z,y))duly)
{y/p(z,y)>r}

_i/ oz, )" 4dp(y +Z/ pla,y) " Pdu(y)

J=j1+1

< c¢y—d Z(er)'Y*dV(a:, 201y

j=0

[e.o]
+cy-p Z (27r)7 PV (2,27 r)
J=j1+1

J1 00
< cymg ) (@)U fep D0 @) (@)

J=0 J=n+1

< C’Z 2V < O, (car v < 0)
3=0
U

3.2. Démonstration du théoréme 1.6

Démonstration du théoréme 1.6. Soit f € LP(X, u) une fonction p-mesu-
rable positive et soit A > 0. Etant donné r > 0, on a

Iof(z) = IanB(r,'r) (z) + IanX\B(a:,r) (z).

Intéressons nous d’abord a I, fx x\ B(z,r) (7). Par Hélder, on a

@l <elfll, ([ k) duw)'.

X\B(z,r)

Estimons cette derniere intégrale.
Sir>1,ona

/ 1/p' , 1/p’
(/ ka(z,y)P du(y)> < (/ plz,y) =D du@)) :
X\B(z,r) X\B(z,r)
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Posant v = ap’ — D(p' — 1), il vient (a — D)p’ = v — D ou v/p’ =

a—D/p<a—n/p<0.

Par suite on a, en vertu du lemme 3.3 (3.2),

/ 1/p/ /
( [ kg du(y)> < el
X\B(z,r)

= cr@P/p
< cra—n/p, (carr>1etn<D)
Sir < 1, alors on a
/ ka2, y)P du(y) < / pla,y) =P dp(y)
X\B(z,r) B(z,1)\B(z,r)
+ p(x,9) P dp(y).
X\B(z,1)

Posant v* = ap’ — d(p’ — 1), il vient (a — d)p’ = v* —d ou v*/p' =

a—d(1—1/p') =a—d/p. Par suite on a :

Siy* >0,
/ p(x,9) M du(y)) < Pz, y)" du(y)
B(z,1)\B(z,r) B(z,1)
<ec. (par le lemme 3.3 (3.1))
Siy* <0,
/ P, y) W du(y) < / p(z,y)" " dp(y)
B(z,1)\B(z,r) B(z,1)\B(z,r)
<er. (par le lemme 3.3 (3.2))

Comme par ailleurs on a (par le lemme 3.3 (3.2))

/ p(a,y) P du(y) < e
X\B(z,1)

on trouve finalement :
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Sivy* <0,

1/p
( [ ) R e
X\B(z,r)

< eV (car r < 1)
= cr@=d/p
< ero /P, (carr < 1letn>d)

Siy* >0,

/ 1/p/ /
(/ ka(z, y)* du(y)> < M
X\B(z,r)

n

<cr®r. (carr<leta—n/p<0)
Par suite, il existe une constante ¢; > 0 telle que pour tout r» > 0,
Lo f X\ (@)| < e || £ 1,777,

On peut toujours, sans perte de généralité, supposer que || f |, = 1.
Choisissons alors r tel que ¢;7%~"/P = X\. On a d’une part

{x e X :|I,f(z)] >2\}
c{reX: IanB($7r)(x)’ >Auf{reX:

IanX\B(x,T) (.%)‘ > )‘}
et d’autre part, compte tenu du choix de 7,

{:UEX:

IanX\B(x,r)(x)‘ > )‘} =0
de sorte que

{ze X | f(z))>2\} C{zeX:

IanB(z,r)(x)‘ > )‘}
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Par ailleurs, on a par Holder,

1/p
Lo fXBar) (m)\ < ( /B o) |f(y) kaa(xﬁy)du(y)>

1/p
X </BW) ka(z, y)du(y)>

<a ([ fw)Phale v)dnn)
B(z,r)

(par le lemme 3.3 (3.1) car a > 0)
En appliquant I'inégalité de Tchebychev, on obtient alors
IanB(:r,r) (x)‘ > )‘}

<utr e X e ([ 1) PRl () > 2)

)

M{xGX:

< eA~Ppap/v /
o X

( / If(y)lpka(w,y)du(y)> du(z)
B(z,r)

< c/\*prap/p// (/B(WOT) ka(x,y)du(a:)> |f(y)[Pduly)

D'
< eATPpep/P e (par le lemme 3.3 (3.1) et car a > 0)
< cATPreP
<X, (car cyr~4 = ¢ypron/P = A)

ce qui donne finalement

p{r e X |Iof(x)| > 20} <pl{r e X:

Lo fXB(ar) (96)‘ > AP <ed™
ie.
I,: [P(X)— LY>(X).
Une fois I'inégalité de type faible établie, I'inégalité forte
I,: IP(X)— LYX), 1<p<qg< oo

s’obtient immédiatement. Il suffit d’appliquer le théoréme d’interpolation
de Marcinkiewicz a l'opérateur I, pour des indices un peu plus grand et
un peu plus petit que p. O
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Remarque 3.4. On peut ici se demander s’il n’aurait pas été également
possible de parvenir & une démonstration du théoréme 1.2 en employant
la méthode 1 fondée sur I'inégalité de Hedberg. Le probléeme est que celle-
ci suppose, pour étre appliquée, de savoir que la fonction maximale de
Hardy-Littlewood est bornée de LP(X) dans LP(X) (p > 1) et de L}(X)
dans L1*°(X), ce qui n’est pas toujours le cas (cf. [17], [2]). Un tel résultat
de bornitude suppose au minimum que 'espace (X, p, p) soit un espace
de Vitali, ce qui est assuré automatiquement des que la mesure p est dou-
blante. Lorsque cette derniére condition n’est pas satisfaite, une solution
possible est d’introduire 'opérateur

1
M) = sup e [ 1) dn(y)

Cet opérateur est en effet de type (p, p) fort (pour p > 1) et de type (1, 1)
faible deés que (X, p, ) est un espace de Vitali a croissance polynomiale
du volume d’ordre n (cf. [15, p. 87]).

Une solution possible pour retrouver I'inégalité de Hardy-Littlewood-
Sobolev dans le cadre des espaces métriques mesurés a croissance polyno-
miale du volume consistera donc & s’assurer que l'espace d’étude est un
espace de Vitali et que I'inégalité de Hedberg est satisfaite. La démons-
tration est simple et sensiblement équivalente a celle explicitée dans la
section 2 pour démontrer le théoreme 1.1. L’inégalité de Hedberg, dans
le cas des espaces métriques mesurés a croissance polynomiale du volume
d’ordre n, prend alors la forme suivante (voir [4]) :

Théoréme 3.5. Soit (X, p, ) un espace métrique mesuré a croissance po-
lynomiale du volume d’ordre n. Soient a,p,q € R tels que 1 < p < q < 00,
1/g=1/p—a/n.

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction f €
LP(X) et tout z € X

Lf()< C|fly @ Mf(x)/,

Une fois ce résultat établi, le théoreme 1.2, sous I’hypothese supplémen-
taire que 'espace (X, p, 1) soit de Vitali, est une conséquence directe du
fait que la fonction maximale M soit bornée de LP(X) dans LP(X) (pour
p>1) et de L'(X) dans L1*°(X). La démonstration est analogue & celle
exposée juste apres I’énoncé du théoreme 1.5.
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Remarque 3.6. Dans le cas particulier ou 'espace d’étude est R", muni
d’une mesure de Radon non nécessairement doublante, une troisieme solu-
tion possible consiste a utiliser 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood
centré M¢ défini en posant, pour f localement intégrable,

c _ 1 /
M f(z) = sup Q) Jown [ ()| dp(y).
En effet, ce dernier vérifie (cf. [16, p. 40, th. 2.19], [9, p. 11], [10, p. §]) :

Sip>1,

M€ LP(R"™) — LP(R").

Sip=1,

M¢: LYR™) — LV°(RM).

La preuve est la méme que dans le cas avec doublement. La seule dif-
férence, c’est que l'inégalité de type faible résulte cette fois du lemme de
Besicovitch et non, comme dans le cas classique, du lemme de Vitali (cf.
[10, p. 12] et voir aussi [17, p. 2015] pour une extension de ce théoréme
au cas a poids).

Ce résultat établi, il suffit alors de raisonner comme précédemment et
d’appliquer I'inégalité de Hedberg pour retrouver le résultat annoncé.
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