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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 17, 97-151 (2010)

Les (a,b)-algebres a homotopie pres

WALID ALOULOU

Résumé

On étudie dans cet article les notions d’algebre a homotopie prés pour une
structure définie par deux opérations . et [, ]. Ayant déterminé la structure des
Goo algebres et des P, algeébres, on généralise cette construction et on définit la
stucture des (a,b)-algébres & homotopie prés. Etant donnée une structure d’al-
geébre commutative et de Lie différentielle graduée pour deux décalages des degrés
donnés par a et b, on donnera une construction explicite de 1’algebre a homotopie
preés associée et on précisera la relation entre les (a, b)-algebres et les algébres sur
I’homologie de 'opérade des petits cubes en toute dimension.

Abstract

We study in this article the concepts of algebra up to homotopy for a structure
defined by two operations . and [, ]. Having determined the structure of Goo
algebras and P algebras, we generalize this construction and we define a structure
of (a, b)-algebra up to homotopy. Given a structure of commutative and differential
graded Lie algebra for two shifts degree given by a and b, we will give an explicit
construction of the associate algebra up to homotopy and we clarify the relationship
between (a, b)-algebra and algebra over the operad of little n+1-dimensional cubes.

1. Introduction

Considérons une algebre A pour une opération m (m est par exemple
une multiplication associative ou un crochet de Lie) munie d’une différen-
tielle d. On dira juste que A est une algebre de type P. Dans beaucoup
de cas, on sait définir la notion d’algebre de type P a homotopie pres et
construire 'algebre & homotopie pres enveloppante de A. Précisément, on
fixe un corps K de caractéristique 0 et un K-espace vectoriel A, on lui
associe canoniquement une cogebre graduée (Up(A), A). Une structure de

Mots-clés : Algebres homotopiques, cogebres, algébres de Poisson, algebres différen-

tielles graduées.
Classification math. : 18G55,16W30,17B63, 16E45.
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W. ALOULOU

P-algebre a homotopie pres sur A est équivalente a la donnée d’une codé-
rivation Q : (Up(A),A) — (Up(A),A) de degré 1 et de carré nul (c’est
a dire que @ est une codifférentielle). De plus, si A est une P-algebre, il
existe une structure canonique de P-algebre a homotopie pres sur A, c’est
a dire, une codifférentielle Qcqp sur (Up(A), A). La cogebre codifférentielle
(UP(A), A, Qcan) est appelée la P-algébre a homotopie pres enveloppante
de A. Cette algeébre donne naturellement les complexes d’homologie et de
cohomologie associés a ce type d’algebre pour A et ses modules (voir [2]).

Lorsque A posséde deux opérations avec des relations de compatibilité,
la construction de I’algebre a homotopie pres enveloppante correpondante
est plus difficile. En particulier, le complexe de Poisson et celui de Gersten-
haber consiste a composer les structures de la cogebre cocommutative co-
libre et de la cogebre de Lie colibre associées a chaque algebre. On obtient
une bicogebre codifférentielle colibre. Cette composition tient compte des
degrés. Les structures de bicogebre obtenues different. La bicogebre codif-
férentelle ainsi obtenue a partir d’une algebre de Poisson (respectivement
de Gerstenhaber) A définit la structure de Py, algebre (respectivement de
G oo algebre) canonique de A.

Le présent travail consiste a unifier ces constructions d’algebre a homo-
topie pres dans les cas des algebres de Poisson et des algebres de Gersten-
haber, ce qui nous permet de définir la structure d’une (a, b)-algebre a ho-
motopie pres. Disons qu'une (a, b)-algebre différentielle est un espace vec-
toriel gradué A muni d’un produit commutatif . de degré a € Z (|.| = a),
d’un crochet [, ] de degré b € Z (|[ , ]| = b) et d’une différentielle d
de degré 1 tel que (A[—al,.,d) est une algébre commutative associative
différentielle graduée et (A[—b], [, ],d) est une algébre de Lie différentielle
graduée. Le produit et le crochet vérifient une relation de compatibilité
entre eux dite identité de Leibniz donnée par :

Vo, 3,7 € A, [a, B.9] = [, By + (—1) Pt g [ 4],

Dansle casoua = 0et b = —1, on retrouve les algebres de Gerstenhaber
et dans le cas ot a = b = 0, on retrouve les algebres de Poisson graduées.

Dans cet article, on reviendra dans la deuxieme section a 1’étude des
structures d’algebres de Gerstenhaber & homotopie pres. Reprenant la
structure d’une algebre de Gerstenhaber, on donnera explicitement (sans
utiliser les opérades) tous les choix de signes nécessaires pour les prolonge-
ments des opérations définies pour une algebre de Gerstenhaber différen-
tielle G. On décrira la structure d’une G, algebre et plus particulierement
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ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES

la G algebre enveloppante de G donnée par :

(Ua(0) = 1@ @)D 8., Q).
(voir [2], [14], [23]).

Dans la troisiéme section, on reviendra a ’étude des algebres de Poisson
graduées. Remarquons que la construction d’une algebre & homotopie pres
suivie pour les algebres de Gerstenhaber s’applique sans peine aux algebres
de Poisson graduées, on donnera la définition générale d’une algebre de
Poisson a homotopie pres et particulierement la P, algebre enveloppante
d’une algebre de Poisson P :

(up(P) = 51 (@ "P]. A, Q) ,

(voir [8], [14], [11]).

Dans la quatriéme section, on introduira la notion de (a, b)-algebre qui
englobe les notions de Poisson et de Gerstenhaber. On donnera une des-
cription explicite et complete de ’algebre a homotopie pres enveloppante

d’une (a,b)-algebre différentielle (A,.,[, |,d) :

(U s = 57(@ " (Al=a+ 1)la— 1), 2,6".Q) .

On précise a chaque étape les signes apparaissant dans les prolongement
des opérations .,d et [, | & U(qp)—qig(A). On donnera, enfin, la définition
générale d’une (a, b)-algébre & homotopie pres.

Dans la cinquiéme section, on précisera la relation entre les (a,b)-
algebres et les algebres sur ’homologie de 'opérade des petits cubes en
toute dimension. En fait, via le morphisme A — A[—a], toute (a,b)-
algebre est isomorphe a une (0, b—a)-algebre. Ces derniéres correspondent
aux (n+ 1)-algebres qui sont des algebres sur ’homologie de 1'opérade des
petits cubes de dimension n+ 1 (voir Corollaire 5.3.). Les (n + 1)-algebres
sont assez bien connues et ont un regain d’interét récent motivé par ’ap-
parition d’exemples naturels en topologie (voir [20], [21], [6], [9]).

Dans la sixiéme section, on traitera quelques exemples de (a, b)-algebres
différentielles graduées en introduisant, en particulier, les super-crochets
de Schouten et de Poisson pour un super-espace RPI4.
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W. ALOULOU

2. Les algeébres de Gerstenhaber a homotopie pres

2.1. Définitions

Soit V' = @Vi un espace vectoriel gradué. On note par V[k] I'espace
1€Z
V muni de la graduation V[k|; = V4.
Soit W un autre espace gradué. Une application linéaire f de degré k
de V dans W sera notée f:V — W/k].
Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradué G muni
d’une multiplication commutative et associative graduée . : GG — G

de degré 0 et d'un crochet [, | : G®G — G de degré —1 tel que (G, .) est
une algebre commutative associative graduée et (G[1],[ , ]) est une algebre
de Lie graduée et que, pour tout o homogene, ’application [«, . ] est une

dérivation graduée pour la multiplication .. En notant |a| le degré d’un
élément homogene « de G, on a donc :

(i) a.p = (-1 Wlg.q,

(ii) a.(8.7) = (a.f).7,

(i) [a, 8] = —(=1)(*=DIA=D 5, o],

(iv) (—1)Uel=D (=1 [[ev, B],7] + (=1)BI=1)(ed=1) [18,7], o]+
+ (=1)(hI=D(8I=1) [[v,a], 8] =0,

(v) [ B3] = [ By + (~ D)0,

et donc aussi :

[@.8,7] = a.[8,7] + (=1) =V [a, 4].5.
Si de plus, on a une différentielle d : G — G[1] (ou d : G[1] — G[2])
de degré 1 telle que d? = 0, d(a.f) = da.f + (=1)la.dg et d([a, B]) =
[de, 8]+ (=1)1*= [, ], on dit que (G, .,[, |,d) est une algebre de Gers-
tenhaber différentielle graduée. (Voir [14])

On précise ici que bien qu’on utilise une notation homologique pour le
degré d'un espace gradué G = @,c7 Gi, on suit une convention cohomo-
logique au sens qu’une différentielle d : G; — G;;1 augmente le degré
de 1.

Le degré sur G[1] sera noté dg, défini par : dg(a) = |a| — 1. Alors,
le degré du crochet devient 0 et celui du produit vaut 1 (dg([ , ]) = 0,
dg(.) =1).
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ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES

Le produit . était commutatif et associatif pour | | mais il ne l'est plus
pour dg.

Pour chaque k, Pespace A\¥(G[1]) est linéairement isomorphe & l’espace
S¥(G)[k]. Cet isomorphisme n’est pas canonique. Nous choisissons ici I’iso-
morphisme défini dans [1] :

ap A N ag — (—I)Zle(k_i)dg(o‘i)al Q.

On transforme donc le produit . en l'application p sur G[1] défini par :
w(e, B) = (—1)#%(@a. 3. Le produit u est anticommutatif et antiassociatif
de degré 1 :
e, B) = —(~1)WOYE) (g, a)
(e, 8),7) = =(=1)" Yy (a, u(8,7))
et
d(p(a, §)) = —p(dar, B) + (=1)# (e, dB)

Le crochet [, | est antisymétrique de degré 0 dans G[1] vérifiant Jacobi
et Leibniz :

(i) [a. 8] = —(~) W95, a],

(if) (~)W U [[o, 8], 7] + (=1) WD [[5, 5], a]

+ (_1)d9(7)d9(ﬁ) [[v,al,3] =0,

(iii) (o, 1(8,7)] = ()P ([, B, 7) + (=)W ED D (5, [, 7))

(e, 8),7)] = e, [8,7]) + (=1) DU ([, 4], ).

De plus, on a

d([av, B]) = [dav, B] + (—1)%[a, dp].

2.2. Produit battement

Soit V' un espace vectoriel gradué. Notons ici le degré d’un vecteur ho-
A1,y Qptq
ad_l(l),...,aa_l(p+q>

la signature de la permutation ¢~ en tenant compte des degrés, c’est a
dire, la signature de la restriction de 0—! aux indices des vecteurs de degré
impair.

mogene a; de V par la méme lettre o; et e,(071) = ¢ (
1
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W. ALOULOU

Soient p et ¢ deux entiers > 1, rappelons qu'un (p, ¢)-battement (ou un
(p, q)-shuffle) est une permutation o € S, , vérifiant :

ol)<---<o(p) et op+1)<---<alp+q).

On appelle Bat(p,q) = {0 € Spiq/0 est un (p,q)-battement} l'en-
semble de tous les (p, ¢)-battements. Pour deux tenseurs a = a1 ®@- - - ® oy,
et B = apr1 ® - ® Qptq, on définit le produit battement de o et 3 par :

batpg(, ) = > 2al07)ag-1(1) @ @ Ag-i(pig)
o€Bat(p,q)

o A1, Qptq
— Z g (ag,l(l),...,a071(p+q>> OZU—I(l) ®"'®a0_l(p+q)'
o€Bat(p,q)

Ceci représente la somme signée de tous les tenseurs a;; ® - -+ ® «;,, dans
lesquels les vecteurs aq, ..., ap et apy1, ..., apyq apparaissent rangés dans
leur ordre naturel. (Voir [15] et [19])

On note par ®”(g[1]) 'espace quotient Q" (G[1])/ Z Im(baty ) de
< ol
ppﬁgzln
®" G[1] par la somme de toutes les images des applications linéaires baty 4

telles que p + ¢ = n.

On pose
H=Q (ol) =B (®" ).

n>1
L’espace H est engendré par les ‘paquets’ X qui sont les classes des
tenseurs a1 ® - -+ ® ay, dans le quotient. On notera ces classes par X =
A = 1@ ... Qay.
Leur degré est :

& = dg(X) = dg(en) + - + dg(an).
Proposition 2.1. (Voir [19], [20])
Le produit battement est associatif et commutatif, gradué de degré 0 :
Pour tout o € QP G[1], B € QIG[1], v € Q" G[1],
(i) batpg(a,B) = (=)W Dpat, (6, ),
(1) batpiqr(batyq(c, B),7) = baty gr (v, batqr(5,7))-
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ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES

2.3. Complexe de Gerstenhaber

La théorie des opérades dit que le dual d’une structure d’algebre com-
mutative est une structure de cogebre de Lie. On considere, alors, la co-

geébre de Lie (H = ®+(Q[1]), J) ou § est le cocrochet sur ®+(g[1]) défini
pour X = a1®...Ra, € H par o

n—1
5(X)=> a1®...00;R) aj11® ... Qo
=1

Q1.0 .0
— € (ajprim o) 1D ... B0y, ® Q... R0u;

= > URV-(-1)"VRU.
Ugv=X
U,V#0

Le cocrochet § est coantisymétrique de degré 0 et vérifie 'identité de
coJacobi :

(i) Tod = -4,

(if) (id®3 4+ 1120 T3 + Tag 0 Ti2) 0 (§® id) 0 § = 0,

ou 7 est la volte définie pour X,Y € H par: 7(X QYY) = (-1)™Y Q X,
Tio =T ®id et 793 = i1d ® 7.

Gréce a notre décalage, et d sont de méme degré 1 dans G[1]. On peut
maintenant les réunir en une seule opération homogene sur H.

On prolonge le produit p et la différentielle d & H = ®TG[1] comme
des codérivations p1 et di du cocrochet § de degré 1 en posant :

di(®...8am) = 3 (~)Zixx¥Ca 0 @da)@. .. can

1<k<n

et

p(an®. .. Qay,) = Z (—I)Zi<kdg(o‘i)a1@. . Qu(ag, r1)® ... Qan,.
1<k<n

Alors, (11 ®@id+id®@pu1)od = 6oy, u =0, (dy ®id+id®d)od = dod;
et d? = 0.
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W. ALOULOU

Rappelons qu’'une codérivation D de la cogebre (H,d) est entierement
déterminée par une suite d’applications D, : @"G[1] — G[2]. Plus préci-
sément, on a :

D®...Qa,) =

_ dg(oy
S -2 ® . ©0;@DH (418 . . B4 ) DA 418 . . . By,

1<r<n
0<j<n—r

Si on pose D1 =d, Dy = u, D =0, pour k > 3, alors, D = dy + 1 est
I’unique codérivation de § de degré 1 qui prolonge d et u a H. Elle vérifie

DoD=0et (D®id+id® D)od=3oD.

Rappelons aussi qu’une structure d’algebre commutative a homotopie
pres, aussi appelée C, algebre, sur G est la donnée d’une codifférentielle
sur la cogebre de Lie (H = ®7(G[1]),4) (voir [2], [7]). On a donc obtenu

que (H =®"(G1]),0,D =d1 + ,u1) est une Cy algebre.

Etudions maintenant le crochet [, ] défini sur G[1]. D’abord, on le pro-
longe & H comme 'unique crochet de degré 0 compatible avec le cocrochet
0 vérifiant :

5o, ] = ([, |®id)o(re30(d®id)+id®d) +(id®[ , ])o (§®id+Ti20(id®3)).

Pour X = a1®...Q@ap et ¥ = ap11®...R0p1q, ce prolongement est
donné par :

(XY= Y calo Dagry@. . 8lag-10), Ao 114 1)|® - - - O-1(p)-
o€Bat(p,q)
ko~ 1(k)<p<o—1l(k+1)

Ce crochet est bien défini sur H. On a

Proposition 2.2.
L’espace H, muni du crochet | , | et de l'opérateur D est une algébre
de Lie différentielle graduée : Pour tout X, Y et Z deH, on a :
(1) [X,Y]=—(=1)"[Y,X],
(i) (=)™ [[X,Y], Z] + (=1)**[[Y, Z], X] + (=1)*[[Z, X], Y] = 0,
(i) D([X,Y]) = [D(X),Y]+ (=1)" [X, D(Y)].

L’espace ‘H est maintenant muni d’une opération D & un argument de
degré 1 et d’un crochet [, ] & deux arguments de degré 0.
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ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES

La théorie des opérades dit aussi que le dual d’une structure d’algebre de
Lie est une structure de cogébre cocommutative coassociative. (H, [, ], D)
étant une algebre de Lie différentielle graduée, on procede a un décalage de
degré en considérant l'espace H[1] et le degré dg'(X) = dg(X)—1=2'. En
fait, on a dit plus haut que l’algebre A(H) est isomorphe en tant qu’espace
vectoriel a Palgebre S (H[1]). Il n’y a pas d’isomorphisme d’algebre entre
ces deux espaces, il n’y a pas non plus d’isomorphisme linéaire canonique.
On choisit I'isomorphisme donné dans [1] :

Xy N NX;, — (—1)Zzzl(n_k)zik Xijeonnn X .

Par exemple, on posera ici £5(X,Y) = (—1)*[X,Y]. Alors, ¢ devient dg'-
symétrique de degré 1 sur H[1].

Posons ST(H[1]) = D,>; S"(H[1]), on construit la cogebre cocom-
mutative coassociative (S (H[1]), A), ot A est le coproduit défini par :
VXy... X, € S"(H[1)),

zh..xh,
AX X = Y (BT ) X QX
1UJ={1,...,n}
#1,#J>0
On a noté par X; le produit X;, ... X; sil ={i; <--- <i,}, par X;le
produit Xj, ... X siJ={j1 < <jnr}etpara}ledegré dg'(X;).

Jn—r

Le coproduit A est cocommutatif et coassociatif :
ToA=Aet (A®id)o A= (id® A)oA,
ol 7’ est la volte dans ST (H[1]).
Le crochet [, ] était antisymétrique sur H de degré 0, il devient sur
H[1] un crochet ¢3(X,Y) = (—1)"[X, Y] symétrique, de degré 1 et vérifie

I’identité de Jacobi graduée. De plus, D est une différentielle graduée de
ly qui est aussi de degré 1. On a donc :

(1) L(X,Y) = (=1 (Y, X),
(i) (=1)"%' o (£2(X,Y), Z) + (=1)Y b3 (£a(Y,, Z), X)
+(=)7 42 (62(2,X),Y) = 0,
(iii) D (£2(X,Y)) = =€ (D(X),Y) + (=1)" 42 (X, D(Y)) .
On peut maintenant réunir ¢» et D en une seule opération @ sur

S*+(H[1).
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On prolonge ¢2 & S*(H[1]) comme une codérivation ¢ de A de degré 1 :

/ /

0Xy... X,) = Zs( o >£2(Xi,Xj).X1...fj...Xn.

/
L T AT,
1<)

On prolonge aussi D a ST (H[1]) comme une codérivation m de A tou-
jours de degré 1 :

TyTY AT,

n / / ~
m(Xi... Xn) =Y ¢ ( R ) D(X:)).X1...0... Xn.
=1

En posant Q1 = D, Qo =¥, Qr =0,si k > 3 et
QXi...X,)= Y ¢ (ﬁ;j;}) Qur(X1).X .

Alors, Q = m+/ est 'unique codérivation de A, de degré 1, prolongeant
D et £y a ST(H[1]). Elle vérifie

Q?=0ct (Q@id+id®Q)oA=A0Q.

Rappelons qu'une structure d’algebre de Lie a homotopie pres, aussi
appelée Lo, algebre, sur H est la donnée d’une codifférentielle sur la co-
gebre cocommutative et coassociative (ST(H[1]),A) (voir [2], [3]). On a
donc obtenu que (ST (H[1]),A,Q = £+ m) est une Lo, algebre.

D’autre part, (H, d, D) est une cogebre de Lie codifférentielle, on définit
un cocrochet k sur H|[1] par :

KX) = > ()" (UQV+(-)"VRU), vX eH
o

Puis & se prolonge a ST (H[1]) par :

H(Xl .- Xn) = Z € (z,llzgz%;) Z (_1)x’l+u/sx

I
1<s<n UsQVs=Xs

10J={1,.,n}\{s} Us Vs
x (XI.US R Ve Xy + (1" X1V, R US.XJ) .

Alors, k est un cocrochet cosymétrique sur ST (H[1]) de degré 1 vérifiant
I'identité de coJacobi :

T ok==ket (id®3+7'{207-£3+7'£307'{2>o(ﬁ@id)Osz.
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ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES

De plus, Q = £ + m est une codérivation de ST (H|[1]) pour x de degré 1.

Alors, (ST(H[1]), s, Q) est une cogebre de Lie codifférentielle graduée,
donc, c’est encore une C, algebre.
Le cocrochet & et le coproduit A vérifient, enfin, I’identité de coLeibniz :
(id® Aok = (k®id) o A+ T]50 (id® K)o A.
On dit que (ST(H[1]),A, k, Q) est une cogebre de Gerstenhaber codiffé-

rentielle graduée.

Définition 2.3. Une G algebre (V, A, k, Q) est une bicogebre codiffé-
rentielle colibre telle que V' = ST (H[1]) et @ est une codérivation pour le
coproduit cocommutatif et coassociatif A et le cocrochet de Lie x définis
précédemment, de degré 1 et de carré nul.

La G algebre <L{G(g) = S+(®+(g[1])[1]),A,/$,Q =0+ m> est ap-
pelée la G, algebre enveloppante de 'algebre de Gerstenhaber G.

(Voir [2], [7], [22], [23]).

3. Les algebres de Poisson a homotopie pres

3.1. Définition

Une algebre de Poisson graduée est un espace vectoriel gradué P muni
d’un produit commutatif et associatif gradué . : P @ P — P de degré
0 et d’'un crochet { , } : P®@P — P de degré 0 tel que (P,.) est une
algébre commutative graduée, (P,{, }) est une algebre de Lie graduée
et que, pour tout o homogene, 'application {«, . } soit une dérivation
graduée pour le produit ..

En notant |a| le degré d’un élément homogene a de P, on a donc :

.3 = (_1)|0¢H6|5.a’
a.(B.y) = (a.f).7,
{a, 8} = =(=1)"IP1{5, a3},
(_1)\a|h\{{a7ﬁ}ﬁ} + (_1)I6Ha|{{@77}7a} + (_1)Ivllﬁ\{{%a}’ﬁ} =0,
{a, 89} = {o, By + (=1)¥8.{a, 1}
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et donc aussi :

{a.8,9} = a.{B.7} + (=) {a, 7).,

Si de plus, on a une différentielle d : P — P[1] de degré 1 telle que d? = 0,

d(c.f) = dof + (—=1)*la.dB et d({a, 8}) = {da, 8} + (=1)I*/{a, dB} on
dit que (P, .,{, },d) est une algébre de Poisson différentielle graduée (voir

[11]).

Pour construire la structure de ’algebre de Poisson a homotopie pres,
on va reprendre la construction précédente dans le cas des algebres de
Poisson différentielles graduées.

On considére, donc, Iespace P[1] et la graduation dg(a) = |a] — 1. On
transforme le produit . en z en posant u(a, 3) = (—1)%(a.3 et le crochet

{, Yen[, ] en posant [a, 8] = (—1)%(){q, 5}.

Le produit p devient anticommutatif, antiassociatif de degré 1 et le
crochet [, ] devient symétrique de degré 1, vérifiant 'identité de Jacobi
graduée et celle de Leibniz avec p :

dg(p) =dg([, ]) = dg(d) =1,
e, B) = —(=1) W O9E) (8, ),
p(p(e, 8),7) = (=D (o, u(8,7)),
[, 8] = _(_1)d9(a)d9(6) 13, o,
(_1)dg(a)dg('v) [[ev, 8], 7] + (_1)dg(ﬂ)dg(a) [18,7], @]
+ (~1) WD) [y, a], 5] = 0,

[, 1(B,7)] = ()P ([, B, 7) + (=1) @ TDEDHD (5, [a, ),

ou encore

(e, B),7)] = (—1)4 O y(a, [8,7]) + (—1)9DWO+ (o, 4], B).

De plus, on a

d(p(a, B)) = —p(der, B) + (—1)M @ (a, dB) et

d([a, f]) = —[da, ] + (1) * [, d].
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3.2. Complexe de Poisson

Comme dans le cas d’une algebre de Gerstenhaber, on réunit d’abord

p et d : On considere l'espace H = ®+(77[1]) s (®n(77[1])> avec le
A4 o =
degré
dg(X) =z =dg(a1) + - +dg(ay), pour X = ®...Q«a, € H.
On munit cet espace du cocrochet ¢ défini par
§(X)= Y UQRQV-(-1)"VRU.

Ugv=x
U,V#0

Alors, le complexe (H,d) est une cogebre de Lie.
On prolonge d et © & H comme des codérivations d; et p1 du cocrochet
6 de degré 1 en posant :

di(®... Q)= Y (~1) ik By @ . @d(ap)® . .. Do

1<k<n
et
p(a®. .. Qay) = Z (—I)Zdeg(ai)ozl@. . u(ag, 0 r1)® ... Qan,.
1<k<n
Alors,

(11 ®id+id®@puy)od = douy, put = 0, (dy ®id+id®d;)od = Sod; et di = 0.

Or, on sait qu’une codérivation D de la cogebre (H,d) est entiérement
déterminée par une suite d’application D, : @"P[1] — P[2]. Plus préci-
sément, on a :

D(1®...Qa,) =
_ dg(os
Z(*l)Z‘J 1. 008D (018 .. Q)1 )B) 4418 . .. B,

1<r<n
0<j<n-—r
Si on pose D1 =d, Dy = p, Dy, =0, pour k > 3, alors, D = dj + p1 est
I'unique codérivation de § de degré 1 qui prolonge d et u a H. Elle vérifie
DoD=0et (D®id+id® D)od=3oD.

Alors, (H = Q®"(P[1]),d,D = di + j1) est une cogebre de Lie codifféren-
tielle, donc, c’est une C, algebre.
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Bien qu’il ne soit pas antisymétrique, on prolonge le crochet [, | défini
sur P[1] & H comme l'unique "crochet" de degré 1 compatible avec le
cocrochet 4, c’est a dire, vérifiant :

do[, 1= ([, |®id)o(T30(6®id)+id®0)+(id®[, ])o(dQid+T120(idR®0)).

Ce prolongement est donné pour X = a1®...QapetY = ap11® ... Qoypyy
par :

XY= Y ealoTh (1) o)y

o€ Bat(p,q)
ko~ l(k)<p<o—l(k+1)

X Qg1 - - @[acr*l(k% O‘afl(k—l-l)}@' - Bs—1(pyq)-

Puisque [, ] n’était pas antisymétrique sur P[1], son prolongement ne
I’est pas non plus sur H. On se ramene a un vrai crochet de degré 0 en
décalant ‘H par —1.

On considére lespace H[—1] muni de la graduation d¢'(X) = 2/ =
dg(X)+1, pour X € H[—1]. On construit sur H[—1] le crochet {X,Y} =
(=1)~*'[X,Y]. Alors, on a

Proposition 3.1.
L’espace H[—1] muni du crochet { , } et de l'opérateur D est une algébre
de Lie différentielle graduée. Pour tout X, Y et Z de H[—1], on a :

)XY} = —(-)"V{Y. X},
i) (~D"T{X YL ZY + ()Y Y, 20, X} + ()7 ({2, X1, Y =0,
iit) D ({X,Y}) = {D(X), Y} + (-1)" {X, D(Y)}.

Maintenant, (H[—1],{, }, D) est une algébre de Lie différentielle gra-
duée. On peut donc lui associer une cogebre cocommutative coassociative
(ST (H[-1][1]), A) avec une codérivation @) construite & partir de { , } et
D. Mais ici H[—1][1] = H et on préfere réutiliser le crochet [ , | sur H
défini plus haut plutot que (—1)*{X,Y} = —[X,Y].

On prolonge donc D et [, ] & ST(H) comme des codérivations m et ¢
de A de degré 1 et de carré nul en posant :
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et
T1...Tn o~
(X1 X0) =D (5 ) G XL X0 0 X
i<j
Puis, on pose @1 =D, Q2 =02, Q= 0,81 k> 3 et
QX1...Xn) = > (") Qur(X1). X
TuJ={1,..., n}
1£0

Alors, @ = m + £ est 'unique codérivation de A, de degré 1, prolongeant
Det [, ]aST(H). Elle vérifie
Q*=0et (Q®id+id®Q)oA=A0Q.

Donc, (ST(H),A, Q) est une Lo, algebre.
D’autre part, (H, 0, D) étant une C, algebre, on prolonge le cocrochet
da ST(H) par :

5(X1 ... X)) =
>oe(EaE) X (XU @VeXy — (-1 X V. @ Ua Xy ).
1<s<n UsQVs=Xs

TuJ={1,...,n}\{s} Us,Vs#0

Alors, § est un cocrochet coantisymétrique sur S*(H) de degré 0 vé-
rifiant 'identité de coJacobi graduée. De plus, Q = ¢ + m est une co-
dérivation de ST(H) pour . Donc, (ST(H),d, Q) est une cogebre de Lie
codifférentielle graduée, c’est a dire, c’est encore une C, algebre.

De plus, le cocrochet § et le coproduit A vérifient I'identité de colLeib-
niz :

(id@A)os = (5®id) o A+ o (ided)oA.
On dit que (ST(H),A,d,Q) est une cogebre de Poisson codifférentielle
graduée.

Définition 3.2. Une P, algebre (V, A, 4§, Q) est une bicogebre codiffé-
rentielle colibre telle que V' = ST (H) et Q est une codérivation pour le
coproduit cocommutatif et coassociatif A et le cocrochet de Lie § définis
précédemment, de degré 1 et de carré nul.

- La P, algebre (UP(P) = S+(®+P[l]), ASQ =1+ m) est appelée
la P, algebre enveloppante de l’a@bre de Poisson P.

(Voir [11], [14], [8]).
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4. Les (a,b)-algébres a homotopie pres

4.1. Définition

Considérons un espace vectoriel A gradué. Le degré d’un élément ho-
mogene « de A est noté |a|. Soient a,b € Z, l'espace A est muni d’un
produit . de degré a (|.| = a) et d’un crochet [, | de degré b (|[, || =b)

tel que (.A[—a], ) est une algebre commutative et associative graduée et
(.A[—b},[ , ]) est une algebre de Lie graduée. De plus, I'application li-

néaire ad : A[—b] — Der (.A[—a], ) ; o — ad,, est telle que ad,, soit une
dérivation graduée pour le produit ..

On dit que (A, ol ]) est une (a, b)-algebre graduée. Pour tout «, 3,7 €
A, on a les propriétés suivantes :

(i) a.p = (=1)lel+a(bl+a g o,

(if) a.(B.y) = (.0).7,
(iii) [a, B] = —(—1)(e+DUBIHO 3, a],

(iv) (-1 o, 5], 4] + (1) IIHD1HD[[5, 4], o]
+(=1)(WH0)UBIHO [[y, o], B] =

(v) e, 8] = v, By + (=)D 5[, 4]

qui s’écrit encore [o.3,7] = a.[B, 7] + (—=1)IPIF(VH0)[q 4], 5.
De plus, si on a une différentielle d : A[—a] — A[—a+1] (ou d:Al-b —
Al=b+1]) de degré 1 vérifiant d o d =0,

d(a.f) = do. + (=D a.dB et d([o, 8]) = [de, 8] + (—1)1 e, dg],

on dira que (A, S0, d) est une (a, b)-algebre différentielle graduée.
Comme ci-dessus, on utilise un décalage pour homogenéiser le produit
et la différentielle. On considére l’espace A[—a + 1] muni de la graduation
dg(a)) = |a| +a — 1 que l'on note simplement par a. Sur A[—a + 1], le
produit . n’est plus commutatif et le crochet [, | n’est plus antisymétrique.
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On construit, donc, un nouveau produit p sur Aj—a + 1] = A[—a][1] de
degré 1 défini par

wle, f) = (=1)"a.p

et un nouveau crochet ¢ sur A[—a+1] = A[-b][b—a+1] de degré b—a+1
défini par

e, B) = (—1)07otq, g].

Et on a

(1) u(a. ) = —=(=1)* (B, a),
(i) p (p(a, B),7) = =(=1)%u (o, u(8,7)),
(iii) (e, B) = —(=1)""*TH(=1)*¢(B, @),
(iv) (=", B),7) + (=1)P*(L(B3,7), @) + (=1)PL(L(y, ), B) = 0,
(V) £, 1(8,7)) = (1)~ p(t(e, 8),7)
+(_1)(a+b—a+1 )(B+1) (ﬁ g(a 7))
o, p(B, 7)) = (=)D 0, 0(8,7)) + (= 1) (), B).
De plus, d reste encore une dérivation pour u et £, elle vérifie :

3)) = —p(der, B) + (1) p(a, dB)
et d({(e, B)) = (=1)"" " U(dav, B) + (—1)*0 7 e(ar, dB).

2
E
o

4.2. Extension de la multiplication et du crochet a la cogebre
de Lie codifférentielle

On considere comme précédemment 'espace

H=P (@ Al-a+1]) = Q" (Al-a+1])

n>1

et pour X = i®...Qa, € H, le degré dg(X) = a1 + --- + a5, noté
simplement par x. Sur cet espace, on définit un cocrochet d de degré 0
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par :

n—1

(5<X) = Zalg...@ajégajﬂ@...@an
j=1

— & (g8, TAaT) 418 @an R . .. ®ay
= > UQRQV-(-1)"VRU.
UVv=X
U,V#£0
On prolonge p et d a H comme des codérivations ;1 et di de § de degré
1 en posant :
d(®...0a,) = Z (—1)Zi<kaio¢1@. L Rd(og)® ... Qan,
1<k<n
et
p(a®...0a,) = Y (~1) Xk ¥ ... Ok, )8 - . . Sy,
1<k<n
Alors,
(11 ®id+id@puy)od = douy, put = 0, (dy @id+id®d;)od = Sod, et di = 0.

(Voir [2])

En posant D1 =d, Do =pu, D =0,si k > 3 et
D(a®...0a,) =
> (~1)25 %8 ... 808D (A48 . .- Bj4r) B 47418 . . BV,

1<r<n
0<j<n—r

Alors, D = dy 41 est Punique codérivation de § de degré 1 qui prolonge
det paH.
Elle vérifie

DoD=0et (D®id+id® D)od=3oD.

On obtient que (H,d, D) est une cogébre de Lie codifférentielle, donc, c’est
une C, algebre
On prolonge, ensuite, le crochet £ a H.
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Proposition 4.1. Sur H, il existe un unique "crochet" b, de degré b—a+1,
vérifiant :

doly = (Lr®id)o(To30(d®id)+id®0)+(id®l2)o (d@id+T120(id®0)) = (4.1)
Ce crochet est défini pour X = a1®...Qap et Y = apr1® ... Qapyq par :
62(X7 Y) - Z 604(0'71)(—1)(1)7014»1) Zs<k ao_l(s) X

o€ Bat(p,q)
ko1 (k)<p<o—l(k+1)

X 01 (). .. AU Ag=1(k)s Ug—1 (34 1)) B - - - BU—1(p1q)-

Démonstration. Le prolongement ¢o défini ci-dessus vérifie bien (4.1), en
effet : o la(X,Y) =

5( 3 a0 ) (=)D Lck o1
o€Bat(p,q)
ko~ 1(k)<p<o—1(k+1)
X 0p-1(1)Q - - '@£<aa*1(k)7 O‘cffl(k—l-l))@' x @acr*l(p—‘rq))
=Y el DO et

o€Bat(p,q)
1<j<k<pt+q—1
o~ (k)<p<o~!(k+1)

X(a[a—l(l)p—l(j)] ® aafl(j—i-l)@ R E(Oéa—l(k), a071(k+1)) - @Oég—l(p+q)

—€ <a["1<1),al(j>}’ %1<j+1)---€(%1<k)v%1(k+1))---%1(p+q>> X
%=1 1) O 1 (1) Qo1 (k1)) X1 (p1g) Xo=1(1),01 ()]

X Oz071(j+1)@. . .ﬁ(aaq(k), aofl(k-',-l)) .. '@O‘crfl(p—i-q) ® Ck[o.fl(l)ﬂ.fl(j)])

+ > ea(o™ ) (1)) Leck %1 x

o€Bat(p,q)
1<k<j<p+q-1
o~ Hk)<p<o~1(k+1)

X (1)@ =11y, o141 -+ B%-1(5) Q) A1 (41101 )]

_c (%1(1>---4(%1<k>’%1(k+1>)---%1<j>7 O‘[al(j+1),al<p+q>]) «
Yo 1(41),0- L pra)) Yot (1)U Co—1 (k) Q=1 (k41)) X0 -1(j)

X a1 (511,071 ()] B Gt B - U010y, A1 (441)) - - B-1(7)
= (D)+(I)+(IID)+(IV).
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Dans (I), on fixe j et o et on pose
I={c7Y1),...,07 G}, h=In{1,....p}={ir,...,ir}

et h=IN{p+1,....p+q} ={irp1,...,%5}.
SiI¢g{l,....ptoul g {p+1,...,p+q}, on fixe k > j tel que
o Yk) < p <o Hk+1) et on fixe (c7(j +1),...,07p +q)) =
(4541, - dptq)-
Alors, ’ensemble

{o € Bat(p,q)/ (07" (G + 1), ;0 (P +q) = (i1, iptq)
et o *({1,...,5}) =1}
est en bijection avec ’ensemble
{p € Bat(r,j —r) défini sur I = I; U I} .
Et on a, e4(071) = e4(p~!). Dans ce cas, les termes de (I) sont de la forme
bat,jr(0®@. .. By, 0, 1 ® ... Q) ® Qi @y, ) R0

Ils sont nuls dans @ " A[—a + 1]. Donc, dans (I), on peut supposer que
I c{1,...,p}, dans ce cas la somme correspondante est noée (I, ), ou que
I Cc{p+1,...,p+q}, dans ce cas la somme correspondante est notée (I,).

Ce méme raisonnement est vrai pour (II) = (II;) + (II,).

Concernant (III) et (IV), on pose I = {o " 1(j +1),...,07 (p+q)} et
on applique le méme raisonnement, pour la méme raison, il ne nous reste
que les termes ou I C {1,...,p} dans ce cas les sommes correspondantes
sont notées (III;) et (IV,) et les termes ou I C {p+1,...,p+ ¢} dans ce
cas les sommes correspondantes sont notées (III,) et (IV,).

Alors, 60 ly(X,Y) = (Iy) + (II) + (Iy) + (II,) + (III; ) + (IV,) + (IIL,) +
(IV,). D’autre part,

(62 2id) o (a3 0 (§ @ id) +id © 0)
+(id @ b) o (§@id+ iz 0 (id @ 6) ) [ (X, V) =
p—1
(2 @ id) o To3 [ Y a1®...800; Q119 ®ap Q) ap1®. .. Qoyg
j=1

A[1,5] ¥+1,p) . .
—¢ (a[j+l,p] o) ) Aj+1Q ... Qay ® 1R ... Qa; ® Apt1Q .. .@apHJ
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p+g—1

+(£2®z’d)[ Y u®... 00 Q) api1®. .. 00 (K 4i1® ... @pig
i=p+1

Ylp+1,4] Xit1,p+q] . .
—€ <a[i+1,p+q] Api1,i) ) a1® ... Qay ® it1Q . .. QUprq ® p+19 .. .@a,}

p—1
+ (id@b)[Zal@. .. ®ay ®aj+1@. . .@ap®ap+1@. .. Qg

Jj=1
e e qr
—€ (a{;ﬂp][ﬂﬁﬂ ) Q11 ... oy ® ®...Qw; ® pt1® .. '@O‘p+q}
ptg—1
+ (id® l3) o 7'12[ Z a®.. .@ap®ap+1@. Lo ®o¢i+1@. . ®piq
i=p+1

Ap+1,i] Ait1,p+a] ) )
<O‘[1+1 otal Olpt1,i] ) a1® ... Qay ® Aip1Q ... Qprq ® apt+19 .. .@az}

= Z(—l) 121 +al £ (aupy ), et prrg)) Q) Qi1

- Z(_l)%ﬂ’pﬂ]a[l’ﬂ E2(O‘[j+17p] ) O‘[p+1,p+tﬂ) ® Q1,41

pra—1
Z gz(a[lap]’a[p-l—ld])®a[j+1,p+Q]
Jj=p+1
prq—1
= Y (1) terad by (ap ), i prg) & pr
i=p+1
p—1
+ 3 (1) 5 Q) (a1 5] Upriprg)
j=1
p—1
_Z( 1)® li4+1,p) (1,5 +b— a+1)a[2+17p ®52 M],a[pH’erq])
=1
prq—1
+ ) (—1)(1“’“’“(a[l’p]+b_a+1)04[p+1,i] Q) Lo ), A1 pq)
i=p+1
ptrq—1
— Y (FytuneralCna et oy g @) (A ) agpr )
J=p+1
=(1)+(2)+(3)+(4)+ (5) + (6) + (7) + (8).
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Dans (I,), il apparaissait des termes de la forme
Q... Qa; ® Q141D - - - B g1 (k)5 Vo1(k4 1)) R - - BQ—1(ptq)
avec le signe ea(afl)(—l)(b_aﬂ)zsdO‘fl(st
On construit une permutation p sur {j +1,...,p+ ¢} telle que
pl(s)=0"s), Vi+1<s<ptq.

Alors, p € Bat(p — j,q) vérifiant j +1 < p71(k) < p < p7 Yk +1) et

ealp™) =alo™).
De plus, on a

(~)E D Lcr o1 = (—1) 7 Lo @i (1) Ot Dap
Alors, le terme précédent s’écrit :
(=)ot Dot (p71) (—1) 7D Lok 20

X a1, Q) A1 (1)@ U149, X1 (101)) @ D1 (g

Ce méme terme apparait une seule fois dans le second membre et plus
précisément dans (5) accompagné du méme signe provenant de

(—DCmeFoniay 5 Q) b (%‘H,p]’ a[p+1,p+q])-

On obtient, donc, (I;) = (5).

Pour (I,),ona {7 1(j+1),...,07 p+¢)} C{p+1,...,p+q}, on pose
o7 G+, oo+ ={p+1,....i}

avec p+ q — j =t — p, alors, lorsque j varie de 1 & ¢ — 1, on trouve que ¢

varie de p+1 a p+ ¢ — 1. Et on obtient (I,) = (7).

Pour (III;), on a {c71(j +1),...,0 7 (p+¢)} C {1,...,p}, on pose
oG+, o o+ ={i+1,....,p}

avec p+q—j = p—1i, alors, lorsque j varie de g+ 1 a p+ g — 1, on trouve
que i varie de 1 & p — 1. Et on obtient (III;) = (1).
Pour les autres termes, on démontre que (II,) = (2), (II,) = (4),

(IIL,) = (3), (IV,) = (6) et (IV,) = (8).

L’unicité de ¢5 est une conséquence du fait que (H,d) est une cogebre
de Lie colibre. (Voir [7]) O
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4.3. Algebre de Lie différentielle graduée associée a une (a, b)-
algebre différentielle

On considére, maintenant, I’espace H[a — b — 1] muni de la graduation
dg'(X) = dg(X)—a+b+ 1 noté simplement par =’ pour X € H[a—b—1].
On pose £5(X,Y) = (—1)@=b=Ddg"(X) g, (X V). Alors, le crochet £} est de
degré 0 dans H[a — b — 1] et la différentielle D reste de degré 1. Et on a

Proposition 4.2.
L’espace Hla—b—1], muni du crochet ¢4 et de la différentielle D est une
algébre de Lie différentielle graduée : Pour tout X,Y et Z de Hla—b—1],

(i) 6(X,Y)=—(-1)"V(Y, X),
(i) (~1)"76(6(X,Y), 2) + (-1)V" 6 (6(Y, 2), X)

+ (1) (6(2,X),Y) =0,
(iii) D(64(X,Y)) =6(D(X),Y) + ()" (X, D(Y)).

Démonstration.
i) Soient X = 1®...Qay, et Y = ap11® ... ®aag. On sait que
P P+ p+q

6/2(X7 Y) = (_1)(a7b71)x/ Z €a(071)<—1)(bia+1) Zs<kaa_1(s) X
o€Bat(p,q)
ko™t (k)<p<o~!(k+1)

X -1 - - - D (Ag—1(k)s Vo1 (k41))B - - - BUG—1(pg)-

Fixons un couple (o, k) dans cette somme tel que o~ 1(k) < p < o1 (k+1).
On définit deux permutations 7 et p de Sp44 par :

. i+p, sil<j<
T(J):{J p j<q

. . . =0oT.
J—4q sig<j=<q+p. P

On vérifie que p € Bat(q,p) tel que p~(k+1) < q¢ < p~!(k). En posant
Bj = ar;y, (1 <j <p+q), on aura

Bo-1(j) = Qg-1(5) €t ea(p™t) = (=1)%eu (o).

On construit ensuite une nouvelle permutation v de S, définie par :

v (G) = p7 ) VI ¢ ko k1 v (k) = o (kD) et v T (kL) = o (K).
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On vérifie que v € Bat(q,p) tel que

v k) <qg<vTHE41) et
ea(vh) = (1) g (o) = (—1)% 0% ki) (— 1)y (oL,

De plus l'application (o, k) — (v, k) est une bijection sur les ensembles

correspondants.
Alors,

E/Q(X) Y) = (_1)(671771):]5’(_1)21/ Z eﬁ(yfl)(_1)/81,71(;@6,}71(164,1)X
vEBat(q,p)
k; v—1(k)<g<v—l(k+1)

X ﬁy—l(l)@. . '@g(ﬂy—l(k+1), ﬁy—l(k))@. . '@6V—I(p+q)
— (_1)(a—b—1)z’(_1)xy+b—a Z {-:ﬁ(lj_l) %

vEBat(q,p)
ks v 1(k)<q<v—1(k+1)

X By-11)@ - - @UBy-1(kys Bu=1(k+1))R - - OBy=1(p4q)
= —(=1)"V(Y, X).

(ii) Soient X = a®...®ay, Y = 51®...®0, et Z =1 ®...®7,. Posons
ap si 1<i<p
& = Bi—p si p+1<i<p+q
Yiep—q Si p+q+1<i<p+qg+r.

On revient & ¢9 en écrivant 'identité de Jacobi sous la forme :

(— 1)1 (((X,Y), Z) + (~1)V b (65(Y, 2), X) + (=1)°¥' 1 (£5(Z, X), V)
= (1) L)y (15(X,Y), Z) 4 (1)L (Y, Z), X)

+ (—1)0y(L5(Z, X), Y)}.
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En écrivant (—1)%#¢y (¢2(X,Y), Z), on trouve des termes de la forme :

(1) (=1)%e(p; e ® .- .. @0, B))Q- .. QLB WD - - - SEip g
(I2) : (=1)%e, (0, )i @ .. RUBj WD - .. @i, BR)D - . BEj 1y,
(I3) : (—1):6'255(;0,31)5 (i, B)D ... g, M)D -+ Dy i
(L) : (~1)%e(p; Nen®. .. @i, M) .. Do, B))® . .. REi, .,
(Is) : (=1)%e (0, ey @ L(U(ati, ), )D - - Dy

En écrivant (—1)¥*4y (¢5(Y, Z), X), on trouve des termes de la forme :

(I) s (1)¥e (p;))En @ . @UBs, )@ .. (B, WD - - - Dy g,
(I12) = (~=1)* e (p; )61 ® - RUBj )R - .. DB, i)D - .. BEj 1
(I3) : (=1)"e (p;)En @ .. QUBH D .- LW, i)D - .- Bty
(L) + (=1)"e (p;, )En @ Ry )@ ... RUBH MWD -+ By g
(I5) : (=1)"e (p;1 )€1 @ - - RUL(B), W), )@ - - By
En écrivant (—1)*¥4y (¢2(Z, X),Y’), on trouve des termes de la forme :

(I11): (=1)%e (p;; )o@ - - @i, B)@ . @11, k) D - - Dy,
(I1L): (=)%Y (p;, Jeu ® - .- (1, 0i)® ... @l vk, B))D ... ®Ei, .,
(I11L3): (=1)*e (p;;, )er @ .- @L(1, )@ .. QLW B})D -+ By
(Iy): (=1)7e (pr; Jeu @@Lk, B)R - - R, )R . ©Ety e,
(I115): (=1)%e (p) )1 @ - - DUk, i), B)D - By

On vérifie grace a la (b — a + 1)-antisymétrie de £ que :

(I) + (IL) = 0,(I2) + (I13) = 0,(I3) + (I11;) = 0,(I4) + (I1I3) = 0,
(II3) + (I11y) = 0,(I14) + (I1I3) = 0. Et grace a la relation de Jacobi
pour £ que : (Is) + (I1I5) + (I115) = 0.

(iii) On rappelle que D = d; + p; ou

di(n®...00,) = > ()2 m®... 9de)@ ... Sa,
1<i<n
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et

m(®. .. Q) = Z (—1)Zs<ia5061@---@M(Oéi,aiﬂ)@---@Oén-
1<i<n

Vérifions d’abord que 1 (65(X,Y)) = € (u1(X),Y)+(—=1)*"0, (X, u (V).
Soient X = a1®...Qap et Y = ap1@... @ptq-
D’une part, on développe u1(¢5(X,Y)), on trouve les types de termes
suivants :

() s ag-1)®- - 1 Qo-1(1), Ao=1(i41)) - - - L Q=1 (k) Ao=1(k41)) - - - B—1(psg)
ott 0 € Bat(p,q),i<k—1leto (k) <p<ol(k+1),
(I1): Q1)@ .. .6(&071(@, 04071(16_,_1)) .. .,u,<04071(i), a071(i+1)) B0 -1(p1q)
ot 0 € Bat(p,q),i >k+1leto (k) <p<ol(k+1),
(1) : g1 (1)@ - - A (g1 (k—1), L(Qg=1(k)s Qo1 (k41))) B - - - BOg—1(p1q)
ott o0 € Bat(p,q),1<k<p+q—1leto(k)<p<ol(k+1),
(IV) P01 (D - '@M(ﬁ(acr*l(k)v aafl(k:—&—l))? aafl(k—i—Q))@ - Q-1 (ptg)
ot 0 € Bat(p,q),1<k<p+q—-letol(k)<p<ol(k+1).
Parmi les termes de (I), on distingue quatre cas :
(1) Torsque {0~ (i), 0~ (i + 1)} < {1, ... p},
(I2) lorsque {o~'(i), 0" (i + 1)} C {p+ 1,...,p+a},
(I3) lorsque 0~ 1(i) <p <o~ 1(i + 1),

(Iy) lorsque o7 1(i + 1) < p < o 1(d).
Et de méme pour (I1). Il y a des simplifications entre les termes de
(I3) et (I4) et aussi entre les termes de (II3) et (I1y). Il ne reste que

(Il)’ (-[2)7 (I-ll) et (IIQ)
On sépare aussi les termes de type (I11) et (IV) en deux catégories.
On a donc :

(I1T) lorsque oYk —1) < o Yk) <p <o l(k+1),

(I113) lorsque oY (k) <p <o tk—1) <o Y(k+1),
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(IVy) lorsque oL (k) <o Y (k+2) <p <o l(k+1),

(IV) lorsque o L(k) <p <o l(k+1) <o 1(k+2).
Alors,
(X, Y)) = (L) + (I2) + (L) + (I2) + (IT1) + (I1L2) + (IV1) + (1V2).
D’autre part, dans le second membre, on a
G (X),Y) =
(_1)(a*b*1)(:ﬂ/+1) Z ga(gfl)(_l)zm%fl(s)(_1)(b*a+1)(zs<k%71<5>+1)X
i<k—1
o€Bat(p,q)
1<i<p

kg{i,i+1};07 1 (k)<p<o~1(k+1)
X Q-1 ... ,u(ozaq(i), a071(i+1)) R K(Ozg—l(k), aafl(k—l—l)) Q1 (ptg)-
On trouve les types de termes suivants :
(I):o-1)® - - - plag-13i), Ao-1(i11)) - - - U(Qo=1(k), Ao=1 (k1 1)) - - - BU—1(p1)}
o € Bat(p,q),i <k—1,0 ' (k) <p <o (k+1)et1 <o (i),0 1(i+1) < p,
(H’):aafl(l)@. . .g(aafl(k), 04071(,?_,_1)) .. .,u(aaq(i), 04071(“_1)) B0 (p1g)s
o € Bat(p,q),i > k+1,0 ' (k) <p <o (k+1)et1 <o (i), 0 (i+1) <p
et (III’):ao—l(l)@' - @g(p’(ao—l(k)a ao'—l(kJrl))v ao'—l(kJrQ))@ .- '@O‘a_l(erq);
o € Bat(p,q),1 <k<p+q—2eto (k) <o Y k+1)<p<o t(k+2).

Or, d’apres l'identité de Leibniz, on a
C((Q=1()s Ur=1(k11))s Qo1 (k) =

(_1)(bia+1)(aa_l(k)+1)u(aa—1(k)vE(O‘J_l(kz—i-l)? aa—l(k+2)))

+ (_1)b7a+1+060—1(k+1)040—1(k+2)Iul(g(ao_il(k)? O‘afl(k—f—Q))a aafl(k+1))7
on sépare, alors, (III") en (III’;) + (III",).

Donc, 45(p1(X),Y) = (I')+(I0)+(IIT’, ) + (IIT,).
De méme, on trouve que
(=17 (X, pa (V) = (1) +(I17)+(IT1", ) + (TIT7,).

On vérifie, enfin, que (I;) = (I'), ({[) = ("), ({11;) = (IIT"y), (V1) =
(IIT,), (I2) = (I7), (I12) = (II"), (IVa) = (III")) et (I113) = (III",).
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De méme, on vérifie que

Dy (65(X,Y)) = € (D1(X),Y) + (=1)" 65, (X, D1 (Y)) .

4.4. La L., algébre ST (H[a — b))

Dans le paragraphe précédent, on a montré que ('H[a —b—1], 4, D) est

une algebre de Lie différentielle graduée. On considére I'espace H[a — b
muni de la graduation

dg"(X)=dg'(X) —1=dg(X) —a+b:=2", pour tout X € H[a — b].

On voudrait construire la cogébre cocommutative coassociative (S (H[a—
b)), A), ou ST(Hla — b)) = B,,>1 S"(H[a — b]) et A est son coproduit qui
est de degré 0 et défini par :

VXi... X, € S™(H]a — b)),

zf . x)
AX X)) = Y (T ) X @ X
IUJ={1,..n}
#I1,#J>0

Le crochet ¢4, était antisymétrique de degré 0 sur H[a —b—1]. Comme 1’on
veut une codérivation de degré 1 pour A, on pose /4(X,Y) = (=1)*"5(X,Y)
qui est une application symétrique sur H[a — b] de degré 1. On a

Proposition 4.3. Pour tout X, Y, Z € Hla— 1], on a :

(i) (X, V) = (1) e5(v, X),
(if) (-1 G(5(X,Y), Z) + ()Y G (5(Y, 2), X)

+ (=1 5052, X),Y) =0,
(iii) D(5(X,Y)) = —5(D(X),Y) + (=)' 15(X, D(Y)).

Démonstration.
(i) On a

(5(X,Y)

1"

(D)™ (X,Y) = (1) ()" (Y, X)
_ (_1)$//+(Z,//+1)(y//+1)+1(_1)y//£,2/(y’ X)

101

(=1)" Y 5(Y, X).
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(ii) On a
(—D)" (05X, Y), Z) + (~1)V " 65 (65(Y, 2), X)
+ (-0 (15(2,X),Y) =
(~1)" )T (6B(X,Y), Z) + (- 1)V ((6(Y, 2), X)

+ ()Y (6(2,X),Y)) =0.

(iii) On a
"' D(f(X,Y))

D(5(X,Y)) = (1)

(=1 (,(D(X),Y) + (=1)"'t, (X, D(Y)))
" (
(

x//

(=115 (D(X),Y) + (=1)"+*" 65 (X, D(Y)))
D(X),Y) + (-1 65(X, D(Y)),
O

On prolonge ¢5 & ST (H[a—1b]) de fagon unique comme une codérivation
" de A de degré 1 en posant :
(X X)) =) € (zgz;fx;?'f.fj...xg> (X, X5). X1 15 ... Xy
1<j
En utilisant I'identité de Jacobi, on peut vérifier que £ o ¢ = 0.
On prolonge, aussi, la différentielle D & ST (H[a — b]) comme I'unique
codérivation m de A toujours de degré 1 en posant :

n

"
2 x/xdxy
=1

Elle vérifie m om = 0.
Sionpose Q1 =D, Qa =14, Qi =0,si k> 3et

QX1 X = Y (") Qu(Xn) Xy,
Alors, Q = m + " et vérifie Q> =0 et (Q®id+id® Q) oA = Ao Q.

Donc, le complexe (St (H[a —b]), A, Q) est une cogébre cocommuative
coassociative et codifférentielle, alors, c’est une Lo, algebre.
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4.5. La C,, algébre S*(H[a — b))

L’espace (H,d, D) étant une cogebre de Lie codifférentielle, on définit
un cocrochet §” de degré a — b sur H[a — b] par :

(X)) = Y () (U @V 4 ()Y QU
UQv=Xx
U, V#0D

On prolonge 6" & ST (H[a — b]) par :

1! z!..x! _b 1" "
) (Xl . Xn) = g B (m’}x”x?’ § (_1)(CL )(5E1+us) <
1<s<n Ty @Ve=Xs

TuJ={1,...,n}\{s} Us,Vs#0

x (XI.US Q) Ve Xy + (—1)uvtabiix, v Q) US.XJ) .

Alors, 6" est un cocrochet sur S*(H[a — b]) de degré a — b. En notant 7"
la volte dans S (H[a — b]), §" vérifie :

Proposition 4.4. i) 700" = —(—1)27%6" : §" est (a—b)-coantisymétrique,
ii) (id® + iy o rfy + 78y 0 7h) 0 (8" @ id) 0 " = 0 : identité de co.Jacobi,
iii) (id@A)od" = (0" ®id)o A+ 750 (id®§") o A : identité de coLeibniz.
Démonstration. (i) On a

o d(X1...X,) =

7 ..y (a=b) (a7 +ul)
D> 5(x{;m;/xy > (=1 TTX

1<s<n Us®@Vs=Xs
TuJ={1,...,n}\{s} Us,Vs#0

(@ Ve + (15,1, @ )

z! ...z _ "o
= E 13 (x’}z”a;}’) E (_1)((1 b)(IJ+uS)X
JTs I
1<s<n Us®@Vs=Xs

1UJ={1,..;n}\{s} Us,Vs#£0
1" 1" 1 1"
< [(-)EE Y, X @ XU,
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_ (_1)afb+1[ Z e (;nggz%) Z (_1)(afb)(m’l’+ug’) %

1<s<n Us@Vs=Xs
TuJ={1,...,n}\{s} Us,Vs#0

X (X1.Us @ Vo Xy + (— 1)t Y, VR UL X ) |
= (=1)* P (Xy .. Xn).

(ii) On calcule (8" ® id) 0 " (X7 ... X,), on trouve des termes produit
et produit tensoriel de facteurs X7, X;, X, Us, Vs, U, Vi pour ITUJ UK U
{s,t} = {1,...,n}, s #t, Xy = U@V et Xy = UQV; et des termes
produit et produit tensoriel de facteurs X7, X s, Xk, Us, Vs, W pour I U
JUKU{s}={1,...,n} et Xg =U;QV,QWj.
Pour retrouver les termes du premier type, on part de X;Q X;Q Xk et
on ajoute les Uy, Vi, Uy, V; en suivant le tableau :

U@ ViU QVs, ViQULUQVs, Ui QVi.VaQ@Us, ViQU:.VsQ Us,
UsUiQViQVs, Us.ViQUQ Vs, Vo.Ui QViQUs, ViV QU Q Us,
UsQUi Q V. Vi, UsQViQVsUs, ViQU QUs.Vy, Vi@V QUs.Us.

Pour retrouver les termes du deuxiéme type, on part de X; Q@ X;Q X
et on ajoute les Us, Vs, W, en suivant le tableau :

U, QV.QW,, V.QU.QW,, V.QW.QU;, W,RV:RU..

Par exemple, le premier élément U; Q V;.Us @ Vi du tableau correspond
au terme

(1) : Xp.U Q) Vi XU Q) Ve Xk

Pour s < t, ce terme apparait deux fois dans (id®3 + 7150 Th3 + 7550 T{’Q) o
(8" @id) o 8"(X ... Xn) :

1) Une fois dans id®3 o (6" ®id) 0 6" (X1 ... X,,) avec le signe £; obtenu
ainsi :
- On part de X7 ... X,, on le rameéne en X;.X;.X ;. X;. Xk avec le signe

1%n

17 1"
E( 1 1 1" 1 1 )‘
@y ozl xy x
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- On applique ¢ sur X;.X;.X 7. X5. X et précisément lorsqu’on coupe
X, il apparait le terme X7.X;. X ;.Us @ V. Xk une seule fois avec le signe
(_1)(a—b)(9&}'+x§’+mf}+u'§’)€ ( . /33/1/~;;~”3%// , )
xf xyf 2 af
- Ensuite, on applique (6" ® id) sur X;.X:.X;.Us @ V5. X ¢ et précisé-

ment on coupe Xy, on obtient le terme X;.U @ V;.X;7.Us Q V5. X une
seule fois avec le signe

_ 1\(a=b)(z] +z}/ +z"}+ul) z..x], 1y (a—=b) (@ +ul')
( 1) ree € o = 2 af aff ( 1) ot

1" 1 1"

_ 1 1 1 . ;E”...m”
_ (_1)(a b)(z'7+vy +uf +a b)&. (36” . 1x” ; . ) =¢.
1% Ty Es T

2) Le terme (1) apparait une autre fois dans 715 o 745 o (6" ® id) o
8" (X;...X,) avec le signe ] :

- On part de X7 ... X, on le raméne en X ;. X;. Xg.X;. X7 avec le signe
. .l
z) a2z 2 )

- On applique ¢” sur X ;.X,. Xg.X;. X7 et plus précisément, lorsqu’on
coupe Xy, alors, le terme X ;. X,. Xg.V; ® Uy X apparait une seule fois
avec le signe

_ \(a=b)(&j+a+al+uy) (1 \ui v a—b+1 zy..af
( 1) ° ( 1) € z'p xf 2l =) ol
qui s’écrit encore V;. X 7. X;. X @ X1.U; accompagné du signe
1"

(_ 1 ) (a—=b)(z'}+xy +a) +u)+uiv) +a—b+1+u) o +v) (a7 +al+a’] < o ...z )

1 1 1 1 1
O o

- Ensuite, on applique (6" ® id) sur V;.X ;. Xs. X @ X;.Uy et précisément
on coupe X, on obtient une seule fois le terme V;. X ;.Us Q V. Xk @ X1.Uy
avec le signe

(_ 1) (a—=b)(z'}+xl +al +u) ) +ui/v) +a—b+1+u) o +vf (7 +x+z')) (_ 1) (a=b)(vy +x']+uy)

1 "
1Ty
X 6 < 1! 1" 17 " //)
Ty Tg Ty Ty Ty

"o 7 1", 1ol g o 1 () 1" " 44
— (_1)(a—b)(azt +all ol )tuf v Fa—b+14uy o +o) (o +a —|—zJ)8 ( , ,:ftl Hmn L )
Ty Ts T Ty T
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- Puis, on applique 11, o 745, le terme (1) = X;.U; Q@ Vi. X ;.Us Q V5. X
apparait avec le signe

_ "o " ol 1l 4 o 1T (o] 1"y ...zl
(_1>(a b) (zy +a'f vl ) +ui vy +a b+1(_1)utx1+vt (2 +a 4] 6( , gredn //)
J Ts T Ty Ty
(1)@ ol )+l
11 1"
(_1)(a—b)(m{}—l—vg/—l—u/s/—l—a—b)—&—ls ( Ty---Ty )

- R
= —€1.
Finalement, ces deux termes se simplifient.
Un calcul pénible montre, de méme, que tous les termes du tableau se
simplifient dans (id®3 + 715 0 Ths + Th3 © 7'{’2) 0 (6" ®id)od"(X1...Xy,).
(iii) D’une part, on a
(id® A)od"(X1...X,) =
x! .z —b) (2" +u”
Z < (xixg'z%> Z (_1)(a Jrhs)
1<s<n Us®@Vs=Xs
TuJ={1,..., ni\{s} Us,Vs#0

//’UH

x (id® A) [ X1.U, Q@ Ve Xy + (—1) 50X, Y, QUL X |

1"

= Ye(h) X (pevern

1<s<n Us@Vs=Xs KUL=J
TuJ={1,....n}\{s} Us,Vs#0
U”x” ,U//x//
{5 (g@g‘ig) X1.Us @ Xk @QVa- X + (vg;gi';() X1.Us @ Ve X1 Q) X

1.1

+ (_1)u;/v;/+afb+]<€ (m”uij’:’J” ) X;.V, ®XK ® Us. X7,

KUsT],
+e (il ) XV @uex, @ X

K

=)+ {II)+ (III)+ (IV).

D’autre part, on a

11 1"
(idod") o AX ... X)) = > &) (ided")(Xk R X))
KuJ={1,..n} K
K,J#0
1" 1" 17 " 1" "
= 3 e () (e e (L) S (—ne D)
KuJ={1,...n} KT seJ roetL UsQVs=Xs
K,J#0 TUL=J\{s} Us,Vs#0

x [ Xi Q@ Xr.Us @ Vo Xp + (—1)" 01 X0 (R X1V, R Us X |
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Alors, en appliquant 775, on obtient

o (id®6") o A(Xy ... X,) =

1" s

z! ...z —b)2” o Y,
Z g ( xl// x//n) (_1)(a )fEKE (I// ;/(/m}{w,,> Z (_1)((1 )(x1+us)
K=J KT7TsTp,
1<s<n Us®Vs=Xs
TUKUL={1,....n}\{s} Us Vs
K#0

X[ (1) XU () Xk Q) Vi X
(=1 ) XV Q) Xk Q) Us X
= (1) +(2)

De plus, on a

1 12
(0" @id)o AXy .. Xa) = > (i) (0" @id) (X, Q) Xk)
KuJ={1,...n} TUK
K,J#0
1" 11 17
= > () Xe(uphy) 2 (Ve
KuJ={1,...n} s€J Us®Vs=Xs
K,J#0 TuL=J\{s} Us,Vs#£0

X [ X170, @ Ve X1 @ Xic + (~1)" XV Q) U X1 (R X

— Tyt SRS _1)(a=b) (@ +ul)
- € e 3 I ( ) X
JYK ITsTLlK
1<s<n Us®@Vs=Xs

IUKULZ{I,...,TL}\{S} Us,Vs#0
K#0

X [ X010, @ Ve X Q) Xie + (—1)" 4= X, V, R U X1 (R X
= (3) + (4).

En examinant les monémes de type (I),(I1),(I1I) ou (IV) du premier
membre, on constate qu’ils apparaissent chaque fois dans un des types bien
déterminé du second membre et chacun apparait une fois et une seule. Il
suffit, alors, de vérifier I’égalité des signes. Par exemple : dans (1), le terme
X1.Us @ X @ Vs. X1, apparailt avec le signe

(71)(zz—b)(z’1’—i-u/s/)6 ( f’l’../.lﬂc%”) c ( vgiﬁlJl . )
x xL

1"
zy Tg x'] The Vg

_ 1 (a=b) (=" +u) ay..xy zyufvialy
— (_ ) E 11 1" 1" 6 III 1.1 .

" 1
Tusxh vl x
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Or
(xl x”. :L‘”) . (:cl wlvll. xﬁ) (_1)(“_’7)2555 wé’(_l)(a—b)ZDs ac;’.

.z
1", =

1
CCII IJ IIU’U CEJ

Le signe total de (I) est :

_ 1"y 1 (a—b) Z i<s 37;/ (a—b) Ei>s $;/ ol xl
(_1)(‘1 b)(x1+us)(_1) i€ KUL (_1) iel ‘g (;/;/1 u’qfx;v;’m;ﬁ)
= (D) (D) D e (R )

1‘1 u Z‘K’U ZL'L

Dans (1), le terme X1.Us @ Xx @ V5. X, apparait avec le signe

1

(,1)(a—b)x}’((71)(a—b)(x}’+u/s/)5 ( . xl T /) (71)30}/((27}/4-%')

xK .’EI CE xL
" // m//

_ ” 1" gl x UG Vg
_ (_1)(a b) (! +alf +ull)+alf (zf +u )5( ‘] m”u// U;/ an/) «

K“I"s
—b 1<s Y b 1>s Y
% (_1)(a ) 2isp (—1 )a V2 g, %

(—1) (@ ()i (Bt ) ()t Do

I‘KCEI’LL v, I‘L

1l ol 7

( 1)((1 b)u SE( :z:l ol .l )(_1)(a—b)zi<sxi )

1,11 awmii 1"
qu mK'U xL

Alors, on a (I) = (1).
De méme, on vérifie que (IT) = (3), (II1) = (2) et (IV) = (4). O

On a prouvé que (St (H[a — b]),d”) est une cogebre de Lie. Montrons
qu'avec Q = m + £”, elle est codifférentielle. Revenons, donc, aux opéra-
teurs m et ¢’ définis sur ST (H[a — b)) par :

1" 1

n
m(Xi...X,) =) € <w’”1f“x) D(X).X1...0... X,

et
(X X)) = e (x - ) O(Xi, X). X1 . i) Xy,

= @y . ij..xy
Proposition 4.5. m et " sont des codérivations de §" de degré 1, ils

vérifient :
(i) (m®id+id®m)od" = (—=1)272" om.
(ii) (" ®@id+id®0") 06" = (—=1)2726" o ",

131



W. ALOULOU

Démonstration. (i) D’une part, on a

n
5" om(X; .. —5”[2 z<sxiX1...D(Xs)...Xn]
s=1
_ ] b) (z!! +ul of..xy...D(zs)" ..y
= Z:S (— ) i<s [ 1)(a (= Ut)E( u}C,I, xti’ D) o )X
Ui@Vi=X4

TUJ={1,...n}\{s,t}
4 (_1)(afb)(w}’+u;’+x;’+1)5 (a:’l’ all.D(zs)". ,,xg)

zf D(xs)" x ']
x (X1.D(Xo). Uy @ Vi Xy + (=)= X, D(X). Ve QUi X )|
@l Ty (a—b) (@ +ul! D(zs) ..z} ..x]
i ; (_1)ZZ<S [( 1)( N 1)5( I}' z) D(xs)" o) ) x

U@Vi=X¢
TuJ={1,....,n}\{s,t}

x (X1.U @ Vi-D(X,) Xy + (—1)" 41XV R U D(X,) X,

_\(a=b) (@ +ul +a!'+1) [ 2]..D(zs)" i 2
(DEE e\ ey Dlawy aff ") X

x (X1.D(X,). Uy @ Vi Xy + (—1)" e X, D(X). Ve QUi X )|

) 1 " D( s)”--- ,ri _ 7 7
b (R (D) [(ny e
1<s<n
Us@‘/s:Xs

IuJ={1,....,n}\{s}

x (X7.D(U.) @ Va. X + (- ) Dbt v (R D(U,) X, )
T (- 1)(a b) (&} +u)+us (XI U, ®D ). X7
+ (_1)(U;,+1)u;/+a_b+1X[.D(Vvs) ® USXJ>}

=M+@+B)+@+6)+(6)+ (1) +(®),
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oit

(1) = =(Xr.U: @ Vi-D(X,). Xy + (- 1)“2’v2’+a—b+1XI.W®Ut.D( X,)
(2) = +(X7.D(X,).U; ® Vi Xy + (—1)4 0+ X D(X).V R U XJ)
(3) = =(Xr.U: @ Vi-D(X,). Xy + (- 1)ui’v2’+a—”+1XI.Vt®Ut.D X,)
(4):i<X1D Ut®Vt Xy + (—1)wvi+a-btl ) D(X V}@Ut XJ)
(5) = £X1.D(Us) Q) V. X, (6) iX;V(X)D ).XJ,

(7) = +X1. U Q@ D(Vi). Xy, (8)=+X;.D(Vy) QUs.X.

D’autre part, on a
(m®id)od"(Xy...X,) =
Z c (‘T;}/ 9;// ;le mf”) (_1)(a—b)($1+m +ut)( 1)1 x

s t J
t<s
UQVi=X1

TuJ={1,...,n}\{s,t}

x (X1.D(X,).Uy @ Vi Xy + (—1)" =X D(X) .V Q Un X,y
i Z 6(:1:1//36// x/,; ;/l; )(_1)(a—b)($}’+x’5’+u;’ (_1)x’1’><

] = x 2]
t>s
Ui@Vi=X¢
TuJ={1,...,n}\{s,t}
1",

x (X1.D(X,). Uy @ Vi Xy + (—1)" 41X D(X) Vi Q Un X, )

f’{ —b) (2" 7
X () (e X D) @ Ve Xy
1<s<n
Us@‘/s:Xs

TuJ={1,...,n}\{s}
+ Z (am” J»‘” 3,0, ) (_1)(afb)(m}/+u;’)+x}'+ufs/vg/+a7b+lXI.D(V:S) ® US.XJ

xf xf ]
1<s<n
Us@Vs=

IUJ:{l,,..,n}\{s}
= (I1) + (I2) + (I3) + (14)
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et
(id@m)od"(X1...X,) =

!L‘ CE”....’E;’...x% _ 1 1 " "
3 5( e )(_1)(a D] +u) (1) Hui o]

zf x) x x']
t<s
Ui @Vi=X1
TUJ={1,....n}\{s,t}

x (Xr.Ur @ Vi-D(X,). Xy + (—1)" =X, v Q) U D(X,) X )
1,/1/. :B ‘Zt £E” _1 (a—b)(l‘/l+u//) _1 Q?”-I—u”-i"l}//
Y (T ) (el (e

zf ) o x
t>s
Ui @Vi=X1
IUJ={1,....n}\{s,t}

x (X1.Ur @ Vi-D(X,). Xy + (—1)" 41X,V Q) U D(X,). X )

1"

//... /9/ n —b " 1 1 /{
+ Z € (”27 i/s/ ;fJ/ ) (_1)(a )(m1+us)(_1)z1+ub X;.U, ®D(VS).XJ
1<s<n
Us®Vs:XS

10J={1,...n}\{s}
1 Z (x1” x// 3/3/ )(_1)(0,—12)( Ul )l ol ull v ”+a_b+1XI,VS®D(US),XJ

1<s<n
Us@‘/s:xs
IuJ={1,...n}\{s}

= (IIl) + (IIQ) -+ (113) + (114).

On vérifie que les termes (1),...,(8) de §" om(X; ... X,,) apparaissent
aussi dans (m ® id +id ®@ m) o 6”(X1 ... X,,) & un signe (—1)%? prés.

Par exemple, le terme de (1)
X1.U Q) Vi.D(Xs). Xy + (—1)"V o= x, v, Q Up.D(X). X s
apparait dans 6" om(Xj..... X,,) avec le signe

g1 = (—1)Zl<s -'E;/(_l)(afb)(mlll+u;/)€ (x’l’:c;/D(xs)//x;{> ‘

= ) D(xs)" z')

z ..zl ..D(xs)" ..zl ol ZKS ! ZDS o
Or e ( ‘11// xt// D(x:)" 1./,") —¢ ( 1 ¢l //n> (_1) iss (_1) i>s
1T #

)
zf xf xf 2]

alors,
7 ” ”... /1 " 7
ey = (—1)le 0T (ml I z") (—1)*rtee,

"o 0
I %t s Tg
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Le méme terme apparait dans (id @ m) o §" (X7 ... X,), et précisément
dans (1), avec le signe

" 1" " 1
Tpeely ooeligeeniy (a—b)(z"/+ul) /! +ul 4ol a—b
E( zf ) xf 2] )(_1) L (_1) et = (_1) €1.

Alors, on trouve que (1) = (1)@= (I1;).
De méme, on démontre que (2) = (—1)©@=0)(1}),(3) = (=1)@=(I1y),

(4) = (=)@ (Iy), (5) = (-1)( @) (I3), (6) = (—1)(*~V)(I1y),
(7) = (=1)(@=9(113) et (8) = (—1)(@=¥(1y).

(ii) On a

Vol'(Xy. X =0"[ Y e (13,1 l,“;) (X, X;)- Xxc|.

Dans ¢§” o ¢"(X; ... X,,) apparait des termes de la forme

(1) : 05( X4, X;5). X .Us Q) Ve X1, (2) : £5(Xi, X;) Xk Ve Q) Us. X1,
(3) : X .Us @ Vily (X4, X;5). X1, (4) : X Vs @ Us by (X, Xj). X1,

pour K ULU{i,j, s} ={1,...,n}, i <jet Xs=UsQVs.
Et d’autres termes dans le cas ot on coupe #5(X;, X;) par 6" de la forme

(5) : Xi.Us; Q) Vij. X1, (6): Xic.Vij Q) Uij XL,

pour KULU{i,j} ={1,...,n}, i <jet 05(X;, X;) = U;;QV;j.
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De plus, en écrivant le premier membre de (ii), on a d’une part,

(0" ®id)od"(Xy...X,) =

1" 1
: : : : : xl"‘xn (a_b)(x//+x//+x// +u//)
8(:62’ o i af x/L/>(_1) T TTRE T
S

s Us®V.
1'<‘7KUL {1,..., n}i\{i,5,s} Us VSS#@

('@ id) (X X;. X . Us Q) V. X 1+(—

..z (a—b)(z!' +a"
— E E E 1 %Tn a—b)(x; +x +af+ul)
€ <x;’ :1:;.’ xf @ :J:’L’> ( ) =
S

s U, V.
<TG L={1,. P\ {ids} Z‘X’V‘Zﬂ

(5(Xi, X;). X .U, ®1@.XL+(—1)“’5’”?+“—’?+1£;! (X3, X)) Xk Ve Q@ Us. X1)
D S ED S % TR CUE S

1<j UJ®V7 X
KuL={1,..., ni\{i,7} U V 7&0

X (XKEIQ/(X“UJ ®Vj.XL—|—(_1)U” ! fa— b+1X K” Xz,Vj ®U XL
D YD Vi 7 PR e i e

i<j U;®V;=X;
KuL={1,..., ni\{i,5} U;,V; #0

X (Xrl5(X5,U3) Q Vi Xp + (=)W oM x e 00(X5, Vi) Q Ui X 1)
= (I1) + (I2) + (I3) + (11) + (I5) + (L6)-

1)uglvgl+a_b+b(i,Xj.XK-‘/; ® US'XL)

Et d’autre part, on a

(id® ") 0 8"(Xy ... Xy) =

x//.”m// 7"
1Tn _1\(a=b)(z+ul)
S r Y (gt oy x
— vl
T R UL—{1,. )\ {ids} e vt

(id @0") (X . Us @V X1 Xj. X pAH(—1)" 05 0 X0 V, Q Uy X X X 1)
= Z Z 3 (xll ;/U/lllm//ﬁ/i” :L'”) ( )(a, b)(xK+ul/)+$/I,<+u”+v
i<j Us@Vsmxs N 00T TE
S Us,Vs#0D
KuL={1,...,n}\{%,7,s}
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(Xre-Us QVily (X, X;). XA (—1)" 0 TP X1V, R Ui by (X5, X)X 1)

x . V(! ")
+ > 5(1-';{ o o a:L) (1) oDt o
i<j U, @V=X;
KUL={1,n\{6:3} 0,V 20

()X g Ui R (Vi, Xi). X p+(— 1) +a=bH 140X ViR (U, X)X 1)

z]..w (a_b)($// +u//)+xu
LD YD D O PR e VL L
i<j U;0V=X; J
KuL={1,..., ni\{i,5} Ug ijﬁ@

(—1)" X5 U; R (V3. X)X p (= 1) 5 T X0 VR (U, X)X 1)
={UNh)+ (ILy)+ (II3)+ (I1y) + (II5) + (I 1p).

Examinons les termes de §” o £ (X7 ... X,,) et cherchons les termes cor-

respondants dans le premier membre.
- Dans 6" o 0"(X; ... X,,), le terme (1) : 05(X;, X;). Xk.Us @ V5. X1, ap-
parailt avec le signe

) i)
Z‘ X . me ZUL

£ = (_1)(a—b)(ac;’—l—x;’—&-l—i—x}’(—&-u’s’)g ( x..xy ) )

11 correspond au terme (I1) de (¢ ®id) o §"(X;..... X,,) qui apparait
avec le signe

z! ...zl _ ) ” _
J

voal ol xlf
- Dans 0" o 0"(X; ... X,,), le terme (2) : 05(X;, X;). Xk.Vs Q Us. X1, ap-
parailt avec le signe

B) (2! 7w " x T 10,11 _
9 :( 1)(@ ) (@ +@f +1+af +ul) (x xgl/z}l(x/%%) (_1)usvs+a b+1

Il correspond au terme (I3) de (¢’ ® id) o §"(X;...X,,) qui apparait
avec le signe

m x// 1 " 1 o0 _ —
e (x o 1xK i :c’]:) ( 1)((1 b) () +o +@f +u )( )usvs +a—b+1 _ (_1)a b€2'
J

- Dans 6" o 0"(X; ... X,,), le terme (3) : Xg.Us Q Vs.05(X;, X;). X1, ap-
parailt avec le signe

o a—b)(z" +u ! ! cc’l’w’ri
€3 = (_1)( @ )( ) s TKe z alf x;’x’L’ :
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11 correspond au terme (I17) de (id ® £") 0 §"(X; ... X,,) qui apparait
avec le signe
.l —o) (24 0o o b
i <mK o 2l ol u> O G
- Dans §" o 0"(X1 ... Xy), le terme (4) : Xg.Vo Q@ Us.l5(Xs, X;). X1, ap-
parait avec le signe
eq = (—1)(* D) (1) P e ( , e ) (—1yuerasbil,

"
Ty wg @ alal

11 correspond au terme (I13) de (id ® ") o §" (X1 ... X,,) qui apparait
avec le signe

1" 1" 1
K TSz x ap

. ( , zy ..l //) (_1)(a—b)(17'}'(+u’s/)+a:’1’(+u's'+v;’+u;/vg’+a—b+1 _ (_1)a—b64'
x

Le cas ou on coupe £5(X;, X;) par 0" correspond aux termes (5) et (6)
de ¢§" o E”(Xl .. Xn) R (13), (14), (15), (Iﬁ) de (K” ® Zd) o (SH(Xl .. Xn> et
(113), (II4), (115), (II@) de (Zd &® E”) o (5”(X1 .. Xn)

On pourra voir ce cas comme si on a uniquement deux paquets X et Y.
Il suffit de montrer que :

(=1)*7 0" 0 15(X,Y) = (ty ®@id +id @ 15) 0 §"(X,Y) : (4.2)
Mais, le crochet et le cocrochet ¢4 et §” étaient £ et ¢ sur H. Ils vérifient
une relation de compatibilité donnée par :

Soly = ((£2®id)o(7230(5®id)+id®5)+(id®£2)o(5®id+7120(id®5)))~

En décalant H par a — b et en écrivant £ et 6" sur ST (H[a — b]), la
symétrisation de la relation précédente donne (4.2). Ceci acheve la dé-
monstration. U

La proposition précédente nous montre que QQ = £’ + m est une codé-
rivation de ST (H[a — b]) pour 6" de degré 1.
Alors, le complexe (ST (H[a — b]),6”, Q) est une cogebre de Lie codifféren-
tielle graduée, donc, c’est aussi une Cy, algebre.

Enfin, le cocrochet ¢§” et le coproduit A vérifient I’identité de coLeibniz :

(id® A)od" = (6" ®@id) o A+ 150 (id ® §") o A.
Alors, (S + (H[a — b]) AN Q) est une bicogebre codifférentielle graduée.
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Définition 4.6.
- Une (a,b)-algebre a homotopie pres sur un espace vectoriel gradué V'
est définie par la donnée d’une codifférentielle (), de degré 1 et de carré

nul sur la bicogebre (S <(®+V[a +1])[a - b]> JA,6").

- Soit A est une (a, b)-algebre différentielle. Alors, la bicogebre colibre
et codifférentielle

(Uaty-as ) =57 (@ Al=a+ 1)la— 1)) .A,8".@ = ¢+ m)
est la (a, b)-algebre & homotopie pres enveloppante de A.

Remarque 4.7.

- Dans le cas ot a = 0, b = —1 et A est une algebre de Gerstenha-
ber différentielle, on retrouve l'algebre de Gerstenhaber & homotopie pres
enveloppante de A :

(S+ ((@+A[1]) [1]) AN Q=1+ m) .

- Dans le cas o @ = b = 0 et A est une algebre de Poisson différentielle
grduée, on retrouve le complexe de ’algebre de Poisson a homotopie pres
enveloppante de A :

(S+ <@+A[1]) A Q="+ m) :

On conclut que notre construction généralise celle des algebres de Gers-
tenhaber et de Poisson a homotopie pres.

5. Les (n + 1)-algebres

Soit (A,.,[ , ]) une (a,b)-algebre. Par définition, (A[—al,.) est une
algebre commutative et associative graduée et (A[—b], [, |) est une algebre
de Lie graduée telles que la multiplication . et le crochet [, | vérifient
I'identité de Leibniz graduée :

Va,8,7 € A, o8] = [a, Bl + (=D IPFIIHD 5 o, 5.
* Sur A[—a], on considere le degré :

deg(@) = |af + a,
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Il est clair, alors, que

a.f = (1) 0D 5.0, o (By) = (@) et deg(.) =0.

Si on pose B = A[—a], (B,.) est une algebre associative, commutative et
deg-graduée.
* Sur A[—b], on consideére le degré :

degré(a) = |a| + b,

Il est clair, aussi, que

[, 8] = —(—1)%eoréte)dearéB g o] degré([ , ]) =0

ot (_1)degré(a)degré('y)[[a, ,6],")/] + (_1)deg7“é(ﬂ)degré(a) Hﬂ7,y], Oé]

+ (_1)degré('y)deg7‘é(ﬁ) [['Y, Oé],,g] —0.
On a ici procédé a un décalage de graduation. En fait, on a : A[—b] =

(A[—a])[a — b] = Bla — b]. Alors sur B, le crochet devient de degré b — a
(deg([ , )=b— a). De plus, on sait que 'espace Bla — b] = A[—b] muni

du crochet [, | est une algebre de Lie graduée telle que
o, 8] = [a, By + (~ 1)o@ dested =) g o o)

On en déduit que (B, ol ]) est une (0,b — a)-algebre.

Alors, via le morphisme A — A[—a], toute (a, b)-algebre est isomorphe
a une (0,b — a)-algebre. Et vu les résultas démontrés dans la quatrieme
section, on pourra méme dire :

Proposition 5.1. Toute (a,b)-algébre a homotopie prés est isomorphe a
une (0,b — a)-algébre a4 homotopie prés.

Les (0,n)-algebres, aussi appelées les (n + 1)-algebres, sont en fait des
algebres sur ’homologie de 'opérade des petits disques de dimension n+1.
Ces structures ont été développées dans les années 70 par des topologues
algebristes [20], [21], [6], [9] pour étudier le type d’homotopie des espaces
de lacets (n+1)-itérés Q"F1(X), n > 0 : espace des applications continues
entre les espaces topologiques pointés (S™*1, point de base) et (X, ).

La complexité de la structure des espaces de lacets itérés a conduit a
I'introduction de la théorie des opérades qui maintenant intervient dans
différents domaines. Au lieu de déduire un type d’algébre par ses géné-
rateurs (les opérations) et ses relations (les identités fondamentales), on
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se donne toutes les opérations que ’on peut faire sur un nombre fini de
variables et toutes les relations entre ces opérations : c’est a dire, on dé-
finit une opérade. Le principal intérét en physique mathématique est de
pouvoir étudier les structures & homotopie pres Ao, Coo, Loo, Goos Poo - - -

L’opérade D, 41 des petits disques de dimension n 4 1 est une collec-
tion d’espaces de configuration de n + 1 petits disques disjoints a 'inté-
rieur du disque unité du plan avec le choix d’un point de base tel que
Dy+1(1) = point (voir [6], [21]). Cette opérade est assez intéressante dans
les langages homotopiques. Par ailleur, les topologues utilisent un modele
légerement différent, c’est celui de 'opérade des petits cubes. Cette opé-
rade ne differe pas de celle des petits disques puisque le disque et le cube
sont homotopiquement équivalents. Dans la suite, on utilisera 'opérade
des petits disques.

Cohen [9] observe que l'opérade des petits disques de dimension n + 1
agit sur Pespace des lacets (n + 1)-fois itérés. Il montre que I’homologie
H, (Q"H(X[—n —1)), K) de 'opérade des petits disques de dimension n+
1, n > 1, sur un corps K de caractéristique 0 est une opérade différentielle
graduée pour la différentielle nulle. Il démontre qu’il existe un morphisme
naturel A\, : H,X®H,X — H, 44, X respectant la structure des espaces
définis sur 'opérade des petits disques de dimension n + 1. Ce morphisme
vérifie en particulier :

(D) An(z,y) = (—1)PeriHnerary () 2) Vo € H,X ety e HyX.
(1) (—1) PN (2, A (y, ) + (=D (N (2, 2))
+ (=)@ A (2, ) =0, Vo € HyX,y € HyX et z € H,X.

Le morphisme ), est 'analogue d’un crochet de degré n d’une algebre de
Lie graduée.
Une (n+1)-algebre est alors une algebre sur ’homologie de 'opérade des

petits disques de dimension n + 1, c’est & dire, une H, <Dn+1, K) -algebre
(voir [10]).

Aurement dit,
Proposition 5.2. ([16]) Une (n + 1)-algébre ou une algébre sur I’homo-
logie des petits disques H, (DnH,K) est :

(1) une algébre associative différentielle graduée sin = 0.
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(2) une algébre de Gerstenhaber différentielle graduée munie d’un produit

de degré 0 et d’un crochet de Lie de degré —n, si n est pair et n > 2.

(3) une algébre de Poisson différentielle graduée munie d’un produit de

degré 0 et d’un crochet de Lie de degré —n, si n est impair et n > 1.
Dans (2) et (3), le crochet de Lie et le produit vérifient lidentité de

Leibniz graduée.

Comme cas particuliers, 'opérade Ass décrivant les algébres associa-
tives est équivalent a I’homologie de 'opérade Dy des petits disques de
dimension 1. Donc, une algébre associative est une 1-algebre.

Aussi, 'opérade Gers décrivant les algébres de Gerstenhaber est équi-
valent a I’homologie de 'opérade Dy des petits disques de dimension 2.
Donc, une algebre de Gerstenhaber est une 2-algebre.

Corollaire 5.3. Les (0,n)-algébres, ou les (n+1)-algébres, correspondent
auz algebres sur I’homologie H, (DnH,K) de l'opérade des petits disques

de dimension n + 1.

La structure des (n + 1)-algeébres est assez intéressante en topologie
algebrique. La connaissance précise d’une H, (Dn+1, K) -algebre permettra

de déterminer le type d’homotopie des espaces de lacets (n + 1)-fois itérés
d’un espace pointé (X, z).
On peut, sur cet aspect, voir les résultats de ([13], [16], [10], [12]).

6. Exemples

6.1. Exemple 1

On considére l'espace vectoriel Tpop, (R?) des multichamps de vecteurs
totalement antisymétrique sur R%. Cet espace muni du crochet de Schou-
ten [, ]g, du produit extérieur A et de la graduation degré(a) = k, si «
est un k-tenseur, est bien stir une algebre de Gerstenhaber.

On appelle E le sous espace vectoriel de Tpoly(Rd) engendré par les
tenseurs o

a= Z a't " (x)0xgy A - A Oy,
V1yeeeslf
ot 't (z) est un polyndme homogene de degré m.

On peut munir E de la graduation : || = 2m + k, si « est un k-tenseur

et a1 (z) est un polyndéme homogene de degré m.
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En fait, ’'espace E est stable par le produit extérieur A et par le crochet

de Schouten [, ]s. Si on considére deux tenseurs « et 5 de E de degré
respectivement |a| = 2m + k et || = 2n + £. Alors, on a pour tout
a? 67 /y E E7

anf=(=D)BIgAq et an(BAY)=(aAB)An.

Le produit extérieur A est alors un produit commutatif et associatif gradué
de E. Il est de degré 0 puisque |aA S| =2(n+m)+ (k+£) = |a] +|5].

On obtient que (F,A) est une algebre commutative et associative gra-
duée.

D’autre part, le crochet de Schouten est de degré —3 dans E puisque
la, Bls| = 2(n +m — 1) + (k+ £ 1) = |a] + |8] - 3

On consideére, alors, 'espace E[3] et la graduation

deg(a) =|a| =3 =2m+k — 3.
Sur E[3], le crochet de Schouten sera de degré 0 et vérifie :
[, s = _(_1)deg(a)deg(ﬁ) (3, ]s
ot (71)1169(&)!169(7) Ha’5]S’V]S+(71>deg(ﬁ)deg(a) Hﬁa’Y]S,a]s
+ (_1)deg(’7)deg(ﬁ) H% o]s, ﬁ]s —-0.

Alors, (E[3],[, ]s) est une algebre de Lie graduée. De plus, le crochet
[, |s et le produit A vérifient I'identité de Leibniz donnée par :

[, BAAs = [a, Bls Ay + (=1)1Pd=3 8 A [a, 4]

Donc, (E,[, |s, ) est une (0, —3)-algebre.

Enfin, si on munit £ de la différentielle nulle d = 0, on obtient que
(E,[, ]s,N,0) est une (0, —3)-algebre différentielle et on sait construire
I’algebre a homotopie pres associée a F.

6.2. Exemple 2

On considere S(RY) I'algebre symétrique de R?. Un élément homogene
f de S(RY) est un polynéme homogene de degré k. On munit S(R%) de la
graduation :

|f| =2k, si f est un polynéme de degré k.
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Sur S(R?), on considére la multiplication usuelle . des polynémes. Elle
vérifie pour tout f,g,h € S(R?) :

fag= (D)l et f.(g.h) = (f.g).h
La multiplication . est une opération de degré 0 sur S(R?) puisque

[f-gl = 2(k+£) = |f] +1g]-
D’autre part, on munit S(RY) d'un crochet de Poisson défini par :
{f.g} =2 a"(z) 0:,(f).0n,(9),
V]

oil pour tout 4,7, les coefficients o/ (z) est un polynéme homogene de
degré m.
Ce crochet est de degré 2m — 4 puisque

{f.gt =2m+k—1+0—1)=|f|+|g| +2m — 4.
On consideére, alors, I'espace S(R?)[—2m + 4] et la graduation
deg(f) = |f| +2m — 4.

Sur S(R%)[—2m + 4], le crochet de Poisson sera de degré 0 et vérifie :

{£.g} = —(~1ylaDeati g, 1)
et (<L) oDV, g} 7} + (~1) DI ({g, ), 1)
+ (~1)tes0esD (5, £}, g} 0.

Alors, (S(]Rd)[—2m +4],{, }) est une algebre de Lie graduée. De plus,

le crochet { , } et le produit . vérifient I'identité de Leibniz donnée par :

{f,9-h} = {f.g}-h+ (—1)llUTF2m=0 g (£ py.

Donc, (S(Rd),{ y b ) est une (0, 2m — 4)-algebre.
Enfin, si on munit S(RY) de la différentielle nulle d = 0, on obtient
que (S(Rd),{ I 0) est une (0, 2m — 4)-algebre différentielle et on sait

construire I'algébre & homotopie prés associée a S(R?).
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Remarque 6.1.

Dans ces deux derniers exemples, pour tenir compte du degré des fonc-
tions polyndmes, on a muni les fonctions linéaires z — z; sur R¢ du
degré 2. En effet, puisqu’on veut que A restreint 4 S(R?) C E ou . sur
S(RY) soit la multiplication usuelle et puisque x;x; = j2;, pour tout 1, 5,
on doit donner a ces variables un degré pair.

On veut généraliser, maintenant, ces exemples & un super-espace RPI?
pour lequel S(RP19) ~ S(RP) @ A(R?) admet une base notée

(@iy - @i &Gy - &) avec iy < oo < et g1 < -0 < e

6.3. Exemple 3 : Crochet de Schouten sur le super-espace
RPla

On reprend larticle [3] dans le cas d’un super-espace RPl4 de coordon-
nées (x1,...,2pl&1,...,&;). Les variables z; commutent donc elles sont de
degré pair. On pose

do.Ti = 2.
Les variables §; anticommutent donc elles sont de degré impair. On pose
d°¢; = 1.

Les champs de veceurs 9, et 0, associés sont des dérivations graduées de
I’algebre des polynomes en x; et &; :

S(RPI7) ~ S(RP) R) A\(R?)
de degré
doﬁzi =—-2et d°8§j =—1.

Comme dans [3], on modifie ces degrés pour obtenir la graduation naturelle
de Tpor, (RPI7). On va donc poser :

|xl| =2, |£J| =1, |8€Bz| =—3et ’8§j| = -2
Le produit extérieur usuel Ag était défini par :
0 No9; = 9; @9 — (1) @0y, o,

ou 0; est soit J,,; soit Og,.
Pour tenir compte du décalage, on pose maintenant

0; A 8]' = (—1)'6”82‘ Ao 8j.
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On complete ce produit exrérieur avec le produit usuel, on aura

Ti Nz =z, v NE =& Nwi =, ENE = =& N,
x; N\ 8j = :U,-Oj, &N Gj = —§i8j.

Lrespace Tyor, (RP) = (S(R?) @ A(RY)) @ ( A(R?)* ® S(RY)*) est main-
tenant muni d’un produit A associatif et commutatif gradué, de degré
|A|=0.

Un élément o € Ty, (RPI7) sécrit :

o =

> al g g, &y €, O A Ay, NDgy NN,
1<ip <-<in<p
1<j1 < <jm<q
1<s51<<5-<p
1< < <tu<q
ce qu’on notera simplement par :
o= Z aé‘{p 25870z, N O,
S,T,I,J

On a |a| =2#S + #T — 3#1 — 2#J.

Sur Tpoy (]Rp'q), la multiplication A est définie par :

anfB= > (-G BSE 2504lrép0s; A Oup A Oe, A O,

S,T,I,J
A,B,C,D

D’autre part, les champs de vecteurs X(RPl9) de la forme X = 32, X(x, £)0;
sur le super-espace RPI? ont été étudiés par plusieurs auteurs [5]. Cet es-
pace est muni d’un crochet défini par :

[(X,Y]=XoV — (=1)IXI=DIVI=Dy o x.

On étend ce crochet au crochet de Schouten des multichamps de vecteurs
en posant :

n,m
XUA A X Y1 A A Y =30 (=) el Xt X D+ Vi Y1)
s,t=1

XXIA 5 AXp ANXG Y AYIA -t A
(Voir par exemple [1], [4], [17], [18]...)
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Ceci revient a imposer une relation de Leibniz de la forme :
(XY AZ]=[X,Y]AZ+ (—)YIIXI=Dy A [X, Z].
En fait le degré naturel sur X(RP19) pour ce crochet est
deg(X) =|X|+1

puisque |[ , ]| = 1. On trouve que X(RP19) muni de deg et [, ] est une
algebre de Lie graduée.
De méme, si on pose

deg(Xqi N ANXp) = X1 A AXy|+ 1,

alors, (Tpoly(Rp|q)[—1], [, ]S> est une algebre de Lie graduée (pour deg).

On peut, comme dans [3], réécrire ces opérations ainsi :

Pour deux champs de vecteurs X = 3, X*(z,£)0; et Y = > f/j(x,ﬁ)@j,
on a :

[X,Y] =
ZX’ (2,)0: (Y7 (2, £))0; — (—1)79X) o0V I (g, €)0;(X(x, €))0;

Pour deux tenseurs

Z &l (2,60, A - - = Zd z,§)0
81 4eeesln I
et
B = Z Bordm (2, €)05, A - - — Z (x,6)dy,
jla“-,jm J
on a :
— Z (zn: Iazsl 10iq |++9i,_1 D+ (\5"|+1)(\3I\—I3isl)x
I,J s=1
X & (37 €) Zé(ﬂ‘](:c £)0i, N. N0, NOy
f: Iajt\ [0 [+++++105, _ 1|)+(\ﬁ‘]|+\3gt\+1)(|a\+1)
t=1

x 37 (2, €)0;, (61 (2, )01 AOj, AT N Dy,,).
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Ce qu’on peut ’écrire comme dans [3] :
o, Bs = (—1)/eHlg e g — (—1)llIB+D g ¢ o,
avec

aefl= i(_l)la\ﬂﬂ%l(\@il [+ 10 D187 [+1) (10111054 ) o

x al(z,€)0;, (67 (x,)0;, A...5--- N, NOy.
Finalement, on a une relation de Leibniz de la forme :
08 Al = [a Bl Ay + (~1) @@= Dieal@) g A .
On en déduit que (Tpoly(Rp|q), Ay s,d = 0) est une (0, 1)-algebre dif-
férentielle graduée puisque (Tpoly(Rp‘q), A) est une algébre commutative

graduée et ( voty (RO [=1], [, ] 5) est une algebre de Lie graduée telle que
A et [, ]g vérifie 'identité de Leibniz.

6.4. Exemple 4 : Crochet de Poisson sur le super-espace Rl
Reprenons le super-espace RPI? avec les variables z; et §; de degrés :
|J,‘l’ =2et |§]’ =1.

L’algebre S(RPl4) = S(RP) @ A(RY) devient une algebre commutative gra-
duée pour ce degré :

fog=(=)Vlg.f.
Cette algebre admet des dérivations graduées 0, et O¢, avec |0y, = —2
et [Og;| = —1. Suivant [4], on définit un crochet de Poisson homogene de

degré m € Z sur S(RP9) en posant :

(.9} = ()0 @, )02 o)

ot w¥ est une fonction polynéme. Dire que { , } est un crochet de Poisson,
c’est a dire que (S (RPI9)[—m], { , }) est une algebre de Lie graduée. Ceci
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se traduit par trois conditions sur les w" :

(i) :

(ii) :
(i) -

W] +10;| +10;| = m, Vi, ],
Wi (3, €) = (=) M+ T 6) v,

Z(—l)‘8‘|(m+|ai‘)wﬁ’k(ac,§)8k (Wi(z, €)) + (—1)1951(m+18e]) 5
k

X Wik (2, )05 (wh(x, €)) + (= D)2 DLk (2 )8, (W8 (z, ) = 0.

Enfin, la relation de Leibniz est bien vérifiée pour . et { , }. Elle s’écrit :

{f,g9-h} = {f.g}.h+ (~1)lolUT1Fmg L £ p}.

On obtient, donc, que (S(Rp|q),.,{ , hd = 0) est une (0, m)-algebre
différentielle graduée.
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