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Attracteurs compacts pour des problémes
d’évolution sans unicité )

A. OuLp ELmMoUNIR (U ET F. SimonDON (D

RESUME. — On généralise ici les notions de systémes dynamiques et
d’attracteurs compacts pour traiter des problémes mal posés pour lesquels
on a existence de solutions globales mais pas unicité. On montre alors
Pexistence d’ attracteurs compacts pour des problémes paraboliques dégé-
nérés comportant des termes non linéaires en gradient.

ABSTRACT. — The asymptotic behaviour of solutions of ill-posed evolu-
tion problems (those which enjoy existence of solutions but not necessarily
uniqueness) is studied by a global approach. We ask about existence of
an attractor for the family of all the solutions as t — +00. We generalize
the notions of dynamical systems and compact attractors, usual in the
scope of well-posed problems, providing a definition that permits to write
the results on existence and characterization of global attractors under
exactly the same form as for classical dynamical systems.

1. Introduction

Nous nous intéressons dans ce travail au comportement asymptotique
des solutions de problemes d’évolution mal posés pour lesquels on a exis-
tence de solutions globales mais pas forcément unicité. L’approche que nous
faisons ici est globale : on analyse le comportement de ’ensemble des solu-
tions quand t tend vers +oo, plus particulierement on se pose la question
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A. Ould Elmounir et F. Simondon

de l'existence d’un sous-ensemble qui attire toutes les solutions lorsque le
temps croit vers +oo. Il s’agit donc pour nous d’introduire des notions qui
généralisent celles de systemes dynamiques et d’attracteurs compacts pour
les problemes bien posés. Notons que cette question a déja été abordée par
Ball dans [4], Mel'nik dans [13] et par Chepyzhov et Vishik dans [5] et
[6]. Ces deux derniers articles étendent ces notions au cas des problémes
non autonomes. Ici nous donnons une définition qui permette d’écrire les
théorémes d’existence et de caractérisation d’attracteur global exactement
comme pour un systeme dynamique classique, d’utilisation assez simple pour
les problémes régularisants, comme celui que nous étudions dans I'exemple.

Le plan de ce papier est le suivant :

e Dans la partie IT nous définissons les notions de systemes dynamiques
généralisés et d’attracteurs pour ceux-ci. Nous donnons ensuite une con-
dition suffisante d’existence de 'attracteur compact utile dans la pratique
(Théoreme 2.12). Puis nous caractérisons cet attracteur a ’aide des trajec-
toires completes bornées.

e Dans la derniére partie, nous étudions un probléme parabolique dégé-
néré de la forme :

{ (b(u)); = Au+a(b(u), Vu) sur Q = Q x (0,+00)
u=0 sur 99 x (0,+00)

Nous montrons l'existence de solutions globales dans L*°(2) pour ce proble-
me, définies de telle fagcon qu’elles nous permettent de construire un systeme
dynamique généralisé. A priori les solutions faibles qui sont construites ne
sont pas uniques ([1],[9],[14]). De plus, on ne sait pas en général choisir
une solution faible particulieére pour avoir I'unicité si b # id (en revanche si
b = id et pour certains a particuliers, la théorie des solutions de viscosité
s’applique [7]). A 'aide du Théoréme 2.12 nous montrons alors ’existence
d’un attracteur compact pour ce systéme dynamique généralisé.

2. Systéme dynamique généralisé, notion d’attracteur

Nous commencons par définir une notion de systéme dynamique géné-
ralisé qui rend compte des propriétés des solutions de problémes d’évolution,
a priori sans unicité. Dans ce paragraphe, on désigne par X un espace
métrique complet et F I’espace des applications de [0, +oco[ dans X.

DEFINITION 2.1.— On dit que S, une application de X dans P(F),
Uensemble des parties de F, est un systéme dynamique généralisé ssi elle
vérifie :
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(i) S(z) #0 VzeX.
(ii) Vz € X, Vue S(z), u(0)==z.
(iii) Vu e S(z), 720, wur =u(r+.)e€ S(u(r)).
(iv) we S(z), Vt>0, Yve S(u(t)), on définit w: [0, +00[— X par
{ w(s) = u(s) s? s<t
w(s)=v(s—t) si s>t
Alors w € S(z)

(v) Sizp — x dans X et u"™ € S(zy), alors pour tout t > 0, il existe
u € S(x) et u™ une sous-suite de u™ telle que u™(t) — u(t) dans X.

L’hypothese de raccordement (iv) qui est assez naturelle dans le cadre
des solutions d’équations aux dérivées partielles ne figurait pas dans [4] ni
dans [13]. Elle nous permettra de définir I'attracteur de fagon classique,
en particulier comme un ensemble invariant. Remarquons aussi que si a la
place de (iv) on définit w avec un nombre fini de raccordements alors w
est encore une trajectoire pour S. On appellera trajectoire issue de = tout
élément u € S(x).

On noterapourt >0, x € X et AC X
Si(z) = {u(t), ue S(z)}

et

A) = {u(t), ue S(A)}.

On notera aussi que (iii) et (iv) remplacent la notion de semi-groupe du
cadre classique en effet, on a la remarque suivante :

Remarque 2.2.— Si S est un systéme dynamique généralisé, il satisfait,
pour tout A C X et toust,s >0
5¢(Ss(A)) = St4s(4) (2.1)

Preuve.— Soit x € A et u € S(z). Pour tout t > 0, u(t + s) = us(t), or
us € S(u(s)) par (iii), donc

us(t) = Sp(u(s)) C S¢(Ss(A))
d’ou la premiére inclusion
St+s(A) C S{,(SS(A))
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L’inclusion dans ’autre sens est clairement donnée par ’hypothése de rac-
cordement (iv). 0

On notera aussi que (v) remplace la notion de continuité du semi-groupe
par rapport a la condition initiale dans la théorie classique.

Nous généralisons maintenant quelques notions utiles & I’étude du com-
portement pour les grands temps qui sont bien connues dans le cas de
systemes dynamiques classiques (voir par exemple [10]).

DEFINITION 2.3.— A C X est dit attractif pour S ssi pour tout B borné
de X

sup d(u(t),A) — 0 quand t — 400
u€S(B)

ot S(B) = | J S(=)

TEB
DEFINITION 2.4.— A C X est dit invariant par S ssi
Si(A)=A V>0

DEFINITION 2.5.— Soit A C X. On dit que A est un attracteur compact
de S ssi A est attractif invariant et compact.

Remarque 2.6.— Si A et B sont fermés, bornés, attractifs tels que A C
Si(A) et B C Sy(B) alors A= B.

Preuve.— Soit t, — +00 On a A C S, (A) donc z € A s’écrit ¢ =
u™(t,,) pour u™ € S(A) et comme B est attractif et A est borné on a alors
d(u™(tn),B) — 0 quand n — 400 d’olt € B car B est fermé. Ainsi
A C B, on démontre de méme B C A. O

On en déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.7.— §i S posséde un attracteur compact, celui-ci est
unique.

DEFINITION 2.8.— Soit B un borné de X, on appelle ensemble w-limite

de B
w(B) = (U 5:(B)
>20t>T
DEFINITION 2.9.— Un borné By C X est dit absorbant pour S ssi pour

tout borné B de X, il existe t(B) > 0 tel que
S¢(B) C By Vt > t(B)
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DEFINITION 2.10. — S, un systéme dynamique généralisé, est dit com-
pact ssi, pour tout borné B de X et pour toutt > 0, Si(B) est relativement
compact dans X.

Remarque 2.11.— Si S est compact et posséde un borné absorbant By,
alors S admet un attractif compact K.

Preuve. — Soit tg > 0, Si,(By) = K est compact car S est compact.
Montrons qu’il est aussi attractif. Soit B un borné de X, il existe ¢(B) tel
que S¢(B) C By pour tout t > t(B).

Soit t =ty +t' ou t’ > t(B), alors d’aprés (2.1)
S¢(B) = Sto+t/(B) = Sto(Se'(B)) C Sto(Bo) C K.
Donc pour tout t > to + ¢(B), on a

sup d(u(t),K)=0.
u€S(B)

Nous allons maintenant établir le principal théoréme d’existence de I’attracteur
compact qui se formule comme dans la théorie classique (voir [10]).

THEOREME 2.12.— 8i S, un systéme dynamique généralisé, admet un
ensemble attractif compact alors il admet un attracteur compact.

Preuve du théoréme 2.12.— La preuve de ce théoréme se fait en deux
étapes

Etape 1:
Soit K un compact attractif pour S. Soit B un borné de X, montrons que
w(B) est compact, non vide, attire B et est inclus dans K.

e Soit z € w(B). Il existe une suite t, — 400, z, € B et u™ € S(z,,)
tels que
d(u™(tp),z) — 0 quand n — +oo.

D’autre part K étant attractif et B borné d(u"(t,), K) — 0 quand n —
+0o. Mais d(u™(t,), K) = d(u™(tn),yn) pour y, € K car K est compact.
On peut extraire de y, une sous suite y,, qui converge vers y € K. On a
alors d(u™* (t,),y) — 0 quand k¥ — +o0 et y = x donc w(B) C K.

e w(B) est un fermé inclus dans K compact donc w(B) est compact.

e Montrons que w(B) est non vide.
Soit x € B et u € 5(z), (u(n),K) — 0 quand n — +oo car K est
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attractif. K étant compact il existe y € K tel que pour une sous suite on
ait u(ng) — y et y € w(B).
e Montrons que w(B) attire B i.e.

sup d(u(t),w(B)) — 0 quand t — +oo
u€S(B)
Supposons le contraire :
Il existe & > 0, une sous suite t, — +o00 et u™ € S(B) tels que d(u"(t,),
w(B)) 2 6. Or K est attractif et compact donc il existe y € K et ni une sous
suite de IN tels que u™ (t,,) — y € w(B) donc d(u™*(t,, ), w(B)) — 0 ce
qui est impossible.

Etape 2 :
Soit € > 0, 'ensemble K, = {z € X ; d(z, K) < €} est borné puisque K est
compact. Il est aussi absorbant, en effet comme K est attractif, pour tout
borné B C X, il existe T(B, €) > 0 tel que

sup d(u(t),K)<e VtzT(B,e)
u€S(B)

et donc
S:(B) € K., Vt>T(B,e).

Fixons € > 0 et montrons que A = w(K,) est I'attracteur compact. (Alors
tous les w(K,.) pour € > 0 seront égaux).

e Tout d’abord montrons que A est attractif :
Soit B un borné de X, il existe T' > 0 tel que

S¢(B)C K., VtzT. (2.2)
D’autre part w(K,) attire K, donc pour tout § > 0 il existe T" > 0 tel que

sup d(u(t),w(K))<d Vt=>T. (2.3)
u€S(K)

Soitt > T+ T et u € S(B), w(T) € K. d’aprés (2.2) et upr € S(K,).
Comme u(t) = up(t—T) avect —T >T" on a

d(u(t), w(Ke)) = d(ur(t — T), w(Ke)) < &

d’aprés (2.3) et donc sup d(u(t), w(K¢)) — 0.
u€S(B)

e Montrons 'invariance de A par S :
Montrons que A C S¢(A) pour tout ¢ > 0.
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Soit x € A = w(K,), il existe t, — +o0 et u™ € S(K) tels que u"(t,) —
z quand n — +o00. Soit &, = ¢, — t, puisque w(K) attire K. on a

d(u" (&), w(Ke)) — 0 quand n — +oo
Par compacité de w(K,), on a
Ut (tny, — ) = u™ (&) — y € w(Ke).
De la Définition 2.1(v), on déduit I'existence de v € S(y) tel que
W () = U () — v(t) = .
Par conséquent x € S;(A) et on a bien :
A C Si(A). (2.4)

Montrons maintenant que S;(A) C A pour tout ¢ > 0 :
A étant compact, supposons qu’il existe tg > 0 et u € S(A) tel que

d(u(ty), A) = a > 0. (2.5)

D’autre part on déduit de (2.4) que pour tout t > tg

Sto(A) C Sy(A)
Donc, soit t,, — +00, il existe u™ € S(A) telle que

u(to) = u"(tn).
Comme A est borné et attractif

d(u"™(tn), A) — 0 quand n — +00

ce qui contredit (2.5). O

Nous allons maintenant caractériser, comme dans la théorie classique
(voir par exemple [10]), I'attracteur & 'aide des trajectoires complétes.

DEFINITION 2.13.— Soit u € F(IR,X), u est une trajectoire compléte
ssi pour tout T € R, u, : RT — X définie par u,(t) = u(t+7) appartient
a S(u(r)).

THEOREME 2.14. — Soit A Uattracteur compact d’un systéme dynamique
généralisé S. Alors A se caractérise par

A= {u(0) ; u trajectoire compléte bornée}
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Preuve du théoréme 2.14.— On pose B = {u(0) u trajectoire compléte
bornée}

e Montrons que B C A.
Soit z € B, z = v(0) pour v une trajectoire compléte bornée de S, v(RR)
est donc borné.
A étant attractif, on a

sup  d(u(t),A) — 0 quand t — +o0. (2.6)
ueS(v(R))

Soit 7 > 0, v—, € S(v(R)) donc

d(z,A) = d(v(0),A) = d(v_(7),A) < sup d(u(r),4).
ueS(v(IR))

Donc par (2.6) on obtient d(z, A) =0et z € A.

e Montrons que A C B.
Soit x € A, A étant invariant, il existe u' € S(A) tel que

=u'(1)
ul (0) =y ed
wW!(RY) cA

Par récurrence, on construit une suite u™ € S(A) telle que

u™(0) =u™t(1)
u™*1(0) =Ynt1 €A
u"tH(RT) C A

On pose alors

ult) = ul(t+1) sit>—1
T luti(t+n+1) site|[-n—1,-n] pourn >1

Par construction 4(IR) C A donc bornée. Ils nous restent & montrer que u
est une trajectoire complete :

Soit 7 € R et u, : Rt — X définie par u,(t) = u(t + 7). Montrons que
ur € S(u(r)).

SiT>—-1 u,=ut;g € S(r+1))=_S(u(r))
Si—n-1<7<-n,n>x=1

u}._H si t2-1-71
Uy = u’_ﬁi}cH si te[-k—1—7,—-k—7] pour k=1,....,n—-1
n+1

uriny,  si tef0,—n—7]

On constate donc que u, € S(u(r)), la trajectoire étant construite par le
raccordement d’un nombre fini de trajectoires (Définition 2.1 (iv)). O
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3. Exemple : Cas d’un probléme parabolique dégénéré avec des
termes gradient

Soit Q un ouvert borné régulier de R™. On considére le probléme suivant

(Jul*'u), = Au+a(|ul*"'u, Vu) sur Q = x (0, +00)
u=0 sur 09 x (0, +00) (P)
u(0) = ug sur Q

ot ug € L®(Q), s € (0,1] et a est une fonction continue sur R x R telle

que

a<l, 0<B8<1, 720, B+y<1

Ca+ I +rPlcl) Yino)emxmY 3D

3C>0, 0<
<

a(jr|* . ()
Un exemple de probléme (P) peut étre obtenu en considérant I’équation :
Vo= AV +AV(VITTVIT  BIVETV. (32)
avecm>=1l 0<v<1, 0<p<m et A, BeR.
u = |V|™" 'V vérifie alors I'équation de (P) pour s = % et a(r,¢) =
Al¢]” + Bjr[P~'r.

Or (3.2) pour A = 0 a été étudiée par Aguirre et Escobedo [1] dans le cas
m = 1, et de Pablo et Vazquez [14] dans le cas m > 1 pour des valeurs de p
comprises entre 0 et 1 et par Dal Passo et Luckhaus [9] pour m = 2,y =2 et
A = —1. Ces auteurs ont montré des résultats de non unicité des solutions
pour le probleme de Cauchy, ou le probléme de Dirichlet.

On posera désormais b(r) = |r|*~'r.

DEFINITION 3.1.— Soit T > 0, on note Qr = Q x (0,T), on suppose

(3.1) vérifiée et ug € L°(), on appelle alors u solution de (P) sur Qr
toute fonction qui satisfait

ue L®Qr), (bu); €W ot W =L*0,T;H:(Q)N L7 (Qr). (3.3)

T
(e hwew + [ [ (blw) ~ buo))es =0 (3.4)
pour tout £ € WNW'(0,T; L*(Q)) avec &(T) = 0.
u € L2(0,T; HE (), a(b(v), Vu) € L7 (Qr). (3.5)
T T
((bw)e, )wr .w +/0. /QVU.Vé = /o /Qa(b(u), Vu)é pour tout & E(W)
3.6
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On a alors le théoreme d’existence suivant :
THEOREME 3.2. — [l existe
C: Rt xR" — R",(1,¢) — C(1,¢), (3.7)

une fonction croissante par rapport a c et bornée en T pour tout c et qui ne
dépend que de a, s et ), et telle que

il existe Co > 0 tel que lim sup,— +0C(T,¢) < Co, Ve >0,

et il existe

w:R™x R" x R" — R (1,¢,7) = w(T,c,7) (3.8)
une fonction qui dépend de a, s et §) telle que
e w(t,c,0) =0 Y(r,c) € R™* x R*.
e w est continue par rapport a r en 0.

e w est croissante par rapport a c.
Et pour tout ug € L>(R), il existe u € L*™(Q) solution de (P) sur Qr pour
tout T > 0 et qui satisfait

‘u(t)*Lx(Q) < C(t, IUOILoc (Q)) (39)

(X1, t1) — u(Xa,t2)] < (T, [uol o s (1K1 — Xol + (61 = 12)}) (3.10)
pour tous X1, Xs € Q et ti,t2 > 7> 0.

DEFINITION 3.3.— Toute fonction u € L*™(Q), solution de (P) sur Qr
pour tout T > 0 et qui satisfait (3.9) et (3.10) pour les fonctions C et w
definies en (3.7) et (3.8) s’appelle une solution de type semi-flot.

Notons que les propriétés des solutions de type semi-flot ne sont pas a
priori suffisantes pour avoir I'unicité.

Preuve du Théoréme 3.2.— Le Théoréme 3.2 se démontre en approchant
le probléme (P) par une suite de probleémes réguliers pour lesquels il existe
une unique solution.

(bn(u))e = Au+ an(bp(u), Vu) sur Qr
u=0 sur 9Q x (0,T) (Pn)
u(.,0) = ug, sur
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On prendra

e up, € D(Q), |uo,|p<) < |uolL=(@) €t uo, — uo dans L' (D).

o
by € CX(R), bu(r) = [r" "7 si r ¢ (=2, 1)
" [ n’'n (H1)
b,(r) < min(n,b (r)) et b,(0) = 0.

o (Hy) anp e C®(R x RY), a, — a uniformément sur les bornés

de R x RY, a, est constante en dehors d’une boule de rayon n de
R x R" et

an(bn(r),0) < CAL+Ir|* +1r°1C]") Y(r,¢) e Rx RN, (3.11)

Dans ces conditions (P,) admet une unique solution réguliére et globale u,,
[12, Théoreme 6.1].

La démonstration du Théoréme 3.2 repose alors sur plusieurs lemmes. Le
premier donne une estimation L sur les u,.

LEMME 3.4.— Il existe C' : Rt — IR™ croissante qui ne dépend que de
a,s et Q telle que pour tout n € IN la solution u, de (P,) satisfait

IunlLOO(Q) < C'(luolL==(0))- (3.12)
Preuve du Lemme 3./

e Etape 1 : Les estimations LP
Montrons déja que pour tout 1 < p < oo il existe Cp : RT — R" une
fonction croissante telle que

[un| o) < Cplluolr=(n)) Vt2=0, (3.13)

et il existe Cp > 0 et il existe 79 > 0 dépendant seulement de p et |ug|L=
tels que
|un(t)‘L,, <Cp Vtz= 0. (3.14)

On multiplie l’equatlon (Pr) par |un|p Up, en utilisant (3.11) on trouve

[ (Bt un)? <

ou B, , est définie par

(3.15)
c( / i+ [t + P V")
Q

B p(r) = /O b ()P~ e
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et on remarque en utilisant (H;) que

< —2 [P, (3.16)

rPt* —~1<B <
—|r| n,p(T) s+ 1

5+1

En utilisant I'inégalité de Holder, on a

[ 190 < g 19 T ) /Iu!““’)

Et par I'inégalité de Young on obtient

/ [t [P | Vi |) un) [ + () / fun| T 1P
Q
(3.17)
v+ 28
avec ( 5 ) <1

D’autre part, pour toute constante 0 < § < 1, on a par l'inégalité de Poincaré

/ fun? < / (lunl*) ™ < ol [ 19 )

et par l'inégalité de Young, on obtient
g

p_1
[ el < €tw) [ 19w + o) (3.18)
Maintenant de (3.15),(3.17) et (3.18) on déduit en choisissant e(p) assez
petit
[ Brptw+ o) [ 90l F u)l? < )
et donc par I'inégalité de Poincaré on trouve

& [ Baglin) +@) [ < C0)

et donc d
sy P+l
& [ Buptun) + @) [ a5 < COo)
Q Q

Compte tenu de (3.16) on a alors

& | Bratvn) +e0)( | Buptun) 57

En utilisant alors le lemme 5.1 [15, p 164] si s < 1, on trouve

< C(p)-

/Q Binptun)(£) < C(p, [ug| 1= (@) V£ >0 (3.19)
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et pour tout 7 >0

/ By p(un)(t) < C(p,7) YVt 2 T. (3.20)
Q

Pour s =1 le lemme de Gronwall nous donne
/ By p(u)(t) < C(p, [uglp<(n))e™" + C(p) Vt > 0. (3.21)
Q

Maintenant, en utilisant (3.16) & nouveau, on déduit de (3.19),(3.20) et
(3.21)

/Q |un["F(t) < C(p, [uo| L= () (3.22)

pour s < 1, on a aussi
/Q lun P72 (t) < Clp,7) Vit > 7. (3.23)
et pour s =1
/Q |un|PT* () < C(p, |uo|L=(0))e + C(p) VYt > 0. (3.24)

Ceci acheve la preuve de (3.13) et (3.14).

e Etape 2
Montrons maintenant le Lemme 3.4. L’estimation L™ est démontrée par
une méthode de Moser, ameliorée pour obtenir une constante indépendante
de t.
En utilisant (3.15) et (3.17) on a

d 2p p-1 2 y+28
E /Q Bnm(un)—l—m /Q IV|unl 2 un' < /S; |un|1’(1+|un|a+|un| T )
(3.25)
Par simplicité, on omettra d’écrire les indices n dans la suite de la preuve
du Lemme 3.4.
On pose
o y+28
fu) = C(A+ |ul* + [u] 7).

On fixe d’abord g > 1 tel que

Cu( [ ) < [ 19(ul P (3.26)

Q Q
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pour une constante C; indépendante de p. Maintenant, pour tout r > 1 il
existe une constante Cy > 0 qu’on peut prendre indépendante de p telle que

/ P £ () < Cal £ (1) (o / ) ™
Q Q

r(p+1) p(r—1)

T) FrD ) (3.27)

Do —
Pourc >1ona r(p+1):r(p+)cr 1+T(P+1)l

-1 r—1 a r—1 o
Onfixer > —Z; et pour o assez grand qT (T 11);’ > 1. En appliquant 'inégalité

de Holder on obtlent
p(o—1) rg(p+1)
[ 5w < Cal oy [ fufte ) FE ([ o)
Q Q Q

1 1) o
avec ¢ = (r=1oa=r(0=1) p_ Op peut donc écrire

roq p+1

/ [ulP £ () < Cal f(a0) ey 2T C“’ / TP (3.08)

(p+

1 -1 (o—1) rq(p+1)
X (%)ﬁwﬁ) (/Q |u|(r_1)aqff(,_1))§
(3.26), (3.27), (3.28) et l'inégalité de Young donnent alors

d 1
G | Brst) + O ) <

(p+1)o (p+1)o
If( )szﬁg‘;) (:_:—10 ((P+21(Z 1)) (1+C'2) Pro

(max{1, [, [u|T Vi o 1)})(’;113"5

Comme on peut toujours supposer |f(u)|pr(q) > 1. Il existe une constante
b telle que

4
d

/ B p() < £(0)]%0 g (p + 1)° 155 max{1, / | 50 (3.29)
Q Q

N r—1)oq—r(oc—1)
ou B, = ) a .

Intégrant (3.29) entre O et ¢t et compte tenu de (3.16) on trouve

s / e () — — / ol <
p+sJg p+sJa

(p+1)
L+ 1)eig / H@IEydr sup (max(1, [ ol )%

T€[0,t
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et donc pour une constante b2 > 0 qui dépend de |uy| Le(Q) On a

/ |ulPts(¢)

bp+1 (p+1a lba/|f

(p+1)
iyt sp (max(1, | )%
comme [, > 1 pour ¢ assez grand on définit les suites

Pk+1 = Bopk — (1 —5), po>1

Yk = sup maX{l/IUI”"
T€(0,t]

on prend alors p = pr11 — s dans (3.30), on a alors

t
st < (B8 )P + B (Bomi)” /0 F@)(7)[% ydr)

t
Vi1 < (b2)PE+1 (b2) ™% + b9 (pp+1 + 1 — S)U_l(/ |f
0

Ye+1 < 203 max(1 /|f

Pour conclure on utilise le lemme suivant dii & Laurengot [11]

u (T)'zr(n)dT)-’Yf

)% (@) d7)PF 1 max(by* ).

LEMME 3.5.— Soita>1.06>20,ce€ R, co>1, q 21, po=;5 >0,
la suite py vérifiant

Dk+1 = apg +C.
Yo < 4°, la suite v, vérifiant

b
Yk+1 S CoPg41 maX{C]fk“»’Yg}

A1
alors (yx)Px est bornée. On a plus précisément

1 1 ak_1 Nek
()% < (CFTN=T) 50 a®C) ™,

ou .
=92 -
N (P0+|a_1|)
et
b a"l—(k+1)a+k
O = .
a(a —1) Dk
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On pose alors

¢o = 2b§ max(1 / |f(u)(T)Tr@dr), b=0, c1=ba, a=[, et c=35-1
et on choisit py assez grand pour que py — B > 0et
0= sup (max{L, [ [u(r))
T€[0,t] Q

Notons que vp < ¢(po, [uo| L= (q)) d’aprés la premitre étape, on peut alors
choisir by pour que vo < b5°. On applique alors le lemme de Laurencot et
on obtient .

(W) 7x < M(o, k)

On fait tendre k puis o vers +00 et on trouve

[u| oo (@,) < C(luo|p(q)) max{l, Sl[IOP] |f(u)(T)|Lr (@)} PoT—Da7.
T7€|(0,t

On majore maintenant |f(u)(7)|L~(q) en utilisant (3.13) pour ce r fixé on
obtient

|Unl Lo (@x (0,000 < € ([t0]Loe (@)

olt ¢’ est une fonction croissante de Rt — IR qui ne dépend pas de n.
n|

Suite de la preuve du Théoréme 3.2.— Convergence faible de u,, dans
L*(0,T; Hy (%))

Soit T > 0, on montre d’abord I'estimation d’énergie suivante

/Q // |Vun|* < C(T, |uo| ) (3.30)

Bu(r) = / (ba(r) — ba(s))ds = Bo(r).
0
(3.25) et le Lemme 3.4 donnent

d
G | Baw)+ 5 [ 1Vl < Clluol )

On intégre entre 0 et T, compte tenu de la définition de B;, on a

ou on note

1 T
[ Batun)+5 [ [ (90 < CT ol | Butuon) < CT, ol )
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La suite uy, est donc bornée dans L?(0,T; H} (Q)) pour chaque T.

Soit T, — +00 quand & — +00, on peut extraire pour tout £ > 0 une
sous suite u¥ telle que

uf —u¥ dans L%(0,Ty; HY(Q)) faible

et u* est une suite extraite de u*~1, alors u¥ = yk-1,
n n |[0,Tk,1]

Le procédé diagonal nous permet alors d’énoncer le lemme suivant

LEMME 3.6.— Il eziste u € L}, (0, 00; Hy () et une sous suite de un,
notée encore u,, telle que pour tout T > 0

un, = u dans L*(0,T; Hy(Q)) faible (3.31)

Suite de la preuve du Théoréme 3.2.— Montrons que la suite u, est
relativement compacte dans L?(Qr) pour chaque T > 0.

On remarque déja que
|bn(un)t|w’ < C(T, |u0’L:>c)' (3'32)

En effet, soit £ € W tel que ||£||w < 1, multiplions I’équation de (P,) par &
et intégrons sur 7, on trouve alors

((bn(un))t, wrw < |Vun'L2(QT) |v§lL2(QT)

+Han(bn(un), V)| €]

2 2 .
L7(Qr) " L7 (Qr)

Il découle de (3.11) et (3.12) et (3.30) I'estimation suivante :

lan (bn(un), V)| < O(T, |uoloo) (3.33)

2
L~ (QT)
et donc

((bn(un))e, )wr.w < C(IVE|L2(Qr) + €] ) = Cliéllw

LQE_“’(QT)

d’otr (3.32). Sachant que u,, est bornée dans L*°(Qr), d’aprés le Lemme 1.8

de [2], (et aussi [3]), on a alors la compacité de u,, dans L?(Qr) pour tout
T > 0, et donc on a pour une sous suite

by (un) — b(u) dans L'(Qr) et presque partout (3.34)

(bn(un))e — (b(w)); dans o(W', W) (3.35)
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Bn(un) — B(u) dans L*(Qr), (3.36)

ol B est défini par
B(r) = / (b(r) — b(s))ds.
0
De plus u satisfait (3.3) et (3.4).

Montrons maintenant la convergence forte de Vu,, dans L?(Qr) :
Pour cela, multiplions 1’équation de (P,) par u, — u et intégrons sur Qr,
on obtient

/ (br(un))e(un—u)+ Vun.V(un—u)—/ an(bn(un), Vup ) (up—u) =0

T Qr T

d’apres (3.35) et parce que (u, —u) — 0 dans L%(QT), on a

/ (bn(un))ettn — (b (11n) s ) wr

T

+/ IV (un —u)|* < Vu.V(up, —u) + €(n)
T Qr

ol €(n) tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc en utilisant (3.35) on
trouve

/Q Bo(un)(T) — /Q Ba(uo,) — {(b(w))er u)wrwr + /Q 19t — )2 = €(n)

or u satisfait (3.3) et (3.4), d’aprés une adaptation simple du Lemme 1.5 de
[2] on a

(but,u>W/,W=/QB(u)(T)—/QB(u0)
et (3.36) donne

/ |V (un — u)|> — 0 quand n — +oo. (3.37)
Q

D’autre part d’apres (3.33), (3.34), (3.37) et (H2) on a
an(bn(un), Vup) — a(b(u), Vu) dans L5 faible

u satisfait (3.5), et en passant & la limite on a (3.6), u est donc bien une
solution de (P) sur (Qr) pour tout T' > 0.

Maintenant le résultat de DiBenedetto [8] nous donne le module de con-
tinuité w vérifiant (3.8) et il ne reste plus qu’a montrer I'existence de la
fonction C vérifiant (3.7), ce qui est fait dans le Lemme 3.7. 0O

- 648 -



Attracteurs compacts pour des problémes d’évolution sans unicité

LEMME 3.7.— Il existe C : RT x Rt — R" vérifiant (3.7) telle que
pour tout n la solution u, de (P,) satisfait (3.9)

Preuve du Lemmme 3.7. — Considérons d’abord le probléme en dimension
N = 1, multiplions ’équation de (P,) par u, et intégrons sur € ou 7y, on
obtient alors (3.19) pour p = 1. Intégrons cette inegalité sur |7g, 79 + 1[ ol
7o est donné par (3.14), on a alors

/Q Bo(un)(mo +1) + / +I/Q [n, 2 < o+ /Q Ba(w)(ro)  (3.38)

< (14 |un(70)[Lo41()) < Copn
ot Cs41 est une constante indépendante de |ug|p(q). Par un calcul iden-

tique & (3.15), (3.17) et (3.18), on déduit de (3.38) qu’il existe ton, €]70,T0+1]
tel que
'un(t0n)|L°C(Q) < C|Unm (tOn)|L2(Q) <C

pour une constante C' indépendante de |ug|r=<. Alors d’apres le Lemme 3.4

’

|un(t)]oo <C (C) VEtz=T10+1>ton (3.39)
et donc (3.9) est démontré si N = 1.

Si maintenant N > 1,z € R" sécrit z = (21,22, ..., Zyn), soit  la
projection de € sur la premiére composante et considérons le probléme
(Pl,n)

(br(v))t = Vzyzq + 8n(bn(v),vz,) — (@n(0,0))" sur Q5 x (0,7)
v=20 sur 0 x (0,7)
v(.,0) =g sur

ol @n(r, &) = an(r,&,0,...,0), V(r,é) e R

Si vg > 0, (P1,n) admet une solution v, qui est positive par principe de
comparaison.

Remarquons alors que si on pose
Lp(w) = (bn(w)), — Aw — an (b, (w), Vw)
alors wp(x,t) = wp(x1, 22, oory TN, t) = vy (T1,t) satisfait
Ln(wn) = (bn(vn)); = Vnarer = @nlbn(vn)vn,,) = —an(0,0)* < 0 dans
Qx(0,7)
or Lp(up,) =0 dans Q x (0,7) de plus
Up =0 < wy, sur 002 x (0,7).
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On pose y = (x2, ..., T, ), choisissons alors v € D(£2) et telle que

ugn () < {luon(21,9)|} < von(1) <2 {luon(z1, )|}

max max
{y;(z1,9)€Q} {yi(z1,y)€Q}

On a alors |von|Le(,) < 2|ton|L=() €t
Ugp < Won SUT €.
Par principe de comparaison on a alors
Uy, < Wy, sur €.

Appliquant maintenant a v, la premieére partie de la preuve du Lemme
3.7 car a, satisfait bien (3.11), on a d’aprés (3.39)

’

un(z,t) <C(C) Vizto+1>ten, Vel

Une démonstration analogue nous permet de minorer u,, de la méme fagon
et le Lemme 3.7 est démontré pour tout N > 1. ]

On peut remarquer dans la démonstration du Théoréme 3.2 qu’en fait les
fonctions C et w peuvent étre obtenues par des calculs formels sur I’équation
de départ, il est alors légitime de considérer toutes les solutions faibles sa-
tisfaisant (3.9) et (3.10) indépendamment de leur mode de construction.

Montrons maintenant que ces solutions de type semi-flot déterminent un
systéme dynamique généralisé.

On pose X = L*°(R), et pour tout u, € X,
S(ug) = {u, solution semi-flot de (P) telle que u(0) = uo}.

THEOREME 3.8.— 8 définit un systéme dynamique généralisé sur X =
L(9).

Preuve du Théoréme 3.8.— Les conditions (i), (i7) et (4it) sont immédiates,
montrons d’abord la condition de raccordement (iv) :

Soit t > 0, u € S(ug) et v € S(u(t)) montrons que la fonction w définie

par
{ w(s) = u(s) si s<t
w(s)=v(s—t) st s>t

appartient & S(ug).
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Pour tout 7 > 0, on notera W, = L?(0,T; Hj(Q)) N L%(QT) et W!
son dual.
Soit £ € Wz, T > t, on a par définition de w et (3.5), (3.6)

Vw.V£+/ a(b(w), Vw)¢ = (3.40)
Qr T

(O)er &0, H @ ECAD) 0 Vowr v,

On remarque que si u satisfait (3.3) et (3.4) on a aussi pour tout T > 0

((b(w)er EVwr 1w /b ) + / /buO

vE € W W 0,T; L1 (Q)). 1l suffit en effet de considérer p,& dans (3.4)
comme fonction test, ol p,, est une fonction continue, affine par morceaux
telle que p, = 1 sur [0,T — %],pn(T) = 0 puis de passer a la limite. On a
alors, pour tout £ € W N WH1(0,T; L} (Q))., telle que £(T) = 0

<(b(u))ta§/[0,t]>wt',wt =/Q b(u)&; + / /bug (3.41)

(D& 0wy awe = [ H0EC+0) = [ Bu)(DED).
o (3.42)
On a donc par (3.40), (3.41) et (3.42)
{(&))es &0, w; w, + (06, €+ 1) jo.r-adwe. wr_,

- / (b(w) — buo))&
QT

ce qui indique que
ne€Wr+— _<b(u)t7n|[0,t]>wt"wt + (b(v)s, nljo,r—g (- + t))W:;.,_t,WT—t définit
un élément, de Wy égal & b(w);. w satisfait donc (3.4) et (3.6) et w € S(up).

Reste & montrer la condition de compacité (v):

Soit ug, — ug dans L*>°(f2) et u, une solution semi-flot de condition
initiale ug, et soit tx > 0 fixé, montrons qu’on peut trouver v une solution
semi-flot de (P) de condition initiale ug et u,, une suite extraite de u,, telle
que

Un,(to) — u(to) dans L=(Q).
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pour cela nous allons utiliser d’une part les estimations d’énergie obtenues
comme dans la démonstration du Théoréme 3.2, et d’autre part les condi-
tions (3.8) et (3.9) qui définissent une solution de type semi-flot.

Soit T > 0, prenons d’abord u, comme fonction test dans (3.6), en
utilisant (3.1) on obtient

T
(Ot + [ [ [Vual
0 Ja
T
< c/ / [tn| + [un|*TE + [un| TV, | dzdt.
0 Jo
Le calcul fait en (3.17), (3.18) avec p = 1 nous donne alors

T
<(b(un))tvun>w’,w +/0 /Q'VU”!Z < C(T).

Maintenant par une petite modification du Lemme 1.5 de [2] on obtient
(blum))es = [ Bll)(T) = [ Bloon)
et donc comme ug, — ug dans L*({2) on a I'inégalité d’énergie suivante
T
[ B @)+ [ [ 190 < o uols=a).

On en déduit alors qu'il existe u € L},,(0, 00; HJ(€2)) et une sous suite de
uy, telle que pour tout 7' > 0

un — v dans L2 _(0,T; H}(Q)) faible.

La méme procédure que dans le Théoréme 3.2 nous permet alors d’obtenir

b(un) — b(u) dans L'(Qr) et pp. (3.43)
(b(un))e — (b(u)); dans o(W ,W) (3.44)
un — u dans L2(0,T; Hy(Q)) fort. (3.45)

D’autre part par (3.7),(3.8),(3.9),(3.10) et le théoréme d’Ascoli, et pour
0 < T < to,uy est relativement compacte dans C([r,t],2), donc on a pour
une sous suite

un — u dans C([r,to], )
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et donc u est continue sur [r,%o] x Q et
Un(to) — u(to) dans L™(0Q).

Par (3.43), (3.44) et (3.45), on peut passer & la limite dans les équations et u
satisfait (3.4) et (3.6) donc u est bien solution de type semi-flot du probléme
de condition initiale ug.

On a donc bien définit par S un systéme dynamique généralisé corre-
spondant a des solutions faibles globales pas forcément uniques du probléme

(P). a

Montrons maintenant que ce systéme dynamique généralisé posséde un
attracteur compact. D’apres la Remarque 2.11 et le Théoréme 2.12, il suffit
de vérifier que S est compact et posséde un borné absorbant.

LEMME 3.9.— Le systéme dynamique généralisé S est compact.

Preuve du lemme 3.9.— Soit B un borné de L*°(f) inclus dans une
boule de rayon R > 0, et soit t > 0 et Si(B) = {u(t) ; u € S(B)}.
Nous utilisons alors le module de continuité donné a priori pour définir nos
solutions de type semi-flot pour conclure en utilisant (3.7) — (3.10) qu'on a
pour tout u € S(B)

|ul o< () < C(R)
[u(z1,t) — u(z2,t)| < w(t,C(R),|x1 — x2|) VI1,720 €Q

donc par Ascoli Sy(B) est relativement compacte dans C(Q) et donc dans
L>(Q). O

THEOREME 3.10. — S admet un attracteur compact dans X = L®().

Preuve du Théoréme 3.10.— S admet un borné absorbant donné par
(3.7) et il est compact par le Lemme 3.9. O
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