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RECHERCHES

SUR

LES FRACTIONS CONTINUES,

PAR M. T.-]J. STIELTJES,

Professeur a la Faculté des Sciences de Toulouse.

INTRODUCTION.

n obJet de ce travail est I'étude de la fraction continue

1 et

I
Qgy + ————
a2n+1z+. e,

dans laquelle les a; sont des nombres réels et positifs, tandis que = est une
variable qui peut prendre toutes les valeurs réelles ou imaginaires.

En désignant par Pa(2) 15 pitwe reduite qui ne dépend que des n premiers

Q.(2)

coefﬁclents a;, nous chercherons dans quels cas cette réduite tend vers une
limite pour n = et nous aurons 4 approfondir la nature de cette limite
considérée comme une fonction de z.

Nous allons résumer le résultat le plus essentlel de cette étude. Il y a

deux cas 4 distinguer.

Premier cas. — La série Ea,, est convergente.
1
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Dans ce cas, on a, pour toute valeur finie de z,

limP,,(5)=p(z),
lim Q.. (5) =¢(3),
lim Pyuy (3) == p1(5),
1im Qaps1(5) = ¢1(5),

p(3),4(2), p.(5), g, () étant des fonctions holomorphes dans tout le plan
qui satisfont & la relation

g(3)p,(3) —qi(3)p(s)=-+1.

Ces fonctions sont du genre zéro et n’admettent que des zéros simples
qui sont réels et négatifs.

Les réduites d'ordre pair et les réduites d’ordre impair tendent donc
chacune vers une limite, mais ces limites sont différentes et peuvent se
mettre aussi sous la forme d’une série de fractions simples

1]

P(=) S SR . B S o A
q(s) 544k S+ M 5+ At

3 v v v p
Pa) Y M Y
q:(5) 5  s+6, s s 5+ 6,

Wy My Vi Oy étant des nombres réels et positifs.

Second cas. — La série Za,z est divergente.
1

Dans ce cas, les réduites tendent vers une limite finie quelle que soit la
valeur de z; il faut excepter seulement les valeurs réelles et négatives de z,
et considérer ainsi la partie négative de I'axe réel comme une coupure.
Cette limite est une fonction analytique de s qui peut sc mettre sous la
forme
/” Q(u)du _ [TdP(u)

5+u)t 5w

o ( 0

Ici ®(u) est une fonction réelle et croissante (non analytique, en gé-
néral) qui croit de ® (o) = o jusqu'a @ (=) = é—- Cette fonction @ ()
. ‘

peut d’ailleurs présenter des sauts brusques en nombre fini ou infini. La
coupure sera ainsi une ligne de singularités essentielles dans le cas ou @ (u)
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présente des discontinuités dans tout intervalle (ce qu’il faut considérer

comme le cas général) ou méme lorsqu’elle est seulement non analytique.
On rencontre souvent sous des formes un peu différentes des fractions

continues qui rentrent réellement dans le type (I) et auxquelles on peut

ainsi appliquer nos théorémes. D’abord, en posant

i ) 1

a_l’ "= QpQp+1

by=

?

la fraction continue (I) peut s’écrire

a b°
1 R
5= — %,
-~ by
| r 2
- s+
etpour iz =1
byt
b 0
(1) T
- byt
1=+
’ byt
1+
I+
A laide de I'identité
b, b b, b,
~-|-—bg——e-v— 1 b2+17
I—l—T

la fraction continue (I¢) pourra se transformer en (I¢)

(I¢) %,
5+ b, —

b‘ bz

5+ bg-l— bs—'

b3,
5+ b,+ bs—-.. .

A

la nieme réduite de (I°) est identique avec la 22 réduite de (1) ou de (I).
Cette fraction (I°) est de la forme

(14) %o

Ay
S+ Rg— ——
Ay
S4og— ——2
S+ —. .

b

avec des valeurs positives des A, a;. Cette forme (I4) se rencontre assez
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souvent; dés lors, il y a de I'intérét a savoir si elle peut se mettre sous la
forme (1¢) avec des valeurs positives des b;, en sorte que nos théorémes
soient applicables. En identifiant on a

b= 1, by=uay,

blbﬂz)\U b&_7+63: Aoy
b b, =M, b, + by = ay,

d’ou P'on tire successivement b,, b,, b,, ..., et généralement

An
b:’.u -_ )\"-1

Kppeuy — - A

e =

%y

puis b,,_, =X, : bs,.

Cependant, il peut arriver que le calcul de ces b; devienne compliqué et,
puisqu’il s’agit seulement de savoir si ces quantités sont toutes positives ou
non, on pourra quelquefois avec avantage se servir de la proposition sui-
vante.

Les quantités b; sont certainement toutes positives si I'on peut trouver
une fonction positive de n, P, (P, = o), telle que

P.<«, (n=:1,2,3,...),
Ay
x, ___P_ :Pn+1~
A
En effet, b, =~ - est positif et ne surpasse pas —'- P ——<P,. Or, si b,,-,

est comprls entre o et P,,, on en conclura a cause de

Ay
ben _—_
o, — bgu_g

que b, est positif, plus petit que ~ SP,..

1)
Donc on aura généralement

o< bﬂné p/H—U

et puis b,,—, = A, : by, est aussi positif.

En particulier les b; sont tous positifs dans les deux cas suivants :

1° Lorsque o,21 + A,, pulsque la proposition énoncée s’applique alors
en prenant P, =1;

2° Lorsque ¢,,,21 + A,, il suffit alors de prendre P, = &,_,.
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Considérons, par exemple, la fraction continue étudiée par Laguerre qui
est de la forme (I¢) avec les valeurs suivantes des coefficients

Ao=1, A, =n? (n21),

o, =2n—T.

Le calcul des b, n’offre ici aucune difficulté et 'on trouve
bo-_—: I,
bﬂn-l:bzn:n (I?il),
puis

Qp—1 =1, Aoy = —

Laguerre, en supposant z réel positif, a montré que la fraction continue est
convergente et égale a
“ e *du
0 5T u

Il résulte maintenant de notre théorie que cette proposition s’étend a
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, en faisant exception pour les
valeurs réelles et négatives.

Considérons, en second lieu, la fraction continue que nous avons ren-
contrée dans ces Annales, t. III, et qui est encore de la forme I¢, abstrac-
tion faite du changement de z en z*. On a

Fo=1, A=(2n —1)(2n)*(2n +1) k3,
ap=(2n—1)2(1+ k?),

k* étant une quantité positive. Le calcul des b, se complique ici. Maissil’on
prend

n —1 n
= 0y, a, —P,=
2/ —1 27 —1

n a’l’

I'inégalité
A

— _ <P
= n+1
KLy — Pa

se réduit a
LES(1+ k)3,

et se trouve donc satisfaite. La fraction continue considérée appartient donc
encore au type que nous avons étudié.

et O D e
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CHAPITRE 1.
ETUDE DES POLYNOMES P,(3), Q.(3)-

1. Considérons une suite de nombres N, N,, N,, ..., liés par les relations

N=aN, +N,,
N] :agNg +N3,

" Njp—y = axNi + Npewy.

On pourra exprimer successivement N par N, et N,, par N, et N, par N,
et N,, etc.

N={(a1a: +1)N; + a;N; = (aya:a; + @, +~ a;3) N3 + (@a, + 1) N, +. . ..

Introduisons un symbole

[ai, Aoy ooy ak]’

déterminé par les relations

(I) ‘ [a’]:(zl’ [al,ag]za{ as +1,

_ ? [a;,as ...,ax] =[ay, ay, .oy ap]ar+[ag, @, - - -5 Qrs],
on aura

(?) N= [au Qay - - -y a/,.]N,,-f- [al, Qoy « oy ak_,]Nk+1,

Il est clair que N, N;, Nj., sont liés par une relation linéaire et homo-
géne. Il est facile d’obtenir cette relation. Multiplions (2) par a,., et rem-
placons @y, Ny, par N; — N,,,, on aura

[ar-1IN=[ay, as, .. s ey INt — [ @), @25+« oy sy INg3
multiplions par a,.. et ajoutons, membre a membre, a (2), il vient
[@rers Qra IN=[ay, @5y .. o5 @aa ]Nt + [@4, @ay -« 5 @y I N L3,
et il est clair qu’on aura généralement

(3) [a/-'-i-17 A2y -"7a/c+[—1]N

=[a, @3 - -+ Bpss= JNp + (— 1) * [y, @ - - -, Q1] Npse
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De la, nous allons déduire une identité dont nous aurons besoin dans la
suite. En remplacant & par «, Ipar B+ +1, ona ‘

(4) [@amts - -y GarBry]N=[ay, ..., Aa+8+y ] No + (— 1)5+Y[an vy aa—1]Na+ﬁ-'-y+z-
D’autre part, en éliminant Ne+g+, entre les formules

[a1+1, “eey aa+$]N = [an ceey aa+3]Na -+ (— l)s[an seey acz~x]Na+§+n

[az+3+2, .. ;az+3+y]N: [au .. ,az+,3+y]Na+3+1 -+ (— |)Y‘*’[a,, cee :aa+$]ch+ﬁ+y+u
on obtient la relalion entre N, N,, Nawgry., sous la forme
(3) . AN=][a,.. -,aa-hﬁ]g[an “ ooy OBy Nag =+ (— 1)5*‘([(1” . ',aa—l]Na-f-ﬁ-!-Y-H;’

ou
A=]Ja,-. -vaa-t-ﬁ-i-y] X [@aary - oy aad—ﬁ]
“+(— 1)3+‘[a“ cees@uog] X [az-e-ﬁ-i-e’ <evy BaiBay]-

La comparaison de (4) et (5) montre qu’on a identiquement
A=la,,..., aa—a—B] X [@guys ooy aa+5+y]-
Nous avons donc cette relation

(A) [ayy ..., aa-+,’3+y]>< [@xsss oo vy aa-(-B]
=[ay,..., aa-(-B] X [@gryy -« A4 8+y]
+ (— I)B[an ey By ] X [aa-r-ﬁ-l-z; <oy BBy ]l

Il est utile de noter certains cas particuliers. Pour B=o,0na

(B) [as ..+ @qary] =[ay, - |
X [@reyy - ey Agiy] +[ay, ..., Ayy] X [@ss, . . ., @z4iv],

etpoura =y=r,
(C) [ab EERY) a5+2] x [a‘.'7~--" aﬁ-ﬁ-l]:[ah -'-,aﬁ-H] x [a‘!: ey aﬁ-ﬁ-ﬁ] -+ (—1)3-

Pour y =1, la relation (B) reproduit la loi de récurrence (1); pour
o =1, il vient

(6) [as .- -, aynl=ayla,, ..., aye] +[a,, ..., @y ]

On en conclut facilement

.[E"“;“k].—a - R
[@s ..., ar] L - 1
az 1
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tandis que, d’aprés (1),

lai, ..., a:] 1

=—ap+ —————

[ay, ooy @r—y] Qpeq + X
e

D’aprés ce qui précéde, cette derniére fraction continue est aussi
[a/,., ey a,]

» d’ot il est facile de conclure
[@ar—ys .. .5 a]

égale a

7). [y, @y - vy @x] = [y @ty - -or @1

Il est clair que le symbole [2,, ..., @, - - - a,| est linéaire par rapport a un
quelconque des éléments a, et, 4 I'aide de (B), on trouve facilement

(8) [ah AR ] an] = [alv RS ] ak-l] = [ak-i-l’ ey an]a/.' -+ ‘R,
ol & est indépendant de a, et peut se mettre sous les formes
R= [ah sy Qe O3 Al - - o an] == [ala sy Qpegy iy T+ Apeiyy Ayny - - - a/l]-

Enfin, on s’assure encore facilement des relations suivantes, ou 7 est un
nombre quelconque,

{ Qs a, Qan
\ ma,, ;7—2’ mas, ;17 ceey MGop_y, ;‘ ‘——[a“ Ay . ..y a211]7
(9) ¢ )
Qs 2, Qap
may, ;7‘1’ mas, ,-7'1’ ceey Moy, -YT'L > MAspyg | =M X [ah Z2DR a2n+l]7

2. Il est clair, d’apreés ce qui précéde, que les numérateurs et les déno-
minateurs des réduites de notre fraction continue s’expriment de la facon
suivante a I'aide du symbole [a,, ..., @,] que nous avons introduit

P, (5)= [@r as5, as,s .. . G2pey 5, @2 ],
Q?Il(z) = I_alzy Aoy A35,y - . oy a&n]’
P2n+1 ('-'-) = [a2’ aas’ Qyy oo oy Qapy a;’lz+15]:

Q‘2n+i(:‘) = [a1;3 Ay - -y a2n+15]-

Nous désignerons par P’ (z), Q%(s) ce que deviennent P,(z), Q,(s)
lorsqu’on remplace partout a; par ;.. Les formules du n° { donneront
ainsi des relations identiques entre ces polynomes en changeant a; en a;5,
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lorsque Zest impair. On a ainsi les formules

Q:u(:) = aqu'ln—-l(z) -+ Q!n—e(:)’
Q;’n-&-l (:) = Qsp4 :'Qin(z) -+ Qﬁu—l (S )'

On s’apercoit facilement qu'on a généralement

Pgn(:) = c:%o -+ 1-3,;-1 S4+...+ "’L‘n—t Sn_l,
Q2 (3) =g+ Moy 5 4. ..+ Wb, 5"
Poi(5) =S+ S15+...+ &,5%,

Qa1 (3) = ®o + B15 4. . . 4 gy 5",

- les cocfficients étant des polynomes des a;. La loi générale de ces cocffi-
cients est un peu compliquée; elle ne nous serait d’ailleurs d’aucune utilité,
mais on reconnait facilement les quelques expressions suivantes qui nous

scront utiles.

Rog = A+ @ +. .. Qap,s

1 1 1
oo = Mopy +—_— . — )
a,ay a;qa, Qap-y Qo

Ropoy =A@y . . . Qap,
=1,
n

b, == E(dl T+ Q3 . Qafmy ) Bafy
1

€, :2(a2+a5 oo @op ) Bafars

Cpor=8y( — 2 4 —L ),
aa; asa, Qsn Agpy

Cr=@385. .. Qypays
By, =o,
@y =a;+ a3 +...+ Qopsis

Wy = ®pay (-L--;— ! - ——I—>,

a, Qs a,az Qap Azpey

(Dll+l =a;Qs...Qp4q-
Fac. de T. — VIII.

J.2
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A cause de la relation identique

Q'lu (:) P‘ZIL-H(:‘) - P*.‘n( :) Qin-i—-i( :) =1,
on a
’“l"l e 81 = "{"O(Dl'

3. Nous allons établir maintenant quelques propositions sur les racines
des ¢quations qu’on obtient en annulant les polynomes P et Q. Les poly-
nomes P, du reste, ne différent pas essentiellement des polynomes Q, et
nous insisterons surtout sur ces derniers. Dans la relation (A) du n° 1,
posons

a=2n—3, B=u, V=2,
il viendra, en changeant toujours a; en a;5 lorsque ¢ st impair,

ﬂzn—-" ’n( ) maand [a’n—zy a’n-— 1~ a“n]Q’n— )— a2n0°n—~( )a

on voit que
an(-:), Qﬂn-z(:)’ Qun-i(5) .- Q‘z(:')’ Q_o(:') =1

forment une suite de Sturm. Pour z = — «, cette suite présente n varia-
tions de signe, pour = = o il n’y a aucune variation. On en conclut que les
n racines de

QM(:) :09

sont réclles, inégales, négatives et séparées par celles de Q,, ,(s)=o.
Lorsque = passe cn croissant par une racine de Q.,(z) = o, le rapport

Q.r—2(3) : Quu(3) sautede =—cd + =

Posons maintenant dans la relation (A), -

o=—2n—2, B=i, 7 =2,
on aura
) z Fo— Qupes(=
a‘.’.ll—l(~-”4_1( )—-[a’n —1s Qo2 5y a.n-&—l]Q_‘_’_(") _a211+l:-_”T3(—);
donc
93_ (s 02__( ) Qx(:'z

ey St =@y

< ~ ~

forment une suite de Sturm. Les n racines de

Qenei(2)

<

=0
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= 0. IJG

' . v I3 3 ] » )» - :‘)
sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de (‘-'i_'—(——

rapport Q,,—,(3): Q.,., (5) saute toujours de — = & + . Prenons main-
tenant

a=a2n—2, B=rm, v =1,
on aura

Qs (5) _ Qa.u-a(S)_

azu-—xan(s) == [aiu—-l‘=7 ain]

~

donc

Q'J/l—l(;)’ Q'Zn.-—:{(s), ceey Ql(s) —a

-
~ -~

QEI{( :),

~

forment une suite de Sturm : les racines des Q,,(5) = o sont séparées par

Q 2:1_--_ 1.g

celles de =2 = o. Posons enfin

o=2n—1, B=ru, y=1,
il viendra

5, Qspsi (5) = [@22s @2n415] Qa2 (5) — Q20—2(3);
donc
Q2n+|(5), Q:a(:’)’ Q:n—s(:), ey Qz(:’)a Qo(:‘) =1

forment une suite de Sturm. Les racines de Q,,.,(s) = o sont séparées
par celles de Q,,(s) =o.
Nous venons de voir que les racines de

an—x(s)

= [al’ Q235 A3y < oy Aap—25, aiu—z] =0

séparent les racines de
Qen(3)=1[ay, a23,a3, ... Gsp—y, @2, 5] = 0.
Donc aussi les racines de
[Gens @cpei 3y Qsn—s ... @33, @] =0
sépareront les racines de

[azm QAn—135y Aap—zy -+ A33, Xz, &5 | = O,
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ce qui revient 4 dire que les racines de P,,(5) = o séparent les racines de
Q.. (z)=o.

De méme, on verra que la proposition que les racines de Q,,(3) =0
séparent les racines de Q,,+(3) = o ne différe pas au fond de celle-ci} :
les racines de P,,,,(z) = o séparent les racines de Q,,.,(z) = o.

Il résulte de la que dans les décompositions en fractions simples

Pon(5) _ M, M, M,
Qon(3) s4+x, s+, s+a,
P?n-ﬂ(:):l& N, + N - N, :
Q2r+1(5) 3 s34z s4+2 5+,

les quantités M;, N; sont toutes positives. (Il va sans dire que les z; ne sont
pas les mémes dans les deux formules.)

4. Les racines de I'équation Q,(z) = o sont évidemment des fonctions
des n premiers nombres ;. Peut-il arriver cependant qu’une telle racine
ne dépende point d’un de ces a,? C'est ce que nous allons examiner. On a
d’aprés la formule (B) dun° 1, en employant la notation que nous_avons
expliquée au commencement du n°® 2, ~

(1) Qaraon(5) = Q2a(2) Q3% (5) 4+ Qep—ia(3) P3N(5),
(2) Qzu+2n'+1(5)=Q n(5) en+1(’)‘*‘Q?n—-l(')P;z-ﬁ-x(')'

Nous savons que les deux polynomes Q,(z), P,(z) ne s'annulent jamais
pour une méme valeur de z, de méme Q,(z) et Q,-,(5). Cela étant, il est
facile de conclure dela formule (1) :

Si = a annule deux des fonctions Qupr0,(5), Qun(5), Pi(3), cette
valeur = @ annulera aussi la troisi¢éme de ces fonctions.

Si x = a annule deux des fonctions Q,pr0r,(3), Qun—i (5), Q%(2) cette
valeur x = @ annulera aussi la troisiéme de ces fonctions.

Dans le second membre de (1), c’est le polynome Q32 (=) seul qui dépend
de a.,.,; en mettant en évidence ce coefficient, il vient

(3) ) Q°n+2u( )—am-b-l"Q"n( )Pru )+B(5)’

ou R(z) est un polynome qui ne dépend point de a,,.,. Il est clair mainte-
nant que les racines de Qauv0x(2) =0 qui ne dépendent point de a,,.,
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doivent satisfaire aux équations

Q:n(:‘) pi::(':) =0,
R(z)=o.

Une telle racine doit donc annuler 'un des deux polynomes Q,,(z),
P;..(z), mais, d’aprés ce qu’on vientde voir, elle annule alors aussi I'autre.
Réciproquement, une valeur z = a qui annule Q,,(5) et P}, (z) annulera
aussi Q,p+2,/(5) d’aprés la formule (1), puis aussi R d’aprés la formule (3),
et sera par conséquent une racine de Q,,..,(5) = 0 qui est indépendante
de @,,.,. Ainsi les racines de Q,,.2,(3) = 0 qui sont indépendantes de
@sn+y coincident avec les racines communes des deux équations

Q:.(35) =0, P(s)=o.

Etil est clair que ces équations peuvent, en effet, avoir des racines com-
munes, car la premiére ne dépend que des paramétres a,, a., ..., @, la
seconde des parametres @upys; @anvss -« -3 Ganeer- Mais on voit aussi qu'en
général, c’est-a-dire lorsque les @; ne satisfont pas a certaines conditions
particuliéres, ces racines n’existent pas.

On établira de la méme facon que les racines de Qa,..,/(z) = 0 qui sont
indépendantes de a,, coincident avec les racines communes des deux équa-

tions
Qzr—1(5) =0, 32(5)20

La formule (2) donne lieu & des conclusions analogues qu’il suflira
d’énoncer.

Les racines de Q.p+2,44 (%) = 0 qui sontindépendantes de a,, coincident
avec les racines communes des deux équations

Qi (5) =0, Qs (5)=o.

Les racines de Qaz49,44 (3) = 0 qui sont indépendantes de a,,.,, coinci-
dent avec les racines communes des deux équations

erz(s)zo’ P§2'+1(:')=°'

5. Nous allons établir maintenant les propositions suivantes qui compleé-
tent celles obtenues au n° 3.
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Les racines de Q... (5) = o sont séparées par celles de
an(z)P--i;:' s)=o,
et également par celles de
Qar-1(5) Qi (3):5=0.
Les racines de Qy,.004: (5) - 5 = 0 sont séparées par celles de
Q:u-1(3) Qiliy (5) 152 =0.
Les racines de Qa,. 0044 (5) = 0 sont séparces par celles de
Q:n(5) P3oi(5) =0

Pour ' = o ou == 1 on retrouve les propositions du n°® 3.
1 suffira de développer la démonstration de la premiére proposition.
Reprenons la relation

Q2u+2n'(:') = Qiu(s) Qiyz( :) -+ QEIL"'I(:) PTEZ(:)?

‘et désignons les racines de Q.,(5) = o rangées par ordre de grandeur crois-
sante par
a<a’<z”<a.’”<...;

de méme les racines de P;..(5) = o par
B <<
ct Pensemble des racines « et 3 par
T L LTy <o < Tptn'—1+
Cela étant, la proposition énoncée revient a ceci : la suite des quantités
Qapron (Z1) (i:o,l,2,3,...,n+n’),

ot ¥, = — % et x,.,,= 0, ne présente que des variations de signe.
D’abord Q.p.en(%,) @ le signe de (— 1Y+ quant & Q,,.2. (%, ) deux cas
sont & distinguer selon qu'on a z, = 2 ou x, = j.
Dans le premier cas,

Q!:z-(-zn'(xl) - Q’_’lz—l (“) sz'(“);
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dans le second cas,
Qunwen (1) = Q2. (8) Q3% (3)-

Or, on voit facilement que dans le premier cas Q.,-,(2) a le signe de
(—1)" et P3;.(a) le signe de (— 1)***, car « est plus petit que la plus petite
racine de Q.,,(5) = o et aussi plus petit que 3.

Dans le second cas, on voit de méme que Q,,(B) ale signe de (— 1),

Qin(B) le signe de (— 1)“*', car 8 est compris dans l'intervalle des dcux
plus petites racines de Q3 (z) = 0. On voit que, dans tousles cas, Q.4+, ()
a le signe de (— 1)"***+'; ainsi Q.p,00' (%0 )y Qanwon(2,) présentent une va-
riation.

Supposons maintenant que, dans la suite des z;, deux racines consécutives
x; et z,,, soient des racines . On aura

Q‘le—(-‘lu'(xk) = Q‘zn—l(a) P’u (7)’
Qeu-e-zu'(x/.-ﬂ) == Qeu—x(“’) Piii-(a )

Or, a et o étant deux racines consécutives de Q,,(5) = o comprennent
une racine ct une seule de Q,,—,(5) = o: donc Q,,_,(a) et Q.,_,(«") ont
des signes contraires.

D’autre part, entre o et « il n’y a par hypothé¢se aucune racine § de
Pi.(z) = o. Donc Pi.(«) et P32 («’) ont méme signe, et il s’ensuit que
Qunsan (%x) €t Qapuan (€4s,) présentent cncore une varialion. Dans lc cas
ol zy =B, z4,, = ', on aura

Quasan (@) = Qun(B) QEI(B),
Qe (ees) = Qan(3) QE(F'

Q.. (8) et Q.,(8') ont méme signe, Q=(8) et Qi (¥ ) ont des signes
contraires; Q,,H,,,'(xk) et Qupion(Zset) Présentent encore une variation.

On arrive 4 la méme conclusion dans les deux cas quirestent & discuter,
Ty= 0, Zy,, = B et ;= B, x4,, = a; dans le premier cas,

Q*lz+°n'(xl') _ Q"n— “) p:Z (1)7
Qonaon (Tas) = Q.. (r’) Qzu (r))

Q..-,(5):5 a par rapport a Q,,(s) les propriétés de la dérivée Q,,(=);
ensuite Q,,(B) ale signe de Q,, (2 + ), Q.aey () le signe de Qu (2 + £)
(& positif tres petit).



J.16 T.-J. STIELTIES.

On en conclut aisément que le rapport Q.,—,(): Q.,,(B) est négatif.
Ensuite P2.(z) a par rapport & Q3.(z) les propriétés de la dérivée; Pir(«)
a le signe de Px(B —c¢); Q¥ (B) le signe de Q¥%.(B —¢). Le rapport
P2 (a) : Qi(B) a donc le signe de

(B—e) Qi (B —e)

et ce signe est +, si I'on remarque que B est une racine de P}, (3)=o
qui est comprise entre deux racines consécutives de Q3 (z)=o. Ainsi
Q20 (Z1)y Qanasn’(Z4sy) Présentent encore une variation.
Enfin, si 'on a
Qaaren (1) =Qu(B) Q2 (B),
Qenren (Zrr1) = Qap—s () iR (2),

on constate que Q.,(B):Q..-,(a) est positif, puis Qi (B):P5(a) est
négatif.
Les n + n’ premiers termes de la suite

Qs 2n(Z1) ({i=0,1,2,...,n+n')

ne présentent donc que des variations et l'avant-dernier terme est donc
négatif, tandis que le dernier terme est positif. La proposition énoncée se
trouve ainsi ¢tablie.

Nous avons supposé dans ce raisonnement quaucune racine o n’est
écale & une racine 3. C'est ce qui arrive en général, mais la nature méme
de la proposition montre qu’il peut en étre autrement dans des cas excep-
tionnels. En effet, d’aprés notre proposition, chacun des n + ' — 1 inter-
valles formés par les racines de

erz-(-‘.’n'(: ) -0,

renferme une racine « ou bien une racine 3. Mais on ne saurail dire
a priori quels sont les intervalles qui renferment une racine « et quels sont
ceux qui contiennent une racine 3. En effet, cette distribution des racines
a et B dans les différents intervalles varie d’un cas & I'autre selon les valeurs
des a;.

Les coefficients a; variant d’une facon continue (tout en restant positifs),
il doit donc arriver des cas exceptionnels, au moment ou la distribution des
racines o et 3 dans les intervalles subit un changement. Et il est clair que



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. JI7

cela ne peut arriver que de la facon suivante : deux intervalles consécutifs
renfermant le premier une racine a, le second une racine 3, la racine « peut
passer dans le second intervalle, tandis qu’en méme temps la racine 3 entre
dans le premier intervalle. Au moment critique, les racines « et 3 sont
confondues avec une racine de

Qzni2n(5) =0.
C’est, on le voit, le cas exceptionnel étudié au n° 4.

6. Nous pouvons établir maintenant, trés facilement, la proposition sui-
vante. Soit x, une racine de
Q.(z)=o.

x, peut étre considérée comme une fonction de a; ct la dérivée particlle

9z

dai

ne peut jamais élre négative. :
Pour la démonstration, il faut distinguer quatre cas selon la parité de »

etdei:ilsuffira de développer le raisonnement dans un seul cas. Supposons

Q’.‘n+2n'(a°k) = Qop4+1 T} Q?ﬂ(xk) sz(wk) -+ R(x/.) =o,
d’ou
9z zk Qon(zr) Pin(21)
Osney Qbrnren(Z)

Or, nous avons démontré que Q.,(z) P;7(3) a par rapport & Q,,..,(3)
les propriétés de la dérivée; donc :

Qs (zx) PI7 (1)
szm—zn’(xk)

est positif et, puisque z, n’est pas positif, la propriété énoncée se trouve
démontrée dans le cas de » pair, 7 impair. Exceptionnellement, la dérivéce
peut étre nulle.
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CHAPITRE 1L

LE DEVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DESCENDANTES DE =.

7. La formule
P, (5) _ P.(z) — (—1)° s
Qn—H(:) Qn(s) Qu("’) Qn+1(5)

ol Q,(3)Qu+i(3) est un polynome du degré rn + 1, montre qu'en déve-

loppant les réduites
pp Pn ( ) P,,, +1 (:’)

"

Q0.(3) Q3

suivant les puissances descendantes de 3, les n premiers termes de ces dé-
veloppements sont les mémes. En écrivant

P (:) Co c Ca Chp—t o ol 1
(1) -(-)-’i(—z—)z S S g e (D) I e (— )+ (— ) s e SRR
Q. 3 s 3 s 3 Je

on définira donc une suite de quantités
007 cl; 027 C:}y

qui sont parfaitement déterminées et qu’on pourra prolonger aussi loin que
I'on voudra. Les c; sont évidemment des fonctions rationnelles des a;, et, si
Ton introduit les b; (voir I'Introduction), les ¢, sont des polynomes & coef-
ficients entiers et positifs des b,.

La maniére la plus élégante pour obtenir les expressions des ¢; parles &;
nous parait étre la suivante, que nous avons obtenuc dans le Mémoire pu-
blié dans le tome III de ces Annales.

On calcule d’abord les quantités %k i par les formules
®o,0 =1, ‘@0 =0 Jorsque {>o0;

Bo,k: %o, 1+ 0y X1,k
51,1.-: 229 bs“z,k-

62,/: = 1+ bsoty 1y

Bir= %k = Doy %iy 13
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Ao, k1= by 50.1.-7
oty s = b3 By 1k + Bo, s
2 1 = OsBs,x + Bt

& it = Doz Biyr+ Bimt,ze

Il en résulte qu'on a a,;; = B, = o lorsque i > &.
Les expressions a;, B, obtenues, on peut calculer un coefficient ¢, quel-
conque de plusieurs maniéres par I'une ou I'autre des formules

Civk ==bgotg, ;% + bobibyaty ;o + bobybabsbias oy +. ..,

Civt1 =0y0,80,: 80,4+ 0,0, s bsigl,iﬁi,l.- +~by0,0:0,0,b; 52,:’33./;"5‘ s

Les coefficients ¢, étant définis, nous considérons la série infinie

et nous dirons que c'est 1a le développement de la fraction continue sui-
vant les puissances descendantes de z. C'est une définition purement for-
melle; nous verrons bient6t que la série est souvent divergente quelle que
soit la valeur de z: aussi ne faut-il ’envisager pour le moment que sous le
point de vue purement formel.

Les ¢, sont des fonctions rationnelles des a, ; nous donnerons un peu plus
loin les formules qui expriment réciproquement les a, au moyen des c,.
A l'aide de ces formules, on pourra donc réduire formellement une série
procédant suivant les puissances descendantes de 5 en une fraction con-
tinue.

8. Ona

P, (3) _ X _ 1 L (=
UG WEUG)  UEI0GE) T Qi (5 Q)

et, en développant suivant les puissances descendantes de 5 les termes du
second membre : '
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t g
QG Q) ~ &’

I el el e} | €}
TTEGE T TR TETRT
, I _ €& _ & _ 8
TEEHE STETR T

1 - e; | et
TEEeE TEEET
I S + 85

Q.(5) Qs(5) z° ’

En ajoutant les n premiéres séries, on obtient le développement de

- Or, si 'on remarque que
Q.1 (5)Qu(z)=c3(5+z,) (3 +23)...(5 4+ Zry),

oll ¢, T,, Lay ..., Xy_, sont des nombres positifs, on voit facilement que
tous les coefficients ¢} sont positifs, et I'on en conclut que, dansle dévelop-
pement (1) de

c

n('
Q- (

2}
~

?

3]
~

les n premiers coefficients ¢,, ¢y, ..., c.—, sont positifs, et que les coeffi-
cients suivants «”, % ,, ot ,, ... sont plus petits que ¢,, Coypyy Cpizy -
respectivement.

On peut obtenir le développement d'une réduite en la décomposant d’a-
bord en fractions simples. Posons, comme au n° 3,

p_n (‘:) 1“1 M2 NIIL
= -+ + —,
Qn(3) s+, s+ 5+ Z,
on en conclura
ck=21\iixf [k=0,1,2,...(2n —1)].
1

Ensuite, en considérant une réduite d’ordre impair

Psniy (5) __ Ny N, N, , N,

bl o RPN + e
Quii(5) 5 54z 54z z+ z,
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J.21

n
c;.:EN,-xf‘ (k=o0,1,2,...,2n) (z,=0),
0

ces expressions donnent lieu 4 la conséquence suivaute :
La forme quadratique

me—{m=—1

2 2 Cp+i+k X: Xk
0 [}

cst une forme définie et positive, en sorte que le déterminant

Cp Cp+1 Cp+z Cptm—1-
cp+l Cp-'-g cp+3 cp+m
Cp+m_1 .o e o «ae cP+gm_2
est positif.

En effet, si nous prenons un nombre r tel que
p+a2m—25S2n—1,

il est clair que la forme quadratique considérée peut s’écrire

n
2 M 2?2 (Xo+ Xz, =+ Xzl 4. ..+ X oy 2P0
1

9. D’aprés ce qu’on vient de voir, on a

Cn+1
Cn

C,,.‘.q
—_—>
Cr+1

c’est-a-dire le rapport c,., :¢, croit avec n. Deux cas peuvent donc se pré-
senter : ou bien ce rapport croit au dela de toute limite, et alors la série

Co [
T ST I3
I =]

est toujours divergente; ou bien ce rapport tend vers une limite finic A, et
alors la série est convergente pour | 5| > A.

D’autre part, nous savons que la plus grande racine de

Q.(—5)=0
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croit aussi avec 7. Nous allons montrer que, dans le premier cas, cette ra-
cine croit aussi au dela de toute limite, et, dans le second cas, elle tend
vers la limite A.

Posons, sans distinguer les valeurs paires ou impaires de 7,

P.(s) _ mi_
Q.(3) - 5+ x;
, n n —+1
n=-0 et x, étant la plus grande racine, on aur
.
Z m;x}!
Cr-1 1
Cn—2 T S
S et
1
Donc, si 2% croit au dela de toute limite, il en sera de méme de .

l).

Mais supposons
lim 241 =3
n
la limite de z,- ne pourra pas étre <A : je dis qu'elle est égale a A. Pour
cela, il suffira de montrer que x, ne peut pas devenir plus grand que %.
Supposons en cffet x, = A + ¢, ¢ étant positif, et considérons les deux

séries

C c [
) i e R
n( )_CO n—i n |“Z+‘l
(2) Qn( ) — + =} (_ I)"’ -1 = ( )n. -n.+1 (_ ,)n-r- :”?2 - ...

Nous savons que la série (2) est convergente pour | 5| >z, = A+,
mais divergente pour | 5| < z,, et donc en particulier pour

A<ls|<h+e.

Or, puisque hm =, la série (1) est convergente pour|z|> X et,

puisqu’on a o, < C,, a,M < Cpeyy -+, la série (2) sera aussi convergente
pour les mémes valeurs de z et, en particulier, pour

<5<t +e
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La méme série (2) serait donc en méme temps convergente et divergente
pour A < |3| <A + z. Cette contradiction montre que la supposition que
x, peut croitre au dela de A est inadmissible et I'on a bien

limz, =12 C. Q. F. D.

10. Mais la fraction continue étant donnée, comment peut-on recon-
naitre s1 ¢,.,:c¢, croit au dela de toute limite ou tend vers une limite
finie? La réponse est trés simple. Considérons les nombres

1

ananﬂ:bn (n=1,2,3, ...).
Si ces nombres ne sont pas limités supérieurement, c,.,:¢c, croitra au
dela de toute limite. Mais, si ces nombres ont une limite supérieure /, le
rapport ¢, :c, tendra vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 4 /.
Les nombres b, n’ayant pas de limite supérieure, cela veut dire, quelquc
grand que soit un nombre M, on pourra trouver toujours un ecntier m

tel que

b,,,:——l——- > M.

am alll+l

Posons, selon le cas, m = 2n ou m = 2n + 1, et rangeons par ordre dc
grandeur croissante les racines des équations

Q.z,,(——s)zo, Q2Iz+2(—;):o’

en les désignant par

&y, Koy R %
51’ 627 LA 51&4-1’
on aura, d’aprés le n° 2,
a4+, =by4bo+...+ bay_y,

Bi4+Bo+...+ By =0+ bo+...+ Doy,
d’ou I'on conclut
Bror— (dn—Brp) — (%ne1— Bu—t) —- - - — (21— P1) = ban+ bzu-e-lf
Les différences «, — 8,, ..., , — B, étant positives, il est clair que

. 6/;4-1 > b‘_'n‘+ b2n—'—l > B’l-



J.24 T.-J. STIELTJES.

On voit donc que la plus grande racine de Q.,(— z) = o, et, par consé-
quent, aussi le rapport c,., : ¢,, croit au dela de toute limite. -

Si les nombres b,, b,, b,, ... ont une limite supérieure I, choisissons un
nombre C tel que C/> b, et considérons la fraction continue

Cl

Les ¢, étant des polynomes & coefficients positifs des b,, il est clair que

si I'on réduit en série cette fraction continue; les coefficients seront plus
grands que les coefficients correspondants de la série

Or, on s’assure facilement que la série obtenue est identique a celle
qu’on obtient en développant la fonction algébrique

Ve
qui est convergente pour |: | > 4. Donc le développement

Co Cy Cs

= =2 =3
5 3 5

sera aussi convergent pour |3|> 4/, d’od l'on conclut que le rapport
Covs - €, tend vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 4 ..

11. Le développement

Co C Cy
R
3 1)11(:) €72
et celui de o.(s) he différent que par les termes en
n\~

I 1
—n+1’  nx2’ 0T
5 s

On en conclut que le développement de

<

C, € G
Qn(:)<-o' — + = ——)
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ne différe de P,(z) que par des termes en

I I
n—n+1’ n—n+2°
z %

ceos
n’ étant le degré de Q,(z). Par conséquent, dans le produit

C [ (4
Q,,(S)(J— _é..;__i _),
z - 3

les termes en

manquent. Cette condition détermine Q,(z), & un facteur constant preés.
Supposons d’abord 7 pair et posons '

Qun(—5) = ay+ &5 + @y 52+ a, 5%

en écrivant que les termes en

manquent dans le produit par

C

Go G G

~ ' a2 ) ey
-~ -~ -~

il vient
(1) ®Cp + A Chay ... ApClp =0 (k=o, 1, 2, . n—1),

et, sil'on remarque que Q,, (o) =1, on obtient

W
)
~
)
R

1

~ .« ~

Cy Co e Cn
Co Cy Ce [P Cn
Co C3 S Craiy
(2) Qu(=3)=| ¢, ¢ ¢ ... cp|: .
Crn Cpty .. Copey
Cre1 €r Cpyyg ... Cap—y

Pour exprimer plus simplement les formules (1), nous introduirons un
symbole S /() dont voici la définition : f(«) étant un polynome, S f(z)
sera le résultat obtenu en remplacant dans S () les diverses puissances de
u, u, u', u?, ... parc,, c., c,, ... respectivement. On aura donc

(3) S{u"Q,n(—-u)}zo (k=o0,1,2,..., n—1).
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Dans le cas de » impair, soit
I Qoni(— 3)=B15+ Be5®+...F Brerz",
il viendra

(4) S‘tu"Qz,H.,(-u);:o (k=o0,1,2, ... n—1).
Le terme constant dans le produit de Qg (— 5) par |

_— —

2

v
~2 -
< ~

C € . Cs

est égal au terme constant de — P, ., (—3), c'est-a-dire = — 1, donc

=—1.

(5) S3Q2n+1l£"' u)

Cette relation détermine le facteur constant que les formules (4) lais-

saient indéterminé et

~ =2 mn+1
-~ -~ .. -~

€ €1 .- Ca
Cy Co cer Cpaa

Cy Co cee Cpag

(6) Qonii(—3)=—|¢Cs € .-+ Cnxs|"*

Cn Cray -+- Con

Crn Cn+1 LR Can

Les coefficients des plus hautes puissances de = dans Q,,(3), Qupei(5)

sont connus d’aprés les formules du n° 2.
La comparaison avec (2) et (6) donne dés lors

a; Qs ... Q2 =A,:Bn,

@A Qs ... Qons1=DBr ! . P

si nous introduisons les notations

Co € .-+ Cn—t i € ... Cp
€, € ... Ca Cs eer Cpa

A= ’ B,= (A;=B,=1),
Cp—1 Cn --- Caz—2 Cr Cn+1 --- C2n—y

on en conclut
A2 B2

(7) Qon — B_n, B—_—n—l 3 Qops1— ———An A .

Ce sont les formules qui expriment les @; par les c;.
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Le coefficient de z dans Q,,., (3) étant @, + @; +. . .= @opsy (vOIr n° 2),
il vient, d’apreés la formule (6),

. C
(8) A By Aoy = ——
Az
en posant
Cs C3 ees Cpyg
c; Ci  eev Cpas .
C.= " ’ Co=1
Cn+1 Cnp+2 --- Cop |

12. Les expressions des numérateurs P,,(z), P,,..(5) sont un peu plus
compliquées, mais s’obtiennent encore aisément par cette remarque que la

partie entiére de

{co | €1 | € E
(]
s’exprime par

S—Uu

Il suffit de vérifier cela dans le cas f(z) = z*.

On aura ainsi
(=32)=Qa(—u)].

s—u )

P,A-—:):——SiQn

Des formules (2) et (6) on déduit alors facilement les expressions sui-

vantes. Posons
R,=c¢,,

Ri=c¢cy5+¢y,

Re=co52+¢15 +csy

Rir=cosF +c, 5514+ . . . 4 ¢y,

on aura
o Ry, Ry ... Rpy
Co Cy Co . e Cn,
(9) lez(—‘s):_ Cy Cy C3 [ Cra1 . B,,,

Cn—e1 Cn ++ +vv Cap—q
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R R, ... R,
i Co  ev. Cpw

(10) Porri(—3)=| ¢, ¢ ... Cpee|: Aniy
Cn Cn+t et Can

Pour z = o, on conclut de la formule (g)

o Cy . Cp—1
Co Cy een Cp .
(1) Ao Ay« o . Agp =— : B,.
Cr—1 Cn ... Can—

A Pégard du symbole S, nous ferons cette remarque a peu prés évidente
que, V,(z) étant un polynome du degré n, la valeur de

S{V,(u)

est égale au coefficient de z—z dans le développement de

P.. (1)

Vn(—u)Qm(u)’

en supposant m2n -+ I, ce que nous €Crirons

S{V.(w)] =Rés.§ (= ">Q”§Z§§
D’aprés cela, on a, par exemple,
<—u>'—ResE SRl =y

g o (2) 1+ Pop(u) Qonar (1)

2n+1(u)
{ Qan(u) r .
= Rés. ?an-&-x(u); Q2n+1
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Nous rassemblons ici quelques formules de ce genre

${Q.(—u)) = ——,

Qaontq
I 1 1
S{uQin(—uw)|= ( + >,
Q2n+1 \ A2n A2+t Qspt1 A2p+2
$1L Qtr, (— 1)) = 1,
w A 227 =%

{1
s%u—,_,

leﬁ-l (- u)

=a1+a3+. ..-+-a2,,_,_,,

JICEHED RN e

Z §=a2+a4+...+a2n.

Voici enfin une derniére remarque : supposons

P..(s) _ 2 M,

QZn(z) - s 5+ 2;

b

on aura

n

${Va(w)f= P M: Va(2s),

1

d’oti 'on voit que, sile polynome V, () ne devient pas négatif pour & > o,
la valeur du symbole

N S{Va. ()i
est toujours positive.
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CHAPITRE IIL

OSCILLATION ET CONVERGENCE D’'UNE FRACTION CONTINUE.
CAS OU LA PARTIE REELLE DE s EST POSITIVE.

13. Supposons z=1 et écrivons P,, Q, au lieu de P,(1), Q,(1). Les
relations -

P.=a,Pry+ Pprs,

Q,=a,Qr—1+ Qr—s
montrent que I'on a

P,<P;<P;<...,

P,<P,<P,<...,

Q<< <.,

Q< Q<Q,<...,

en sorte que dans le second membre de

L SR SR SR Gl i
%- 00 %0 T 0T G Q)

les termes vont en diminuant.

On en conclut que les réduites d’ordre impair vont en diminuant, sans
devenir jamais plus petites qu'une réduite quelconque d’ordre pair. Les
réduites d’ordre pair vont en augmentant sans surpasser jamais une réduite
quelconque d’ordre impair. Ainsi les réduites d’ordre impair tendront tou-
jours vers une limite finie, et il en est de méme des réduites d’ordre pair.

P.
l- 2n+1 — L s
m QZPIA—! !
. P,
1 =1,
o Q?n.
et
L,2L.

Sila quantité croissante Q,—, Q, croit au dela de toute limite, on aura

L,=L;
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si, au contraire, Q,_, Q, tend vers une limite A, on aura

L1=L—:—%-

Or on voit facilement que Q,,> 1, donc
Qsnt1= @2p+1 Qan+ Qon—1> Qopny + dapsys
d’ou
Qsnt1 > @+ @3+ . .+ Qanyy.
Ensuite on conclura
Q2n =2, Qon—1+ Qon—2> Qon—s+ @43,
d’ou
Qon>ai(ag+a,+. . .+ ayp)-
20
1
est divergente, 'une au moins des quantités Q,,, Q.,., croitra au dela de
toute limite et

Donc, si la série

L,=L.

Nous dirons, dans ce cas, que la fraction continue est cornvergente.

D’autre part, ayant
Qr=a,Qn-1+ Qr—s,

on en conclut

Qn—1+Qn=(I+aa)Qn—1+ Olp—2<(1+ 2, Qpa+ Qn—l))

donc
Qo+ Q< (t+a))(1+ay)...(1+ a,).

Or, si la série
2
1
est convergente, le produit
(1+a)(1+a) (1+as). ..

est aussi et ne croit pas au dela d’une limite finie.
Dans ce cas donc, Q., et Q.,., tendront aussi vers des limites finies et

I’on aura
L,>L.
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La fraction continue, dans ce cas, est oscillante. Sil’on pose, dans ce cas,

@
s=San,
1

on aura
I

Q-1+ Qu<e’, Q,-1Q,< 4 e,
Li—L> e,

Les propositions sur la convergence et 'oscillation de la fraction continue
ont été obtenues depuis longtemps par M. Stern (Journal de Crelle, t. 37).

Dans le cas d’oscillation nous venons de voir que Q,, et Q,,., tendent
vers des limites finies; il est clair qu'il en est de méme de P,, et P,,_,.

14. Supposons maintenant 5 = x réel et positif. On aura, d’aprés ce qui
précéde, '

. Papi () —
hmm_h(z‘),
. Po(z)
lllnm _F(x),
Fi(z)2F ().

Il y aura oscillation ou convergence selon que la série

QX+ A+ a;r +a,+. ..

est convergente ou divergente. Mais il est clair que cela ne dépend en
aucune facon de la valeur particuliére dex, et ’on arrive & cette conclusion :
si la série
e
1
est convergente, la fraction continue est oscillante pour toute valeur posi-

tive de x, et 'on a
Fi(z)>F(z);

si au contraire la série est divergente, la fraction continue est convergente,

etl'ona
P.(2)

15. Passons aux valeurs imaginaires de z. Pour étudier séparément les
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réduites d’ordre pair et celles d’ordre impair, nous remarquerons que

Pzn(:'): Qs + a, + o ,
Q:.(5) Qo(z)Qz(z) Qz(z) Q.(s) an-—z("')an(z)
Pynsii(3) S ass _ ass _ _ a2ﬁ+15 .
an—e—l(-‘ﬂ") T ays Qx(S)Qs(Z) Qs(s)Qs(:') an—i("")erzH(:)
Il s’agit donc de I'étude de la convergence des séries
. Qo
R ;sz—z(s)sz(s)’
[ ; QAofs1 5
(2) a:—Z_Zsz—t(z)Qﬁk-‘rl(z).

1

Supposons z = z + yi, la partie réelle de z étant positive, et considérons
un domaine quelconque S dans lequel « admet une limite inférieure A qui
soit positive. Je dis que dans ce domaine la série (1) est uniformément
convergente; en effet -

n+4n' n+4n

(2793 ’ (22}
2onEGe|< E st

Or il est clair que
Qa1 (3) Qui(3) =C(s+ %1) (54 )...(5 + Oogmy ),

C et a, a2, ..., ay_, étant des constantes posttives. Pour z = z + Yis
x étant positif, on a évidemment

|3+ >2+a
donc
| Qa-2(5) Quic(5) | > Quis () Qar(2),

et puisque z 21, a plus forte raison

1 Qei—2(5) Q:r(3) | > Qar—s(2) Q. (2);

donc ' ,
Asp (2273
;QZ/:—2(3)Q21€(Z) <§sz—2(7\)Qzlt(Z).
Or la série

S Qo _ v P (3)
; sz—z(x) sz(” - F(;\) = lim Q:n(7~),
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est convergente; par conséquent on peut déterminer un nombre v tel que
pour ~2v

n=n'

Z Qs):
W0 Qon(l) =%

quel que soit »’, ¢ étant aussi petit qu'on le voudra.
Pour les mémes valeurs de » on aura donc aussi

n=+n'

2 (2293 <
Q-2 (5) Qur(5) ’

et pulsque est un point quelconque du domaine S, cela montre que la
série (1) est uniformément convergente dans S. Comme, d’autre part, les
termes de cette série sont holomorphes dans S, il s’ensuit, d’aprés un théo-
reme connu, que

Qs . Psn(3)
F(s )‘EQeH( 0 ®) P, 3)

est aussi holomorphe dans S.

On voit facilement que les mémes raisonnements s’appliquent presque
sans modification & la série (2), et il suffira d’énoncer le résultat suivant.
La série

\ ok+13 . Popiy(3)
F = - Qo fvq :___1 -+1
1(5) = 15 -?‘ 5=1(5) Qerv1(3) i Qanr1(3)

est uniformément convergente dans S et F, () est holomorphe dans ce
méme domaine.

Ainsi, dans toute la partie du plan ou la partie réelle de 5 est positive,
on a
P2, (3)
Qx:(5)

Psn-s-x (s)
Qs2n41(5)

lim =F(s5), lim =F,(s),

F(z), F,(z) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions ne sont pas
identiques dans le cas ou la série

a,

"l\/J“

est convergente; elles sont identiques dans le cas ou cette sézie est diver-
gente. Supposons 5 = x réel positif, et faisons tendre « vers zéro, on con-
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clut aisément des expressions de F(z), F, (z) par les séries

lim Flz)= a+a+ai+...,
=0

limzF(z)=1:(ey+a;+a;+...).
r=0
- Si la série
2a2u
est divergente, F(z) croit au dela de toute limite. Si la série

S

~Qap—1

est divergente,  F, () tend vers zéro.
Remarquons que

P, () _Z" M,

Qyn(z) — Z 4+ Zy
1
{ 7\1/ M/ xk _ 1 M/,.Z‘f;—1 M,z )
2 +...+( [)P —E———l—-(—l.)pm’)
P'lll(x) — b0 €y - -1 cﬁ—1 E S-p 4 .
m-—-x “r—z‘*'.-’—( l)p Y] ( I)F p+‘ (0<3<l),
on aura donc aussi
Fo)=2— S a2ty cprll o<i<o,

et de méme

Fi@) =2 — 2 o (— e 222

4+ (—1)? £¢y (o< &' < ).

P+

16. 1l faut étendre maintenant ces résultats au cas ou la partie réelle
de 5 est négative. On y arrive facilement a 'aide d’une proposition de la
théorie des fonctions que nous établirons plus loin. Mais, avant d’aborder
cette étude, nous allons examiner le cas ou la série

E a,

1

est convergente. On peut traiter ce cas par une méthode particuliére, grice
a cette circonstance que les polynomes

Por(2)y, Qon(x);, Paopsr(2), Qaoner ()
tendent vers des limites finies.



