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Le p-pliage de papier

DEsirE RAZAFY ANDRIAMAMPIANINA®

RESUME. — Soit p un entier > 2. Le p-pliage est un procédé mécanique
qui engendre des suites infinies sur un alphabet fini A, appelées suites de
p-pliage.

Dans cet article, nous généralisons les propriétés déja connues pour p = 2.
Nous décrivons aussi la relation entre les suites de p-pliage et d’autres suites
arithmétiques.

ABSTRACT.— Let p be an integer > 2. The p-paperfolding is a mechanical

procedure which generates infinite p-paperfolding sequences on a finite set
of symbols A.

In this paper we generalize the properties previously known for p = 2.
We also describe the connection between the p-paperfolding sequences and
other arithmetic sequences.

1. Introduction

Soit p un entier > 2. Le p-pliage de papier est un procédé mécanique qui
engendre des suites infinies sur un alphabet fini A4; ces suites sont appelées
suites de p-pliage.

Commencons par décrire le 3-pliage, le 2-pliage ayant été étudié dans
plusieurs papiers, notamment dans [11], [16], [17]. Soit F; 1’état initial de la
feuille de papier. On a deux fagons de faire le 3-pliage suivant le dessin :

F1 feuille pliéde en 3

F Fs

Pour fixer les idées, considérons par exemple la 1¥* facon. Soit F, 1’état

(1) Etablissement d’Enseignement Supérieur des Sciences, Service des Mathématiques,
B.P. 906 Antananarivo 101, Madagascar.
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D. Razafy Andriamampianina

de la feuille apres la premiére étape; F; a pour longueur le tiers de celle
de Fy; on peut recommencer l'opération avec F3, et ainsi de suite. Si on
déplie la feuille, on observe des plis rentrants et sortants. Si on note 0 un pli
rentrant et 1 un pli sortant, voici les observations faites si on déplie apres
chaque étape.

étapes observations

1 10

2 10110010

3 10110010110110010010110010

feuille dépliée aprés 2 étapes

Si on suppose la feuille de papier indéfiniment pliable, on obtient alors
une suite infinie de 0 et de 1, qui est une suite de 3-pliage.

Faisons maintenant quelques rappels.

Soit A un alphabet fini. On désigne par A" l’ensemble des mots de
longueur n construits sur A pour n entier > 0; par convention A = {v}

ou V désigne le mot vide. On note A* = U A" et AN I’ensemble des mots

n>0
de longueur infinie. Soit o une involution de A différente de l'identité :

cg:A— A

a+— o(a) =a.

Siu=u(1l)u(2)...u(n) € A", on pose :

u=u(l)u(2)...u(n) et
u = u(n)u(n — 1)...u(1) (transposé de u).
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Le p-pliage de papier

Soit u € A*; on note |u| la longueur de u; le mot uj, formé par les
k premiéres lettres de u(k < |ul|) est appelé facteur gauche de u; par
convention ug = V.

De la maniére habituelle on définit une distance § sur A* en posant
8(u,u') = (max{k + 1 ; ur = u}})”!, pour u,u’ € A*. Le complété de A*
pour la topologie définie par cette distance est A* U AN,

Dans cet article, ’alphabet A sera choisi & 2 ou (2p — 2) éléments suivant
le contexte. Ainsi :

dans le paragraphe II, on établit I’automaticité d’une suite de p-pliage
avec l'alphabet {0,1}; dans le paragraphe III, on étudie les propriétés
analytiques avec ’alphabet {—1,1}; le paragraphe IV est consacré a I’étude
de la multiplicativité et des relations avec d’autres suites, I’alphabet étant

{1,...,p—1,...,2p—1}.

II. Le p-pliage suivant une instruction

Dans ce paragraphe, alphabet est {0,1} et I'involution définie par :
0=1,1=0. Autrement dit T =1 — .
1.— Définitions générales

DEFINITION .— Soit p un entier > 2 et € = ¢(1)e(2)...e(p — 1) un
élément de AP~'. On définit Uopérateur p, sur A* en posant : p.(V) =
€, et pour tout mot u de A* tel que u = u(l)u(2)...u(n),P(u) =
eu(1)'&u(2). .. u(n)e'

.y € 8t n est pair
ol g = . . .
tz 81 n est impasr.

L’opérateur P. s’appelle le p-pliage sutvant ’instruction ¢.

Remarque. — Soit P la puissance ni*™ede lopérateur P.. La suite
{P&(V)}nz1 converge vers un mot infini noté {u(n)}.>1.

DEFINITION . — La suite {u(n)}n>1 $’appelle la suite de p-pliage suivant
ltnstruction .

2.— Le p-pliage et les suites p-automatiques

Pour ce qui concerne les p-automates finis et les p-substitutions, ainsi que
la démonstration du théoréme qui va suivre, on pourra consulter [1], [8], [9].
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THEOREME .— Pour une suite {u(n)}n>1, & valeurs dans Z/pZ les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) Elle est p-automatique (engendrée par un p-automate fini)

2) Elle est Uimage d’un point fize d’une p-substitution.

3) Les sous-suites de la forme n — u(p*n 4+ a),k > 0,0 < a < pF -1
sont en nombre fini.

Si p est premier, ces conditions sont équivalentes d

4) La série formelle f(X) = Zu(n)X" est algébrique sur le corps
n>0
Z/pZ(X) des fractions rationnelles modulo p.

PROPOSITION .— La suite de p-pliage {u(n)}n>1 est caractérisée par les
relations :

ul2pn+r)=u(r),1<r<p-1,n>0
u(2pn+p+r)=1—u(p—r)
u(pm) = u(n)

Elle est p-automatique.

Preuve.— La caractérisation de la suite est claire d’apres les définitions;
pour la p-automaticité, on pourra par exemple utiliser la condition (3) du
théoréme; les détails sont laissés au lecteur.

3.— Equation fonctionnelle.

On va donner ’équation vérifiée par la série formelle f(X) = Z u(n)X™.

n>0
Les relations qui définissent la suite {u(n)},>1 permettent d’écrire :

p—1
f(X)= Z Z u(2pn + r)X?PT 4 Z w(2pn + p + r)XPPET

r=1 \n>0 n>0
+3 u(mx
n>0
=5 [um)X" Y (XP)" + (1 - u(p— r))XPHT Y (XPP)")
r=1 n>0 n>0
+ ) u(n)(XP)"
n>0
On obtient alors ’équation (FE) :
r—1
(UX?)F(XP) = (1= XP)F(X)+ ) (u(r)X" + (1~ u(p — ) XP*7) = 0.
r=1
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Remarques. —

(1) L’équation (E) permet de démontrer comme dans le cas p = 2 que si
[= o]

o est un nombre algébrique avec 0 < |a| < 1, alors le nombre Z u(n)a™

n=1
est transcendant; ce résultat subsiste méme si {u(n)},>1 est une suite de

p-pliage du paragraphe IIL
(2) Dans le cas ol p est premier, ’équation (E) s’écrit
p—1
(1 - XZp)fp(X) - (1 —XZP)f(X) + Z(u(r)X" + (1 — u(p— r))xp+r) =0

r=1

et dont les solutions sont : j + f(X),0<j<p-1

II1. Propriétés analytiques
L’alphabet est {—1,1} et I'involution définie par : T = —1, ~1 = 1.

1.— Définition et conséquences immédiates

DEFINITION .— Soit {e(},>1 une suite d’éléments de AP~ (p entier
>2).

Une suite de p-pliage suivant linstruction {6(")}n21 est un mot infini
adhérant (au sens de la topologie définie sur A* U AN) & la suite de mots
n

{Hps(;)(V)}nzl, ot V désigne la mot vide et

i=1

n
Hpe(,-) = Pg(n) O Pe(n-1) O ...0 Py, o étant la composition des applica-

i=1
tions; une suite de p-pliage ainsi définie sera encore notée u = {u(n)},>1.

Remarques.— Soit T Popérateur de {—1,1}N dans lui-méme tel que si
u={u(n)}n &{-1,1}" alors Tu = {u(pn),.

Si u est une suite de p-pliage alors :

(1) elle est caractérisée par les deux conditions
u(pn+ 1) =u(r)(—u(r) - u(p—r))*pour 1<r<p-—-1n>0
et T'u est encore une suite de p — pliage.
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(2) elle est déterminée par ses (p—1)-sous-suites {u(p"r)}n>0,1 < r < p—1.

PROPOSITION .— Une suite de p-pliage n’est pas ultimement périodique.

Preuve.— Supposons que {u(n)}, soit ultimement périodique; sa période
serait de la forme p® - (pb + r) avec a,b € N et r un nombre entier tel
que 1 < r < p—1. Il existe donc un entier ny tel que pour n > ny,
u(n + p®(pb +r)) = u(n). En particulier si n est de la forme n = p**! . m :

u(p® - (p(m +b) + 7)) = u(p**' -m) pour m >my.
Mais la suite n — T%u(n) = u(p® - n) est aussi une suite de p-pliage, donc :

u(p® - r)(—u(p® - r) - u(p® - (p~ )" = u(p** - m).

On distingue deux cas :
(1) si —u(p® -r)-u(p® - (p—-r)) =1,

la suite m — u(p®*! - m) est constante, d’olt une contradiction (car c’est
un pliage).

(2) st —u(p®-r)-u(p® - r)=—1, alors u(p®*!-m) = (—1)""”’ ~u(p® - 7).

En considérant successivement p pair, puis p impair, on arrive & la méme
contradiction, ce qui achéve la preuve.

2.— Analyse harmonique des suites de p-pliage
Une suite u = {u(n)}, appartient & l'espace de Marcinkiewicz si la

quantité |ju|| = NH ﬁ( Z [u(n)|?)% < +oo (on I'appelle alors la norme
—00

n<N
de u).

Les coefficients de Fourier de u sont définis par :
1 . ..
a(z) = lim — E u(n) exp(—2iwnz), = € R/Z, pourvu que la limite
N—oo N e

existe.

Le spectre de u est l'ensemble au plus dénombrable Sp(u) = {z €
R/Z ; @(z) # 0}.

La série de Fourier de u est

> i(z)exp(2innz).

z€Sp(u)
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La suite u est presque périodique au sens de Besicovitch si

[lu]|? = Z [t(z)|> (relation de Parseval).
z€Sp(v)

PROPOSITION .— Si u = {u(n)}n>1 est une suite de p-pliage, alors :

(1) le spectre de u est U'ensemble

Sp(u)={z€R/Z;x=#,a€Z,u20

2
et tel que (g,p) =1 8¢ a pair et (a,p) =1 si a impair}

(2) u est presque-périodique au sens de Besicovitch.

Preuve.— : On pose :
Sy(z) = E u(n) exp(—2irnz)
- n<N

= Z E u(pn + r) exp(—2in(pn + r)z)
r=1n<N/p

+ E u(pn) exp(—2impnz) + 0(1)
n<N/p

= Z u(r) Z (—u(r) - u(p — r))" exp(—2im(pn + r)z)
r=1 n<N/p

+ Z Tu(n)exp(—2impnz) + 0(1)
n<N/p

Pour tout £ € N, on pose :

Ir={r;1<r<p-1let u(p‘-r)-u(pe-(p—r))=—1}
et If={r1<r<p-letu(p’-r)-u((p-r)) =1}

Alors :

Sy(z) = <Z u(r) exp(—2i7rrm)) ( Z exp(—2i7rpnw))

r€lo n<N/p

+ (Z u(r)exp(—2-i7rr:t:)) ( Z (—1)"exp(—2i7rpn:z:))
relg n<N/p
+S/p(pz) +0(1)
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Soit x et x' définies par :

1 . 1
X(z):{(l) sipxr €Z etx'(z)={1 31px+§ez
0

sinon sinon

Alors :
St(z) = (Z u(r) exp(—2z'7rrz)) %X(z)

r€ly

+ Zu(r)exp(—Ziwrm) %x'(m)

rel§
+S%7(pz) +0(1)
Aprés k itérations, on obtient :

k-1 N
Si(z) =) (Z u(p* - 1) exp(~2imrp’ - 2)—rx(p’ - 2)

£=0 rel,

+ Z u(p® - r) exp(=2irrpt - z) £+1x "(pt- z‘))

rel}
+5% L (0F - <) + O(k).

On choisit k = [log N] (partie entiére de log N); maintenant si on divise par
N et qu’ensuite on fasse tendre N vers l'infini, on obtient :

~ : 1 u / =
u(z) = l\}grnw —N—S’N\x) = Z (Z u(p® - r) exp(—2inrpt - :v)X(pT_Hxl

=0 \rel,

-’rz u(p® - r) exp(—2imrpt - m)%ﬂw))

rEI"
VA . a
Or : x(p* - z) = {1 SPTTEAST=IH e X o) =
0 sinon
. 1 2a—1
{1 sxp£+1-:c+§=aﬁm=m
0 - sinon
1 v . a
—mZu(p - r) exp(—2imr—)
p TGIu p

a
pour z = prEsy et (a,p)=1

1 v . 2a -1
pras g;cu(p -r)exp (*—21,71'7‘ ( 5 ))

2a —
Pour:c=2p—y+1,(2a 1,p)=1

0 sinon.

donc  u(z) = ¢
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Ceci achéve la preuve de la 1 partie de la proposition.

Maintenant, d’une part ||u||> = hm — Z lu(n)|® = 1;
n<N

d’autre part

Y R@F= Y e+ Z |a(z)*

z€Sp(u) {’3’=T¢+T} {ziz=< 201 2=l y
pv-f-l_l
= Z PPz Z (l Z u(p” - r) - exp(—2iwr— )|2
V—O a=0 rel,
!
+ | Z u(p” - ) exp (—2i7rr (2a2p )) 2
relg
(oo} 1 pv+l__1
= E ) Z u(p” -r) - u(p” - s) Z
v=0 r,s€l, a=0

exp(—2in(r — s)g)

+ ) u(p” (- 9) Z
r,s€l¢ a=0

et 2,,,(,._3)( 1))

= Z P2 ¥z Z(u(p” r))? + Z(U(P” -r))?

v=0 P rel, relg
_pll+l —_ 1

)

ce qui achéve la preuve de la proposition.

PROPOSITION .— Il eziste un réarrangement de la série de Fourier de
u qui converge simplement vers u.

Preuve.—on a :

Z u(z) exp(2irnz) = Z u(z) exp 2irnz)
2€5p(u) {rir=—r)
+ Z u(z) exp(2innz)
Py
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oo 1 prti-1
Sz (

Z u(p” - r) exp(—2i7rr%)

v=0 a=0 rel,
, a
exp(Zzwn;V—_-q)
+ Z u(p” - r) exp(—2inr 2a —1 )
2p

relg

exp(2iTn (;L;—%) )))

Considérons le réarrangement :

ad 1 o r n
S S | X et (5 - ) 0
v=0 rel, a=0
pv+1_l
.on .r .7 n
+ exp(—tm ll+l) Z u(p” - r) exp(in =) E exp(—2im(— — —;—+—1))
p relg p a=0 p p
vl r n
17 T n 1 si————€Z
Or —+ exp(—2in(— — —=)a) = v+1
P ; p P 0 sin{))n P
T n n
Mais 2——%1- €EZ & 1—7—pT+—1-=bﬁr= — +b-p et cela correspond

4 la valeur v = vy(n) (le nombre de fois oli p divise n), & une seule valeur
de r et une seule valeur de b.

Done si
(1) re I,,p(n)

la valeur du réarrangement est

u(pr™ - r) = u(p ™ ( o P)D = u(n+b-p ™) = u(n),
prrt
(2) sir €I (n

elle est égale a
exp(—tw

u(n),

ce qui achéve la preuve.

Ty u(p™. i) = (=1)% - u(n+b-pr™+) =
27 (n) 1) e r)exp(wp) (-1)"-u(n+b-p )

IV Relations avec certaines suites

Dans ce paragraphe on revient au p-pliage a une seule instruction . On
considére l’alphabet A = {1,2,...,p—1,p+1,...,2p— 1} considéré comme

- 410 -
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Z .
5 Z,+). L’explication de cette nouvelle
introduction est simple : si on plie une feuille de papier en “p”, et si on la
déplie, on observe exactement p — 1 plis. On les numérote dans l’ordre 1 2

..(p— 1), sans se soucier qu'ils soient rentrants ou sortants. L’instruction

est alors d’'une maniére naturelle le mot ¢ =1,2...(p — 1).

sous-ensemble du groupe additif (

On désigne toujours par u = {u(n)}n>; la suite de p-pliage. Les expres-
sions suivantes sont alors claires.

u2pn+r)=rpourr=1,2,....p—1,p+1,...,2p—1letn>0
u(pn) = u(n) por n > 1.

1.— Multiplicativité

PROPOSITION .— Soit n > 1 et vp(n) le nombre de fois ot p divise n;
alors

’ n
(1) u(n) = W(mode)
(2) Si p est premier, la suite u est complétement multiplicative :

u(m - n) = u(m) - u(n), pour m et n entiers > 1.

. ' . n .
Preuve.— Si on pose u'(n) = prac) (mod 2p), alors :

2pn+r
! —_ —_— —_— —_
u'(2pn+r) = p————v,(an+r)( mod 2p) pourr =1,...,p—1,p+1,...2p—1
= 2pn + r( mod 2p)
=r.
!
et u'(pn) p" (pn) (mod 2p)

P ( )(mod2p)_u(n)

! . ~ .
Les deux suites u et u' vérifient les mémes relations de récurrence donc
elles sont égales.

Pour montrer (2), il suffit de remarquer que si p est premier vp(m-n) =
vp(m) + vp(n).
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2.— Suites de p-pliage et suite de Kakutani

On pose wy(n) = —”:l-(-g (mod p), r > 1, et soit ¢ l'application
{1,2,...,p=1,p+1,...,2p =1} = {1,2,...,p — 1} telle que ¢(j) =
¢(2p—j)=jpour 1<j<p-1

PROPOSITION .— La suite {wp(n)}n>1 est l'image de la suite de p-pliage
{u(n)}n>1 par Uapplication .

Preuve.— Il suffit de remarquer que la suite {wp(n)}n>1 est définie par
wp(pn+r)=rpourr=1,...,p—1,n >0
et wp(pn) = wp(n) pour n > 1.

Remarque. — Dans [12], Kakutani définit une suite A en posant A(n) =
wp(n!).

Ce qui précede permet d’écrire que A(n) = ¥(u(n!)) pour n > 0.

3.— Suite de p-pliage et transduction

Contentons nous d’énoncer la proposition suivante; une preuve détaillée
se trouve dans [2]; en ce qui concerne la notion de transduction on peut
aussi consulter [6].

PROPOSITION .— Soit X un alphabet fini; on suppose que sur X est
définie une loi associative notée -; soit z = {z(n)} une suite sur X. On
définit la suite y = {y(n)} par :

y(1) = =(0)
y(2) = =(1) - =(0)

o(n) = 2(n — 1)...(0)

Si la suite = est g-automatique, la suite y est g-automatique.

Les exemples suivants donnent une idée sur la nature spectrale de la suite
y en terme de la suite z.

Ezemple.— 1 Dans [10], les auteurs introduisent la suite £ de la fagon
suivante : soit p un nombre premier > 3; soit L une fonction logarithme de

((Z/pZ)*,z) sur (Z/(p — 1)Z,+); la suite £ est définie par

o
£(n) = exp (I%pr(n!)) pour tout n; ils montrent que £ est pseudo-

aléatoire & mesure spectrale singuliére.
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D’autre part, si u est une suite de p-pliage, une application directe de la
proposition précédente montre que la suite n — u(n!) est p-automatique.

La suite £ est I'image de u par transduction.

Ezemple.— 2 [11]
Dans cet exemple on considére le 2-pliage alterné sur l’alphabet {0,1};
on obtient exactement deux suites de pliage automatiques, I'une d’elles est

par exemple :
01100011011100100110001001110...

On pose S(0) =0 et S(n) = S(n — 1) + u(n), la loi + étant définie par
la table suivante :

w|N|~=lo|+
NI =1 =)
O[N]
—lolw ot
NI

Les premiers termes de la suite 2-automatique S sont :
030103230301210103010323212303 .. ..

Si on projette par 3 définie par 1(0) = ¥(3) = 0, (1) = ¥(2) = 1, on
obtient la suite de Rubin-Shapiro sur ’alphabet {0,1} :

000100100001110100010010111000. ..

Cette suite est pseudo-aléatoire et sa mesure spectrale est la mesure de
Lebesgue [18].
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