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Remarques sur la suite engendrée par
des substitutions composées

WEN ZHI-XI10NG() et WEN ZHI-YING(D

RESUME. — Dans cet article nous étudions une classe de suites engendrées
par certaines substitutions.

ABSTRACT.—In this paper, we study a class of sequences generated by
certain composed substitutions.

1 Introduction

Les suites engendrées par des substitutions sur un alphabet ont été
étudiées par de nombreux auteurs. En particulier, quand la substitution
est de longueur constante, la suite correspondante peut étre engendrée par
un automate fini, et elle a aussi beaucoup de propriétés surprenantes [1].

Dans ce travail on étudiera certaines propriétés des suites engendrées
par la composition d’une famille de substitutions. Plus précisément, soient
01, 02 deux substitutions sur un alphabet A = {a,b}, 7 une substitution
sur V’alphabet ¥ = {01,02}. Le mot dont les lettres appartiennent & ¥ est
considéré comme une composition de substitutions, donc elle est aussi une
substitution sur A. Pour cela, on peut définir une suite composée de a et b,
considérée comme la limite 7™(0;)(a) dans certains sens. D’une part, cette
suite a les mémes propriétés que celles de suites substitutives ordinaires, par
exemple, elle a une fréquence uniforme par rapport aux a, b, son entropie
est nulle. D’autre part, on peut construire une suite en choisissant oy, o3 et

(1) Département de Mathématiques Université de Wuhan République populaire de Chine
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T convenablement, sa fréquence est transcendante et elle ne peut donc étre
engendrée par un automate fini.

2.

On va d’abord étudier la limite d’un produit d’une classe de matrices,

et en substituant les résultats obtenus, on discutera des propriétés de
substitutions composées.

Soient M; = 10

w vl t 2 1, ui, v; € C, une suite de matrices carrées
1] T
d’ordre 2. Par un calcul direct, on obtient facilement

EW:IJ[I ol = lzn o

n
i=1 V1V2 ... Vj—1, U

0

ViV2...Vn
Donc, si sup;», |ui] £ a < oo, sup;5, |vi] < B < 1, alors

[ o]

o0
Z |v1 ... vicqug] < ,BZa'_l < oo,
=1 =1
[vi...vn] < B™ =0,

T 10
i T = [} ]

. ; 0 . .
Maitenant, on suppose que M; = [:1:' v ] , et les coefficients satisfont
2 13

n — oo,
d’ou

=]
s ou vy = E V1V2 ... V51U,

i=1

Ui

Vi

sup

v;
i>1

wi

<a<oo, sup

i>1

‘Sﬂ<L (1)

alors on obtient

n .
Hin=1 M‘ N 10 , n — oo,
[z wi

0 @)
=3 () (=) (2) -tk o

3.

Soit A un ensemble fini que nous appelons alphabet. On note A* =
Uk>; A* Pensemble des mots construits sur A. Une substitution o sur A est
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une application de A dans A*. o induit naturellement une application de
A* dans A* par concaténation : si w est le mot a;a;...a, de A*, on pose
o(w) = o(a1)o(az)...7(aa). On définit également une application de AN
dans AV en posant, pour z = z122... € AN, o(z) = o(z1)o(z2).... "
désigne la substitution n fois itérée. Si w est un mot, L(w) = (La(w))sca
désigne le vecteur de R# dont la composante La(w) correspondant & a est
le nombre de fois que a figure dans w, et |w| désigne la longueur de mot w.
On note M, la matrice, indexée par A x A, dont la colonne correspondant
3 a est L(o(a)). On adopte la terminologie de [6] en ce qui concerne les
matrices & coefficients positifs.

Avec ces notations on a L(o(w)) = M,L(w), d’ou
L(o"™(w)) = M"L(w), we A" 4)

On suppose dans ce qui suit A = {a,b}. Soient a1,...,01k substitutions
sur A dont la matrice substitutive correspond a o; est notée M,,;. Soient
¥ = {01,...,0k} €t 7 une substitution sur X, on désigne M. sa matrice sub-
stitutive. Sin = n; ..., est un mot de T, en posant n(a) = m1(n2. .. Nn(a)),
a € A, on définit n comme une substitution sur A.

Nous ferons les hypohéses suivantes :

H.—
(i) Les matrices M,,, 1 < ¢ < k, sont primitives, c’est-a-dire, pour un m

convenable, aucun coeflicients de M} n’est nul.

Dans cette condition, la valeur propre de Perron-Frobenius \; de My, est

strictement supérieure a 1 et au module de ’autre valeur propre y;.
propre f#

(i1) Les matrices M,, ont un vecteur propre commun non nul & gauche X
correspondant aux \;. C’est-a-dire, il existe un vecteur non nul X, tel
que XM,, = M\ X pour tout 1 <: < k.

Donc, il exist une matrice non dégénérée P = (g), tel que
T S (%)
Vi
(iii) Pour chaque 1 < i < k, il existe x; € A*, tel que 0i(a) = az;.
(iv) 1l existe n € ¥, tel que 7(01) = o17.

Remarque 1.— Si les substitutions o; sont de longueur constante (i.e.,
pour chaque 1 <3 < k, |oi(a)] = |oi(b)]), alors ’hypotése (ii) sera satisfaite
automatiquement, le vecteur (1,1) est le vecteur propre commun & gauche.
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Soit wyp, =M1 ...7N, une suite de mots de L*. Pour chaque w,, on associe
Qn le produit des matrices obtenu en remplagant o; par M,, dans wy,.

Si l'on fait ’hypothése H.(i), (ii), on voit facilement de (5) que la suite
Q. satisfait la condition (1). Donc, si 'on note L(w,) = (ng; - - - gy, 01 ng,
désigne le nombre de o; qui figure dans wp, alors par (2) et (3), on obtient

PROPOSITION 1.— Awvec les notations précédentes, sous Uhypothése H.(3)
et H.(i1), on a

. Qn _ p—-1 10
lim P P 0| P (6)
ot

= (T (T
7_:27,- (/\—) (/\—) )

i=1 ¢ g (7)
7,-:-12, sig=0j,121,1<5<k.

2

4.

On considére maintenant la suite {7"(01)(a)}n>1. Par les hypothéses
H. (iii) et H.(iv), on déduit que

" (01)(a) = (r(01))(a) = T"(a,n)(a) = T"(o1)7™(n)(a)

=7"(01)(ay) =7"(@()T"(@1)(),

oun € L* et y € A*. On voit donc que 7"(0y)(a) est un préfixe d’un mot
7"%1(g1)(a) (On dit que un mot u est un préfixe d’'un mot v, s'il exist un
mot w tel que v = uw). Ainsi on définit une suite infinie de AN qu’on note
{zn}n>r10uz=2122... 20 ...

Remarque 2.— Si 07 = --- = o}, alors le résultat précédent donne une
suite substitutive au sens ordinaire.

Dans la suite, on va donner plusieurs propriétés de la suite z =
Z1,Z2...%q.... Dans ce paragraphe, on étudie les fréquences de a, b qui
paraissent dans z. En effet, on établira la proposition suivante :

PROPOSITION 2.— Sous les hypohéses H.(i),(iv), quelgue soit a € A,
La(.’l!j oo .’l:j+N)
+1

N tend vers une limite dy uniformément par rapport ¢ j
quand N tend vers linfini.
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Démonstration.— Par I'hypothése H.(iv), 7 admet un point fixe qu'on
noten=mnN2...Mn....

Soit wy, = N1 ...7n, si u € A*, par application réitérée de la formule (4),
nous obtenons successivement:

L(wn(u)) = L(n1 . .- na(w)) = L(m(nz - . - nn(u)))
=My L(nz...1n(u)) = My, ... My, L(u).

Donc
L(wa(w)) = ] My, - L(w).

En utilisant la proposition 1, on obtient :

L(wn(u)) —, p-? 10 . L(u 7 — 00
AT AT d [7 O]P H, ’ ®)

ou v est défini comme dans (7).

En remarquant la définition de v et en choisissant convenablement la
matrice P, on obtient par (8)

o) _ [ _[d].

lim V d

nveo Twa(w)

(9)

ouVi+V2=1,V;, V2 >0, et la limite est indépendante de u.
Lo(zj...z54N)
N+1
Pour tout N > 0, il existe un entier positif m, tel que

Maintenant, on estime en utilisant (9).

lwm-1(a)l < N < |wm(a)|.

Donc, pour n fixe et N > n (on précisera la grandeur de n), il existe y,
z€ A* et I, p€ N, tel que wr(a) = wa(yzp ... rp4i12), donc

Tj...Tj4N = AnWn(Zp ... Tp4+1)Bn.

ou
An,By € A%, et |An|,|Bn| £ sup [wp(a)| = Yn. (10)
a€A
On a ainsi
p+L
N+1=) wa(e:) + |4n| + |Bunl, (11)
i=p
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et
p+L

Lo(zj-.-2j4+N) = ) La(wn(:)) + La(An) + La(Ba). (12)
i=p
D’autre part, étant doané € > 0, pour n suffisamment grand, on a uni-
formément en a € A par (9)

ILawn(@) = dafwa(a)]| < e|wa(a)l. (13)
Compte tenu de (10), (12), on en déduit

Pt
|La(z; ... 254N) = (N +1)da| < €Y wn(2:) + La(4n)
i=p
+L4s(Bn) + (|4nl + |Bal) da < e(N 4+ 1) + 4r, (14)

SiT'on pose A = sup; <i<x Ai, en tenant compte de (8), on a

sup lwa(a)] < CAT7 LA < CAP,

ou C > 0 est une constante absolue.

Donc, si 'on prend n = (% log\(N + 1)), alors

[wa(e)l _ CVNF1

N+1 - N+1 =0, N oo

Lo(zj...zj4N)
. . o N+1
uniformément en j, ce qui achéve la démonstration de la proposition.

En associant (10) et (14), on voit que tend vers dq

Remargque 3.— En supposant tous les o; identiques, nous obtenons a
nouveau le théoréme sur les fréquences des suites substitutives de M. QUEF-
FELEC [5].

Remarque 4.— Soit B un mot qui apparait dans z. Alors en utili-
sant la méthode de “changement d’alphabet” de J. PEYRIERE [4] et le
procédé précédent avec quelques modifications, on peut démontrer que
WJJV—_'_;W tend vers une limite non nulle dg uniformément en j.

5.

Dans ce paragraphe, on démontrera que ’entropie de la suite z définie
dans le paragraphe précédent est nulle.
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Etant donné une suite infinie u & valeur dans un ensemble & k éléments,

log, |$24]

I’entropie de u est la limite, lorsqu’elle existe, de , L — 00, ol |Qy]

désigne le cardinal de ’ensemble des mots de longueur n de u.

PROPOSITION 3.— La suite z est déterministe, c’est-d-dire, son entropie
est nulle.

Démonstration. — L’idée de la démonstration est analogue & celle de
M. QUEFFELEC [5].

Remarquons les faits suivants :

1) Quel que soit n € N, on peut trouver p > 1, tel que

Jof |wp-1(e)] <n < inf |wy()]. (15)

2) Posons w, = 71 ...7p. D’aprés la proposition 1, on a, pour p assez grand

C1AT .. L™ < inf |wy(@)| < sup lwp(a)] < C1AT7 .. AR (16)
a€A a€A

ou C}, C, sont deux constantes positives absolues.

Par (15), tout mot de longueur n est contenu dans un mot de la forme
wp(a) ou wy(af), ou a, B sont deux lettres consécutives dans z et ou n et
p étant fixes de fagon & voir (15). Pour dénombrer les mots de longueur n,
il suffit de dénombrer les couples a8 de z, puis les mots de longueur n dans
un mot de la forme w,(ap). Or il y a au plus 4 couples a3 dans z et au plus
sup,e 4 |wp(a)| mots de longueur n dont les premiéres lettres sont dans un
wp(a) (et donc contenus dans un wy(afB)).

Pour n et p vérifiant (15) et (16), on obtient ainsi
|| < 4sup |wp(a)] < 4CAT7 .. AR*
€A

< 4Cy) (,\ﬁ”‘""-‘ . ,\i"“)")

4Ca\ |
S ¢, of, |wp-1(e)|

4Co A
<
=G n,

ol A = sup; ¢;<k Ai-
Ce qui démontre la proposition.
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6.

Dans ce paragraphe, on va construire une suite, par une substitution
composée, dont les fréquences sont transcendantes.

Soit k = 2 et soient 0y, 02 deux substitutions de longueur constantes

dont les matrices correspondantes sont M,, = [? i et My, = [:li ;]

et 7:{01,02} — {01,02}* la substitution de Morse (c’est-a-dire, définie par
7(01) = 0102,7(02) = 0201).

Compte tenu de la remarque 1, on voit que les hypothéses H. (i), (ii),
(iv) sont satisfaites. De plus, on fait ’hypotése H. (iii).

Il est facile de vérifier que A; = 6, y; = 3, A2 = 4, u2 = 2. On peut

11 111 -1
prendreP—[0 1](tatdoncP [0 1

Soit limy—oo 7*(01)(a) = £ = 122 .. .. Alors, d’aprés la proposition 2, z

a les fréquences
d 1fr 0 1—+
| =p! | P= [ ]
[db] [7 0] v

i—1

oo 1 ’ o2
ouy =327 (-2-) , les 7 sont déterminés par (5). En effet, {7i}i>1

est la suite de Morse composée de 1/6 et 1/4.

D’aprés un théoréme de J.H. LoxToN et A.J. VAN DER POORTEN, 7 est
transcendant. 3, théoréme 1].

De plus, la suite z = (zn)n>1 ne peut pas étre engendrée par un p-
automate fini. En fait, si un p-automate engendre cette suite, alors, d’aprés
le théoréme de CHRISTOL-KAMAE-MENDES FRANCE-RAUZY (2], elle doit étre
Iimage d’un point fixe d’une p-substitution, donc, ses fréquences seront
rationnelles [5], ce qui contredit la transcendance de «.

Remarque 5.— Dans 'exemple précédent, si ’on prend comme une
substitution non périodique (c’est-a-dire la suite engendrée par cette sub-

stitution n’est pas ultimement périodique), et M,,, My, satisfaisant que
B g

A1 A2
de z seront quand méme transcendantes.

# 0, 14, v ne sout pas nuls en méme temps, alors les fréquences

Remarque 6.— On se pose ainsi un probléme : soient a3, as deux
nombres algébriques et {y,}n>1 une suite substitutive non périodique a
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valeurs dans un sous-ensemble fini de Q, on se demande si le nombre
3,51 Tna "l est un nombre transcendant, ot |a1|, laz| < 1, kn+£n = n.
(LoxToN et VAN DER POORTEN, l'ont affirmé quand a; = a3, [3]). Si
la répomnse ;,st pc;fitive, alors dans la remarque 5, on peut supprimer la
- 1 2

regtrxctxon —/\—1- = E

Remarque 7.— On peut généraliser les résultats précédents de la fagon,
suivante : soient w,, n > 1, une suite de mots de ¥*, tels que w, soit
un préfixe de wp43. Comme précédemment, on peut définir une suite
T = z;Z,... de AN quand n tend vers l'infini. Aprés avoir convenable-
ment changé ’hypotése H. (iv), on trouvera des résultats analogues aux
précédents.
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