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FACTORISATION DE RITT POUR LES
POLYNOMES EXPONENTIELS FORMELS

Jacques Labeyrie (1)

(1) Centre Océanologique de Bretagne, B.P. 337, 29273 Brest Cédex - France.

Résumé : Le théoréme de factorisation démontré en 1928 par J.F. Ritt pour les sommes expo-

nentielles dans €, est ici généralisé aux polyndmes exponentiels formels dans un corps de carac-
téristique zéro. Soit exp X la série formelle Z — et F(X) = Z a9(X) exp(rg X) avec
n=0 M =1
aQ(X) € K[X]. Alors F(X) est dit simple si le @-espace vectoriel engendré par les A; est de dimen-
m n
sion 1. On montre que F(X) se factorise sous la forme H Fi(X) H G]-(X) oll les F; sont sim-
i=1 j=1
ples et les Gj irréductibles. De plus cette factorisation est unique si pour tous i # i’, le @-espace
vectoriel engendré par les Ag; de Fi et les )\;2, p de Fi’ n’est pas de dimension 1. (Les résultats
) )
sont en fait démontrés en plusieurs variables). L’'anneau des polyndmes exponentiels est alors

un anneau de Gauss non factoriel.

Summary : The Ritt factorization theorem proved in 1928 for exponential sums in € is now gene-

ralized to exponential polynomials in any algebraically closed field K of characteristic zero. Let
exp X be the formal series Z — and F(X) = Z aQ(X) exp(AQ X) with aQ(X) € K[X] . Then
n=0 ™ 2=1
F(X) is said to be simple if the Q-linear space generated by the )‘i has dimension 1. We prove then
m n
F has a factorization in the form H Fi(X) H GJ-(X) with the F, simple and the Gj irreduc-
i=1 j=1
tible. Such a factorization is unique provited the Q-linear space generated by the )\Q i of Fi and the
AQ, P of Fi’ is not of dimension 1, whenever i # i’. (Actually results are proved in several variables).

The ring of the exponential polynomials is then a Gauss ring but not a factorization ring.
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INTRODUCTION

Rappelons qu’un polynome exponentiel complexe est dit simple si le Q-espace engen-
dré par ses fréquences est de dimension 1. Le théoréme établi par J.F. Ritt [2] en 1927, permet de
factoriser tout polyndme exponentiel complexe en un nombre fini de facteurs simples et de fac-
teurs irréductibles. Nous proposons ici une généralisation de ce théoréme a I’anneau E,,, des poly-
ndmes exponentiels formels de K™, valable dans tout corps K de caractéristique nulle. Nous utili-
sons pour cela une nouvelle démonstration qui évite tout usage de la structure d’espace de

dimension 2 sur IR de €. Il en résulte que Em est un anneau de Gauss non noethérien.

1. - GENERALITES

Soit K[[Y]] I'algébre des séries formelles a coefficients dans K, on notera

Yn
exp(Y) = Z — la série exponentielle formelle.
n>o N
Soient
_ - m
@ = (ag,e®p,) et v=(nq,...,n) € INT

Dans I'anneau des polyndmes K[X ,...,Xm] , On notera
<a,X>=a] X] + ...+am Xm ,

n n n
V_y 1 2 m
X —X1 X2 ...Xm

et
vi=ng !n2!...nm!;
on a alors
XV o
exp(KaX>)= Z
pyeINM V!

Dans I'algebre K[[Xy,...,X 1] des séries formelles a m indéterminées, on appelle polynome expo-

nentiel formel de. K™ une série entiére formelle 2 m indéterminée de la forme
f(X) =2, (X) exp(<ay,X >) + ... + a,(X) exp(< a, X >),

o€ KM o ;éa,- Vi#j, g (X) est un élément non nul de K[X] . Les o; sont appelés /es fréquences

de f(X), et les polyndomes ai(X) les coefficients de f(X).
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L’ensemble Em des polyndmes exponentiels formels de K™ est clairement une sous-
algebre de I'algebre K[[X1,...,Xm]].

Les inversibles de E_ sont de la forme A exp(< a,X >) ol \EK* et a € K™,

Un élément f(X) de E, a coefficients dans K est dit simple si les fréquences de f(X)
engendrent un Q-espace de dimension 1. Deux éléments simples de E tels que leurs fréquences

engendrent un Q-espace de dimension deux sont dits incommensurables.

REMARQUE 1. S/ /e corps K est algébriquement clos, on voit qu'un élément simple de E  n’est

Jjamais irréductible dans Em.

En effet, soit P(Y) € K[Y] et pour tout h € IN* soit Ph(Y) = P(Yh). Alors
Plexp(< a,X >)) = Ph(exp(<%,x >)).

Les éléments qui sont a la fois simples et irréductibles seront caractérisés au § 4.

2.-DIVISIBILITE DANS E | ET FREQUENCES

Pour établir le théoreme de Ritt, on appliquera la proposition 1 qui va suivre.

On dira qu'un élément de E,, est de /a forme (F ) sil sécrit
a,(X) +a7(X) exp(< g, X >) + ... + a,(X) exp(< @, X >),

et si le @ -espace Wy engendré par Qe admet une base w1,...,wq dans laquelle chaque o a

toutes ses composantes rationnelles non négatives. Enfin, on notera E;n le sous-ensemble des

éléments de E,, dont I'une au moins des fréquences est nulle.

PROPOSITION 1. Soit f(X) un élément de E  de la forme ( F ) et soit g(X) € E, - Alors il existe
une base de Wy, telle que :

si f(X) se factorise sous la forme g(X) . h(X) oo h € E,, » les composantes dans cette

base de chaque fréquence de g(X) soient rationnelles = o.
Preuve. Soit f(X) € E, de la forme ( F ). Soit g(X) € Er,

g(X) = bo(X) exp(< ByX>) + .t br(X) exp(< B X >) ; ol B, =0.
Soit h(X) € Ej,, tel que I'on ait f(X) =h(X) . g(X), et écrivons

h(X) =c,(X) exp(< 7y, X >) + ... + co(X) exp(< vp, X >) oy, =0.
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Si on note Bu’ o < u < t, '’ensemble des valeurs Bj + Y © <j<r o< kxZgalors

on voit que pour tout i = o0,...,n

aX)= 2 b(X)gX)
jk
B]. +'yk =0
et que
D bj(X) ¢ (X)=0si 0, ¢ {ag,a,}
jk
5] + Yk~ 0u

a) Supposons qu’il existe un certain ﬁj, noté Wo» n’appartenant pas a Wy. Grace au
théoréme de la base incompléte on peut trouver une base

W W1seesWppeeW.

q S

du @-espace U engendré par I'ensemble des fréquences de f(X), g(X) et h(X). On note > I'ordre

lexicographique dans U relatif a la base w,...,W-

Soit B (resp 7) le plus grand des éléments B,...,8, (resp 'yo,...,'yQ) pour 'ordre > .
On pose 6 = + v, et on voit que :

> b:(X) ¢y (X) =bg(X) . ¢ (X) #0
Bj + 'yk’—‘B ]

Ainsi 0 est une fréquence de f(x) qui a une composante non nulle sur w, d’oll la

contradiction. Par suiteona U = Wf.

b) Supposons que pour j = o I’élément Bj admette une composante négative sur la
base wq W ; il existe donc une permutation o du groupe symétrique Zq telle que ﬁi soit néga-

)
tif pour I'ordre lexicographique dans W¢ relatif a la base Wo (1) ¥g(q) (noté =).

Soit B (resp ') le plus petit des éléments B,...,.5 (resp 70,...,7,2) pour l'ordre =.
On pose 68’ =3’ + 7' et on voit que,

Z bj(X) i (X) = bﬁ,(X) .c,r,(x) #0
ﬁl = 6
Ainsi 0’ est une fréquence de f(x) qui a une composante négative sur Wo(1) d’oli la

contradiction.
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3. - THEOREME DE FACTORISATION DE RITT
On se propose de démontrer dans K™ |e théoréme de Ritt.

THEOREME 1. Tout élément de Em se factorise de fagon unique, a un facteur inversible prés,

sous la forme

(F (X)-.Fg(X)) (g (X)...g, (X))

ou les f,(X) sont des éléments de Ey, simples, deux a deux incommensurables, et les g(X) sont

des éléments de En irréductibles, non associés a un élément simple.
On aura besoin, tout d’abord, de la proposition suivante :

PROPOSITION 2. Soit V un espace vectoriel sur K. Pour tout v € V, soit t,, la translation de
V :x > x + v. Soit S une partie finie de V.
Alors il existe v € S et une base B du Q-espace W engendré par t _V(S) tels que chaque élément

det —v(S \{v }) ait dans la base B toutes ses composantes rationnelles positives.

La démonstration de la propriété 2 est immédiate a partir des deux lemmes qui sui-

vent.

LEMME 1. Soit T une partie finie de (DQ.
Pour qu’il existe une base B ode (DQ dans laquelle chaque élément de T ait toutes ses
coordonnées positives il suffit qu’il existe une base B 1 de Q 2 dans laquelle tous les éléments

de T aient leur n-uplet de coordonnées positif pour I'ordre lexicographique.

Preuve. Soit A = (a; :) une matrice carrée réguliére a coefficients rationnels positifs. Soient
LI<i<e

1<j<e

t ,...,tQ des rationnels.

On note A’ la matrice carrée

a . ou al.=t.a..
LIM1<i<e LY 1

IR
On montre qu’il existe alors des rationnels tous non nuls ty,-utg tels que la base ‘@o de (DQ,

pour laquelle la matrice de changement de base de B, a 331 est la matrice A’, satisfasse la

condition du lemme.
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LEMME 2. Soit T une partie finie de (DQ. S'il existe une base A de (D’Z dans laquelle les éléments
de T ont leurs coordonnées positives, alors il existe une base B8 du sous-espace W engendré par T

dans laguelle les éléments de T ont leurs coordonnées positives.

Preuve. Soit 380 = (e1 ,...,eQ) et soient P1-0Q les fonctions coordonnées associées a la base 330,

alors on voit que pour touta€Tona:
a= D ei@).e ol gle)>o, 1<i<L.
1<i <

Soit W* le dual de W et soit ¢¥ € W* défini comme la restriction de ¢; a W ; alors il

existe une permutation o du groupe symétrique Z , et une base % = (f1,...,fq) de W dont les

fonctions coordonnées sont les formes cp(";“ . ¢*( ).
~%95(q

Par suite chaque élément de T a dans la base .8 de W toutes ses composantes ration-

nelles positives.

Preuve du Théoréme 1. Tout d’abord on va mettre en évidence un probiéme polyndmial équivalent

au probléme de la factorisation d’un élément de E .
Soit V = K™ soit f(X) un élément de E,,, » et soit S le systéme des fréquences de f(X).
Si on applique la proposition 2, il est alors clair que f(X) admet un associé de la forme ( F ).
On peut donc se ramener au cas ot f(X) est de la forme (F ).

On note Wf le Q-espace engendré par S, et on note Wi5eaWg une base de Wf dans la-
quelle chaque fréquence de f(X) a toutes ses composantes non négatives que I’on supposera entié-

res (quitte a remplacer W; par un de ses multiples rationnels que I’on note encore wi).

On pose Y; = exp(< WX >) 1 <i < q, et par suite f(X) s’identifie a un élément
QY. Yg) de KIX] [V, Y,

Supposons maintenant que f(X) se factorise dans E;'n sous la forme

alors d’aprés la proposition 1 on voit que les composantes des fréquences de chaque f; (X) dans la
base wq W sont rationnelles non négatives ; par conséquent on peut trouver des entiers positifs

t ,...,tq et des éléments

Qq (Y1510 g QY 1,000 Y g) de KIXT [Y 7,1, Y ]



Factorisation de Ritt 287

tels que I'on ait :
t1 t
Q(Y-I ,...,qu) = Q‘l (Y1 ,...,Yq) von QQ(Y] ,...,Yq)
Réciproquement, si pour des entiers positifs t1,...,tq il existe une décomposition de
t] t
Q(Y4 ,...,qu) de la forme Qy,...,Qy-

Ou pour touti=1,..,4 on a Qi(Y1 ,...,Yq) € K[X] [Yq ,...,Yq] , il est alors clair que f(X) se factorise

dans E;n sous la forme f1 ,...,fQ ,oupourtouti=1,..,20na

Wy wg
f,(X) = Q;(exp <—, X >) ,..., exp(<—, X >)
t1 t
q
On est donc ramené au probléme suivant, qui est purement algébrique : Etant donné

un polynéme Q(Y1 1Y ) que l'on peut supposer irréductible, pour quels entiers positifs e

4
le polynome Q(Y1 o ¢ q) n’est-il pas irréductible ?

On résoud ce probléme en raisonnant sur des polyndmes primaires en suivant, dans ses

grandes lignes, la méthode de Ritt [2] (une démonstration détaillée est donnée dans [1]).

4. - APPLICATIONS

Rappelons qu’un anneau commutatif A est appelé anneau de Gauss si tout couple
d’éléments de A admet un PGCD.

THEOREME 2. L ‘anneau Em est un anneau de Gauss non factoriel et non noetherien.

Preuve. Le théoréme 1 permet de montrer que E,, est un anneau de Gauss. Pour voir que E,, nest

pas factoriel il suffit de considérer :

n

f=1-exp(Y)=(1—exp( -—) H (1 + exp ( l)) EN.
" h-= 2h

Par ailleurs on peut maintenant caractériser les éléments simples irréductibles.

THEOREME 3. Un élément simple P(exp < a,x >) est irréductible si et seulement si Pr(Y) est
irréductible dans K[Y ]| pour tout h € IN*.

Preuve. Supposons d’abord qu'il existe h € IN* tel que P, ne soit pas irréductible :
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Py(Y) = R(Y)T(Y) ot R, T € K[Y] \ K. Alors I’élément g(X) = R(exp <%, X >) est un diviseur
propre de f dans E_ . Réciproquement supposons que f(X) = g(X) 2(X) ou g, £ sont non inversi-
bles dans E . Alors d’apres la proposition 1, I&es fréquences de g et £ appartiennent éaon+ et on
peut donc écrire 2(X) sous la forme R(exp <—, X >) et g(X) sous la forme T(exp <;, X >) ol
R, T€K[Y]\K et on voit que Ph(Y) =R(Y) T(Y) n’est pas irréductible.

COROLLAIRE. Soit A un anneau factoriel de caractéristique nulle et qui n’est pas un corps. Soit

K le corps des fractions de A. Alors I'anneau E, contient des éléments simples irréductibles.

Preuve. On considére P(Y) = Y + q € A[Y] ol q est un élément premier de A ; alors d’aprés
le critere d’Eisenstein on sait que Ph(Y) est irréductible dans K[Y] pour tout h € IN* et on voit
donc que pour tout @ € KM, I’élément P(exp < a,X >) de E,,, est simple et irréductible d’apres

le théoreme 3.
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