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Résumé : Le modele non linéaire de Von Karman est écrit en termes de contraintes déplacements,
afin d’étudier le comportement des plaques non simplement connexes. Les résultats classiques de
bifurcation sont retrouvés dans cette situation.

Cette formulation permet de traiter dans une seconde partie I’homogénéisation des
plaques multiperforées. La loi de comportement de la plaque homogénéisée est explicitée. On
montre que le spectre et les branches bifurquées du probléme de la plaque multiperforée conver-

gent vers les éléments correspondants de la plague homogénéisée.

MOTS CLES : Von Karman, bifurcation, homogénéisation.
CLASSIFICATION AMS : 73-K-10, 73-H-05, 73-C-50, 73-K-20.

Summary : We first study the buckling of a plate submitted to forces applied on its edges and sur-
face for which we assume the same mechanical hypothesis as in the Von Karman equations, but
without assuming the existence of the Airy function. This allows us to consider various geometries
for the plate and various boundary conditions. In a second part we study the buckling of a plate
which is perforated periodically (with a frequence of the order of ]— ). Using the results of the
first part and some results of homogenization, we can show that wheen € > 0, the plate behaves

like a homogenized plate occupying the whole domain and whose constitutive relations are given.
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Une plaque élastique soumise a des forces extérieures s’exercant dans le plan de la
plaque présente le phénomene bien connu de flambage. Ceci a été étudié sous I'angle de la bifur-
cation dans de nombreux travaux, notamment ceux de BERGER [1] BERGER-FIFE [3].

Le modéle retenu par ces auteurs est constitué par les équations de Von Karman. Dans
leur formulation ils supposent I’existence d’une fonction des contraintes ou fonction d’Airy. Cette
hypothése impose des conditions géométriques sur la plaque ou / et des restrictions sur les condi-
tions aux limites.

Nous nous proposons ici, dans une premiére partie d’écrire et d’étudier le modele de
Von Karman uniquement au moyen des relations entre tenseur des déformations et contraintes.
Ce systéme, qui se ramene au précédent si la fonction d’Airy existe, nous permettra de prendre en
compte des plaques de géométrie variée - les trous sont autorisés - et des conditions au bord plus
générales que précédemment. Nous retrouvons dans ce cadre les résultats classiques de bifurcation,
BERGER [1], [2] BERGER FIFE [3] . Et surtout cette formulation est particuli¢rement adaptée
a I'objet de la seconde partie qui est I'étude du flambage d’une plaque perforée périodiquement
avec une fréquence de I'ordre de _1 , le bord des trous étant libre. Nous analysons ’homogénéisa-
tion de ce probléme particulier deebifurcation (MIGNOT, PUEL [16] ) et nous montrons que le
comportement de la plaque est équivalent a celui d’une plague homogénéisée dont les lois de com-
portement avaient été déja obtenues par DUVAUT [6], [7] LENE [11].

Le plan est le suivant :
A -BIFURCATION

I - Equations de Von Karman en contraintes - déplacements.

1 - Position du probléme
2 - Etude des équations

Il - Bifurcation.
1 - Probleme linéarisé
2 - Bifurcation a la premiére valeur propre
3 - Bifurcation par rapport a une valeur propre quelconque
4 - Etude du probléme non homogéne

B - HOMOGENEISATION

I - Homogénéisation des problémes du quatriéme ordre
Il - Homogénéisation des problémes d’élasticité

111 - Homogénéisation du probléme linéarisé

IV - Homogénéisation du probléme bifurqué

1 - Méthode de Berger
2 - Méthode de Kikuchi



Flambage des plaques élastiques

A - BIFURCATION

I - EQUATION DE VON KARMAN EN CONTRAINTES DEPLACEMENTS

1 - Position du probléme

On considére une plague mince dont la surface moyenne au repos (forces exercées
nulles) est représentée par un ouvert £ inclus dans R2, de frontiére I'. On suppose la plaque sou-
mise sur une partie du bord a une force 7\? s’exercant dans le plan de la plaque. Alors le point de
coordonnées (xq,X,) subit le déplacement représenté par le vecteur (u](x1,x2), u2(x],x2),
§(x1:X9)), §{xq,%,) étant la déflexion de la plaque.

Le tenseur des déformations, non linéarisé, dans le plan de la plaque

s'écrit (¢ = u3) :

ou du ou, du
1 « B 1_ k k
M Yoglus) = <—+——> roo—

X axB
(a=1,2 k=1,23).

Comme on considére des déformations dans le plan de la plaque, petites par rapport aux déforma-

. . o auk ouy

tions verticales (orthogonales au plan de la plaque) on négligera dans (1) les termesr ;——
X X

k=1,2.0n aura donc : a B

u) 1 <aua N aU3> (aﬁ : 2)
€ == - ’ P=, )
0‘5( 2 BXB 8xa

'Yaﬁ(u»f) =€aﬁ(u) = —.
L’étude des contraintes dans la plaque est décrit par deux tenseurs :

- le tenseur des contraintes de tension dans le plan de la plaque, noté (Oaﬁ)’

- le tenseur des contraintes de flexion, ou moments fléchissants, noté (Ma,B)'
La loi fondamentale de la mécanique conduit alors aux équations :

(3) 0,5,8=0 dansQ,

32 2 At
4 M) — — — =
(4) ox, axﬂ ( aﬁ) o, <Oaﬂ axﬁ> 0 dansQ2.
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Les lois de comportement sont supposées linéaires, c’est-a-dire que

(5) UCYB = 304375 ('775(U,§)),
(6) M ,=A a2§
Olﬁ (XB')'S .ax‘y ax6 4

les matrices (aa,G'y&) et (Aaﬁ'y&) possédant les propriétés habituelles de symétrie et de coerci-

vité :

ABy8 ~ 2paryd ~ *y5ap

20gy5 by b > C g‘; ()7, C > 0, ViEgg) € (RY),,

Aagyd = Aparys = Aysap

Acgis by ap = C aZﬁ (tgg)? C > 0, Vi(Egg) € (RY),.

Conditions aux limites.
Le bord I'" de §2 se décompose en Foo U I‘o U I‘1 U F2'

Conditions cinématiques.
. . of . :
Sur la partie Foo la plaque est encastrée : { = a—- =0 et ne peut se déplacer horizon-
n

talement : u =0.

Sur la partie Po la plaque est encastrée : { = a—— =0.
n

Sur I‘1 la plaque est en appui simple : ¢ =0.

Conditions mécaniques.
-
Sur FO U 1‘1 la plaque est soumise a la force AF qui s’exerce dans le plan de la plaque

d’ou la relation :
aaBnB=7\ Fasur I‘o U I‘] .
Sur I‘2 la plaque est libre : il ne s’y exerce ni forces ni couples : les conditions aux limi-

tes correspondantes seront implicitement contenues dans la formulation variationnelle : pour une
étude détaillée de ces conditions on se réferera a DUVAUT LIONS [5], Chapitre 4.
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Remarque. Si le torseur des forces extérieures se réduit a O alors la partie I‘00 peut étre vide.

2 - Formulation variationnelle
Etudions d’abord le probléme des contraintes 0. Soit
_ 1 2 -
W={uue M (Q)?,ur,,=0}.

L’équation (3) et les conditions aux limites sur u et ¢ conduisent a I’équation varia-

tionnelle (en contraintes - déplacements).

/ 98 eaﬂ(v)dx=?\f FoVqdl, VVEW,
Q POUP1

968 (LA @)?.

(7)

La loi de comportement (5) nous permet de distinguer dans les contraintes les contri-

butions respectives des forces aux bords et de la non linéarité retenue du tenseur des déformations.

Soit (033' u°) la solution du probléme :
Ogﬁ,ﬁ =0 dans £,
083”/3= Fa sur Fo U I"] ,
(8) a&)ﬁnﬁ =0 sur T,
@ =0 sur Foo’

085 = aag,yg (575(90));

dont la formulation variationnelle est :

0%e (v)dx=f F v dI, VWWEW
é o “of r,ur, ©°

e (L3@)d,

/;O(ﬁ’)‘ﬁ €5 (u°) eaﬁ(v)dx = / FoVedl, VVEW,
(10) T,V

ulew.

)
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(Grace a I'inégalité de Korn (10) admet une solution unique).

Soit faﬁ € (L2(Q))?considérons la solution (éaﬁ(f)’ a(f)) du probléme :

éaﬂ(f)’ﬂ =0 dans,

a(f) =0 sur [,

(11)

gaﬁ(f)nﬁ=0 sur  T/T,,,

dont la formulation variationnelle est :

/;aﬁ(f) €gV)dx =0, VVEW,

Saplf) € (L2,

(12)

ol encore

/ 30878 o (@(f) eaﬂ(v)dx =— / 30y5 f’y& eaB(v)dx, VVEW,
Q Q

a(f) ew.

(13)

Pour § € H2(Q) nous poserons f(6) = (faﬁ(e)), ot

1 06 06
fogl) == — —,
2 axa axﬁ

0
comme a— € LP(Q), pour tout p fini, on a fa,@ € L2(Q), et nous pouvons considérer
X
a

A .. ’ .
Saﬁ(f(ﬁ)) que, pour simplifier, nous écrirons :
S .0 » (0
2510 =Sl 0).
On vérifie alors aisément que la solution 48 de (7) s'écrit :

(14) oaﬁ=)\agﬁ+5a3(§).
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Remarques. 1 - éaﬁ(f) est un champ de contraintes correspondant a un champ de forces fictives,

0
réparties sur §2 ;;;(aaﬁ'yS f’yS)'

2 - Il est immédiat que saﬁ(a) ne dépend que de 0 et que
-2
Saﬁ(ke) k 5043(9)»
ainsi (14) met en évidence la décomposition cherchée de o.

Donnons maintenant la formulation variationnelle de (4), (6), et des conditions aux

limites associées, en tenant compte de (14). Soit :

2 § _
v={¢ teHQ), =0,—, =0}.
{§§ () §/FOOU1"0UF1 an/I‘OOUFO }
Ona:
2 2
0 0“0 0 a6
/AaB75 £ dx+7\/o£3—§—.—dx+
Q aX,Y axb* aXa aXB Q axa aXB
0 a0
(15) / Sag®) X % dx =0,
Q 0, axB

(EV, VOEV.

Etudions les différents opérateurs intervenant dans (15). Soit

A: V>V,
défini par
2 2
) 0“0
(16) <A($),0 >=/;\w78 . $ . dx.
o 0 axﬁ ax7 8x6

Comme la matrice Aaﬂyﬁ est définie positive, A est un isomorphisme de V sur V’. Soit
B:V->V’,

défini par

o caos=- [ oy 2 Lo
Q axB 0X4y
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LEMME. L opérateur B est lin€aire, symétrique compact de V dans V’.

o§
Preuve. En effet, d’une part { € V, donc — € LP(Q) pour tout p fini, et d’autre part

X
0 12(0) i o s o ¥ _ 2
0,2, €L4(Q), il en résulte donc que 0_,—E L () et donc que B est compact.
of off axg
Soit C : V = V'’ défini par
d a0
(18) <C[)0 > = / Sty X9
(9] aXB axa

LEMME. L’opérateur C est complétement continu de V dans V. || est homogéne de degré 3 et

dérive d’un potentiel Q positif :

(19) c@) = T D(Q()),
ou

3 o¢ of
(20) Q)= é Saﬁ(f) a_xB aTa dx,
soit encore

La fonctionnelle définie sur (LZ(Q))4 par

(21) Q(f) =2 _4‘ S;;(f)faﬁ dx,

est positive quadratique (donc convexe).
Preuve. Pour ¢, ¥ €V, notons (T(¢,¥), u(e,¥)) la solution dans [LZ(Q)]‘: x Wde
Taﬁ,ﬁ =0 dans§2,

TaBnB =0 sur F/l"oo,

(22)

u =0 sur Foo’

B J1oe av
Tag = 2pys |€ys W) 2 3%, oxg |
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Il est clair que Taﬁ(w,\P) est bilinéaire en Y et ¥ et que

S o6 = Togl&ic).

Posons :
a¢ a0
(23) Qo 5,0) = Togle¥) — —dx.
Q axﬁ Xy
Ceci a bien un sens et plus précisément
(23 bis) IQ(¢,\P,§,0)|<CI¢IVI\PIVI§iv|0IV.

En outre I'application (9,%,5,0) = Qly,¥,§,0) est complétement continue de v4 dans R.

Montrons que

(i) Qlp,¥50)=Q¥es.0),
(24) (i)  Qly,¥,5,0)=Qle,¥,0),

(iii)  Qly,¥,5,0) = Q(5,0,9¥) .

Tout d’abord (24) (i), (ii), résultent des propriétés évidentes de symétrie de TaB(‘p’\II)’ Taﬁ(i',O).
Pour (24) (iii), on a grace a (22)

i 1 3¢ ¥ a¢ o6
(0, %,¢,0) e s(u(p¥) +—— — | — — dx

et

o¢ 00 7] op oW

1
)0: )‘P = ,0 F —-——_— — — d
Q(5,0,,%) ;aﬂ'y& 675(U(§ ) ” ax7 Bxad axﬁ o

Il s’agit donc de montrer :

op oV
(25) /(XB’Y(S 76 ‘p:\p))-ax_ﬁ_ dx \/;aﬂ'ﬁs 676( (K’O))X‘;—dx

or toujours d’aprés (22), pour toutw EWona:
(26) (i) Taﬁ(¢,‘P) €qg(W)dx =0,

(26) (ii) Taﬂ(fﬂ) eaﬁ(w)dx =0,
Q
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Compte-tenu de la loi de comportement ceci s’écrit encore :

, 1 3y oW B
(27) (i) /s;aﬁw [675(U(w,‘1')) + '2'8—;; 5);] €qg(W)dx =0,
1 o¢ a0
(27) (ii) /; [e (u(t,0)) + = —. —]e (w)dx=0.

La comparaison de (27)i ot I'on prend w = u({,0) et de (27)ii ot w = u(p,¥) donne

(25), la relation (24) (iii) est ainsi démontrée.
La majoration (23)bis et les relations algébriques (24) impliquent grace a un calcul
élémentaire que Q(¢) = Q(£,$,¢,¢) est continliment Fréchet différentiable sur V et que

(28) <DQ(§),0>=4Q(5,5,5,0)=4<C(),0> .

On vérifie aussi immédiatement que Q(S) et C(¢) sont complétement continues. Re-
marquons toutefois que Q(p,¥,¢,0) si elle est quadrilinéaire n’est pas symétrique en toutes les

variables, néanmoins les relations (24) sont suffisantes pour mettre DQ(S) sous la forme (28).

Il reste @ montrer que

est positive.
Soi | .. . Laloi
oit baﬁ'y& es coefficients de la matrice inverse de aaﬁyt‘i a loi de comportement des
contraintes s’écrit encore
f o= f)) + S/\ f
o= eaﬁ(u( ) baﬁ'y& 75( ),

donc

N\ /\ /\ -
/ Segll) fog dx = A bagys Saplf) Sy (fdx = A eqpu(f)) Syg(f)dx,

mais ce dernier terme d’aprés (12) est nul, d’ol le résultat, la matrice baﬁ'y& étant définie positive.

Remarquons que Q(¢) = 0 implique saﬁ(g) =0, plus précisémenton ala :

PROPOSITION. Les solutions de Q(¢) = 0 sont solutions de I’équation de Monge Ampére

2% 92 2% \2
@ oA (A
axg axg  \dx, dxg
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Cette proposition se démontre par une dérivation judicieuse du systéme suivant (équivalent a

T(,5)=0):
aua o¢ \2
e (2

Bxa 8xa

du ou a¢ a¢
<_a L)X
axB axa axa be

au a¢
' (ﬁ -o.
aXﬁ aXB
Remarque. On trouvera dans POTIER FERRY [15] une étude détaillée de I'équation de Monge

Ampere (cet auteur suppose seulement que la solution de (29) appartient a Hz(ﬂ)) et des exem-

ples de domaine £ ol la seule solution de (29) appartenant a V est 0.

Conclusion. Cette partie nous a permis de mettre les équations de Von Karman écrites en

contraintes déplacement, sous la forme

A{=ABE+C(§) =0,

(Py) (30)
CEV.

Nous référerons a cette équation en parlant du probléme (P>\), avec :

. A E€lsom(V,V’), A auto-adjoint coercif, donné par (16),
.BEL(V,V’), B compact, auto-adjoint donné par (17),
. C est un opérateur gradient, dérivé d’un potentiel positif, homogene de degré 3,

complétement continu de V dans V’ (C donné par (18)).
Remarque 1. L’équation (30) est encore équivalente a :
(30 bis) §—AL¢E+N(E) =0,

ot L=ATTBet N=A"1C.SiV est muni du produit scalaire ((£,1)) = < A§,n > I'opérateur L

est compact auto-adjoint non nécessairement positif.

2) La formulation précédente ne nécessite aucune hypothése sur la géométrie de la
plague, en particulier comme n’intervient pas de fonction d’Airy, il n’est pas nécessaire que la

plaque soit simplement connexe, ceci sera utile dans I’étude des plaques perforées.

Nous allons montrer que sur ce modéle nous pouvons faire une étude de bifurcation
analogue a celle de BERGER [1].



12 F. Mignot, J.P. Puel, P.M. Suquet

Il - BIFURCATION A LA PREMIERE VALEUR PROPRE
1 - Probléeme linéarisé
Le probleme de valeurs propres :
Af—-AB¢=0,

admet une famille dénombrable de valeurs propres )xj, j€Inm[,n< 0, m>= 0, 'un au moins

des deux entiers n et m étant infini
. < 7\_2< 7\__1 <0<7\1< >\2<

Le spectre admet une partie positive s'il existe ¢ tel que < B§,§> > 0. Alors,

<B,¢>
= max ———,

(31)
frev} <ALE>

1
M
et

E() = {5 eV, AL, B{=0}=

= {5, EV,<ALE> -\ <B{E>=0}.

Rappelons que I'espace propre associé a la premigre valeur propre positive (ou néga-

tive) n’est pas nécessairement de dimension 1 car le probléme est du quatriéme ordre.

2 - Bifurcation par rapport aux premiéres valeurs propres )\_1 et ?\]

On suppose que )\1 existe ()\1 < +o0). Si le spectre n’a pas de partie négative il faut

poser dans ce qui suite 7\_1 =—oo,

THEOREME 1. /) Si XA € \\_q, M[ Je probléme (’DA) n’admet que la solution triviale § = 0.

ii)  Pour X\ = \{ I'ensemble des solutions de (P)\) est constitué du cone des

vecteurs propres associés a Ny et qui de plus vérifient Q(¢) =o0.

Remarque. Nous avons évidemment une partie ii) analogue pour A = >\_1 si ?\__] est fini.



Flambage des plaques élastiques 13

Preuve. Soit A € J\_y, A 4[ et { solution de ('DA) :

AL - A Bt +C(¢) =0,
donc
<ALE> =N <BgE >+ <C(),6> =0.

D’aprés (31) ona:
1 1
)\_<A§,§>><B§,§>>—<A§,§'>,
1 )\_1
donc siA€ [0\ [,
A
1

etsiAE]A_,0],

A
<ALE>~A< B> >< 3:) <A$E> > 0,

1

et comme
1
<CEE> =7 Q(§) = 0,
ona¢=0.
ii) Si ¢ est une solution de P pour A = >\1 ,$ vérifie
< A§,§'>—7\1 < B¢{,¢>=0,
(32)

Q(§)=o0.

Il en résulte d’aprés (31) que ¢ € E(A]). De plus on sait que Q($) = 0 est équivalent a Saﬁ(i') =0,
donc implique C(§) = 0. Les solutions de (32) sont donc aussi solutions de (P). Il reste & remarquer

que si ¢ est solution de (32) toute la doite [R¢ est aussi solution.

d
Remarque 1. Si I'équation de Monge Ampére (avec les conditions aux limites ¢ =;§- =0 sur
n
Foo YTy, §=0sur I‘1) n’admet que la solution § = 0, alors le probléme (P) n’admet que la so-

lution { =0 pour A = )\].

THEOREME 2. On suppose A fini. Sous les hypothéses de la partie | le point (7\1 ,0) est un point
de bifurcation pour le probléme de Von Karman. Plus précisément il existe une branche de solu-
tion (A(R), &1 (R)) définie pour tout R >0, telle que
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(33) AS1(R) =14 (R) B (R) +C(54(R)) =0,
(34) 151(R) I=v/2R(1 + 0(R)),
(35) aim A (R)=2y.

Remarque. Nous ne faisons pas, pour ce théoréme, d’hypotheéses sur les solutions de I’équation
de Monge Ampére : la branche obtenue ici pouvant étre une branche verticale, c’est-a-dire :

A (R) = ?\1 dans le cas ol (29) admet des solutions non triviales.

Preuve. (BERGER [1] ). Nous faisons apparaitre A comme un multiplicateur de Lagrange en ma-

1
ximisant la fonctionnelle J (¢), ) (¢) =-2- <B{$> ,surlavariété Tp (R> 0):

1 1
IR = §,§6V,;<A§‘,§> +Z<c(§),§> =R} .

LEMME 1. L'ensemble 2y est une variété bornée c! , étoilée par rapport a | 'originé.

1 1
En effet, ZR est une surface de niveau de la fonction ¢ - ; <A$E> +Z< C¢, >

dont le gradient n’est nul qu’en 0. Cette variété est étoilée car pour tout ¢ €V, il existe t unique

telquet{EER.

LEMME 2. La fonction |({) atteint son sup sur Zp cil existe § € T, tel que,

~

J(§)= sup  J(S).
En effet, ] étant bornée sur ER, il existe une suite maximisante fn qui converge

faiblement vers un §, et comme J est complétement continue,

J(§)=lim ()= sup J()-
=P

~

Il reste a montrer que { € ER . Or, C étant complétement continue, on a :

lim <C@E,)8,> = <C(6)E>,

n—>oo

et

1T ~~ ~ o~
> SALE> +-<C(6)8> <R
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Soit tp tel que tp {E ER, R = 1, alors

~

g )= 1(25) < sp JE)=)(5)
tezy

donc -
tR=1 et §'€ER.

LEMME 3. Pour tout R, il existe (\{(R),§1(R)) solution de
A§1 (R)- 7\] (R) B§1 (R) + C(f] (R))=0.

Ce lemme est une conséquence triviale des deux précédents :M(R)est le multiplicateur

de Lagrange associé au point §1(R) réalisant le maximum de J sur 2.
LEMME 4. Lorsque R tend vers O,
(34) 1£,(R)I2=2R (1+0(R)),
(35) Jim Aq(R) =2y
Preuve. D’une part pour tout §{ € ER ona:
2R—%<C@3>=H§H2<2&
et d’autre part,
0< <CE)e> <clehd
donc, pour tout { € ER,
(36) 2R—§R2<N§H2<2R
Ceci implique (34).
Pour obtenir (35) remarquons d’abord que d’apreés le théoréme 1,7\1(R)> A;- Ensuite

soit tp tel que tp §4 € Zp, &7 1=1, A8y =\ B, =0, larelation (36) montre que t2R ~ 2R.

Alors :
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2
1 1 < B§'1(R) .§'](R)> S <B§](R),§1(R)>\t&< B f], §]>

= = =
N MR) <AGR). & R)> + < CR)) .G R) > 2R+4CR? ~ 2R + 4CR?

1
=): (1+0(R)).

La relation (35) est ainsi démontrée.

Remarque. Lorsque R tend vers 0, la suite est relativement fortement compacte et ses

¢
I ¢(R) I

valeurs d’adhérence sont des vecteurs propres de A — AB (associés a la valeur propre 7\1 ).

3 - Bifurcation par rapport a une valeur propre quelconque

L’opérateur non linéaire C étant un opérateur gradient, il y a bifurcation en tout point
du spectre de (A — AB) (KRASNOSELSKI [10] ). De plus il est facile de montrer par un raisonne-
ment analogue a celui du théoréme 1i) que si )\i est une valeur propre positive, il existe € > 0 tel
que dans l’intervalle ])\i - € ?\i] il N’y a pas de solutions petites. (Si )xi < 0 ce sera dans
[)\i, >‘i + €[ ). On trouvera dans BERGER [2] des résultats précis sur le nombre de solutions bifur-
quées en fonction de I'indice de Morse de la fonctionnelle quadratique <Ag,{>—A<B¢,§>
en ¢ =0, les théorémes obtenus par BERGER [2] pour les équations de Von Karman écrites avec
la fonction d’Airy s’appliquant au cas présent de la formulation en contraintes déplacements.La
méthode de KIKUCHI [9] s’applique également pour I’étude de la branche bifurquée au voisinage
d’une valeur propre simple (cf. MIGNOT PUEL [16] ) nous en ferons usage dans I’homogénéi-

sation.
4 - Etude du probléme non homogéne
Nous entendons par la le probleme de Von Karman ou intervient une force distribuée

transversale a la plaque, de densité f. Les équations modélisant ce phénomene sont identiques a

celles du début sauf I’équation (4) qui doit étre remplacée par :

2
) 0 a¢
M )— —o,,— |]=f (dans Q).
0X,, axﬁ of 0x,, of axB )
Les opérateurs A, B, C ne sont pas modifiés et le probleme étudié s’énonce : chercher ¢ solution de
AT —ABS+C(¢) =T,

{EV.
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(nous considérons A comme une donnée : elle mesure I'intensité des forces, s’exergant au bord

dans le plan de la plaque).
Nous avons alors le :

THEOREME 3. Sous les hypothéses précédentes et si I'équation de Monge Ampére n’admet que
la solution nulle dans V, alors pour tout \ et tout f le probléme ( P>\) admet au moins une solu-

tion §.
Preuve. Les solutions de (P)\) sont les points critiques de la fonctionnelle
1 A
J©) =2—<A§,§> —2—< B$,E> + Q) —<ff>,

montrons que cette fonctionnelle admet un minimum, le point ol  atteindra ce minimum sera

évidemment solution de (PA)‘

Il suffit de montrer :

lim  J(§)=+ee,
gl

car la fonctionnelle J étant s.c.i. ceci assure I'existence d’un inf atteint pour J.

Supposons qu'il existe M et une suite §, I n >+ oo tels que

J(§,) <M.
Soit,
$n
LT
alors,
J€) 1 A 1 M
37 =———<BE g >+I¢ 12 ——<fE > < ,
& g 12 2 2 bty >+ 18, 1700 T 7 Ig, 12
n

comme Q(En) > 0, on déduit de (37) que,

M
hg, 12

1 A 1
———<Bf £ > ——— <ff > <
2 2 fwkn I, | n

donc par passage a la limite :

1 A
(38) ———<BE> <0.
2 2

(olr £ est une valeur d’adhérence faible de (£, )).
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Montrons par ailleurs que & =0 ce qui sera contradictoire avec (38).

D'aprés (37) lim  Q(¢.) =0, sinon le terme 1 ¢_ |l 2 Q(%,) tend vers plus Pinfini et
n n n

n —> 00
comme les autres termes du premier membre de (37) restent bornés, ceci contredirait (37). Mais

Q est compléetement continue donc
Q(¢) =0,

et & est solution de I'équation de Monge Ampeére et appartient a V, d’apreés I’hypothése du théore-

me,
£=0.

Remarque. Nous aurions pu supposer |'existence de forces distribuées s’exercart dans le plan
o

de la plaque, nous aurions alors obtenu un résultat analogue (I’équation OaB,B = 0 devant étre
N

remplacée par 9o 8= ga).
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B - HOMOGENEISATION

1 - HOMOGENEISATION DES PLAQUES MULTIPERFOREES

1 - Position du probléme

On étudie le comportement d’une plaque perforée périodiquement. Plus précisément
comme dans LIONS [12] ou CIORANESCU - ST. JEAN PAULIN [4], on prend une cellule de

base Y = ]O,y1[ X ]0,y2[ ,unouvert O C Y, O 2 bord régulier, O représentant la perforation de

base, on notera encore Y* =Y — Q.

On considére le plan perforé obtenu par les translatés de € Y* par les vecteurs

e(n1 M ATAL) y2),n1 ) € Z. Notons :
RZ" =U(e* +¢( )
e =Ule €(ny Y1:np ¥o))s
- 2,*
Q. =2Nn R,
- 2 /R2%) s =
0,=92N(R*/RZ),S.=30,

on supposera que Qe est connexe et que 052 ne rencontre pas les trous, 92 N Se = et donc
02, =0QUS, (figure 1).

Q
Y2
|
/ (o
v S
—to—tco—+—
S S
(==

— S )

P

figure 1
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La plaque perforée occupe au repos le domaine Qe' Les conditions au bord sur I' = a2

sont celles de la premiére partie, en revanche les bords des trous sont libres.

Le déplacement du point (xq,x,) est noté (uf(x1,x2), u€2(x],x2), §e(x1,x2)), et le

tenseur non linéaire des déformations,

ou¢  aus 1 0¢€ ac€
1
’Yaﬁ(ueyfe) =_(_0! + d

2 BxB axa 2 axa axB

Nous introduisons les espaces analogues a ceux du | :

wW._ =
€ 00

v,ve (@) vip =0§,

Ve= =0£.
on I‘OOUFO

£, £ €H4QY, 8In o, =05/

. € s . 2 . o 4.
Les contraintes %8 vérifient I’équation variationnelle :

€
o€, . € (v)dx=)\f Fyvedl, VVEW_,

(3) €

o€, € (LZ(QG));*.

Les lois de comportement sont conservées :

(4) 026 = aaﬁuv [7#1)(”6);-6)] )
a2E€
e —4 =
Gl MO”B Ao‘ﬁ“" [ax# axv:l'

Remarque. Pour tout ce qui suit nous pourrions prendre des coefficients a et A dépen-
q q p p I ofuv ofuw p
X
dant de— , mais pour simplifier nous les prendrons constants.
€

La déflexion ¢€ vérifie :
2.€ 2 €
0 ) ) 0
/ Ao : ) : dx +/ ogﬁ—i—.—idx=0,
Qe ax“ ax,, axa axB (o 0y, axﬂ

€
§FEV,, VEEV,.
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Comme dans la premiére partie, nous introduisons les tenseurs aozB et S¢ ({e) le ten-

seur 02’36 est solution de :

/ ogbeeaﬁ(v)dx=/ FoVedl, VVEW,,
Q FOUF1

(7 €

oof € (L@}

et si féﬁe (LZ(SZE))‘S1 , (ggﬂ(fe), 0€(f€)) est solution de :

é §§3(f€).ea3(v)dx=o, VVEW,,

€
8)
§§ﬁ(f€) aggyy [€,p(@E(F) + 1]
, 1 90 20
Si 6 € H2(Q,), soit f55(0) = T g et,
) SE4(0) = SEp(F5(0)),
(10) 0043 A oaB Sq 6(5'6)

Enfin aux opérateurs A, B, C de la premiére partie correspondent de maniere évidente
les opérateurs A€, B, CE, L€ = (A€)™1 BE, et N€ = (A€)! CE. Notons que les opérateurs A€ sont

uniformément coercifs, ce qui permet de munir chaque espace V. de la norme
Ie12=< Af¢, ¢ >,

ces normes étant uniformément équivalentes a la norme induite par H2(Q).

Dans I’étude du comportement de la plague quand € tend vers O nous nous attacherons

aux problémes suivants : si (¢€,\€) est une solution de :
AG §-e _ 7\6 Be i-e + Ce(g—E) = 0,
telle que Il £€ Il et A restent bornés, alors,

i) quelle est I'équation vérifiée par les «limites» de ¢€ et A€ ?
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ii) dans le cas ol cette équation limite a plusieurs solutions, vers laquelle tend ¢€ ?

Le point (i) conduit 2 homogénéiser un probléme du quatriéme ordre non linéaire,
alors que le point (ii) conduit & homogénéiser un probléme de valeurs propres et un probléme

de bifurcation.

Nous commencerons par rappeler et préciser certains des résultats obtenus par
DUVAUT [6] [7],LENE [11], TARTAR [17] sur I’'nomogénéisation des problémes du quatriéme

ordre et d’élasticité.

Problémes du quatriéme ordre

On conserve les notations ci-dessus. Soit T€ € V’e et u€ la solution de
(11) A€ € =TE

L’étude du comportement de u€ nécessite de se placer sur &, pour cela on introduit

trois opérateurs de prolongement :

iL operateur ~ de prolongement par 0 de L2(Q ) dans L2(Q) agp€E L2(Q ) il
assocnechLz(Q) =ypsur np OsurO,.

ii) Soit R€ I’opérateur de restriction de V a Ve , pour tout ¢y €V, R€ =9/ Q

Alors I'opérateurt ransposé tRE . V’ =V’ possede les propriétés suivantes :

af\ of
trel — )=—,
axi aX'

i
3%\ 0%
tRe - .
6xi ax’. axi axi

.1 tp€

-sifeLP(@,), 'RE(A) =T

iii) 1l existe d’aprés TARTAR [17] un opérateur de prolongement P€ :V€—>V possé-

dant les propriétés :

iC,Ve,VVEYV,,



Flambage des plaques élastiques 23

[PEv I <Clvl ,
L2(Q) L2(«,)

ID2(PE ) | <c102vlL2(

L2(@)
€
I (P€v) I H2(9)< Clvl HZ(QG) )

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant (DUVAUT [6] ).

THEOREME 1. On considére la suite d’opérateurs A€ définie ci-dessus et la suite u€ solution de

A€ u€ =TE Alors il existe un opérateur A% vV V', a coefficients constants :

a4v

(12) A°v=Z qup., )
ofu Xy axB E)x,‘l ax,,
tel que si la suite T¢de V ¢ vérifie,
(13) lim(*R€ T€) =T dans V' fort,
alors u€ est telle que P€ u€ converge vers u dans V faible, u étant la solution de

(14) APu=T.

Remarques. 1) L’écriture variationnelle exacte de (14) est :

32 92
(14bis) /qaﬁa L = k=<Ty>, VveV.
Q Y ax,/ ax6 0X,, axﬁ

2) Définition des doBys:
2 2

périodique. Pour tout polyndome P de degré < 2 il existe une solution unique 0p du probléeme :

2 2

2%(g,~P) 9

f Aagys P v dy=0, V¢EH(Y¥),
Y * aY7 dyg Ay, aYﬁ P

Soit sz(Y*) I’espace de Hilbert des restrictions a Y* des fonctions de H

(15) g€ HS(Y*),

f 6(y)dy =0,
Y*
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1
alors, si on note Pag —Eya Y 001,8 = epaﬁ on a,

—]/A a2(0 P)'32 (0 P .)d
90878 " |y | e | obrd Oyq 05 of” Tap v, v ys " Tyd/Y -

Preuve du théoréme. La démonstration est due pour la plus grande part a DUVAUT [6] et nous
ne la referons pas ici : la seule modification consiste dans I'introduction du second membre T
avec la condition : 'R€ T€ converge fortement dans V’ : ceci assure un bon comportement dans
les passages a la limite. Cette généralisation nous sera trés utile dans I'’étude du spectre de
A€ ¢€ - BE ¢€, A B€ € jouera le role de T€, et dans I’étude de la branche bifurquée ol I'on

prendra T¢ = BE ¢€ - C(¢€).

11 - HOMOGENEISATION DES PROBLEMES D’ELASTICITE

Soit F, € (LT, U T ) g, €(L2@)2 23 € (L2(@))", et soit (SEgu®) la solution

du probléme d’élasticité,

av
a
S€ ¢ (v)dx:/ Favadl‘+/ gavadx+/ g » — dx,
>/Q. o s r uT, Q o % oxg

o
(16) € € €

S(iﬂ = aaﬁ,ys [676 (Ue)] .

Les coefficients ) possédent les propriétés de symétrie et de coercivité indiquées

dans la premiere partie.

Remarque. Dans le cas ou 8o = 0 ce probléme a été résolu par LENE [11] . Nous allons constater

que dans le cas ou 8o # 0, il apparait dans la loi de comportement une composante parasite due

aux g(lﬂ

Pour étudier le comportement de Sgﬁ et u€, introduisons I'opérateur de prolongement
P ( TARTAR[17]) :

PE.H(Q) ~HT (@),

qui est tel que,
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3C, Ve VveH (@),

|(P€V) | 2

<Clvl
L) S L2

Q)

Comme précédemment nous désignons par ~ le prolongement par O dans les trous des éléments
de L2(22,).

Nous pouvons alors énoncer le :

THEOREME 2. Sous les hypothéses précédentes lorsque € tend ver 0, la suite (Sgﬁ , P€ u€) tend
faiblement dans (Lz(ﬂ)) 54 x W vers la solution (S B’ u) du probléme :

ov
i) /Saﬁ—ﬁdx=/ Fy Vg dF +6 [/gavadx+
Q oxg T, UT, Q

v,
+ 808 T dx | , Vveywy,
(17) Q  oxg

SaB € (L2@)d.

au7
i) Saﬁzqaﬁ'y& %-+ Caﬁuvguv'

Les coefficients 9aBys sont ceux du probléme d’élasticité homogénéisé obtenu par
LENE [11] dans le cas ou Bag = 0 (définition ci-dessous).

Les coefficients CaB'yB sont définis par :

Capuv = YaBys Oyspy ~ 0>

ou (b ) est la matrice inverse de (a_s, ).

Youv YSuv

Définition des 9aBys

Soit H F](Y—O) la restriction & (Y-0) des fonctions de H|! (IR?), Y périodiques.
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A A € MSZ([R) espace des matrices symétriques d’ordre 2 on associe
8(A) =0 € (H;(Y—O))z solution de :

Qg5 (€15 (0) €5 (Aly)) € 50v)dy =0, VvE (H](Y-0))2,
/Y—o afyd\ "y 0% of p

/ 6(y)dy =0.
Y-0

La forme quadratique Q(A) =2 GaBys )‘aﬂ )‘76 est alors définie par :

1
(19) Q(A)=——/ 2 o5 €.0(A=8) € s (A-0)dy,

1y | ofyd “off 6

Y-O
ce qui est encore équivalent a :
1 AYS )
(20) Yprs= = | 2w S (AT ()0 (AT)]dy
Yy alliad
Y-O

ol

o _ sa
A= 5% . 86 .

Remarque. 1) 1l y a unicité de la solution du probléme (17) (i) et (ii) : il suffit de I’écrire en terme

de déplacement : ’équation obtenue admet une solution unique u grace a la coercivité de la ma-

trice (%576) :
E)u7 ava
qaﬁ’y& —_— dx = Favadl‘+0 gavadx
Q ax5 axB FO U 1"] Q

r ov
+/ (q ab 6 )g V——dx.
Q ofyd “yduv’ Su axg

(21)

2) La relation (16) (ii) entre le tenseur des contraintes homogénéisées (c’est-a-dire le
tenseur limite des Sfx,@) et le tenseur des déplacements eaﬁ(”) fait intervenir un terme de relaxation
di aux gaﬂ : il n’existe donc pas de relation entre Saﬁ' le tenseur des contraintes, et eaﬁ(u) inde-
pendante des forces extérieures : on ne peut donc parler de loi de comportement au sens habituel.
En fait dans ce probléme on peut considérer que les bords des trous ne sont pas libres (si 8o est
régulier, on a sur 90, Sgﬁ Ng = 8o nﬁ) au contraire du cas linéaire étudié par LENE [11] . Remar-

quons encore que cette absence de loi de comportement est masquée par la formulation (21) :

ou ~
le tenseur (q(xB76 r) n’est pas la limite faible de SZB alors qu’il serait raisonnable de le pren-
X8

dre comme le tenseur des contraintes homogénéisées.
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Malgré cette anomalie le probléme d’élasticité (16) nous seratrés utile lorsque nous

utiliserons le tenseur des déplacements non linéaire 7043(“)'

Preuve du théoréme. Les coefficients 30y5 étant symétriques en (a,B) et (y,8) nous remplacerons

av
Y
€ys (v) pars— Dans la formulation en termes de déplacements, (16) s'écrit :

X8
/ v, f f
a —-—dx= F v dI'+ g v dx
afyd o oo
Q ax8 aXB POUF1 @ Q

€
22 ava
(22) +/ gaﬁ-——dx VVEW,,
X
Q. 3
€
u EWG.

Estimation a priori
A partir de (22) on obtient :
|€a3(ue) I 2 < M,
L (Qe)

Is€ < M,
%12,

et grace a I'inégalité de Korn (qui est uniforme en €),

Premier passage a la limite

D’aprés (16) on a :

(23)
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~

Quand € tend vers 0, S€, ~ S_- dans (L2(Q))4, P€ u€ —~ u dans W, g ~0g. , g~ -0 g dans
of  “af s o o’ Sof8 of

[Y*|
LZ(Q). (0 = ™ > et I’équation précédente donne (17)(i).
aua
Relation entre S _,et ——
aﬁ aX6

En utilisant (18) posons :

wly) =Aly)-0(y) wly) € (H), (R?")2,
owy 2 2% 4
Oaﬁ(Y)zaaﬁyﬁ 5; ) Oag e(L|0(-,([R ))5 )

wE(x) = A(x) — e()(i-) =€ w<i>
€ €

< aw§
€ = -
Oaﬁ(x) = 00'8(.6—) = 3013’75 (5;)

Grace a la relation (18) on montre que :
P 102
(24) a8 —2 dx=0, VgaE(HO(Q)) .
Q aXB

Nous avons en outre les estimations :

we | < C,
(H Q)

I P€ wE | 1 2< C,
(H'(2)

~

o€, | <C,
%08 L 2’

donc lorsque € tend vers 0,

PE w(x) ~ A(x) dans (H'(2)2,

" N / vy
O.n = - a —— .
oB Yoy v T Iy T, oS 5, O

Soit alors ¥ € D(Q), dans (24) prenons ¢ = ¥ P€ u€ et dans (23) v =¥ P€ wE. Par
différence nous obtenons :
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~ ov ~ ov
/ Sgﬁ (P€ wg) — dx =/ 02}5 (P€ u€) — dx
Q aXB Q aXﬁ
ov
(25) + gg, (P€ W) Wdx + g (P€ wg) -—dx
Q Q Xﬁ
awg
9xg

6

Dans chacun des termes de (25) excepté le dernier, il est aisé de passer a la limite
car ce sont des produits scalaires de la forme (Xe,Ye) ot X€ converge fortement et Y€ faiblement.

Pour le dernier terme on se ramene 2 la situation précédente grace a :

/ e ¥ d / <a;§>w d
- X = g —_— X.
‘Qe OLﬁ aXﬁ Q (XB aXB

awfx
Il reste alors a évaluerla limite faible de a— .

Ona: ~
€
~ aw,7
o.,=a _—
o “ofyd axa ’

la matrice (aaﬁ'yB) est associée a un opérateur linéaire inversible de M(2 x 2) dans lui-méme, soit

baﬁ'y& la matrice inverse, on a évidemment baﬁ’y& = bﬁa‘y& = b'yBaB et,

~e
Ma_
oxg opys ys

/ % JE
g, — Vdx= &8 S‘Ildx
O o axg o Pagys Bap Oy

et la limite faible de ce terme est

4 Dysuw Popyd Muw Bap ¥ X

On obtient a partir de (25),

o
Aglx) — =/ A +b
/ Sap M) 5= | Saprs Mo (“a g | Ceb18 810 >
(26)
+6/g (x)\Ifdx+0fg A(x)ﬂdx
O o a Q ofl “Ca axﬁ :
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La comparaison de (26) avec (22) ol nous prenons v(x) = ¥(x) A(x) conduit a la

relation (16) ii. Ceci démontre complétement le théoréme 2.

Les deux corollaires suivants permettront d’adapter le théoréme 2 au probléeme de

Von Karman.

COROLLAIRE 1. Soit g,g € (L2())* et une suite 85 (L2(926))* telles que :

27 im (1g€,—g .| =0,

€e—>0

alors la solution (Sgﬁ(géﬁ) ,P€ ue(ggﬁ)) du probléme ((16) (ggﬂ)) a méme limite que (Sgﬁ(gaﬂ) ,
pe uf(gaB)) quand € tend vers 0.

Preuve. La formulation variationnelle (22) donne :

v/Q. 2aBys €6 (u® (g°) - u®(g)) eaﬁ(ue(ge) - u€(g))dx
€

= / Fo(u€(g°) —u€(g))dr + / 8o (u€(g%) — uS(g))dx
r,ur, Q.

d
+ /S; (865~ 8ap) ;;; (u(2%) —ug(e) dx,

€

d’ou la majoration :
le q(u€(gf) — u€(g)) | < Clgt—g ol
043( (%) (8) Lz(Qe)\ 8o~ Baf Lz(ge)
ce qui donne le résultat grace a I'inégalité de Korn.

COROLLAIRE 2. Soit fgﬁ € (L2(Q€))% et soit (Sfxﬁ(ff), u€(€)) /a solution de :

/S; sgﬁ(ff) eaﬁ(v)dx=0, VVEW,,

€
(28)

Sgﬂ(ff) =28+ [676 (u€(f€)) + f;a] .

4

On suppose qu’il existe faﬁ € [L2(S2)] telle que

lim (I fag ™ fop IL2(Q€)> =0.

€e~>0
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Alors lorsque € tend vers 0, la suite (Sfxﬂ(fe), P€ u€(f€)) tend faiblement dans
(LZ(Q)): X (H1 (S?.))2 vers la solution (Saﬁ , u) du probléme d’élasticité :

(i) / Saﬁeaﬁ(v)dx=0, VVEW,
Q

(29) SeB€ (L2@)?, VEW,

Preuve. Ce corollaire est une conséquence du théoréme 2 et du corollaire précédent : il suffit de

poser
€ _ €
8o~ 20By5 15 -

8o~ 20pys Tys -

Remarque. Nous voyons dans le corollaire 2 que la relation (19 ii) qui joue le role de loi de com-
portement est conservée, ceci sera utile quand nous emploierons le tenseur non linéaire des dépla-

cements.

Conclusion. Les résultats obtenus sur I’'homogénéisation du probléeme d’élasticité nous permettent

de définir des opérateurs homogénéisés B et C© associés 2 la suite des opérateurs B€ et CE.

DEFINITION DE B°. Pour tout ¢, £ €V posons

a ot
30 B° = 00— — dx.
(30) <B2(5),£ > /Q ol g oy

ou agbo est la solution du probléme d’élasticité,

océzé)nﬁ=Fa sur I‘OUI"1 ,
(31)

0,0 _
urr =0, surl"oo,

%ab =Ygyt (35 47°)

L’opérateur BO est compact symétrique de V dans V' (V étant muni de la norme induite par
2
H(2)).
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D’aprés le théoréme 2 oli 'on prend g, =8,5=0 la solution ( ogbeuo '€) du probleme

)4

, P€u%€) converge dans (LZ(Q) S

(7) est telle que ( 043 x W faible vers aaﬁ , u%0) solution

de (30).

DEFINITION DE C°. Pour tout ¢, £ €V posons

a
(32) <COR)E>= / Sepl¥) — — dx,
Q axﬁ ox

ol sgﬁ(g ) est ia solution du probléme d’élasticité,
0 —4
Saﬁ 8 0 dans £,

(33) Sgﬁnﬁ=0 sur T UTy,
135 ¥
0o — o
Sof = %opys [676(“ 7 o, ax5:|

D’aprés le corollaire 2 du théoreme 2si ¢€, ¢€ € V est telle que P€ ¢€ converge faible-

ment vers § dans V la solution Saﬁ = Sgﬁ(i'e) du probléeme
e —3
Saﬁ;B 0 dans §2 ’

sgﬁnﬁ= 0 sur T UT,

o~ %apys [%‘UEH;BX— oy

est telle que Saﬂ converge faiblement dans LQ(Q))4vers Saﬁ solution de (33). En effet il suffit
g€ ¢ Gl

b
de prendre f; 5_ , f=—. _ﬂ_’_ et d'utiliser I'injection compacte de H1(Q) dans
ax5 ax7 0Xg

tous les LP(Q) (p ﬁm).

Nous sommes alors en mesure de passer au probléme linéarisé.
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111 - HOMOGENEISATION DU PROBLEME LINEARISE

Le probleme

(34) eV,
<BES . f>=141,

e . » ol I'un au moins des
o

admet une famille dénombrable de valeurs propres {k]e} €
j€E]ln-,m
deux entiers ng , m est infini, avec i€1Ing,

€ € € € €

Lj <>‘—j+1 <..<A < 0<NsS A <.,
on convient de répéter les X avec leur multiplicité et a chaque A"} on associe un vecteur propre
¢ienormalisé par < B¢ (pf, <p? > =signe de ?\?, les {cpf} formant un systéme orthogonal complet

pour V. muni du produit scalaire ((£,u)) =< A€ £,u > . Enfin on désigne par E€()) le sous-espace

propre associé a la valeur propre A.

De méme a (A°,B°) est associé le systéme (7\?, &p% :
A® gP= 1, B® o2,
<B° cpio, cpio >=signe de )\?,
ie]no,mo[,cpioev.

Le théoréme suivant précise le comportement des propriétés spectrales de la suite
(A€ - BE).

THEOREME 3. Lorsque € tend vers 0, le systéme de valeurs et vecteurs propres (?xie ) yfi) ,
i€1n,, m[,associ¢ a (34) vérifie :

(i) pouri€lng, m,[

lim 2§ =2
€~>0
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(i)  pouri€ny, myl

lim Ixf|=+oo
e—~>0

(iii) si )\? est de multiplicité p avec
0_30 _ _10
N1 < AT=NH T Mg < Ay

’espace Z p€ Ee()\? +]-) converge faiblement vers E(\°) dans V (donc converge pour la
0<j<p-i

métrique de Hausdorff sur les boules unités des sous-espaces dans L2(Q)).

Remarque. Ceci implique en particulier que tout vecteur propre du probléme A =\ B est limite
faible d’une suite P€ ‘ple(e) et qu’inversement si la suite 7\? a une limite, les valeurs d’adhérence des
p€ go? (qui sont évidemment bornées) sont des vecteurs propres de (A% — X B®) associés 2 la valeur

propre limite des ?\ie.

Preuve du théoréme
Notation. Soit i € Z*, nous noterons ]0,i] 'intervalle de Z* : [1,i]si i = 1, et [i,1]
si i < — 1. Nous montrons successivement :

1) Les valeurs d’adhérence des suites A€ (i fixé, e tendant vers 0) sont valeurs propres
i
de (A°,B°).

2) Les valeurs propres de (A®,B°) sont limites de suites )\ie.

3) Les espaces propres convergent.

LEMME 1. On se place dans le cadre des hypothéses du théoréme. Si la suite )\ie (i fixé, € tendant
vers 0) a une valeur d’adhérence finie, il existe une sous-suite (notée encore €) telle que :
i) pour tout j € 10,i] /a suite 7\;? converge vers i valeur propre de A% - B,

€

ii) les vecteurs propres (wi) j € 10,i] sont tels que P€ cpje convergent vers :p;o dans V

faible, veérifiant

A%y =1 B¢},

<B° ch’ , ¢(l?> = signe de u; ,
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les «;:9 , i € 10,i] , formant une famille orthogonale dans NV muni du produit scalaire

<A®¢&n>=((&n),

i) Sii>0,dors Vi, 0<j<i, 0<N<u,

Sii< 0 ,alorss Vij, 0>j =i, 0 >7\i> M
Preuve. Supposons i > 0, d’aprés I’hypothese on a :
0<Aj<..< Afs M,

et on peut supposer :

lim xjf:y]. L 1< j<i,
e—~>0

(ceci est la définition des uj), avec

Il résulte par ailleurs de (34) que
(35) lwf ||V€=>\"i <M,
donc il existe ;7]- €V tel que
pé g;f - :pi dans V.
Montrons que tReBewf tend fortement dans V’ vers B® ;’i . Il en résultera que

o, —
<B ‘pi"pk>—6]k'

(donc que ¢ # 0) et, -grice au théoréme sur I’homogénéisation des problémes du quatrieme

ordre- que
o _, BO.,.
A" =1 BTy,
(ceci implique que My > 0).

Les parties (i) et (ii) du lemme seront ainsi démontrées.
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Soit donc, pourvEYV,

9¢f v ~ 3 By
tReBe‘PfN = f 0&3 L . —dx= / 025 — (P€ :ple) — dx,

~ 0
nous savons que ogﬁ est borné dans L2(.Q.e), donc 025 5— (P€ cp]e) converge faiblement vers
X

9 - -
085 P (‘F’j) dans L), pour tout g, g < 2, et tReBew‘]? converge faiblement dans W ]’q(SZ)
g
qui s’envoie de fagon compacte dans V’.

Nous allons prouver (iii) par contradiction.

Tout d’abord, on a 0 < )\1 < M1 soit donc j le premier indice, j < i, tel que

)‘j—1 < Mg < “j < )\j,

comme j; est valeur propre de (A° —A B°)
B = N1 = H
soit alors q la multiplicité de )xj_1 ,

Nma = Natt = A TH TR S
donc
i B o L i e

et les vecteurs propres :pj , ;’j forment une famille libre de (g+1) vecteurs dans E()\j_1) qui

—q
est de dimension q ce qui est absurde.

LEMME 2. Sous les hypothéses du théoréme on a :

i) Toute valeur propre de (A° —\ B°) est limite d’une sous-suite kf

ii)  plus précisément : soit )\j une valeur propre de multiplicit¢é p de
A° -\ B° O‘j—i < 7\j = )‘j $15 = >\i +p-1 < >\i +p) et E(?xi) I'espace propre correspondant.

11 existe une sous-suite € et un indice k tel que
o AS, )‘tl?(+1 ) e >‘?(+p—'| tendent vers )\i ,

B) Z p¢ E()\‘l’: +) tend faiblement vers E()\j).
0ss<p-1
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Preuve. Considérons j donné par (ii), supposons que j = 1 et que }‘j ne soit pas valeur d’adhérence

de toutes les suites )\f ,0< i< p—1+. Or d’aprés le lemme 1,

lim inf X

= A\ =\
+p—1 +p—1
€0 JTp~ P~ J

)

donc pour s = p,

. . .e > . . -e .
lim inf 7\]+s h_r)n inf )‘j+p—1 > 7\] ,

e~>0 0

et de plus comme ?\i n’est adhérent a aucune suite 7\? , i €1, j+p], il existe n > 0, et € tel

queVe e <e,, Vi€]ln,, m[onait:
(36) Ixei—le>n,
Montrons que ceci implique,

(A% B°) (v) > L(@),
ce qui contredira l'alternative de Fredholm car

(A°=2B%) (V)= I, Tev, <Tp>=0, VgijE(hj)}

donc
(37) (A°=2B%) (V)N LA@) = {f, feL?(@), / fodx=0, VyEEQ) L.
Q
Nous savons que si A & Sp(A€,B€) on a,
A¢
I(As-x897"1, (v, V)= max :

Ve)
€ i€ngm [ | A-Af

Il résulte alors de (36) que

_ C
I(A€—x. BET 1< =
J n

doncsifE€ L2(Q), la solution ¢€ de

A€ € -\ BE¢E=f |
F-NBTE |Qe



38 F. Mignot, J.P. Puel, PM Suquet

vérifie

donc

PELE —~ ¢, dansV,

et comme f | o 0f dans V', il résulte du théoréme 1 sur I’hnomogénéisation des problemes
€

du quatrieme ordre que
A° $=N BO ¢ = of,

ce qui contredit (37).

Il existe donc un indice k, k < j + p=1, tel que
) lim AE_ < A,
€-0 k= ’

i) lim A§ = lim Ay == lim N g =N
€->0

Montrons que q = p, ceci complétera la démonstration du lemme 2. Tout d’abord
< p, en effet d’'aprés le lemme 1 les Ori) forment un systéme orthogonal de
qsp P (Py+s 0<s < 1 y 8 q

vecteurs propres de E(?\j) donc p = dim E(?\l-) > q.

Supposons g < p. Il existe donc ¢ € E()\j) tel que

(38) / Yy Ppsdx=0  0< s<gql
Q

Montrons que le probleme

(39) A°§—)\j B®¢=0y,

admet une solution ce qui contredira I'alternative de Fredholm pour (A° - )\i B°).

Soit 908 la projection dans L2(Qe) de R€ g SUr . <§ 1 E( €k+s) :
SSSO—

1
€ _ € €
Yo~ Z | | 2 dx f Yo Pk+s dx Pi+s -
0<s<p-1 Pi+s Q,
2,

D’aprés (38),

lim ¢E=0 dans L%(€).
e—~>0
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De plus le probléme suivant admet une solution unique,
€ L€ _ 1€ RE L€ _ p€ _ €

AT =N B =R, ~ ¥

<ASEE pf >=0 , 0<s<gq-1.
Pour montrer que (39) admet une solution, il suffit d’obtenir I'estimation
(40) (Kl v€< C,
(car alors 'R€ [?\T( BE ¢€ + R€ Yo~ go(f] tend fortement dans V’ vers )‘j B¢ +46 Y ).

Or 'opérateur (A€ - )\f( B€) est un isomorphisme entre

FE={¢, 0V, <AL, 98y >=0  i=0,..q-1}
et
F;G:{T,TEVé,< T"pﬁ+l> =0 i=0,...,q—1}

dont 'opérateur inverse a pour norme
IS |
I (A€ - )\i B 1 I= max I —
s E[kk+a-1] 12§ -2%]

D’apres le choix des Aﬁ o )\ﬁ+q—1 , il existe une constante C, indépendante de ¢,
telle que :
€
|7\S I
max —<C.

— € _y€

L’estimation (40) résulte alors trivialement de (39). Le lemme 2 est ainsi démontré. Pour achever

le théoreéme, il reste a montrer que

m=X, Vi€]ln, ,m [

i »
On suppose i > 0. Nous aurons besoin du

LEMME 3.5/ p; ¢ < w;= )‘i et si 7\i est de multiplicité p alors,

[J.i =#i+1 = e =[1i+p_1 = 7\i = e 7\i+p_-l .
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Preuve. D’aprés le lemme 2 il existe k tel que HMye—1 < By = Mg == Hitp-1 = 7\i < “‘k+p‘
Nécessairement k = i car les K sont croissants et M1 < 7\i.

Sik>i >‘i = Ky > M1 = M = )\i ce qui est contradictoire et le lemme 3 est ainsi dé-
montré.

Montrons alors par récurrence que pour i> 0 ;= )xi. Tout d’abord uq = )\1 car

d’apres le lemme 1 Hq = 7\] et d’aprés la proposition 2i) il existe k tel que b = >\1 donc
A{ = Hq = . = py. Soit j le plus petit indice tel que B > )\j (i = 2), alors il existe s tel que,
Fj_s_] < “j—s == #j_1 < ﬂj ’

donc d’apreés I’hypothese sur j,

A

=1 < ?xl-_s=...=)\j_] <A,

J
si 7‘j—s est de multiplicité s’ = s+1 alors d’apres le lemme 3,
IJ]'=“]_1 = ...=)\i_s=7\j )
ce qui est contradictoire avec I’hypothese, donc ?\i_s est de multiplicité s et,
(41) ﬂj_] = >\i_1 < )\]< pi ,

d’aprés le lemme 2, il existe un indice k tel que py = >\i etk > j ce qui est contradictoire avec (41),
les uy étant croissants donc H= 7‘] , Vi, i €]0,m [ . Méme chose pour j <Oo.

Conclusion. Cette partie montre que les points de bifurcation de la plaque homogénéisée sont les
limites des points de bifurcation de la plaque perforée quand e tend vers 0. Il nous reste a montrer

qu’il y a aussi convergence des branches bifurquées.

1V - HOMOGENEISATION DU PROBLEME DE BIFURCATION
1 - Méthode de Berger
D’aprés la premiére partie nous savons que pour chaque € le point (A§ , 0) est un

point de bifurcation pour le probléme de Von Karman : il existe une branche de solutions
(?\?(R) , fﬁ(R)) définie pour R > 0, telle que
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A®$7(R) —A{(R) BE {7(R) + CE(5(R) =0,
(42) lim A§(R) =1,

R->0

<A%ER), §7(R)> =2R (1+0(R)),

le parametre 7\‘1‘:(R) étant le multiplicateur de Lagrange associé au maximum de la fonctionnelle
< BE(¢), ¢ > sur la variété

1 1
(43) ER={§,§eve,;<Af§,§>+;<c€§,§>=R}.
Nous pouvons alors énoncer le :

THEOREME. On suppose que le probléme homogénéisé A° ¢ — \ B® ¢ admet une valeur propre
positive. Alors lorsque € tend vers 0,la branche (K?(R) , §f(R)) converge dans R x V faible vers
(R?(R) , §?(R)) solution non nulle de,

A% §7(R) ~A(R) BC ¢9(R) + CO(P(R)) =0,
et qui vérifie de plus,

<B%{7(R),§9(R) > = Max <B®§, ¢ >
(EZR = {{,;<A°§,§> A <C%,¢> =R}.

Remarques. 1) La solution obtenue par la méthode de BERGER [1] converge donc vers la solution

correspondante du probléme homogénéisé.

2) Le probléme de savoir si le spectre de (A® —A B®) a une partie positive (ou négati-
ve) dépend étroitement de la géométrie de la plaque et des propriétés d’anisotropie des coefficients
homogénéisés. De toute fagon le spectre a toujours une premiére valeur propre ou négative ou
positive et la branche qui bifurque en ce point a son comportement en fonction de 6 décrit par le

théoréme précédent.
Preuve. Fixons R et posons f‘i:(R) = §€1 . Estimation a priori sur §"15 et )\ﬁ(R).
Comme g']? €Zhona,

ey, <2R.
v, S
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Pour >\1€(R) ona:

. <A, 85>+ <8k L85>

A(R)=

] )
<B¢S,¢5>

comme < A€ ﬁ , ;‘ﬁ > < 2Ret <CE(§$) , 5'61 > < 4R, il suffit de minorer < B¢ §‘1? , §ﬁ> pour

obtenir une majoration de )\]G(R).

D’aprés I'hypothése du théoréme, le probléme (A° — X B®) admet une premigre valeur

propre positive 7\‘1) :
0,0_30R0 0O_
<A°sp%,<p(1>=1.

Soit te tel que te up? € ETQ (on note pour simplifier, de la méme fagon wﬁ’ et ‘p?lﬂe ) donc

2 4
t€ t€ €/ 0 (o}

or,
0< <C¥Y), 7> < M,

M indépendant de €,

donc

2R

On déduit alors de

<BE(€, 16> > 12 <ByY,¢9>,

et de
1
lim <B€(p?,np(1) > =—,
e>0 )\?
que
2R
<B®¢%,¢§>=>M —,
1+ 2M R?
et donc

0 < A§(R) <M.
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Passage a la limite.
Quand € tend vers 0, pour une sous-suite notée encore eon a :

lim A§(R)=u,
e—>0

lim P€ gﬁ = ;? dans V faible .

e—~>0

LEMME 1. Lorsque € tend vers 0, nous avons

lim  "RE(BE(s5)) = BO(?) , dans V" fort,
€—~>0

En effet pour §€V,

s 9 ~ 9 )
<tR€B€§e1,E>=/ agﬁﬂ.—sdwf ogﬁ—(Peﬁe).—sdx-
‘Q’e aXB axa Q aXB axa

~ 9 9
La quantité 023 — (P€ £€) converge dans L9(2) faible (g < 2) vers 03;; — (§7) car
aXﬁ aXG

~ ) 0
0¢, =~ 0% dans LQ(Q) et — (P€ §]e) - — (&) dans LP fort (V p fini). Il en résulte que
(Xﬁ Olﬁ aXB aXB 1

0 [~ 0 _
—_— <°23 — (P€ §]e converge dans W 1’q(Q) faible et donc dans V’ fort vers B® §? .
X, . 6xB

LEMME 2. Lorsque € tend vers 0, I'opérateur tRE’CG’((?’) converge dans V' fort vers C°(§? ).

Preuve. Rappelons que I'opérateur tR‘?Ce(i‘f) est défini par :

%5 o

VieV, <'RECE(tS), >=/ S€ (¢€) . — . — d
£ (£7).¢ G, g3 g g X

y 0 a(¢)
- SE€ (¢€) . — (PE¢€) .
é aﬁ(ﬁ) BXB( f]) _ax dx,

(s

ol ngﬁ(ﬁ) est la solution de
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/ ava

S€ (¢€) — dx=0 VveEWE
] ) )

Q 0,3 aXﬁ

€
SE5(e5) € (LA@ ),

c e o1 %5 A
Sapl61) =205 | )+ 5 550 |

Mais P€ §‘$ tend faiblement dans V vers fc]) donc

g ag§ &y oy

. - 0 quand €~>0.
X, axﬁ Xy axﬁ

L2(2,)

Nous pouvons appliquer le corollaire 2 du théoréme 2 sur I’'homogénéisation du probleme d’élas-
ticité : S&B(i‘ﬁ) converge faiblement dans (LZ(Q))‘: vers SaB(§1°) la solution du probléme homo-

généisé :

BvCY
o0y % . _
Saﬁ(i’])ax dx=0 , VVvEW,
Q B

sessD) € (L2@)?,

0 (+0 oy o a;‘]’ af?
Sap1) = dapys |&ys(uT) +3 oxg axg

Il en résulte que Sgﬁ(ff) M (:d §'16) tend vers Sgﬁ(f?) %(f?) dans L9(Q) faible

b le
(@ < 2), car — (P€ ﬁ) converge vers a—1-dans LP(Q) fort (pour tout p fini). La démonstration
X

B g
se termine comme dans le lemme 1.
Ce qui précéde implique que tRe[)\f(R) Befﬁ - Ce(ff)] tend vers u B°§$— C°(§?)
dans V’ fort, donc d’aprés le théoreme 1, §(1) est la solution de
A% §9-uB%] +CO(]) =0.

Il reste a montrer que §% #* 0, §? S EE , et que

(45) <B°¢9,¢9>= sup <BY¢E>.
FEZR
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(Ce qui impliquera que u = )x?(R) est le multiplicateur de Lagrange associé a §‘1°).
Nous savons que tReAei"i converge vers A°§‘1’ dans V’ fort, donc :
lim <ASEZE > = lim <REAKST, P> =< A%PLT> .
e—>0 e—~>0

On peut donc passer  la limite dans chaque terme de I'expression,
Lcnss 6> Fo<CgEgE> =R
2 §]: §1 4 f‘]r{] )
et obtenir ainsi,
Lca%ero> 4 lacooos =k
5 $1,87 2 §1,87 )

donc fﬁ) € Zf{ (en particulier ¢© # 0).
Il reste a prouver (45). Soit (A°$°) la solution de
A%© - A% +C°(:°) =0,
(46)

<B%O%°>= sup <BY%>.
FEZR

Définissons TEV’ par : pour tout £ dans V,

(0] 0]
<T°,$>=>\°/ ogﬁi.ﬁ-dx—/ saﬁ(§°)i§-—.a—§dx,
Q axB axa Q 6xﬁ bxa

et TEE V;_ par : pour tout & dans Ve ,

1 0] (0]
<T€,£>=—[)\°/ ogﬁ-a-f—.-aidx—/ saﬁ(§°)£.£dx .
0 Qe axB axa Qe axB axa

Il est clair que 'RETE tend vers TC dans V' fort.

Soit ne la solution de
Ap€=TE.

0}

Quand € tend vers 0, P€ 17G tend vers n° solution de A°n°=T , c’est-a-dire 7°= §‘°.

Il existe t >0 tel que t nfe 2?2:
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2 4
t t
(47) 76 < AR > + 4—6 <C¢m)mt > =R.

La relation (45) sera démontrée si lim te= 1, car
e~>0

<B%2¢9> = lim <B&5¢5>
181 11
e—~>0
>lim 2 < B0t >
e—~>0
= lim < B*p€ n>
e—>0

= <B%°:°>.
Pour montrer que t_ tend vers 1, remarquons d’abord que

lim <A€p€n€>=<A%C(0>,
e—>0
et
lim <C&(n®),n€>=<C°(k°),8°>.
e—>0

Alors te la solution positive de (47) tend vers la solution positive de

t2 t4

(o] 0o
- <A%O¢° >+—< CO(9)£°>=R
qui est t= 1.

Le théoréme est ainsi compléetement démontré.

2 - Méthode de Kikuchi

La méthode précédente ne permet d’obtenir que la branche bifurquée a partir de
la premiére valeur propre (positive ou négative), la solution obtenue réalisant le minimum de
I’énergie et étant stable au sens de Lyapunov. Parailleurs nous savons qu’il y a bifurcation a par-
tir de chaque valeur propre A de (A—AB) car les opérateurs considérés sont tous des opérateurs
gradient. Cette derniére partie a pour objet de montrer que la branche bifurquée au voisinage
d’une valeur propre simple du probléme homogénéisé est limite de la branche bifurquée (a la
valeur propre simple correspondante) de la plaque perforée. La démonstration est fondée sur
I’analyse de la bifurcation faite par KIKUCHI [9] et KESAVAN [8] pour I’approximation numé-
rique de ce probléme : elle repose sur la paramétrisation de la branche bifurquée par sa composante

sur le vecteur propre au point de bifurcation.
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On conserve les hypothéses et les notations de la partie Il pour les opérateurs Ae, Be,
C¢, A°, B®, C°. Soit A, une valeur propre simple du probléme (A° —AB®), ¢° un vecteur propre

associé :

Ao‘po_% BOC=0,

< B%¢°%p® >=(signe de ).
Introduisons les espaces :

M,={v,vEV, < B%, ¢° > =0},

M, =16 FEV!, <f,¢°> =0}.

D’aprés I'alternative de Fredholm (A® — A _B°) réalise un isomorphisme entre M _ et
() P o

D’apres le théoréme 3, il existe n, n > 0, et €, tel que pour toute, 0< € < €o le
probléme (A€ — AB€) admette une seule valeur propre simple 7\6, )\e € ])\o -1, >‘o + n[, associée

a un vecteur propre ¢€ tel que
A f -2, By =0,

< By ot > = signe de )xe = signe de 7\0,
et

lim A=A,
e—l>m0 € o°

lim P€ € =¢°, dansV faible.
€e—~>0

Introduisons aussi Me et M"___ :
_ €, €~ _
Me—{v,veve, <BS, o€ > =0},

Mi={f,fEV., <f > =0}

On a la décomposition de V¢ en somme directe orthogonale (pour le produit scalaire
(€)= <A%n >).

=R A€
VE—ch &M,

=t +w.



48 F. Mignot, J.P. Puel, P.M.Suquet

Nous poserons pour T > 0:

U(T) = {08, A ER XV, E=ty +w,

=A< T, 1< T, Iwi< T},

Ue(T) est évidemment un voisinage de (?\e , 0) dans R x V. De méme pour UO(T) dans

invO.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le :

THEOREME. On se place dans le cadre précisé ci-dessus. Il existe T > 0 et € > 0 tel que pour
tout €,0 < e < €, la branche bifurquée du probléme (P e) en ( ? 0) admet dans le voisinage

U e(T) de ce point, la paramétrisation continue suivante :
t > (A1), 550 =t “+wE(1)),
(la fonction t ~ wE(t) étant a valeurs dans M), (A€ ¢€) vérifiant donc
A€ §€(t) = 2(t) B £(t) + CE5€(t)) =0,
A(0) =2, $6(0)=0.

Lorsque € tend vers 0, pour tout tdans T, +T[, (A€(t), P€ wE(t)) tend dans R x V
faible, vers (N(t), w(t)). La fonction t > (A(t), to® + w(t) = ¢(t)) est la paramétrisation continue

de la branche bifurquée du probléme (P 0) en (A 0 0) dans le voisinage U o(T) de ce point :
A ¢(t) = \(1) B £(t) + CO(5(1) = 0.

De plus les représentations précédentes donnent toutes les solutions non nulles de
Pe (resp. P)) dans U (T) (resp. U O(T)).

Remarque. On peut dire brievement que la branche bifurquée du probléme Pe converge vers la
branche bifurquée du probléme homogénéisé la convergence ayant lieu dans C%%(Q2) pour tout
a <1,

La preuve consiste a appliquer la méthode de KIKUCHI au probléme Pe et a obtenir

des estimations indépendantes de €.
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Dans la suite une assertion vraie pour € € [O,eo] signifiera qu’elle est vraie pour les

problémes Pe , € € ]0,€,] ainsi que pour le probléme homogénéisé Po .

Pour simplifier nous supposerons >‘o > 0, donc < B €€ > =1.

LEMME. Pour tout q fini, il existe une constante Cq telle que pour tout € de [O,eo] , et tout §
de H2(Qe) on ait :

¢ <c lgl .
] whag) ~ 9 ] H2(Q,)

Preuve. D’aprés les propriétés du prolongement P€ona:

< IP€ |

l¢ | < c;](sz) I PE¢ I

whag,) whaQ) H2(Q)

c l¢l
q'$ H2(Q,)

Le comportement du terme non linéaire CE€ est précisé par le :
LEMME 2. // existe M indépendant de € € [0, ] tel que

() —CE(¢) I vf M <|l§ I V€+ ¢ ll\,e>2 I ¢ llve,vg,geve.
Preuve. |l suffit de le démontrer pour € > 0.

Rappelons que

o o
<cf(§),z>=/ﬂe o) VS EEV,, (ou SE(6) = SE,(F())

(voir (13) page 6 partie I) donc

A a .ot \ ot
IceE) —ce) Iy = s€ (¢) —— =
©-C@ Iy, = ur /Q (aﬂ()axﬁ s546) axﬁ> o 0
Tel< 1 ¢
donc

at s 3t

I c€ cé( Iy \ —-5 _ —
6)=C6) 1y, <, sp_, ( 6 5555 axﬂ) ||

a gev
ou qest fixé, g€ ]1,2[ q’ =—T.
q-
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Grace a linjection de Sobolev HZ(Qe) = W1’q,(Qe), et au lemme 1 on obtient :

~

3
€ — — RS
) ¢5(6) = "’Xa

Il s’agit d’évaluer le deuxiéme terme de cette inégalité en utilisant la définition de

Sgﬁ . Tout d’abord,
-~ [ 08¢ of
s¢ —_———
aﬁ@(ﬁxﬁ axﬁ>

ICe) - cE) | e <M

LY@, )

(§) — (§) — +

aXB aXB

< (55560 - 5560 =
oo g |1

L9 L9

. (8 ot
S¢ (—— —

Griace au lemme 1

<Clsa3(§)IL2.II§—§I|V,

et grace a,
ISaﬁ(g‘) |L2 <Cl¢ IIV

eta,

s a ot

0x axﬁ 0X axﬁ

ISeg) ~Seglf) | 2 < C P

SC(Ighy+gly) (Ig=5ly).

on obtient immédiatement la majoration du lemme 2.

Pour exhiber les solutions non triviales de (Pe) au voisinage de (7\e , 0) nous pouvons

poser
fe +w w€M ,carV—Rw (BM

et nous allons montrer que ces solutions sont paramétrées par t.

Le probleme P peut encore s'écrire :
Ae we _xe Be € _ Ce(t‘pe + we) + (7\6 _)\6) Be(we + we) ,

d’apreés I'alternative de Fredholm ce probleme admet une solution si et seulement si
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(INEDWIIRS BE(te€ + wE), o€ > + < CE(tp€ + wE), ¢¢ > =0,

soit compte tenu de < B¢ ¢e, @€ > =signe )\6 =+1,

< CE(te + wE), ¢ >
- .

€_y =—
A" =g
Le probleme P_ est donc équivalent a :

1
() | ASWE = A BEWE = CE(tp® + w) —— < CE(t® + wF), 9> BE(te€ + w€),

t
(48) :
(ii) A=A, —=< CE(tg® + we), ° > .

La premiere équation de (48) ne fait intervenir que t et w€ : t étant fixé nous mon-
trons par une méthode de point fixe qu’elle admet une seule solution w€ (dans un voisinage de 0).

La deuxieéme équation donne alors A€ en fonction de t.

Posons

(49) He,t(w) = CE(ty€ + w) —:—< CE(te€ + w), o€ > BE(tp® + w)
Comme (A€ —7\685) € Isom(M_,M) I'équation 48 (i) s’écrit encore

(50) w=(AC=ABY T H (W) =T, (W),

Tout d’abord nous avons une premiére estimation sur les solutions.

LEMME 3. Soit k = 1. /I existe 7 (k) > 0, indépendant de € (0 < € < eo) tel que toute solution
de P, : (€ ¢€), €€ = to€ + W€, qui appartient au pavé

U(k(ﬁ,k)={(>\e,§e), =2 I < k), It 1< 7(K), | wé il < kr(k)},
vérifie
ITwé i< t.
Preuve. |l existe une constante M indépendante de € telle que
€_ -1
(A A BY) "L(Mé'Me) <M,

€
I B "L(Ve,Vé)< M,
€(+€ €3
IIC(§)IIV,€<M|I§ "Ve
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On peut donc écrire a partir de (49) (50) et du lemme 2 :
llwellve<M(||t¢e+w€||2+|>\e—)\elvel)(|tl+|lwellve),
doncsiltl <7, llwellv < k7, |7\€~)\e|<1 ona:
€

MO+ 24)

€ 1-M((1+k)2r 2+7)

I suffit donc de prendre pour 7 (k) la racine positive de
M(14k)2 72+ 27 =1 =0.
Pour toute la suite nous prendrons,

(51) k=sup IPEI,
€ €[0,e°]

ce choix sera justifié dans I'étude de la branche bifurquée homogénéisée.

Remarque. Avec la méme démonstration on obtient

Twe Iy,

lim — =0
t=>0 t

la limite étant uniforme en € : les branches bifurquées sont uniformément tangentes a g en t =0.

La propriété de contraction de T , défini par (50)), est précisée par le

LEMME 4. // existe C indépendant de € (¢ < eo) tel que, pour tout t et pour tout w, W €M €

"W"V6< t, “W "ve <t,0nal't.'

- a 20w =3
(52) llTe,t(w) T .(W) ||V€< Ctllw w"Ve’

et

(1a constante C étant indépendante de €).

Preuve.

1
Heg(W) = Hey () = (CE(te® + w) = C¥(t® + ) = [< C¥(ee" + w), o7 > B(ts" + )

— < C¥(tp® + W),0° > BE(tef + W),
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d’apres le lemme 2
(53) I CE(t€ + w) — CE(tgf + W) Iy S M. 2 lw= 1y,
VG VG

et

X.= < CE(tg€ + w), ¢ > BE(tef + w) — < CE(ty + W), ¢ > B(tp + W) =
< CE(1g€ + w), o€ > BE(w—w) + < CE(tp€ + w) —CE(te€ + W), ¢ > B(tp + ),
donc

(54) X, Iy

ly: <MB Iw—w ||V6+M’t3 Tw=wly .

€
Il résulte de (53) et (54) que,

o 2 N
(55) IHey(w) = He (W) Ty, <M Tw=sly ,

comme les opérateurs (Ae = Ae Be)_] sont uniformément bornés dans les espaces (MéMe) la rela-
tion (52) découle de (55).

D’aprés les lemmes 3 et 4 on peut choisir 7 indépendant de € tel que si
(\E € = t€ + wE) appartient 2 Ue(r) et est solution de P_alors Iwe v < t. Alors, si on prend
€

1

2 —, W, appartient au domaine de contraction de T, . : il en résulte que I’équation 48 (i)
)

T

N

admet une seule solution we(t), | we(t) | < 7, pour tout t € -1 ,+7 [, et que, la contraction

Tet
AE(t). Ceci démontre la premiére partie du théoréme en prenant T vérifiant T< 7.

étant uniforme par rapport a t, la fonction w(t) est continue. L’équation 48 (ii) donne

Il reste a étudier le comportement de la branche bifurquée quand e tend vers 0.

Fixons t € }-r,+7[, nous avons grace au lemme 3 les estimations :

(56) I we(t) Ilve<|t|,upfw€(t) Iy <kltl,

Iy <21tl,
€

IPe¢c(r) Iy, <2Ctl,

comme
PE ¢€(t) = t P€ o€ + PE WE(t) ,
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lorsque € tend vers O (pour une sous-suite) on a :
PEYE =~ ¢°,
PE wE(t) ~ wO(1),
PE¢C(t) ~ to° + wO(t).
Montrons le
LEMME. Lorsque € tend vers O
'RE(BE(¢€)) » B® (O  dans V' fort,
'RE(CE(c€)) > CO(t°) dans V' fort .

Preuve. Comme P€ §'€ tend faiblement vers ¢© dans V, la preuve de ce lemme est identique a

celle des corollaires 1, 2 page 30.
Il en résulte, grice au théoréme 1 page 23, appliqué a
A€ £€(t) = A%(t) BE (1) - CE(E(0) = TF,
avec 'RET€ qui converge fortement dans V’ vers A°(t) B® £°(t) — C° £°(t), que
A® £°(t) =2°(t) B®§°(t) + C°5°(t) =0,

et ceci quelque soitt€E}7,+7[.

Montrons que {°(t) # O (la solution limite n’est pas la branche £°(t) = 0!),il suffit

d’obtenir,
(57) <B%¢°,wP> =0,

car alors ¢9(t) =t ¢ + wP est la décomposition de ¢°(t) dans R 0 M, et sa premiére compo-
sante est différente de O.

Pour 57ona:

<B%¢°,w° > =lim <'RE BE €, PEwE > = lim <B€yf,wé > =0.
€e—>0 e~>0
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Il reste 2 montrer que la branche obtenue est bien la branche bifurquée du probleme
o » 0). Tout d’abord A°(0) = A, et £°(0) = 0. D’apres le lemme 3, le choix de
k et I'estimation (56) I wO(t) ||V< kt, on déduit que Il wO(t) I y S t,donc wO(t) appartient au

domaine de contraction de T . : c’est donc I'unique solution du probléme (48) o (i) dans
)

homogénéisé, en (A

I'wll < tetelle coincide avec la branche bifurquée. Ceci montre la deuxiéme partie du théo-

reme.
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