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SUR LES POINTS FOCAUX DES GCONGRUENCES DE CERCLES
Par M. Paur VINCENSINI.

—_— .
==

INTRODUCTION

Dans les premitres pages du tome 2 de la Théorie des Surfaces, G. Darboux a
donné quelques indications rapides sur le probléme général de la distribution des
points focaux dans une congruence de courbes algébriques.

Depuis, ce probléme, quoique intéressant, n’a pas été l'objet de beaucoup de
travaux; du moins jusqu’a ces derniers temps.

Dans une Note des Comptes rendus de I' Académie des Sciences (194 ; 1932, p. 578),
M. Bertrand Gambier a étudié la distribution des points de contact avec leur enve-
loppe d’une famille simplement infinie de courbes algébrigues; et, plus récemment
(Comptes rendus du 21 novembre 1932; t. 195, p. 928), ce méme géométre est revenu
sur la question en étudiant les différenls cas qui peuvent se présenter, quant aux
positions relatives des différents points focaux d’une congruence de cercles.

On sait que sur chaque cercle d’une congruence, il existe, en général, quatre
points focaux & distance finie, en plus des deux points focaux situés sur le cercle de
I'infini.

Ces deux derniers sont en général des points focaux simples. M. B. Gambier
s’est proposé I'étude du cas ot leur ordre de multiplicité s'éléve. Il a, en particulier,
donné 1’élégant théoréme que voici, qui jouera un réle important dans tout le cours
de ce Mémoire.

La condition pour que deux (aw moins) des qualre points focaux situés a dislance
finie sur chaque cercle de la congruence, soient rejelés a U'infini, de fagon que chacun
des deux points cycliques du plan du cercle soit un poinl focal double (au moins), el
qu’il n’existe par suite que deux poinls focaux (au plus) a distance finie, sur chaque
cercle, est que la congruence des axes des cercles soil isolrope.

Jai publié moi-méme, aux Comples rendus (195; 1932, p. 1359), une Note dans
laquelle le résultat de M. Gambier se trouve complété par 'étude du cas ou fous les
poinls focaux portés par chaque cercle de la congruence sont rejetés a I'infini.

Le présent Mémoire développe ceite derniére Note, ol j'ai dt me borner & de
trés rapides indications. i

Je commence par établir le thé¢oréme de M. Gambier qui vient d’étre rappelé, et
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Jj'applique les résultats du calcul 4 la détermination des congruences sans points
focaux & distance finie. J'effectue I'intégration compléte des équations du probléme;
j'arrive ainsi & des formules débarrassées de tout signe d’intégration, et j'indique,
par la suite, divers exemples explicites.

Dans ma Note citée des Comples rendus, j’avais fait allusion & quelques pro-
bl¢mes intéressants, se rattachant au cas ot il y a seulement deux points focaux &
distance finie sur chaque cercle de la congruence. J'étudie ici, avec quelques détails,
Ie cas ou les points focaux sont confondus ou diamétralement opposés.

Je termine par quelques remarques sur les congruences de coniques, formées de
courbes assujetties a couper en deux points une conique fixe, et je doune une

démonstration géométrique du théoréme de M. Gambier qui est & la base de ce
travail.

1. — Congruences de cercles n'admettant que deux points focaux
a distance finie sur chaque cercle.

Je commence par exposer la méthode qui a conduit M. B. Gambier au résultat
énoncé dans I'introduction, concernant les congruences de cercles n’admettant que
depx points focaux, a distance finie, sur chaque cercle.

Donnons-nous le cercle générateur (C) de la congruence, comme l'intersection

de la sphére (Z) et du plan (=), définis, en coordonnées homogénes, par les équa-
tions

a Ayt —exxt—ayyl—azzl+ (P4 y + ) — 2 —=o,
1
| ux +vy +wz+ hi=o;

Ty Yys oens far o--s Wy oo, b, sont des fonctions des deux paramétres fixant chaque
cercle de la congruence.

Les points focaux de (C) s’obtiennent en adjoignant au systéme (1), le nouveau
systéme

() S wtdr, + ytdy, + ztdz, — (x,de, + y,dy, + z,dz) + s, ds, = 0,
| xdu + ydv + zdw + tdh =o.

Il y a d’abord un cas évident dont on doit se débarrasser, celui ot le plan de C
reste paralléle & un plan fixe : dans ce cas le cercle C passe par les deux points &
I'infini fixes ou le plan du cercle coupe le cercle de I'infini et ces deux points comp-
tent chacun pour deux foyers réunis en un seul. Cette circonstance est caractérisée
soit par la constance de u, v, w soit par la nullité des trois expressions vdw — wdv,
wdu — udw, udv —vdu. Nous continuons en écartant ce cas.
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La premidre équation (2) est vérifiée pour {t =—o. On obtient ainsi les points
focaux & I'infini, qui sont déterminés par le systéme
a4y 4+ 2" =o,
ux +vy +wz=o,
©) xda + ydvo + zdw = o,

t—o.

Les deux premiéres équations (3) donnent les points cycliques du plan (x).

Pour avoir les valeurs de (du : dv : dw) fournissant ces points focaux, éliminons
%, Yy, z, entre les trois premiéres équations (3).

On a d’abord ‘

X Y z

vdw —wdv =~ wdu —udw ~ udv—vdu’

les trois dénominateurs m’étant pas tous nuls, puis, en remplagant dans la premiére
équation x, y, z par des quantités proportionnelles

S wdw —wdvy =o.

Nous supposerons que u, v, w soient les cosinus directeurs de I'axe de (C), de
sorte que

v+ wt=1.

On pourra alors écrire
Su’Sdu’— (Sudu)2 =o,

d’ou
() du’ + dv* + dw® —=o.

On voit que les deux points focaux situés a V'infini sur (C), sont les intersections
de (C) avec les cercles infiniment voisins dont les plans ont pour représentations
sphériques les points déduits de (u, v, w) par déplacement sur I'une ou Yautre des
génératrices isotropes de la sphére issues du point (u, v, w). La direction (x, vy, z)
est celle de (du, dv, dw).

Les points focaux & distance finie sur (C) sont définis par le systéme

adr, + ydy, + zdz, + tds, = o,
xdu + ydv + zdw + tdh = o,
©) zu+4yv+zw+th=o,

L+ y 42—zt — 2y yl —2z,z2l —a3c " =o0.
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ou I'on a posé

2 2 2
20, =¢,— X, —Y

2
H 1 Zl'

Pour qu’un nouveau point focal soit rejeté & infini, il faut et il suffit que le
systéme (5) admette une solution ot ¢t = o.
En exprimant cette condition, (5) donne :

[ xdx, + ydy, + zdz, = o,
©) xdu + ydv + zdw =o,
?mu+yu+zw = o,

cxt v 42 o.

l

Les trois derniéres équations de (6) sont celles du systéme (3). La premiére, si
I'on se rappelle ce qu'on a dit plus haut sur la direction (z, y, z), peut s’écrire

dudx, + dvdy, + dwdz, = o.

Cette derniére relation doit étre, ou conséquence de du® + dv* + dw* = o, ou
vérifiée identiquement. Elle est équivalente &

i dx, dy, dz,
du dv dw | = o,
u v w

qui exprime que I'axe du cercle (C), engendre, dans le déplacement qui donne le
nouveau point focal rejeté a I'infini, nne surface développable. Celte développable
est isolrope, car la direction isotrope (du : dv : dw) est perpendiculaire & la généra-
trice (u, v, w) et au déplacement (dx, : dy, : dz,).

Ainsi, la condition pour que I'un des quatre points focaux situés i distance finie
sur (C) soit rejeté a I'infini, est que 'une des familles de développables de la con-
gruence des axes des cercles (C) soit constituée par des développables isotropes.

Pour que deux des quatre poinis focaux soient rejetés a U'infini, il faut el il suffit
que les deux familles de développables de la congruence des axes soient isolropes,
c’est-a-dire que la congruence des axes soil une congruence isolrope.

Ce résultat de M. B. Gambier esl curieux en ce sens que 'on peut déplacer
chaque cercle de la congruence perpendiculairement a son axe et le dilater arbitrai-
rement, sans que la congruence cesse d’appartenir au type étudié.

Sil'on exprime u, v, w au moyen des paramétres o, 8 des génératrices isotropes

de la sphére, on a

du® 4+ dv* + dw* = kdad§,
dudx, + dvdy, 4+ dwdz, = p.dadf.
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Envisageons alors le point (Z, v, {) de Faxe du cercle (C) défini par les équa-
tions

oSN

=x, + su,

=

~ya+xov7

.1\

=z +w.

Ce point peut étre substitué ou point (x,. y,, z,). On a alors
Sdud:j = Sdllea1 + e Sdu’ = (n + pk)dadf.

I n’étant pas nul, on voil qu’il y aura avanlage & prendre

Sdudizo.

Nous supposerons le changement qui vient d’étre indiqué fait au préalable, de
sorte, qu’avec les notations du début, nous avons la nouvelle relation

S dudx, = o.

Au point de vue géométrique, la relalion précédente exprime que la sphére
(u® +v* + w* = 1) et la surface (8) lieu des centres (x,, y,, z,) de (X), se corres-
pondent avec orthogonalité des éléments linéaires. (8) est donc la surface moyenne
de la congruence isotrope formée par les axes des cercles (C). )

Cette remarque permet d’écrire les formules connues suivantes, liant les coor-
données (x,, y,, z,), (u, v, w) de deux surfaces se correspondant avec orthogona-
lité des éléments linéaires (Voir G. Darboux. Théorie des Sur faces, t. 1V; p. 24).

[ ox, R RP d, u AP
J— 3

—_— == A _——Uu, = — A + —u,
do da do o OB o8
d ) Qo A} v d7
d o ¢ A o) ¢ [N

(7) Rl =Rk —— v, = N —— - — v,
da da da o6 of B
oz, ow dh. Nz, ) w + QA

—_— AT — ——— T e A —_w

du dao da 2B 2B g8’

u, v, w, ». sont solutions d’'une méme équation de Moutard

NG
 — M»,
dxdf

Ces formules nous seront utiles dans la suite.
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11. — Congruences de cercles dont tous les points focaux sont a l'infini.

La méthode suivie au numéro précédent, conduit & une détermination simple
des congruences (C) pour lesquelles les quatre points focaux portés par chaque
cercle sont tous rejetés 4 Vinfini (voir la Note des Comples rendus déja citée, 195;
1932, p. 1359).

Je développe, et compléte ici les calculs, qui ne sont que britvement indiqués
dans cette Note.

Les cercles (C) d’une congruence n’admettant que deux points focaux (au plus)
sur chaque cercle, et dont, par suite, la congruence des axes est isotrope, sont
définis par les équations (1). '

La surface (S) lieu des centres (x,, y,, z) des sphéres () servant a définir les
cercles (C), est la surface moyenne de la congruence isotrope des axes. (8) corres-
pond avec orthogonalité des éléments linéaires & la sphére (u* 4 v* +w*=1), et
Von a par suite les formules (7).

Les points focaux situés sur (C), s’obtiennent en résolvant le systéme

A D>

Y=o, ‘ da+:—d,f1:0,
du o8
o dm

T =o0, —da+ —df =o,
da 0B

ol ¥ el = représentent les premiers membres des équations de la sphére () et du
plan (=) qui servent & définir le cercle (C).

Le systéme précédent §’écrit, en coordonnées non homogénes :

dx, 2y, oz, da, o dy oz N
eIV SN S N dx r—=ttyt 4zt 4+ —2ldi=0
(w S T T T ) T T TR T )T

Q Q d oh o Qv dw dh
(8) (ac = +y 2 +Z—£U—+— da+(ac——+y +z +——>d,B=o
[r3 \

da da | da 5 2f WRREPY)
uxr +vy+wz+ h=o,

x4yt —20,5—2yy— 22— 20, = 0.

da . . . .
L’élimination du rapport r entre les deux premiéres équations (8), conduit

a P'équation d’une quadrique, dont les points d’intersection avec le cercle défini par

les deux derniéres sont précisément les points focaux.
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L’équation de la quadrique est :

e, da, o, da,
P P T
u T R + h
da dx B B
ox o, u u .
En remplagant —- ..., vevy ™ vv.y — ..., par leurs expressions (7),
da 28 da d -

1'équation précédente peut s’écrire :

d J Q J AP
k(w—u—i—y—v—}-z—w)-i— <S'————(uac-+—vy+wz)
« h da da da

du ) w oh
T—+y—+2—+—
o da

do da

u A1) dw de, RPN _
_)\(m——-{—y——l—z‘—)+W+Fﬁ—(uw+vy+wz)
u bv+zaw+3ﬁ_ ’
Tttty T

ou encore, en tenant compte de ce que ux + vy +wz = —h

Q=12iPQ+ Qo — Py =0,

avec
P du hlL w dh
=r— — _—
RN Yo T w’
0 u + hl) + dw dh
= — — ,
CELE TV T T e
ds, .ok )
0= — —A— ,
! da da da
d d )
W= ‘644_;\&_}1‘_’_

On voit que la quadrique (Q) est un cylindre. Les plans P et Q qui figurent

dans son équation sont isotropes, car, comme on 1’a vu au numéro I, les directions
u o

S _DF ..., sont isotropes. Il en résulte que (Q) est un cylindre de révolution.
L .

. . . c u u
L’axe de ce cylindre, perpendiculaire aux deux directions <: y .- ) <:—B, .. )
Ja By

de la sphére (u® + v* + w® = 1), est paralléle & la direction (u, v, w), c’est-d-dire
4 l'axe du cercle (C).
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La trace de (Q) sur le plan (=) du cercle (C), est un cercle, coupant (C) aux
deux points focaux a distance finie.

Ces deux points focaux seront rejetés & U'infini si les axes de (C.) et de (Q) coin-
cident. Donc si le point (z,, y,, z,) centre de la sphére (T), est sur l'axe de (Q),
d’équations :

20Q—¥ = o,
3 2P + o =o.

En exprimant cette condition, on obtient :

(p 20w Yo, .k 2

2N X, — — zZ, — —_——_— — A — — =0
e TN TARYE TE) T e a6 T ’

) Qi n v + dw + Mh da, _h A ADN

2 X -~ Z, - —_— A —_— =
e TN TRy T 2 P Yo ;

ce que l'on peut encore écrire

N u AL w de d
2|2, — +y,— + 2 ——t + (hX) =0
A\ T T A g ’

u- D) dw da, N
2>\ wx N +y4\_+zg +‘\—+
da da do o

On déduit de 1a les expressions suivantes des deux inconnues s, et &, dont la
connaissance achéve de déterminer les congruences de cercles dont tous les points

focanx sont rejetés a l'infini

« 2u v w
6, + hi=—2 o, +y,—+ 2z, —)du+ B,
% Ak da da
)
(9 B3 5.7 " v dw 15 4\
—hr= AMoax — — z,— 5+ A;
61 A 2 50 K 1 (\s ?’1 L‘(j + 1 D:{S ¢ v I’

A et B sont des fonctions arbitraires de « et §, respeclivement.

Les équations (9) couduisent immédiatement a la remarque suivanle.

Sil'on ajoute une méme constante & B et & A, on ne modific pas h [c’est-a-dire
la position du plan (=) du cercle (C)], et s, est augmenté d’une constante.

Si I'on se rappelle que

- . 2
1

on voit, qu'ajouler une constante a s,, cela revient & en ajouler une au carré du

rayon de (X), et par suite au carré du rayon du cercle (C) section de () par (x).
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On peut donc dire ‘ Coe

La connaissance d’'une congruence de cercles (C) pour laquelle tous les points
Jocaux sonl & U'infini, entraine immédiatement la connaissance d'une infinilé d autres
congruences du méme lype. 1l suffit de remplacer chaque cercle (C), de rayon r, par
le cercle coaxial el concentrique de rayon :

\/l" + k

i

oir k est une conslante arbilraire. o
Si 'on définit le point (u, v, w) de la sphére de rayon 1 par les formules

__a+B __.,[3-—0&; _af—1 '

(IO) u-—l+ap, U—ll-‘}_ap, lv—m,

on peut [{voir, G. Darboux. Théorie des Surfaces, t. IV, p. 17] prendre dans les
équations (g)

4+ B S +SD—20(/+S)

! 1 4 af

_L-(.ﬁ"~ﬁ)(.f"+.f’,)*—2(fi—f)
yif_' [‘l_“.ﬁ 4

()
o GO L) 3G+ B)
v 14 af !
N oy 2B )
T

ou f et f, sont des fonctions arbitraires des deux variables a et % respectivement.
Pour avoir des congruences de cercles réelles, il faudra effectuer les quadratures
(9), en prenant x imaginaire pure, « et 8, «, et 8, imaginaires conjuguées, A et
B fonctions imaginaires conjuguées de =« et §.
~ Nous allons faire le calcul d'intégration. Le résultat est intéressant: o, et & peu-
vent s’exprimer sans signes de quadratures.

Calculons les deux expressions

du o 4 dw Ju n v i ow
x, — - — 4z ,— +y, — + 2 —
!D yi DO( 4‘\“’ ‘ij ~|D‘B 'Dﬁ'

en prenant pour u, v, w; ,, y,, 2,, les expressions (10) et (i1).
Ona:

w1 - dv S dw 28

T W TR S Gr e
wm N I - dw 20 )
WEGT WS Gre S GEa

F. des Sc., 3 série, t. XXV, ‘ - 16
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d’ou, sans difficulté

5 4y Z'%:”Fi—ﬁpﬁ)—”
On a donc
=
+4/.[(lfag)a‘(ng+po{(ﬂ)3]’
x<w.%%+y-§%+z‘%%>=+<rl‘¥/{'ff)’_<'if£“)”
~4f[(l f;g)s -G 1fﬁ)]

Si I'on observe que

l

S apf 2 (S
(T +aB) (1 +ap)® s ('+a{$)’]’

et de méme

Vi pafy A,

(I-}—oz[i)’_(l—{—a{i)“ OB L (r+af)’. ’

on constate immédiatement que :

u v Jw Lf, .
- g . S YL Ve ?
/)\<w1 Do +y1 Dy + 71 A ) d(Z [32(1 + 1.3)2 {/ “3U + alj)

—/f(t+228) + /8] + B,(8),

et de méme

u NG w . Lf ,
/k<mlﬁ+y‘£+zls—p—>dp_“a’(l+GLB)’ [fl(l+1i(5)
—f(l+2°‘p) +jifll]+Al(Cl).

Finalement les équations (9) s’écrivent :

8./4 r 2 ‘z 0 22
Scl+h*=—m[f.ﬁa(l +af) — [ (1 + 20f) + f2'f°] + 2B,
(9’)/ 8/
\‘,—hkz—mvaﬁ (L +af) = fB (1 + 228) + fa"8"] + 24,
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d’ol ¢, et h par les formules suivantes dépourvues de quadratures

6, = — 06{5(!+ L)’ @B +aB) (af, S, + BLS) — (v + 2a8) (o fF + 6°/%)

+ 2270 ff,)] + B+ A,

(12)
._A . ’ i
h) — m[tp(l + af) @f S, —BSS)
\ Pt 2ad) (f] — BN+ B—\,
- 6 —
[xzf'.—f'““.f:f{" ;

A et B étant des fonctions arbitraires de « et § respectivement.

Le probléme de la détermination des congruences de cercles pour lesquelles 11
n’existe, sur chaque cercle, ancun point focal a distance finie, est complétement
résolu par les formules (12).

En choisissant les variables « et 8 imaginaires conjuguées, et en prenant A et B
fonctions imaginaires conjuguées de « et §, de méme que f et f, (afin que ) soit
imaginaire pure), on peut maintenant donner autant d’exemples explicites que 1'on
veut de congruences réelles de cercles jouissant de la propriété qui fait I'objet de ce
paragraphe.

III. — Détermination des points focaux d’une congruence de cercles a congruence
des axes isotrope, et nouvelle étude du cas ou tous les points focaux sont a
Iinfini.

La méthode, que nous avons suivie au numéro précédent, pour déterminer les
congruences de cercles pour lesquelles tous les points focaux sont rejetés i I'infini
sur chaque cercle, nous a permis de résoudre le probléme de facon aussi élégante
que compléte.

Pour I'objet particulier que nous avions en vue, nous n’avons pas eu besoin de
déterminer explicitement les positions des deux points focaux situés sur chaque
cercle (C) de la congruence (A congruence des axes isotrope). Il nous a suffi de
savoir, qu’ils étaient situés & I'intersection de (C) et d’un certain cylindre de révo-
lIution d’axe paralléle a celui de (C).

Si nous avions voulu déterminer ces points focaux. nous aurions été conduits 3
des calculs assez laborieux.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, en vue plus précisément de problémes
particuliers relatifs aux positions des deux points focaux portés par chaque cercle
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(toujours dans le cas ot la congruence des axes est isotrope), de reprendre la déter-
mination des congruences étudiées au numéro précédent, par un procédé tout diffé-
rent, ou les deux points focaux joueront un rdle plus direct, et seront déterminés
explicitement.

La méthode que nous allons suivre a été trés succinctement indiquée dans notre
Note citée des Comptes rendus, et repose sur la définition suivante de la congruence
isotrope la plus générale (') [en négligeant une homothétie).

Soit (S) une sphére de centre O (et de rayon 1 par exemple), sur laquelle est
tracé un systéme orthogonal isotherme, donnant au carré de 1'élément linéaire sphé-
rique la forme

(13) ds* = N (du* + dv*),

ou 7 vérifie I'équation

Plogh  dPlogh
(14) awu’ + 'S 7+’"—0'

Sur la tangente a la courbe v = const. (on pourrait dire u = const.), passant

par un point quelconque P de (S), portons Pl =1 (on peut totijours supposer

Fic. 1.

% > o0). Menons par I la perpendiculaire au plan tangent en P & (S) (paralléle &
OP); soit (D) cette droite. Les droites (D) correspondant aux différents points
P de (S), constituent la congruence isotrope (I') la plus générale (fig. 1), bien
entendu en négligeant une homothétie et un déplacement.

(*) Voir, M. Clapier; Sur les Surfaces minima ou élassoides; Thése, Paris, 1919.
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Nous définissons I'un des cercles (C) d’'une congruence quelconqne admettant
(I') pour congruence des axes, par la distance h(u, v) de son plan a l'origine O des
coordonnées, et par son rayon r(u, v). h est comptée positivement suivant oPp.

Déterminons les deux points focaux situés sur (C).

Désignons par X,, Y,, Z, les cosinus directeurs de la tangente en P a la courbe
v = const. de la sphére (S); par \,, Y,, Z, ceux de la tangente & la courbe
u = coust., et par X,, Y,, Z, ceux de la normale OP [ou du rayon (D) de la con-
gruence (()].

On sait que l'on a le groupe de formules suivantes (*)

X | SEND . i X [P QX i
L= — —— X, —2X,, = ——X,, =X,
du A u PN du
(19) X ) \ M X
d 1 A AR | D . X A
L =—-—X,, P ————X, —2X,, 7 )X,
v Aou v Aodu v *

Les coordonnées d’'un point quelconque M du cercle C(u, v), tel que le rayon
aboutissant au point M fasse avec la direction (X,, Y,, Z,) l'angle 6, sont
% = hX, + (~+ rcos® X, + rsin6X,,
M) ’ °y =hY,+ (O +rcosh)Y, + rsinfY,
Z=hZ,+ (O +rcosb)Z + rsinbz,.

Evaluons les composantes du déplacement du point M pour les variations du,
dv des variables u et v.
"d%®% = hdX, + (% + rcos0)dX, + rsin6dX, + X,dh
+ X,(d) + drcos6 — rsin 0 d6) + X (drsin 6 4 r cos 6 db),
d(’l(} = hdY,+ (A +rcost)dY, +
d% =hdZ, + .............. .

M est un point focal si le déplacement précédent s’effectue suivant la direction
de la tangente en M au cercle (C).

Les paramétres directeurs de cette tangente sont
K Z=sin6X, —cosbHX,,
¢m =sinBY, —cosfY,,
{=sin0Z, —cos6Z,.
Nous obtenons donc le systéme

d% a4l dZ
Eom U7

(*) Voir, par exemple, L. Bianchi. Lezioni di géometria differenziale; t. I, p. 181; 2° édition.
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qui, développé, s’écrit

{ hdX,+ (o4 rcos0)dX, + rsin6dX, + X, dh + X, (d) 4 dr cos 6) + X, dr sin 6
sin6X, — cos 60X,
_ RdY, + 0+ roos6)dX, + ... hdZ, + ...
- sinY, —cos0Y, - sin8Z, — cos 62,

(16) \
?

Multiplions les deux termes de chaque rapport respectivement par X, Y,, Z, et
ajoutons terme & terme, nous obtenons I'équation :

(1) O+ reost) SX,dX, + rsins §X,aX, + dh=o.

De méme, en multipliant par (cos0X, + sin6X)), elc., et ajoutant, on obtient la
nouvelle équation ’

(18) hcosb SdeX3 + hsin6 SX*(1X3+ Jsin 6 S)(zd_\'l +cosbdi+dr=o.

. du . . N
L’élimination du rapport ™ entre les deux équations (17) et (18), conduira &
v

une équation en 0 définissant les points focanx sur (C).

Développons les équations (17) -et (18), en utilisant les formules (15) ci-dessus
rappelées.

Nous obtenons pour (17) :

) oh L \)
(17) l:)\()\—}-rcose)—Tll—:ldu-}—[Arsme——\ ]du:o,

Jv

et pour (18):

N o YN . X
(18" [a; + cosb —5—1;——sm0 ;v + hkcos@] du

or hD . AP .
+| — +cosb— +sin6— + hisind [dr = o0.
v Qv dut

du
Eliminons le rapport — ; nous obtenons

dv
d 3 AV or ML ,
—r+cosof——sin6‘ + Yhcosb A 4 cosb— 4 sin® + Ahsin6
AU Ja AT o v o .
oh o . M
XA + recosb) — — Arsinh — —

du dv
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d’ol, finalement, I'équatiou aux § des points focaux situés sur le cercle (C) -

(19) ; Asind + Bcos 4 C=o,

ot I'on a posé pour simplifier I’écriture

d /1t dh % dh dA Qh
A= )\—c—<——> DRI LTI Y ) —3h,

du \ 2 o u u du

S P S SR SR VE (1

v\ 2 dv du u v D))
Shoor dh e L ) dA
=ae————— e A — A —.
NI v v hp))

(19) montre 4 nouveau, qu’en général, si la congruence des axes des cercles (C)
est isotrope, il n'y a que deux points focaux A distance finie sur chaque cercle, et
donne les deux valeurs de 6, 6, et 0, (définies & 2kn prés) fournissant ces points
focaux.

Les deux nappes focales de la congruence de cercles envisagée, s’obtiennent, en
remplagant successivement dans les équations (M), 6 par 6, el §,.

Mais, de par sa forme méme, I'équation (19) se préte & I'étude de diverses ques-
tions relatives aux positions des deux points focaux sur chaque cercle de la con-
gruence, telles par exemple que les suivantes.

Que faut-il pour que les deux points focaux portés par chaque cercle (C) soient
rejetés 4 l'infini, de sorte qu’il n’y ait plus sur (C) aucun point focal 4 distance
finie (probléme traité au numéro précédent).

Déterminer les congruences pour lesquelles les deux points focaux sont con-
fondus sur chaque cercle; pour qu’ils soient diamétralement opposés, etc... .

Reprenons par la méthode actuelle, le premier des problémes qui viennent
d’étre signalés.

Il faut et il suffit, pour que les deux seuls points focaux portés par chaque
cercle (C) soient eux-mémes rejetés a I'infini, que I'on ait dans I'équation (1g)

A =o, B=o.

La recherche des congruences du type envisagé, est donc ramenée & l'intégration
du systéme (aux fonctions inconnues h et r) :

2(r)  dh dlog () dh dlog () AR —Y) .
o w o y w a + 20k,
(20) a(r" ok dlog (3% dh dlog ()) d
=t (BN,
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ol X est supposée vérifier I'équation

Mlogr  Vlogi

(14)

u n?

En égalant les expressions de déduites des deux équalions (20), on est

v
conduit & une équation aux dérivées partielles (E), du second ordre en h.

Pour toute solution de cette équation, le systtme (20) est compatible en 7*, et
fournit, par intégration, une infinité de congruences de cercles, que l'on peut
déduire de 'une quelconque d’entre elles en conservant le plan et le centre de
chaque cercle et en ajoutant une constante au carré de son rayon (remarque déja
faite au numéro II).

. L’équation (E) s’obtient sans difficulté. On trouve

(E)EM<%'+%}§> +N%%+P \ﬁ +Qh+R=o,
aprés avoir posé ,
M— Dlgxfk " N > l(l)ii‘/f) ' p— o Ic;iz()f) ,

La substitution & u et v, des paramétres «, B des génératrices rectilignes de la
sphére, faisant intervenir des fonctions complexes, faciliterait I'intégration du sys-
ttme A —o, B=o0. Mais, le probléme ayant été résolu aussi complétement que
possible au numéro précédent, nous nous dispenserons d’effectuer ce changement.
Nous avons surtout en vue maintenant l'obtention de solutions particuliéres, pour
la déterminatlion desquelles 'emploi des variables u et v est avantageux.

IV. — Recherche de quelques congruences particuliéres.

Les expressions des coefficients M, N, ... R de I'équation (E), montrent que
(E) est identiquement vérifiée si % est une fonction de la seule variable u.

Lorsqu’il en est ainsi, le systéeme (20) peut étre intégré quelle que soit la fonc-
tion h, ce qui revient & dire que I'on peut se donner arbitrairement I’enveloppe du
plan du cercle (C) qui engendre la congruence.
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Posons
¥ =10
L’élément linéaire de la représentation sphérique est

ds* = U*(du® + dv*).

La sphére (S) est rapportée & un systéme de méridiens (v =const.) et de paral-
léles (u = const.).
Les axes de la congruence des cercles (C), s’obtiennent en portant sur la tan-

Fic. 2.

gente en chaque point P de (S) au méridien passant par ce point, & partir du point
de contact, la longueur PI = U, et en élevant en I la normale (D) au plan tan-
gent correspondant a (S).

v représentant l'angle d’un méridien quelconque de (S) avec un méridien ori-
gine, U est la distance du point P au diamétre Oz de S).

Si I'on désigne par o (fig. 2) le point ou (D) coupe Oz, on lit lmmedlatement
sur la figure que o est 'un des points ot Oz coupe (8).

Ici, la congruence des axes des cercles (C) est formée par les droites issues d'un
point fixe » (congruence isotrope particuliére).

Pour achever la détermination de la congruence, calculons r (h étant arbitraire-
ment donnée),

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV, 17
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Les équations du systéme (20) s'écrivent ici :

AN dhdlog(Uy 0
5 - __E,T—Sg(h — U + 2U*h,
) 2 dlog(UY

LW w u w

L’intégralion est immédiate, el donne

2 log U®

(21) r=U"—h 0

- h% +' C )
ou C est une constante arbitraire.

En désignant par « I'angle que fait (D) avec Oz (fig. 2), on a

do = Udu = sin adu,

dlog U* dlogsina dx
== 2 — —= 2CO0S &,
u dx du ’

et (21) peul s’écrire

2

r* =sin*z —2hcosa —1* + C,

ou, en introduisant la distance p=h+cos « du point fixe » au plan du cercle (C)

rr+p'=aC.

Nous sommes finalement conduits au cas simple des congruences formées de
cercles situés sur une sphére fixe (*).

L’intérét du développement qui précéde réside en ce qu’il montre qu’il n’est pas
possible de placer les cercles d'une congruence dont I’ensemble des points focaux
est rejeté & l'infini, dans les plans tangents a une surface arbilraire, autrement
qu’en 'prenant les cercles d’intersection des divers plans tangents avec une
sphére fixe.

Si I'on suppose que le point de concours o, des axes des cercles (G) des con-
gruences spéciales qui viennent d’étre déterminées, s’éloigne a l'infini dans une
direction déterminée, on a le probléme suivant.

Quelles sont les congruences de cercles & axes paralléles (les cercles passent par
deux points fixes du cercle de l'infini), sans points focaux & distance finie?

Une solution immédiate et banale résulte de l'inversion des congruences précé-

(*) On pourrait a la rigueur dire que, dans ce cas, tous les points de chague cercle de
la congruence sont des points focaux [I’équation (19) s’évanouit]; nous ne les considére-
rons pas comme tels. ’
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demment détérmineés (cercles sur une sphére fixe); on obtient alors une famille
quelconque 4 deux paramétres, de cercles situés dans un plan fixe.

Pour avoir les autres solutions du probléme, envisageons, d’une facon générale,
une congruence de coniques passant par deux points fixes quelconques A et B.

Les points A et B tiennent lieu chacun de deux points focaux, de sorte que sur
chaque conique de la congruence il n’y a que deux points focaux variables.

Pour que lordre de multiplicité des points focaux A et B s’éléve, il faut et il
suffit [voir, G. Darboux; Théorie des Surfaces, t. 11, p. 10] que les tangentes menées
en A et B aux coniques de la congruence, décrivent deux cdnes quelconques de
sommets respectifs A et B.

Une homographie transformant A et B en deux points cycliques fixes I et J,
donne les congruences de cercles cherchées.

Les oo cercles de I'une de ces congruences, situés dans un méme plan passant
par I et J, admettent les mémes tangentes aux points 1 et J. Ces cercles sont donc
concentriques. Le lieu du centre commun, lorsque le plan se déplace parallélement
A lui-méme, est une courbe quelconque, dépendant du choix que I'on a fait pour les
cdnes de sommets I, J.

On peut donc donner la définition suivante des congruences les plus générales
cherchées :

Ce sont les congruences formées par I'ensemble des cercles obtenus en faisant
décrire une courbe arbitraire au centre d’une famille de cercles coplanaires et con-

centriques, le plan des cercles restant paralléle a lui-méme (*).

Congruences pour lesquelles les plans des cercles passenl par un point fixe. —
D’aprés ce qu'on a va plus haut, on obtient des congruences particuliéres de cercles
sans points focaux & distance finie, les plans des cercles passant par un point fixe O,
en coupant une sphére fixe quelconque par les oc® plans passant par O.

Nous nous proposons de déterminer toutes les congruences du type envisage,
formées de cercles situés dans les plans passant par un point fixe O de I'espace,
que nous pouvons supposer étre Uorigine des coordonnées.

D’une facon générale, le probléme de la détermination des congruences pour
lesquelles les plans des cercles sont tangents & une surface (X) donnée [h= fonction
donnée de u et v], n'est possible que si I'équation (E) o h a l'expression donnée,
et équation (14), admettent des solutions communes en &, ce qui n’a générale-

ment pas lieu.

(*) Ce résultal a été également signalé par M. Delens; d’apreés la remarque faite au
début, le parallélisme des plans donne sur le cercle de I'infini deux foyers dont chacun est
double; 'ordre de chacun s’éléeve d’une unité ici par suite de 'hypothése complémentaire :
dans chaque plan, les cercles sont concentriques.
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Dans le cas actuel [(¥) réduite au point O], le probléme est possible, et A a
une forme remarquable.

Si h =0, I'équation (E) se réduit & R = o, soit

AN
-_— Q
dud ’
d'ou
M=U+V

U et V étant des fonctions de u el de v respectivement.
Or, la forme
ds* = (U + V) (d* + dv?),

- est possible pour I'élément linéaire de la sphére; c’est la forme de Liouville.
Chaque systéme orthogonal isotherme donnant 4 I’élément linéaire de la sphére
la forme de Liouville, fournit d’ailleurs, comme nous le savons, oo! congruences
du type actuellement envisagé [on peut ajouter une constante arbitraire au carré du
rayon de chaque cercle].
Les rayons des cercles des congruences relatives & une mise déterminée de 1'élé-
ment linéaire de la sphére sous la forme de Liouville, s'obtiennent sans difficulté.
Les équations (26) s’écrivent ici :

D,‘% o D‘\z . Ul
au u ’
art . NS v
)] A '

r=U—V4+(,

ou G est une constante arbitraire.

V. — Points focaux doubles d'une congruence. Congruences de cercles
n'ayant a distance finie qu'un point focal double.

Revenons au cas général ot la congruence des axes des cercles est isotrope :
portons notre attention sur le cas ot les deux points focaux qui restent & distance
finie sont confondus en un seul, c’est--dire sur le cas ol les coefficients de Iéqua-
tion (19) du numéro III vérifient la relation

(==

(22) ' A+ B o.
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Pour une congruence isotrope des axes donnée (X fonction connue de u, v),
(22) est une équation aux dérivées partielles aux deux fonctions inconnues h, r
dont une voie géomélrique nous permet d'obtenir Vintégrale générale. Sous la
forme présentée jusqu’ici, cette intégrale générale fait intervenir d’abord les deux
fonctions d'une variable dont dépend %, puis la fonction de deux variables A (ou r)
que Fon peut choisir arbitrairement, de sorte que (22) devient une équation aux
dérivées partielles du premier ordre par rapport & la fonction restante r (ou k),
dont l'intégration fait intervenir une nouvelle fonction arbitraire d’'un argument.
Le raisonnement géométrique montrera qu’en réalité la solution générale du pro-
bléme ne fait intervenir que la congruence rectiligne isotrope générale et la surface
focale lieu du point focal unique, soit deux fonctions d'un argument (pour &) et
une fonction de deux variables pour la surface focale : mais le raisonnement fait
plus haut prouve que pour une congruence isotrope donnée on peut se donner arbi-
trairement la surface enveloppe des plans des cercles et qu’alors on trouve une
infinité de congruences de cercles, congruences dépendant d’une fonction arbitraire
d’une variable.

Nous avons ici besoin d’une digression relative aux courbes d’une congruence
quelconque et aux points focaux multiples : Darboux, au tome II de la Théorie des
Surfaces (p. 1 et suiv.) s’est occupé de la question; nous y ajouterons quelques
remarques géoméiriques.

Si la courbe générale (1) d’une congruence reste simplement osculatrice ¢ une
surface fixe (¥), le point d’osculation F est un foyer double.

Si la courbe variable (I") rencontre une courbe fixe (C), par chaque point M de
(C) passent exceptionnellement <o' courbes (I') tandis que par un point arbitraire
P de l'espace ne passent qu'un nombre fini de courbes (I') de la congruence; les
tangentes en M aux diverses courbes (I") issues de M forment en général un cone
et le point M est foyer simple de chaque courbe qui y passe, a moins que les tangentes
en M a ces courbes ne solent réparlies dans un méme plan contenant la tangente en
M & (C), c'est-a-dire & moins que les courbes (I') ne resteot simplement tangentes
4 une certaine développable (), issue de (C), tout le long de (C). Plus générale-
ment, si les courbes (I') ont un contact d’ordre p le long de (C) avec une surface (S)
issue de (G), chaque point de (C) est point focal d’ordre p + 1.

Voyons comment, géométriquement, nous pouvons obtenir ces propositions.
Imaginons une congruence de courbes dont chacune (I") rencontre deux courbes
fixes (C), (CG,): il y a sur chaque courbe (I') deux points focaux simples M, M,
pris sur (C) et (G,) respectivement, la donnée de M sur (C) laissant arbitraire la
position de M, sur (C,); nous pouvons imaginer que la définition de la congruence
contient un paramétre variable ¢ choisi de fagon que (G) soit indépendante de
mais que (C,) varie avec ¢ et tende vers (C) si ¢ tend vers zéro; (C,) décrit alors
une surface (¥) déterminée; les équations de (C) sont T =o0, ¥, =o0 ol T et X,
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sont indépendantes ds ¢; cellesde (C,) sont S=o0, 3, +¢(...)=o0; faire tendre
e vers zéro fait bien tendre (C,) vers (C) (dans son ensemble) sans rien préjuger
pour la variation d’un point de (C,), qui peutl tendre vers fout point de (G). Ima-
ginons donc que ¢ étant fixe et non nul nous choisissions o' courbes de la con-
gruence (ce qui introduit une fonction arbitraire d’'un argument) : nous obtenons
ainsi une surface S(c), contenant les conrbes ['(s), ["(¢), ...; la courbe ['(¢)
coupe (C) en M, (G) en M,, etsi ¢ tend vers zéro, ['() tend vers ['(0) que nous
pouvons supposer issue encore de M, tandis que M, suit une route tracée sur ()
et aboutissant en M : donc la tangente en M a ['(o), limite de la droite MM,, est
située dans le plan tangent en M a la surface (2); cela est vrai quelle que soit la
surface S(¢), de sorte que toules les courbes de la congruence ['(0), issues de M,
ont leur tangente dans un plan fixe issu de la tangente en M a (C), et que le point
M est un point focal double.

La méme démonstration s’appliquerait avec de légers changements pour des
courbes ayant un contact d’ordre p avec une surface fixe (S) en tous les points
d’une courbe (C) tracée sur (8).

Si les courbes d'une congruence passeht par un point fixe O, ce point est foyer
d’ordre deux pour chaque courbe; les tangentes aux diverses courbes en O rem-
plissent en géunéral tout 'espace; si elles forment un cone, Pordre du point focal O
devient trois du moins dans le cas général et s’éléve si le nombre de points communs
au cone en jeu et & chaque courbe confondus avec le point O s’éléve.

Cette digression terminée, revenons aux cercles donl la congruence des axes est
isotrope; il y a denx points focaux & distance finie; ces deux points peuvent se con-
fondre dans les trois cas distincts :

a) le point focal double est fixe;

b) le point focal double engendre une courbe (C);

¢) le point focal double engendre une surface (S).

Dans chacun de ces cas supposons d’abord donnée la congruence recliligne iso-
trope © des axes; le premier cas est évidenl : mous construisons les oo® cercles
issus de O obtenus en faisant tourner O successivement autour de chaque rayon
de la congruence reciiligne.

Dans le second cas, donnons-nous outre & une courbe (C) arbitraire, puis une
développable () arbitraire issue de (C); soit D la normale en un point M de (C)
4 la développable (4); il exisle, pour chaque point w. de D, un (ou plusieurs rayous
en nombre fini) de ® issns de w; la rotation de M autour d’un tel rayon donne un
cercle tangent en M & (3); la variation de u sur D, puis celle de M sur (C) don-
nent oo* cercles et (C) comme courbe focale double.

Dans le troisieéme cas donnons-nous outre & une surface (S) arbilraire; en un
point M arbitraire de (S), il y a oo® cercles ayant en M lrois points communs

avec (S) confondus en un seul point M : pour chaque tangente (MT) en M & (S)
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on trouve oo' cercles dont le lieu est une sphére (s) tangente a (S) au point M,
I'une des deux branches de l'intersection de (S) et de cette sphére étant tangente
a (MT)("); les axes de ces cercles décrivent le plan issu de w centre de (s) et per-
pendiculaire & (MT); (MT) variant on oblient ainsi oo® cercles, oo® axes; la con-
gruence de ces axes, relatifs & M, admet avec ® un nombre fini de rayons com-
muns; adoptons-en un et suivons-le par continuité quand M décrit (S): nous
obtenons ainsi oo® cercles osculateurs a (8) réalisant manifestement le troisiéme cas.

La solution géométrique ainsi obtenue pour le troisitme cas semble en contra-
diction, pour le nombre des fonctions arbitraires, avec le début de ce paragraphe :
une fois @ choisie, on ne trouve plus qu'une fonction arbitraire Z(u, v) de deux
arguments 4, v au lieu d'une fonction arbitraire z(u, v) et d’une fonction ¢ (a) d'un
argument a. Cela tient & ce que la fonclion z(u, v) est liée & Z(u, v) par une rela-
tion aisée a former

la donnée de Z donne z, mais la réciproque n’est plus vraie; si 'on se donne z, on

trouve Z par lintégration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

~VI. — Cas de deux points focaux diamétralement opposés.

Pour qu’il n’existe, sur chague cercle de la congruence, que deux points focaux
(simples), diamétralement opposés, il faut et il suffit que 1'équation (1g) du numéro I11
se réduise a

Acos® 4+ Bsinb —=o,

7 étant loujours solution de (14).
On obtiendra donc les congruences jouissant de la nouvelle propriété, en annu-
lant C.

En multipliant C par 2r(r == 0). équation du probléme peut s’écrire

2
(23) M_—_A'——‘—_—g—(\‘/\gl‘z)zo.

() On remarquera que ceci est une facon géométrique de démontrer le théoréme de
Meusnier; car toute sphére (s) tangente en M & (8) donne une intersection avec (8) ayant
- deux tangentes M{, Mt' en M; la section de (s) par un plan quelconque issu de Mt est un
cercle ayant avec l'intersection (S, 5), courbe tracée sur (s), trois points communs réunis
en M: ces points sont d’ailleurs les points commus au cercle et a la section de (S) par le
plan du cercle.
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Le degré de généralité de la solution est le méme que dans le cas ou les deux
points focaux sont confondus; mais ici, I'intégration est bien plus facile.

Pour une congruence isotrope des axes donnée, si 'on se donne arbitrairement
le rayon du cercle ayant pour axe une droite de la cbngruence, r=r(u,v), on a
A intégrer 1'équation aux dérivées partielles (23), linéaire et du premier ordre en A
[»* et r* connus].

L’intégration n’exige qu’une quadrature, et la solution générale est de la forme

h=g(u,v)+ o0,

& étant une fonction connue de u et v, et ¢ une fonction arbitraire de r*.

On voit que la connaissance a priori d’'une congruence du type envisagé, livre
immédiatement une infinité d’autres congruences du méme type : il suffit de déplacer
chaque cercle de la congruence, perpendiculairement & son axe d’une longueur fonction
arbitraire du rayon.

L’équation (23) montre d’ailleurs que ’on peut aussi multiplier le rayon de chaque
cercle par un nombre fixe quelconque.

Pour obtenir des solutions simples, cherchous les congruences & points focaux
diamétralement opposés, pour lesquelles, la distance du plan du cercle générateur
au point fixe O, est uniquement fonction du rayon du cercle. '

On a ici

h=f(r),

et I’équation (23) se réduit &

2 o)
— (A1) =0
D) ’

4 (u)

A

r =

¢ = fonction arbitraire de u.

Cherchons de méme les congruences formées par des cercles de rayon constant
(7‘ — C).

L’équation (23) s’écrit alors

»=u’ (U = fonction de u seul).

On retrouve comme congruence des axes des cercles, 'ensemble des droites issues
d’un point fixe (voir n° IV).
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Ainsi :

Les congruences de cercles de rayon constant, n’admettant que deux points focaux
(simples), diamétralement opposés sur chaque cercle, sont celles pour lesquelles les
axes des cercles passent par un point fixe (qui peut étre rejeté a U'infini), et celles-la
seulement.

D’une facon plus générale, on obtient des congruences & points focaux diamétra-
lement opposés el & axes concourants, en coupant une surface quelconque (S) par
une famille de sphéres concentriques (ou de plans paralléles), et en prenant sur
chaque sphére (X) oo* cercles égaux admettant pour péles (sphériques) les différents
points ot () coupe (S), le rayon des cercles de chaque famille étant une fonction
-arbitraire du rayon de la sphére () qui les porte.

On pourrait multiplier les exemples. Nous n’insistons pas davantage.

VII. — Congruences de coniques.

Le probléme de la détermination des congruences de cercles n’admettant que deux
points focaux & distance finie sur chaque cercle, étudié au numéro I, est transformé
homographique du suivant.

Quelles sont les congruences de coniques s’appuyant sur une conique fixe (E),
les deux points d’intersection de chaque conique avec (E) comptant chacun pour
deux points focaux?

D’une fagon plus générale, envisageons une congruence de coniques assujetties
a couper deux courbes fixes (C,) et (C,)) en deux points variables M, et M,.

Pour que les points M,, M, soient des points focaux doubles, il faut et il suffit,
comme on I’a vu au numéro V, que les coniques de la congruence restent tangentes
en M, et M, & deux développables fixes (a,) et (4,) issues des courbes (C)) et (C,).

Si I'on se donne arbitrairement ’enveloppe (£) du plan de la conique variable,
la détermination de la congruence met en jeu [pour C,, C,, A,, A, et ¥ données]
une fonction arbitraire des deux variables qui servent 4 définir les différentes courbes
de la congruence [celle qui fixe, dans chaque plan tangent & (X), la conique tangente
en M, et M, aux sections des développables A, et A, par le plan tangent envisagé].

Cette fonction étant choisie, les deux nappes focales (distinctes de C, et C,) de
la congruence se trouvent déterminées. Il est clair d’ailleurs que la donnée de ces
nappes focales peut étre substituée a celle de la surface (X) pour la définition de la
congruence.

Supposons que (G, et G,) se réduisent & une méme conique fixe (E). On a alors
le probléme posé plus haut. ,

La solution s’obtient en envisageant deux développables distinctes (ou confon-
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dues) (A)), (4,), passant par (E), en se donnant arbitrairement la surface enveloppe
(2) du plan de la conique génératrice de la congruence, et en choisissant, d’aprés
une loi arbitraire, dans chaque plan tangent & (), une conique tangente aux deux
développables (A)) et (4,) aux points M, et M, ot le plan tangent considéré coupe (E).

Au lieu de se donner (%), on peut, comme on I'a observé plus haut, se donner
les deux nappes focales distinctes de (E).

Une homographie transformant (E) en le cercle de I'infini nous raméne au pro-
bléme qui fait 'objet du numéro I de ce Mémoire, et les considérations qui précédent
expliquent simplement, pourquoi, une solution de ce dernier probléme étant connue,
on en obtient une infinité d’autres en déplacant chaque cercle perpendiculairement
4 son axe et en modifiant arbitrairement son rayon (ces deux opérations n’altérent
pas le contact du cercle avec les développables issues du cercle de I'infini).

Jindique ici, un autre mode de transformation des congruences de cercles n'ad-
mettant que deux points focaux a distance finie sur chaque cercle, un peu plus caché
que le précédent, et se rattachant a un procédé de transformation des congruences
isotropes, que j’ai établi dans une Note des Comptes rendus(*) et que je rappelle.

Soit ® une congruence isotrope quelconque; O un point fixe quelconque de
Iespace. Faisons tourner les différents rayons de & d’un angle fixe quelconque,
dans un sens déterminé, autour de sa paralléle issue de O. Nous obtenons une
nouvelle congruence isotrope.

Si donc on fait tourner chaque cercle d’une congruence du type considéré, autour
de la perpendiculaire menée d'un point fixe O de I'espace & son plan, d’un angle
coustant, dans un sens déterminé, on obtient une autre congruence du méme type.

En combinant ce procédé de transformation avec le précédent, on voit que I'on
peut énoncer cet autre résultat :

On transforme une congruence du type envisagé en une aultre congruence du méme
lype, en soumetlant chaque cercle a un déplacement hélicoidal d’angle déterminé (le
rayon pouvan! varier d'une fagon quelconque) el de pas arbilraire, aulour de la per-
pendiculaire issue d'un point fixe quelconque de U'espace sur le plan du cercle.

Je montrerai pour terminer, comment, les considérations géométriques du
paragraphe actuel, peuvent conduire simplement au théoréme fondamental du nu-
méro I, qui a été le point de départ de ce travail. ;

Reprenons la congruence de coniques la plus générale dont les courbes s’appuient
en deux points variables M,, M,, sur une conique fixe (E), de telle sorte qu'il n'y
ait que deux points focaux & distance finie sur chaque conique.

La conique génératrice (C) est tangente en M, et M, & deux développables fixes
(4,) et (A, issues de (E).

(*) Sur une transformation des congruences isotropes : C. R., t. 193, p. 1144; 1931,
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Soient « et 8 les poles de la droite (M, M,) par rapport a (C) et & (E) [ fig. 3].
La droite («@) est & la fois dans les plans tangents en M, et M, a (4,) et & (A)).
Réciproquement dailleurs, il est évident que si la congruence des droites («8)
est formée par les tangentes communes a deux développables issues de (E), la con-
gruence des coniques (C) jouit de la propriét¢ de n’admettre que deux points

focaux au plus, 4 distance finie, sur chaque courbe [les coniques (C) sont alors
tangentes aux deux développables aux points ot elles coupent (E)].

Transformons homographiquement la figure, en substituant & (E) le cercle de
linfini.

On obtient alors la congruence des cercles la plus générale n’admettant que
deux points focaux (au plus) & distance finie sur chaque cercle.

L’axe du cercle transformé de (C) est la droite tranformée de («f), et est situé
par suile dans les plans tangents aux deux développables transformées de (4,)
et (4,).

Les deux développables transformées étant isotropes, on voit que les axes des
cercles de la congruence, peuvent étre définis comme les intersections de deux plans
quelconques, tangents, respectivement, a deux développables isotropes.

La congruence de ces axes est par suite isotrope, et cette condition suffit pour que
la congruence de cercles apparlienne au type envisagé.

Eu égard aux congruences générales de coniques, il serait intéressant de cher-
cher A réaliser les divers cas ot I'ordre de multiplicité des points focaux s’éléve.

En ce qui concerne la recherche des congruences de coniques réelles, rencon-
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trant en deux points, comptant chacun pour deux, une conique fixe réelle, il est
facile de voir que I'on peut utiliser les résultats du numéro II.
On peut poser

yl:ly“ V=10,

en substituant & y, et v les nouvelles quantités

V= B=a)(f + /D=2 =)
' 1+ 2f ’
p— P
14 af

Si alors on prend les variables « et § réelles, et si f(a) et f,(B) sont des fonc-
tions réelles quelconques de « et § respectivement; on a une congruence de coni-
ques, rencontrant toutes en deux points focaux doubles la conique fixe réelle (située
dans le plan de Yinfini)

) .'132 . ye + ZQ — o,

t—=o.

Les coniques de la congruence sont définies par le plan (=) et la quadrique (X)),
d’équations réelles

(m,) ux + vy +wz + ht =o,

(%) X —y 42— 2wt + 2y, yt—22,21—20,l' =0,

ou x, et z, ont les expressions données an numéro II, y, et v celles données
ci-dessus; s, et h étant toujours définies par les équations (r2).

On peut, si I'on veut, ramener la conique fixe a distance finie, en effectuant la
permutation circulaire (x,y, z.¢; y,2,¢, x).

On obtient alors la nouvelle conique




