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SUR LES COURBES ALGEBRIQUES A TORSION CONSTANTE

Par M. G. DARMOIS

INTRODUCTION HISTORIQUE

[4] Dans la premiére édition des legons sur la Théorie générale des surfaces
(1887), M. Darboux, aprés avoir donné les équations générales des courbes A torsion
constante, et déterminé comme application la courbe transcendante dont lindica-
trice des binormales est une conique sphérique, ajoutait la phrase suivante : « Il
serait intéressaut d’'examiner si toutes les courbes & torsion constanle sonl nécessai-
rement transcendantes ou bien, s’il y en a d’algébriques, de déterminer les plus
simples. » (Tome I, p. 46.)

Cetle invitation suscila rapidement un cerlain nombre de travaux, étudiés par

M. Darboux au tome IV, p. 429 de son ouvrage (1896).

[2] Nous signalons seulement l'intéressant mémoire de M. Koenigs ('), dont
I'objet est assez différent du ndtre, et nous arrivons i la thése de M. Lyon (%).

Le but de son travail est la recherche spéciale des courbes unicursales 4 torsion
constante. Ramenée a la résolution de systémes d’équations dont le maniement est
assez difficile, cette recherche donne comme résultats effectifs la cubique gauche a
torsion constante coupée par le plan de l'infini en trois points confondus, et d'une
facon plus générale les courbes de degré M & torsion constante coupées par le plan
de Iinfini en M points confondus. Ce probléme particalier équivaut a la résolution
de I'équation :

AC— B =1,

ot A, B, C sont trois polyndmes entiers d’'une méme variable. En d’autres termes,
. C’est la recherche des courbes sphériques n’ayant qu'un point & l'infini.

(*) Annales de la Fac. des Sciences de Toulouse, tome I, 1887.
(*) I. Lyon, Sur les courbes a lorsion constante, Paris, juillet 18go,

Fac. des Sc., 4° série, t. I. 10
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La généralité de ces solutions, le moyen de les obtenir aisément, sont des ques-
tions qui ne sont pas entiérement traitées.

Citons encore un résultat intéressant (p. 11) qui donne sous forme finie deux
coordonnées d’'un point de la courbe cherchée, la troisiéme coordonnée seulement
contenant une quadrature.

(3] Le travail de M. Fouché (‘) raméne & une forme simple ou plutét condensée
le probléme général des courbes algébriques a torsion constante. Il suffit, pour le
résoudre entidrement, de déterminer deux fonctions algébriques y et z d'une méme
variable x satisfaisant & I'équation

(I) y"*—y::Z”’-

Cette méthode fournit sans effort un nombre illimité de courbes unicursales.
D’autre part, la réduction du probléme a I'équation (1) parait trés satisfaisanle. Elle
doane lieu pourtant aux remarques suivantes : En fait, la résolution générale de
I'équation (1) étant impossible, comme nous le verrons plus loin, on est forcé de se
borner 4 la recherche de classes déterminées de solutions, par exemple celles qui
correspondent aux courbes unicursales. Mais x et y ayant la signification suivante,

L=u, y:

ou « et % sont les paramétres des génératrices rectilignes de la sphére, y est en
général une fonction compliquée de x. y n’est fonction rationnelle de x que pour
les indicatrices unicursales coupées en un seul point par les génératrices rectilignes
x = const. 1l parait assez difficile d’utiliser I'équation (1) pour des recherches géné-
rales.

Une remarque presque ¢évidente, mais trés intéressante, est celle-ci : L'équa-
tion (1) exprime la condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse exprimer en
fonction de «, de y, z et de leurs dérivées les coordonnées dun point d’une courbe
a torsion constante, sans aucun signe de quadrature.

[4] Un travail de M. Fabry (*) [1892] apporle & celte théorie une importante
contribution. Par une méthode particuliére, M. Fabry a pu déterminer une infinité
de courbes algébriques réelles a torsion constante. Elles sont toules unicursales de
degré pair M = 2p. Elles coupent le plan de l'infini en deux points imaginafres
conjugués, coinplant chacun pour p, et silués sur le cercle de l'infini.

(") M. Fouché, Sur les courbes algébriques a torsion conslante (Annales de 'E. N. 8.,
3¢ série, tome VII, p. 335, novembre 189o).
?) E. Fabry, C. R., janvier 1892 (Annales de I'E. N. 8., 3¢ série, tome IX, p. 177, 18g2).
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Les indicatrices sphériques des binormales de ces courbes peuvent étre d’un
degré pair quelconque. On trouve en outre, dans le mémoire de M. Fabry, les équa-
tions d’une famille d’indicatrices du dixiéme degré ne dépendant d’aucun paramétre,
du huitidéme degré A deux paramétres, et enfin du sixiéme degré a4 un parameétre,
ces derniéres solutions ne rentrant pas dans la solution générale.

Le degré des courbes obtenues par cette méthode, pour une indicatrice de degré
g + 2p, est M = ap + 2¢ (notations de M. Fabry. p. 189). Il résulte des proposi-
tions générales démontrées au chapitre I1 du présent travail que les points & Iinfini
des courbes de M. Fabry sont singuliers d’ordre p.

Ces ingénieuses recherches ont donné le premier exemple, assez général comme
on le voit, de courbes algébriques réelles a torsion constante.

[B] Une note élégante de M. E. Cosserat, publiée en 1895 (*), vint établir d’'inté-
ressantes relations entre cette théorie et celle des surfaces minima. Prenons-les sous
la forme ou elles se trouvent énoncées par G. Darboux (%).

. 1 A . . .
.« Toute courbe a torsion constante — peut étre prise pour ligne asymptotique
T

d’une surface minima qui se détermine sans aucune intégration si la courbe est
connue, et qui est algébrique si la courbe est algébrique. »

La surface minima adjointe est inscrite & la sphére de rayon t suivant une
courbe qui peut servir d’indicalrice sphérique des binormales pour la courbe A tor-
sion constante..

Les réciproques sont vraies. Il en résulte en particulier que la détermination des
surfaces minima algébriques inscrites dans une sphére et celle des courbes algébri-
ques A torsion constante sont deux problémes équivalents.

Ces propriétés, dont on verra dans les pages citées I'extension aux courbes de
Bertrand, montrent tout I'intérét que présente une étude approfondie et générale
des courbes & torsion constante.

[6] Mais ces recherches ont de plus un lien étroit avec la déformation du para- .
boloide de révolution. G. Darboux (°) a mis sous la forme suivante la proposition
définitive qui résume la solution du probléme : Pour déterminer toutes les surfaces
applicables sur le paraboloide de révolution de paramétre 27, c’est-a-dire d’équation

(') E. Cosserat, Sur les courbes algébriques « lorsion constanie, ctc. (C. R., tome CXX,
p. 1252, 18¢g5).

(*) G. Darboux, T. S., 2¢ édition, tome I, p. 485.

() T. S., §§ 769 et 770, tome II, ou page 429, tome IV.
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on construit deux courbes ayant des torsions constantes égales et de signes contrai-
L —i . - - .y ,

res —, —. Le milieu de la corde joignant un point de la premiére courbe I' a un

T T
point de la deuxiéme courbe [", décrit une surface So engendrée soit par la transla-
tion de I homothétique a 1", soit de I' homothétique & I',. Les plans osculateurs
a 1" I, se coupent suivant une droite d’, laquelle engendre une congruence de nor-
males dont les surfaces focales sont les surfaces cherchées. Pour avoir des nappes
réelles, on prendra les deux courbes I', I', imaginaires conjuguées.

11 résulte de 14 qu’il y a le plus grand intérét & faire ’étude générale des courbes
a torsion constante, en particulier de celles ¢ui sont entiérement imaginaires.

{7] Enfin G. Darboux a signalé ce fait (') que le probléme des courbes & torsion
constante est un de ceux que Monge a posés en général et gui s’énoncent ainsi :
'« Des fonctions y, z, ..., de la variable x doivent vérifier une ou plusieurs équations
différentielles de la forme :

’

Flz,y,2,...,¥2 ...,y"2" ... )=0,

ot figurent les fonctions et leurs dérivées jusqu’a un certain ordre. Est-il possible
de résoudre ces équations, c’est-a-dire d’exprimer x, y, z en fonction d’'un paramé-
tre, de fonclions arbilraires de ce parameétre, et des dérivées de ces fonctions arbi-
traires? »

On obtient bien des problémes de cet ordre en cherchant les courbes pour les-
quelles une relation est donnée entre la courbure et la torsion.

Pour les courbes & torsion constante ’équation (1) de M. Fouché est I'une des
formes les plus simples du probléme. C’est bien une équation de Monge.

Est-il donc possible de déterminer en fonction d'un paramétre d'une fonction
arbitraire de ce paramétre et des dérivées de cette fonction les trois quantités «, y, z?
Cette question domine évidemment toutes les autres, car si elle était résolue la
théorie se développerait, comme celle des surfaces minima par exemple, ol 'équa-
tion de Monge

x° 4 ym"*" z'”‘::.o,

équation résoluble, donne la solution compléte du probléme.
Le probléme de Monge a suscité de nombreuses recherches : je ne cilerai pour
I'objet que nous poursuivons que deux mémoires de Beudon (*) et de M. Cartan (%).

(") T. 8., tome 1V, p. 432.

(*) Beudon, B. S. M. F., tome XXVIIL, p. 107, Sur les changemenls de variables.

(°) E. Cartan, B. S. M. F., tome XXIX, p. 118, Sur quelques quadratures donl Uélément
différentiel contienl des fonctions arbilraires.
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Les résultats de ces mémoires simplifient grandement notre probléme en n'y lais-
sant subsister qu'une quadrature au lieu de trois.

Ce résultat équivaut & celui que nous avons signalé dans la thése de M. Lyon ;
nous verrons dans le chapitre I les formes précises des propositions obtenues.

[8] Toutes les recherches tentées pour obtenir en termes finis les coordonnées
d'un point de la courbe la plus générale a torsion constante ayant échoué, il était
naturel d’opérer autrement ct de délimiter les classes de courbes dont on voulait
étudier l'existence et les propriétés. »

C’est dans cet état du probléme que 1'’Académie des Sciences mit au concours le
sujet suivant (*) :

« Réaliser un progrés notable dans la recherche des courbes a torsion constante;
déterminer, s’il est possible, celles de ces courbes qui sont algébriques, tout au

moins celles qui sont unicursales. »

Le présent travail, qui est un essai sur cette difficile question, a été composé de
janvier 1913 & juillet 1914. Un exlrait des premiers résultats a paru aux Comptes
rendus (°) en 1913. Inlerrompu par la guerre, il a été rédigé hitivement en 1915
pour étre soumis au jugement de I’Académie. Celle-ci, parmi les mémoires envoyés
aux concours, a bien voulu récompenser également le travail de M. Bertrand Gam-
bier et le mien (). )

Avec des différences de détails dans la rédaction et des développements de points
dont j'avais seulement indiqué les résultats,.c’est ce mémoire que je publie aujour-
d’hui.

(Y C. R., séance du 16 décembre 1g12.
(*) C. R., 1913, tome Il, p. 1379.
(*) C. R., séance du 18 décembre 1916.




CHAPITRE PREMIER

Différents syslémes de formules déterminant les courbes a torsion consiante. — La réduc-
tion des trois quadratures a une seule. — Impossibilité d’wne réduction plus complete.
— Nécessité de recherches directes. — Leur orientation.

. . . o T . .
[4] Soit une courbe A, lieu du point M(X,Y,Z), - sa torsion, 2, £, v les para-

"

métres direcleurs de la binormale wc, ¢, ¢, ¢" ses cosinus direcleurs. On a les for-

mules suivantes, valables pour une courbe quelconque

a R B'l\/
IX = <(c'de’ — c'de"y = = S B
PN
(1) AY = ~(ede" — 'de) = 2T
A
fido& — adf

dZ = ~(c'dc — C([C') = m -
% 4= ar”

Si A est & torsion constantle, on aura donc :

A=—=1 0(2+.B!+‘{2'

(2) Y — - f ady — yda
v al + ‘Gz + Ye ’
: Bda — adf

Z: —_—
T ls_'_*_l(jz_i_.:ﬂ

Et inversement si les variables «, £, y sont liées par une relation quelconque
?(OC, 18’ Y) =0,

les équations (2) fourniront une courbe A torsion constante (r) dont la binormale a
la direction «, 8, y.

On peut donc se donner arbitrairement le cone 1' des binormales. Il lui corres-
pond A une translation prés, une courbe bien déterminée & torsion constante -,

soit A..

[2] Il est évident géométriquement qu'une transformation qui conserve les géné-
ratrices du cone I", accompagnée d’une rotation quelconque autour du sommet du
cone, ne fait que déplacer la courbe A en la laissant égale a elle-méme.
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Analytiquement, il est évident que la substitution

laisse invariables les trois intégrales (2).
Proposons-nous de voir analyliquement l'effet du déplacement, ou plus généra-

lement de la substitution linéaire :

~

&x:a&z + 0B, +cu,
3) < B=d'e, + 0'8, + c'y,,
e, + 175, 4 o

on suppose naturellement :

Appelons ® («, 8, v) la forme o® + §* 4+ v, aprés la substitution elle devient

(I) ((‘Z‘, RS {1) - q)(a’ e ¥

Nous poserons

l

(4)

Y — /ad' — 'dz ,
/ﬁ‘dd —d’d‘@»‘
= .

La substitution des valeurs (3) dans les équations (2) nous donne alors

v.dB — B dvy
g X’ Tf {ldlil (D Iel(itl s
\

Z,

1,

(AX, =aX +a'Y +d'Z,
(5) JAY, = bX + b'Y + Y
AL, =cX 4+ Y + "7,

ce qui n'est autre que le résullat classique relatif & la transformation des coordonnées
de droiles dans une transformation homographique. Nous voyons immédiatement
sur ces formules qu'un déplacement effectué sur le cone améne la courbe A, i coin-
cider avec la courbe A. Mais ce résultat, d’ailleurs peu intéressant, se généralise.
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Considérons un cone quelconque I',, lieu du point «,, 8,,v,. Les intégrales (4)
attachées a ce cone, définissent une courbe gauche A. Cette courbe est la transformée
d’une certaine courbe A torsion constanle, dans une homographie conservant le plan
de l'infini. Les formules définissant la transformation ont la forme (5); pour les
obtenir il suffit, par les formules (3), de transformer la forme quadratique @,
en o + §° 4 7. On peut dire que cette transformation est définie & un déplacement
prés, car dés qu'on posséde une solution parliculiére «'4'+', on doit résoudre
I’équation :

1!-1 + lrjhz + Yu — + {j"" + ng

qui donne une rotation quelconque (avec ou sans symétrie par. rapport & Uorigine,
cette derniére transformation étant sans effet).

[3] La proposilion que nous venons de démontrer a deux sorles d’applications :

1° Pour un cdne des binormales donné, on peut toujours, par une transformation

homographique appropriée, réduire I'équation de ce cone & sa forme la plus simple.
On obtient ainsi une certaine forme-quadratique @, et des intégrales de la forme (4)
a calculer.

2° On peut aussi, el ceci est plus important, choisir des formes simples pour @, .

T .
Utilisant la propriété du début du paragraphe (2), on peut faire A=~ ce qui
v
revient au fond & remplacer v par 1, nous avons :

.

X:T/'T_‘(ﬁi_—’

@ + L4
. —da

©) Y=< f o

Bda — adb

' Z:Tf—i‘ia————zud' .

o 46+

Ces formules sont données par M. Lyon (Thése, p. 17).
Si nous posons maintenant, dans les formules générales :

/

S 2, =a + I, . a=uz,—B,,
_.QAB‘—_:Q(——iAB, l(ﬁ:-——i(o(‘-f—lﬁi), A:—?i,

=, =Y

i1 i i i1

-
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nous aurons :

—aiX, =X —1Y,

+ 20Y, =X 4+ iY.

—niZ‘:Z;
/ X — iy ; v.ds, — 8,dy,
X — Y = —ait ————,
‘ f (i _llaul
I — . ad(’—.—y‘da

G . :\)}+1\— :urf g

[ Bde, — adf
Z:——zn‘/‘ﬁ,
\ / | -—-llth‘

Par application du premier principe, nous pouvons dans ces formules (7) faire
par exemple v, =1, ce qui nous donne, en changeant un peu les notations :

u‘=—2ia‘, u=—2iB,,

X —iY= éf du__

1+ uu,

% Sy / du

8 X Y= = i,

() N +i I+ uu,
7 it udu, —u,du
T o 1 +uu,

Ce sont les formules obtenues par M. Lyon (Thése, p. 20).
Si nous effectuons enfin dans les formules (7) les substitutions suivantes :

o, =xy, =1, 1 =x+y.

nous obtiendrons le systéme de formules (g), bien connu dans cette théorie et dont
I'importance est considérable (Lyon, Thése, p. 7).

. dx + dy
— Y= air —_—
(x—y)
() X iV —ais TN
(x—1y)
7— — i ydx + axdy
(x—y)*

Nous nous servirons a peu prés uniquement de ce deérnier systéeme de formules.

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. It
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Si nous avons démontré les autres, c’est qu'il nous a paru assez intéressant de les -
rattacher & une idée unique, et de les déduire par une méthode uniforme du systéme
primitif.

[4] Quelle est dans ce systeme (g) la signification des variables x, y? — On voit
que nous avons posé '

x4 B =naxy,
v —if=—2, ~
.l/:x+y’

x et y sont les paramétres des plans tangents au cone isotrope menés par la droite
«, B8, v. Autrement dit, si I'on calcule les cosinus direcleurs de la binormale

. I —xy
€ = —,
, 1+ xy) TR :
C== Ve =y
C”:____.n+y
x—y’

/

x et y sont les paramétres des génératrices rectilignes de la sphére de rayon 1 sur
laquelle on fait la représentation sphérique.

[B] A un point de vue purement analytique, on peut se demander ce que devien-
nent les considérations précédentes quand la forme quadratlique P(, 8, v) qui, pour
les courbes a torsion conslante, est formée de trois carrés, se réduit a deux carrés
ou a un seul. Dans le premier cas on peut toujours, par une transformation linéaire,
supposer :

D (a, 8, 7) = 2f;
on se bornera donc a considérer les intégrales
da.
X - f 'a-‘(; )
dB
Y= /—'—,
Jooaf
) 7 f fda — adf .
8
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Iei Z = LTZ. De plus, on peut obtenir X et Y sans signe de quadrature,

En effet :

|

: a d(af)
=S T

. d(ax)
V=0t

Il faut donc et il suffit que 'on ait, en posant u = afs,

[ du :
a X
(10) u
+ (10
| # o=y,
u
ou bien :

- dX,dY :%—l‘: (du>2.

Or cette derniére équation est d’une forme classique :

dX,dY, = dZ

1

qu’on sait résoudre de la manieére la plus générale. On aurait donc X,, Y,, Z,
ou X,, Y,, u en fonction d'une variable, d’'une fonclion arbitraire de cette variable
et des dérivées premiére et seconde de celte fonction. On tirera ensuite des-équa- 7
lions (10) les valeurs de z, 8, et I'on aura ainsi exprimé X, Y, Z sans signe de qua-
drature.

Signalons ici une différence considéralile enlre ce probléme et celui des courbes
A lorsion conslante. Il existe des solutions algébriques du deuxiéme; pour le premier
[*2
B
Etudions maintenant le cas ot ®(«, 8, v) se réduit & un seul carré. On.peut

au contraire X, Y, Z ne sauraient étre toutes les trois algébriques puisque Z = L

\

poser :

b(a, b,v) ="
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et se borner a considérer les intégrales
o o

d
Y= =0,

o

e

11 suffit, pour obtenir Y sans quadrature, de lier «8 par la relation :

=Y.

[6] Revenons au cas général. Comme nous I'avons dit dans I'introduction, la

question préalable qui domine cette recherche est la suivante :
Est-il possible d’obtenir X, Y, Z sans signe de quadrature?

On trouve dans la thése de M. Lyon une expression des deux coordonnées X +4- (Y, Z

débarrassées de quadratures.

Dans le mémoire de Beudon, on trouve les expressions de X —iY, X + iY sous
forme finie. M. Cartan a repris cette question a la fin de son mémoire et donné des
expressions équivalentes a celles de Beudon, et d’une forme trés élégante.

Remarquons qu'on peut obtenir immédiatement ce résultat par une méthode

analogue a celle du paragraphe 5

/‘ du  u ud)\
14+ un, 14un N

/‘ du, u, /‘ dh '
= —_ u, — ,
14+uu, 14 uu, RN ,

en posant :

d\

— =dX,,

XQ 1

d\

uq )\e 1
on est ramené a résoudre
dX,dY, = "= L = az,.

)\4
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Or cette équation est résolue. Il est inulile de faire les calculs. On voit assez
clairement qu’on peut faire disparaitre deux quadratures. Est-il possible de faire
disparaitre la derniére? Tous les efforts avaient échoué; mais il n’était pas démontré -
que le probléme flt impossible. C’est seulement dans le courant de lannée 1914
qu’une réponse compléte a é1é apportée par un travail de M. Cartan (*).

Une méthode réguliére permet de reconnaitre si une équation de Monge est réso-
luble, et, si elle ne l'est pas complétement, jusqu'a quel point on peut en pousser
la solution. Nous renverrons, pour I'énoncé du théoréme général, au travail de
M. Cartan, nous contentant de dire que I'application de ces méthodes & notre pro-
bléme fournit Ia conclusion suivante : )

I1 est impossible d’obtenir sous forme finie, en fonction d’un paramétre, d’'une
fonction arbilraire de ce paramétre et des dérivées de cette fonction, I'expression des
coordonnées d'un point de la courbe a torsion constante la plus générale.

|'7] Dans ces conditions, il parait nécessaire de poser autrement le probléme et
de chercher & déterminer et a étudier par des moyens directs des classes précisées a
Yavance de courbes a torsion constante. -

Les courbes algébriques sont évidemment les plus importantes, et, parmi elles,
les courbes unicursales sont les plus faciles & déterminer. Nous sommes done ame-
nés par ce premier examen & altaquer la question telle qu'elle est posée dans le sujet
méme du concours. l

(!) C: R., premier semestre 1914, p. 326.




CHAPITRE 11

Propriétés générales des courbes a torsion conslante analytiques en un point & linfini. —
Les points & I'infini d’une telle courbe sont les mémes que les points & I'infini de Pin-

dicatrice. — Les entiers carvactéristiques p, k. — Détermination du degré du cone des
binormales. — Le genre du céne des binormales. — Le genre de I'indicatrice. — Les

deux classes d’indicatrices.

[4] Nous allons coniinuer I'étude des points & Pinfini d'une courbe & lorsion
consiante, dans I'hypothése ot les guatre coordonnées homogénes d'un point de
celte courbe restent des fonctions analytiques d'un paramétre. Une courbe algébri-
que en particulier présente ce caraclére en lous ses points & dislance finie ou a I'in-

fini, qu’ils soient ordinaires ou singuliers. Reprenons les formules :

{ N = / *{dlﬂ——lﬁdy
T 12_1_'@2_‘_\{2’

(1) Y:Tf ady — yda
xi+‘B‘Z+Y‘.‘L’

f Bdoy — adf
7= -
B

Si Ie point & I'infini est obtenu pour la valeur /=0 du paramétre dont X, Y, Z, T
sont des fonctions holomorphes, on pourra écrire :

f +°°
=Y e,
P~
4o
(2) Y=Y, ot
——p
+o0
\ Z = Z v,
A $=—p

Ces développements conviennent soit pour un point a Finfini, p == o, soit pour
un point & dislance finie, p = o.

Si le point considéré est singulier, il peut étre nécessaire, pour représenter les
diverses branches de la courbe qui passent en ce poinl, d'utiliser plusieurs systémes
de développemenls de la forme (2).
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Nous considérerons comme autant de points différents les points géométrique-
ment confondus qui sont les origines de ces développements.
Envisageons isolément 'un de ces dévelppements, soit M le point obtenu pour
t=o. '
* Nous supposerons que la représentation obtenue est propre, c’est-a-dire qu’il est
impossible de substituer & la variable ¢ une variable 0, donnée par (" = 0 et fournis-
sant pour X, Y, Z des développements suivant les puissances entiéres de 0. .Si cette
condition est remplie ct que les coefficients 7._,, n_,, v_, ne soient pas nuls tous les
trois, le point M complera pour p dans I'intersection de la courbe considérée et du
plan de I'infini.

[2] Les parameétres directeurs de la binormale auront pour valeurs, dans le
domaine du point M, au voisinage de { = o, '

®) =2, B

A quelles conditions I'inlégration des expressions (1) fournira-t-elle des dévelop-
pements (2)? Nous étudierons les cas ot p est différent de zéro ou égal a zéro.

1"p==o. 1l faut dans le cas le plus général réunir trois conditions : 1) o+ *+¢°
doil contenir en facteur {2 ' **; 2) les trois quantités vd% — 8dy doivent conlenir en
dX dY dZ
i dr dl
Le conc des binormales doit donc avoir, pour ¢ = o, une génératrice isotrope,

facteur ¢*; 3) enfin les résidus de doivent étre nuls.

comptant pour p + 1 4 &, dans l'inlersection de I" et du cone isotrope L de méme
sommet. )

L’ordre de multiplicilé est bien p + 1 + &, car la représentation (3) du cone des
binormales est propfc. Si elle élait impropre en effet, il résulterait de I'intégration
de (1) que la représenlation (11) serait également impropre, contrairement & I'hypo-
thése. On peut dire encere que I'indicatrice sphérique des binormales a un point
a l'infini en méme temps que la courbe a torsion constante. C’est sous cette forme
que nous allons étudier analytiquement le probléme en réservant pour le chapitre I11

I'étude compléte de la condition velative aux résidus.
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[3] Nous emploierons pour cela des coordonnées symétriques et y, en posant :

. dx + dy o
= —_— X —iY=+ airZ,
(@—y) B
) ydx + x*dy L e .
= W“,‘ . X +L\ = — 27,
(= [ 242+ xdy Z=— aiz].
(x—1y)

Si I'on pose

on a @

1-—xy i1 4—acy)_oc+y_ac——y

x 8 ’ ¢

Nous supposerons que la génératrice isotrope considérée soit :

«+ it=o,

Nous adopterons alors pour x et y les valeurs

i

Rl {—¢

oc——i,(ﬂ’ y:a—i[f

On voit que x et y s’annuleront pour { = o, (x — y)* contiendra en facteur *~***

dz dy dt

les numérateurs de —, —, — contenant {*.
dt’ dt’ dl

En changeant de paramétre ¢, on peut supposer en outre

(£ — ) =,
Nous aurons deux cas a distinguer suivant que p 4 1 4 k est pair ou impair.
1° p+1+4+k=N=an.
Cela revient & dire que l'expression de p est holomorphe par l'épﬁort at. On

aura pour x, y deux systémes de valeurs se déduisant I'un de 'autre en changeant
en — g, c'est-d-dire en échangeant et y. Le cone des binormales coupe la sphére
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suivant deux branches de courbes symétriques par rapport au centre et représen-
tables par des développements suivant les puissances de (. En adoptant la solution :

m—y:t"

on aura R

\e=al+al +...+al"+ ...,
ly=al+al+ ... +(@—1)t"+

pour I'une des branches, 'autre s’obtiendra en échangeant a et y. Chacune des
branches coupe le plan dé I'infini en n points, I’ensemble coupe donc en p + 1 4 k
points.

Dans ce cas, si la variable ¢ parcourt le domaine de convergence des développe-
ments utilisés, le point x, y décrit I'une des branches de l'indicatrice sans jamais
passer sur la branche symétrique. Si ¢ décrit un contour fermé, le point de la courbe
A torsion constante revient & sa position initiale, la binormale posilive revenant éga-
lement & sa position initiale. Dans le plan «, y, I'indicatrice se décompose en deux
courbes symétriques par rapport a la I)l‘émiér'e bissectrice. Par exemple si le céne
des binormales est un cdne du second degré bitangent au cdne isotrope, c’est-a-dire
de révolution, il coupe la sphére suivant deux cercles. Un de ces cercles peut servir
‘d’indicatrice compléte, et on peut fixer sur la courbe un sens aux binormales. La
courbe sera dirigée. . .

2° p+i1+k=an+r1.

Les cones I" et I ont une génératrice commune d’ordre impair, la valeur de p est

1
holomorphe en ¢*. On pourra bien, si I'on veut, représenter les deux branches
symétriques de I'indicatrice par des équations :

an+1 #
r—y=2l *
an4-1
ga::a'l+a,l’...+ant"+t R
2 an+1
y=at+ ............ —1 % 4

Mais la deux1eme branche ne se dlstmgue pas de la premiére dont elle se déduit

en changeant t2 en — t’ de sorte que si la variable ¢ décrit un contour fermé, le
point x, y parti de sa position initiale se retrouvera soit 4 la position symétrique
suivant que ¢ aura tourné autour de l'origine un nombre pair ou impair de fois. Le

Fac. des Sc., 4¢ série, t. I. 12
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point de la courbe A torsion constante revient en place, mais dans le premier cas la
binormale positive, suivie par continuité, est également en place; dans le deuxiéme
cas, elle a repris la position opposée. _

Quand on décrit toute I'indicatrice, la variable ¢ décrit deux fois son domaine,
c'est-a-dire qu'on obtient deux fois la courbe & torsion constante, la premiére fois
avec un certain sens pour les binormales, une deuxi¢éme fois avec le sens opposé.

L’indicatrice est indécomposable dans le domaine du point { = o; elle coupe le
plan de l'infini en p + 1 + k points.

Elle est représentée dans le plan des x, y par une courbe ayant un rebroussement
a Vorigine, symétrique par rapport & la tangente en ce point qui est la premiére
bissectrice, image du plan de l'infini.

[4] Examinons avec plus de détails 'ensemble des deux premiéres conditions.
Nous traiterons successivement les cas o p + 1 + k est pair ou impair.
On doit avoir {* en facleur dans les expressions :

d(x +y) y'dx + x'dy d(xy)
a7’ a -

Or si-p + 1 + k=2an,

(z=aql" + ... +at' + ...,
ly=at + ... +(@,— )"+ ....

1° Si k + 1 << n, il suffira que le développement de x, y commence par un terme
en t***, avec la condition a,., 5= 0. On a alors :

dx + dy = tdt[a(k + 1)a,,, + -..],
ydo 4 a*dy =""dt[2(k + )a'y,, + ...,
ydx + xdy = dt[a(k + Da’,, + ...,
dz dy

4
Si les rési'dus de PR —d—:- sont nuls, on aura, apres intégration,

— hiz(k + 1)a,.,

X —iY= ,
p
L —hiz(k + Na’, ., .
X Y= - s N -
S +i ] ak+1)—p
, y i D@
E4+1—p

Vo T=0.
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Que se passe-t-il si a(k 1) =p?
Ce cas ne saurait se présenter, car le résidu de X + iY serait différent de zéro,

puisque a, ., == 0.

2° k 4+ 1 > n, il faut d’abord que dans x + y disparaisse le terme en ", d’ou

. e d ey 1 -
mais alors le résidu de d—f est égal & ——, et ne saurait étre nul.
2

3k +1=n, ce qui équivaut a k + 1 = p.

(e=a,l"+a,, """+ ..., -
y n
y=(a,— "+ ...

v

1
1l faut ici que le résidu de _(1—1% soit nul, ce qui donne :

a,(a,—1)=o0.

Nous prendrons par exemple a,=o :

§ c=a, 1"+ ...,
y=—"04a, 1"+ .. .;

\

©

en intégrant, on obtient pour les coordonnées homogénes de la courbe A torsion
conslante :
N=Y=—ait+ ...,
\ X + Y =—2ita, "7+ ...,
2 Z:;—nir(nn«}—l)a”,,lt"*’—}— ceey
T—= F=1".

4

En résumé, I'entier k est inférieur ou égal & n — 1 ou mieux, quand p est donné,
ap—r.
Au point de vue géométrique, il ressort des expressions des coordonnées ¢ que.

le point & Linfini obtenu est le point :

X + iY =o, Z—o, T=o,

C'est le poiﬁt A l'infini de Vindicatrice, il est situé sur le cercle de 'infini.
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Pourl'indicatrice, ce pointest I'origine d’un cycle d’ordre k +1,de classe n —k — 1,
sauf pour n =k + 1, ou la classe devient 1, I'ordre restant & + 1. Pour la courbe &
torsion constante ce point est singulier d’ordre k + 1,-le plan osculateur a la courbe
en ce point et le plan isotrope

X+iY=o0
ou le plan de l'infini, suivant que a(k + 1) 3= p.

[B]) p + 1 + k est impair.

On est sr d’avance que k + 1 ne peut étre égal a p. On peut prendre pour x, y

=3

r=0""" 4 a,, 00 4L
y :___ezn-H + akaezk—‘Az + o

ou l'on a posé { = #*, on lrouve aisément par intégration pour X, Y, Z, T des fonc-
tions de 6° dont les premiers termes sont identiques  ceux trouvés dans le paragra-
phe précédent :

CX Y = (1),

) \X—-iY:ﬁ(l},
? Z =1 y(1), ]
T =1";

@, B, v sont des séries entiéres en ¢, commencant par un terme constant. Les
conclusions sont donc les mémes : la seule différence est que ’hypothése k —= p — 1
est devenue inadmissible.

Nous avons démontré en passant que si un point de I'indicatrice est & l'infini,
il ne saurait lui correspondre de p-oint A distance finie pour la courbe & torsion cons-

tante. Si, en effef, le nombre n est donné, k est inférieur & n — 1, donc les expres-

dz d
sions de — ax d:‘ d[ ont toujours un pdle { = o. Nous pouvons maintenant résu-

mer les résultats acquis :

Si une courbe & torsion constante A a un point M a l'infini, ce point M est un
point & Uinfini de I'indicatrice a des binormales et réciproquement.

Tous les points a I'infini d’une courbe a torsion constante sont donc sur le cercle
de linfini.

Si le point M compte pour p dans Iintersection de la courbe A et du plan de
I'infini, et pour k + 1 dans l'intersection de A avec un plan quelconque, il compte
pour p + 1 + k dans lintersection de a et du plan de l'infini, et pour Ik + 1 dans
Iintersection de a et d'un plan quelconque.
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[6] Malgré leur caractére élémentaire, les propositions démontrées permettent
déja d’obtenir des résultats dans la détermination du céne des binormales. Soit en
effet & déterminer une courbe i torsion constante de degré M. Elle coupe le plan de
Iinfini en un nombre & de points distincts comptant chacun pour p,, p,. ...... Ds.

. poAp A+ +p=M.

A chacun de ces points va correspondre un point i l'infini de I'indicatrice, ou
une génératrice isotrope du cone des binormales. L’'ordre de multiplicité de cette
génératrice est p, + 1 + &, et nous savons qu’on les obtiendra toules. Si p est le
degré du cone des binormales, m le degré de l'indicatrice compléte, intersection
de I" et de la sphére, on aura : }

m=—oap=23p, + Sk, + 3 =M + 8 4 Zk,.

Les entiers & sont autorisés & prendre une série de valeurs allant de 0 a p — 1.
On voit qu’il existe un nombre fini de solutions du probléme.

Supposouns en particulier qu'on cherche les courbes ayant M points distincts a
Uinfini. Il faut que chacun d’eux soit un point ordinaire. Tous les k, sont nuls, et
I'on a':

p=M.

Le cone des binormales a donc méme degré que la courbe.

Pour traiter un autre cas général, cherchons les courbes n’ayant qu’un point 4
I'infini et supposons de plus que ce point soit non singulier, on voit qu’il faut que M
soit impair :

M=3p—1;

w est alors le degré du cone des binormales.

RECHERCHE DE TOUTES LES CUBIQUES GAUCHES A TORSION CONSTANTE
1°3 == 1, p=23, Ik peut prendre les valeurs o on 2, la valeur 2 fournit pour
la cubique un point singulier d’ordre 3, ce qui est impossible; on a donc p = 2.
Le cone des binormales est du second degré. Il est surosculateur au cbne isotrope
et coupe la sphére suivant deux coniques, qui sont ici des paraboles sphériques,
c’est-d-dire des sections de la sphére par un plan isotrope.

L’une de ces courbes peut étre prise comme indicatrice. La cubique de M. Lyon,
qu'on obtient par ce procédé, est une courbe dirigée.
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le cOne est du troisieme ordre.

30 3 =3, c’est le cas déja examiné; en général, le cone est encore du troisiéme

ordre. Nous verrons que ces deux derniers cas ne sauraient se présenter.

COURBES DU CINQUIEME DEGRE N AYANT QU UN POINT A L’INFINI

ke peut prend}'o les valeurs o ou 2, la valeur 4 est exclue comme fournissant un
point singulier d’ordre 5; le cone des binormales est donc du lroisiéme ou qua-
tridme ordre, et nous verrons plus loin que la deuxiéme hypothése ne fournit pas
de solution. ‘ : .

Ces exemples suffisent & montrer comment, dans tous les eés, pour une courbe
algébrique A torsion constante dont le degré est donné, la disposition des points
A l'infini étant fixée«comme nous l'avons vu, le cone des binormales est algébrique
et d'un degré déterminé. Si les entiers k ne sont pas donnés d’avance, on a le choix
entre un nombre fini de solutions.

'

[7]' Le genre du cone des hinormales.

Il est clair qu'une courbe A unicursale posséde un cone " unicursal. En général, .
le genre de la courbe ct du cone sont les mémes.

Une courbe A de genre p est en effel représentable par des équations de la
forme :

X = P(w), Y=Q(w), = Z=R(w),

ou P, Q, R sont des fonctions rationnelles des deux variables «, v liées par une rela-
tion algébrique de genre p.

o(uw) =o.
11 est clair que les paramétres directeurs «, 8, v de la binormale sont des fonctions

rationnelles de u, v. Par conséquent, le genre ¢ du cone est au plus égal au genre p
de la courbe A (*).

(*) E. Picard, Traité d’Analyse, t. II, p. 454.
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Inversement, le cone [ ayant une équation de la forme :

les intégrales qui fournissent les valeurs de X, Y, Z devant étre algébriques sont des
. . 8 . 5 -
fonctions rationnelles de —, — . 11 résulte de la méme proposition que p est au plus
v v
égal a ¢, donc ces deux nombres sont ¢gaux. Le genre du céne des binormales est
toujours égal au genre de la courbe.
Naturellement il n’en est pas de méme pour I'indicatrice.

[8] Pour étudier cette question plus a fond, remarquons gu’il exisle sur la

sphére deux classes de courbes neltement différentes :

1° Celles dont I'équation n’est pas symétrique en &, y. On peul alors exprimer

rationnellement & — y en fonction symétrique de x et y.
r—y=o@y, x+7y).
Si Y'on considére le cone ayant son sommet au centre de la sphére et s’appuyant
sur une telle courbe il a lc méme degré que la courbe el coupe & nouveau la sphére

suivant une courbe symétrique de la premiére par rapport au centre.
L’équation d’un tel cone est visiblement de la forme

(@ —y) =Pxy, x +7),

qui devient en coordonnées «, 5,4
A B =T, B, Y),
ot W(x,B,v) est une fraction rationnelle de degré d’homogénéité égal a r.
Réciproquement lout cone I' dont I'équation a cette forme coupe la sphére sui-

vant deux courbes algébriques symétriques.
Donnons-en comme exemple la cubique sphérique :

x'—(y—x)(a+ bxr'—a’)=o,

qui est coupée par le plan de Finfini en trois points confondus. Le cdne s’appuyant

sur cette cubique a une équation de la forme :

plaa(e —if) + 2by — (¢ + if)] = y(x + iB) — 2b(«* + £ + ),

on voit que p est fonction rationnelle de «, 4, .
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L’équation rendue rationnelle est du quatriéme degré, mais le cone du uatriéme
degré eontient un plan :

2 —if=—o;
4

il reste donc un cone de troisiéme degré qui coupe la sphére suivant deux cubiques
gauches symétriques. '

Une circonstance analogue se présente pour toutes les courbes sphériques de
degré impair. Le cone de degré pair : .

mvz + ,62 -{—72_—;—\!2

se décompose.

2° Les courbes dont l'équation est symétrique en x, y; elle ne dépend par

exemple que de xy, ©+y ou encore de x +y, (x—7v)’. C'est la forme & laquelle on

~aboutit généralement lorsque dans 'équation d'un cone de degré v on remplace «, . ¢
par ‘

1T —xy, i(r + ay), x4y,
on obtient alors une équation supposée indécomposable :
b(xy, x+y)=o

de degré v en x et v en y. Son genre par rapport aux variables x,y, x4y est le
genre du cone. Cette courbe sphérique esl coupée en v points par les génératrices
d’un systéme, en v points par les génératrices de 'autre systéme.

[9] Ces notions étant rappelées,bnous pouvons préciser ce que nous avons dit du
genre de l'indicatrice. Toutes les fois qu’elle appartient i la premiére clazse d’équa-
tion non symétrique en x, y, le genre de I'indicatrice est le méme que celui du cdne
et de la courbe. 11 y a méme plus : pour loutes les courbes de genre supérieur a 1,
le fait pour lindicatrice d’avoir méme genre que la courbe entraine la conséquence
qu’elle est de premiére classe.

En effet, il y a correspondance rationnelle entre le cone et1indicatrice, et, d’aprés
le théoréme de Weber (*), cette correspondance est birationnelle dés que les genres

4
sont égaux. Ainsi x, y sont des fonctions rationnelles de i —'(; Par conséquent (x —1y)

1 i

est le carré d’une fonction ralionnelle, et le céne des binormales a une équation de
la forme : '

2B =1

() E. Picard. Traité d’Analyse, tome 11, p. 455. N
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Le théoréme réciproque n’est plus vrai pour les courbes de genre o et 1. L'indi-
catrice et le cone des binormales peuvent parfaitement avoir le méme genre sans
que l'indicatrice soit de premiére classe.

Pour le genre 1 donnons un exemple simple :

x—y=p),
x + y = p(u),

p étant la fonction de Weierstrass. L'indicatrice a comme équation :

(x—y)=bx+y ' —g(c+Yy) —9,;

c’est une courbe sphérique du sixi¢éme degré de genre 1. ~
Le cone directeur est du troisieme degré, également de genre 1. Son équation est

la suivante :

ba + ) + B+ ¥) =37 — ag,q(x — iB) — g,(s— iB)".

Pour le genre o, il peut également exister des indicatrices unicursales, indécom-
posables et symétriques par rapport au centre de la sphére. Le cone des binormales
est alors unicursal, mais il n’a pas la forme d’équation caractéristique. Considérons
en général un cone unicursal n’ayant en commun avec le cone isotrope que des
génératrices d’ordre de multiplicité pair. Il est clair que o*+ #*+ v* est le carré d’'un
polynéme en {. Donc o est fonction rationnelle de ¢ et par conséquent de «, B, v.
L'indicatrice est de premiére classe; elle est unicursale avec ¢ pour paramétre.

Si une 'seule génératrice est d’ordre impair, soit ¢, la valeur de ¢ qui lui corres-

pond, en posant :

[—t, =0

Les coordonnées d’un point de l'indicatrice s’expriment rationnellement en
fonction de 0. L'indicatrice est unicursale, mais 6 n’est plus fonction rationnelle
de «, B, v. On a bien & faire ici & une indicatrice symétrique et indécomposable,
puisque en changeant 6 en — 6-on obtient le point symétrique par rapport au centre
-de la sphere. Il en sera de méme si deux génératrices ¢,, ¢, sont d’ordre impair en

posant :

(t_ t’)(l - tz) - 627

on exprimera ¢ ct 6 en fonction d'un paramétre u; l'indicalrice sera unicursale,
mais le paramétre u ne sera plus fonction rationnelle de «, 8, .

Fac. des Sc., 4° série, t. I. 13
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Si plus de deux génératrices étaient d’ordre impair, Vindicatrice serait de genre
au moins égal & un. .

On voit que, dans le cas des indicatrices unicursales, il peut arriver que ces indi-
catrices soient de premiére classe; le paramétre qui sert & leur représenlalion four-
/nit alors une représentation impropre pour la courbe & torsion conslante; on a en
effet généralement :

_auw4-bu+c
T adwt + bu+

a chaque valeur de ¢ correspondent deux valeurs de u. Quand on décrit I'indicatrice
compléte, on obtient deux fois la courbe & torsion constante. Nous appellerons
courbes doubles les courbes unicursales correspondant & ces indicatrices de seconde
classe.

Donnons un exemple simple d’indicatrice :

x+y="0,

x—y =70,

cette indicatrice est de sixidéme degré, il lui correspond un céne unicursal du troi-
siéme degré :

@+ +)e—iB) ="

On peut, nous le verrons, obtenir des courbes doubles A..

[40] Quand V'indicatrice estde deuxiéme classe, son genre est généralement plus
élevé que celui du cdne. Le cone I" d’ordre v coupe la sphére suivant une courbe
que chaque génératrice rectiligne rencontre en v points. Analytiquement, I'équation
du cdne est la suivante :

‘ F(“J;‘Y —1‘1;—>=o.
x—iy x—Iiy

F(u, v) = o est une relation d’ordre v en u, v, et de genre p.

Donnons quelques indications genérales. Supposons que le céne n’ait comme
génératrices multiples que des génératrices doubles non isotropes et ne coupe le
cone isotrope qu'en des génératrices d’ordre de multiplicité de 2 ou 1. Ce cébne a un
nombre de génératrices doubles égal &

(v— 1)2@ -2,
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douc l'indicatrice posséde deux fois plus de points doubles, c’est-a-dire

(v—1)(v—2)—13p;

elle posséde d’autre part deux points multiples d’ordre v & Vinfini, soit 'équivalent
de v(v‘— 1) points doubles. Enfin chaque génératrice commune a I" et L fournit un
point de contact de T" avec la sphére, et 'intersection posséde un point double en ce
point. Si on appelle g, le nombre des génératrices d’ordre de multiplicité 2, nous
aurons finalement pour le genre P de I'indicatrice :

(v — 1)y —1) = — 1) —2) + 3p—y(y — 1 —g.).
P=ap4+v—1—4g,,

en particulier si toutes les génératrices communes sont d’ordre 2.

!_72: '

P=2p—1.

-

Comme autre application, supposons p = o. Pour que P = o, il faut et il suffit
que g, = v — 1, donc que deux génératrices seulement soient d’ordre de multipli-
cité 1. C’est un résultat que nous avons déja obtenu.

Exemple. — Considérons la courbe d’équation

w'yt — (@ -—y)la@@ +y) + bry(® 4+ y) + cxy + dlx +y) + ] + fle —y)' =o;

c’est l'intersection avec la sphére du cone du quatriéme degré :

(a4 i8) — 4( + B + ) har" + by(a + i8) — c(a + i) (e — i8) + ady(x — i)
+ e(a—if)) + el + B4 1) =0,

ce cone du quatriéme degré a en commun avec le cone isotrope la génératrice
o+ L{j =o, Y=o,

qui compte pour 8. La singularité correspondante de l'indicatrice est un contact du
troisieme ordre de deux branches passant & I'origine, ce qui équivaut A quatre points
doubles (comme s’il y avait quatre génératrices d’ordre 2).

Le céne I est ici en général de genre 3, ce genre peut descendre a 2, { ou 0;
examinons ces différents cas. La courbe posséde en outre de sa singularité a 1'ori-
gine deux points quadruples & I'infini, ce qui vaut douze points doubles ordinaires.
En conséquence, on a le tableau suivant : '

Genreducone : 3, 2, 1, o

Genre de la courbe : 5, 3, 1, décomposition.



94 ' G. DARMOIS.

[144] Nous sommes finalement amenés a distinguer deux classes de courbes
gauches algébriques.

Premiére classe, les cosinus directeurs de la binormale sont des fonctions ration-
nelles sur la surface de Riemann correspondant & la courbe algébrique donnée;
dans ce cas, le cone des binormales coupe la sphére de rayon 1 suivant deux cour-
bes algébriques symétriques dont chacune a méme genre que le cone et la courbe
elle-méme. 1l est possible pour ces courbes de définir analytiquement deux sens sur
la binormale. )

Nous dirons que ce sont des courbes simples; si on parcourt leur indicatrice,
elles sont obtenues une seule fois.

Deuxiéme classe, les cosinus .directeurs de Ja -binormale ne sont pas des fonc-
tions rationnelles. L’indicatrice des binormales est une courbe algébrique indécom-
posable dont le genre est en général différent de celui de la courbe. 1l peut arriver,
si le genre de la courbe donné est o ou 1, que le genre de l'indicatrice soit égale-
ment o ou 1, mais I'indicatrice et la courbe ne sont pas en correspondance biration-
nelle. Les considérations qui terminent ce chapitre sont tout & fait analogues a celles
que l'on trouve développées par G. Darboux (') sur les surfaces minima.

(") T.S., tome 1, 2¢édition, pp. 414 a Aa1.




CHAPITRE 111

(4] La détermination des courbes algébriques A torsion constante peut étre
ramenée a la question suivante, exprimer que les trois intégrales :

. dx + dy
? (x—y)*

V/‘y’dx—}—ady
=) Te=p

ydxr + xdy
(x—y)

o

sont des fonctions algébriques de x, y. Ces deux variables sont liées par une relation
algébrique, dont nous avons appris a prévoir le degré et le genre, étant donnés a
Pavance le degré et le genre de la courbe & obtenir, ainsi que la nature de ses points
a Yinfini.

Une'condilion nécessaire, qui sera suffisante pour les courbes unicursales, est que
ces lrois intégrales soient dépourvues de singularités logarithmiques.

D’aprés la signification des variables &, y, une méme substitution linéaire :

_@w,-}—b . _ay, + b
Texm, + d’ y*cy‘—}-d

équivaut 4 un déplacement de l'indicatrice. Elle transformera les trois intégrales
&, v, { en combinaisons linéaires de &, v,, ¢,. Or nous savons, c’est d’ailleurs évident,
que &, 7, { ne peuvent devenir infinies que si @ —y s’annule, x et y restant finis, ou
si x ou y deviennent infinis. Si une seule de ces variables augmente indéfiniment, la

PO S \ : \ . ot
substitution —, — nous raméne au cas ou x, y ont des valeurs finies différentes.
: 'y ;

Si « et y deviennent infinis lous les deux, la méme substitution nous raméne au cas
ot ils s'annulent tous deux.

En résumé, pour I'étude des infinis des fonctions Z,v,{ on peut supposer que
x —y s’annulent, x et y restant finis; on peut méme supposer qu’ils s’annulent tous
les deux, cela revient & faire une nouvelle substitution. _

C’est le résultat deji obtenu au chapitre (2) paragraphe 3, et nous avons vu
quelle forme nous pouvons donner au développement de x, y. Nous allons mainte-
nant examiner pour toutes les valeurs des entiers p, k, & quelles conditions les
dz dn df

AT sont nuls tous les trois.

résidus des trois fonctions
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2] V p=1, k=o, n=ri.
On peut prendre pour x,y

r=at+al’+al’ + ...,
y=(a,—nl+al*+al’ 4 ... .

L’intégrale { fournit la condition a,=o; l'intégrale { donne :

a(a, —1)=o.

Nous choisirons la solution a,=1, ce qui donne :

x=t+al + ...,
y = aata'—}—....

La génératrice rectiligne y—o de la sphére coupe l'indicatrice en trois points
confondus, et cette condition est suffisante. Si nous avions pris a,—o, nous aurions
trouvé comme tangente stationnaire la génératrice x=o.

L’indicatrice aura donc une équation de la forme :

y—a@—y’—ale—y)'...=o.

La deuxiéme branche de I'indicatrice, quand elle existe, a une équation

*+a(x—y)—alr—y) ... =o,

qu’on obtient en permutant x et y, et I'ensemble peut étre représenté par :

xy—a(x—y)...=o,
les termes non écrits étant de degré supérieur en x, y. Réciproquen;ent, une indi-
catrice dont I'équation est de cette forme a un point double a l'origine : les deux
droites x =0, y=—o0 sont tangentes stationnaires, et les deux branches sont repré-
sentables par des développements analogues a ceux donnés plus haut.
On peut transformer cette derniére condition en utilisant le cone des binormales.
Son équation prend la forme :

o+ if 16.9‘/
x—if 'S(a—i‘(ﬁ)"”

= 0

et le plan tangent a ce cone suivant la génératrice considérée le coupe suivant quatre

génératrices confondues avec la droite isotrope :

a4 i, y=o.
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Nous avons deux condilions géométriques équivalentes également simples :

L’indicatrice a deux branches distinctes dont chacune coupe le plan de l'infini en
un point d’'ordre 1 dans l'intersection. Une génératrice rectiligne de la sphére ren-
contre une branche, I'autre génératrice rectiligne rencontre I'autre branche en trois
points confondus. '

Le cone des binormales est tangent au cdne isotrope, son plan tangent le coupe
suivant quatre génératrices confondues.

[3] La courbe & torsion constante a pour équations :

N QY = pl-f(iﬁf’-t‘i__—> ar,

3a tt
X+[Y:—Qiﬂ:/‘<-—ui{-+lé—a‘[——>d[,

zz_m_/ faf + Oa,l" ... +£“3’ o,

ou encore :
N—Y=—2it[1—6al' 4+ ...],
N+ iY=—2it[al'+ a4+ ...],

I
Z:—2[‘r|j2a$ld +-altt .. .:l,
2

T= t.

Le point & I'infini est :

X 4+ iY =o, Z=—o, T=o0.

La langente est stationnaire, le plan osculateur isotrope est également station-
naire.

Tout ce que nous venons de dire ne suppose qu’une chose, que la courbe & torsion
constante est analytique dans le domaine du point & I'infini considéré.

[4] Etudions maintenant le cas d’une courbe & torsion constante tangente au
plan de I'infini, le contact étant d’ordre 1

p=2, k=o.

L'indicatrice est indécomposable, et d’aprés le chapitre II, § 5, on peut donner a
cette équation la forme :
r=a6"+ 0+ a6 +a6°4 ...,
y=a6 —6 4+ ab" 4 a,6°+ ....
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La premiére intégrale donne immédiatement la condition a,=o.

La deuxiéme intégrale donne la condition a¢,=o, mais alors le résidu de la Lroi-
siéme intégrale ne saurait étre nul, il est égal & —G. On peut donc énoncer le
résultat suivant qui va bien au deld, comme nous I'avons remarqué, des courbes
algébriques : ‘

Il ne saurait exister de courbes analytiques & torsion constante ayant un contact .
simple avec le plan de l'infini. '

[8] Contact d’ordre 2 avec le plan de l'infini

p=3, k=o, n=a.

Nous pouvons adopler les développements suivants :

r=al+al’+al'+al'+ ...,

1
) y=al+@—nNt+al' +al* 4 ....

On voit aisément que les conditions sont :

1 1
qi:;’ 2a‘a3=Z, a,=—o.

Nous allons voir que cet ensemble de conditions cst susceptible d’une interpré-
tation géométrique simple.

[6] Le principe de la méthode consiste & chercher une équation de U'indicalrice.
Comme il est évident que le probléme qui nous intéresse est indépendant des coeffi-
cients de rang supérieur ou égal a 5, il ne faut qu’une équation approchée, propre
a représenter les termes utiles. Or on peut mettre sous diverses formes le résultat
de I’élimination de {. Par exemple, la valeur de ¢ en fonction de a -étant calculée,
ou aura :

ai(x —y)=a" + a,x" + [3,90‘.+ 3 x4 ..,

’
les termes & partir de 3,x° sont sans inlérét pour nous. Appelons pour un instant Y
la différence x — y, on aura :

alY =2+ o’ + Ba' oy’ 4

On peut dans cette équation remplacer dans un lerme quelconque x* par sa
valeur en fonction de Y et de x, le terme en x* fournirail un terme en Y* et 2Y* par
la suite d’opérations

=r (@Y —a2 . . )= Y@ Y —axt ) — a2,

A a2 4 e 5
xt=a; Y’ —«, a;xY o, x’.
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On voit aisément qu’on peut par cette méthode obtenir une équation équivalente
a la proposée, et ou les termes sont de degré minimum, c’est la suivante :

a;Y =2+ 8xY + Y 3 4+ L,
Les termes non écrits étant du sixiéme ordre, nous les supprimerons et nous
considérerons I’équation (2)
(2) @)Y = o + 8xY + vY* 4 3x Y.
Le point £ = o, Y = o de cette courbe algébrique est I'origine d'un cycle qu’on
peut faire coincider jusqu'aux termes du quatriéme degré inclus, avec le cycle i.

Nous dirons que I'équation (2) est une équation rapprochée réduite du cycle 1.
11 faut et il suffit que l'on ait

|Ci'1

f—=—2a,, v=a;—2q,aq,,

; s — 2q,.
Remarquons qu’étant donnée une courbe tangente 4 la droite Y= o, 'si 'on veut
déterminer jusqu’aux termes du quatri¢tme degré le cycle dorigine (o, 0), il faut

considérer I'’ensemble des termes :

(B) @Y =u'+ 52y + 1Y + Az’ + BeY + CxY* + Dz* + ExY + Fo?,

ou figurent tous les termes d’ordre inférieur a 6.
Au point de vue ot nous nous placons, il existe pour cette courbe une réduite

et une seule dépendant de quatre paramétres :

a,B8,v,9.

Ces quatre paramétres sont des fonctions des coefficients B, tys - D, E, F. Leur
signification est la suivante : Si I'on veut exprimer que deux courbes ont un contact
du cinquiéme ordre, il suffit d’exprimer que les réduites sont les mémes, c’est-a-
dire que les quatre fonctions ont la méme valeur pour les deux courbes.

Toute propriété ne faisant intervenir dans les développements (1) que les termes
jusqu’au quatriéme ordre s’exprimera pour la courbe par une relation entre les
coefficients de la réduite.

[7] Appliquons ces généralités au probléme que nous avons en vue.
Nous trouvons immédiatement :

o
o

fﬁ:—], '{‘:_‘0,

Fac. des Sc., 4° série, t. I. 14
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"La condition nécessaire et suffisante pour que les trois résidus soient nuls est la
suivante :

L’indicatrice doit avoir six points communs (confondus a l'origine) avec la
courbe :

4) aY=x"—xY, a;(x—y)=uxy.

Cette forme élégante est devenue indépendante de toute représentation paramé-
trique. La courbe représentée par cetle équation réduite est une courbe plane tan-

gente au plan de l'infini. C’est une parabole sphérique section de la sphére par un
plan isotrope.

La courbe dont elle est I'indicatrice n’est autre que la cubique gauche a torsion
constante découverte par M. Lyon. La chose est évidente, puisque cette courbe n’a
comme l'indicatrice quun point 4 I'infini et qu’il compte pour trois.

. I . . > fg e X
Par la transformation g —}7 qui est réelle (c’est une symétrie par rapport a ox),

on raméne I’équation de 'indicatrice & la forme :

.’L'—-y:Qh,

w=h+1(, y=—h+1,
s 2l L
= Whr T a2k’
; N ° I
‘q:fi(-l—z]—-hi—__,h—)dt:L—%—+hzl:|2—’f,
. atdl T
=) =

t
Et enfin, en posant - =T :

h
X—iv= S
— 1Y = -E’
fx+n=_nh<T+r>, ‘
l=—Ix L
\ 2

s
A une homothétie prés, ces cubiques gauches dépendent du seul paramétre h

réel ou imaginaire. ’ '
On pourrait méme croire qu’en faisant la transformation Ax, hy, on peut faire

disparaitre h. Or cette transformation est bien un déplacement, mais il est en géné-
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ral imaginaire. C’est une rotation autour de I'axe oz, mais I'angle de rotation n’est
réel que si le module de & est égal 4 1. On voit que cette transformation permet
toutefois de faire disparaitre de h la partie imaginaire. . _

En résumé, la cubique gauche de M. Lyon dépend, & une homothétie prés, d’'un
seul paramétre réel A.

. /
|8] La courbe A: est donnée, en général, par les équations suivanles :

/ . .| 2a 6a,
¢ X — Y = — air _3323‘-.4— —t—"——loaﬁl...],

X +iY= it —%&—{-—%—t—*—)\tﬁ...:l,

N . 7
7 = 2T ——[;—-{- ol J

Le point & I'infini est

X +iY=o0, Z=o.

Le plan osculateur est le plan de Uinfini.

[9] Nous avons la propriété caractéristique de I'indicatrice. Si cette courbe est
indécomposée, elle comprend deux branches analytiquement distinctes passant au
point donné. Une de ces branches a six points communs avec la parabole sphé-
rique :

xy —aj(x —y)=o.

L’autre branche a six points communs avec :

xy + a(x —y) =o.

Si nous considérons le cone passant par ces deux courbes, d’équation

x'y' — aj(x—y) =o,
) (« + i8) —haj[a" + 8° + ¥*] == o.

on se rend compte immédiatement par substitution de a, 8, v que le cone des binor-
males de la courbe doit avoir avec ce cone (5) huit génératrices communes confon-
dues avec la génératrice

«+ if=o, v —=o.

Cette condition est suffisante.
_Le cone (5) est surosculateur au cone isotrope le long de cette génératrice.
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[10] Nous allons étudier en détail le cas un peu plus compliqué :

p=>, k—=o, n=3;
on aura les développements :

v=al+all+al + ... 4+al" + ...,
(0

ve=al.. Fla,— 00 dalt 4+

Les conditions que les résidus soient nuls s’expriment par :

! —
(1,;—0,

(a) <a(na, +a,a) 4+ ala,—1)=o,

92 3 -
Saja, + al + 6n,a,aq,

3/11(10:‘().

On voit que les termes au-dela du sixiéme ne jouent aucun role.
Les six coeflicients utiles sont liés par trois relations,

Nous allons appliquer & l'interprétation géométrique de ces relations les princi-
pes qui nous ont servi.

[44] 1l s’agit en somme de trouver une équation algébrique susceptible de repré-
senter les termes uliles des développements. La représentation de Newton va nous
permettre d’opérer de fagon intuitive. Nous adopterons pour un instant la notation

r—y=Y.
&

P
Do
D
/

1 \1
/

el
o X

L’expression de Y en fonction de « peut prendre la forme

i o 3 4 A5 |
aY =+ 8 a4kt

ot les termes & partir de kx" sont sans intérét. Nous ne ferons figurer que les termes
d’ordre inférieur a g.
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L’équation doit contenir un terme en Y, un terme en x’; la droite o 4 38 =9
limite les termes utiles. ,
Les termes du troisiéme ordre sont :

«® 6° ordre : Y'Y, af,

4 ordre 1 xY, xt,. 7oordre t 0 xY 'Y, &,

5 ordre 1 2*Y, r°, 8 orvdre 1 2*Y:, Y, x.
)

Ce sont tous les termes qu’il faudrait conserver dans I'équation d’une indicatrice
donnée si 1’on voulait obtenir les développements avec leurs termes utiles.

Mais nous voulons une équation contenant le moindre nombre de termes, et au
degré le moins élevé.

11 est clair qu’il va nous suffire de considérer 1’équation :

(2) aY = 2* 4+ bxY + cx*Y + dY® 4 exY* 4 fx*Y:,

On voit aisément que pour que les courbes (2) et (1) aient neuf points communs
confondus, il faut et il suffit que les six coefficients a, b, ¢, d, e, f aient les valeurs
suivantes :

3
17 - -

a—a

b=—3a,qa,,

¢c=—3a,,
d=3a,a,a,— 3aia, — a;,
e=3a; —3(a,a, + a,a.y,
f:——SaG.

Ainsi la réduite est bien déterminée.

Nous avons marqué d’un rond les termes de la réduite.

Dans les termes utiles de I'équation d’une indicatrice doivent figurer en outre
“les termes marqués d’une croix. 11 faudra donc écrire une équation de la forme :

2t +ar+ ... +ex’] + YD+ Ex ... + Ke] + Y [A + Br + Ca®] = o.

Pour toute équation de cette forme, il existe une réduite et une seule, et ’'on
calcule aisément abc, def, en fonction de tous les coefficients. Ces six quantités
a, b, c,d,e, f doivent permettre d’exprimer une propriété quelconque ne dépendant
que des termes jusqu’au sixiéme degré.

Deux courbes de la forme (3) auront un contact du huitiéme ordre quand les
six quantités a, b, ¢, d, e, f ont la méme valeur pour ces deux courbes.

Nos trois conditions doivent s’exprimer par des relations entre ces quantités.
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[42] Si I'on tient compte en effet des conditions (a), on obtient :

JS=o,

e:c(c+ 1)’
2

d=0b(c +1).

Telle est la forme remarquablement simple que prennent les conditions trou-
vées. L’équation réduite est donc :

) =Y — b — e’ —¥?| be + 1) 4 SEFY Jc:l )
2

Et nous pouvons résumer toute cette recherche par le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une indicatrice représentable par les
équations (1) fournisse une courbe & torsion constante analytique dans le domaine-
du point ¢ = o, et que cette indicatrice ait avec la courbe (4) un contact d’ordre 8,
c’est-A-dire neuf points communs confondus au point x = o, y = o.

" [48] Le résultat obtenu a la méme forme et la méme simplicité que celui du
paragraphe 7; on peut relever une différence. Les variables x, y que nous employons
ne sont pas parfaitement déterminées; on pourrait en effet, sans changer I'indica-
trice ni le point & = o, y = o, leur substituer

[O¥ 4 wy
J," —_—, y‘ _ ——.
1 — LX L— Ay

Cette substitution, effectuée dans 'équation réduite du paragraphe 7, redonne :

"Jaj (xg - ya) =LY,

c’est-a-dire I'équation réduite relative aux nouvelles variables.

Il n’en est pas de méme dans le cas présent. La substitution linéaire, faite dans
I’équation réduite (4), ne donne plus une équation ayant la forme réduite; elle con-
tient en général tous les termes marqués d’une croix dans la figure 1. 1l existe pour
cette nouvelle équation une forme réduite. Nous allons voir qu'elle est liée trés
simplement & (4).

Pour cela nous prendrons la substitution sous la forme :

o' 'y

Ly =T, \—
1 — 1
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Ces équations fournissent x,, y, en fonction de f. Si I'on pose alors

_pn3
Li— Y, — b
On exprimera { en fonction de 8, et I’on a pour les deux premiers termes du dé-

veloppement :

0 IN(
t = — I— __a1 0_ )
[0} o _

«ce qui fournit enfin pour x,, v, :
3%, =a,0'0 + g,06" + a8 ...,

Y, ==a,0°0 + a,0b + (a,—1)6° .. ..

v

On voit que les trois parameétres de 1’équation réduite

a:af, b:—a,ag, ():—3(13

sont devenus :
ol =ajo’, B=10bwv", y==c.

Ainsi a est multiplié par le carré du déterminant de la substitution, b est multi-
plié par ce déterminant, ¢ reste invariable. Les trois fonctions a, b,.¢c sont donc des

2

invariants relativement & cette transformation, — et ¢ étant des invariants absolus.
c
La signification de a, b, ¢ étant ainsi précisée, on.peut dire que nous avons mis
sous une forme entiérement géométrique les conditions du probléme.

= — 1 fournit la

[14] Nous pouvons examiner quelques cas particuliers: ¢

réduite :
' = (x — y)(a—bx + &),

c’est une cubique gauche sphérique, évidemment unicursale. Elle est I'indicatrice
d'une courbe & torsion constante du cinquiéme degré n’ayant quun point a I'infini

et dépendant de deux constantes arbitraires.
b == 0, ¢ = o fournit la réduite :
' = a(x—y),

qui est une quartique sphérique unicursale. Elle a deux points & l'infini t =y =o
qui compte pour trois, et le point & = y == oo, qui compte pour un. 1l lui corres-
pond une courbe & torsion constante du sixiéme degré qui a deux points & l'infini,

comptant respecfivement pour 5 et 1.
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[45] 11 nous reste, pour terminer cette question, a voir comment s’énoncent les.
propriétés relatives aux cones des binormales. Pour cela, il faut considérer I'indica-
trice compléte, c’est-a-dire I’ensemble constitué par la branche (1) et sa symétrique
par rapport & la droite x — y = o.

La premiére branche a un contact du huitieéme ordre avec la réduite :

@ 2 Y [ — b — cat] + V[b(c )+ i(f_i‘_) xl —o.

La deuxiéme branche a un contact du huitiéme ordre avec la réduite :

@ y”+\7[a—bw~ax*]+Y2[l)(c+1)+C(_£2_4_])y]:0_

Le cone contenant ces deux courbes a comme équation :

clc + 1)

£y + \“-‘l —a+ab@+y) ...+ wy(x* + ye)]
ce+1)le+3) -
et ey,

+Y‘Lb2(c+ Die+2)+ ... +

I1 faut maintenant faire les substitutions :

x— 18
Ty = ——>, x4y =
«—18

2y yr oAl + 5+ )
x— %’ T (a—iBy

Si I'on remplace dans 1’équation obtenue les coordonnées «, 8, v par leurs valeurs.
en fonction de £, on voit facilement que le résultat est du douzidme ordre en ¢, puis-
que I'un des facteurs est du neuviéme ordre, l'autre du troisiéme. Il suffit donc de-
conserver dans I'équation du cone les termes d’ordre inférieur & douze. En particu- -
lier, les termes en Y* sont sans intérét. Posons maintenant :

} X —Y*
.U—}—y:x, a’y:———a—-———-,
nous obtiendrons :
X* o ( HN—b 3 »
®) —S,::JrY’L~a*,+abx+ﬁ(—?c—f7>——>x’~?\*]:o.
41 y

Telle est I'équation réduite du cone des binormales oti 'on n’a gardé que les.
termes d’ordre inférieur & douze. Pour avoir I'équation sous la forme habituelle, il.
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2y MG 8+ )
a—1if (x——if)?

tion d'un cone qui a en commun avec le cone isotrope une génératrice comptant

faudrait remplacer X par

. On obtient ainsi I'équa-

pour six :

a4+ if=o, v=o.

Le cone des binormales a en commun avec ce cone cette méme génératrice comp-
tant pour douze.

Inversement, si ’équation (5) est du douziéme ordre par rapport & X, on en
tirera :

Y=y T8

-

(a*— abX ...y

Les cofficients de Y jusqu’au huitiéme ordre inclus ne dépendront que des cons-
tantes qui figurent dans (3), et il est facile de montrer (nous le ferons en détail plus
tard) que pour 'indicatrice (5) les trois intégrales n’ont pas de singularités logarith-
miques. .

Aipsi, la condition nécessaire et suffisante est que le cone des binormales ait
douze génératrices communes confondues avec le cone (5).

[16] Donnons une application de ces considérations & la recherche des courbes
algébriques & torsion constante du cinquiéme degré n'ayant a I'infini qu'un point
comptant pour 5. Le cone des binormales a en commun avec le cone isotrope une
seule génératrice comptant pour 6; il est donc du troisi¢éme degré, et I'on trouve
aisément les équations de I'indicatrice et du cone :

'y’ + (¢ — y’[A(x + y) + Bxy + C] = o,
(2 + 18) — 4(x* + B8* + ¥)[2A7 — B(2 + i) + C(a — i8)] = o.

Ce cone est de genre 1 ou o, ainsi que la courbe. L’indicatrice est du sixiéme
degré, elle posséde & I'origine deux branches ayant un contact du deuxiéme ordre,
ce qui diminue le genre de 3, plus deux points triples A I'infini, ce qui diminue le
genre de 6; le genre est donc bien 1, conformément & la formule générale P— ap — 1,
qui s’applique & ce cas. Si le cone est de genre o, I'indicatrice se décompose en deux
cubiques, c’est ce que nous avons étudié au début du paragraphe 14.

Nous verrons plus tard que, dans le cas ot le cone est de genre 1, les intégrales
ne sauraient étre algébriques, et qu’il n’y a par conséquent pas de courbe de genre
différent de o appartenant a cette classe.

Fac. des Sc., 4¢ série, t. 1. . 15
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Pour cette courbe, les conditions du paragraphe 15 sont remplies d’elles-mémes.
Cela est évident, puisqu’il n’y a qu'un seul pdle pour les intégrales considérées, le
résidu est forcément nul.

On trouve, en transformant I'équation (6) avec les variables X, Y, la forme :

AN 4 : BN 3\
— Y e AN — — —
5 R A > ©

en laissant de cdté les termes d’ordre supérieur & 12.

[47] Jusqu’'ici nous n’avons étudié que des cas ou le point & I'infini était d’ordre 1
sur la courbe & torsion constante, c’est-a-dire k=o0. Nous allons commencer par le
cas le plus simple, ot k est différent de zéro

p:g, l{:[, n-—a.

L’indicatrice a I'une de ses branches représentée par :

c=a,ll + ' +al'+ ...,
y=(a,— )+ al +al + ... .

La premiére intégrale donne : ¢, =o.

La troisiéme intégrale : a,(a,—1)=0.

Nous prendrons a,—1.

Quant A la deuxiéme intégrale, elle ne fournit pas de condition. En résumé

. y=al'+arl+ ...,
() o
r—y=Y=~_".
Nous allons appliquer & U'interprétation de ces conditions les méthodes qui nous
ont réussi jusqu’ici.

[48] Portous en abscisses (*) les exposants de y, en ordonnées les exposants de Y.
Les termes y* et Y* doivent figurer. Quels sont les termes a exclure? Nous allons
chercher pour combien doit &tre compté le point commun & deux courbes repré-
sentées par des équalions de la forme (1), les termes étant les mémes jusqu'au
quatriéme ordre inclus. Il est clair que le résultat de I'élimination de ¢ est pour la
premiére courbe :

y—all—al'—al .. Yy—al®—al"—al’ .. .)=o0,

(*) Le lecteur esl pri¢ de faire la figure.
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ou f et ¢’ sont les deux racines de :

r=Y.

Dans celte équation qui prend la forme

F(y, Y) =o,

il faut substituer ensuite les coordonnées d'un point de la deuxiéme courbe, le para-
métre étant appelé £, et chercher l'ordreen £, de F(y, Y). Il est évident que ¢, est
égal soit & ¢, soit & ¢'. Dés lors, 'ordre d’un des facteurs est 5, I'autre est 3, donc le
produit est d’ordre 8; ce sont les termes de cet ordre qu’il nous faut exclure.

La limite est fournie par la droite :

Ja 4 28 =38.

les termes qui peuvent intervenir sont donc y*, yY*, y°, et la forme réduite est ici :
q YLyyhy

alY' —y + byY* = o.

On trouve aisément la valeur de b = 24, : ainsi I'équation réduite devient :

(2) Y (x—y)—y =o.

La condition nécessaire et suffisante pour que lindicatrice (1) fournisse une
courbe 4 torsion constante analytique dans le domaine du point {—o0 est qu’elle ait,
en commun avec la courbe (2), huit points confondus au point & : y=o.

~ [49] Celte courbe (2) est une courbe sphérique unicursale du sixiéme degré.
Si on la prend comme indicatrice, il lui correspond la courbe : '

I 6a

e 3

T

I

SN

6 .
n=al’ + 2a}t* 4 5 at,

|

{=ba,l + 3at’.

elle est du septiéme degré, avec deux points i Vinfini, le premier est un point sin-
gulier d’ordre 2, le deuxiéme est un point singulier d’ordre 3; ils comptent respec-
tivement pour deux et pour quatre; leurs caractéristiques sont les suivantes :

p,=2, k41, p,=5, k,=2.

2
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[20] H pous reste & étudier le cas ou I'indicatrice étant de deuxiéme classe, il
faut considérer les deux branches. Tl existe alors deux réduites :

o
2

a,(x —y)'—y=o,

a(x—y)y+rt=o0
qui se trouvent sur le cone
ajic—v)' —a2'y + a (v —v)'(x +v)=o
par un raisonnement analogue a celui du paragraphe 15 on constatera que ce cone

posséde, en commun avec le cone des binormales, une génératrice comptant pour 12,
et qu’il suffit de conserver les termes :

:L_‘:ly'.!

a4y (% —3)"(® + ),
ce qui donne le cone :

B (2 5% (2 — %) — 32 (2 + &+ ¥ v = o.

i

Nous n’insistons pas sur ce genre de considérations, que nous retrouverons d’une
fagon tout & fait générale au chapitre suivant.

[21] Nous allons aborder maintenant I'élude du cas le plus simple ot I'indica-
trice est de deuxiéme classe dans le domaine du point considéré

p=h, k=o.

Les développements sont alors

r= O4ab+...+a0""+ ...,

\
1 )
® r(y:~—0‘"‘+alﬁ“'+...+a50“’+....

Nons utiliserons les nouvelles variables

T, = )’_—-all+a,_f+...+a,;l‘”’+
2 * - !

—= 6" }’i = .
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<e qui nous fournit les équations de I'indicatrice ou du cone des binormales.
On trouve aisément les trois conditions du probléme :
[ a, = o,
3) cafaa, +ao)=1,
aa,+a, —o.
On voit que les seuls termes utiles sont les cing premiers. Ils sont liés par trois
relations.

[22] Nous allons, pour cette forme nouvelle, donner une interprétation géomé-
trique de ces conditions, en nous inspirant des mémes idées. Il est immédiat ici que
~1a relation doit &tre mise sous la forme

(b) F(x,, y;) = o,

B sera I'exposant des termes en y;. Pour déduire d’une équation (4) des développe-
ments (2) jusqu'aux termes du cinquiéme ordre, il faut retenir dans F les termes
d’ordre inférieur & 10, et inversement on peut trouver une équation (4) telle que le
résultat de substitution des expressions (2) soit divisible par {*.

g
(%)

0 X ()
La forme réduite sera choisie de fagon que les termes qui y figurent soient du

degré le moins élevé possible. On prendra :
(5) x;— ¥z, + x4 2,2 + ...+ ozl =o.
Les coefficients « sont déterminés de facon unique par :

« = q

0 17
v, = bala,,
a, = ba,(a,a, + al),
o, = d(aa, + a,a,),

o, = da,,
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et nous savons, comme l'indique le raisonnement général déja présenté, que toute
propriéte n’intéressant que les coefficients a,, a,, ..., a, se traduira par des relations.

entre les «. On trouve ici, en utilisant (3)

la réduite prend la forme :

(6) x,— Y 2, + 22, +

La condition nécessaire et suffisante pour que l'indicatrice (2) fournisse une
courbe & torsion constante analytique dans le domaine du point {=o, est qu’elle ait
en commun, avec la courbe (6), dix points confondus en x=o0, y=o.

[23] Sil'on se reporte au paragraphe 15, on verra qu’en posant X =2x,, Y=2y,.
L’équation (5) de ce paragraphe devient

6 2 2 6,4 .
X, —Y a0+alxl+az.ll—;ar;j —= 0.

Elle présente les plus grandes analogies avec I'équation (6) que nous venons
d’obtenir. ‘

(24] p:3, k=,
S :\a20‘+05+...,

ly =abt—¢ + ....

Les conditions du probléme sont les conditions (3) paragraphe 21, ou il suffit de:
faire a,—o. Il faut donc a,=o, et I'on voit que la deuxiéme équation n’est pas.

satisfaite.
Ainsi il n’y a pas de courbe analytique & torsion constante pouvant présenter

cette disposition.

[25] p=h, k=2,
\'w:aao“—}-@’—*—u‘b‘{—

() (y:agﬁ‘—e’—{—a‘!f—{—....

Les trois conditions sont ici réduites & deux

:0,

7/
\ 4,
( 2(13a‘——l = 0.
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Le probléme est possible. Posons :

i x4y ) .
&(L‘l: '::(l:{[“+...+(77[‘+.,,,
9
(2) \ /
’ j e /x—yy® ;
r;yx_—:‘_ = [".
\ "2

Pour appliquer la méthode habituelle, demandons-nous d’abord I'ordre de mul-.
tiplicité de l'origine dans l'intersection de deux courbes (2) ayant en commun tous
les termes jusqu'd a,t’. On éliminera ¢ pour I'une d’elles en formant le produit de

sept facteurs

H(r, —a, —a,l') = Fz,y}),

ou ¢ prend pour valeurs les sept racines de ' =y,

L’ordre de F, si I'on substitue maintenant les coordonnées de l'autre coutbe,
s’obtient immédiatement en remarquant que I'un des facteurs est du huitiéme ordre,
les six autres étant du troisiéme. Ainsi le point commun compte pour 26. C’est en
partant de 14 que nous devons choisir les termes qui resteront dans l'équation

réduite.

B(y2)

@)
Y

&)
AN 24
&)
A\ 4

®

0 o (XD

L’ordre 21 comprend les termes (7,0) (0,3)

— 22 — (5,0)
— 23 ‘ — "(3,2)
— 24 — (8,0) (1,3)
— 25 — (6,1)

Il nous suffira de garder les termes

(7,0) (0,3) (3,1) (3,2) (1,3) (6,1).
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L’équation réduite aura la forme :
®) T+ il 4 2w + ¥ st 4 Y+ ) = o,

qui contient bien cing coefficients comme les équations (2).
On trouve immeédiatement

%= 74,4, = —

[CEEN |

. Un calcul un peu long, mais sans difficulté, donne ensuite les valeurs de B, vx
puis enfin

Telle est la forme réduite remarquablement simple de ’équation de V'indicatrice,
et I'on peut dire que :

La condition nécessaire et suffisante pour que I'indicatrice (2) du présent para--
graphe fournisse une courbe & torsion constante analytique dans le domaine du.
point {=o0 qu’elle ait en commun avec la courbe :

-

®) 2 — Ly 4 8,2y + (1, + vyl = o,

2

26 points confondus au point z=o0, y=o0.




CHAPITRE 1V

Généralisation des résultats obtcnus. — Le cone des binormales doit avoir en commun,
avec un cone indéterminé, une génératrice isotrope comptant pour un nombre entier,
fonction connue de n, k.

[1] Nous avons dans le chapitre précédent étudié les cas les plus simples dans
les différentes hypothéses ot p 4 1 + k est pair ou impair, k& étant nul ou différent
de zéro.

Dans chaque cas, nous avons obtenu, par une méthode naturelle, les conditions
du probléme, et nous avons pu, suivant des principes uniformes, donner & ces
conditions une forme géométrique assez simple.

Nous allons consacrer le présent chapitre & la généralisation compléte' de ces

résultats.

(2] Examinons d’abord le cas général ou k élant nul, p + 1 est pair; on aura
avec les notations habituelles :

x=Za;t',

1
™) r—y=Y=1".

Nous proposons de démontrer directement le théoréme suivant qui généralise le
résultat du paragraphe 12, chapitre III :

La condition nécessaire et suffisante pour que Iindicatrice (1) fournisse une
courbe & torsion constante analytique dans le domaine du point ¢ = o, est que cette
indicatrice ait en commun avec la courbe (2)

() 2"=Y[a + 0z + 0@ ... + 2, 2" — bz — ¢z

— Y2L§$0 +Bx...+blc+nx"+ ww”_i,
2

3n points confondus en x = o, y = o.
Nous allons montrer d’abord qu’au sens ol nous avons employé ce mot, une
indicatrice (1) posséde toujours une réduite

(2') (E" = an—a (1‘) - Yﬂan—a (.’L’) 4
autrement dit, si 'on se borne aux termes de degré au plus égal A 2n, les deux

représentations (1) et (2) de I'indicatrice sont équivalentes.

Fac. des Sec., 4° série, t. 1. 16
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Nous montrerons ensuite que pour la courbe (2) les intégrales de notre probléme
u'ont pas de singularités logarithmiques pour la valeur x = o.

Pour obtenir I'équation de I'indicatrice par élimination de ¢, il suffit en effet de
former le produit de n facteurs :

[I(x— Za,t"),

t; étant I'une des racines dé :

"=Y.

Cette équation développée prend la forme :

' —YP,_ (x) +Y*Q,_ (x) + YR, (x) =o.

Série entiére en Y dont les coefficients sont des polyndmes de degré n — 1 en x,
le terme indépendant de Y étant x".

Inversement, si remplacant dans une telle équation Y par %, on cherche & déter-
miner un développement de x qui satisfasse identiquement & cette équation, les 2n
premiers coeflicients ne dépendront que des coefficients de P,_,, Q,_,. Cela est clair
de diverses fagons : la plus simple consiste4 remarquer que le développement de Y
en fonction de x, jusqu’au terme en x™ exclu, ne dépend que de P,_,, Q, ..

Ainsi, on peut se borner & dire que pour toute indicatrice (1) il existe une
courbe : ’

(3) " —Y P?L—i (x) + szQll—i (‘T) =0,

telle que (1) et (3) aient en commun 3n points confondus, puisque 3n est le degré
du premier terme qu’on a négligé.

Inversement, & toute courbe (3) correspond un cycle (1) dont le point x = o,
y = o est lorigine, et les coefficients des an premiers termes du développement
de z s'obtiennent en exprimant que l'expression (3) est d’ordre 3n en ¢, ce qui donne
an équations. Nous allons donner une méthode rapide qui permettrait d’effectuer
ce calcul; mais ce point est établi dés maintenant : les formes (1) et (3) sont équi-
valentes.

Limitons-nous donc & une équation (3) et voyons ce que deviennent les trois
intégrales a calculer. Nous rappellerons d’abord un résultat bien connu de cette

théorie, savoir qu’il faut et il suffit que soient analytiques les trois intégrales sui-

vantes (') :
dx ydx ydx
./(w—y)" f(ﬂ:—y)“ ./(r—yY'

(*y Darboux, T. S., tome IV, p. 431.
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elles deviennent :

dx (x—1y)dx /(Jc—y) dx
Yg ’ Y:: ’

Or on a pour la courbe (3) :

I (Pll—l X’QIL l)= P (Plt'—l _ YQH—!\)‘:

Y Y(P,_,—YQ,) "

On voit immédiatement que la valeur de Y est :
: 1
2

I.

E’,
2Q

P
Y =) Pll—l - PnAi I:I - ['x” #
l Q

n—1

‘ t
Nous aurons donc, si nous le désirons, par simple multiplication ou division, le
développement de Y. 11 nous suffit ici de savoir que :

n

Y= -xP— + 0z,
1 P? — 2Qux"
= @),

6(x), M) étant holomorphes. On obtient ensuite successivement

x—y  o(P*—2Qx")—Px"

Yz - x-zn + i (x) 4
(x—y)  x'(P*—2Qx") — 2Px"™ )
Yv,», — $~zn + {(‘”) ’

o, v étant des fonctions holomorphes.
On a donc immédiatement les conditions que pour ces fonctions aient leurs

résidus nuls.
Posons :

n—1i
- = E,kak, Q= Eﬁklk
-0

Les trois résidus sont :

. — (
b 2ijn-1 ’
o=, — 2x$n— Xp—y s
— @ -
;’:5 - 2“71 1 n— 2‘5"_3 21n‘2
On a donc les conditions :
l"’*l(zll—l - l) v

(v — (4 L, R
:Ln»q =0, jn—" - ’ P Xu—s (an~1 - l)’

2
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avec des notations un peu différentes :

z = —2C, o =—0

Tn—1 n—2 ’

clc+1)
Bn—l:O’ ;’5”72: 9 ’ 1{5”_3:/;((' + I)'
C’est le résultat énoncé au début du présent paragraphe, résultat qui se trouve
ainsi complétement démontré,

[3] Etudions quelques cas particuliers. Si ¢= — 1, les coefficients §; étant nuls,
on trouve la réduite :

"= (r—yla" + 2@+ . .. —bx"* 4 2",

Cette équation est celle d'une courbe sphérique de degré n, coupée en n— 1 points
par les génératrices de parameétre y, en un point par les génératrices de paramétre 2.
Elle posséde & I'infini un seul point comptant pour n, et peut servir d’indicatrice a
une courbe unicursale a torsion constante de degré an — 1, n’ayant qu’un point &
Iinfini.

En faisant ¢ = — 2, on trouve la courbe
' — (x—y(a" + 2z + .. —bx" —cx"
‘ . +@—=y)’[B, + Bz ... bx" + &' =o0;

on constatera que cette équation représente une courbe sphérique de degré n, coupée
en n — 2 points par les génératrices de paramétre y et en deux points par les géné-
ratrices de paramétre de . Ces courbes sont en général hyperelliptiques; nous
déterminerons toutes celles qui sont unicursales et qui nous fourniront des courbes
4 torsion constante de degré 2n — 1, n’ayant qu’un point A I'infini.

[4] Passons maintenant au cas oit k = o, p + 1 étant impair; nous aurons, avec
les notations déja employées :

i

. 0
e (l;'u 1 + Eai():i'
1

(1)
y = _Gill+l + E aiezi‘
/ o
x4y A\
x, = ; =, at,
(2) :
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On peut dire que les équations (1) sont celles de V'indicatrice, exprimables analyti-
quement en fonction de 6: les équations (2) sont les équations du cone des binor-
males exprimables analytiquement en ¢£.

Je dis que la condition nécessaire et suffisante pour que I'indicatrice (1) fournisse
une courbe & torsion constante analylique dans le domaine du point ¢ = o est que
cette indicatrice ait, en commun avec la courbe :

- l : , 2n + 1 I
n 2 P A 2H—3 2n—1
(3) . " —y a2, o, X + 3 X, =o,

A(2n + 1) points confondus en x, = o, y, = o.

Nous allons d’abord montrer que si 'on se borne, dans le développement de x,
aux termes de degré au plus égal & 2n + 1, on peut représenter une indicatrice (1)
par une équation :

(3,) :L.H'l_y‘!l)m(\x“):o,

P étant un polynéme de degré an.

Nous montrerons ensuite que pour la courbe (3), et pour cette forme seulement,
les intégrales n’ont pas de singularités logarithmiques.

11 est clair d’abord que I’équation (2) devient, par élimination de ¢ :

II (x,— 2a,l') = o,

2n+41

t étant une quelconque des racines de .

l!”’l 2

=Y. -

On a donc 'équation

en

x,” f— yizpzu(xg) + yl‘)‘?!ll(wl) e = O;

Il est clair que le développement de Y; en fonction de x, déduit de cette équa-
tion, ne dépend que de P

pour les termes de degré inférieur A 4n + 2.

e

. -1 207
+ o= my 4+ .o+ m,,x™.

Donc I'expression de x, en fonction de ¢ ne dépend que de P

2n

pour les termes
de degré inférieur ou égal & an + 1.
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Calculons maintenant les intégrales relatives a (3') :

-
S/ b /d(wi—yﬁ) / <x——y>
v v v

Ce sont, & des constantes pres :

d@—y " (x—y) fd %~%>

@—yy’ d(ey)*

On trouve pour résidus de ces trois intégrales :

==

O

3

) = 20, (271, + I)’

20

-0

I

S

3 aﬂnAz ’

et les conditions cherchées deviennent :

C’est le résultat énoncé au débul du paragraphe.

[6] 11 est clair que notre démonstration s’applique & une équation :
(4) x”—y P, (x)=o0.
La valeur de y, en fonction de x, se présente sous la forme :
= Q)

an

Les termes & partir de x*" étant sans intérét pour nous.

Une équation de la forme (4) est donc apte a représenter les deux branches d'une
indicatrice telle que celles que nous avons considérées au paragraphe 2, et nous pou-
vons énoncer ce résultat qui renferme ceux des paragraphes 2 et 5.

Si le cone des binormales coupe le cone isotrope suivant une génératrice comp-
tant pour N==p + 1, k=0, la courbe & torsion constante sera analytique dans le
domaine du point & l'infini sur cette génératrice si celle-ci compte pour 2N dans.
I'intersection du cone des binormales et du cone suivant :

. N
X —y° <10 +ol, o F a2 — e T =o.

2
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On raccorde aisément ce résultat a celui du paragraphe 2, en remarquant que
pour obtenir I'équation du cone, symétrique en x, y, il suffit de multiplier I'une par
T'autre deux équations obtenues en permutant x,y :

. m" - Ypu—i ('T) + \ sanz (";) =o.
Y AEYPL () +YQ, L (y) =o.

Le résultat devient une fonction de ', y,* dont les termes utiles ont nécessairement
la forme (3), car en effet si on se déplace sur une des branches de I'indicatrice, un
des facteurs est d’ordre 3n, I'autre d’ordre n. L’ensemble est donc d’ordre 4n=2an.
On voit qu'on retrouve bien le résultat énoncé, et nous démontrons ce que nous
avions promis au paragraphe 15, chapitre III.

Nous avons donc, dans le cas ou p + 1 est pair et k=0, deux méthodes 4 notre
disposition pour exprimer géométriquement les conditions du probléme.

[7] Nous allons maintenant traiter le cas général ou k est différent de zéro, en
envisageant successivement les hypothéses ot p + 1 + k est pair ou impair. Prenons
la premiére hypothése. Nous avons : '

’ r=a, "+ .. fa, "+ ...,
gx—y:l".

Nous changerons de variables en posant :

k-4
1 ’

L=X

r—y=Y.
Le cycle (1), avec ces nouvelles variables, devient :

o= p K1
ned ’
(2) '

- n , 2n—k— sn—k
=uxz"[a,+ax, + ... +a,_, T4 b,

Les seuls termes uliles sont ceux de degré 3n —k—1 au plus. Or, la relation
entre Y et = peut étre remplacée, la chose est claire aprés ce que nous avons dit dans
les cas analogues, par une équation :

(3) ‘ wﬂ" - an—i(‘ri) + Yan—k—l<xl) =0.

Inversement une équation de la forme (3) donne pour la racine Y qui s’annule
avec x, un développement :

1

e : AE"ON® )
Y= ) pn~«('l'.)_ l’/(*i("l)‘<l o p* > % 20’

\
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qui est bien de la forme requise. Il nous suffit ici de savoir que

n

£
 —— 1 o 20
Y = > + Ox,

ot § est holomorphe.
Nous allons, ayant établi 1'équivalence des formes (1) et (3), chercher & quelles

conditions les intégrales attachées a (3) sont dépourvues de singularités logarith-

miques.
Nous avons pour les quantités & intégrer :
dx dx , dx
— Yy —— y
de, Y dex, Y ode,
3 TR N

Dés lors, en calculant ces quantités on trouve a des termes holomorphes prés, en

supprimant le facteur k + 1,

P*—2Qu,” P*— 2Qu," — P, P*— 2Qu," — 2P,
T __en—k L 2n—ek—1 ’ . en—3k—2 *
Z, £, &L,
" Posons maintenant :
— Y 1 _ 1
P=2Xqx}, Q=12§;x/ .

En exprimant que les trois résidus sont nuls, nous obtenons toujours au moins

deux conditions, puisque
) an—2k—1>0.

Mais la troisidme condition ne se présente que si

2(n—r)
K } —3——— .
On a successivement -
\ QAN — - — ]
L >_J Ly Fp—ey =™ z»ﬂu—k-l ’ r4s= ke + 1,
r s
\' \ . L . )
Z L %y ey — ijlz—zkvz + Lo r+ 8= 2(]‘ + I) )
ros

\ [2 N N -~
Z L Ly Py = 2}’,1-3;‘_3 + 2%, _ok—a> ! + $= '5(11 + l) *
r s .

L’équation dépend en général de 2n —k constantes liées par trois ou deux rela-

tions, suivant la valeur de k.
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[8] Il nous faut maintenant parvenir & une interprétation de ces résultats ot ne
figurent plus que les variables «, y. Or, l'indicatrice est représentée dans ses termes

utiles par :

( ==z},
2 — YP(x,) + Y'Q(z,) = o.

\

Les conditions (4) étant vérifiées par les coeflicients de P, Q.
Pour obtenir I'équation entre x, Y, il suffit d’éliminer x. Pour cela on formera le
produit de & + 1 facteurs.

I [, — YP(x,) + Y*Q(z,)],

ou x prend successivement pour valeur les % + 1 racines de :

Cette équation se présente sous la forme :

() 2" —YP () + Y*P () + Y'P(x) ... + Y P,,  (x)=0,

ou les coefficients des puissances de Y sont les polyndémes en x. Nous nous propo-
sons de chercher quels sont les termes & conserver dans cette équation, et de mon-
trer que les polynémes P, et P,, quand ils existent, conservent les propriétés qu’ils
avaient pour k=o, c’est-a-dire que le terme en ="~* de P, est nul, et les termes
précédents ont la forme :

clc+1)
€+ 1) s
2

bc + nx"* +

’

les deux derniers termes de P étant :

n—2 n—1

—bx" —cx

Autrement dit, les trois conditions du probléme conservent cette interprétation
que le dernier coefficient de P n’existe pas et que les deux précédents sont connus
en fonction de b, c.

Le calcul de P, et P, se fait sans difficulté. On a :

P(x>=x_<“—+—“:-+ +°‘_~>
x X

1 1 xl

. Fac. des Sc., 4° série, t. 1. 17
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.ou la somme est étendue aux k + 1 racines. Si I'on pose :

ll:q,(lf*—l)—{-—l‘, "</f+17

n—a

N e n—q n—r1

Pl(.L‘) = (/l + l)[.’E laCn—ql(lc+l‘) + ...tz dn—sk—a + L 1n—k~»x] .
Pour P,(x), on a une fonction symétrique & deux variables.

On trouve aisément pour le coefficient de "™ :

enappelant 2, ¥, 3, les sommes & deux indices qui figurent dans les conditions (4).
En vertu de la premiére condition, ce coefficient est nul.

Le coefficient de " est

p k :
40 (=2 4 p) +

n—k—g *
ou

c(c+1)
2

en posant
c=—(Fk+ Do, ,.

Le coefficient de 2" * est

X .
(I“ + I) (...__2_“.’ + gn—zk—s) + (]‘ + I>-qu—k—1 an—gk—s

ou

blc+1).

Ainsi ces propriétés sont établies. Indiquons en passant que le terme du plus bas

degré du polynoéme P est de degré n—gq, en appelant g le quotient de la division
de an par k +1. , ‘

Conformément 4 la méthode suivie jusqu'ici, demandons-nous maintenant de
quel ordre est l'expression (5) par rapport & x, quand on remplace x, Y par des
expressions de la forme (2) ayant en commun, avec le cycle d’ot dérive (5), les

termes d’ordre inférieur ou égal 4 3n —k—1.
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11 est clair que I'un des facteurs du produit I est d’ordre 3n—Fk, les autres-

facteurs étant de la forme :

. .
? n 2
x"—x,[a, + a,x, + ]I . %, X, + 2,7, ],
0 —

ou x est une deuxiéme racine de "' —=x.

On voit que si n n’est pas multiple de k + 1, tous ces facteurs sont d’ordre n, et.
le produit d’ordre 3n—k + kn=3n + k(n—1). . ’

Si n est multiple de k + 1, ces facteurs sont d'ordre n4-1, et le produit est
d’ordre 3n—k + k(n+1)=3n+ kn.

[9] Ces résultats conviennent au cas général. Nous allons les éclaircir par des
exemples et les compléter par les réciproques, mais il faut examiner & part le cas:
ouk+1=n.

On peut alors écrire :

. Hea { 2n
ac_a””l +...—1—(12”l + ...,

(1)

m_y:tu

et la seule condition du probléme est a,,—o.
On constate aisément qu’en général on peut prendre une réduite

NN L1 S 3 al—3 N "t
(2) L =AY &L + Y L +... +/‘n,44y ’

ou A,.},...%, , sont des constantes. ,
La condition du probléme est alors A,==o, et les coordonnées d'une indicatrice
substituées dans une équation de la forme (2) doivent donner un résultat d’ordre an
pour 'un des facteurs, d’ordre n pour les n autres, soit en tout n(n + 2).
Autrement dit, les polyndmes P,, P,, sont ici identiquement nuls. L’ordre de la
réduite doit étre n(n + 2) au lieu de n* + n + 1 que fournirait le résultat-général.
La courbe représentée par I'équation (2) est d’ailleurs unicursale, rien n’est plus-
facile que de vérifier que les trois intégrales de notre probléme, attachées a cette

courbe, sont des fonctions algébriques, si),=o.

[40]. Les derniers résultats relatifs 4 1'ordre de la réduite nous permettent de-
supprimer dans I'équation (5) les termes d’ordre supérieur & 1'un ou l'autre des.
nombres obtenus. Commencons par un exemple.

Nous allons donner successivement les résultats relatifs & n=>5 avec les diffé-
rentes valeurs possibles de k, et nous inscrirons en regard de I'équation réduite le-



k=o
‘]{:I
k=2
k=3
k=4

126 : G. DARMOIS.

nombre entier que doit &tre I'ordre de cette fonction quand on y substitue les coor-
données d’une indicatrice :

® — Y (2, + 2,0 + 22" — br* — cx') + Y Li@u + x4+ bc+ Dat + p—(gi—l)x’] =o0
2

o

' 4+ Y(br' + cx') + Y"’l 8, + B2+ b(c+ 1) + W—2+I—)L‘ + Yy, +vx) =
— t —

clc+1)

f+Ywm+V[—T~fj+vhﬁwm+gﬂ+¥% =

b

x4+ Y(cx') + Y* c____(c T
2

x + )‘Bw:‘lvs + -/‘A"l::-vi + )‘:;x-vs + -/“;y“ =0 '

Nous n’avons gardé dans ces diverses équations que les termes d’ordre inférieur
au nombre éecrit & Uextrémité de la ligne. Ces réduiles dépendent donc de 7, 6, 5, 5,
4 constantes.

C’est précisément le nombre qui figure dans les termes utiles des équations
paramétriques de I'indicatrice, compte tenu des conditions du probléme. Ce nombre
est le méme pour k = 2, k = 3, parce qu’il disparait pour k = 3 une condition et
un paramétre. ,

Il résulte de ce que nous venons de dire que nos équations réduites ne contien-
nent pas de constantes en trop. Elles ont autant de généralité que les équations
paramétriques. C’est ce résullat important que nous allons généraliser. 11 n’est pas
évident en effet que dans les termes conservés on puisse considérer tous les coeffi-
cients de la réduite comme des paramétres indépendants. Nous démontrerons méme
que cette vue serait inexacte quand n est divisible par k& + 1.

[44] Nous allons d’abord appliquer la méthode & n quelconque, k étant égal ar,
L'équation réduite doit acquérir I'ordre 4n— 1 si n est impair, 4n si n est pair.
Supposons d’abord n impair = 2q + 1.

Il n’entre dans la réduite que P, P,, P,. P, commence par un terme de degré
n —gq. Il comprend donc ¢ termes. P, commence par un terme de degré n— g,
g étant le quotient de 2n par 2. P, commence donc par une constante. P, commence
aussi par une constante. P, étant de degré n — 1 = 2q, comprend 2q 4+ 1 termes.
P, se termine par un terme de degré % tel que

dn 4+ 2h<bhn—r, n=gq—r1.

Il comprend donc ¢ termes, soit en tout 4¢ + 1 = 2n — 1.
C’est exactement le nombre de coefficients qui figurent dans le développement

an

de x en fonction de ¢, les termes jusqu’a {*" étant seuls comptés.

BV ] £ Y Gy 4 B + Y L=

19

23

27

35
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Supposons maintenant n pair = 2q.
P, comprend encore ¢ termes. P,, P, commencent par une constante, P, com-
prend donc 2q termes, le dernier terme de P, étant tel que

-

an<n, A=qg—1,

on a en tout 4g coefficients, c’est-a-dire un de plus que le nombre 2n — 1.
On constate aisément que dans I'équation de la réduite les termes en

g;" fr J)w y Xﬁlfll , \'z

constituent le carré

(2" —4Y)?,

ol « est une constante. Deux coefficients dépendent donc d’'une méme constante .

[42] Généralisons d’abord ce résultat au cas ou n est divisible par & + 1. Soit ¢
le quotient. Le pblyn(‘)me P, commence par un terme de degré n — ¢; il comprend
q termes. Les polynémes P,, P, P, ..., P, , comprenxnent tous 2¢ termes,.P,,,
commengant par'une constante. Quant & P,_, il commence aussi par une constante
et se limite & ¢ termes, soit en tout a(k + 1)g = 2n.

I1 y a donc k coefficient de trop ou k relations entre les coefficients de la réduite.

On se rend compte aisément que I’équation contient un terme de la forme :

(2 — 3,))"

et que c’est ce terme qui fournit, dans la réduite, le premier coefficient de toutes
les puissances de Y. Ceci est la conséquence immédiate du fait que 1’équation de la
réduite peut se mettre sous la forme :

H[x" — Yo (x) + Y™ H(x) + 2, (aY + b, Y) + ... + 2 (a,Y +b,Y*)] =0

en remplagant partout ou c’est possible x *** par .

On voit alors que les premiers termes des polynémes P,, P,, ..., P, sont des
fonctions d’un seul parameétre «,. Telles sont les k relations cherchées. L’équation
réduite & la forme

[ — &, Y]*" — YP,(2) + Y*P,(@) + ... + Y**P,_ (@) =0,

ou P, commence par un terme de degré n —gs + 1, P,,, commencant donc par un
terme du premier degré, et P,,, commencant par une constante. Les coefficients de
ces derniers polynémes peuvent alors étre regardés comme des paramétres indépen-
-dants.
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[43] 1l nous reste & examiner le cas o n n'est pas divisible par k 4 1. Dans
I'équation de la réduite (5) il suffit de conserver les termes jusqua Y*'*P,, .

Rappelons alors que le polyndome P, commence par un terme en ", g, étant le
quotient de An par k 4 1. Le dernier terme de P est d’un degré ) tel que

h,+nk+1)Lnk+3)—Fk+1).
Supposons maintenant que l'on ait :
n=qk+1)+r

¢, r étant le quotient et le reste de la division de n par k 4 1. Les quotients de hn
par k 4 1 seront successivement :

q, 29,3, ...,hq+1, ....hg+2, ..., hg+3, ..., (k+1)g+r.

Ces quotients augmentent d’une unité a chaque fois que Ar devient égal ou supé-
rieur & k+ 1, 2(k 4 1), 3(k + 1). Le nombre de ces sauts est évidemment égal a r.
Quant au nombre X il est la partie entiére de

n(k4+3—h)
L RSN A
k41

Le nombre de termes de P, est donc la partie entiére de

_ r(h—a)
k41

?

2q

P, a donc 2g termes, P  en a 2g — 1, et ce nombre se maintient jusqu’a Py, qui en
a 2q, Pp, 4. a 2q termes, mais Py, 1, en a 2¢ — 1, et ce nombre 2¢g — 1 reste le méme
jusqu’d Pp, qui en a de nouveau 2¢. Quant au dernier polynéme P, ,, il a ¢ termes.
Finalement, on trouve P, P,, P, ., P,,, qui donnent 6g termes, les &k — 2 autres
polyndmes ont tous 2g — 1 termes, sauf r — 1 groupes de deux polynémes qui en
ont seulement 2¢. Le nombre total N

N =6q + (2g — 1)(k—2) + 2(r — ),
N=oq(k+1)+a2r—k=an—k.

[44] Ainsi, pour une indicatrice donnée, il existe une réduite :

F(ae,Y) = 2" — YP () + YP(x) + ... + Y 'P, (&) + Y*P, ,(x) =o.

Les derniers termes des polynémes P,, P, sont liés trés simplement quand les.
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intégrales n’ont pas de singularités logarithmiques. Le polynéme P,., commence
par une constante.

1° Quand n est divisible par k + 1, le terme en x" et ceux qui proviennent de
premiers coefficients de P,, P,. ..., P, doivent constituer la puissance k 4 1 exacte
d’une expression de la forme :

(@ — &,Y).

Tous les autres coefficients sont & considérer comme indépendants.

2° Quand n n’est pas divisible par & 4 1, on peut considérer comme indépen-
dants les coefficients de tous les polynémes P. :

Cette équation réduite étant formée, si I'on y substitue les coordonnées d’'un
point de I'indicatrice, on a :

F(z,Y) = t«H(l) = x,» K(x),

H, K étant holomorphes

M=n3+k) dans le premier cas,
M = n(3 + k) — K dans le deuxiéme cas.

(45| Nous allons établir les réciproques de ces propositions. Une équation ré-
duite & 2n — k paramétres étant donnée, il est facile de trouver les équations du
cycle dont le point @ = o, Y = o est l'origine.

Dans le premier cas, on posera :

2, Y = &'(1 + 7);

on trouve une équation de la forme :

.,‘k"i__x[a" + a;'/‘[’- + bl‘{l + st ] =0,
sac :'T\kJHp(TI)’
(Y =1"q(v).

Dans le deuxi¢me cas, on posera immédiatement :

et 'on aura :

Y =2/
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11 est clair que les singularités logarithmiques relatives & I'indicatrice que repré-
sente 'équation réduite disparaissent, car, d’aprés le paragraphe 8, les conditions
que les trois derniers coefficients de P,(x) soient respectivement

E&C—i—l)

2

b(c + 1),

entrainent le fait que les trois résidus sont nuls.

Prenons maintenant une indicatrice pour laquelle est vérifiée la condition :

F(zY) = tH(f) = 2K (,).

Cela veut dire tout simplement que les 2n premiers coefficients du développement
de Y en fonction de x, peuvent étre choisis les mémes pour cette courbe el pour la
réduite. Si en effet pour I'indicatrice on a :

Y=ux"(a, +ax ... +a x Y,

an—k—1""1

les a2n —k coeflicients a sont bien déterminés, sauf changement de x, en wx,,
© étant racine de w*™ = 1.

Or les coefficients de la réduite sont une solution; nous pouvons I'adopter. Il en:
résulte que pour I'indicatrice les résidus sont nuls.

En résumé :

Pour chaque valeur des entiers n, &, on peut construire une équation réduite :

F(xY) = o.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une indicatrice fournisse une courbe-
A torsion constante analytique dans le domaine du point & Vinfini considéré est que
cette indicatrice ait, avec la réduite, M points communs confondus au point consi--
déré, M étant un entier déterminé en fonction de n, k.

[16] Nous allons examiner plus rapidement le deuxi¢me cas ou p + 1 + k est
impair. Appelons dans ce paragraphe n ce nombre impair. Nous avons alors, avec
les notations du paragraphe 5 de ce chapitre :

( r,=a, R N LA S
() )

2 ___gn

yl
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Posons

y; devient une fonction holomorphe de x,, et on peut représenter I'indicatrice en
ses termes utiles par la relation suivante :

(2) 2 — yP) =0,

P étant un polyndme de d.egré n—k—1 au plus. Nous allons considérer les trois
intégrales attachées & la Courbe (2)

o K1
d (i_
d(_-l'zl' 1) / d(.fgek»%z_y‘a) / $,k o1 y’z>
/ A oo v '

2k - 2\2
(‘1’.2 — Y )
Les résidus sont ceux des trois fonctions
-k D el 1 2\2 Y e 3kre
Pa) Peeja,™ * (v Ple,) x|
2/, u? n 2 ) n ’
‘B‘Z xl yl xi

on obtient ainsi les trois conditions

an—k—l =0,

n
a, .. = ————
2T ok o)

au—zl;—a =0,

ou l'on appelle a, le coefficient de z* dans P(x).

[47] La formation de la réduite se fera par élimination de x,, c’est-i-dire en
formant le produit :

H [(xi" - y: P(ml)] ’

ou x; prend successivement pour valeurs les racines de :

x, =,
On obtient finalement une équation :
F<x|’ yi)_z—xl”—ylepi(xi) +-yl‘P2(x|) A :0.

Fac. des Sc., 4¢ série, t. I. 18
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Nous ne répéterons pas les raisonnements relatifs a ce cas.

On supprimera de la réduite les termes qui sont d’ordre supérieur ou égal A M :

M =n(k + 2).
Quand n est divisible par &k + 1
" M=nk+2)—k,

Quand n n’est pas divisible par k& + 1.

-

I1 résulte immédiatement.de l1a que le dernier polyndme qui apparaisse est P, .
Les trois conditions du probléme se traduisent sur le polyndéme P,. Celui-ci
devrait étre normalement de degré n—r1. On constatera immédiatement que le

. - . —a n . _
coeflicient de "~ " est nul, que le coefficient de 2"~ est —, que le coefficient de 2"
2

est nul. Ainsi nous voyons se conserver les propriétés simples obtenues au para-
graphe 5.

[18]. Donnons un exemple détaillé. Nous prendrons n—1

. 7.
k=o0 a —Y, Kao +ax, +ax’+ ax®+ i;r") M=14
2 2"

. N
k=1 o’ — V</-;> +v'(a + ax, + aux’) 20
k=2 @—y’ (i) + vz + 0, + b, 26
2

Ces réduites dépendent de 4, 3, 3 paramétres. C’est le nombre n— k — 3 pour les

deux premiéres lignes, n—k—a pour la derniére. C’est bien le nombre qu’il nous
faut.

[49] Nous terminerons en donnant simplement le résultat complet, obtenu par
les mémes méthodes.

On peut, pour chaque valeur des entiers n, k, construire une équation réduite :

F(x,y,) =o.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une indicatrice fournisse une courbe
A torsion constante analytique dans le domaine du point & I'infini est que cette indica-

trice ait, avec la réduite, 2M points communs confondus, M étant connu en fonction
de n, k.
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[20] Comme nous 'avons fait remarquer au paragraphe 6, ce dernier résultat est
valable quand n est pair et constitue alors une deuxiéme forme de la condition.
Autrement dit quand l'indicatrice a deux branches analytiquement distinctes, on
peut, soit exprimer que cette indicatrice a en commun avec une courbe déter-
minée n(k + 3) ou n(k + 3)—k points communs confondus, soit exprimer que le
cone des binormales a en commun avec un coéne déterminé n(k 4 2) ou n(k 4 2)—k’
génératrices communes confondues. .

[24| Le probléme dela recherche des courbes a torsion constante analytiques auw
voisinage d’un point 3 linfini est donc entiérement résolu par les résultats du
présent chapitre.




CHAPITRE V

Application des résultats généraux a la détermination effective de toutes les courbes
unicursales a torsion constante ayant un ou deux points a I'infini.

[4] Nous consacrerons ce chapitre & la détermination effective et compléte de -
certaines classes de courbes unicursales. Nous reprendrons d’abord le probléme,
résolu par M. Lyon, des courbes n’ayant qu'un point  I'infini. L'indicatrice, d’aprés
les résultats généraux, n’a elle aussi qu'un point & linfini. D’ailleurs, elle est
unicursale. Les coordonnées symétriques «x, y doivent donc étre des fonctions ration-
nelles d'un paramétre ¢ :

) _ Y@
Ty YT

«, 8, v, 8 sont quatre polynémes entiers en ¢, « et B, y et 3 étant premiers entre eux.
Nous supposerons que le point & I'infini s’obtienne pour la valeur {=woo. Les coor-
dounées c, ¢', ¢" doivent étre des polyndmes entiers en . On se convainct aisément
que les numérateurs de c, ¢, ¢" ne sauraient avoir de facteur commun avec le déno-
minateur «3 — By qui doit, par conséquent, se réduire 4 une constante. Ainsi, on doit
avoir :

(1) s — By =1.

Et I'indicatrice est donnée par :

([ ¢ =8 — av,
S ¢ =i(f + o),
v,/ ¢ = ad + By.

Toute la difficulté du probléme est dans la résolution générale de 1'équation (1).
Or, cette équation est bien connue. 1l suffit, pour en avoir la solution générale, de
se donner arbitrairement o et 8 premiers entre eux. Les opérations du plus grand
commun diviseur fournissent une solution vy

lo?

3,, et la solution est

@ Y, t+ Az

w

~ o, -
AB OuTl‘n’

En appelant A un polynéme arbitraire en £.
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[2] Nous obtiendrons sans effort la solution générale & I'aide des remarques
suivantes. On peut écrirve 1'équation (1)

(2)

v Y

o ¢ ~v B3
1‘l’+'6“$= %Y, T 9,0

()

LR R X

De méme que nous conviendrons de prendre, comme indicatrice correspondant

. . * s
4 I'équation (2), la courbe dont les coordonnées sont e é, alors qu’'on peut en
(]
E)

considérer une autre distincte :
E
) ’
v

de méme nous conviendrons que parmi les huit maniéres distinctes d’écrire le pro-
duit des deux déterminants, de choisir celle qui est fixée dans 1’équation (3). Ainsi
d'une premiére solution et d'une deuxiéme solution nous en déduisons une troi-
siéme. Par exemple, A étant un polynéme arbitraire en ¢ :

! %, iBa ; I S . %y + Ai(jl nBA ‘ —
- . -~ ~ - b
Y4 % o I i +>/‘°| 2,
’ 2, 7, ! 1 o x, ¥, + 1y, t
— =1,
(4 N 3 f 3 y
.L, 04 8 1 ijl 01 + /‘131

dont la derniére est au fond identique au résultat de la remarque finale du para-
graphe précédent, la premiére étant une forme différente.

Nous pouvons construire ainsi une infinité de solutions nouvelles.

En général, les degrés des polynémes ainsi obtenus vont en augmentant, et nous
aurons des courbes A torsion constante de degré aussi élevé que nous voudrons.

Ce procédé nous donnera-t-il toutes les solutions?

Nous allons démontrer qu’il les donne en effet.
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On peut le voir simplement de la maniére suivante. Supposons, ce qui est per-
mis, que « et B soient d’'un méme degré ¢, v et 3 d'un méme degré r. Je dis qu’on
peut trouver quatre polynémes solutions du premier degré, tels que I'on ait

~
S 182!{: =1
et
[} 4 [
11 i 0(2 2 2 ‘j
~ ~ - - ~ 4
[N} Oi “/2 o ‘( 0

«, et b, étant de degré g — 1, v, et 3, de degré r— 1.
En effet, on peut prendre, & des constantes prés,

Ca=l"— AP L., a,=1l—1,
’ﬁ:lq—qu_'..., B, =t—1t,,
/Y_Jh—m“k.q =t
e ={"— D¢ 3, =t—1t

\ ceey A ‘.

et les conditions suivantes sont remplies :

A+D=B+0C(, L+t =1t +1¢,.
Pour que les polyndmes «,, 8,, v,, 3, soient du degré prescrit, il faut :

A+t,=B+t,  C+H+t,=D=t,
A+13:B+t‘, C—{—ZSZD—*—I',
t,—t,=t, —t,=C—D=A—B.

Les conditions sont compatibles, et le choix est possible d'une infinité de ma-
niéres. Ainsi, en recommencant 'opération, on abaissera jusqu'a zéro le degré com-
mun le plus bas de I'un des couples «8,, y,, 3, et I'on sera ramené & résoudre une
équation de la forme :

La méthode de la composition des solutions est donc apte & fournir une solution
quelconque.

Ce résultat avait &té communiqué, en 1913, & M. Darboux. Celui-ci engagea
M. Gambier, en 1917, & chercher une utilisation de la propriété de la composition
des solutions. . ’

On pourra lire dans les nouvelles Annales de 1919 la solution simple et élégante
que M. Gambier a tirée de cette idée.
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[2] Sans Ja développer complétement, nous remarquerons qu’en peut la ratta-
<cher & la propriété classique des quatre polyndmes. de pouvoir se mettre sous la
forme :

»

a v, + Ao,
p a|+)‘u‘8’

ot y,, 3, sont de degrés inférieurs a %,, B respectivement. Ainsi, quand les polyné-
mes y et 3 sont de degrés supérieurs i «, B, les quotients de y par «, de 3 par B sont
les mémes, soit X et les restes sont des polynémes qui satisfont 4 :

ad, — By, =1.

On peut, nous I'avons remarqué, traduire ce résultat classique par

A I

=7, + %y
a 2]
A(‘ = %9 ?y
x* Yl - I 14 Yi I P‘i
[Z PN - J 4 PN ’
3 o, B, o, o 1
‘ « Y ‘ . 7( ‘l’l I \u'i 1 Y
f - [ P y
5 3 8, 3, o 1|n 1

On peut continuer tant qu'on ne rencontre pas une constante pour l'un des
quatre polynémes.
Si B, par exemple est une constante, on pourra écrire :

1 1 o
% Vi % % R
R e 9 Oi

ABL' O: A —(“‘ T
o 5,

'I o
PN I

1

W
o7

ou 'on multiplie le premier déterminant par le deuxiéme, le produit ainsi obtenu
par le troisidme, et ainsi de suite.
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[4] Ainsi, nous obtiendrons sans effort les polyndmes les plus généraux satis-

faisant & 'équation (1). Soit ¢ I'ordre de la fraction rationnelle %, r l'ordre de —;—,

L’indicatrice est de degré ¢ + r = m.

I1 est évident, d’aprés ce que nous avons dit au début de ce travail, que les trois
fractions rationnelles X, Y, Z ont un seul péle d’ordre am — 1.

La courbe & torsion constante est donc d’ordre 2m — 1 = M, du moins en géné-
ral. Cette méthode nous fournira donc des courbes de degrés impairs. L’indicatrice
de second degré, conique tangente au plan de l'infini, fournit la cubique gauche 4
torsion constante.

On a pour cette courbe :

(1:1 q::.g

r—3:2 r—i

En somme, une seule famille de courbes du cinquiéme degré, puisque le deuxi¢me:
cas dérive du premier par échange de x, y.

Au contraire, si I'indicatrice est du quatritme degré, on peut en avoir de deux
espéces différentes :

M=7.
r=3 r=—a2

On voit qu’il y a deux espéces bien distinctes de courbes & torsion constante duw
septiéme degré ayant un seul point 4 infini.
De méme, il en existe deux espéces du neuviéme degré, trois espéces du onziéme,

; . m
en général le plus grand entier contenu dans —.
2

Cette méthode nous fournit donc des courbes a torsion constante de tous les.
degrés impairs.

[5] Fournit-elle toujours des courbes de degrés impairs am — 1?

Nous savons qu'il peut en étre autrement si le nombre K est différent de zéro.
L’ordre de la courbe est alors am — 1 — K. D’aprés les résultats généraux, il en sera
ainsi quand les développements

|o=s+ 2+
X = P T 12...,
; —w+b'+£?-’
\y ] t 12
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- [/
de x, v, suivan’t les puissancés de %, commenceront par un terme en <%> - au lieu

1
, de 7

Nous pouvons supposer que x, y s'annulent au point & l'infini, c’est-a-dire que
le degré de « est inférieur au degré de 8, le degré de v inférieur au degré de .

Il faut alors que ¢ et r, étant les degrés de v, §, les degrés de «,, 8, soient ¢—k—1,
r—k—ru.

Ainsi, la valeur la plus grande que puisse prendre K est le plus petit des nom-
bresq—1, r—ru.

Par exemple, I'indicatrice du troisi¢éme degré nous a fourni des courbes du cin-
quiéme degré. Ici K ne peut qu’étre nul. Nous ne pouvons obtenir par ce moyen
de courbes du quatriéme degré. L’indicatrice du quatriéme degré permet de faire
i = 1, ce qui donnerait des courbes du sixiéme degré, mais il faudrait avoir :

. T . o I
= T

ce qui n’est qu'une représentation impropre de la conique indicatrice de la cubique
gauche. On obtiendrait cette cubique comptée deux fois. .
L’indicatrice du cinquiéme degré ¢ =— 3, r = 2 permet de faire k = 1, ce qui
donne .

avec la condition :

On obtient par ce procédé une courbe du huitiéme degré, dont le point & I'infini est
singulier d’ordre 2. ‘

On peut ainsi obtenir des courbes de tous les degrés pairs & partir de 8.

Les courbes de degrés impairs correspondant & k = 2 s’obtiennent par le méme
procédé: on voit d’abord que I'indicatrice du sixi¢éme degré donne bien une courbe
d’ordre 9, mais c’est la cubique gauche A torsion constante comptée trois fois.
A partirde ¢ =4, r =3, qui pour k =: 2 fournit une courbe du onziéme degré,
on peut obtenir ainsi toutes les courbes de degrés impairs, ayant & V'infini un seul
point. Ce point est ici singulier d’ordre 3. :

Ces résultats sont‘généraux. L'indicatrice ¢ =k + 1, r =%k + 1 donne une
courbe d’ordre 3(k + 1) qui est la cubique gauche comptée k + 1 fois. Mais on peut
obtenir les courbes & partir de I'ordre 3(k + 1) + 2. Elles ont 4 I'infini un seul point
singulier d’ordre k + 1. ‘

Fac. des Sc., 4° série, t. 1. 19
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[6] Nous avons obtenu pour la cubique gauche ce résultat remarquable qu’elle
dépend d’un seul paramétre réel.

De combien de paramétres dépendent les courbes que nous venons d’obtenir ?

Supposons que x, y s'annulent pour { = co. Les quatre polynémes dépendent
de 2(q + r) paramétres. L’équation (1) équivaut & ¢ + r — 1 conditions. 11 reste :
q +r—1=m+ 1 par métres imaginaires.

Mais la variable ¢ peut étre soumise & une substitution homographique; nos
courbes dépendent de m — 1 paramétres complexes, et nous pouvons encore sou-
mettre ces courbes A une rotation autour de oz.

Tout compte fait, il y a donc :

am — 3 paramétres réels.

Si le nombre k est différent de zéro, on trouve par la méme méthode

am — 3 — 2K paramétres réels, ou

m — 1 — K paramétres complexes avant la rotation.

Les indicatrices ¢ = 2, r =3 nous ont fourni des courbes du neuviéme degré.

Si l'on fait k = 1, on aura :

1

R YRS

- h+ kt
S PR YRR Yy Ay T

Par un changement de paramétre ¢, nous aurons :

1

/
)T an

) . 14 bl
T T s

qui dépend de trois paramétres complexes, conformément au résultat général.

Si nous effectuons la rotation, nous pouvons supposer de plus que a est réel, et
nous avons ainsi cinq paramétres réels pour cette famille de courbes & torsion cons-
tante du huitiéme degré.

]
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[7] M. Lyon signale dans sa thése la forme simple qui prend I'élément linéaire
des courbes que nous venons d’obtenir. 11 est clair en effet que pour toute courbe &
torsion constante, 1’élément linéaire est proportionnel i celui de I'indicatrice des

binormales :

__ hdxdy

ds® = -,
(x—y)

Pour les courbes qui nous occupent, on aura :

() = ss—sra

v3').

Le second membre est un polynéme de degré 2(q + r) — 4—=2m —4.
/
Pour la cubique gauche en particulier, s étant 1’arc de cette courbe, on aura :

7 ds\?
k—d—t-> = k.

La variable ¢ peut donc étre choisie égale a I'arc de la courbe.
Nous signalerons rapidement les résultats analogues relatifs aux courbes que
nous allons obtenir.

[8] Nous avons déterminé les courbes a torsion constante dont les coordonnées-
s’expriment par des polyndmes en £. On peut se proposer, plus géﬁéra]ement, de
chercher celles dont les coordonnées sont des fonctions entiéres d’un paramétre.
(L’hélice circulaire appartient a cette catégorie.) Il est évident que l'indicatrice doit.
étre, elle aussi, une courbe dont les coordonnées sont des fonctions entiéres, et qu'on
est en somme ramené a la résolution de I'équation :

ol «, 8, v, o sont quatre fonctions entiéres d’'un paramétre .

On peut trouver aisément autant de solutions qu’on le voudra i cette équation,
dés qu’on en posséde une, car il suffit de la combiner, par multiplication de déter-
minants, avec une solution quelconque ou «, 8, v, sont des polynémes. Or, on
connait une solution trés simple : '

cosAt lsin At

— sin Al =1.
—%ri-—- cos Al
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On peut également combiner deux solutions de cette forme, avec de nouvelles
valeurs des constantes. '

Les indicatrices qu’on obtient en continuant V'application de cette méthode peu-
vent, dans certains cas, é&tre algébriques si les nombres x sont commensurables.
On voit qu'on en obtiendra sans effort d’aussi compliquées qu’on le voudra. Les
courbes & torsion constante qu’on obtient ainsi sont naturellement toujours trans-
cendantes si leur indicatrice P'est; méme si I'indicatrice est algébrique, elles sont
généralemenl transcendantes, mais dans certains cas particuliers on peut en obtenir
d’algébriques. Cette méthode permet de retrouver les résultants de M. Fabry
(Introduction, § 4 et d’autres différents).

Donnons-en un exemple simple :

cosat Isinud cos ut m sin pt 6
x D
— sin Wt — sin pt =
—_ cos M e cos ul vy 8
l m

On trouve successivement, en faisant A +v—=a, A —u==5:

y

' /
¢ = [sina2al(im — 1) 4 sin 2bl(Im + 1)"']&1 + ll> —a(lm*— ) (1 —;—) sin (a + D),

N

1

¢ = i[sin2al(Im—1) - sin2bt(Im +1)7) (— 1 +~;—) + a2 (Pm* — I)<l + 2—> sin(a+ b)¢,

c" :_2<lm l— I> cos 2at + <1/n ;F ]> cos 2bt.

On trouve aisément que, des trois intégrales qui donnent la courbe a torsion
constante, une seule peut fournir des termes qui ne soient pas des fonctions trigo-
nométriques. La condition pour que le terme en ¢ disparaisse est alors :

im+ 1 "_g
(lm—1> b

On peut prendre Uarbitrairement, puis :

im—1 Im+ 1 2

Va Vb Va b

L’indicatrice et la courbe & torsion constante seront algébriques si a et b sont
commensurables. On peut supposer que ce sont des entiers.
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[9] Toutes les courbes unicursales & torsion constante ayant deux points & U'infini
appartiennent a la catégorie qui nous occupe. Il suffit, pour le voir, d’imaginer que
I'un des points & U'infini correspond & la valeur 6 =o, 'autre 4 la valeur # = oo du
paramétre. La substitution =e¢'" nous raméne par x, v, z a des fonctions entiéres.

Il n’est peut-étre pas sans intérét de remarquer que la propc;sition inverse est
vraie? Voici ce qu’il faut entendre par 1a. Celles de nos courbes qui sont algébriques
sont nécessairement unicursales et ne peuveit avoir que deux points 4 'infini. Qu’elles
soient unicursales est un point qui résulte immédiatement d’un théoréme de
M. Picard (). Le paramétre 6 de la représentation est une fonction méromorphe de ¢.
Si l'on considére alors les valeurs de 6 qui correspondent aux points & Uinfini, cette
fonction- méromorphe ne doit pas pouvoir prendre ces valeurs, puisque z,y, z
restent finies pour toute valeur finie de . Donc, ce sont des valeurs exceptionnelles
pour cette fonction. 11 résulte alors du célébre théoréme de M. Picard sur les fonc-
tions uniformes & un point singulier essentiel, qu’il ne peut y avoir que deux de ces
valeurs au plus. Donc, nos courbes n’ont au plus que deux points & I'infini.

Les courbes obtenues par M. Fabry vérifient bien ces propriétés. Elles sont
unicursales et possédent dans le plan de I'infini deux points imaginaires conjugués
comptant chacun pour p, I'ordre de la courbe étant 2p.

[40] Nous allons déterminer maintenant toutes les courbes unicursales n’ayant
4 l'infini que deux points distincts dont I'un compte pour un.

D’aprés les théorémes généraux, I'indicatrice sphérique des binormales doit &tre
une courbe unicursale n’ayant que deux points & I'infini dont I'un compte pour un,
et sil'on suppose que ces deux points correspondent aux valeurs o et 2z du paramétre,
on pourra prendre :

P() QW . RO

¢ = —, ¢
t t

P, Q, R étant trois polynémes en ¢.

11 sera suffisant que les résidus relatifs & t=o soient nuls.

Or, nous savons que la condition est la suivante :

L'indicatrice doit étre rencontrée en trois points confondus au point t=o0 par
une des génératrices rectilignes de la sphére. Nous supposons que la génératrice en
question est y=o0, de sorte qu'on aura pour les équations de I'indicatrice :

/ 1
r= t—

(*) B. S. M., 2¢ série, t. VII, 1883.

.
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En supposant que le point a I'infini soit 2 =y=o.
Alors les coordonnées de I'indicatrice deviennent :

85— l'ay
. C — [ )

i L)
T
"= a3 + "4y

) -

a condition que :

(1) : s — oy =1.

Les numérateurs ne pouvant avoir de facteur commun avec a3 — 3y, le probléme
est ramené & la solution de I’équation (1).
Il suffira de se donner deux polynémes premiers entre eux, par exemple «, §,

pour en déduire par les opérations classiques, vy et 3 qui dépendront d’'un polynéme
arbitraire.

[41] La méthode de composition des solutions est encore applicable; on peut en
effet utiliser 'identité :

2, | 20 . [ [
a”z l 1,2 \ 7'11;' + t AJI-,Z 1!lji + ?

tz‘/i 8 iei 82 [2(21‘{1 + .fﬁa]) l‘:” (j + ala
qui donne directement une troisiéme solution du probléme quand on en connait.
deux. On obtiendra donc sans effort un nombre illimité de ces courbes.

On peut d’ailleurs utiliser le fait qu’on connait les solutions de 1’équation :

B, — By =1.

Choisissons un couple «, v d'un systtme de quatre polynomes, et cherchons &
déterminer 8,3 pour satisfaire a I'équation (1). On aura :

7<B - al) - A.’(le {ﬁ - rjl)’
S, + 1Y,

Ll="F 4 2.

~
[}

I

La deuxi¢me équation fournira 8 si les deux premiers coefficients du poly-
noéme i(t) sont déterminés de maniére a rendre le second membre divisible par £*.
Les autres termes de X\(f) sont arbitraires.
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(42] Supposons obtenue une solution, et soit g l'ordre de la fraction ration-
nelle t—g, r lordre de l—;z.

L'indicatrice est d’ordre ¢ + r=—m. Le point & l'infini { =0 donne un point
comptant pour un dans la courbe & torsion constante. Le point {=oco compte
pour m —1 dans l'indicatrice, donc en général pour am — 3 dans l'intersection de
la courbe A. et du plan de l'infini.

Plus généralement, si k est le nombre relatif & ce deuxiéme point a I'infini, il
compte pour 2m — 3 —k. L’ordre total est donc am —2 — k.

En général nous obtiendrons des courbes de degrés pairs. Pour avoir le degré le
plus bas, remarquons que l'ordre ¢ est au moins égal & 1, r au moins égal a 3.
Donc m est au moins égal & 4. Pour qu’il lui soit effectivement égal, il faut que a ety .
soient des constantes qu’on peut supposer égales a 'unité, 8 et 3 étant respectivement
du premier et du troisiéme degré, et liées par :

S—IB=1.

*

On obtient ainsi des courbes A. du sixiéme degré, et ensuite les courbes de tous
les degrés pairs.

[43] Que se passe-t-il quand le nombre £ est différent de zéro? I1 faut pour cela

. . r .
que x,y développés suivant les puissances de 5 aient la forme :

k-1
A
A:l;0+a< caey

)
koq
x, + b (%) e
I xbzw., " ozq_k_‘,

8

’q

a7
R i r—k—1
y=x, + ——/—.

\ 6

»

11 est évident encore que le minimum de & est le plus petit des nombres ¢ — 1,
r — 1. Donc, si g n’est pas nul, puisque r est au moins égal 4 3, ¢ devra étre au
moins égal & 2. On peut trouver de telles indicatrices g =12, r =3, k = 1.

La solution la plus générale est fournie par les équations :

[(t+1) ¢

P—

B:a[(l+l)+c’ YT W d—¢
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Ces indicatrices du cinquiéme degré fournissent des courbes A. du septie¢me degré
ayant deux points 4 U'infini. On peut ensuite obtenir des courbes de tous les degrés
impairs de cette classe. Le point correspondant & ¢ = oo est, pour ces courbes,
singulier d’ordre 2. De méme, si I'on cherche les courbes de degré le plus bas cor-
respondant & k = 2, il faut au moins ¢ =3, r = 3.

La solution la plus générale peut prendre la forme :

e+ o
EIGEE E X YT

Elle fournit une courbe A. du huitiéme degré, et & partir de ce degré on obtient
des courbes de tous les degrés pairs.

En général, on obtient avec facilité des indicatrices ¢ = r==F% + 1 qui fournis-
sent des courbes A. de degré :

Gk 4 1)— 22—k,

A partir de ce degré, on peut obtenir toutes les courbes pour lesquelles le point.
t = oo est singulier d’ordre k + 1.

[44] De combien de paramétres dépendent ces courbes? « et § dépendent ensem--
ble de 2g, v de 2r— 2, en tout am — 2. L’équation (1) introduit ¢ 4+ r — 1 condi-
tions? Il reste m — 1 paraméltres. Le paramétre £ n’étant déterminé qu’a une subs-
titution prés qui conserve les valeurs o et e, on peut encore faire disparaﬂre un
paramétre. Il en reste donc m — 2, et nous avons encore le droit d’effectuer une
rotation autour de oz, ce qui donne un paramétré réel. Tout compte fait, les cour-
bes A. dépendent de 2m — 5 paramétres réels.

La vérification de ce résultat est aisée sur les courbes du sixi¢tme degréequ’on
peut représenter par :

l lii
Lua(t—{—l)’ y—(ct*(l+1)+b'

b étant imaginaire et a réel.

Quand k est différent de zéro, il est facile de voir que les polynémes «, 8, v, 3
dépendent de 2k paramétres en moins, mais que I'équation (1) fournit k conditions
en moins. Le nombre des paramétres est diminué de %, ce qui, évalué en patamé-
tres réels, donue :

am — 5 — 2k,
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[45] L’élément linéaire de ces courbes, proportionnel & celui de I'indicatrice des

binormales, se calcule aisément :

(5) =6 Tes—ta) 631 + tr) — 't

Le second ‘membre est le produit de deux polynémes, I'un de degré 2g — 2, 'autre
de degré 2r — 4. Finalement

ds\*
=2 = t
< dl ) P:m—c( )’

ou P est un polyndme de degré am — 6.
En particulier, pour la courbe du sixi¢me degré, on a :

ds\? 36\
2V — a2 b
(dt> e (l t7)

[16] Nous passons maintenant & la détermination des courbes ayant deux points
a l'infini, I'un de ces points étant caractérisé par :

p,=2, k,=r.

1

Les indicatrices sont unicursales, et avec les conventions habituelles sur /, on
peut écrire :

. e 1
r=r )
s 7
= { .
Y 3

il
La condition nécessaire et suffisante :

(1) as— Iy =1

exprimera que I'indicatrice n’a que deux points 4 l'infini {= o, {= 0. Pour expri-
mer que les résidus relatifs & ¢ = o sont nuls, nous appliquerons le résultat du
paragraphe 17, chapitre II, en exprimant qu'une certaine fonction de x, y :

ajte—y) —y

doit étre du huitiéme ordre par rapport a ¢.

Fac. des Sc., 4¢ série, t. I. 20
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On voit immédiatement qu’il faut et il suffit que #'y*3 — a,* soit du deuxiéme A
ordre, soit

(2) By3 —a>=ke.
Le probléme est ramené aux conditions (1) et (2). Nous savons résoudre de la
fagon la plus générale ’équation (1) en nous aidant au besoin de la solution de :
s — By=1.

Supposons comme une solution de (1). La solution plus générale ou est un poly-
ndéme arbitraire convient également :

@y A,
B8+ 8.

C’est cette solution plus généraie que nous allons astreindre a vérifier la condi-
tion (2). Pour cela, il suffit de disposer des deux premiers coefficients de }, les autres
restant arbitraires. Nous aurons ainsi ce qu'on peut appeler la solution générale des
équations (1) et (2).

Prenons par exemple « = vy = 1. On aura immédiatement :

& la

x:al’+bl+c’ y:I(al’+b[+c)+d'

11 faut que

(¢ + bl +al)y*(d + cl + b + al’) = a + kI*,

ce qui donne :
c
d=— .
3b
Cette indicatrice dépend de trois parameétres en apparence, en réalité de deux,
dont I'un a peut étre supposé réel.

Si U'on applique la méthode précédente, on voit que

a=1, v=1+ %,
2

8—al*+ bl +c, a:t(at’+b1+c);%+x1(az=+bl+c)

fournira une infinité de solutions nouvelles, X étant un polyndéme arbitraire divisi-
ble par 2.
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1

[47] L’évaluation du degré des courbes A. est immédiate. Des deux points a
Yinfini, I'un compte pour 2, l'autre pour 2(m — 2) — 1 =4k = am —5+ k. Le degré
est donc : '

om—3 —k.

Le degré minimum dans 'hypothése k = o est obtenu pour ¢ =2, r=23. On
a une famille d’indicatrices du cinquiéme degré (nous venons de les 6btenir) qui
fournissent des courbes A. du septiéme degré, et, parli de 13, on peut avoir toutes
les courbes de degré impair. ‘

Le nombre k, quand il existe, est inférieur au plus petit des deux nombres ¢ —1,
r— 1. On pourrait espérer, avec I'indicatrice ¢ = 2, r = 3, obtenir pour & =1 des
courbes du sixiéme degré. On voit immédiatement qu’il faudrait

ll l:’
T YT el o+ d
mais, puisque b = o, I'équation
3bd + c*=o.

donne ¢ = o, c’est-a-dire que I'indicatrice disparait. Ce cas n’est donc pas possible.
En revanche, nous allons montrer que pour ¢ = 3, r =3, k = 1, on obtient des
courbes du huitiéme degré :

o — Ut + h) . A
Tal(t+h)F Rkt - T al +mt+n’
m==, n=1—hk »

fournit une indicatrice qui n’a que deux points i l'infini, £ = 1 au point { = co.
Il faut maintenant exprimer la condition (2).

(I + kt 4 aht + al’)’ (n + mt + al’) = a® + k2,

ml + 3l'kn = o ou 4l — 3hlk = o,
t(t+ h) o t

3hk’ y= hk”

&+ kt——
al” + A

S =

al*(t + h) + kt +

Cette indicatrice du sixiéme degré fournit des courbes A. du huiti¢éme degré.
A partir de 8, tous les degrés pairs peuvent étre obtenus.
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Si 'on fait dans ces équations @ = o, h = o, on obtient I'indicatrice :

x=1U{+h), y==

pour laquelle k = 2 au point { = oco. Elle nous fournirait une courbe A. du sep-
tieme degré. A partic de 7, on peut obtenir des courbes de tous les degrés impairs,
présentant au point { = oo un point singulier d’ordre 3.

(18] De combien de paramétres dépendent ces courbes ?

On trouve am — 7 — ak paramétres réels, si 'on tientcémpte de la rotation réelle
permise autour de oz.

Par exemple, I'indicatrice que rous avons déterminée est du cinquiéme degré,
elle dépend en apparence de a, b, ¢; en réalité, la substitution de A A ¢ permet par
exemple de prendre b = 1. Quant a q, il peut étre supposé réel.

L’indicatrice du sixiéme degré m — 6, k = 1 que nous avons obtenue doit dé-
pendre de deux parémétres complexes. C’est bien vrai, car on peut se fixer la valeur
des paramétres h ou k.

L’indicatrice du cinquiéme degré m =15, k = 2 doit dépendre d’un seul para-

métre. Or celle que nous avons obtenue et qui n’est, au fond, pas autre chose que :
(x—y) =Ry

dépend d’un paramétre. Elle est la plus générale.
[49] L’arc de ces courbes est donné par :
(dS >2 I sz—:;
) « t’
ot P est un polyndme de degré am —5.

[20] Recherchons maintenant les courbes n’ayant que deux points & I'infini, I'un
étant caractérisé par :

p=3, k=o.

Les indicatrices doivent &tre unicursales, et leurs équations ont la forme :

QE .
o’i.l -2

t(l
X = —_
8
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Il faut d’abord exprimer que l'indicatrice n’a que deux points & l'infini [=o
et t=1o0, ce qui donne la condition :

(1) 0 — By ==1.

I1 faut exprimer ensuite qu’au point t=o, clle a six points communs avec la

.courbe.
xy_aqg(\x—_y):()’
(2) ay—a =kt'.

Telles sont les deux conditions du probléme. Nous obtiendrous la solution géné-
rale par des méthodes identiques & celles des paragraphes précédents. Etant donnés
-deux polyndmes a, 4, premiers entre eux, nous savons construire la solution générale
de (1). Elle se met sous la forme :

Yo + )\a’

3, + 18,

yo et 30 étant une solution particuliére, X un polyndme arbitraire. Il suffit de choisir
.convenablement les coefficients des quatre premieré termes du polynéme X pour
satisfaire & (2), les autres coefficients de A resteront arbitraires. On peut présenter
.cette solution sous une autre forme. Les premiers termes de y sont évidemment les

mémes que ceux de la solution v, de :
\

ay, =a’.
I 1

2

11 suffit donc de faire le développement de 4
L4

Les quatre premiers termes donneront les quatre premiers de .

[21] Pour obtenir le degré des courbes A. correspondantes, il suffit de remar-
-quer qu’'elles ont deux points seulement a l'infini, dont I'un compte pour trois,
I'autre pour 2m —5 —k, on m=q .

Donc lordre de A. est am — 2 — k. Si k=—o, nous obtiendrons des courbes
-de degrés pairs. La courbe du quatriéme degré n’existe pas, car elle aurait été
.obtenue dans la recherche des courbes (1, 3), si nous représentons par ce schéma les
courbes ayant & I'infini deux points comptant pour un et trois. La courbe du sixiéme
degré doit avoir une indicatrice du quatriéme degré. Or une telle courbe ne peut
avoir six points communs avec la parabole sphérique qui sert de réduite sans étre

confondue avec cette parabole. ‘

A
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Il faut au moins une indicatrice ¢=3, r=3. Ainsi, « et v sont du deuxiéme-
degré, § et 3 du 3° degré. On obtient ainsi la courbe de degré minimum, et ce degré
est 1o.

On obtient aisément la forme nécessaire de ay, 83 :

a«=a, + ht*,

y=a,— h*,

f=— 1L+ (m+ nt)(a, + ht*), -
v=  t+ (m+ nt)(a,— h*). '

I1 est facile de voir qu'au point {=oo, k=o0. Si m=o0, k=1, et l'on ob-
tient une famille de courbes du neuviéme degré dépendant en apparence de trois
paramétres, en réalité de deux, ou encore de trois paramétres réels, si I'on suppose
a, réel. Cette méthode fournira des courbes de tous les degrés pairs & partir de 10,
de schéma

i 3 M—3

lo o

le schéma général (chap. 1, § 6) étant

\PoD. - Dy
?ki /1" ke

o

N

o7

et des courbes de tous les degrés impairs M & partir de g de schéma :

3 M—-3
: .

S
?

(o]

[22] On pourrait obtenir autrement des courbes du neuviéme degré.
Prenons dans «,y, A==0, on aura

p:—l+a1"?3(t)7
= t+ac5,/(b),

173

o7

ot ¢, estun polyndme arbitraire du troisiéme degré. On doit prendre =, du troisi¢me-
degré; s'il était seulement du deuxiéme, on voit aisémenl que I'on naurait qu’une
représentation impropre de la parabole sphérique.

On obtient une indicatrice du sixi¢éme degré qui a deux points A linfini
pour [=o0, t=0co. confondus géométriquement en x—=y=—o. Ceci est la singu-
larité dont nous avions parlé au paragraphe 1 du chapitre II. On a donc une courbe-
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-du neuviéme degré qui a deux points & linfini géométriquement confondus. Une
des branches de courbe ne présente pas de singularité ponctuelle, mais coupe le
plan de I'infini en trois points confondus; I'autre branche présente la singularité
étudiée pour k=1, et coupe le plan de I'infini en six points confondus.

Une circonstance identique se présente si, « et v étant donnés premiers entre eux
-et satisfaisant & I’équation (2), on prend des polyndmes & et 3 de degré supérieur de
deux unités a ceux de «, v.

Par exemple, si nous avions pris :

.{i:_t+ ?z(aa + h[z)»
6= 1+ ?;_,(a‘ — ht*).

L’indicatrice du huiti¢me degré ainsi obtenue nous donnait une courbe du qua-
torziéme degré dont les deux points a I'infini sont géométriquement confondus.

Ainsi, ces problémes ne présentent pas de difficultés spéciales; au contraire, ils
sont en général plus faciles & résoudre que ceux ou les points & l'infini sont géomé-
-triquemeht distincts.

[23] Les polynémes «,_,, §,,v,_,, 3, dépendent de 2(¢+r) paramétres, 2(¢+r)—a2k
si 'entier k existe. Tféquation (1) introduit ¢ + r — 1 — k conditions. L’équation (2)
en introduit trois. Il reste donc :

m — 2 parameétres.
A

‘Comme on peut changer ¢ en A, il n’en reste que m — 3, et, comme nous I'avons
fait remarquer fréquemment, on peut supposer réel I'un de ces paramétres com-
plexes. -

Les courbes du dixiéme degré obtenues dépendent bien de trois paramétres, car
on peut par exemple supposer 2 = 1; de plus, a, peut étre supposé réel.

Si k est différent de zéro, on trouve

m—3—k.
L’élément linéaire devient ici :

) p i
dsi — 2'"["0( )dl,. )

[24] Cherchons toutes Ies courbes A. dont le schéma des points a 'infini soit :

5  M—5)

ko)
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Les indicatrices unicursales ont pour équation :

. «®
€T = tT{ ,
[y=1%
]
avec la condition : i
(l) 0 — ﬁ*{ = [*.

Et, pour que les résidus soient nuls au point £ = o, il faut et il suffit (paragra-
phe 12, chapitre III) qu’en appelant ®(xy) une certaine équation réduite, on ait : -

b (xy) =k,

{

Or, ici la coordonnée Y qui figure dans I'équation réduite est Ei , et I'on a fina-
o
lement I'égalité :
/. 32 ~ 5 . 2 o 3 / .(~) T
() 25— ) — blah — clat) + 0 (b(c+1) 5 + ‘-iT—')tz> = .
X \ 2

Cette derniére égalité introduit trois nouvelles constantes et doit étre remplacée
par six équations exprimant que le premier nombre a comme terme de plus bas
degré un terme de degré 6.

Nous allons donner la solution générale des équations (1) et (2). Deux polyndmes.
premiers entre eux «§ étant donnés, les polynémes les plus généraux y3 sont de la
forme : ' ‘

v, + k2,
3, 4 15.

Dans I'équation (2) ne figure que le polynéme 3. Nous allons déterminer les pre--
miers coefficients de %, ou, ce qui revient au méme, les premiers coefficients de 3,
de maniére a satisfaire I'équation (2).

Pour les obtenir aisément, remarquons que les coefficients cherchés, qui sont
ceux des six premiers termes, sont les mémes que ceux de la fonction §,, solution.
de I’équation du second degré :

A3 — B3, + C=o,

AB ¢ sont les coefficients de 2°,3 et le terme indépendant.
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A vrai dire, il y a deux solutions; mais une seule ne s’annule pas avec ¢. Elle est
développable en série entiére, suivant les puissances de ¢ :

1 3;\6 .

On peut méme, puisque les termes a partir de {* ne nous intéressent pas, se borner

[0

a prendre

Ainsi, on fera les divisions indiquées, et I'on aura les six premiers termes du

développement de 3,5. Appelons 3, le polynéme du cinquiéme degré ainsi obtenu ;
I'égalité

~
[Sn)
o7
o)

détermine par une simple division les six premiers termes de .
Soit %, le polyndéme du cinquiéme degré obtenu. La solution la plus générale
s’obtient en remplagant dans les expressions de v,3 le polyndme % par

A, + 1°Q(),

Q(¢) étant un polyndéme absolument arbitraire. On voit que cette solution est obte
nue uniquement par des opérations rationnelles. .

En somme, quand on se donne la fraction rationnelle &, on détermine par ces
opérations la fraction rationnelle y. Elle dépend d’un polyndme arbitraire.

[24] Soient ¢, r I'ordre des fractions rationnelles x, y.

Le point { = o de I'indicatrice fournit pour la courbe A. un point p,=>5, k=o;
le point { = co fournitun point p = am — 7 — k. L’ordre de A. est donc 2m — a2 —k.
Si k& est nul, cette méthode fournit donc des courbes de degrés pairs. La premiére &

. ol . . ,
obtenir a pour schéma ) ; elle existe effectivement; nous l'avons obtenue.

)

En revanche, la courbe n’existe pas; & partir de la courbe du dixiéme

, {5 : , )
degré on aura des courbes de tous les degrés pairs.
o

Supposons pour simplifier que les deux points a I'infini de cette courbe du
dixiéme ordre soient imaginaires conjugués, on pourra prendre pour ces deux

Fac. des Sc., 4° série, t. 1. 21
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points A ==o0, p. =0, et h = oo, p = oo, de sorte que l'indicatrice aura pour équa-
tions :

La solution générale ne présente pas de difficultés. Cherchons & obtenir une
solution simple :

a,=aq, + a,l®, v, =c¢,+ ¢l

B,=0b, + b1, s, =d, +dl.

I

On aura d’abord :

(l“(lom [)oco — 0,

uldi — bx ¢,

I

On exprimera ensuite que la condition (2) est satisfaite; il est facile de voir que
le coefficient b de cette formule doit étre nul; nous supposerons en outre ¢ = — 1.
On obtient alors, sans aucune difficulté, les quatre polyndmes

— r, v= 2 1 ['-',
= ‘= 6a.b, a0,
. - 1 I
b=0b, + b1, P — 0,
. 6a 2a

qui nous fournissent une infinité de courbes du dixidme degré & torsion constante.
Si I'on s’astreint en outre aux conditions :

b,=—1a,, d,= ic,, 4t —3a
. . [ 1
b= a,, d=—ic,
on a l'indicatrice :
it % + a,l’
xr= -
a,—a,t*"
1 L
y 6a, 2a,
h 1 y
LRI
6a 2a
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qui est une courbe réelle; les points imaginaires conjugués s’obtiennent en chan-
— 1
geant { en -

Nous retrouverons plus tard des courbes réelles plus générales de tous les

degrés.

&
[25] Donnons encore une application simple des méthodes générales.

Prenons pour « et 8 deux constantes égales & 'unité. La fonction 3, déterminée
par l'équation :

c(c+1):0
2

8> —38,(a—bl — cl’) + Lb(c+ 1)+ t

fournit pour le polynéme du cinquiéme degré 3, :

agza—-bt—-ctz*—b_(c-*—l)ts——c—i_I<£+£—>l.—w[£+?)—c~j|tn.
a Qa a 2

a a 2

-~ Le polyndme v est déterminé par :

v =3—Aht".

On obtient ainsi une indicatrice du septi¢me degré qui fournit une courbe A. du

douzi¢me degré.

[26] On trouvera aisément de combien de constantes doivent dépendre ces
courbes, Nous ne reprendrons pas le raisonnement qui fournit m — 2 paramétres,

dont 'un peut &tre considéré comme réel. C’est le résultat trouvé pour les cour-

{1 M—1

bes o qui est commune aux deux catégories dépend

1
. La“courbe g
o
bien de 2 paramétres, un complexe, I'autre réel.
Si k est différent de zéro, on trouve m — 2 — k.

[27] Dans tous les exemples traités jusqu’ici, le parameétre ¢ qui sert & repré-
senter I'indicatrice unicursale donne une représentation propre de la courbe. Autre-
ment dit, toutes les courbes ainsi déterminées sont de premiére classe, ou simples. -
Nous allons étudier maintenant les courbes de seconde classe qui se présentent les
premiéres. I faut qu’elles aient deux points & I'infini au moins, et si les nombres k
relatifs & ces deux points sont nuls, les nombres p sont tous deux pairs. Nous avons

~
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démontré que p ne peut étre égal i deux. Nous allons donc d’abord rechercher toutes
les courbes A. figurées par le schéma.

)4 M—4) {4 M—4)
, ou L
o o ) (o Kk )

Les indicatrices sont encore unicursales, mais ce résultat s’obtient en posant :

t,, t, correspondant aux deux points & I'infini. Ainsi, Iindicatrice est représentée par
des équalions de la forme :

0'a—6" «

= — :62—,
; 5
_6"’a—0“’__62 Y
Y= =%

Les deux points a I'infini devant correspondre & # = o, § — oo, a, b sont des

polynomes en 6°, «4 sont des polynémes en 6, y3 ne sont autres que les polynémes
a(— 0), 6(— 0). On aura donc :

a+ 6 =al,
a— 6" =@y,
(1) » ad — By =267, -

11 faut d’abord résoudre I’équation (1). Nous poserons :

a=a, + 0a,, y=a,—ba,, a=ab,—0ab,,

=0, + 6b,. 3=b, —bb,, b=b—00}.

a, a, b, b, sont quatre polynémes en ¢*, astreints uniquement & vérifier I'équation :

.

(l’) agb‘—albe_,:ez.

dont nous savons construire la solution la plus générale.
Il faut maintenant satisfaire & la condition des résidus (paragraphe 22, chapi-
tre III).
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Si I'on pose :

N // :),’7' @
(b (‘1;1},4> = .'L'"' - -\'1' \ %y + lul.l o 2'-> ’
@ > —y .
oro= +yy Y :-—'-, (}‘:[
! 2 o 2
on doit avoir :
’ b (e,y) = k",
-ce qui donne immédiatement .
o ’ 3 2 :) 3 % 3
(2) Ca— (uob + oo labt & 2 rPa ) = ki,

Nous ailons résoudre de la maniére la plus générale les équations (1') et (2).
Pour cela, donnons une solulion de (1’); on peut en déduire la solution plus géné-
rale :

a, +ib,, b

1

a, + ib,, b,;

b ne dépend pas de %, le polyndme a devient a + )b, et il faut déterminer les
premiers coefficients de % pour satisfaire a la condition (2). Cela revient i déter-
miner les six premiers termes du développement suivant les puissances de ¢, de la
fonction A, solution de :

. ) 5
A —a b — o tAD* — - A* =o0.
2

Cette opération faite, on déterminera les six premiers coefficients de X; les autres
-coefficients resteront arbitraires. Quand on a déja déterminé une solution particu-
lidre de (2), on obtient une infinité de solutions nouvelles en prenant la fonction )
-divisible par .

[27] Donnons tout de suite un exemple :

et nog* o —ns
L= — Yy E—ru
p+ g’ ' p—q¥®

mn, pq sont des conslantes, avec la condition :

«(3) . np—mg=r1.

N
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On a:

- l:;
o=t
p—qt
. lr;

P —ql)

Et la condition (2) devient :
‘ 3\5 e 2 2 4333 3 2 2 43\2 5 3 5
(mp —nql’y’ = o,(p"— ¢*') — a,l(mp — nql')(p* — ¢*C’)* — SE(mp—ngl'y = kt*..
Il faut évidemment que «, soit nul, et 'on n’a plus que denx conditions :

m —oa p=o0,

-

—dmnpq + Im'q* — 2—o.
. 2

Si l'on tient compte de (3), on trouve pour la deuxi¢me condition :

(4) mq* — dSn’p'=o.

Cette condition est la seule importante.

On voit aisément que les courbes que nous avons obtenues peuvent étre réelles..
Il suffit que m et g, n et p soient imaginaires conjugués :

m:pe". n=re*,

— 1% i8

g=rge™™, p=re*,

On obtient ainsi une fanrille de courbes réelles, les points imaginaires conjugués.

—
correspondant aux valeurs 6 et -

Ce résultat sera généralisé, ainsi que celni du. paragraphe 24,

[28] Si 2m est le degré de l'indicatrice, la courbe A. a deux points & I'infini;
I'un compte pour 4, 'autre pour m — 6 — k. Donc, l'ordre total est am — 2 — k.

Pour I'exemple que nous avons traité, les courbes i torsion constante sont du
dixiéme degré.
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[29] Nous pouvons maintenant traiter immédialement le cas général de la
-courbe dont le schéma est

an—1 M—oaon+1
o k

Les indicatrices sont unicursales; des deux points a I'infini. I'une compte pour n.
*On a donc :

(1) w— fy=1"""

Et de plus, pour que les résidus soient nuls en { = o, on doit avoir une identité
de la forme :

(2) "3 —3(a,"B"" + 2,8 o =BT — e T L =kl
qu’on obtient en exprimant la condition du paragraphe 3, chapitre IV.

Nous écrirons cette équation :
(3) A3 —B3 + "C=kt*.

Les méthodes que nous avons données s’appliquent 4 la solution compléte des

équations (1) et (3). Partant d’une solution «§, y,3, de (1) que nous savons cons-
truire, nous prenons pour y 3 les polynémes :

Y, + 72,
8, + 5.

Le polynéme 3 satisfaisant & I'équation (3) a ses 2n premiers coefficients identi-
.ques & ceux de la fonction 3,, solution de :

A3 — B3, + I"C=o0,

B C
?) ce— [II— /‘_’ﬂ l) I .
Y B + )

Les deux premiers termes donnerout par divisions un polynéme 3, du degré an—1
qui sera le début de 3. On déterminera par une nouvelle division le polyndme X.
«Ceci est tout & fait identique & ce que nous avons dit au paragraphe 23.
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[30] Si m = ¢ + t est le degré de I'indicatrice, les courbes & torsion constante-
sont de degré M = am —2—1, les deux points 4 I'infini comptant respectivement
pour 2n, —1, an,—1—k, k, +n;: m, ‘

En général, on aura k = o, et cette méthode fournira des courbes de degrés.
pairs. 8i k == o, on aura des courbes de degrés pairs ou impairs, mais ayant & I'in-
fini un point singulier d’ordre k +- 1. Nous avons vu directement que cette méthode
est capable de fournir des courbes (i partir du sixiéme degré) :

Ainsi, pour toutes les valeurs de an — 1, & parlir de 5 on doit retrouver au début
de I'échelle les courbes de degré an, et c’est le degré minimum qu’on puisse obtenir,
. bien évidemment.

[34] Ces courbes dépendent, comme on le voit aisément, de m — 2 — k para-
métres complexes, dont 'un peut étre supposé réel.

[32] Nous obtiendrons avec la méme facilité toutes les courbes A. de schéma

{2n M —on
| o ke

\

L’indicatrice sera représentée par les équations :

(}::(t + O-JII -1
i ’

b

A~

()za_ 02// 1

Y= b

On aura :

a4 T = 43,

a—6"t =ty
15 . rj‘( f— 2{)‘311——-! ,
ce qui se résout par les formules suivantes :
a=a, < ba,, vy=a, —0u,,
b=0,+ 0b,, s=b,—0b,,

an—e
’

(1) . a,b,—ab,=10
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a,, a,, b,, b, sont des polyndémes en 0* = ¢. Enfin la condition relative aux résidus
s’exprime sous la forme suivante :

. 2n 1 LY
(2) ugu S <q0b'.’lt—-i + 2, tabm—z + __'j—__ [Bll—l(t‘zll—-l> — ki 3

2

La solution générale des équations (1) et (2) s’obtient sans aucune difficulté par

les méthodes indiquées.

[33] Si 2m est le degré de I'indicatrice, le degré des courbes est 2m — 2 —'k.

Nous aurons trouvé directement des courbes 3 ﬁ : [(; ;, et, a4 partir de 13, on peut
M- (2n M —o2an
trouver toutes les courbes ; 2 : o i . 1l en résulte que les courbes o f

existent certainement & partir du degré an + 4, et c’est évidemment le degré mini-
mum.

[34] Donnons un exemple simple et général. Soit :

! " p + qom—z
L= ———
r4 so™
g p— q()m—i
y - r— Sem—-'.'. °

La condition (2) ot m = 2n + 1 prend la forme :
(p" _ qst"lvi))" . (q,' _ps)z Llo(r'l . S?tl}l—ﬂ)l'l—i L + _I_;:l_ t))l—E(P’. . qSt"l—Q)l)l—z:I —_— ktln.

On voit que «, «, sont nuls, et qu’il suffit en somme d’annuler le coefficient du

tm—z

terme en et le terme constant.

Finalement, on obtient la condition nécessaire et suffisante :

(m—4)p’s* —my*r* =o.

Nous obtenons une infinité de courbes a torsion constante de tous les degrés
pairs a partir de 8, puisque les indicatrices.ont tous les degrés a partir de 10.
Remarquons que ce calcul est parfaitement applicable au cas ot m est pair. Les

indicatrices sont alors de degré —.
2

Ainsi, les courbes A: sont de premiére ou de deuxiéme classe, suivant que m est
pair ou impair.

Fac. des Sc., 4° série, t. I. 22
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Il est facile de voir que ces courbes sont réelles si p et s, ¢ et r sont imag‘inaires
conjugués.

Les courbes d'un degré déterminé dépendent d’un paramétre. Ainsi, nous avons
des courbes de tous les degrés pairs pouvanl étre réelles, et nous en avons une infi-
nité pour chaque degré. ’

[35] Ces résultats sont analogues & ceux de M. Fabry, pour lesquels, comme
nous 'avons vu, les points & 'infini sont singuliers, le nombre k étant différent de
zéro. Ici les points & l'infini sont ordinaires. On peut donner les équations sous une
autre forme en calculant les valeurs de «, 8, v, coordonnées d'un point du coéne des

binormales.

m—u
o :”1/ + ’l1”711 ’
a* a0
B f) — L2 My gz + //m[mﬂ

. i'l) [{lbm
. ia* . ia* .
\" — L/’ + 1 ['.. B "m-—1 l"l—_ . [/)” l”l.
L Lb ‘

m

Le cone des binormales est de degré m. Si la relation suivante est vérifiée,

6mb*b*, = (m—~4)a’d

m—i?
on obtient des courbes a torsion conslante de degré am — 2, et ces courbes sont
réelles si a,_, est imaginaire conjugué de a,, b, conjugué de b.

Cette méthode ne saurait fournir de courbes du sixiéme degré, puisqu’il faudrait

2 n’exis-

que m = 4. Nous avons d’ailleurs vu que les courbes unicursales 5
: o o

taient pas.

—~

Nous savons aussi que les courbes ; - ne peuvent exister.

o N
o W

[36] Si nous voulons maintenant déterminer de la maniére la plus générale les

/ \

N
[k, k)

d’appliquer les résultats du chapitre IV. On aura toujours des indicatrices unicur-

courbes ayant seulement deux points a l'infini, de schéma , il nous suffit

sales de premiére ou deuxiéme classe.
Supposons par exemple qu’elles soient de premiére classe. Alors, les équations
sont les suivantes :

’

3
x = tkat1 —
B
o : tk +1 a{
— "1 ~
Y :
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o s \
Avec la condition

pa—1—k,
(1) Tab — By ==t 2
Et Pon doit avoir :
(2) b (xy) = kix,

¢ étant une fonction connue, M un entier déterminé en fonction de n; k.

La solution générale des équations (1) el (2) s’obtient par les méthodes générales
que nous avons indiquées. Le cas ot Tindicalrice serait de seconde classe est tout
A fait analogue.

On peut dire que nous savons déterminer toutes les courbes a torsion constante
ayant seulement un ou deux points & l'infini. Nous allons comme application re-

. chercher (uelles sont les courbes unicursales A torsion conslante, de degré au pius
égal a six, ayanl un ou deux points & I'infini.

37] La cubique L3 existe, c’est la seule.
q [ o\

Pour le quatriéme degr¢ ; i% n’existe pas, ; o O,s non plus; nous savons qu'il

. 2 . . . 2 2 . sog

ne peut exister de couple j o 5, il faudrait avoir 3 ; nous avons déterminé
. T

M—2 : s
i % En résumé, pas de courbe du quatriéme degré ayant un

ou deux points a l'infini.

toutes les 3 ?

4
. . . J . ) . . .
Pour le cinquiéme degre k existe; nous avons a examiner ensuite
~ o
(1 4 2 (2 3 g
to 1) = (s

aucune n’existe.

Pour le sixiéme degré, nous savons que ; . n’existe pas. Il nous reste 4 exa-
miner :
| I 52 {1 b {1 b )
[o of’ {o a}’ lo 4§
{2 lt§ {2 bllg {2 [ls -
[t 1y [1 2V’ 1 3V
(3 %g (3 3 '
[0 o’ fo 2V’
i3 3 :
(v 1y -
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5 . . {1 5 |
Nous avons vu que la premiére ligne fournit seulement .
; ' ) o o}
Aucune de la deuxiéme et de la troisiéme ligne n’existent.
M-—-3
k
nous ne pouvons rien dire." Pour simplifier la recherche nous ferons I'hypothése,

’

Comme nous wavons pas fait la recherche générale des courbes

non essentielle, que les deux points & Vinfini sont imaginaires conjugués, ce qui
permet de supposer que l'un est & =y = o, I'autre x =y = oo. On prendra

a0 ab—1t
“—0‘ T :[2——
.S‘L b_*_()’ i‘| ' [)27~/ "
[ _
v:()‘(.l__t_j’ v”::[,"‘(——aq [));,
b+ 6 w1 (b* — 1ty

On constate immédiatement que des trois intégrales, 2 et % ont leurs résidus
nuls. La condition pour { est

3a* +5b°—=o.

Aussi ces courbes existent et dépendent d’un paramétre.
En résumé, nous trouvons :

une famille de cubiques : ig,
. 19
une famille du 5° degreé o
deux familles du 6° degré 15 et & 33 g
' o o 1

[38] Nous terminerons ce\chapitre, consacré & la recherche effective de cour-
bes A. les plus générales de leur définition, en cherchant toutes les courbes ayant
seulement trois points & I'infini et de schéma

LI | M—2)
o o k )

Nous supposerons que ces trois points correspondent aux valeurs o 1 oo du
paramétre {. Nous supposerons également que les points 4 l'infini ont pour valeurs
communes de leurs coordonnées symétriques o oo et 1 par exemple. Cette derniére
hypothése revient 4 admettre que les deux premiers points sont imaginaires conju-
gués. On peut toujours se ramener A ce cas en faisant au préalable un déplacement
imaginaire. Nous savons qu’en appelant A, B, C les trois points 4 l'infini, I'indica-
trice a pour langente stationnaire en A, B une génératrice rectiligne de la sphére.
Deux cas sont & distinguer, suivant que ces tangentes en A et B sont ou non du
méme systéme. Examinons successivement ces deux cas.
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1° Nous avons pour équation de I'indicatrice :

¢ o
r= —_
1Y t— 1 (fh’
t Y
=t T
(t—1) s

Avec la condition nécessaire et suffisante :
(1) (t—1)yad —hy=k.

Le probléme est ramené a la résolution de I'équation (1) dont nous savons trou-
ver la solution générale. ’

Signalons la solution trés simple
Y': L, u=1 + RSl

s=1, i@:t—;

]

qui fournit une indicatrice du cinquiéme degré. La courbe & torsion constante a
trois points & 'infini, dont les deux premiers complent pour 1, le troisiéme comp-
tant pour 5. Ainsi, nous obtenons une courbe & torsion constante du septi¢éme degré

qui ne dépend d’aucun paramétre.
2° Les équations de I'indicatrice sont les suivantes :

5 t 1
=’
. £ ¥

Y= t—1 3

Avec la condition :

a3 —P(l— 1) By =k

et nous saurons trouver les solutions les plus générales de cette équation. Signalons
la solution particuliérement simple :

f=r1, a=t{t—1)+Fk,
y=1, s=t(t—r1)—k.

qui fournit une indicatrice du sixiéme degré. La courbe A. correspondante a deux
points & l'infini comptant pour un, le troisiéme gomptant pour 7. Nous obtenons
donc une famille de courbes & torsion constante du neuviéme degré dependant d’'un
paramétre arbitraire.




CHAPITRE VI

Propriétés générales des courbes algébriques & torsion constante. -— Recherche de I'équa-
tion de l'indicatrice ou du cone des binormales. — Limitation du genre. — Applica-
tions.

. .[4] Le présent chapitre sera consacré a la démonstration de quelques propriétés
~des courbes algébriques A: les plus générales. Nous allons voir d’abord qu’on peut
trouver la forme que doit nécessairement avoir I'équation algébrique de U'indicatrice
ou du cone des binormales pour que les singularités logarithmiques disparaissent
des intégrales. Nous commencerons par les courbes n’ayant qu’un point & infini.
Etudions d’abord celles qui sont de la premiére classe, c’est-d-dire dont I'équation
est algébrique, non symétrique en x, y. Les courbes d'un méme degré se distinguent
par leur espéce, si nous entendons par la le nombre de points ou elles sont coupées
par les génératrices rectilignes des deux systémes de la sphére. L'espéce sera repré-
sentée par |g, r|, ¢ étant l'ordre de &, r l'ordre de y.

L’espéce |1, r

sera unicursale, et nous 'avons oblenne; nous avons trouvé toules -
les indicatrices ou les polyndmes «, 3 sont du premier degré.

L'espéce |2, r| comprend des courbes unicursales, (ue nous avons oblenues. Je
dis qu'on aura immédiatement la forme de I'équation, qu’'elles soient ou non uni-

cursales. L’équation est évidemment :

(1) x (=P, (@) + (& —y)Q,(r) =o.

Il faut gue cette conrbe renconlre en 3(r 4+ 2) points confondus une courbe
d’équation analogue. 11 en résnlte que les polyndmes I’ et Q des équations de ces

courbes sont identiques. On en déduit immédiatement la valeur ¢ ==— 2, et 'on a :
P—a,+ax+ ... —bx’ 420",
Q=0b,+bx+...—bx " +x.

Celte forme de P et Q dtait d’ailleurs nécessaire pour que I'équation (1) soit de
degré r seulement en x. 1l en résulle qu’elle Gtait suffisante puisque le point a I'in-
fini étant seul, son résidu devait étre nul.

Ainsi, celle équation. (1) est une forme nécessaire. Nos courbes unicursales
avaient en particulier une équation de cette forme. En général, ces courbes sont

hyperelliptiques. Nous écrirons I'équation

=@ = )P+ (= y Q= o.
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L’expression de . — y dépend alors de la racine du polynéme R(x) :

R(x) =DP* — 4a2™Q.

Il est facile de voir, d’aprés la forme de P, Q, que ce polyndéme est du degré

Fe)

am— 4.
Ainsi, le genre de I'indicatrice est en général m — 3. 11 s’abaisse si le polyndéme
R(x) a des racines multiples. En particulier, 8’il a m — 3 racines doubles, I'indica-

trice est unicursale.

[2] Nous avons trouvé des indicatrices du cuatriéme degré |2, 2| nous fournis-
sant des courbes A. unicursales du septiéme degré. 11 est naturel de se demander
si 'on pourrait trouver des courbes simples non unicursales n’ayant quun point a
Iinfini, et de I'espéce que nous ¢tudions. On voit aisément que les trois intégrales

-qui doivent étre algébriques se rameénent aux suivantes :

J N e
A VR

Si ces intégrales sont algébriques, elles ont nécessairement la forme ——,
x

A étant un polyndne, p I'exposant de x au dénominateur de la fonction & intégrer.
Le degré de A est m — 1 pour les deux premiéres intégrales, m — 2 pour la troi-
'siéme.

Si R avait des raecines multiples

R =RR,,
: : . N . . AVR,
R, n’ayant qu'un nombre pair ¢ de racines simples, il faudrait prendre e On
.a donc en général des identités :
SRVR, _ d [AVE,
',L.P xl’ 1
les polynémes S étant P, P — ™7, P— ax™ ™, A, B, C élant des degrés am — 3 — E,
N 2

G [ . N
am — 3 — —, am — 4 — —. On tire de la :
2 2

1

2—B—Aw =SR, +(p—1)A —zA';

A est donc divisible par R,, ce qui impose la condition :

.
am—3 —— >,
2
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On posera :
A==aR

et on aura trois identités :

{ 3R,
|

+ R,[2'e —(2m —1)2] = R, P,

2

; —" 4 R, [¢c — (am —)5] 2= R (P — "),
2

| + R, [y — (2m — 3)y] = R (P — 2™"),

On en déduit une combinaison :

\

) + R, [@(28' — o'

3
~xR,' (28 — = Y)—(m—2)(e8—a—vy)+2—v] =o0.
2

D’oti résulte que R, doit diviser 28 — x — vy, ce qui fournit une nouvelle condi-
tion :

3
2n1—3——i>c,
2
am —3
c<29m5 ; ”

or le nombre ¢ doit étre au moins égal & 4. Donc m doit étre au moins égal & 7.
Nous sommes assurés déjd qu’il n’existe pas de courbes a torsion constante, de la
classe que nous étudions, au-dessous du treizieme degré. La courbe est alors de
genre 1, si elle existe.

Le dénombrement des constantes, par une voie moins rigoureuse, va nous
donner un résultat plus intéressant. L’ensemble des polyndmes P et Q dépend de

2am — 4 paramétres. Bn polynéme de la forme R* R, dépend de m — 2 —Ztet1
2

1 se . . . .« . G
parameétres. L’indicatrice fournit am — 3 conditions. Il reste donc m — 2 + ~ para-
2

métres, qui doivent satisfaire aux trois équations ot figurent les polyndmes «, 8, v.
On peut avoir immédiatement le nombre de conditions ainsi obtenues. Le genre de

. .G . -
la courbe est ici — — 1. Chaque intégrale donne s — 2 conditions. En tout 36 — 6.
. 2 N

Donc il reste finalement

-

J6 .
m+ h—— parametres.
2
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Il faut donc que :

cgw,

Nous avons une vérification en faisant ¢ = 2, auquel cas la courbe est unicur-
sale. Nous trouvons alors m — 1 paramétres; c’est le résultat obtenu directement.

Remarquons que les 35 — 6 conditions pouvaient s’obtenir en partant de nos
trois équations et comptant les coefficients de a, 8, v, ainsi que le nombre des équa-

tions. Cette limite ainsi obtenue est meilleure que la premiére quand m est grand;

o qs . . : m—1
elle nous montre que le genre de nos indicatrices de degré m est au plus —;
5

ainsi les indicatrices jusqu’au neuviéme degré inclus auront au plus le genre 1,
jusqu’au dix-neuviéme inclus, au plus, le genre 2, etc...
Si I'on part-du fait que s > 4, on trouve comme limite inférieure de m la valeur 6

. M
moins bonne que celle trouvée tout a I’heure. Autrement dit, les courbes 3 o du

troisiéme, cinquiéme, septi¢éme, neuviéme, onziéme degré sont forcément unicur-
sales.
S’il existe une courbe du treiziéme degré non unicursale, elle est du genre 1 et

dépend de 1 paramétre.

[3] Il nous reste & examiner le cas ol I'indicatrice est de deuxiéme classe. Pour
les courbes ayant un seul point a linfini, I'indicatrice est toujours de premiére
classe si le genre est zéro. Mais dés que le genre est différent, les deux cas sont
possibles. Nous avons vu au paragraphe 16, chapitre III, que les courbes algébri-
ques A. du cinquiéme degré ont un cone des binormales du troisiéme degré et une

indicatrice représentée par :
2’y + (e —y)'[A(x + y) + Bey + C] = o.

Cette indicatrice se décompose en deux cubiques si le genre du cOne est zéro.
Elle est de genre 1 dans le cas général. V

II'n’y a aucune difficulté & trouver 1’équation d’une indicatrice de degré 2n,
symétrique en x, y, et n’ayant qu'un point & I'infini.

Proposons-nous d’abord de chercher s’il existe des courbes du cinquiéme degré,
de deuxiéme classe, n’ayant qu'un point 4 I'infini.

11 est facile de prévoir que ces courbes dépendant de trois paramétres, astreintes
4 6 conditions qui expriment que les périodes des trois intégrales sont nulles, ne
doivent pas exister, On le démontre en toute rigueur ainsi qu’il suit :
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On peut exprimer

en fonctions rationnelles d’'un parameétre 6 et de la racine carrée d’un polyndéme du
quatriéme degré; il sullit de poser :

on trouve alors :

I

— =6 + VR©).

Si l'on exprime que les trois intégrales sont algébriques, on est ramené a expri-

mer que :
f(ﬁwﬁfffd\/ﬁfowﬁ
/of\/ﬁdo'/o\/ﬁdof\/ﬁd)

sont-algébriques; or, il est évident que la derniére n’est algébrique que si R a une

ou

racine double, auquel cas le cone est unicursal.

[4] La méthode d’énumération des constantes conduit & étendre a ces courbes le
—1

re

, ‘o s A , m
résultat précédemment obtenu que le genre d'un cone de degré m est au plus
11 est facile de voir que ’équation générale d’un cone de degré m n’ayant qu’une
génératrice isotrope est la suivante :

(x4 )" =+ ¥ + 1), 80

m(m—1)

Il dépend donc de constantes. Si son genre est g, il est assujetti

é(m —1)(m — 2)

— ¢ conditions, et dépend donc en général de m — 1 + ¢ para-
2

métres. ,
Or, les conditions pour que les intégrales soient algébriques sont au nombre

de bg. 11 en résulte que :

m-—1

bgLm—1+49, 9<

5
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Sous cette forme, le raisonnement est général et s’applique aux courbes de pre-
miére ou deuxiéme classe; il ne permet pas d’affirmer qu’il n’existe pas de courbe
(2, m — 2) du onziéme degré, mais il démontre qu’il n’existe pas de courbes A. ayant

un seul point 4 I'infini, de genre non nul et de degré inférieur & onze.

[B] Tout ce que nous venons de dire est sans doute en accord avec les résultats
des chapitres III et [V, mais ces résultats étaient inutiles pour former nos équations.
Nous allons passer maintenant & un cas tout différent, celui ou la courbe A. a tous
ses points & I'infini comptant pour un. Nous allons voir qu’on peut trouver aisé-
ment I'équation de 'indicatrice ou du céne. Supposons d’abord une courbe de pre-
miére classe, l'indicatrice sera d’espéce (g, r). En chacun des points a l'infini, une
génératrice rectiligne de la sphére est tangente stationnaire. Supposons qu’en ¢, de
ces points, la tangente soit la génératrice x = x;, en r, points la génératrice y = y,.

L’équation a évidemment la forme :

(E—x)(x—x) . . (&= 2g )y —Y) - (Y= Yp) = (£ —=))b(xy),
ax = &, doit couper cette courbe en trois points confondus au point x =y = x,.
Donc 4 doit contenir en facteur (y — x;*. Il en résulte que

¥ = (.)’ J;)Q(I)("L‘y) +\)‘(‘t—‘1’.1) v (‘L _qu)(y"‘y.) e (y - ,Vlh)-

Finalement on obtient :

Hx—z)y—y) = —2x)P(x}).

11 résulte de 1a que g=yg¢,, r=r, et que ®(xy) est un polyndéme de degré r—3 en x,
g — 3 en y. Telle est I'équation générale cherchée. Elle dépend de :

q + r 4+ (g — 2)(r — 2) paramétres,
et U'on peut y faire sur xy une substitution a trois constantes. 1l reste finalement :

(g — 1)(r — 1) paramétres.

Le genre de cette courbe est au maximum :
(g—n)(@r—1).

C’est le genre maximum d’une courbe de degré ¢ 4 r ayant a U'infini deux points
multiples d’ordre ¢ et r. Si g est le genre réel, il faut (¢ — 1) (r — 1) — ¢ conditions
supplémentaires, de sorte que le nombre total de constantes d’une telle équation
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est g. Comme il faut 6g conditions pour que les intégrales soient algébriques, on
voit qu'il n’existera pas de telles courbes A:, quel que soit d’ailleurs leur genre
supposé différent de zéro. Nous démontrerons, par une méthode toute différente et
plus rigo'ureuse, qu’il n’en existe pas d'unicursales.

[6] Envisageons maintenant le cas de courbes de deuxiéme classe, n’ayant a
I'infini que des points complant pour un. On montrera par une méthode analogue
que l'indicatrice a pour équation :

("l: - 9?1 ) ((V - ‘T|) o (’ - ‘/”‘m)(.\, - '1/‘111> - ("'7 - y)‘ (l) (:JC.Y‘) ’

ou P(xy) est symétrique en xy et d’espéce (m — 4, m — 4).
Le cone des binormales posséde une équation qui se déduit de celle-1. C'est la
suivante : |
D,D,...D, = (4 ¥ + ) D(r,y, 2),

ou D,D, ... D, sontles équations de m plans isotropes, I étant une fonction entiére
homogéne de degré m — 4.

On compte facilement les constantes d’une telle équation.

On arrive au méme résultat que plus haut. Si g est le genre du céne, le nombre
de constantes est g. Le résultat est donc le méme.

Il n’y a pas de courbes & lorsion constante algébriques ayant leurs points & I'in-
fini comptant pour un.

(7] On peut trouver avec la méme facilité les équations générales des indica-
| S

trices des courbes de premiére classe

Z ou tous les points comp-
o o) p' P

tent pour un, sauf I'un d’eux qui compte pour trois. On trouvera I’équation :

I (x—a)(y —y)loy —k(y —@)] = (. —y)" ®(xy).

Le point qui compte pour trois est © =y = o; ® est d’ordre r — 3 en «,
d’ordre ¢ — 3 en y; le nombre des facteurs x — x; estr— 1, y—vy,, ¢ —1.

Le nombre de paramétres d'une telle équation est encore (¢ — 1) (r — 1) quand
son genre g est maximum, ou g dans le cas général.

Les mémes démonstrations établissent qu’il n’existe pas de courbes & torsion

constante appartenant & cette catégorie, et de genre différent de zéro. Dans la recher-
I

,a, des cour-
o)

3 as plus que
os»P plus q

che qui termine le chapitre V, nous avons trouvé une courbe

1

bes mais pas de courbes du cinquiéme degré

7
o ol o

\

. 3 - . ;
nous n’avons trouvé de courbe du quatriéme degré o ; Nous avons démontré,

pour cette derniére, qu’elle n’existait pas.
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.
{8] Il parait indiqué de chercher dans la voie des courbes 3 :) ; o ; Z

-dont nous possédons deux exemplaires de genre o, les courbes

Nous allons développer un peu la méthode par laquelle on arrive & I'équation
.générale de ces courbes, supposées de premiére classe. Supposons qu'elles soient de
I'espéce (¢ r), leur équation est d’ordre r en x, g en y.

Ecrivons-la : .

(y —x)"'F
ql

oF
F(acy):l"(aca:)-{—(y——a')-a—):(xw) L+ (x,x) =o.

Les coefficients de (x — y)" sont des polynémes P, de degré g + r — h. Suppo-
sons que les points & l'infini soient répartis de la maniére suivante : r, d’entre eux
ont comme tangente stationnaire une génératrice x =x;, ¢, une génératrice y —Y,;
le dernier, qui compte pour trois, sera le point x =y = o.

Alors on doit avoir :

F(ex) = 11, (x) 11, () &,

I1, étant le produit des x—a,, I, le produit des « — y,, x =2x, doit couper
en trois points confondus. Donc les polynémes P, P, contiennent II, en facteur;
ona:

Fap =111, 0 —o)p, + =) 4=y aa),

.

p, et p, sont des degrés respectifs

g+r—1—r,=q,+3,
q+l’—2——l'.:qi+],

puisque :

g, +r,+3=qg+r.

Il faut maintenant que les génératrices y = y, coupent a leur tour en trois points
-confondus.
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La parenthése coeflicient de I, doit s’annuler, ainsi que ses deux dérivées pre-
miéres, quand € =y = y,. On en déduit que :

ooy
:duc(‘L L) + 1L R,,
& d .
po= =@ L) + 2 LR + LR,

ou R, et R, sont des polynomes du premier et du deuxiéme degré. 11 résulte de cette
forme de p, p, que la parenthése peut étre considérée, & des termes prés contenant
(¢ — y)’, comme la fonction :

y)Ly ro—ni+ =T,

Ainsi I'équation prend la forme :

lli(uc)llg(y) Y4y —x) R, +(‘y

R _l =(y—x) d(wy).

Cette équation doit étre d’ordre r en x, g en y. A cette condition, les résidus re--
latifs au dernier point & I'infini seront nuls. Mais nous pouvons écrire tout de
suite la forme des polyndmes R, et R,.

On a nécessairement :

— R=a—by—cy*,
R cc+1) ,
j‘:b(c + 1) +——( " )y‘.

LY
Si cette condition est remplie, quelle que soit I'équation, on aura‘peut-étre un.

autre point & l'infini, correspondant & des valeurs infinies de xy, mais les résidus.
seront nuls en ce point. Pour ce que nous voulons, il faut ajouter la condition que
Lordre g + r soit égal & ¢, + r, + 3. Dans les exemples traités précédemment, il ne
pouvait y avoir de réduction entre les termes de plus haut degré du premier et du
deuxiéme membre de I'équation. Le fait devient pos~sible ici.

Un exemple simple est fourni par la courbe

(y+ D' +@—y@+ 1)+ @E—y]+@@—y)' =o,

qui n’est autre que :

(y+1)+@&+1)@—y) =o,

: . ) . 15
indicatrice (1 3) d’une courbe a torsion constante 5 o ;
o
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Nous allons voir que cette réduction peut se présenter dans le cas général.

Dans notre équation y figure au degré maximum ¢, 4 3,  au degré maximum,
r, + 2. 11 est impossible que xy figurent effectivement & ces degrés.

Voyons s’il est possible d’avoir le degré ¢, + 3 pour y, r, pour x.

A : : 1+
I1 faut pour cela que les polynémes en y, coefficients des termes en a g

. . 3 T 2
-disparaissent. Au premier membre, nous trouvons pour x AR

1L.o) (b + 1 +%i—')y).

2
Au second nombre, ¢ (xy) doit étre d’ordre r, —1enx, geny:
Plxy)=a" TP,y + TP, + ... .

On trouve la condition :

c(c+1
P =10 (b + 0+ LDy
Or P, doit étre du degré g,, il faut donc que c soit égal & zéro ou & —u. Si

g s 3 .
¢ =—1, il n’y a pas de terme en yq‘+ , et ce cas sera examiné. Donc ¢ est nul.

P, = bIL().
Si on désigne par Xz, la somme des r, quantités x;, on trouve ensuite pour dé-
‘terminer P, : :

, = (a—bXx )11, (y).

Et ces conditions sont suffisantes. Ainsi I’équation de nos courbes en apparence
.d’espece (r, + 2, q, + 3) est en réalité (r,, g, + 3) et nous avons une premiére solu-
tion du probléme.

Si a figure & degré supérieur a r,, il faut que y figure au plus au degré q, + 2.
On trouve aisément la condition ¢ =-—1 ou ¢ = — 2. Ces conditions se raménent
I'une & l'autre par I'échange de xy.

Prenons ¢ = — 1. Alors, le premier membre de notre équation est d’espéce
r,+ 1, g, + 2. 1l suffit donc que P (xy) soit d’espéce rr, — 2, ¢, — 1.

Et nous avons ainsi la deuxiéme solution du probléme entiérement distincte de
la premiére.

Nous allons évaluer les constantes dont ces solutions dépendent.

5
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(9] La premiére dépend au premier membre de ¢, + r, constantes. Au second
membre r (g, + 1) —2¢, —z, puisque deux des polyndmes sont déterminés. On.
trouve finalement :

(r—=1(g +3)=0r—1@g—1=y.

Ainsi pour ces courbes également, le nombre des constantes est égal au genre g,
car cette relation se maintient si le genre n’a pas sa valeur la plus grande.

Ainsi il n’existe pas de telles courbes de genre non nul. Si leur genre est nul,
elles ne dépendent d’aucune constante. 1l y a 13 contradiction avec ce fait que la

I ) . . )
courbe ( o { due nous avons trouvée dépend de deux constantes. Cela tient a ce
0

qu’il faut considérer a part le cas ou r, =1, r,=o.

2

Si r,=1, on trouve que 'équation se réduit 4 :
@+ D[y = —o)a—by) + by — )] = bx —y).

Courbe du quatriéme degré unicursale g — (¢ — 1)(r — 1) =0 dépendant d’une-
constante. C’est au fond le résultat que nous avons trouvé. Cette derniére courbe ne-
dépend que d’une constante, puisqu’on dispose encore d’une substitution conservant
les points € =y=—1, x=y =0, mais cette substitution n'est pas un déplace--
ment réel. En tenant compte de cette remarque on voit bien que nos résultats sont
les mémes.

Nos indicatrices (1 3) dépendent de trois paramétres réels. r=2 donne une
courbe & deux paramétres et du genre 2, ne pouvant fournir elle aussi que des cour-
bes de genre o, sans paramétre.

En résumé, cette premiére solution ne saurait donner aucune courbe de genre
non nul. Elle fournit une courbe du sixi¢me degré & trois paramétres réels. Si elle
peut donner les courbes unicursales de degré supéricur, celles-ci ne dépendront
d’aucun paramétre. ’

Les résultats sont analogues pour la deuxiéme solution qui ne fournit elle aussi
que des courbes unicursales ne dépendant d’aucun paramétre.

Le raisonnement est le méme. Il est remarquable que nous ayons obtenu une de
[ S ;) e
fo o o)

On se rend compte aisément qu’elle est d’espéce (2, 3). Onaici r,=o, ¢,=2. En

ces courbes, c’est précisément la courbe , ne dépendantd’aucun paramétre..

effet, les deux tangentes stationnaires sont du systéme y —=y,.
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[10] La méthode que nous avons suivie s’étend immédiatement aux courbes
I 1 ... 1

7 s . L’équation générale des indicatrices est
o o o o

HL() H() [y — (y —x) (%, 4 2,y — by* —cy')]

S c + ) -
+(y—x) (.’% +bc+1)+ « ]~) y-) = (x—y)"d(ry).

2

Une telle équation est en général d’ordre r, 4+ 2enx, ¢, + 4eny. Il faut que
Pordre total soit ¢, + r, + 4. Nous aurons donc a examiner si 'ordre en-y restant

g, + 4, les termes en a gt peuvent disparaitre. On trouve que ¥ (xy) doit étre :

Dlry) =P () + LR F .,
P(y) = I1L{Q,
P.(y) =1,0NP + Qy —xQ.

En conscrvant la signification de X et désignant par P, Q les coefficients de
—(y — ), (y — x)* dans la parenthése du premier membre.

Il faut encore que Q soit seulement du premier degré, ce qui donne ¢c=o, en
réservant c=— 1. P, et P, sont bien alors d’ordre ¢ + 1 et nous avons une solution.

Si I'ordre en y est inférieur & ¢, + 4, il faut c=—1 ou c=—2. Sic=—1,

Pordre en y est en général ¢, + 3, il faut que le terme en "t disparaisse ou

P, =110,
P,, est bien d’ordre ¢ seulement.

Si ¢c=—2, l'ordre en y est ¢, + 2, en & r, 4+ 2. Le polyndme ®(xy) est alors
arbitraire, d’ordre ¢, —1 en y, r ——1 en x. Telles sont les trois solutions que 1'on
trouve par le méme raisonnement dans le cas général.

Si r,=1, la premiére solutipn fournit des indicatrices unicursales dépemdant de
trois paramétres. Nous en avons trouvé de telles, ce sont celles des courbes ; ! Z R
les résultats sont bien les mémes. I

Si r,= 2, on obtient des indicatrices d’espéce (4 2), de genre 3, incapables de
fournir des courbes de genre non nul, pouvant fournir des courbes unicursales & un
paramétre. Si r, > 2, on trouve que la courbe dépend de g + 1 parameétres, g étant
le genre. Elle ne peut donc fournir que des courbes unicursales & un paramétre. )

Passons & la deuxiéme solution, ¢, + 3, r, + 1. Si r,=1, elle fournit des courbes
A de genre 2, & trois paramétres.

.. 8i r,=2 des courbes de.genre 4, a cinq paramétres, en général & ¢ + 1 para-
métres.

Fac. des Sc., 4 série, t. 1. 24
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Pour la troisieme solution, elle dépend aussi de g + 1 paramétres. Donc, pour
ces deux derniéres catégories on ne peut avoir que des courbes unicursales & un
parameétre.

Un exemple de courbe de la troisiéme catégorie a été obtenu & la fin du précé-
\

{

rq
o o’

dent chapitre, c’est la courbe V!
o

[14] Ces résultats sont faciles & généraliser. L’équation générale des indicatrices

{1 1 ... 1 an—i1|
des courbes | ! ala forme
( o o o o

() I — (r —2)P(y) + (y — 2)*Q(y)] = (x — y)" P(xy)

ou les polyndmes P et Q ont la forme connue (Chap. IV, § 2).

On trouvera trois catégories de courbes :

1° L'espéce (q, + n, r,) correspondant & c =o, les deux premiers polynémes P,,
P, de degrés g, + n — 3 sont délerminés par :

P =11Q,

P, = I1,(P + Qy — £Q).

2° L'espéce (¢ +n—1, r4 1) correspondant & ¢c=—1. On a P, de degré
q,+n—4
P, =I1,0.
3° L’espéce (¢, + n — 2, r + 2) correspondant 4 ¢ = — 2.
Si r,=1, la premiére catégorie fournit des courbes unicursales dépendant de
\ ~ an —-1
an — 5 paramétres, ce sont nos courbes o

Si r,>1, elles dépendent de g 4+ n — 3 paramétres, g étant le genre.

Les courbes de deuxiéme et troisiéme catégories dépendent de g + n — 3 para-
meétres. '

Ainsi, comme on doit vérifier 6 ¢ conditions, il faut que :

n—3
!/<T-

Pour obtenir des courbes non unicursales, il faut au moins n =238. Si ces courbes

existent, elles sont du genre t, leur ordre le moins élevé est 16, ce sont des courbes

)

OO‘

dre d’aucun paramétre.

correspondant & une indicatrice du neuviéme degré; elles ne doivent dépen-

Au-dessous de n =38, il n’existe que des courbes unicursales dépendant de n — 3
parameétres.
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[42] Nous nous contenterons de cette application assez large, qui fait’suffisam-
ment comprendre la proposition suivante : .

Les théorémes généraux du chapitre IV permettent de trouver la forme générale
de I’équation d’une indicatrice quand on connait le degré de la courbe a obtenir et
la nature de ses points a U'infini.

Cette forme d’équation assure la disparition des singularités logarithmiques.

[13] Nous allons compléter les résultats du paragraphe 5, en démontrant que
les courbes unicursales n’ayant  l'infini que des points comptant pour un, n’existent
pas. Leur indicatrice serait unicursale et on aurait :

R
A

a3 — By = 11(t—1),

¢ est un polynome de degré ¢ + r dont les racines sont les ¢ + r valeurs ¢, qui
correspondent aux points & Iinfini. Il faut maintenant qu’en chacun de ces points,

A - . . . . dx d
une génératrice rectiligne soit tangente stationnaire, ce qui exige que i —d% posseé-
dent I'un ¢, racines doubles, 'autre r, racines doubles, choisies parmi les ¢, et telles
que : ’

-’

qi+r4'—q+r'

Or T E}l: ne peuvent avoir au maximum que ¢ — 1, r — 1 racines doubles, en

tout ¢ + r — 2. Ainsi, le théoréme est démontré et finalement :

11 n’existe aucune courbe A torsion constante, unicursale ou non, ayant tous ses
points a l'infini, comptant pour un.

Ce résultat est I'un des plus remarquables de cette théorie.

[14] On peut démontrer par une autre voie, qui parait féconde, le dernier théo-
réme relatif aux courbes unicursales. Rappelons a cet effet qu'é¢tant donnée une rela-
tion algébrique entre « et y, de degré m, par rapport & y; si on appelle ¢ le nombre
de branches de la fonction algébrique y(x) qui se permutent en un point de ramifi--
cation, le genre de cette relation peut étre calculé par la formule de Riemann :

g:,‘.‘.(P:I>—m—{—1,

ou la somme X est étendue aux différents points de ramification.



182 G. DARMOIS.

. , U5 T SRR | , .
Les courbes de premiére classe et de schéma s i ont une équation
o o 0 )

générale.

I, (@) I, () = (@ —y)" D (xy) .

Nous appellerons r le plus grand des nombres ¢, r. L’équation est de degré ¢
en y. Or, on connait & priori r points de ramification, ce sont tous les points x =,
en ces points trois valeurs de y se permutent, on a donc :

gzr—q+r.

I1 résulte de 14 que le genre ne peut descendre qu’a la valeur 1.
Il n’y a pas de courbes unicursales (nous avons vu autrement qu’il n'y avait pas .
non plus d’autres courbes).

[4B5] On peut appliquer le méme raisonnement aux courbes de schéma
L. 3
o o o

r points de ramification sont en évidence en la forme :

et de premiére classe. Leur équation est de degré g+ 1 en y,

I, () H,(n[ey — k(@ —=2)] = (£ —y) ‘I; (xy).

Ainsi, le genre est limité inférieurement par :
g2r.—4q.

S’il existe des courbes unicursales, ce ne peut étre que dans Fhypothése r, =gq,.
Elles doivent étre coupées en méme nombre de points par les génératrices rectilignes
de Vun et de Vautre systéme. Nous avons vu qu'elles ne doivent dépendre d’aucun
paramétfe.




CHAPITRE VII

‘Transformation des courbes a torsion constante. — Nombre illimité de solutions nouvelles
déduites d’une solution particuliére. — Les courbes du quatricme degré. — Les courbes
unicursales du cinquiéme et sixieme degrés.

[4] Le chapitre précédent nous a montré que des recherches de courbes A. ayant
un grand nombre de points & 'infini devaient ne pas aboutir dans certains cas. Nous
allons voir qu’on peut, par des transformations simples et successives, obtenir des
courbes ayant un nombre quelconque de points & I'infini. Supposons connue une
-courbe unicursale & torsion constante. Nous savons délerminer toutes celles qui ont
un ou deux points a I'infini et une classe intéressante ayant trois points a I'infini. On
-aura, dans le cas le plus général :

A, B, C étant trois polyndmes en ¢.
Les trois intégrales qui sont algébriques sont ici :

c_ [d@+y) _ [£CN—aC
T J @—y J N—uBC
d(ﬂc + y>
o / xy / BA' — AB’ di
= <x~y>2“‘ A" —4BC
. axy
. dlxy) CB" — BC'dt
< Tx__—y)z—— - AQ_ABC )

Je dis qu’on peut obtenir par 1a une infinité d’autres courbes unicursales. Posons :
% x,=x + M),

Yo=Yy +Mb).

Supposons que la valeur t = oo n’annule pas (x — y)* et que les points & l'infini
-de la premiére courbe correspondent & des valcurs finies égales de o et y. Alors, la
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courbe lieu du point xy, aura pour points a I'infini tous les points de la premiére,
et en outre les points correspondant aux infinis de la fonction ).

Supposons que X soit un polynéme en ¢{. La courbe aura un point & l'infini de
plus que la premiére, il sera obtenu pour { = co.

il est bien évident que si 'on peut choisir 4, de fagon que la deuxiéme courbe ait
un contact assez intime avec la premiére en chaque point & linfini, les résidus
des intégrales relatives & la deuxiéme courbe resteront nuls, et le résidu relatif au
nouveau point introduit ne pourra qu'étre nul lui aussi. C’est ce que le calcul va
nous montrer immédiatement. Les nouvelles intégrales

gy
rn
_{..
!
..
| c
i
= S
U: >
i"

,“:-,,+2;\;+>\25_—2f;d;\—2/ Sdi4 4o [ HIHEEV L)
: (x—1Y)
SV
cieni— [ \ e
TS ,/ ’+,/\= 4B(Ad’+2/Aﬂ—4Bc

seront évidemment algébriques si le polyndme X est tel que :

H

2= (A* — 4BC)M(Y),

M(¢) étant absolument arbitraire.
On obtient ainsi une infinité de courbes unicursales nouvelles ayant un point &

Iinfini de plus que la courbe initiale. Il importe de caractériser ces courbes nou-
velles.

[2] Pour cela, nous allons étudier ces courbes au voisinage de chacun des points
a linfini. Le polynéme A® — 4 BC comporte autant de facteurs ¢ — ¢, qu’il y avait de
points & Iinfini distincts dans la courbe initiale, 'ordre de multiplicité est p, + 1 + k,.
Les polynémes A, B, C sont en somme les coordonnées d’un point du cone des bi-
normales; d'une fagcon précise ce sont les quantités 2y, « + i, «— 8. On peut
supposer, pour I’étude au voisinage d’un point que A contient un facteur (t — ¢, )ﬂk it
B contenant ({ — ¢, )”‘ «t* G ne s'annulant pas. i contiendra un facteur ({ — ti)pl+k +2.
kit @,y (- ti)ﬂkH—ﬂ
nouvelle courbe le point aura les mémes caractéristiques p; ;.

11 résulte de 1 que x, + y, conliendra un facteur (¢ — ;) . Surla

. ol . 4 L4 I I s
11 reste & étudier le nouveau point, il suffit de considérer les quantités — — qu’on

1J1

appellera pour un instant X,;Y,; (X, —Y,)" est en —;— del'ordre de }*. Désignons par p.
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le degré de M(¢). ) est d’ordre de 2am + 1 + p; m étant Vordre du cone des binor-
males. On a donc pour le nouveau point :

P+1+K=40(m+ 1+,
X, +Y, estd’ordre am + 1 + 1, XY, dordre a(am + 1 + u).

Donc, les valeurs de P, K, sont :

P=3(m+ 1 + ),
K=2am + p.

~ Nous avons l'ordre de ta nouvelle courbe et la nature de ce nouveau point & V'in-
fini.
: e 3
Appliquons par exemple ce procédé a la cubique gauche o4

. 7

Noqs avons ici m=—2a :
P:3(5 —+ y.),
K=4 + n.

b

. PR ' N 3 15 .
. Ainsi, nous obtenons une infinité de courbes, la plus simple est o 4 % qui est

du dix-huitiéme degré.

(3] L’hypothése que ¢ = co ne donne pas nn point i I'infini n’était pas essentielle,
si elle n’est pas vérifiée la méthode s’applique encore, mais donne simplement une
-courbe nouvelle ayant méme nombre de points 4 I'infini, I'un d’eux ayant changé de
caractéristiques, si x et y devenaient infinis pour {==oco. S’ils restaient finis, 'an-
-cien point & I'infini disparait pour étre remplacé par un nouveau.

Nous avons déja trouvé des transformations changeant les caractéristiques d’un
point & I'infini. Dans la détermination des courbes ayant un ou deux points 4 l'in-
fini, la connaissance d'une solution en fournit une infinité d’autres dépendant d'un
polynéme arbitraire.

La transformation générale que nous venons d’indiquer est distincte de ces pre-
miéres tranformations.

[4] Nous sommes en mesure, poursuivant Uapplication de la méthode, de cons-
truire maintenant des courbes ayant autant de points & I'infini que nous le vou-
-drons. )

Le degré de ces courbes augmente trés vite et les nouveaux points & Uinfini pré-

sentent des singularités élevées.
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Nous ne faisons qu’indiquer ces méthodes qui fournissent des solutions particu--
liéres en nombre illimité, I'objet de ce travail étant plutot la recherche générale de:
calégories bien déterminées de solutions.

Nous terminerons en faisant une application des méthodes et des résultals & la
recherche :

1° De toutes les courbes a torsion constante du quatriéme degré;

2° De toutes les courbes nnicursales de degré inférieur ou égal A six.

[B] Aucune des méthodes employées n'a pu fournir de courbes du quatriéme
degré. Nous allons les chercher directement. Tous les schémas possibles @ priori,
sont les suivants :

-~

{ yro3) {2 2
(1)’ lo o)

Soit cing cas 4 examiner.
Daus les cas 1, 3 et 4 la courbe est unicursale, nous avons trouvé toutes les cour-
bes n’ayant qu'un ou deux points a I'infini. Il en résullte que 1 et 3 ne sauraient

fournir de solution.
fro M—-2

Nous avons également trouvé les courbes ( i
o o 5

% ; le quatriéme cas ne

s’est pas présente.

Dans le cas (2) la courbe est soit unicursale, soit de genre 1.

Nous savons déja que les courbes unicursales ne donnent pas de solution. Si le
genre est 1, le cdne I' des binormales est du troisitme ordre, avec deux génératrices
isotropes comptant pour 2 et 4 dans 'intersection avec le cone isotrbpe. Or, d’aprés
le paragraphe g, chapitre 11, le cone I" doit avoir en commun, avec un certain cone
du deuxiéme ordre, huit génératrices confondues, ce qui est impossible. Il reste &
examiner le cas 5.

Si la courbe doit étre unicursale, nous savons qu’elle n’existe pas. Si son genre
n’est pas nul, le dénombrement des constantes montre qu’elle n’existe pas.

Oun peul le démontrer autrement, d'une maniére intéressante.

Rappelons qu’étant donnés m points sur une surface de Riemann de genre ¢,
les fonctions rationnelles, admettant pour pdles simples tout ou partie de ces m
points, dépendent de m — g + 1 4 5 paramétres. Dans ce résultat, dG a Riemann
et Roch, ¢ signifie le nombre des adjointes d’ordre N — 3, N étant I'ordre de la rela-
_tion algébrique, qui passent par les m points donnés. Or, ici, on connait & priori
six solutions. Ce sont les coordonnées des adjointes de la courbe et de I'indicatrice..

“Ainsi Pon a :

m-—g+14+6>7, g=>m—b6-+q.
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Ici le nombre 5 est nul, la relation ne peut étre vérifiée.

I1 n’existe pas de courbe de quatrieéme degré a torsion constante.

[6] Cherchons toutes les courbes unicursales de degrés M = 3, 5, 6.

. . 3
1°M = 3. On a une famille de cubiques g o i’ c’est tout.
)
2° M = 5. Nous avons obtenu les courbes
: o
2 3 (1 .
) %, 4 % n’existent pas;
{1 o o 1
viennent ensuite : .
1 1 3 (1 2 2
o o o) [o 1 1

Pour la premiére, I'’équation de I'indicatrice serait :
(@ — @)y — y)[2y — k(@ —y)) = (@ —y) D(x).

Cette courbe devrait étre du quatriéme degré, c’est impossible.

Pour la deuxiéme, I'indicatrice est du cinquiéme degré, mais on établit aisément

que son équation a la forme :
(2 — ) (@ — ) (y — ) = H@@—y)",

qui est au moins du sixiéme degré. Il reste donc 8 =4, 3 = 5;

’

o7
I
&

nous savons par le théoréme général qu’elle n’existe pas.

Fac. des Sc., 4¢ série, t. 1.
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3° Les courbes du sixiéme degré :

elle dériverait de la courbe du septiéme degré, nous avons vu qu’elle n’existe pas.

s=a? A1 133
[t 1) lo of
les méthodes générales les auraient fournies, elles n’existent pas.
(3 3 . -
Enfin 3=2 3 { existe, elle a ¢lé trouvée.
I 1
o2 3) ., .. . .
53=13 S indicatrice du 5° degré,
o 1 o
I 1 S - .
; o o i indicatrice du 5° degré,
1

e ? g indicatrice du 6° degré,

Nous savons que la deuxiéme, que fourniraient nos méthodes générales, n'existe
pas.

La premiére, dont I'équation doit étre :
(@ —x)(y—y) [2y —k(x—y)]=H@—y)
est au moins du sixiéme degré.
La troisiéme a une équation de la forme :

(x—x)@—a)(y—y)=Haz—y,

elle est au moins du septitme degré.

. »e . . s A
La premiére n’existe pas, car nous avons vu que 'indicatrice d'une telle courbe
doit étre de degré pair et d’ailleurs au moins du sixiéme degré.

La deuxiéme indicatrice doit &tre du sixiéme degré¢, d’équation

(@—x)(y—y)(@—x)@—y)=Hz—y".
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Son espéce est donc (3 3). Il est facile de voir que si les valeurs de { sont o
et oo, pour les deux derniers points & linfini & = y = o, £ = y = <o ; on doit
avoir :

(= (at + b),

»

o7
I
ot
,g,,
(=]
[«]
(=]

Une telle courbe a, pour équation de l'indicatrice :
(@ — ) (@ —2)(®—x)(y—y)y = k(y—)"

Cette relation est du troisi¢me ordre en y, et trois points de ramification d’ordre 3
sont en évidence. Le genre est donc forcément supérieur & un.
[ S T A

7

a

\
=106
{

o o0 0o o o of

Nous savons que les courbes unicursales de cette catégorie n’existent pas.

En résumé, les courbes que nous avons cherchées se réduisent a :

1° Une famille de cubiques dépendant d’'un paramétre réel, caractérisé par le

schéma S 3 g
(o)

2° Une famille de courbes du cinquiéme degré dépendant de trois paramétres
5

o ("

3° Deux familles de courbes du sixiéme degré : 1° dépendant de trois paramétres
3

réels, caractérisés par

. e (1 5 : : , .
réels, caractériseés par 2 g; 2° dépendant de trois parametres réels
oo




