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SUR UN PROBLEME D’INVERSION

POSE PAR ABEL,

ET SUR SES GENERALISATIONS

Par M. PATRICK-J. BROWNE

INTRODUCTION.

[1] A la fin de son mémoire célébre sur le probléme de I'isochrone (M), Abel a
écrit le passage suivant :

« Je remarquerai enfin que, de la méme maniére qu’en partant de I'équation

r=a (s
= [ e

-j’ai trouvé s, de méme, en partant de I'équation
V@)= [ gz,

© J'ai trouvé la fonction ¢, J et f étant des fonctions données; mais la solution de ce
probléme est trop longue pour étre donnée ici. »

On sait qu’Abel résolut le probléme de I'isochrone par I'inversion de la premiére
des intégrales ci-dessus. Son mémoire parut dans un journal norvégien en 1823; et
il est évident, de la méthode qu’'il adopte, que c’était dans sa pensée de considérer g,
Y et f, dans le deuxiéme probléme, comme des séries convergentes des puissances
positives et entiéres de la variable. Trois années plus tard, il publia, dans le Journal
de Crelle, une autre solution de la premiére question, sous le titre : Résolution d’un

(1) (Fuvres d’Abel, édition de Sylow et Lie, t. I, p- 18.
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probléme de mécanique (1), C'est ici qu’il se sert de l'artifice de calcul qui est devenu
classique et trouve un résultat plus général; mais il ne dit rien du second probleme.
Aucune allusion n’y est faite dans tout le reste de ses ceuvres publiées.

[2] En 1897, M. Volterra reprit le probléme en essayant de le généraliser, comme
nous le faisons ici (2). 11 résolut d’abord I'équation pour déterminer 8(x)

y
sm=_f" s, yd,
ay
en supposant que l'on ait f(o)=o, et, en méme temps,
H
H(y,y)=Fo0, < ==eo, pour y=o.
ay
11 croyait que la méme méthode s’appliquait & I'équation généralisée d’Abel :
»
0= [ c@rke. s,
Mais il n’en est rien; car en posant, avec M. Volterra, xy =25, on trouve

yf(y)zfqy”yw&.)K(;,y)da;

d’ou l'on déduit, en différentiant par rapport & y,

2l

K(p. y)o(py) — K(g, ) e(qy)
w7 (; y)— ; K, (; ) |s@iz=rm + .

VK (a, '
K, (% y) :__gw_y); K,(x, )=

“(5)-3nG
Y Y Y Y

devient, en général, infini & 'origine, et de telle maniére que la méthode de M. Vol-

ou l'on pose
Wz, )
oy

On voit que le noyau

terra soit inapplicable.
Ainsi, 1a méthode indiquée par M. Volterra en 1897 et qu’il ‘vient 4 nouveau
d’exposer dans son livre récent sur les équations intégrales (%), ne suffit & résoudre la

question que dans des cas trés particuliers.

(1) AssL, Buvres, t. 1, p. 97.

(2) Vorterna, Sopra alcuni questioni di inversione di integrali definit{ (Annali di Mate-
matici, XXV (2), art. ).

(®) Vorrerra, Legons sur les équations intégrales, ch. 1, p. ¢8.
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[3] Nous avons écrit U'équation, avec un changement de notation. comme il suil :
1
/ G(z, t) f(tx)dt=g(x),

ot Ton a |p| < 1. Il n’y a aucune perte de généralité A supposer que la limite supé-
rieure soit I'unité: car, fit-elle un nombre quelconque p, on pourrait étre ramené

. . z
au cas que nous traitons par le changement de variables {=pu, = —. Nous
p

avons fait de diverses hypothéses sur les fonctions G(z, t) et g(x), mais toujours en

s oo G G ‘ . .
supposant Uexistence des dérivées Fradievs et ¢'(x). Sauf quelques exceptions, nous
o ¢

avons cherché des solutions f(x) valables dans le domaine du point x=+ o, et cela

nous a forcé, pour la plupart, & ajouter la condition G(1)=o, en posant G(t)=G(o, ¥).

. G G .
Au commencement, nous supposons que les fonclions G(z, ). o’ 3 salis-
[\ d

fassent & une condition que nous appelons la condition (D), ¢’est-a-dire qu’elles aient
des développements, au moins asymptoliques, suivanl les puissances positives crois-
sanles de x: en d’autres termes, que l'on ait, par exemple, pour tout n,

G(x, ) =G(l) + G,(t) + ... + " 'G,_, () + ="G,(x, 1),
G,(x, t) étant une fonction bornée au voisinage de a=o0. Nous supposons aussi que
lon ait g(x)=x'8(x), ot l'on a 6(0)==0. el la fonction 6(x) salisfait a la condi-

tion (D).
La quantité § doit &tre telle que 'intégrale

1
f G(x, t)lfdt
-

ait un sens. En multipliant I'équation
1
S 6 5@ =g@)
®

par x, et en intégrant par parties, on trouve

1)
G, 1)9(x) — 6o, palpe) = mg(@) + f ;6@ Dglta)dL,

en posant

s@)= [ f@dz.

Fac. de T., 3¢ S., 1V. 0
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Cette équation peut s’écrire sous la forme suivante :

9() — hia)g(pw) =2 4() + [ Ko, Da(tamyat,

ot 'on pose

- G(x,
h(w):GEz ‘[;’
0=
0,
EGWC’ )
K(J), [):m.

On prend = =28 + 1, et il est clair que les fonctions 1(x), h(x), K(x, {) satisfont &
la condition (D).

(4] Nous écrivons cette équation avec un paramétre %, comme il suit :

¢ () = 2" 4() + 1

h(x) o(pr) + f K@ ) 3() dti .

Nous commengons par la solution de I’équation
1
(@) =2a*4(x) + 2 f K(x. t)o(ta)dt,
0
et nous résolvons ensuite le type plus général. Nous démontrons qu’il existe, pour
les deux cas, une solution fonction méromorphe de .. Lorsque ) est un pdle de cette

fonction, il y a encore une solution qui est logarithmique.
Nous considérons ensuite les équations homogénes

1
glax) =12 / K(ax, t)¢(tx)dt,
0
- 1 |
o) =2 3 h(x) o(px) + / Kz, t)g(tx)dt i
> )
et nous trouvons qu’ane solution de la premiére correspond & chaque racine de I'équa-

tion en «
1
1:)\/ K(t)dt,
0

en posant K(t)=K(o, {); et qu'une solution de la seconde correspond & chaque racine

de léquation
1
cu + / t“K(t)dt%.
}‘. .

I=0A
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otr U'on a ¢=h(o). Au moyen de ces équations, nous obtenons les solulions de

léquation
1
f G(x, t)f(lx)dt =0,
*

qui correspondent aux racines de U'équation

i
/ rG(ldt=o.
™

Enfin, nous résolvons les équations
b
g(x) ="V (x) + & / K(x, t)g(tx)dt,
S 0
o (x) = ™Y (x) + © (h(ac)?uac) + / K(z, t)s(tx)dt;,
a

ol 'on a |a| <1, [6] 1. Silon a dans la premiére o< a - b<1, oudans la
seconde pa-<{b<1, ces équations rentrent toujours dans les types déja con-
sidérés, si'on pose K(x, £)=o0 en dehors de I'intervalle a <t b. Il n’y aura donc
pas besoin de parler de cette classe d’équations dans la suite.

[6] Notre méthode, dans tout ce qui précéde, a été de multiplier ¢(x) par un
certain produit de n facteurs linéaires en A; trouver pour le résultat une expression
en série de puissances de 2, et démontrer que le rayon de convergence de cette série
augmente indéfiniment avec n. Si les fonctions h(x), 4(x). K(x, t) ne sont pas suscep-
tibles de développement en série asymplotique suivant les puissances de x, cette méthode
ne s’applique plus. 11 y a alors trois cas & distinguer suivant que l'on a : 1° y=o0;

2° p.>o0; 3> p<<o.

1° w=o0, — L’équation est (sans parameétre)
1
s@)=1@) + [ K, Osttn)d.

Nous supposons que l'on ait |{(x)] <<Mx*, M étant une constante et y étant
supérieur & — 1.

Les conditions auxquelles les fonctions y(x), K(x, {) sont assujetties, sont trés
larges et seront précisées dans la suite. '

Nous trouvons d’abord la solution de I'équation

1
s@)=4@) + [ KOs,

en supposant que K(#) soit un polyndme, sous la forme d’'une somme de deux inté-
grales de contour.
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A Taide de cette solution et d’'une méthode d’approximations successives, nous
résolvons 'équation

w(x) =1{(x) + '/0.1 K(x, )¢(lx)dt,

en supposant encore que K(¢) soit un polynome.

Enfin, nous prenons le cas ou K(f) est une fonction continue en général dans
I'intervalle o <{¢-< 1.

Nous faisons son approximation dans cet intervalle, d’aprés le théoréme bien
connu de Weierstrass, par un polynéme convenable P (t). Et ici, il nous faut témoi-
gner notre reconnaissance 3 M. Lebesgue, dont on sait I'autorité dans ce genre de
questions, et qui nous a donné beaucoup d’indications sur les conditions qu’il faut
imposer a la fonction K({) et sur les méthodes pour trouver des polynémes conve-

nables dans chaque cas. Ayant obtenu une approximation suffisante, nous écrivons

I'équation comme il suit :
1
i) |+ Rstrmar
0

1
¢(x) = |:d,(x) + / 3 K(x, t) — P,(f)
0
et nous la résolvons par une méthode d’approximations successives. Nous démon-

trons que la solution dépend linéairement d’autant des constantes arbitraires qu’il y a

de racines pour Uéquation en o. :
1
f FRKdt=r1,
0

et que I'équation homogéne
1
() :/ K(x, t)g(tx)dt
0
admet le méme nombre de solutions linéairement indépendantes.

2° u.>>o0. — Nous supposons que l'on ait |{(x)] <<Ma*, ou y ne doit plus &tre
"nécessairement supérieur & —1. L’équation s’écrit :

o) — k@) g(pn) = 4) + [ K(e, Dalto)de.

Nous mettons h(o) = c, et nous faisons les hypothéses suivantes : (a) |c|p' <1, et
(b) lim c¢"g(p"x)=0, ol l'on a ¢'>|c|.

n s oo
Nous remplagons x successivement dans I'équation par px, p'x, ..., "z .... En
éliminant les fonctions o(pa), ¢(p’x), ..., ¢(u"x) ..., nous retombons sur une équa-

tion du type 1°.
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La solution dépend linéairement d’autant de constantes arbilraires qu’il y a de

1 .
f FR)dt =1 — cp®
A .

satisfaisant & la condition |cu®| <15 et U'équation homogeéne admel le méme nombre

racines pour U'égquation en « :

de solutions linéairement indépendantes.

Si I'hypothése (a) n’est pas vérifiée, ou bien si I'on s’affranchit de la condition (b),
on peut assigner arbitrairement la fonction ¢(x) dans un intervalle wl{x </,
{ étant une quantité positive; on peut alors faire le prolongement de ¢(x) dans les
deux sens par une suite d’équations de Vollerra.

3 uw<Co, ou bien w=—v, ot 'on a o<Cv<1. L'équalion s'écrit comme il

suit :

o(x) — h(x)e(—vx) =14 () + _1 K(x, t)g(la)dt.

Ily a ici une distinction a faire. Si les fonctions h(x), {(x), K{(ax, ) sont définies
pour les valeurs positives et négatives de &, nous n’avons pas réussi a trouver une
solution générale valable pour les valeurs positives et négatives. On peut trouver
une solution unique par approximation directe si les limites supérieures de |h(x)|
et de |K(x, t)| sont assez petites; ce cas est trés simple, et nous ne nous y arré-
tons pas.

Si I'on cherche seulement une solution valable pour les valeurs positives de x,
on peut donner o(x)=u(x), une fonction arbitraire, pour les valeurs négatives, et
I'on trouve encore une équation du type 1°. ’

[7] Les résultats obtenus s’appliquent tout de suite, comme auparavant, A
I'équation généralisée d'Abel :

1
/ Gz, &) f(tx)dt = g(x).
=
Nous avons trouvé aussi les solutions de I'équation
4 .
/ G(x, §)f(tx)dt = g(x)
0

dans le cas singulier ot U'on a G(1)==o0, en supposant que I'on ait en méme temps
G'(1)==0. Nous y ajoutons une discussion du cas plus général ott I'on a :

G(N=G(1)=..=G""1)=o0;  G"(1)=}o.
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Enfin, nous avons montré comment on rencontre le probléeme d’inversion qui
forme le sujet de ce travail dans I'étude de I'équation aux dérivées partielles :

iz >z (@ 1) 2z
x —tl—=A(x, ) —.
dx A M

11 s’agit de trouver des solutions qui restent finies a I'intérieur du rectangle formé
par les droites

et qui prennent des valeurs données sur les trois cotés x=o, t=a, t=0. Le
cas 1° se présente si une des quantités a et b est zéro; le cas 2°, si elles ont le méme
signe; le cas 3¢, si elles ont des signes opposés.

[8] Pour ce qui concerne la littérature de cette question, il est & remarquer que,
dans le cas particulier ot I'on a G(x, t) = K(x, xt), ou K(z, y) est une fonction con-
tinue ayant une dérivée bornée par rapport & x dans le triangle limilé par les
droites y=ux, y=ypx, £=1, et tendant vers une valeur unique différente de zéro
comme x et y tendent simultanément vers zéro, on peut se servir des méthodes que
M. Volterra a adoptées dans le Mémoire déja cilé; et I'on trouve une solution unique.
M. Picard a fait & ce cas une applicétion de la méthode d’approximations succes-
sives; et il a trouvé par ce moyen la solution de I'équation aux dérivées partielles

>z

QX dy

oz AP
+ a(e, y) 3+ W) o+ )z =d(y),

qui prend des valeurs données sur les droites y=ax et y=ux(!). On devrait con-
suller aussi, sur ce point, des travaux de M. Goursat (?) et de M. Hadamard (3).
MM. Volterra(*) et Holmgren (*) ont étudié I'équation

X
/ [Aow” + A"y + LAY TP () + Xy P (2, y)
Jo

) e

ou l'on a
A, —{—A‘ + ...+ An:i:O,

4(0)=4g'(0)="... =¢"(0)=0,

(1) Picaro, Sur une éguation fonctionnelle se présentant dans la théorie de certaines
équations aux dérivées partielles [Comptes rendus, Paris, CXLIV (1907)].

(%) Goursar, Sur un probléme relatif i la théorie des équations aux dérivées partielles
du second ordre (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2¢ série, tt. V et VI).

(3) Hapmaro, Bulletin de la Société mathém- lique de France, t. XXV, p. 116.

(9) Vortenrna, Sulla inversione degli integrali definiti [Aui Torino (1896), notes 1 et 1v].

(%) HoLmGreN, Sur un théoréme de M. Volterra [Atti Torino, t. XXXV (1900)].
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et les fonctions P (x, y), P,(x, y), ..., P, (a. y) sont bornées et & dérivées bornées.

n+14
M. Lalesco la traite aussi par une méthode d’approximations successives, en se ser-
vant de la théorie des équations différentielles du type de Fuchs(!). En faisant le

changement de variables y =tx, on trouve

[1
o (x)

ou R(x,y) est une fonction bornée et & dérivées bornées, et 'on a h(x)="-
x

A +A L+ .o + A+ xRz, tx) { f(te)dt = h(x),

une fonction bornée.
On voit que c’est un cas particulier de notre probléme d’inversion, G(¢) étant
égal au polynoéme
A AL+ L+ AL

M. Horn(?) a traité aussi I'équation de Volterra ou le noyau est de la forme
ax + by + ax® + Bxy + vy* + ...,

par une méthode d’approximations successives.
MM. Holmgren, Lalesco et Horn, dans les travaux déja cités, ont résolu I'équa-
tion avec ce dernier noyau dans le cas spécial ot l'on a :

a4+ b=o.

C’est un cas treés particulier de la relation G(1) =o, dans le probléme que nous

considérons.

J'ai I'honneur de dédier ce premier travail & l'illustre savant francais M. Emile
Picard, qui a eu la bienveillance de s’y intéresser et de m’aider par ses conseils; qui
aussi m’a initié par ses cours aux théories des équations fonctionnelles, et m’a mis
sur la route de recherches personnelles dans ce département des mathématiques.

(!) Laresco, Thése de doctorat (Paris, 1907); Sur léquation de Volterra (Journal de
mathématiques, 19o8).

(?) Horw, Volterrasche integralgleichungen and Summengleichungen [Journal fir die
veine und angewandte Mathematik, t. CXL (1g11)].



[1] Nous commengcons par I'étude de l'équation
1
o(x) = x*{(x) + )\.[ K. t)g(tx)dt,

ou la partie réelle de x est supérieure @ —1, el U'on n’a pas (o) =o, en supposant que
les fonctions Y(x) et K(x, t) satisfassent & la condition (D), c’est-a-dire qu’elles soient
développables, au moins asymptotiquement, suivant les puissances positives croissantes
de x.

Soient

[K(e, 0] <K; [4 ()] <M,
K et M étant des quantités fixes. Soit une solution
o(x) = " ?Bo(ac) +2B,(@) + ... + 1B (@) + ... {.
En égalant les coefficients des puissances de i dans I'équation, nous obtenons :

B, () =(x),
B, (gc):[l K (x, {)1*B,(tx)dt,

1
b= [ K. orb, @@,
0

Soit a=a, + iq,, a, et a, étant des quantités réelles; on trouve :
|B, ()] <M.
lBi(ac)]<M<“ >

1

Bl <M ()

= :

_+_
Q

=

La série des puissances de % a donc un rayon de convergence au moins égal a

14 aq,
K -
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' 1
00:/ rRdt,
0

D, (%) = ¢(x) (1 — Xe,),

(2] En posant

on voit que &, (x) satisfait & I'équation

P, (@)= x*d(x)(1 —ie,) + A [‘ K, ), (tx)dt.

Soit
b, (x) =a"{(x) + 2, (x);

alors on aura

1, () = — €,z (&) + fo "K(e, Oa 4 (Gt + [ 'Kz, Ou, (L.

Mais nous avons, par hypothése,

Y{(x) =1 (0) + ', (x),
K(x, ) =K(l) + zK, (, 1),

ou les fonctions 0,(x), K(x, £) satisfont & la condition (D). Par conséquent, expression
1
— ¢ x" Y(x) + / Kx, yx*t*(ix)dt
0
est égale a

1
f FRQOd— ¢,
[}

gy [ ‘ t"gq,(o)K‘(ac, ) + (R(9)8, (1) + wtK (x, 8,(2) { dt,

(]

x —c, "0, (xx)

c’est-a-dire égale a
x" ", (2),

J,(x) étant une fonction satisfaisant a la condition (D).

Nous obtenons donc I'équation :

u,(x) =ax*"' Y, (x) + © '[ ‘ Kz, tyu,(lx)dt.

i
c‘:/ K dt,
0

vi(x) - ui(x)(l - )\Ci) »
Fac. de T., 3¢ S., IV. 10

En posant, de méme,
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nous obtenons

v (@) =", (2) + du(x),

u,(x) étant une solution de I'équation
1
u(x)=a""Y (x) + / K(x, tyu,(tx)dt,
0
ou la fonction {,(a) satisfait & la condition (D).

[3] Nous avons, maintenant,

. M) + (@) |
)—90 $(x) + A—yy w2 Y(@) + hrtw, () + Nuy(x)
3(%) = —yy =) —de)

ol w,(x) satisfait & la condition (D). Il est clair que I'on peut continuer indéfiniment
ce procédé, et qu'en posant, en général,

cr:‘/o~l rK(t)dt, | (r=o,1,2,...)
,(2) = 9(@) (1 —2e) (1 —2¢) . (1 — e, ),

on obtient

b, (x) =2a"

£ @)+ 1E@) + e+ NE () % +nuy ),

la fonction u (x) étant une solution de I'équation

1
u,(c)=a™™"! (x) + A f K(x, t)u,(tx)dt,
0

et les fonctions E(x), & (x), .... &,_(x), {,(x) satisfaisant toules & la condition (D).
De 14, nous trouvons

u () =2a"" g Cy() 4+ RC(x) 4 oo + 2" C () + on !,

une série de puissances de A, dont le rayon de convergence est au moins égal a

n+1+4a,
K

et, par conséquent, augmente indéfiniment avec n.
On a donc

O (x) =a"[E,(x) + RE (@) + ... + A" 'E,_,(x) + 3x"Cy(x) + N C (x) + ...],

une série dont le rayon de convergence croit indéfiniment avec n.
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1
¢, = / reK(yde.
0

K
r+i1+a,’

[4] Nous avons posé :

Il s’ensuit que I'on a

le,] <

et, par conséquent, le produit infini
PO) = (1 —ic,) e (1 —ne,) e ... (1 — he,)e™ ...

est une fonction entiére de %. Nous supposons que % ne soit pas égal a aucune des

epr I
quantités o En posant

r

D) =P\ ¢(x),
nous obtenons I'équation :
1
dlx)=PR)x*{(x) + A f K(x, t)d(tx)dt.
0

Si I'on pose
PR)=0b,+brA+ ...+ 08" + ...,
P(x) = x*[D,(x) + AD () + ... + XD, (x) + ...],

on trouve, en égalant les coefficients des puissances de 2,
Do(x) - bo“!’(x)’

D,(x) = b, W) + j 'K(x, 06D (tw)dL,
D, (@) = b,4(x) + f 'K(z, §)£*D,_(tz)dt,
0

Nous trouvons ainsi les coefficients d’une solution holomorphe au voisinage de A—o.

Cette solution est évidemment le produit de & () par
gleotatF (e )e (1 — e, )e

qui est une série entiére. Donc, la série représentant cette solution a un rayon de
convergence au moins égal a celui de la série ® (x), et, par conséquent, cette solu-

tion est holomorphe dans tout le plan.
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Nous avons donc établi le théoréme suivant :
L’équation

o(x) = x*(x) + % -/0“ K(x, t)g(lx)dt,

ot la partie réelle de « est supérieure & —1, et Uon n’a pas Y(o)=o, el les fonc-
tions {(x), K(x, t) satisfont a la condition (D), admet la solution

_a"H(x, o, )
(A) ‘ o(x) = W—r

H(x, o, 1) élant une fonction entiére de ) qui satisfait & la condition (D) en lant que
Jfonction de x, et P(1) étant la fonction entiére de X

(r—17e,) e"'c‘)(r — ‘Ac,)em1 (1 — )\c")ew" ..

L]

o l'on pose
1
Cr:/ K. )dt  (r=o,1,2,...);
0

celle solution existe lorsque X est différent de toutes les quantités .
c

r

[6] Avant d’aller plus loin, nous noterons deux formes sous lesquelles cette
solution g(x) peut s’écrire, et qui nous seront nécessaires dans la suite. Nous avons,
par hypothése, pour n quelconque,

\}(.’E) - ao + aaw + + an—iwn_l + x"en<x) ’

les a,, a,, ..., a,_, étant des constantes, et 0,(x) é¢tant une fonction qui satisfaita la
condition (D).
Soit, en général,

Ay RCryg

P () =(—%X)e "(1—2,, e (r=hm,2,..).
et soit
x* S (x, o, k)

P,

la solution, donnée par la formule (A), de I'équation

v (%) =

. .
v (r)=a"" + )\f K(x, t)v (tx)dt (r=o,1,2,...).
0

Soit aussi
mu+1l (_)n(w’ a, )\)
Pn O‘)

la solution, donnée par la méme formule, de I'équation

wll (w) -

1
w, () =x"0,(x) + f K(x, yw,(tx)dt (n=o,1,2,...).
0
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Il est clair que nous avons
x"H(x, o, 1)
P

_ax"S(x, e n)  ax™ S, (x, o, X) n a, xS, (e k) | x"T"0,(r, 0 })
P P, " P, P,()

ce qui nous donne :

o(x) =

" H(z, o, 1) = a@" Sy, 2, 1) 4 ¢ @S (2, %, 1) (1 — ne,)e
Aep—g

(B) { + .o+ a_ @S, (0,2, 1) (1 — ) (1 —re)et . (1=, _)e
a0, (s @ ) (1 — ke e — e e L (1 ey

e, e

n—i

D’autre part, il est évident, d’aprés la méthode par laquelle nous sommes arrivés

A la formule (A), que 1'on doit avoir

o) — x*H(x, 2, 1)

P(r)
o wa";(m) )\a‘.u"l '\Pl(a/_‘ 7.) + )\"—l w’l’ﬁ’7l‘-‘i ',J"_‘ (w, 1)
e, (1 —ne)(1—2e) T (1—ne) (1 — ¢ .. (1—0e, )

W, (x)

(1—ne) (1 —1e) . (1 —he, )

u,(x) élant la solution, donnée par la formule (A), de I'équation

u,(x)=x"""Y,(z, 2) + 2 .[ ’ K (z, t)u,(tx)dt.

Par conséquent, u,(x) est égale a une expression de la forme

"W (e, @, b))
Pn ()‘) ’

u, (%)=

et nous déduisons, en multipliant par P(%.), que I'on a

(©) s x"H(ax, 2, 2) = x"o (o, %) P, 4 ™, (s DP,0) + ...
( + )\H—i xu+ "_‘p"_,(w, G.) P"()\) + )\n ma+n B"(x, «, }\) ,
ou l'on a
o, 0)= €4 (x)
et, en général, :

A((‘o+04+-..+07‘)+r(w’ 1) (r:1,2,...',n—1).

(X, x)=¢e
On a aussi :
R, (i, 2, 2) = " Ty (0,0,
Par conséquent, R (, %, 3) est une fonction entiére de 4; et toutes les fonclions
p(@, @), 5,(x, 2), --es £, (2, 2) satisfont 4 la condition (D).
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[7] Maintenant, en partant de la formule
1
(E) Px) =" (x)PO) + & / K(x, t)d(tx)dt,
Jo
ol l'on a
&(x)=x"H(x, 2. 3),
on peut déduire toute une foule de résultats.

» - I ’ L s o
Mettons d'abord h=— et supposons que I'on n’ait jamais ¢,—=c¢_,, pour s> 1.

Nous trouvons qu’une solution de I'équation homogéne

1
u(x) :ci / K(e, ) u(te)dt
» [
est la fonction suivante :

u(x)=x«"H <ac, o, —CI—) .

r

En prenant n=r, dans la formule (C), nous voyons que I'on a

I I I
.’DuH x, 2, _>:—Ta)ahrRr X, o, — |;
C [ ¢

r r r
d’ou I'on déduit
1
—(eotesdntey)
etr - 1
wx) =———7—— """V (2, 2, — .
c, c,
el nous savons que la fonction

W (@, a, 1)

P

P,(%)

u(x)=

est la solution de 'équation

u(c)=a"""Y (x, a) + A ./0‘ t K(x, Hu (ta)dt.

On déduit, par une formule analogue & (B), que'on a
Y (2, @, X)) =k,2"7S (x, o, B) + 27T Tz, @, 3) (1 — Ae,) e,

k, étant égal § (o, w), et T(x, «, %) étant une fonction entiére de A.

Nous avons, par conséquent,

u(x) =lkx*""S, <a:, a, c—> ,
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k étant une constante; donc la fonction
airQ I
u(o) =78, <w ., c_>
r

est une solution de U'équation homogéne

f 1
u(x) = C—/ K (x, t)u(tx)dt.
»/0
Nous voyons, en particulier, que si I'on n’a jamais ¢,=c,, la fonction

u’(w>:waso (x’ &, EI;> - xaH <.’E, o, EI_>

0

('égalité ayant lieu & un multiplicateur constant prés), est une solution de I’équation

u(x):ci [ 'K, Hu(ta)dL.

En nous rappelant que 'on a

1
¢, = f rFK@)dt,
0

nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

L’équation homogéne
1
g(x) =12 f K(x, t)z(tx)dt
0

admet les solutions
¢(®) = H(x, B, 1) =2*S(x, 8. 1),

@ étant une racine quelconque de l'équation en «,

! I
/ UK@)dt ==,
0 A

pourvu qu’il n’y ait pas une autre racine  + s, s étant un entier positif.

. [8] Nous trouvons d’autres résultats en différentiant p fois successivement par
rapport & « la formule (E), que nous écrivons encore une fois

1
(E) d(x) = P()x*d(x) + A .[ K(z, 1) ®(tx)dt.

En nous rappelant que P(}) est une fonction de «, nous obtenons

’P PP(A PP — 1) ¥ P()
( aa(ﬂx)z[ aag)“’ M_(‘) p(p2 1) _ ,_(,)(logwy

logx +

) () b"bl
(+...+ b,

2 (log )™ + 1)(1)(10%)”] @™ () + f K(z, 1)<

p étant un entier quelconque.
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On pourrait déduire de ces équations que la solution de I'équation
w(x) = a*(log )" {(x) + )\./0-i K(x, Hw(tx)dt
est de la forme

x"[U, (2, @, %) 4 (log ) U, (, &, ) + ... + (log )’ U, (xx, @, ))]
P(r) P

’

les U élant des fonctions entiéres de ) qui satisfont & la condition (D); mais on le voit

plus facilement en différentiant p fois successivement la solution

 2*H(x, %, %)
#®) = P(r)

de I'équation
1
o(x) =a"}(x) + )\/ K(zx, t)g(tx)dt.
0

Supposons encore que l'on nait jamais ¢, =c¢ mais que l'on ail pour une

rts?

certaine valeur de =

ou bien

1
/ *"(log y"K(t)dt=o0 (m=1, 2, ..., ¢).
0

I1 est aisé de voir que le nombre ¢ doit étre limité; autrement, toutes les dérivées
1
de la fonction de o, / 7""K(l)dt, seraient nulles dans un certain point, et cette
0

fonction devrait par conséquent étre une constante. Cette constante doit étre nulle,
puisque la fonction tend vers zéro quand la partie réelle de « croit indéfiniment.
Nous avons donc, pour tout entier positif n,

i
' / - K(Gdl=o.
0

Or, par un théoréme bien connu, cela ne peut avoir lieu que dans le cas, banal
pour nous, ou 'on a K(f)=o. Nous supposerons donc que I'on ait

e 1 )
== / " (log )" K(hydt==o0.
0

Prenons p - ¢ dans la formule (E'). Nous avons

POY=(1 — ke,)e ... (1 —X¢,)e" ... .



SUR UN PROBLEME D’INVERSION POSE PAR ABEL, ETC. 81

r

I y e g . . KC,
Les ¢ premiéres dérivées successives de la fonction (1 —ic¢ )e , par rapport i =,

PO

hr'ie

. . - I . k]
sont nulles: par conséquent, la fonction devient nulle pour x=—, si l'on a
c

»

1 .
p<g¢. Donc, en mettant i =—=— dans les formules (E"), nous voyons que les fonctions
¢

r

DP
2, (@)= 55 {o*H (w, «, ‘A)}]x:ci (p=r1,2,..., Q)

»

salisfont & Uéqualion homogéne
1
u(a) :Ci _/ K (., ) u(te)dt.
/0

Puisque les ¢ premieres dérivées de ¢, par rapport & « sont nulles, nous pouvons

I 1 9’ r .
mettre A=—— & l'intérieur. Nous obtenons alors
C

*

df . g I
W) — a TS C,— :
u,(x) 3% gac . (x 2 C)E

u,(x) est donc de la forme

27| @) Qog sy + pr @ togor= + ELZ o @) Qogar + o g, |,

ou les fonctions ¢, (x), ,,(®), ..., 9,,(x) satisfont & la condition (D).
Ce résultat s’obtient tout de suite en différentiant ¢ fois successivement la solu-
tion connue
u(x) =S, (ac, o, g—>

»

de I'équation
1
u(w):cl f K (@, tyu(te)dt.
pe/ 0

En particulier, si Fon a

%
S
(%4
>
)
(4
5
X}
/
)
+
-
53

l
I
l
I
min

<
o)

[
=
~
I3
o
[
2
-~

I'équation
1
()=~ / K, tyu(lw)d
0o/ 0

admettra un systéme de solutions que I'on peut écrire sous la forme

up(w) — ‘/Eu [?oo(‘r’ 1)(10g x)l’ + p’?oa(x’ a)(log w)ﬁ-—l + A _,_ :Pﬂp(w’ 0’.)]

(p=o0, 1, ..., q).
Fac. de T., 3¢ S., 1V. Il
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Par conséquent, si 'on a

1
ft'“K(t)dt:.l,
0 A
1
/t‘a(logt)”K(t)dt_—.o (p=1,2,...,9),
0

1

/ £ (log 0" *K(t)dt ==o0,

/0
l'équation homogéne

1
olx)=2»x / K(a, {)o(tx)dt
0

admet un systéme de solutions

U@) =’ [5,(@, 8)(log )" + p3,,(@, B)(log 2" 4 ... + 0, (x, B)]
(p=o0,1,...,9),

ou les fonctions g,,, 9, - @,, satisfont a la condition (D).

On suppose toujours, bien entendu, qu’il n’y ait pas d’autre racine 8 + s, s étant
un entier positif.

On pourrait s’attendre & ce résullat : les conditions que nous avons posées
indiquent une coincidence au point § de ¢ + 1 racines de I'équation

! I
f UK)dt =—.
0 N

[9] Supposons maintenant que I'on prend p > ¢ + 1 dans la formule (E'). Pre-
PO
nons d’abord p=g¢ + 1. La dérivée

Llp

» 14 hl 14 - I
n’est plus égale a zéro pour A——.
c

r

: L
Supposons qu’elle soit égale & k,, une fonction de «; en mettant )\:C— dans la

r

formule (E), nous voyons que la fonction
Azt
w(x) = [W {.’D H(x, «, X)%:Il:c%

est une solution de I'équation
1
w(x) =k,z"(x) 4 ci f K(a, tyw(ta)dt.
. o

Nous voyons par conséquent que la fonction

Dq—H

— {w"H(ac, o, A)}

gl

3(x) =+

AT P(X)

—+1
da?



SUR UN PROBLEME D’INVERSION POSE PAR ABEL, ETC. 83

est une solution de Uéquation

g(x) =" (x).+ A '[‘ K(x, 1) ¢(lx)dt,

dans le cas singulier ot l'ona 1—)Xc =o, et

de, e, e, Ye, o
pramunng = prm— :0; == .

da. dd T T 2 dad

SiTon prend p—g¢q + 2, ¢ + 3, etc., on obtient par des éliminations successives

les solutions des équations
1
o) = " (log )" () + 7\/ K(z. Ootm)dt  (s=1, 2,3, ...),
0
dans le méme cas singulier.

[10] Nous allons étudier maintenant le cas ou l'on a, pour une certaine valeur
a, de a

Ch:ci:"‘:Ck’

h, i, ..., k étant des entiers qui doivent étre en nombre fini, puisque les quantités c,
tendent vers zéro quand n croit indéfiniment. Appelons ¢ la valeur commune de
toutes ces quantités; nous pouvons supposer que I'on ait ¢c=j=c,, r étant un entier

quelconque autre que A, i, ..., k. Nous supposons aussi au commencement que l'on ait
2. 26 , Xy
~0; ZF=o0; ... —f=Fo.
dn, dx, da,

La fonction P(}) contient le facteur
. (1 —=2c,)(1 —2¢;) ... (1 — Xcy).

II est donc clair que si / est le nombre des entiers &, i, ..., k, les {— 1 premiéres

ey . S I
dérivées successives de P(%) par rapport & « sont nulles pour a =2 , A =—.
’ c

. I
Prenons donc p<(/—1 dans la formule (E); en mettant « =, % = —, nous
c
trouvons que [’équation homogéne

w (o) =— [ 'K, Dw(tz)dl

¢

admet les solutions

a 1 L, ,
x H<x,ao.?>; I:m{x H(w’l’)\)%:l“z%":% (p=1,2,...,l—1).
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Examinons la nature de ces solutions, en supposant que I'on ait A <Zi<Z...<k.
Nous écrivons encore une fois les formules :

a*H(x, «, \) =a,x"S (, 2, 1) + a,x*S,(, 2, 1) (1 — ic,)e®
(B) o a, @S, (@0, 1) (1 — he) e (1 —he) e L (1—e

@O (2, m, X) (1 — e e (1 — e e L (1 — e, ) e "

) 67\0:1——1

n—1
n—1

@ H(z, 2, \) = " o(, 2) P,(1) 4+ 1™ o (2, %) P,(0) + ...
+ '/\""“ x”‘ - pn—i(m’ U‘) Pn()‘) + )‘" x“ " Rn(w’ %, )\) *

(@)

Nous déduisons comme auparavant, de ces formules, que I'on a

I I k I
x™°H (w. 10,—>:£17%H ac,aﬂ,—~>:wa°+LSk T, 0, — ),
¢ ¢y ¢

k

A un multiplicateur constant pres.
Soit j le prochain des entiers moindres que k.
Nous avons, en supposant n— 1>k,

x*H(x, o, W) =2 p(, 0)P,0) + ... + W& "o, (x, 0)P,()
+ W o (@, )P, () + .+ X T e (2, ) PN
+ Wt o, )P () e+ W T, (2, ) P
+ N o (w0, P, ,(0) 4 . + T e (2, )P (0)
+ wFat o (x, )Py 0) e+ AT T e, (2, @) P,()
+ Wz R, o, K).

©)

On voit que les termes avant % x*7¢ (, «)P;, () contiennent, pour o« =q,, le

J+H1

facteur (1 —c)*; par conséquent, leurs dérivées par rapport a « deviennent nulles
I » s’ . .
pour =1, A=—. D’au're part, ce terme, que nous venons d’écrire, contient 1 — X
c
seulement comme facteur simple; le méme a lieu pour tous les termes jusqu’a
k n-+k D SO
Wt o (@, )Py ()

exclusivement; & partir de ce terme, il n’y a plus de facteur 1 —Jc. Nous voyons
donc que la fonction

2 *H 2 1
[E{m (2, o, ‘)%:lu=an,1=?

est de la forme
2* 7 F(x) + x* ™ log xF ()

ou les fonctions F(x), F () satisfont & la condition (D).
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Soit, en général, s un entier quelconque du groupe, de rang p + 1 a partir de k.

Les termes dans (C) avant x'x*" s (x, «)P_ ()) contiennent (1 — ic)®™ en facteur

s+

pour o =—=uo ; par conséquent, leurs dérivées p™e par rapport & « sont nulles pour

Ce terme lui-méme contiendra sculement (1 — ic)” en facteur, et sa dérivée p™ ne

sera pas nulle. En continuant de la sorte, nous voyons que la fonction

hig )
_ +*H “, 7 . 1
I:Mp {o* H(z, 2, /\)CI“:%, =1

est de la forme

2o+J

E _ &
ma0+e&?u (‘I:’ <.'v'o) + + & ch-i (ZE, 7‘0) (10g w)ﬂ ) + xa0+ (le(fE. (7_0) (log x)l’

ot les fonctions o (x, %,), v 9,(%, %,), ... satisfont & la condition (D).

Par conséquent, si I'dqualion

v I
fo CR(dl =

a des racines o =08+ h, B+10, ....84+r, .., B8+ B8+Fk les h i, ....r, ..., ], k
élant des entiers arrangés dans Uordre de grandeur croissanle, dont le nombre est I,
et si p+ 1 est le rang d’un entier quelconque s du groupe, a partir de k, Uéquation

homogeéne

(@) = n f K, 1) o(la)dl
0

admet les [ solutions

‘\P

o(x) = —gm“H(w,a,x)}] (p=o.,1,2,....,1—1)

bmp az=§
qui sont de la forme suivanle :
oo @, ) + o+ 2T g, 8)(log ) + 2Ty (2, B) (log 27,

olt les fonctions g,(x., §), ..., v, (%, B), ... satisfonl & la condition (D).
Nous supposons que l'on ait pour lout s du groupe

v $ -
/ £ (log HK (dt==o0.
[y
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[14] Sil'on prend. maintenant, p > ! dans la formule

Fh(x) [ PO PP
( s =| T+ plosw T b R0) Qoo [ats )
(E) V .
( w0 f K, p T2,
., 0 P . , - !
la dérivée "‘ o ne devient plus égale a zéro pour a=—x,, 7\:?. En mettant p=/,

nous voyons que la fonction

1

R L R

est une solution de I’équation

w(x) =x"(x) ; btfg\) ‘ —ay + — f K(x, Hw(tx)dt.
Par conséquent, la fonction
R o H(x. » )\)g
dut | T
y(x) = 3
= P()

est la solution de l'équation
1
g(x)=x"{(x) + X / K(a, ) g(lac)dt
0

dans le cas singulier ot 'on a

1 étant le nombre des entiers h, i, ..., k.
En mettant, dans (E), p—=1{+4 1, { 4 2, ..., on trouve, par des éliminations suc-

cessives, la solution de I'équation
1
o(x) =a"(log )" () + A [ K(z, t)¢(tx)dt

dans le méme cas singulier.

[12] Supposons, enfin, que l'on ait
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et que Uon ait, en méme temps,
L]
dc, V¢, _Yne, o dre, = o
do. o’ T e ’ do"h ’
o, Ve A, o die, = o
dx .t T ’ N
de, ¢, R e, o ke, o
e da’ ) PE ’ Mok )

Alors on voit facilement que toutes les dérivées par rapport & « de la fonction
(1 —ne,) (1 —2c,) ... (1— 1))
jusquala ({ —1 4 r, 4+ r, + ... + ry)*" inclusivement, deviennent nulles pour

)\_._

L=172

1
0? ?7

tandis que la ({4 r, + r, + ... + r,)'® dérivée ne s’annule pas pour ces valeurs,
[ étant, comme auparavant, le nombre des entiers h, i, ..., k. En effet, dans chaque

terme de toutes les dérivées jusqu'a la ({— 1 4+ r, + r, + ... + r,)" inclusivement,
. . R . e, , .

il y aura ou bien un facteur 1 —xc,, ou bien un facteur S5 P ctant moindre
da

que r;; etdansla ({4 r, +r, + ... + rpme dérivée il y a le seul terme

Th i Tk
d%c, d'c, dte
(—1)’1‘-——"———‘... k

Th r;
daut dat

Tk
da.

qui ne devient pas nul.

En raisonnant de méme qu’auparavant sur la formule (E'), nous voyons que si
I'on a

pLl—1+r,4+r,+...+r,,

DP
[m?’ {a*H(z, a, x)}]uzam -

sont des solutions de I'équation homogéne

les fonctions

i
u(ac):—é— f K, O)u(le)dt.
| KG
On a, en effet,

("P())

P

I Gl () g

a=ag ( Dll’"i
! 1
A=- A=

c

da

_ :...:gpo\)%a =o.

=@y

A=

Sl g
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Nous déduisons de la formule C que ces forctions sont de la forme suivante :
5| el 20+ 10g 02 2) o+ (08 D505 |

+ &t [(log 2)" g, (@ a) 4+ o+ (log @) T, L, (2, ’-o)—l

s étant un entier quelconque du groupe, et ¢ I'entier plus grand voisin a s. Le
nombre g peut prendre les valeurs o, 1, 2, ... (r,—1); et les fonctions g (x, ),
¢,(x, 2,), ... satisfont & la condition (D). Il est peut-étre nécessaire d’ajouter que ces
fonctions ne restent pas les mémes lorsqu’on change les entiers s ou ¢.

Par conséquent, si U'équation

! I
f UK)dt=—
0 A

admet les racines 8+ h, ..., 6+, 8+, ..., 3+ k, lesh, ..., s,q, ..., k élant des
entiers rangés dans l'ordre de grandeur croissante, et si 'on a en méme temps

< L h ! g+h rp—
f z“*’logzK(t)dt:f l‘+'(logt)’K(l)dt:...:/ £ log " ' K(ydt = o
0 0 0
1 .
f £ (log 1) K(1)dl == o
0

{ r—
f £ 10g tK(1)dl = f £1" (log ty? I\(t)dl - f *log " 'K(t)dt = o;
0 0

U ”
f £ (log O)"*K(t)dL == o,
0
alors Uéquation homogéne

o(x) =2 -/01l K(zx, t)g(tx)dt

\P —0,1,2,...
L2t H (e, %, x)}] P J
du. a=3% U—14rp+rit...4rg)

l étant le nombre des entiers h, 1, ..., k.

admet les solutions

On peut mettre ces solutions sous la forme suivante :

A [(w 8) + log xg,(@, 8) + ... + (logx)" 3,(, ﬁ)]

g

+ [(Iog x) Ty, (2, 8) 4 ... +log @) g, ~.(33* B)J
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ot les fonctions o,(x. 8), 9,(, §), ... satisfont a la condition (D); s est un enlier quel-
conque du groupe el q peut prendre les valeurs o, 1,2, ... (r,—1). Les fonctions

0,(, B). 9,(x, B), ... changent avec s et q.

[43] Posons maintenant v=10+4r, +r, + ... 4 r,, el metlons p=v dans la
P> , I
— ne s’annule pas pour a=a , Ai=—.
M c

formule (E"). Nous savons que la dérivée

Par conséquent, la fonction

d .
ll(.L‘): l—:a—;—,w H(m* &, )\)_Ja:

(]

Sl=q

est une solution de 'équation

1
u(x)=x"{(x) —w T %_/(; K (x, t)u(lx)dt.

[

{ Y P(R) g ]

Sl q

On en déduit que la fonction

)l—‘rrh+ri+,,.-¢»rk " . 2
Sy @ % )
(?(a:) - blﬂ»rhfr.+. Dl -

i k PO
Wi ();

!

est une solution de U'équation
1
¢(@) =" §(x) + )\./(; K(z, t)g(lx)dt,

dans le cas singulier ot lon a

X: — s —— :—’
¢, ¢ C
et, en méme temps,
bch:‘\’ch_ M, Ane,
dx dx’ du"n T
d, Ve, _Drk_‘ck_o_ b’kck_l_o
dr AN ok

[ étant le nombre des entiers h, i, ..., k.
En mettant p=v -+ 1, v+ 2, ..., on trouve par des ¢liminations successives la
solution de I'équation

o(x)=x" (log )" (x) + A ./0.i K(x, t)g(tx)dt

dans le méme cas singulier.
Fac. de T., 3¢ S., 1V. 12
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[14] Nous avons maintenant achevé la discussion de I'équation
1
o(x)=x"{(x) + )\/ K(x. ) o(tx)dt
0

ou les fonctions Y(x), K(x, t) satisfont & la condition (D). Nous avons trouvé une
solution dans tous les cas, et puisqu'on peut évidemment y ajouter une fonction
linéaire des solutions de I'équation homogéne, nous avons démontré qu’il y a une
solution générale dépendant linéairement d’autant de constantes arbitraires qu'il y a

de racines de I'équation en 8 :
! 1
f FR(dl=—,
0 A

chagque racine étant complée avec son degré de multiplicité.

Nous verrons plus loin que, sous des hypothéses trés larges sur K(¢), celle solulion
est la plus générale que U'on puisse trouver.

L’application au probléme généralisé d’Abel

./; G(x, ) f(tx)dt = x" g(x)

est immédiate. Nous supposons que la partie réelle de « soil supérieure & —1, que

., G . NE
lon n’ait pas G(1)=o, que la dérivée %; existe, el que les fonctions G(x, 1), 3 et
(&

(8

g(x) salisfassent a la condition (D).
En mettant

s)= [ fa)da,
et en multipliant I'équation par x, on trouve, aprés une intégration par parties,
G, e@) — f D wyat = o+ (o,
ou bien
s@)=a"4(a) + [ Ko, Dsya,

ou l'on pose

9(x)
Y@ G(a, 1)’
R D==3G

On voit que les fonctions +(x) et K(x, ) satisfont a la condition (D); par consé-
quent, la formule (A), si l'ony met \=1 el « + 1 au lieu de «, nous donne, en géné-

d
ral, la solution de cetle équation. Nous aurons f(x)—=— j;% .
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[45] Les solulions de l’équation
t
/ G(x, U)f(tx)dt=0
0
s'obtiennent par une différentiation de celles de I'équation homogéne

qo(a:)_—_[‘ K(a, t)g(tx)dt.

Celles-ci sont de la forme
7 () = 2’ o(x),

ol I'on a §(0)=f=0 et O(x) satisfait & la condition (D); @ est une racine de U'équation

e
f FK()dt=o,
0

laquelle se réduit, par une intégration par parties, & la suivante :

1
f FGydt=o.
0

Lorsque § est une racine multiple de cette équation, ou bien lorsqu’il y a des
racines qui différent par un entier, il y aura des solutions logarithmiques.
En tout cas, il y aura autant de solutions de U'équation

f "G, 0 f () dt=o,

qu’il y a de racines de l'équalion en a

1
f £G()dt = o,
0

chaque racine étant comptée avec son degré de mulliplicite.
La formule (A) ne s’applique pas & 1'équation

1
f G(x, ) f(lx)dt = x” g(x)

A .

dans le cas singulier ot l'on a
1
f T RK()dl =1,
v
1
f rG(Hdt=o,
v

n élant un entier positif ou zéro. Les complications sont encore plus grandes lorsque

ou bien
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cette égalité a lieu pour plusieurs entiers n, et aussi lorsque quelques dérivées succes-
1
sives, par rapport a «, de la fonction f 7" G(t)dt, sont nulles. Nous avons donné
0

des méthodes pour obtenir, dauns chaque cas, une solution logarithmique.
Pour que nous trouvions une solution f(x), il faut que la fonction ¢(x) ait une

dérivée. Nous sommes certains d’avoir une solution dans le cas ou les fonctions

0G(x, 1) G(x, t - . . .
G(x, 1), : f\i ), : (;j ), g'(x) satisfont & la condition (D). En effet, en multi-

pliant I'équation d’Abel par x, et en différentiant ensuite par rapport a x, nous
obtenons

6@ nf) + f | 20— D | =t g @) + G+ o).

De 14 nous obtenons directement f(xx). 11 est aisé de voir que les cas singuliers
sont les mémes qu’auparavant.

[16] On résout par la méme méthode 'équation
¢lax) = ™ (x) + 7\/ K(x, 1) ¢(tx)dt
s
“avec les mémes hypothéses sur {(x) et K(a,{); on a aussi |u| <1, |o| <1, etla

partie réelle de « est plus grande que —1 si p. et » ont des signes opposés. Pour

ea (log || +ix)

a négatif, on prend =" = et 'on pose toujours (tx)" = t"x".

Ry

On démontre de la méme fagon qu’auparavant que si l’on pose

Ici nous mettons :

q)n(w) — (P(.’l?) (I - >‘Co) (I - ;‘Ci) see (I - )‘Cn—4) ’

on trouve
(b"(x) - x" l:E-o(x) + )\El(w) + e+ ‘/‘11715-11——1(’%‘)] + )‘"un(x)
ou la fonction u, () satisfait & une équation de la fcrme
u, () = ™™y, () + X f K(x. 1) ¢(tx)dt.
P

Nous avons dans tous les cas

w lw] [
/ |t dt <<q [ f rrde 4+ f t”"dt].
> 0 0
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. - —
ot lona a==+y 4 i3, et ¢ est la plus grande des quanltités 1 et ¢ . Celanous donne

@ AN 2q E‘IVT.‘”'*‘
N dE < ————,
[ e < v+n A1

% étant la plus grande des quantités |v] et || .
De 1a nous voyons facilement que u,(x) est égal & une série des puissances de
dont le rayon de convergence augmente indéfiniment avec n, et nous arrivons

comme auparavant a la solution

x" 1z, 2, 2)

g(w) == e A e ’
(1—neye “(1—re)e o (1—he e "L

la fonction 1(x, x, 1) étant une fonction entiere de n. Les facleurs exponentiels dans le
dénominateur ne sont pas nécessaires si 'ona Z<1.

La recherche des solutions dans les cas singuliers, et des solutions de I'équation
homogeéne, est exactement analogue & celle que nous avons déja faite, et il n’y a pas
besoin de la répéter.

I1.

[1] Nous allons étudier dans celte section I'équation

9(@) =" (x) + %

h@ste) + K Data],
"

oulon u h(o)=rc, 1(o)==o0, p| <1, el a=a, + ia,, a, étant supérieur & —1 $i u

est négalif; on suppose aussi que les fonctions h(x), ¢(x), K(x,t) satisfassent ¢ la

condition (D).

Si . est positif, il suffit de considérer seulement les valeurs positives de x; si p.
est négatif, il faut considérer les valeurs positives et négati?es. Nous prenons pour &
négatif la détermination
@ guliog leltin)

et nous mettons toujours (to) =t"a".

Soient [ (x)] <IM; [A(x)] <<a; |K(x, )] < K, M, a et K étant des constantes.
Cherchons une solution sous la forme

s (@) =a" { B(®) + AB(®) + .. + XB(x) + ...}
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Nous trouvons, en égalant les coefficients des puissances de 2 :
B, () = { (),
. ;
B, (%) = p*h(zx)B, (px) + / K(x, )" B (tx)dt,
4

(tx)dt,

n—

B, (%) = p*h(x)B,_, (px) + / K. Ht*B

Nous avons, par conséquent,
| By()| <M,

et nous trouvons, si p. est positif,

IB,(2)| < I:aw o+ 1\/ hdt]

<<au x+a‘+I>M;

et si p est négatif,
- 1
B,(x)] < Lalle“ie‘”‘a + K1 4 e7™) / t“«dt] M
- 0

<4}ma~% Kﬁii%qu

. oo — T .
Dong, si ¢ est la plus grande des quantités 1 et ¢ ', on a toujours :

K
B,(x) < ¢ <a|p]"’1 + IL_J M.

De 13, on obtient en général

n a 2 K "
B < (alels+ 25 ) M.

Par conséquent, la série des puissances de %
(@) =a" | B,() + AB,(%) + ... + W"B,(x) + ... |
a un rayon de convergence au moins égal a

I

“ 2K
o (@l + =)

On voit que ce rayon augmente indéfiniment avec a,.
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[2] Posons maintenant
. l -
(=cp ™+ / U K(t)dt) (r=o,1,2,...),
}A

et supposons que nous n’ayons jamais 1 — i{ =o.
En posant
(l)l(x) - ‘f($)(l — A :0) ’

nous obtenons

b . .. ( ‘ v . ?
(@) =4 (@) (1 — 35 + 1) W) D) + f Ko, )b,

d’ot1 nous déduisons

P, (x) =2"}(x) + ru(x),

u(x) étant une solution de I'équation
1
u(x) = — L a" i (x) + pa*h(x)}(ue) + / K(x, §) x* t* Y(tx)dt

+ X ; h(x)u,(px) + [l K(x, t)u,(tx)dt (-
ou bien
Cu (@) = x"0,(x) 4 X ; h(x)u, (») + / ' K(x, tyu,(tx)dl g
ou l'on a ‘
) = — E4(@) + p k@) Yp) + Kl O A,
Cela nous donne

@ =40))— %+ e+ CR(dt|=o,

et la fonction ,(x) satisfait évidemment a la condition (D). Nous trouvons donc

u (o) =&, (x) + A g h(x)u,(px) + fl K(x, Hyu,(tx)dt 2 ,

ou ¢,(x) satisfait & la condition (D). Il est clair que I'on peut continuer indéfiniment,
comme dans la premiére section, ce procédé, et qu'en posant

D, () =9(x) (1 —2Z) (v —2L) . (1—21E,)s
on trouve

d, (r=ua" % 2@ + 15 @) + . T, () } + Vu,(x),
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u,(x) étant une solution d’une équation de la forime

w,(x)=x"" () + X 3 h(x)u,(pa) + [ l K(z, t)u,(tx)dt;,

ou Y, (x) satisfait & la condition (D).
Cette équation nous donne u,(x) en série de puissances de %, dont le rayon de
convergence est au moins égal a
T

a,+n 2K '
r’(aan'l +a,—}—n—|—1>

Ce rayon augmente indéfiniment avec n, et nous avons, par conséquent,
P (@) =a" |5 (@) + 2E, (@) + .o+ W E @) + . ],

une série de puissances de % dont le rayon de convergence augmente indéfiniment
avec n.
Le produit infini
NN ¢ N e - A
Q)= —r{)e " (1—2xg)e ™" ... (1 —nL,)e ™ ...

est une fonction entiére de x. On a, en eflet,

1
{=cu "+ / " K(bdt,
i
ce qui nous donne toujours

+a 2K
<ol al™ "+ ),
<o (alol™ ™ + e
et, par conséquent, pour une quantité quelconque I supérieure a 22K, on peut trou-
ver un nombre N tel que 'on ait, pour n> N,
IW
It-n‘ <7
Cela démontre la convergence de Q()) pour toute valeur de i.
Il n’y a pas besoin maintenant de répéter le raisonnement, exactement pareil a
celui de la premiére section, par lequel on arrive au théoréme suivant :

L’équation
; “ { t
o(x)=2a {(x) + X e h(x)o(p.x) + _/H‘ K(x, t)¢(tx)dt;,

ot on a Y(0)==o, || <1, h(o)=¢, e=a, +ia,. a, élant supérieur & —1 si
v est négalif, et Uon suppose que les fonctions {(x), h(x), K(x, ) satisfassent a la

v

condition (D), admet une solution de la forme
x”R(x, 2. 1)

Q)

)
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R(x, , %) élant une fonction entiére de ), et Q(x) étant la fonction entiére

QOY= (1 — KL)% (1 — AL e o (1 —2L)E ™ .o,

en posant

1
Zﬂ,:cy.rhl + / tr+uK(l)dt (r=o,1,2,...).
-
On doit avoir, bien enlendu, 1 — ®{,==o0, pour toul n.

[3] En mettant maintenant
Q)= (1 — W)™ (1 =25, )€ .,
H(x)=a, + ax + ... +a,_,x"" + x"0,(x),

nous trouvons, par les méthodes employées dans la section précédente, les deux for-
mules suivantes analogues a (B) et (C)

( R, 2, 1) = a, 6" T, (@, 2, 1) + @, T, (@, 2,0) (1 — 1L)e

}“c n—2

(B) b @, (1, 0) (1 — AG)E L (1 — 2, e
( + w“+'l I‘n(x’ ) 7‘) (I - );0)6)10 cee (I - )\Cn_l)e}‘t"—i :

© ’ & R(x, 2, 2) =& 1(@, @) Q,() + Az 7, (x, 1)Q,(0) + ...

+ )\"—’ xa o -"ngl(x’ 1) Qn(}‘) + )\nxwi”n‘ln(x" %, )‘) ’
les fonctions

T (), T (e a0, 2 A 1 )

étant respectivement les numérateurs dans les solutions, données par la formule
, . . .
(A"), des équations suivantes pour u(x), v,(x), w, (%),

u(x)y=ux""+2

h(x)u, (p.x) +/l K(x, t)ur(lac)dt§ (r=o,1,2,...),

v (x)=a"""0,(x) + A g h(x)v,(na) + [ 1 K(x, t)v,(tx)dt E ,

w, () =x"" Y (2, %) + X g h(x)w,(px) + /i K(x, Hyw,(tx)dt % .

-Nous avons aussi une formule analogue & (E)

(E) B(x) =1 () Q(n) + A | k(@) D(ux) + / 'K, l)(b(tac)dt§,

ott ®(x) est égal & la fonction entiére de A, x"R(x, «, A). En différentiant la for-
" Fac. de 7., 3¢ S., IV. 13
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mule (E,) p fois par rapport & «, nous trouvons une autre formule, analogue a (E')

P QMO DL 010
(5= L\ 8” tog - -+ (o Q) [ oty (@)

+fK( CI>(lac) %

Nous déduisons de toutes ces formules une foule de résultats analogues & celles

(E!

§) (

\

h()

de la section précédente. Nous les donnerons simplement, sans la démonstration,
qui est exactement pareille & celle qui a été déja faite.

1° L’équation
1
w(x) =" (log x)"{ (x)dx + K g h(x)w(pax) + / K(a, Hw(tx)dt
w
admet une solution de la forme

w (@) = x*[Vy(x, o, %) + logx V (@, 2, ) + ... + (log )"V (x, «, )\)]
e}’

les V élant des fonclions enliéres de )\ qui satisfont & la condition (D).

1
{,=cuv* + / rKdt =—
®

admet les racines, o =03+ h, ..., 8 +s, 8+, ... 8+Fk, lesh, ..., s,0, ..., k élant
des entiers arrangés dans ordre de grandeur croissante, et si l'on a en méme lemps

a° Si l'équation en «.

pour o.==§ + s (ou s représente toul entier du groupe)

D ':;0 D! Co Y —-IZ ars :D
—_— f f— =0 ’ ==0 ’
da Qo dav ! dus
ou bien
1 1 ~1
f 7 log tK(t)dt = f * (log tyPK(H)dt = ... = / £+ (log t) s K(t)dt =o,
0 R 0 0

1
f £#7° (log t)sK(t)dt =]= o,
0

alors équation homogéne

o(@) =1 §h<w> #(07) + f 'K, Ww)dtg

admet les solutions

N ¥ - S p=o,1,2,... 7]
W)*[mi” (. ”l:a [(1—1+r,,+ri+---+rk>J’

{ étant le nombre des entiers h, i, ..., k.
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On peut meltre ces solutions sous la forme suivanie :
| w0+ logwa @ 9) + -+ Qog e e, o |
0| Qog g, @8 4+ o+ (log @ g, >]
+ .

ol les fonctions g, (x,8), 9,(x.B), ... satisfont a la condition (D); s est un entier quel-
conque du groupe el q peut prendre les valeurs o, 1, 2, ... r_,. Les fonctions g, 5),
9,(x.B), ... changent avec s el q.

3° La fonction

| ~

~/

7

v gac Rz, «, )\)g

s

L) = ——

L]

’y

o

ou l'on pose v=1+r,+r,+ ..., + r, est une solulion de l équation
1
o(x) = x*(x) + A g h(x)o(pnx) + f Kz, t) ¢(tx)dt |,
I /

dans le cas singulier ot l'on a

. 1 I I
IN —— = — = -,
& G &k
et en méme temps
W VL UL L
du da? dos ’ da's ’

ou s représente lout entier du groupe, dont le nombre total est [.

On déduit par des éliminations successives la solulion de I équation

{ '
g(x)y=2a" (log x)"4(x) + & 2 h(x)o(px) +- / K(x, D e(te)dt

dans le méme cas singulier.
Le nombre s est limité, puisque les quantités ¢, tendent vers zéro quand n croit
indéfiniment. Les nombres r,, ..., r,, ..., r, sont limités; autrement, par exemple,

la fonction holomorphe de «

1
{,=cp™ 4 f K dt
®
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serait une constante, qui devrait étre zéro, et nous aurions :
} 1
ep’ ™t + / FTK(Hdt—=o,
"

1
cpt Tt f K dt=o,
14

d’ou I'on déduit :
1
/ Ut — ) KO dt==0.
®
Mais cela ne pourrait avoir lieu que dans le cas banal oti 'on a K(f) =o.

[4] Les résultats s’appliquent tout de suite au probléme d’ Abel,
1
f Gla, t) f(tx)dt = x" g () .
"

En multipliant par « et en intégrant par parties nous trouvons

oG

(f’ D ¢(tx)dl,

6, 1)9() — Gl )l = g(w) + o

ou bien
{ 1{
$() =540 + | H)elem) + Ko st

ou l'on pose :

= [ f@r,

)= G{(J;Q,C)[)’
G(x,p) -
W)= ng ‘I;,
d
K(x,t) =

Gz, 1)

N . \ o

On suppose que les fonctions G(zx,t), 3 G(x, 1), g(x) satisfassent a la condition

(&

(D) et que lon n’ait pas G(1)=o. Alors il est clair que les fonctions {(x), A(x),
K(x, t) satisfont aussi & la condition (D).

La solution ¢(x) se trouve, en général, par la formule (A"), si 'on y met X =1, et
« + 1 au lieu de a. Celte formule n’est plus applicable si U'on a

1
C}Lu+1’+‘ + f ta+n+1 K(t) dt —1 ,
l.l.
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ou bien, comme on le trouve en intégrant par parties

‘ —n
f FGdl=o,
*

pour un ou plusieurs entiers n (aussi pour n=o).
Les complications deviennent plus grandes encore, si quelques dérivées de la

!
JSonction, / " G(tdt, sont nulles. Nos méthodes nous fournissent, pour chacun

I+

de ces cas, des solutions logarithmiques.
Les solutions de l'équation

1
/ G(x, §)f(tx)dl=0
t*
s’obtiennent par une différentiation de celles de 1'équation homogéne
1
o(x) = h(x) o(px) + f K(zx, t)o(la)dt
"

Celles-ci sont de la forme

s(x) =" 0(x),

ot l'on a 6(o)==o0 et O(x) satisfait & la condition (D); § est une racine de Uéquation

1
cpf + / Ktytdt—=1,

1
/ o K(tdt=o.
IJ.

Lorsque § est une racine multiple de cette équation, ou bien lorsqu’il y a des

ou bien

racines qui différent par un entier, il y a des solutions logarithmiques.
En tout cas, il y aura autant de solutions de ['équation

-/<1 G(x, ) f(tx)ydt—=o0

qu'il y a de racines de I'équation

1
f £ G(tydt =o,
I

chaque racine étant compliée avec son degré de multiplicité.

. . - , ., do
11 faut toujours, bien entendu, que la dérivée ?l— existe. Nous sommes cerlains
. by
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de trouver des solutions f(x) si

0G(x, t) . . .
o g'(x) existent, et si les fonctions
¢

. 3G ,
G(x. 1), Yo o 9@

satisfont a la condition (D). En effet, en multipliant par « 1’équation
1
/ G(z, t)f(tx)dt = x*g(x),
"
et en différentiant ensuite par rapport & @, on obtient I'équation

G, 1)f(x) — pG(. p) f(p) ="

u+ww+ww§

LG G
\ &
_l%$ﬂ_”ﬁwm“

que I'on peut résoudre directement pour S(). On voit facilement que les cas singu-
liers sont les mémes.

[5] On démontre de la méme maniére que l'équation
b
o(x)=a"L(x) + A g h(x)o(pnx) + / K(x, H)g(tx)dt;,
a

ot lon a |a| 1, |b] <1, et les fonctions $(@), h(x), K(x,t) satisfont & la condi-
tion (D), et l'on pose h(o) =c, et

b
(,),L:Cl)‘”'ru + / tn+aK(t)dt (n:O, 1,2, )
a

admet la solution
x*X(a, , 1)

- 9
(1 —10)e™ (1 — )™ ... (1— ko)™ ...

9(x) =

~ou X(x,a, n) est une fonction entiére de n. Les facteurs exponentiels dans le déno-
minateur ne sont pas nécessaires si I'on a [a| <1, |b] < 1.
La recherche des solutions de I'équation homogéne et la discussion des cas sin-

guliers sont les mémes qu’auparavant.
[6] Ajoutons quelques remarques sur l'éguation
+1
f G(x, 1) f(lx)dl = " g(x),
—1

ou la partie réelle de « est positive ou zéro, el les fonctions G(x, t), g(x) satisfont
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aux mémes conditions qu’auparavant. Cette équation est d'un type spécial et forme
une généralisation de I’équation en u(x),

+x
S R@ yun @ =),

X

laquelle a été traitée par M. Volterra(?).

ea. (log || +i=)

Rappelons que nous avons z" = pour & négatif, et que nous mettons

toujours (tx)" = t"xz".

En multipliant I'équation par x et en intégrant par parties, nous obtenons
+1)
G(x, 1)e(12) — G(x, —1) 9(—12) = X" g() + f Y G(a, t)p(tx)dt.
—1 ¢

Nous cherchons une solution de la forme z"6(x), ot 6(x) satisfait & la condi-
tion (D); pour éviter la confusion, nous mettrons x*6(x) au lieu de ().
Nous obtenons en divisant par x”,

+HD
Gz, N(@) — (—1)*G(x, —1)b8(—x) =g(x) + [1 t“—D—ZG(x, H)o(tx)dt,
ou bien
+1
(1) () 8(x) — 7(x) (— x) = g(x) + [1 H(x, t)6(tx) dt,
en posant

(@)= G(z, 1); y(x)=(—1)"G(@. —1); H(x, t):t“%G(m, ).

En mettant — x au lieu de x, nous trouvons
+1
(2) (—x)b(— x) — 7(— x)8(2x) = g(— ) + ./‘i H(— x, — t)0(tx) dt,

et I'élimination de 6(— x) entre (1) et (2) nous donne :

( [T‘(m”‘(_ ©) = 1B "’>] (@) = g(@)n(—a) + g(—x)7(x) .
(3)
| ( + _[,“ [*‘ (—x)H(, 1) + y(x)H(—2x,— t)] 0(tac)dt.

Réciproquement, il est aisé de voir que nous pouvons déduire (1) et (2), en par-
tant de (3).

(1) Vovurerra, Annali di Matematica, loc. cit. (art. Il). — Ism., 7héorie des équalions
intégrales, p. 97.
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L’équation (3) est du type suivant, que nous avons résolu 4 la fin de la section
précédente,

0(z) = Y(x) + [ 1“ K(z, t)0(tx) dt,

ou nous avons A=r, et 'on pose

@) u(—a) + g(—m) ()

| @) — @ =)
(=@ H. O) + (@) H(—a, — 1)

R = =) — g =)

Y(x)

Pour appliquer notre méthode, il faut que nous ayons 5(7,(0)}2—~ {x(0)§2:|:0,
Cest-a-dire 1(0) == = 4(0). :
Il faut donc que nous ayons

G(1) == 4= (—1)* G(—1).

Si cette inégalité a lieu, la formule oblenue & la fin de la section précédente
donne, en général, la solution.
Les cas singuliers, dans lesquels la solution est logarithmique, arrivent lorsqu’on a

+1
f MKt =1 ,
—1

n étant un entier quelconque ou zéro. Cette équation est identique a la suivante :
‘ V2 ‘ "2 +1 y ~+1 u
kG(I)% —(— 1)’“3G(—1),‘ =1/(0) '/.1 "H(Odt + Z(O>./1 "H(—t)dt
e L Ga G /H e L —pa
=6 f el Gwd— (oG f T e d e
d’ot I'on trouve, en intégrant par parties :
160 — (0" 6= 1]
— 160 = 606 — (0" 6= 0 | 4+ (66
X +l - +l A1
+(n+ «) [G(I)/ G dE + (—1)"*“G(—1)/‘i (— )" _‘G(—t)a't:I.
—1 —

De 13, on trouve facilement :

g \ nio —1 ? +! o —1 —
EG(I)T(—I) G( >S[l t G(tydt =o.
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Par conséquent, puisque nous n’avons pas G(1) 4 (— I)"+a G(—1)=o0, les cas
singuliers, & solution logarithmique, arrivent lorsqu’on a

+1 n
f G dt=o,
—1

nélant —1, o, 1, 2, .... Il y a encore des complications si cette égalité a lieu pour
plusieurs valeurs de n, ou si quelques dérivées successives de la fonction de «,

+1 )
f £ Gy di=o,
—1

On démontre de la méme fagon que ’éguation

sont nulles.

+1
-/_1 G(x, t) f(lx) dt=o0

a autant de solutions lindairement indépendantes qu’il y a de racines de l'équation en =

+1
f ©G(t) di=o.
—1

Tous les résultats sont donc les mémes; il nous a fallu seulement ajouter une nou-

velle condition
G(1) == (—1)"G(—1).

1.

[4] Jusqu’ici, nous avons supposé que les fonctions K(x,t), $(x) avaient des
développements au moins asymptotiques suivant les puissances de x; nous allons
maintenant nous affranchir de cette hypothése.

Commengons par I'étude de I'équation

s)=1(0)+ [ Pz,

olt la fonction Y(x) est continue au voisinage de Uorigine, sauf peut-étre pour x=o,
etlon a

7 (@) <MaT,
M étant une constante et v une quantité supérieure & —1, el

P_(O)=b+bt+...+bt".
Fac. de T., 3¢ S., 1V. 14
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Supposons pour le moment que les racines %, %, ..., o de I'équalion en z
b b b
——— 2 . _r —p
14 a 2+ a r—+ o

soient toutes distinctes. On voit tout de suite que les solutions de I'équation
homogéne

s = [ P 0sttr)

sont les fonctions x*”, les «, étant les racines de I'équation en o dont la partie réelle
est plus grande que —1.

[2] En posant
T (x . S)T—l

=T 9(s)ds,

Z(x) =

on voit que I'équation
l
@) =4@) + [ P_ s

peut s’écrire comme il suit :

dz bod=z  d /1 d—z
—— = 1(x) + =+ ‘f‘bsga—c(;g—wrz)ﬂLm

dx” x dx
d™ 7r1dz d= rz\ -
— (== b,—=(=).
+o, dx"* (x dx) o dx™* <x>

e J 4 i
./(; t o(lx) t:w[ 0(tx)dt,

d’e

Nous avons, en effet,
ou l'on a

Donc, si ¢ est moindre que r, on peut mettre

dz
") = G

et 'on trouve, par conséquent,

1 dt (1 dT;
q =__)_Z _Z
,[ H(tw)di= dx? g x dx™

L’équation différentielle & laquelle nous sommes ramenés est du type de Fuchs,
a coefficienls constants.
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L’équation sans {(x)

dz b d™'z d /1d’z d— [z
TG (LY ()

de"™ x dx™* *de \ x dx'"* "da™ \ x

admet, on le voit facilement, les solutions

r+a, r4 r+a,
x T e x T,

.oy

Cherchons par la méthode de variation des constantes une solution de 1'équation
avec '} (x) sous la forme

r+a r+a
cx e T+ L o,

1

r+a
x .

Cette méthode nous donne :
r e /‘ 0. ’ -+
c,x Tt + e, TP+ ...+ =0,

c/(r+a)x™™ M 4o (rt a4 Lt el(r+a )T =0,

cr+a)r—r14+2)..BH+a)r ™+ L+ (r+a)... 3+a)r =0,
G(r+o)...(2+2)x™ 4 o fel(r+a)... (2 + o) =1(x).
De ces équations, nous déduisons les suivantes :
c,x™ 4+ c,x™ 4 ... + clx""=o0,
€2, ™ 4 cru, ™ 4+ ... + clu, k" =0,
,
ciu, XM e u T a™ + L + clal " =0,

1
r,,r—1 ..o ! _r—i o ror—i ap —1 .
L% X T X L 4 o T =T ().

c

On a donc, au signe pres,

I, I, veey 1 1, I, cees I
) e %, %, ey %€, I %, a,, veey o,
c,x = a7 'Y(x) ;
r—1 r—1 r—1 r—e r—e r—=
P A

ce qui nous donne, encore au signe preés,

C:qui . x*l 'T’ (‘r)

o (11—73)(7'1_(13) e (11 _xr)'

Au moyen de la formule bien connue

r
r—1
%p

2 (=) (2, — o) ooe (2, — 2, ) (2, — %, py) e (2, — a.r):
p

=1
'

nous voyons que I’égalité a lieu exactement.
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[3] Nous avons aussi

H(u)EI-—__I.)‘____bL_ b, _(“_“1)(1*Y-Q~--(1—1,,)

E4+oa 242 "'_r—{—m__(x+1)(x+2)...(x+r)’

d’ot1 I'on oblient, en différentiant par rapport & « et en mettant ensuile 2 =—=uz, :
(2, — 2 )(2, — ) oo (2, — o) = (2, + 1)(2, + 2) ... (o, + NH'(2).

Cela nous donne, en général,

o @)
4 (%, 4+ (=, + 2) oo (2, + ) H(a)’
d’ott Von déduit
x"? f YT L(y)dy
¢ map 0

P T, F 0 (%y +2) e (2, + ()

si la partie réelle de a, est égale ou inférieure & —1, et

u ar [y dy
T G+ 0, 3) e (4 M H ()

si cette partie réelle est supérieure & —1, a étant une quantité positive.
Nous avons enfin

d'z d
(?(w) - dxr - d.’I}r (cixr+u1 + Cgmr+m2

+ e e

=4(@) + O €, 2 (x, + D)z, + 2) ... (w, + 1)

p=i
P [ i y () dy
=@+ Y, en
P 14

i .
Sy

xr
+ 2, W)
P

ol le %, s’étend aux racines =,, dont la partie réelle est égale ou inférieure & —1, ct
le %, & celles dont la partie réelle est supérieure & —1.
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- . dz d% dz ,
l'outes les fonctions z, T T dT prennent la valeur zéro pour x =o;
donc, il est clair que V'on a, en général,
! df (v dTP2
Fo(tr)ydl = —{ — ——=1,
.[ #(i) dx? { x dx" P

p étant inférieur ou égal & r — 1. Par conséquent, 5(x) satisfait a I'équation que nous
cherchons a résoudre. On peut évidemment y ajouter 'expression

Z kx™,
8

les , étant des constantes arbitraires et le ¥ s’¢tendant aux racines dont la partie
réelle est supérieure & —r.

[4] Nous allons maintenant meltre celle solution sous la forme de la somme de
deux intégrales de contour prises dans le plan des quanlilés imaginaires «. Soit
a=a, + la,, a, et a, étant des quantités réelles. Rappelons-nous que nous avons
[4(x)] << M, v étant une quantité supérieure & — 1; soit —3 une quantité supé-
rieure & — 1, mais inférieure & y et & toutes les parties réelles des racines qui sont
supérieures & — 1. Décrivons la droite infinie @, == — 2 et appelons-la D; alors, la

X
x” _/ Yy TRy dy
0

est une fonction holomorphe de « partout & gauche de D, tandis que la fonction

fonction

X
@ [Ty undy @0
a
est holomorphe dans tout le plan des 4. '
Décrivons maintenant un contour fermé C, entiérement & gauche de D et enfer-
mant toutes les racines dans cette partie du plan; et un deuxiéme contour fermé C,
entierement & droite de D et ayant a son intérieur toutes les racines qui se trouvent

A droite. Alors nous aurons évidemment, par le théoréme de Cauchy,

xr X
wap / y—l—'lp "p(y) dy xa. f y—l—a. L‘.J(y>dy
! il — L/ o d
T awmi Je,

2 H(x,) H(x) e

dx.

»
et ey et [T rtay
2, =,

H(z,) 11(2)
r
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :
L’équation

y(x) = Y(x) + /(; ‘ P, (0)y(tx)dt,

ou la fonction L(x) est conlinue, sauf peut-élre pour x=—o, auvoisinage de x = + o.
et Uon a

|4 ()] < M.

M étant une constante el v une quantité supérieure & —x, et P,_ (t) est le polynéme de
degré r —1,
b+ bt 4+ ...+ b0,

f YT () dy

(x)~Vl ac"°+u(ac)+——~./(; ) dx

admet les solutions

2%l

s

X
. x" f YT Uy)dy
_/ ki dx,
2wl J G,

a étant une quantité positive, et les Ik des constantes arbitraires; on a

et le B s’élend aux racines «, de U'équation H(«)=o0, dont la partie réelle est supé-
rieure & — 1; G, el C, sont des contours fermés que nous venons de définir.

Il résulte de la forme & laquelle nous avons réduit la solution qu’elle est encore
valable quand quelques-unes des racines de I'équation H(x)==o0 sont multiples; on

aurait seulement & substituer pour 'expression ¥ k,z"™ la suivante :

N ™k, + b log @ + ..+ I, (log @) i ’

les & étant encore des constantes arbitraires, et =, une racine (p, 4 1) dont la
partie réelle est supérieure & —1.

On voit aussi que la fonction | (x), que nous avons supposée continue au voisinage
de lorigine, peut avoir dans ce voisinage des points de discontinuilé formant un

ensemble de mesure nulle. En effet, il suffit que les intégrales

- o * 1 o
j y () dy, f YT (y) dy

existent et soient des fonctions holomorphes de .
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IV.

[4] A laide de la solution que nous venons de trouver, nous étudierons dans
cette section I'équalion suivanie :

{
p(x) = Y(x) + [ K(x, t)g(tx)dt,

ot la fonction Y(x) satisfait aux mémes conditions qu’auparavanl, la fonction K(x, i)
est bornée el est une fonction uniformément continue de x lorsque { varie enire o et 1,
sauf peut-étre pour un ensemble de valeurs de t de mesure nulle, et l'on a :

Ko, ) =K()=P,_,()=0b,+ bt + ... + b ™.
Cette équation peut s’écrire :
ey =o) + [ P, stt)dt,
ot l'on pose :
=46+ uta Dzl
n(x, ) =K(x, t) — K(@).

Pour que cette derniére ¢quation soit vérifiée, il faut et il suffit que nous ayons

.

o) = E z™ skw +k, logx + ... + If.‘,px (log x)p“'z + ¢(x)

£ X
C o e e [y
+ __/ du + —/ ?
c amiJ,

- dzx,
ami Je, H(x) H(z) *
en nous servant des notations expliquées dans la section derniére.
2] La nouvelle équation peut s’écrire
#(@) = F() + Se(@),
ou l'on pose
F(x) = E x’ g]f, +k logx+ ... +k_ (log ac)p“’a + ()
. ( 50 51 5P ‘ /\ 7 J
x . ~x
o [t o ey
— d — £ Ly
t o /L (=) = zm./c; (=) b
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et Sy(x) représente I'opération fonctionnelle suivante sur g(x)

——C ! o
So(x) = / (o, Dg(te)dl + f '/ o '[ e dx

H(2)

X 1
dyy“““f (y, Oo(ly)dt

wa/ 7 (1)

I a 0

+—'f dx.
axiJc,

H(x)

Nous allons résoudre cette équation par une suite d’approximations successives.
Posons :

%(x) - F(.IJ) ’
9,(x) =F(x) + So,(x),

:Ab"—("i(x) - F(l‘) + S ?11(x) ’

Nous démontrerons que la série
u(x) 4+ u,(x) + ... +u,(x) + ...,

ou l'on pose u,(r)=19,(r) — 9, (x), u(x)=q¢(x), converge et satisfait & I'équa-
tion pour toutes les valeurs de x comprises dans un domaine suffisamment petit au
voisinage de x = + o.

[3] Nous avons évidemment

(x)=S8u,(x), ..... .

ni 1

u(x)="F(x), u(r)=Su(x), ...,

Soient L, la longueur du contour C,, L, celle de C,; H, la valeur minimum de la
fonction |H(=)| sur C,, H, sa valeur minimum sur C,.

Nous avons posé a=a, + ia,; soit a,—= — &, I'équation d’une ligne, que nous
appelons D,, enti¢rement a droite de C, et & gauche de D; et soit a, = — 3§, I'équa-

tion d’une autre ligne D, entiéremeni & gauche de C, et & droite de D; 3, et §, étant
des quantités positives moindres que I'unité. On a donc 3, >2>3,
11 est clair que nous pouvons trouver un nombre N tel que I'on ait, au voisinage

de l'origine,

2 x’ % ky, + k,logx + ... + k,, (log @)’

S

+ ¥@) | < Na™
|
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Nous avons aussi

Tyt
1 v
21:i./c1 H(x)

Q, étant le maximum sur C, de I'expression

o n
Mm”a/ y Ty,
0

Ll 1

dx
axH,’

<

c’est-a-dire de I'expression

laquelle est moindre que

Nous obtenons donc

X -
. x_[y Y(y)dy ML, 22—
L/ | < b
artJ¢,

H(z) anH,(3, —3)

De méme on a, pour x plus petit ou égal 4 q,

R A L
a
./c;

L,Q,
H () ‘

anH

dxl<

27l .

Q, étant le maximum sur C, de I'expression

a
M % f y T4 dy .
X

On a, si a est plus petit que I'unité,

a i a 5
Mo f Yy T dy << Mx®s / Yy dy
X x

—a —3 _ a~ui—3

= Mx" ~
a, + o
(w a,+38
)
a
lp—8 — %7
<Mz a,+ 3
Max—3
3—3,

Fac. de 7., 3¢ S., 1V.

15

I1

3
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Par conséquent, on obtient

ML,z
anH,(3 —¢,)

() dy
2‘.1./. f H(=)

d1‘<

et des inégalités que nous avons démontrées, on déduit la suivante :

ML ML
F N A 2 —
] (w>l = I: + QWHl(Bi - 5) + Q:HE(B _az)] ; ,

|u(@)| = [F ()] < Va3,

ou bien

ot l'on pose

ML, ML,

V=N .
NG,y T aae 5y

(4] Cherchons maintenant une limite supérieure de la fonction

|u,(2)] = [Su,(z)|.

Nous avons

/ dyy™" r. (¥, Duy(ty)dt
A,

H(U)

/ dyy™"™* r,(v, tyu,(ly)dt
5/,

H(x)

1
Su,(x)= / o(x, Hu(te)dt + i
0 T

da

dx.

27‘:1

Les points pour lesquels la fonction w(x. ) =K(x, t) — K{{) ne tend pas vers
zéro avec x forment un ensemble de mesure nulle; nous pouvons donc les entourer
par des segments de droite dont la somme totale [ est aussi petite que 'on veut. Soit
K une limite supérieure de K(zx, £) dans la partie de son domaine que nous considé-

rons; alors, lorsque ¢ est sur un de ces petits segments, on aura :

|K(x, £) — K()| << =K.
Partout ailleurs on aura :

[z, O] <.

7 ¢tant une quantité qui lend vers zéro avec x.

Nous obtenons, par conséquent,

! - L b s
lf -q(:v,t)Ltn(tx)dt'<\w [/l dl+-r,ft dl]
0 0 0

B Ve (10 4 ) B

[ —

O
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¢ étant une quantité qui peut étre rendue aussi petite que 'on veut, en prenant x et {
assez petits.
Maintenant I'analyse déja faite nous montre que l'on a

a fCayy = [ duyar
=N

H(x)

cVL x—3
amH (3, —8)

d:z|<

et aussi

X i
a —1—a ‘ , t t -
| S i f y [ W Oy y }< VL
_— £
~tJc,

| ami H(z) arl,(3—3,)
Nous avons, par conséquent,

L L
3 1 2 Jp—8 — —3
[Su,(x)] <<c¢ I:I + AL, — ) + ST — 82)] Vo3 =¢qVx—3,

ou l'on pose

L,
q:c[‘ R @, —2?) 2,—}1,@—»):,

I1 est clair que la quantité ¢ peut étre aussi rendue trés petite en choisissant x et
assez petits. Nous n’avons qu’a prendre a et [ assez petits pour que I'on ait q<r;
. doit étre au plus égal d a.
Nous aurons alors
|uy(x) | < V&
| ()] = [Su(#)] < gV
De méme, on trouve
|u,(%)] = |Su,(x)] < g*Va—3,

et, en général,
Iu"(x)l - lsun~l(x)l < qnvx_s 5

et I'on voit que la série
¢(x) =u(x) + u,(x) + ... + u,(x) + ...

converge absolument & la maniére d’une série géométrique.

[5] 1l nous reste & démontrer que cette série satisfait 4 1'équation

o(x) =F(x) + Sz ().
Nous avons

Sg(x) =S [uo(ac) +u(x) + ... + u, () + :l

=S l:uo(ac) +u(x) 4+ ... + um(ac):l + SR, (),

en posant
Rm(x> - um+1(x) + um+z(x) + R
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Cela nous donne
S?(w> - ui(w) + u’(l‘) + + um—H(x) + Sﬂm(x)
=o(x) —F(x)— R, . (@) + SR, (x).

Nous avons aussi

M\ ey
]Rm<x)] < Iume(w)] + |um4 a(w)l + ... < Vo3 (q"lﬂ + qmsz + ) - (1—‘7:——

’

I—q
d’ou I'on obtient
m-- QVx_a
T—¢q
On a donc
M2 o3
J#(@) — Flo) — So()]| <,

une fonction qui tend vers zéro quand m va vers linfini. Or, on peut prendre m
aussi grand que I'on veut; par conséquent, on doit avoir

o(z) = F() + S¢(a).
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :
Considérons Uéquation
1
s@ =4(o) + [ Ko, gttt
ot la fonction Y(x) est continue au voisinage de x =o sauf peul-étre pour un ensem-
ble de points de mesure nulle, et U'on a
|[9(@)] < Ma’,

M étant une constante el v une quantité supérieure ¢ —1; ou la fonction K(x, l) est

une fonction uniformément continue de x au voisinage de x—=—o lorsque t reste dans

Uintervalle o< t< 1, sauf peul-élre pour un ensemble de valeurs de t de mesure nulle,
el ot la fonction K(¢) est égale au polynéme

b, 4+ b+ ... + b1

Alors cetle équation admet des solutions qui dépendent linéairement d’autant de

\

constantes arbitraires qu’il y a de racines & partie réelle supérieure ¢ —x pour
Uéquation en x

b b b 1
=1 2 e K(t)dt,
! 1+_ac+2+a+ +r‘+a [ (e

chaque racine étant complée avec son deqré de mulliplicite.
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On voit en méme temps que U'équation homogéne
~t
o(or) = / K(z, t)g(la)d,
0

sous les mémes hypothéses sur K(x, t), admet le méme nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes. Elle n’en admettra donc aucune si l'équation en » n’a pas de
racine dont la partie réelle est supérieure & —r .

[6] On peut appliquer ces résultats a I'équation

[ "G, 0 fltaydl = g ().

ott G(o, t) est le polynéme
A, AL+ +AL,

et l'on n'a pas
A+A 4+ ... +A,=o.

[1 faut aussi que la fonction xg(x) tende vers zéro avec x.

sty = [ fwde,

et en intégrant par parties, nous obtenons

En posant

G, Dgle) =age) + Gl Dgliydr.

Nous avons supposé G(o, 1)=|=0; donc, cette équation est bien du type que nous
avons considéré. En nous rappelant qu’il faut avoir ¢(o)=o, nous voyons que la
solution dépendra linéairement d’autant de constantes arbitraires qu'il y a de racines &
partie réeile positive de I'équation en 3

L.d
R G(o, 1):[ l?’EG(o, ) dt,

laquelle est identique a
1
/ #~ G(o, t)ydt=o.
0

Ce nombre est le méme que le nombre des racines a partie réelle supéricure

1
/ 1°G(o, t)=o,
0

A A A
1+ a 2 4+ a l‘—{—I—'—a——o

a — 1 de I'équation en x«

c’est-a-dire
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Cette équation est identique a I'équation déterminante trouvée par MM. Volterra,
Holmgren et Lalesco. Pour que I'on puisse déduire de 1 une solution de I'équation

./0-l G(x, t) ftr)dt=g(x),

il faut que la fonction ¢(x) ait une dérivée premiére. Si I’on suppose que les dérivées
3G G

premiéres Rl g'(x) existent, on peut partir de 1'équation
8 C

G(x, ) f(x) + _/(: ':a: DGE\:: H_ ¢ DG(:;’ t)]f(tac)dt: g(z) + xg'(x).

Q
11 faut supposer, en outre, que x S tend vers zéro avec x, et que la fonction

[
lg() + zg'(x)]

reste inférieure & Max?, M élant une constante et v une quantité supérieure & — 1.
Les résultats sont exactement les mémes, comme il est aisé de le voir.

On voit aussi que ['équation

fl G(x, 1) fltx)dt =0
0

admet le méme nombre de solutions linéairement indépendantes qu’il y a de cons~

tantes arbitraires dans la solution de la méme équation avec second membre.

[4] Nous nous occuperons dans cette section de I'équation
t
o) =4 (@) + / Kz, ) o(tx)dt,
0

olt la fonction 4 (x) satisfail toujours aux mémes conditions, et ot l'on suppose que lu
Jonction -(x, {)=K(x, ) — K(t) tend uniformément vers zéro avec x lorsque t est
dans Uintervalle o<t 1, sauf peut-étre pour un ensemble de valeurs de t de mesure
nulle; mais quant & la fonction K(t) elle-méme, nous dirons pour le moment qu'elle est
seulement continue, sauf peul-étre pour un ensemble de points de mesure nulle et qu’elle
reste loujours bornée, el nous préciserons dans la suite les conditions ultérieures aux-
quelles elle doit satisfaire.
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Notre méthode consiste & faire, d’aprés le théoréme bien connu de Weierstrass,
Vapproximation de la fonction K(f) dans I'intervalle o< ¢ 1 par un polynéme con-
venable P (t) de degré n, en faisant exception de quelques petits intervalles, dont la
somme est aussi petite que 'on veut, autour des points de discontinuilé. Dans la
recherche d'un polynéme convenable, nous aurons besoin de quelques propositions
que nous allons établir d’abord.

Prop. 1. — Si une fonction k(1) est continue dans l'intervalle o < ¢ < 1, sauf peul-
étre pour un ensemble de poinls de mesure nulle, et si elle reste partout bornée, on peut
Y faire une approximation aussi proche que U'on veul, sauf dans quelques intervalles
donl la somme est arbitrairement petite, par un polynéme qui reste toujours et partoul
moindre qu'un nombre fixé a l'avance.

En effet, on n'a qu’a entourer les points de discontinuité par des intervalles dont
la somme totale est moindre quune quantité [ arkitrairement petite, joindre par des
droites les extrémités de chaque couple d’ordonnées K(f) qui correspondent aux
extrémités de chaque petit intervalle, et trouver un polyndme aussi voisin que I'on
veut A la nouvelle fonction continue représentée par ces droites dans les petits inter-
valles, et ¢gale partout ailleurs a la fonction K(f). Appelons K,(#) cette fonction.

Proe. II. — Si une fonction K(t) est a variation bornée dans lintervalle oI,
on peul faire son approximation, sauf peut-élre dans quelques petits intervalles dont la
somme est arbitrairement pelite, par un polynéme dont la variation dans tout Uinler-
valle resle loujours moindre qu'un nombre fixé ¢ I'avance.

Construisons la fonction K,(f) comme dans la Prop. I. K (¢) est continue, et il est

clair qu’elle est aussi & variation bornée. Nous avons donc, par le théoréme de
M. Jordan,

K(O=Q,0)—Q),

Q,(f) et Q,() étant deux fonctions continues qui ne décroissent jamais comrae ¢ va
en croissant depuis zéro jusqu’a un.

Nous pouvons faire 'approximation d’une fonction continue Q(f) qui satisfait  la
condition Q(¢,) > Q(t,) pour t,>>1,, par un polynéme qui satisfait & la méme condi-
tion. Pour le démontrer, décomposons lintervalle (o, 1) dans les intervalles (o, t),

(s t), -y (4,—,, 1), dans chacun desquels I'oscillation de Q({) est moindre que =,

¢ ¢étant aussi petit que I'on veut. Formons une nouvelle fonction R(?), représentée
par la ligne polygonale qui joint les extrémités des ordonnées Q(o), Q(2), ..., Qt,—_)»
Q(1). Nous avons

Q) — RO <—:
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car, si ¢ est dans Uintervalle ¢_ <t ¢

r

, ona:
1Q(®) — RO| < [QU) — Q)] + |R(,) — R(D)|
c e

=

<

4

<+

S
La quantité

p Q) —Q,_)  R{)—RE_)
ot—t., Tt —t,_

1 1

n’est jamais négative. En posant

Gl C)

1

b Q0 — Q)

" - I— tl"—l ’
nous pouvons dire qiie la fonction qui est égale & h, pour ¢_, < t<Ct, estla dé-
rivée R'(f) de la fonction R(?). Cette fonction a des discontinuités dans I'ensemble de
points de mesure nulle ¢, ¢ ot

2’ °° m—1°

nous pouvons donc trouver un poly-
nome R,'(£) positif partout dans I'intervalle (o, 1) et tel que I'on ait

IRO—R,/ (O] <

sauf dans m — 1 petits intervalles dont la somme ne dépass'e pas 8;[?’ R’ étant une

limite supérieure de R'(¢) et R,’ () qui peut étre déterminée avant de faire I'approxi-
mation.

Soit maintenant
¢ ¢
RO=Ro) + [ ROd =00 + [ RO
0 0
R,(f) est un polyndéme. et nous avons.:

[R(t)—R”(t)[:} [ [-jﬂr(t)— R,’j(t)gdtl

L= , £
SETETY

I1 s’ensuit que nous avons

Q) — R, ()] <=,
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et le polynome R, (¢) va toujours en croissant depuis zéro jusqu’a un, puisque sa dé-
rivée R,'({) est toujours positive. La variation de R,(#) est donc égale & R, (1) — R, (0);
elle est donc moindre que

Q1) — Qo) + 2=

Appliquons cette méthode aux fonctions Q, (1) et Q,(). Nous obtenons deux poly-
nomes R, (?) et R, (1) qui vont toujours en croissant de zéro A un, et tels que 'on ait :

GRS NCIESNOES WO
En posant
Pn(l) == Rm(t> - an(l) ’

on aura

|K4(l) - Pn(t)l < [Qa(t) - P‘m(l), + le([) - Ruz(ol <&
et la variation de P (/) dans I'intervalle (o, 1) est moindre- que

FRO =0 < e —0©! + 00— 0] + 1.

Rm (I) - Rm (O) )

Elle est donc moindre quun nombre qui peut étre fixé 4 I'avance. La propo-

sition II est ainsi démontrée.

Prore. IIl. — Si une fonction K(t) satisfait & la condition de Lipschilz généralisée
[K() — K@) <A@ — -,

oulona o t{t<1, A élunt une constante et 8 une quantité positive, on peut la
représenter avec lelle approximation que l'on veut par un polynéme P (1) satisfaisant &
la condition

[P = P, ()] <At — ),
A" élant une constante fixée & Uavance, plus grande que A.

Divisons Tintervalle (o, i) en m parties égales, par les points ¢, ¢ o

2% "7 Tm—y

Formons comme auparavant la fonction R(¢) en joignant par des droites les extré-

mités des ordonnées successives. Mettons aussi, comme dans la proposition dernicre,

h RO —KE,_ ) Kl =Ko K1)—K(,,).
r- [,‘ _ t,--, 4 [ E— l’ ’ m T I — tm_( ’

et définissons la fonction R'(¢) comme il suit :

R'()=h,; . <<t<t; r=ri,a,...,m.
Fac. de 7., 3¢ S., IV. 16
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Nous avons évidemment
L 4
R(t) = R(o) + / R'(t)dt=K(o) + f R'(t)dt.
0 0
On a aussi, pour ¢_, <t<t,,

IK(t) — R()| < |K(8) — K(2,)] + |R(£,) — R())|
<A, —" + [R(,) —R(,_)]

) 2A
At —1t = —_
<aA(L—t ) =—
et I'on trouve
At —t_ Y
Ik, ] <———(t’ tH) =Am~*.

Faisons I'approximation de R'({). sauf pour des éléments dont la somme totale
n’excéde pas —i—k par un polynéme P,'(¢), de telle fa(;o‘n que l'on ait en dehors de
am/
ces éléments
I
R'(t)—P, (1 ot
IR()—P,/O <
et que l'on ait partout
[P,/ (] <Am'~*.
En mettant
t
P,(t)=K(o) + f P (tdt,
0
on aura

‘R(t)—l),l(t)’ — ’fo’gR’(z)~pn'(z>§dt‘<2¢mﬂ+Amf—s“ :

amA ~ m®

" Maintenant, si t et ¢ sont dans le méme segment, on aura :

Pn(t) - Pn(T)

:' f[ Pn’(t)dt‘ < (t—=)Am' P AU — ).

Si < et { se trouvent dans deux segments consécutifs (7, ,.¢), ({,,1.,), on aura
|P, () — P, (7)]| <<(t—~) Am'—*,

. , 2 .
et puisque I'on a — > ¢{ — =, on obtient
m

lpn(t) - pu(")] < 2{_? A(l _ ..)ﬁ .
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Enfin, si < et ¢ sont dans deux segments différents qui ne sont pas consécutifs, on

aura
IP,(0) — P, < [K(D) — KG)| + [K(O) — P,0)] + [KE) — PG
ce qui nous donne
PO — PO <AL= + — <A+ 2)(—).

Soit maintenant A’ la plus grande des quantités 2" *A et A + 2; on a par consé-

quent toujours

[P,()—P()| <A'(t—=),

et nous avons démontré les inégalités
K()—R(¢ 22, R()) — P (0] << -
IR ()[<m#’ I oo mé’

On a donc
1+ 2A

ms

une quantité qui peut étre rendue aussi petite que 'on veut, puisque m est arbitrai-

rement grand. La proposition est donc démontrée.

Pror. IV. — Si l'on divise Uintervalle (o, 1) en un nombre fini de sous-intervalles

LoL,...,L; 1,1/ ... 1

8

qui ne se suivent pas nécessairement dans cet ordre, et si une fonction K(¢) est & varia-
tion bornée dans 1, 1,, ..., 1, et satisfait dans Uintervalle Ip’ a la condition

|.K(t)—-K(r)|<A(t—1)p” (<t p=1, 2. ..., $),

on peut la représenter avec telle approximdtion que lon veut, sauf peut-étre dans quel-
ques intervalles dont la somme esl arbitrairement petite, par un polynéme P (t) dont la
variation dans 1., 1, ..., 1 ne dépasse pas une quantité B, et tel que Uon ait dans les

intervalles ]p’

D) — P, <A(t—=7)" (<l p=1,2,..,5),
B et A’ élant deux quanfite’s que l'on peut fixer & U avance.

Entourons les points de discontinuité par des segments dont la somme n’excéde
pas [, une quantité arbitrairement petite, et formons comme dans la proposition I la
fonction K (?) en joignant par des droites les extrémités de chaque couple d’ordon-
nées qui correspondent aux extrémités de chaque petit segment. La fonction K (¢) est
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continue partout dans lintervalle, elle est & variation bornée dans les inter-
valles I, I, ...,1, et elle satisfait aux conditions de Lipschitz ci-dessus dans les
intervalles I, L', ..., I/; il est donc clair quelle est égale A la dillérence de deux
fonctions Q,(t) et Q,(¢) partout continues, qui satisfont aux mémes conditions de

Lipschitz-dans les intervalles 1", 1", ..., T/, el ne décroissent jamais comme ¢ va en
croissant dans les intervalles I, 1, ..., I

.

Prenons une fonction Q(f) qui satisfait & ces conditions; divisons chacun des
intervalles 1,, I, ..., T, I', I';, ..., I/ en m parties égales, et formons comme
auparavant la fonction R() représentée par la ligne polygonale joignant les extré-
mités des ordonnées qui correspondent A chaque point de division. Prenons aussi sa
dérivée R'(Z) qui a des discontinuités aux points de division, et qui est une constante
dans chaque petite partie. Cette constante sera toujours positive ou zéro dans les
intervalles 1, I, ..., I . Nous pouvons donc faire lapproximation de R'({), sauf
dans quelques pelits segments dont la somme ne dépasse pas une quantité ! arbi-
trairement petite, par un polynéme R,(¢), qui reste toujours positif dans les inter-
valles 1, 1,. ..., 1,. On aura, en dehors des petits segments,

IR'()) — R, (1)] < <.

’

¢ étant aussi petit que I'on veut; et si R’ est une limite supérieure de |R'(/)|, on
pourra avoir |R/({)] <R'. En posant '

R, (t)=R(o) + [ "R (Ot = Qo) + /0 R0,

R(t) — R, (1) = [ t [R’(t) — R”’(t):l dt.

On a, par conséquent,

on obtient

[R#) — R, (O] << + 2l R,
et en choisissant ¢’ et I’ de fagcon que 1'on ait

I I
<l — < —.
< <AR’mF’

am$’

¢ étant la plus grande des quantités 6, 4

SR S

., B, on aura
.
— R, —.
RO —R, 0] <—

La fonction R,({) va loujours en croissant avec ¢ dans les intervalles L, L., 1,

puisque sa dérivée R,'({) y est constamment positive. Donc, la variation de R, (0
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dans un de ces intervalles est égale & la différence de ses valeurs & chaque extrémité
de l'intervalle. On a aussi

Q1) — RO << |1Q(D) — Q)| + |R(t,) — R,

oulona {_, tt, {,_, ett, étant deux points consécutifs de division. En fai-

sant croitre m, on peut avoir

QU — QU <Z:  [R)— ROl <,

. I ee s . .
" étant aussi petit que 'on veut. On peut avoir " + — <{&, une quantité arbitrai-
m

rement petite; et cela nous donne, dans les intervalles [, 1, ..., 1

2 r’

Q) — R, < Q) — RO + [R®) — R, (O] <.

On trouve de la que la variation de R (¢), dans un de ces intervalles, est moindre
que 2Q 4 2z, Q étant une limite supérieure de |Q(¢)].
Dans un intervalle I on trouve, silon a {,_, <1<t
d \* 1
Q) — B, 0] < 1QW — QU] + (L) RO + RO — R, 0] <1 (L) + 1,

d, ¢tant la longueur de I,". Nous avons donc

I
Q) — ROl <

" B étant une constante que I'on peut fixer & Iavance. Cette quantité devient aussi
petite que I'on veut si I'on fait croitre m indéfiniment.
Cela établi, on démontre exactement comme dans la proposition Il que I'on a,

dans les intervalles I/, L', ..., 1",
IR,() —R,(5)| <A'(t—2)”,  (p=1, 2, ..., 5),

A’ étant la plus grande des quantités 2'~*» A et A + 2.
On peut maintenant faire I'approximation de Q,(¢) et Q,(¢) par deux polynémes
R, (1) et R

[l est clair que le polyndéme

(1), que I'on obtient de la méme maniére que R,({).

nz

Pn(t) - l{lll ([) - l{hﬁ(l)

est une approximation aussi proche que I'on veut de la fonction K,(¢{)=Q,(t) — Q. (),
et qu’il satisfait aux mémes conditions de Lipschitz dans les intervalles [/, 1/, ..., I .

On démontre comme dans la proposition III que sa variation reste toujours bornée

dans les intervalles I,, 1,, ..., I . Nous avons donc démontré la proposition IV,
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[2] Il nous faut maintenant éfablir quelques propositions relatives aux racines des

équations en a :
1 1
f FR(Odl=1; f PP (Hdt=1.
0 0

Nous supposons que la fonction K(f) est continue, sauf peul-élre pour un ensemble
de points de mesure nulle, dans Uintervalle (o, 1), et que l'on a

K(t)=K(0) + £°Q(0).

w élant une quantité positive et la fonction Q(f) restant bornée dans Uintervalle. On
suppose que le polyndme P,(f) est obtenu par la méthode des sous-intervalles dont
nous avons fait usage. Alors la fonction R(¢) — K(o), représentée par la ligne poly-
gonale reste moindre en valeur absolue que :°Q, Q étant une limite supérieure de
|Q(8)]. Nous avons aussi

| RO —P,0 ) =| [ wo—riw]a | <+ D1,

¢' et ' étant deux quantités aussi petites que I'on veut. On a, par conséquent,

- [R(1) — K(o)

4+ (' 4+ )t
tlu M

‘ P.(t) —P,(0)
7

puisque Von a P (0)=XK(0). Cela nous donne

l })7L<t) - P)L(()) |

QDT <Q,

Q' étant une quantité fixe.
Nous avons donc toujours

Kt — P, ()] <(@Q+ Q)T
et aussi

[K{) — P, ()] <=,

¢ étant une quantité arbitrairement pelite, sauf peut-étre dans quelques segments
dont la somme [ est aussi petite que I'on veut.

Nous allons maintenant démontrer que si la partie réelle de a est supérieure o —1,
on peut obtenir P (1) de fagon & avoir

\/O.l " [K(z)» P”(t)] dti <,
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¢, élanl une quantité arbitrairement petite. Nous avons, en effet, pour o <b<(r,

| |/01 t [K(t)—P"(t):l dt’<./0-b t_‘lK(t)——Pn(t)|dt +[‘ t“‘K(t)—Pn(t)‘dt
<(@Q+Q) /Ob tedt + aj’ t'dt + 2 Kb,

K étant une limite supérieure de |K(¢) et de |P,(£)|. Cette quantité est égale &
r b‘“
QA | 1ogl 4 2K,
) b

Nous pouvons choisir b assez petit pour avoir
Q4 QN6 _ &,

- < 1—9

8} 3

¢, étant arbitrairement petit, et ensuite on peut assigner a < et ! des valeurs qui nous

donneront
I
2 2 Kb <+,
~33

slogz ;

Nous aurons alors

‘folt“gK(t)—P,,(t)gdt‘<5’,

On peul avoir en méme temps

‘ [l t*log t SK(t) — Pn(t);dt’ <.
On a, en effet, |
»/0«1 t“logt gk(t) —P, () § dt 1

b 1
<(Q+Q’)/ r“"’logtldursf log tdt + 2Klb“log%
0 b

I

Q+Q)(r+ologg)er 1
= + §<logz> + 2Klb_‘logg;

2

o

et il est clair qus 'on peut choisir b, et ensuite ¢ et [, de facon a avoir, avec les in¢-

galités précédentes, celles-ci :

<Q+Q'>(I + o logy )" .
3 T 3

/ - S, 2K Ib— I S

< logb> <—~3, 2K logb<_3

g
L.
3,

2
w
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Cela nous donne
1
'f t*log ¢ ; K({)— P, (1) g dtl g,.
0
Nous montrerons maintenant que les racines de Uéquation
1
f FK@)dt =1
0

sonl en nombre fini et & distance finie. 1. équation peut s’écrire

./Oqt"gK(o)—l—t‘"Q(t) dt = 1,

ou bien

K (o) ! atw —
——1+1+./0- QM dt =r.

Mettons, comme dans la section précédente, a=a, +ia,, a, et a, étant des
quantités réelles. Toutes les racines doivent étre & droite de la ligne a,—=—1. 1
est facile de voir que, lorsque o est dans cette partie du plan ou sur la droite a,=—1
elle-méme, la valeur de l'expression

I %(—O)x + >/Oq [“+"‘Q(l)dt ‘

lend uniformément vers zéro quand || tend vers Uinfini. En effet, Q(f) est une fonc-

lion continue de f, sauf peul-8tre pour un ensemble de points de mesure nulle,
Nous pouvons donc trouver un polynéme

QO)=0b4+b,+...+b,"
tel que I'on ait

QO — Q0] <,

: ¢tant une quantité arbitrairement petite, sauf peut-étre dans quelques petits
segments dont la somme [ est arbitrairement petite. Nous aurons donc, si Q est une
limite supérieure de [Q()] et de |Q,(t)], si 2] >1, et |K(H)] <K :

1 K@) f L “Q)dt

1+ 2
K 1 . 1 ) v ! Y
<7/ + / z“"‘“Qn(l)dtJ +3/ l’“"‘dl+2Q/t‘"" dt
[af — 1 0 0 0
K € 2le ' bU bl bn
_|1|_1+:+ ® +l1+1+(o+2—‘7—x+m+m+n+1+1+w'
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Soit e, une quantité aussi pelile que I'on veut; il est clair que I'on peut avoir

5, 200 &
<4, w<11’

E|(‘I

et ensuite on peut choisir R, de fagon & avoir pour [2| > R

K 81. bo + bl + _+_ bu <_s_|_
|1[—1<Z’ I+a+w 24a4+o0 n+1+o-+o 4

Par conséquent, si |z| > R, on aura :
50 reqal
——+ [ QUL | < .
et e <
On voit donc que toutes les racines de 1'équation

i
/ FR(Od =1 .
0

sont a l'intérieur de la région limitée par la ligne a,=—1 et par la partie d'un
cercle de rayon R avec I'origine commec centre qui se trouve i droite de celte ligne.

K (o) ! wta
- +a+/; UTQ(b)dt

La fonction

est holomorphe dans toute cette région et sur ses bords, sauf pour le péle simple

. 1
/ K dt =1
0

n’a qu'un nombre fini de racines dans cette région. L'équation

K(O) ! w—+a .

a=—1; donc, I'équation

admet ces racines, mais elle peut aussi en avoir d’autres sur la droite a,=—1 clle-
méme. Décrivons avec toutes ces racines comme centres des petits cercles extérieurs
les uns aux autres et tous situés entierement a droite de la ligne a, = —1, sauf
ceux, s’il y en a, dont les centres se trouvent sur cette ligne. On suppose, de plus,
quils sont assez pelits pour que l'on puisse tracer une ligne a,——3 (out lon a
0<:<{1) quilaisse & sa gauche lous les cercles dont les centres sont sur la droile

a,— —1, et a sadroite tous les autres cercles, et la ligne a,=+v; nous appelons D
celle droite. '
Fac. de 1., 3¢ S., IV. . 17
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Nous montrerons que l'on peut choisir le polynéme P (t) lel que I'équalion

1
f P, (ydl = 1
0

nail pas de racine en dehors de ces petils cercles.
En effet, dans le domaine a droite de la ligne a,=—1 et en dehors des cercles
(y comprises la ligne et les circonférences mémes), la fonction

l[l (*K(tydl — 1

a une limite inférieure que nous appellerons ¢. Mais nous avons vu que 1'on peut
choisir P,(¢) tel que 'on ait dans toul ce domaine

lfolfka)dt_f P "(t)dt{<-_,

e étant arbitrairement petit. On a donc, en dehors des cercles

: 1
‘ / P (D)dt — 1
0

d’ott Pon déduit le résultat que nous voulions démontrer.

> {(1—2),

Il'y a plus : Si 8, est une racine quelconque de multiplicicité p, + 1 de I'équation

i
f R(dt =1,
0

on peut choisir P (1) tel que I'équation

1
f P,({)ydt = x
0

ait a Uintérieur du pelit cercle O,, qui enloure le point 8,, des racines dont la somme
des multiplicités esl exactement p + 1, la propriélé ayanl lieuw pour loules les ra-
cines .

Nous avons, en effet,

%,

fz log tK(t)d!
ffth(l)dl#l

1
et la somme des multiplicités des racines de I'équation / P, (Hdt=r1 est égale a
0

/[’100“) bdt
q,= 3 f da.
= ‘f[[’(l)d[—l
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Nous pouvons choisir P () de fagon a avoir les fonctions

1 1 1 1
1 f K(f)dt — f t"Pn(t)dt’, / t* log tK()dt — / 1 log (P ({)dt
0 0 0 0

aussi petites que 1'on veut dans tout le domaine. On peut donc le choisir de maniére

& avoir l'expression

1 ~1
f 1* log LK()dl / t"logtP"(t)dl‘
0 S <

1 1
f K dl — / P (tydt — 1 )
0 0

¢ étant une quantité aussi petite que I'on veut. On aura alors

Ip.\' + I —qa! < ars’

r, étant le rayon de O,. Mais le premier membre de cette inégalité est un entier ou
zéro; par conséquent, si 'on a er, < 1. on doit avoir aussi p,+ 1=g¢,. Le théoréme
est ainsi démontré. Il est clair d’ailleurs que les rayons des cercles O, peuvent étre
aussi petils que l'on veut; on pourra toujours trouver un polynéme conve-
nable P (¢).

[3] Reprenons aprés ces digressions I'étude de I'équation
1
¢ (x) =19(x) + f K(x, {)w(tx)dt,
0

sous les conditions que nous avons posées au commencement de la section, et en

supposant de plus que.l'on a :

K(t) = K(0) + *Q(?).

Nous obtenons un polyndme d'approximation P,(¢) de I'espéce dont nous venons
de parler, et nous écrivons I'équation sous la forme suivante :

o) =p @)+ f P05,
en posant
ae)=4e) + [ e vsuna+ [ e 0sun,
w(x, t) = K(x, t) — K(?), g, () = K@) — P, (¢).

Nousavons |K(x. t)] <<K, |P,()] <<K, ou K est une quantité fixe: [n(x, {)| <=,
une quantité qui tend vers zéro avec x, sauf peut-étre pour quelques segments dont

la somme n’excéde pas [, une quantité arbitrairement petite, et dans lesquels on
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a [q(x, )] <<2K: on a aussi |:,(5)] <<e, une quantité arbitrairement petite, sauf
pour des segments dont la somme est moindre que /, ot on a [¢,(i)] <C2K.

Pour que I'équation sous sa nouvelle forme soit vérifiée, il feut el il suffit que
lon ait

ko,+k,logx 4+ ... + /fsps (log gc)mg

(@) =p,(x) + Y "

olt lon pose :

I
H,(a) =1 ~/ P (hdl.
0

Le X s'élend a toules les racines de I'équation H,(x) =0 qui sont & droile de la
ligne a,=—2 et & Uintérieur des pelits cercles O,: les Ik sont des constantes arbi-
traires; p + 1 est la multiplicité de la racine 2,, et nous savons que lon a X(p, + 1)

1
égal au nombre des racines de I'équalion / CK()dt=1, chacune delles élant
Jo

complée avec son degré de mulliplicilé. Les contours C, et C, s'obtiennent de la ma-

niére suivante : Tracons la ligne a,=—2¢, ayant a sa droite la ligne D et & sa
gauche tous les cercles O, dont les centres sont situés sur la ligne a,=— 1; appe-
lons D, cette ligne. Tragons de méme la ligne a,=— 2, ayant a sa gauchela ligne D

et & sa droite tous les autres cercles O,, et appelons-la D,. Le contour C, est entiére-
ment & droite de D, et enferme tous les petits-cercles dans celte partie du plan; nous
avons vu que ceux-ci sont en nombre fini et & distance finie, et par conséquent le
contour C, peut avoir une longueur bornée. Il se peut qu’il n’en soit pas de méme
pour le contour C,; celui-ci est entiérement & gauche de D, et doit enfermer toutes

les racines de I'équation H,(x)==o0 qui se trouvent dans cette partie du plan. Or, si
I'on a ’

Pu<t) =a, + alt 4+ an N,

on aura :

L'équation H,(x) =o0 a donc N 4 1 racines, ct si I'on désire une approximation
de plus en plus proche de la fonction K(#), le nombre \ peut aller en croissant indé-
finiment. Mais le nombre des racines a droite de D, est bornée; par conséquent,
celles & gauche de D, deviennent de plus en plus nombreuses, et il peut arriver que

le contour C, doive fuir indéfiniment vers l'infini pour les enfermer toutes.
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[4] A cause de cela, nous allons effectuer une transformation sur l'intégrale

f “ou(y)dy
.

axi H, () da.
En posant
a a ax
T, () = — ! e ——
(%) I—i—a+2+a+ +N+I—{—a

nous pouvons I’écrire comme il suit :

f‘: / Y dyjld‘+—/|jln(“)x/ Yy ,,(}')d.v]dx

10 @ [y

— I
+ axi Jc, H, () @

Prenons pour C,, d’une part, la partie, située a gauche de laligne D,, d'un cercle
avec l'origine comme centre et de rayon R arbitrairement grand, et, d’autre part, la
partie de la ligne D, découpée par ce cercle. R doit étre assez grand pour que C, ait a
son intérieur le point « = — N — 1 et toutes les racines de I'équation H,(2)—=o0 qui
se trouvent & gauche de D, .

f|: / T p”y)dvildx:o,

puisque la fonction de « & intégrer est holomorphe & 'intérieur de C,. I1 faut remar-

On a alors

quer que nous supposons que l'on ait
ln n(x)l < )\xAs ’

7 étant une constante. Quand nous aurons trouvé la solution, nous examinerons si
cette supposition est légitime.
On trouve aussi, par le théoréme de Cauchy,

N+i

= [ n@e [Cramay [a= B a [Cyamy

r=lI

r=N

L

<

N—
o0
—
<
~
<
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? % * 1
[yt
dx

134

Enfin, la troisiéme intégrale

(o .
R LYEL
2‘:i Gl Hn(“)
est égale a I'intégrale
o -
. ng(a) " [ Y euly)dy
o e d“

2wl /D,

prise tout le long de la droite infinie D, dans la direction qui méne du c6té négatif

au coté positif de I'axe réel.
Nous pouvons, en effet, trouver une quantité R’ telle que I'on ait, pour |2} >R’

1) < s

E étant une quantité fixe. Prenons R plus grand que R' et E

Nous avons sur C, :

€
x* T (ndy | <wx 1/ e “P’dv = < .
[3’ 2uld }" Y A N5 s

Par conséquent, T'intégrale prise sur la partie du cercle de rayon R sera moindre

en valeur absolue que

2%

une quantité qui tend vers zéro comme R croit indéfiniment
Sur la droile D,, nous avons [H (z)| plus grand qu'une certaine quantité {; donc

e [Ty
ami 1, () 4

2%t

I'intégrale

prise sur une portion quelconque de cette droite a une valeur absolue inférieure a

a~

+ . }ﬁ_— gwll

Iintégrale

a,

2+ a

A3 il a

27L (3, — 2) 1+

prise sur la méme portion. Mais cette intégrale garde un sens lorsqu’elle est prise
I'égalité que nous voulions démontrer est donc établie.

sur la droite infinie D, ;
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[5] Ainsi donc notre équation fonctionnelle est devenue la suivante :

o(x) = 2 x™ ;km +kylogw + ... + k,, (log x)*{ 4 o, ()

Y ey dy

x* /x
I a
+E/; Hn(z) dz+ — f < >n(")dY
eI TR

27l JD, H, (o)

Nous pouvons l'écrire sous la forme suivante :

?(CL‘) — Fn(x) + Sn?(‘x)'

ot l'on a

F,(x) = Z % 5le0 +k,logz + ... + k, (logz)""

+ i(a)

() dy

f / dx+ifxp <l> Yy)d
t o H,(x) wJo \z)TVY

e Ty
{ ) 0
E D, I{n(a) d

%,

el S,4(x) est donné par la formule suivante :

S = a0+ s s+ fTare, (L) o + s 0]sna
L w0+ o0 s
le

H,(z) a4
»
. ln(l) / dyy™™ fo 37.(% O+ <)oty dt
i, H,(%) @

Nous allons démontrer que si la fonction K(¢) salisfail a certaines conditions et si
Uon choisit convenablement le polynome P, ((), cetle équation peut se résoudre par les
approximations suivanles :

QPu(a:) — Fn(‘r,) ’
2,(x) = F () + 8,3,(x),

?I!l*i(w) - F ('1/‘> _L sn m(x)
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La solution sera donnée par la série
cp(x): uo(m> + ul(x) + e um(w) + cee
ou l'on a
uo('r) = {?o('r)’

u,(x) = 9,(x) — g,(x),

um(w) - A m('w) :Pin—l(x) M

’

et par conséquent

uo<x) - Fn(x) ’ u{(‘x) - Sn uo('r) ’ A 4 um ( ) n m(x)

[6] Pour le démontrer, nous allons d’abord trouver une limite supérieure de
|F,(x)|. Nous avons évidemment, dans un domaine prés de lorigine,

’ E x” ; k,+ k,logx + ... + k,, (log oc)”x% + W) | << Mz,

M, étant une constante.
A cause de I'inégalité
=]

.

)|<x

pour o<y &, nousavons

X
—;- /0 P, (%) Uy)dy

M, étant une constante.

MK /= | \Ikx
< ——f y'dy = < M,z
& 0
Nous avons démontré que I'on a, en dehors des petits cercles O,

:’ 1_[1 l"l’”(t)dt1>l(1—e),

< étant aussi petit que I'on veut. Nous pouvons donc écrire

t H,(«)

IHIL(Z)| > :1 ’

{, étant une quantité fixe, inégalité qui aura lieu sur le contour C, et sur la droite D,.

1

Cela nous donne, comme nous I'avons démontré dans la section derniére,

TrUy)dy

/ ./ dn| < ML,x—3
12"1 H, («) SR —3)

2
Y2
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L, étant la longueur de C,. Nous avons donc

{27 l./ f H,(2)

M, étant une constante.

Y(y)dy

Il nous reste & trouver une limite supérieure de la fonction

T ()} @

; 3 ) / YT () dy
—/ 0 dx
27l Jp, H,(«)

Nous avons

' P,(1) r /1
T :f P (dl = -2 P (D) dt.
1[(1) 0 II,( ) 1 + a T + a 0 n ( )

Sar D, on a a=—2, + ib, b étant une quantité réelle qui varie de —oco & 4 oo ;

il s'agit donc de trouver une fonction majorante pour la fonction de &

Uy
f S OY 3
0

ou l'on pose =1 —2,. Nous devons examiner les deux intégrales

1
/ Fcos (blog H)P,(t)dt
0
et

1
_/ £ sin (b log 1)P,(t)dt.
0

I1 est clair que le signe de b n’a pas d’importance; supposons-le positif. Considé-
rons-la premiére de ces intégrales. La fonction de ¢, £ cos (blog ), a des extréma aux

points donnés par I'équation
2 cos (b log t) — bt sin (blog t) = o,

laquelle nous donne

tang (b log ) __—I:—,
el
4 ) 13
zarc tdng7
t—c¢e

Fac. de 7., 3¢ S,, 1V, 18
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3o

Soit 0 la valeur de I'expression arc tang -;— qui est comprise entre o et —; alors
2

les valeurs de ¢ entre o et 1 seront :

Appelons-les ¢, ¢,, ..., {,, ...; la valeur {=1 est aussi un extrémum dans
Vintervalle (o, 1). Les valeurs de la fonction £ cos (b log t) qui correspondent aux

arguments {—=r1.,t=¢, ..., t=¢,, ..., sont respectivement

&(6—m) §(0—2m) . {(0—mm)

) b b
T, —e cosb, e cosf, ... , (—1)"e cosf, ...

Nous obtenons donc, par le second théoréme de la moyenne pour les intégrales
définies,

s%e_(mﬂ)ﬂ%
tm r - Tm
f Fcos (blog H)P,/(Hdt = (—1)" e b cos 0 P, (t)dt
t

m-t+14 th 1

§(b—mr)

lﬁl
+ (—1)"e b cosef P,/ (t)dt,

n

7, étant une quantité entre ¢, et ¢ Cette expression est égale &

m--4°

Er—tmtrf Ho—ms)

(—— I)mrH 4 ’ cosf [Pn(Tm) - pn<tm+l)j| + (—I)me ’ cos f [Pn(tni) - Pn(Tnl):I ’

et nous trouvons des expressions analogues pour l'intégrale prise dans chaque inter-
valle. Nous obtenons, en les ajoutant,

Z10—=)

1,
f £ cos (b log {)P./ (1) dt = [Pn@) — P,L(—.o)] B
0
E(d—m=)

F(—)e ° COS()I:Ph(-cmﬂ)—P7l(rm):|+...,

cos 6 I;P"(ro) — P”(rl):l + ...

7, étant entre 1 et ¢, <, entre f, et [,, et ainsi de suite. Nous sommes stirs de la con-
vergence de cette série; puisque I'on doit avoir |P,(z,_,) — P,(5,)| < 2K, clle aura

“m—1

comme série majorante la suivante :

] =5 2=g mag

zK—}—zKebcosG[e b—}—e b—{—...—}—e b»}—..],

v
13

laquelle est une série géométrique de rapport e ¢ moindre que I'unité.



SUR UN PROBLEME D’INVERSION POSE PAR ABEL, ETC. 139

Nous faisons de méme pour l'intégrale
.
/ tsin (blogt)P,’ () dt.
0
La fonction de ¢, £ sin (blog ), a des extréma aux points donnés par I'équation
£ sin (blog 1) + bt cos (blogt) =o,

laquelle nous donne

tang (blogt) = —

>

e o~

et

orc tang (= )
-— arc tan —_——
3 E\7 %

t—e

|

. . b .
Soit v la valeur de I'expression arc tang <— —) comprise entre o et ©; alors les
»

valeurs de ¢t qui donnent des extréma dans l'intervalle (o, 1) sont les suivantes :

v—m v—2n v—mm

b b b
I, e , €  , ... , e, . R

et les extréma qui leur correspondent sont respectivement ceux-ci :

ave

{v—m=) E(v—2=) E(v—mm)

Ty . b . b .
o, —e sinv, e sinv, ... , (—1)"e sinv, ..... .

Le second théoréme de la moyenne pour les intégrales définies nous donne :

” Ho—(m+ 1)) ,
f " sin (blog )P, (t)dt =(—1)"""e b sin v f " P,/@®)dl
L mta

E(v—mr)

t,ﬂl
+(—=n"e ° sinuf P,'(4)dt,

oul'on appelle 1,¢', ¢/, .... ¢,

m?*

... les valeurs de ¢ qui donnent des extréma, et I'on a
¥ }TJ}A’}T!} t2’> > l,m>-",m> t'nH—i cret

Nous avons donc
y ‘ Elv—(m+1)=] =
f " Fsin(blog )P, (Ydt=(—1)"""e °  sinv LP"(:',") — P"(t’mﬂ)]
Ut

E(v—m=)

F(—ryre sinu[P,.a',,»—P,L<-'m>]:
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d’ou I'on obtient, en ajoutant toutes les égalités analogues a celle-13,

§(v—m=)

L, —
f Esin(blogt)P/(Hdt = —¢ * sinv [P"(ro') —P, (71’)1 + ...
0 -

Elv—mr)

FEre T sina| e — R [

Une série majorante pour cette série est la suivante :
&y L3 2 mnf
o . b b Ty
2Ke smu[e + e + ... +e + :I
Nous avons donc

E(d—m)

L, aKe * coss
lf t cos (b log t)P"’(t)dt‘ <2K 4+ — — |
0

=€
T
I—e
et
&(v—m)
L 2Ke ° siny
l/ Esin (blog H)P,/(¥) dtl <—F
0 _=
P)

Lorsque |b] est plus grand que =%, nous avons

%
—_— = =\ 2
b =2 I /%2 T
1—e > — (=
b 2<b>>2

Nous avons par conséquent, sur D,, pour |b] > =%,

A
S

S~

1 1 [
l /' £P (b dt , < ’ / £ cos (b log ?) P”’(t)dtI —{—_} f Esin (b log )P, (t)dt
0 0 0

E(6—m) §(v—m)

P) .
e cos H abe sin v
+

< 2K I:I—{- 2b :|<N1b,

- -
03 5

N, étant un nombre fixe. Mais cette inégalité ne nous sert i rien pour l'intégration

sur la droite infinie D,, puisque l'intégrale /Ilb—j—ix] prise sur cette droite,
n’a pas de sens.

Pour trouver une fonction majorante qui soit intégrable, nous allons faire quel-
ques hypothéses sur K(¢) et P,(t). Supposons d’abord que K(t) soit a variation bor-

née et que la variation du polynéme P,(t), trowé par la méthode de la proposition 1,
soit inférieure & une constante B.
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Nous avons alors

; /0 ' cos (é log ?) Pn’(t)dtl

& (0—m)
— l [pn(l) — P"(-.D):I —e

cos 0 [P"(ro) — Pn(r,)] + ...
' g (§—mm)

+ ("" I>me ’ I:Pn (Tm—-i) - Pn(-'m)] + h l
< an(I) - Pn(‘:o)l + ‘Pn(‘ro) - Pu(_"a)] + .+ Ipn(—'m—a) - pn(-'m)l + ... B,
et I'on a de méme

1,
' / t*sin (blog )P, () dt ’ <B
0

Nous obtenons, par conséquent,

\fi 1P (1) dt ‘<2B,
0

ce qui nous donne :
o 1 P (1) 1 / " l K + 2B
- * — n _ i l) "(Ddl )
ol =| [ eroi|=| 5 — oa| <t
De 13, on déduit :
K + 2B)*db
flT,l(a)| |d¢l</ = %jb)g‘ —(K+215)

Si la fonction K(t) n'est pas & varialion bornée, nous supposons que Uon ail,
pour t>=,
K(t) — RE)| < - Alt— =),

T
A élant une conslante el 8 élant plus grand que —.
2

Trouvons par la proposition IlI e polynéme P,({) de facon a avoir
IP,()— P, (o) < A=)

A’ étant une constante fixée a 'avance (> A).
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Nous avons :

b—(m—1)n b—(m<+-1)= b—(m—_{)r I
b b b e
|T1n—1——'m|<e —e —e (I_e >‘
v—{m—1{)x O

) , b T
—"mvl_'tm‘<e I—e ‘

Ces inégalités nous donnent

1 f ' os (blog t)P /(t)dt '

Ef—m)
b
< !Pu(l) - PH.(TU)I +e Ipn(’to) - P?l(Tl)‘ + ..
E(b—mm)
b
+e {Pn("’m-a) - Pu(‘:mﬂ + ..
I Elﬂ—mﬂ—‘{-{i«:ﬁ—(m—i)n} o
, e TN
< 2K + A E e I—e
m=—=1
T —Zat80 2z
b < _T>”
4 I—e
= 2K + A _'ME'H”
&
I—é

Nous avons
a7
1—e <?p0url)>2'x.

et aussi

b (E+6) TE+B”
b ab®

pour b > = (E + 8).
Il est donc clair qu’a partir d'une certaine valeur finie de |4}, on aura
L,
‘ f & cos (blog P/ (1) ] di < oK + A0 P < N'bp*F,
0

A" et N' étant des quantités fixes.

On trouvera de méme

1
‘f £sin (b 1ogz)1>n'(t)dtl<N"b*—@.
0
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N” étant un nombre fixe. En nous servant de ces deux résultats, nous trouvons

1
f (P, (hdt | <N, b,
0

N, étant un nombre fixe.

Nous avons, par conséquent, a partir d'une valeur finie de | 5],

2 1 (K 4+ N,b" % (K + N, b
= t"P (H)dt 2 = 2 :
! -/0. ll( ) ‘ < l l + 1[2 ’::! + bl

|76

et il est évident qu’a partir d’une certaine valeur de b, on a

(K +No'7%® N,

52 + b b’p’

N, étant une quantité quelconque plus grande que N. Nous avons donc, pour
b >b,, un nombre fixe,

\{
1\3
28

T, ()]
T <+

d’ot1 'on déduit
" 2 +04 . «© N,db
flh(x)l Ida|<f T, ()] db+zf —=
D, —b, by hg@

La fonction T,(«) reste toujours bornée sur la droite D,, et nous avons 28>,

/‘°° db b:_’ﬁ
by o I —2‘8'

ce qui nous donne :

On voit donc que lintégrale

S

reste toujours bornée.
Enfin, supposons que l'on ait

K(0)=X(0) + Y().

ou la fonction \(1) est & varialion bornée dans Uintervalle o <.t 1, et Y(1) salisfait
dans cel intervalle a la condition de Lipschilz généralisée

() — Y(5)| < A(t—=)*, <t>1: ,3>—;>.
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Faisons, d’aprés la proposition Il, son approximation par un polynéme X, (#); et
faisons, d’apres la proposition III, I'approximation de Y(f) par un polynéme Y, (D).
En prenant P, (t)=X,(t) + Y,(¢) nous trouvons :

1.. lk- ! i
f 0P (tydt = f FX, (Gt + / s N0
v 0 0

Nous avons démontré que chacune de ces intégrales reste bornée; par consé-
quent, dans ce cas aussi, U'intégrale

1 |
Sl

reste toujours bornée.
Nous retenons cette derniére hypothése sur la fonction K({); elle comprend
comme cas particuliers les deux autres qui I'ont précédée. Nous aurons donc toujours

S

A, étant un nombre fixe. On déduit de 1

2

dv,] <A,

1@ ot [y

| 1
x d
| A H,() *

v R X
<o x Mo [Tyitay [ as)

MA, o MA, 23

27:11(51 + Y) 27‘:1(51 - :)

< < M,x%,

M, étant une quantité fixe.
En posant maintenant

M +M4+M+M=M,
nous obtenons, en nous rappelant les résultats déja établis,
luu(x)l - IFn(m)l < 1\(1'%'——8,

M’ étant un nombre fixe indépendant du degré du polynéme P (1).
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[7] Nous trouverons maintenant une limite supérieure de |u,(x)|. Nous avons :

u,(x) =8,u,(x)

wrt Caw (2) [
u,(tx)dt 4 E[ dy "<;>.[

= [ Vi@ 0+ o0 W)+ 5,00 u, (1)
1
[T ary [+ a0 u
21'L C, H,(x) da
B O A2 ) AR RN
T, H, (2) o

Nous savons que l'on a |y(x, £)] <<+ et |¢,()| < e, sauf pour des segments dont
la somme [ est arbitrairement petite, dans lesquels on a |q(x, 1)] << 2K et |z, ()] << 2K.
On trouve, par conséquent,

1 1 !
} f ;n(m, t)+s"(t)guo(tm)dt'<M'('q—{—s)a:_s / 0dt + 2 M Ko / £ dt
0 0 0

3
Mg I:n + ¢+ 2K! :|
1—3 ’

On obtient alors, comme dans le numéro précédent,

_8 )
I x ‘y fié é KM'c™ 4+ ¢+ 2Ki
—_ dyP | — 1(y, 1) + t
]a[ yP, x) a0 O e () futy)dl | <~ SL — ]

et

ayy= Vot + 20 | a yyat
e e el

I‘I"(l)

dx

LMz [+ ¢+ oKe?
<2wt_‘(8—82) 1—23 :I’

el enfin

u,(ty)dt

do.

L] dyy™= Vv ) + 2,0
;L£ ) ° y/ /AM

H"(l)

AMz™ 4+ aKe—?
27, (3, —23) 1—3 1 )
Fac. de 7., 3¢ S., 1V.
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Nous déduisons de ces inégalités :

(@) =

- . T
<hl’x—5L1+[k b A ]P+'+ihl J

La quantité

S,,u0<x>j

\J/I’ —_— ? v 8 27T s —0
—1 + Y
I—0 2";1(. 2) "'-l(xﬂl )

est fixe dés que l'on a fixé les petits cercles O, et les droites D, D,, D,. La quantité

4+ e+ aki—?

N
I—c

o "

peut étre rendue arbitrairement petite, puisque ¢ et I sont des arbitrairement petits,
et v devient aussi petit que I'on veut si I'on prend le domaine de x suffisamment
petit. Choisissons donc ces trois quantités de fagon A avoir

M < qg<ri.

[8] Nous avons maintenant

lu(x)] = |F (x)] <Mz,
8,1, (a)| < gM'z— .

no

|u, ()] =

De méme, on trouve
()] = [8,1,(0)] <g'M'z=3,

et, en général,

Ium(‘r)l = Suum—1<w)l < qu'x—s *

Par conscéquent, la série

¢(x) =u,(x) + u,(x) + ... + u,(x) + ...

est absolument convergente et moindre en valeur absolue que -
I —

>

On voit facile-
menl qu’elle salisfait a U'équation
9(x) =F,(x) + S,3(x).
Nous avons, en effet,
S,9(x) =S8, [1,(x) + u,(x) + ... + u,(x)] + SnB,,l(ac),

ou I'on pose
1{’71(x) - llnlﬁl'i(x) + ll/"l—‘} ﬂ(m) + e
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On en déduit
mJi('/L‘) + Sn m(x)
- :‘P(w) - UD(.’IJ) - m+4(x) + bu m(x)

On trouve par conséquent
|&(m) - Fll,(x) ll? a:)] lRﬂl Fi(m)I + [blt "l(lr)l ’

quel que soit le nombre m. Mais nous avons

qul \Ir —3
|Rm(x)l <——_— ’
—q
d’ot il suit que 'on a :
m—r" Mz -8
7' '"(J}')] <—7
Cela nous donne

M2\ -3
o) — () — S50 < "

aussi grand que soit m. Cela ne se peut que si I'on a :
o(x) =T (x) 4 S,e(x).

Cela établi, il est aisé de voir que la marche enti¢re de notre démonstration peut
étre parcourue en sens inverse. La seule supposition faite était que 'on a

~
vn

1, )+ 5,0 | 4(t5) <o,

X étant une constante; et nous voyons qu’elle était justifiée. On a, en effet,

Mz Kr—?
[ (@)] << Ma' + ‘Lq[ﬂ‘i‘sl—i— 2\ ]
= —3

Nous pouvons donc énoncer le résultat de la maniére suivante :
Considérons l'équation

o@)=140)+ [ K, Dyt

ot Uon a |Y(x)| <Ma', la partie réelle de v étant supérieure & —1, et M élant une
constante; on suppose que la fonction 1(x) soit continue dans un inlervalle (o, b),
b étant une quantité positive, sauf peut-étre pour un ensemble de points de mesure nulle.
La fonction K(w, t) est bornée dans le domaine oL x- b, ot 1, et la fonction
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v(x, )y =K(x, 1) — K(¢) lend vers zéro avec x, sauf peut-étre pour un ensemble de
points de mesure nulle. On suppose que Uon ait

K(8) =K(o, ) = X(t) + Y(&)

ott la fonction X(t) est & variation bornée, dans Uintervalle o<t v, et la fonction Y(¢)
salisfail, dans la méme intervalle, a la condilion généralisée de Lipschilz

() —Y(E) <Al —),
oulona >, 8> é el A est une constanle. On suppose aussi que lon ail
K({) =K(o) + £°Q(1),

ot Q(!) est une fonction qui reste bornée dans Uintervalle o<t 1, ef w est une
quantité positive. ’

Dans ces conditions, Uéquation pour «(x) a une solufion qui dépend linéairement
d’un nombre fini de constantes arbilraires. Ce nombre est le méme que celui des racines

de l'équation en «
|
/ PKHdi=1.
0

La solution que Uon trouve est valable dans un intervalle o<x<Cb,, ot l'ona
b, b.

On voit tout de suite que U'équation homogéne
1
o(x) = / Kz, Dg(lx)di
0
admet le méme nombre de solutions linéairement indépendanies.

[9] La solution du problémé d’inversion
|
/ G(x, 1) f(tx)dt = g(x)
0

N
est maintenant facile. Nous supposons que la dérivée \itG(ac, t) existe et que les
(3

Sfonctions

0
— G(x, {)
2 (@) = xg(x) o

T G, 1) K@ =05

remplissent les conditions auxquelles nous avons assujelti les fonctions 4(x), K(x, t)
dans le probléme précédent. En posant

sor=f f)de
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et en intégrant par parties, on trouve
1
G(x, 1)9(x) — / ¥ G(x. t) 9(tx) dt = xg(x),
0 [
d’oti 'on déduit

o(x) ="1(x) + jl K(z, t) g(tx)dt.

Cette équation a une solution qui dépend linéairement d’autant de conslantes
arbitraires qu’il y a de racines de I'équation en x

1
f U"K()dt =1,
0
c’est-a-dire de I’équation
LI
G(o, 1)2/ " = G(o, t)dt,
0 ot

laquelle équivaut a la suivante :

A
/ **G(o, )dt=o,
0

en supposant positive la partie réelle de o. Il faut, bien entendu, pour avoir des

solutions du probléme d’inversion, que la dérivée f(x) _—d_g existe, et que I'inlé-
iy

X
grale f f(x)dx ait un sens.
0

Nous serons certains d’avoir une solution de ce probléme si les dérivées

J '
gG(ﬂc: B, 9'(x)

existent el si les fonctions

G 26

J/‘ — — —

g(x) + xg'(x) . Y] Y

i) — _—
1) G 1) K@ )=—7FaD

satisfont respectivement aux mémes conditions que Y(x) et K(x, t) dans le probléme
précédent.

En effet, si 'on multiplie par x 1’équation

./oq G(x, O)f(lx)dt=g(x),
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et que 'on différentie ensuite par rapport & x, on obtient

. 1 G G
(;(ac,l)f(x)—}—'/oi (ac o — ¢ Y

@+ R s a =1,

)yt =gta) + wg'@).

ou bien

Cette équation a une solution dépendant lindairement d’aulant de constantes arbi-

traires qu’il y a de racines de I'équation

L 3G (o,
G(o, r)—f per 280D,
0 o

1
f " Glo, Hdt=o.
0

On voit qu'l faul en général que U'on n’ait pas G(o, 1)=o0.

c’est-a-dire de U'équation

Il est clair que I'équation
1
f Gz, t)flx)dt=0
0

admel le méme nombre de solutions linéairement indépendanies qu'tl y a de constantes

arbitraires dans la solution de I'équation avec second membre g(x).

VI.

[1] Dans cette section nous allons traiter le probléme genéral de U'équation

i
o) — h@)slom) =)+ Kie, Dectzr) .

ot l'ona o<y <1.
En mettant sa au lieu de «, et en multipliant la nouvelle équation par A(x),

on trouve
h(x) g(pac) — h(w) h(pa) ¢ (u25) = h(iw) | (s) + / " b Kpar, Deltom) dt,

ou bien
() K(yﬂc ) —t—>
hw) (par) — (@) h(pr) 2w ) = h(e) ] (pr) £ f 0 —

o(tx)dl.
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De méme, en mettant p"x au lieu de a, et en multipliant la nouvelle équation
par h(x)h(ux) ... R(p."*x), on obtient

h(x) h(px) ... R(W" ') o(p"x) — h(x) h(px) ... h(n"x)g(v" " x)

1
= h(x)h(px) ... h(p" " 'x)d (v ) + / h(x) h(px) ... h(0" ) K(p"a, £) o({px) di
l‘.
" h(a) (i) ... h(p"" !
— h(x) h(pw) . h(p‘m—iw) (p(p‘nzx) + H,,:_i (x) (.)x)u - (" x) K([J,mw’ F> ?([.T) dl .

L’addition des m + 1 équations successives que nous obtenons de cette manicre
nous donne
1
o(x) — h(a) h(pa) ... A(p"2)g(u" ") =W, () + 1 H(x, t)(tx)dt.

ou l'on pose

”»

wxT, —
.
h

H(z, {) — h(x) h(px) : h(p "'x) I\( l >

.
pour p >I{>p ™ (r=r1, 2,..., m), et
W, (@) = 4(x) + h(x)}(ux) + ... + h(x)h(px) ... h(p" ) Y(p"x) .

Pour 1>1>yp (r=o0), onasimplement H(z, t) = K(x, #).

Si I'on veut aller & la limite m = co, il faut que la fonction ¥, , (x) tende vers

m-1

une certaine limite, quand m va en croissant. Cela aura lieu si l'on a
o) <Mzi,  h(o)=ec, |efui<t,

h(x) étant une fonction continue au voisinage de x=o.

En effet, soit ¢’ une quantité plus grande que |c|, telle que nous ayons encore
<.
Alors, il y a un nombre s tel que I'on ait, pour n > s,
[A(p"r) | <c'.
Donc, pour m—1>s, ona
| () haz) ... B ) L ()| < B

h étant une quantité fixe supérieure & | h(.x)|.
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Par conséquent, pour m — 1 >s, on trouve
1 h\ ! 2 ey m.m
Iqrnua(x)l<w{ B+ 7 {I+CP.Y+C p‘+-+—C W T% ,

B étant une quantité fixe. On en déduit

&)

I — C’p.Y

] lpl)l+l (w)[ < xT B +

La fonction W, (x) tend donc vers une limite W(x) lorsque m tend vers I'infini,
et 'on a |W(x)| <B'z', B’ étant une constante.
En supposant que Uexpression

h(@) h(pix) ... h(u") g(u™ ")

tende vers zéro lorsque m croit indéfiniment, et que l'intégrale qui intervient dans
I'équation que nous allons écrire garde un sens, il faut que la fonction o(x) satisfasse
a Uéquation

o) =) + [ TG, Dyttt

ot H(x, t) et définie de la méme maniére qu'auparavant, r pouvant prendre {oules les
valeurs entiéres positives.

[2] Nous allons maintenant transformer un peu .cette équation. Choisissons v
positif et assez pelit pour avoir ¢/~ <1, et posons
() =a""""O(x).
Nous obtenons
O@) = T w(r) 4+ [ ' H(z, 0)¢' 7" Oty dt,
¢équation qui peut‘ s’écrire

1
O(x) = ¢(x) + / P(x, t)O(tx)dt,
0
en posant
@) = T,

P, t) = (T T H(w. 0.
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On a évidemment |p(x)|<<B'x™, et P(x, ) est définie par les équations
suivantes :
Pz, ) = ' 77 K(x, £), pour 1>1>y,
14y—y h(.’l:) h(pw) ' h(!LrAl.L') K <p‘rx‘ L) )

-
W ).

Pe, f) =t

pour u">t>u (r=r, 2, ...).
Nous avons donc, pour r—i1>s et p >t>p"",

e o)< (5 ) (S)K,

C .

R

K étant une limite supérieure de K(x, {), et o la plus grande des quantités

1 et 577", Nous en déduisons
h $ ro—\
[P(J], l)|<€<?> (C p.r ) K.

Donc, la fonction P(x, {) reste bornée dans I'intervalle o <({-< 1, et tend vers
zéro avec L. 11 est clair aussi que si la fonction { K(x, t) — K(t)% tend uniformément
vers zéro pour u- (<1, sauf peut-étre pour un ensemble de valeurs de ¢ de
mesure nulle, il en sera de méme de la fonction {P(ac, t) — P(t)} dans l'intervalle

oKt 1. On pose, bien entendu, P(f)="P(o, t), ce qui nous donne :
P(t) = t'T"K({), pour 1>1>>p;

vy r t .

P@) = (e (—C«> K<~7> , pour w>t>p ! (r=r1,2,...).
p‘ Dad

Nous supposons que la fonction K(¢) est continue, sauf peut-étre pour un ensem-

ble de points de mesure nulle, dans I'intervalle uw<Zf{<C1. Il en sera de méme de

la fonction P(f) dans l'intervalle o<Z¢{<C1. En effet, on peut enfermer les points

de discontinuité de "7 K(t) dans l'intervalle p.<Z¢<C1 par des segments dont la

somme ne dépasse pas une quantité [ arbitrairement petite; la méme chose a lieu

AN ! .
pour £ <—> K <—,> dans lintervalle p">¢t>u""'. On peut donc enfermer
o u.
loutes les discontinuités de P(f) dans l'intervalle o<Z{<C1 par le segment (o, p~)

ct un certain nombre de segments dont la somme est moindre que NI. Or, on peut

avoir
pN 4+ NI<U,

: Qo . , ’ , . U
{' étant aussi petit que I'on veut. On n’a qu’a prendre N tel que I'on ait pN<Z—,; et
2
!

choisir ensuite { plus petit que N
2!

Fac. de 7., 3¢ S., 1V. 20
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[8] Il nous faut donc résoudre I'équation

O@) =¢(x) + -[i Pz, ) O (tx)dt,

ot I'ona |g(x)| <CBw"™*, B' étant une constante et v une quantité positive; la
fonction % P(a, £) — P(t)} tend uniformément vers zéro avec x, sauf peut-&tre pour
un ensemble de valeurs de ¢ de mesure nulle, et la fonction P({) est bornée dans
l'intervalle o<Z¢<C1, et continue sauf peut-étre pour un ensemble de points de
mesure nulle. La fonction K(#) doit satisfaire dans Uintervalle w.<Z¢<C1 & certaines
conditions que nous allons préciser dans la suite.

Faisons, en suivant la méthode de la section derniére, I'approximation de la
fonction P(f) dans lintervalle o<{!{<Z1 par un polynéme P, (). Nous verrons
plus loin comment on doit choisir les sous-intervalles. Soit P une limite supérieure
de [Pz, )] et de |P(D)]. On aura |r(x, )] = |P(x, {) — P(t)| < 7. une quantité
qui tend vers zéro avec x, sauf peut-étre dans quelques petits segments dont la
somme est arbitrairement petite, dans lesquels on aura |«q(a, t)] <2P; on aura
aussi |e ()| = | P(t)— P,(¢)| <z, une quantité arbitrairement petite, sauf peut-&tre
dans quelques segments dont la somme est arbitrairement petile, ot l'on aura
|2, (O) | < 2P

Notre équation peut s’écrire
1( 1
Ox) =¢(x) + / ;v,(m, £+ ¢, g Otx)dt + / P (6O(tx)dt,
0 0

d’ol nous déduisons

®(w) - F“(.’L’) + Sn(-)(x) ’
en posant

F(x)= E ™ g ko + k,doge + ...+ k,, (log ac)”-*g + s(x)

8

YT (y)dy

X
x"/
1 0
_f__./ da
ami /e,

H, ()

. x* f Yy () dy
—|———f i dx,
. oantJe,

H,(=)
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el

S, 0(x) = ’[ I 3 (e, 1) + 2,(1) $ O(tx)dt

7

’ ’ - lg‘f: , z,
+/C‘”/o vy fog r-0+ (l)g@(ly)dt

HGa &
ol i
# a0+ o] owa
+/( TRe) d-

Nous renvoyons & la section précédente pour le sens de ces notations.

15D

[4] Avant d’aller plus loin, il nous faut établir quclques théorémes sur les racines

1 1
des équations f P(H)dt=1 et H(x)=o0, ou bien / P (Hdt=1, et surles
0

0
relations qui existent entre elles.

Prenons la fonction Q(2) définie par les équations

o=k (2).

hy

pour w'>>1>p"" (r=o, 1,9, ...). et examinons la nature des racines de I'équa-

tion en 8

1
[ QU dt = 1.

Nous avons :

" r=—c0 }LT c - t
FQydl = f <—> K dt.
_/0‘ NOL E e\ K 7 dt
r=0

En posant {==-+p" dans le terme général de cette série, nous obtenons :

r=—=co

Z (Cp.p)r./\1 P K(<)dx.

r==0

iy

i
f CP(tydl=,
0

1 —y
/t'"H“L‘ Qtydt =1.
0

ou bien :

Nous cherchons les racines 4 partie réelle supérieure & —r de I'équation
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Les parties réelles des racines ¢ que nous devons trouver sont donc plus grandes

que y —v; nous aurons |cpf| < cp™"| <1, et l'équation peut s'écrire

1
/ PR()dr=1—cpt.
}‘.

Les racines de cette équation a partie réelle plus grande que y—v sont en nom-
bre limité. En effet, nous avons |1 —cp?| > 1— |cu®| >1 — |cp’™|, une quantité
1
fixe. D’autre part, I'intégrale f t*K(z)d~ tend uniformément vers zéro quand |4]
*
croit indéfiniment. Car on peut trouver un polynome K, ({)=0b, + b,(¢) + ... + 1"
de facon a avoir dans l'intervalle (u, 1)

|K(t> - Kn<t>l <s,

¢ étant arbitrairement petite, sauf dans quelques petits segments dont la somme /
est arbitrairement petite, et dans lesquels on a

|K(1) — K,()] < 2K.

Cela nous donne

[ ‘ % K(z) — K, (=) § <d=

I étant la plus grande des quantités 1 et u™™".

1
< s/ < 'dv + 2k KI,
-

Mais nous avons

[1 ‘cpK"(t)dtl =

v

bt —p'?)  b(1—p?) b(1 — ")
1+ 8 2+ 8 o n+41+8

]

. 3 14 I . r r .
une fonction qui tend vers zéro avec ‘le quand la partie réelle de § reste supérieure
)

A une quantité fixe. Nous pouvons donc trouver une quantité R telle que I'on ait

pour |B8] >R
1
/ K (1) d=
P.

¢', ¢ et I élant des arbitrairement petits. Il s’ensuit que les racines cherchées de

14—
c(1—p )

AR e ——

+ 2k K{,

1
I'équation, / —.pK(-.)dr: I —C{Lp, se trouvent dans un domaine limité; on voit
El.

de 14 qu’elles sont en nombre limité, étant les zéros d’une fonction holomorphe.

Donc. les racines & partie réelle supérieure & — 1 de U'équation

1
f Pty dt =1
0

sont en nombre limité el correspondent aux racines a partie réelle plus grande que
v —v de l'équation
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Nous avons |cu’|<C1; on peut donc trouver une quantité positive v, telle que
lon ait |cp™ ™| =r1.
N 1 D) — 1+y— c\" ( ¢ . " . r LR}
Nous avons aussi P(f)=1 — K\—,, dans lintervalle p/ >{>p™"",
. %2
ce qui nous donne

v

<K!l'.’1— ,

—A—y+71

Pt < KEF7 ()

K’ étant une constante. La quantité v, — v est positive, puisque I'on a |cp™™| <Tr.

‘1

Donc, si I'on obtient le polyndme P,(f) par la méthode de la section derniére, on
aura | P,(f)] < K", K" étant une constante, et nous y avons démontré qu'alors

1

les racines de ’équation, / {*P,(t)dt=1, dont la parlie réelle est plus grande
v

que — 1, se trouvent dans des petils cercles entourant les racines de I'équation,

/ *P(tydt=1, et que la somme des mulliplicités des racines de la premiére

équation A I'intérieur de I'un quelconque des cercles est égale & la multiplicité de la

racine de la seconde qui se trouve au centre.

[5] Cela établi, nous avons démontré que I'on peut écrire (nous renvoyons encore

A la section précédente pour les notations) :

F,(x)= 3‘ x| /xw + k, (logx) + ... + /pr (log x)™ % + g(x)

“z,/ / HA(QL) da f <%> p(ndy
ol ot [y

1 . ) 0 .
+ axl ,/D- H, (%) dx,
el

S, O(x) = [ ' 3»,,(:1;, 0+ s,,(t)% Ola)dl + % [ “ayp, (%) [ l gn(y, 0+ sn(f)% O(ty)dt
7(y, 8) + <,(0) % O(ty)dt

dyy™—=*
Y S
oAl e iy [+ a0 e

o () o

dr.

+ L / dyP” > b 3-q(y.t)+e,,(l)§(~)(ty)dl.
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11 résulte du travail de la section précédente que l'on peut résoudre par approxi-
mations successives l'équation

O(x) = F (x) + S,0(x),

st Uinlégrale prise sur la droite infinie D,

A

reste bornée pour tout polynéme P, ({) trouvé par la mélhode que nous employons.

Tn (7') l'2 ‘dll

Supposons qu’il en soit ainsi; en posant
uo (J:) - Fu(‘r) ’

u, () = S,u,(x).

lLlll<x) - Sll ulll—i(;n) ’
)

nous aurons
()| < Vi,
la(x)] < ¢gVaxe?,

|, ()] < g"Vor

s

ol V est une constante, et l'on a o<qg<1, o<2<C1. La série
O(x) = u,(x) + u,(x) + ... + u,(x) + ...

est absolument convergente et salisfait a l'équation
1
O(x) = p(x) + f P(a, t)O(tx)dt.
0
On peut démontrer de 13 que la fonction

g@)=a'""" O(x)
salisfail & Uéquation

1
o(@) — h(x)9(pa) = d(x) + f K(x, t)¢(tx)dt.
[ . .
En effet, on voit tout de suite que 1'on a

¢(x) =W(x) + [ l H(x, {) z(lx) dt,
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et en posant

.w(ac) = Y(x) + fl K(x, t)¢(lx)dtf,

il est évident, d’apres le calcul fait au commencement de cetle section. que 'on a

W)+ W 03 d = () + b + -
+ h(@)h(pac) ... A" ) w () + ...
Nous avons donc
2(@) = w() + h@) W) + ... + h(@)h(uE) ... (" 2) w(p"s) + ...

d’ou nous déduisons

() — @) s(r) = wie) =4) + [ Ko, Dglt).

[6] Il nous reste seulement & examiner quelles sont les conditions que doit vérifier
la fonction K(t) dans Uintervalle y. <11, afin que Uintégrale prise sur la droite

infinie D,
f IT,(2)]* |da]
D,

reste bornée pour toul polynéme d’approximation P,(f) obtenu par la méthode pour-
suivie dans la seclion précédente.

1° D’abord, il suffit que la fonction K(t) soit & variation bornée dans Uintervalle
pILr.

Dans ce cas, on peut démontrer que la fonction P(f) est & variation bornée dans
Iintervalle o< ¢t 1. En effet, la variation de P(f) dans cet intervalle a un maxi-
mum qui peut s’exprimer de la maniére suivante :

Vo(to ) + Voo ) + oo + Vo (ol 7 + ...
+[P(s+ 0) — P(s.— 0)] + [P(p* + 0) — P(u> —0)| + ... + |P(4” +0) — P(s" — o] +- ...,

ou Vy(p/, p"™") représente le maximum de la variation de P(f) dans l'intervalle
"), et les expressions P(u" + o), P(u"— 0) ont leur signification habituelle.

Nous avons besoin maintenant du lemme suivant : Soient 6(f), 4(¢) deux fonc-
tions & variation bornée dans un intervalle a<(¢<b, et soient [0(D) | <<M,,
|1 | <<M,, alors on aura

(0w

Vis(a, b) <M, Vy(a, b) + M, Vy(q, b).
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On le déduit tout de suite de I'inégalité suivante :

= s} — 40| + 1000 oy — acy ||

+ )Iz 6(’4) - e(t2> .

<M, 40— 40

Dans lintervalle y<Z{<C1, nous avons P(f)=1{"T""K(t). Nous avons déja
appelé s la plus grande des quantités 1 et u'T"". Nous obtenons donc, par le
lemme précédent,

Vo1, v) < o[V (1. 1) + KJ.

" . » 4 "t . .
Dans intervalle »" > ¢> "t ona P() =" <£> — h(—,> et il est clair
3

.
v

- ¢ . .
que la variation de K(—,. dans cet intervalle a le méme maximum que celle de
n

K(¢) dans U'intervalle 1 > {>>y. On trouve, par conséquent,
3 r r r r—v c ’ T | TN\ v
Ve (s o7 <o) }—] [Vi(1, p) + KJ=s(le[o37) [Vk(1, p) + K].

On a aussi :

IP(" + 0) — P( — 0)] < K(u)'™ : (%) + (MY% =K ( + 1%1) <|c|.u"“’)”.

Par conséquent, la série

Ve(r, ) + Ve(u, ) + oo+ V@, o) + ...
+ [P(p 4+ 0) — P(n.—0)| 4 |P(* 4+ 0) — P(p* — o) 4 ... + |P(p" 4+ 0)—P(p" — 0)| + ...

est moindre que I'expression

B / .
cLVK(I,}LHK] K\c[pﬁ*"(w—"—)
i le]

—y

—, . ’
r—[eu E— fe]

puisque I'on a |¢|p" "< 1. Donc la fonction P(f) est a variation bornée dans I'in-
tervalle o (21, et il s’ensuit que le polynome P,(f) obtenu par notre méthode

aura une variation dont le maximum restera toujours borné. Nous avons vu que

cela suffit pour que l’intégralef|TM(u)[’Id1| reste toujours bornée.
D,
2° Supposons maintenant que la fonction K(¢) ne soit pas & variation bornée,
mais qu'elle satisfasse, dans Uinlervalle p.<!<1, & la condition généralisée de
Lipschitz
KO —K@|<AC—f > 1>8>0).
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Nous définissons de la maniére suivante la fonction continue R(?). Dans linter-

valle 0 ¢ p*! (N étant aussi grand que I'on veut), on a

R(l) = ¢ (V.”‘)H (&)NK@.

Dans Vintervalle v¥+' <t 1, on a R({)=DP(t), sauf dans les etits intervalles
§ Itx P
o — I LELp" (r=1, 2, ..., N), | étant moindre que pN— p**! et d’ailleurs aussi

petit que I'on veut. Dans ces intervalles R(t) est représentée par la droile qui joint
les extrémités des ordonnées P(u" — 1) et P(p." 4 0).

Dans Vintervalle p. <t 1, on a
R() — R =K@ — T K@ =" — TR
+ é K(t)— K(‘c)é .

Nous avons

A4y— 1 —y 11—V
T =0+ y—N{—)"",
{' étant une quantité entre ¢ et t. Cela nous donne

14+y—v A4y—v 1—p @
T =T <y =) T

(e —w)' =

<=ty
P‘
Donc, en posant

K _
A=oq A+—;|1+-(—v|(1—g)i *L

on obtient, pour p.t 1,

|R() — R(z)| << A'(t — 7).

En général, pour I'intervalle p/ ™ <t p"—{, on trouve

R(()— R(z) = (&) I:K (é) @ Ty g K G—) —K (i) % ] )

Ici on a
- P cpr(l+7—'«) .
[T — AT < Iy = () Pa—q)f
1

r(d+y——%)

<ET— It + gy —v| (0 — ' T —).

Fac. de T., 3¢ S., 1IV. 21
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t T
() —x ()<
o .
d’ot1 'on déduit

k()5 )
W W

Nous trouvons donc enfin

On a aussi

Ap (l —_ )

<

I‘r(i"“{“"’_g) (t . _)5 .

v

IR(H) — RG= >|<(' ’) M A2 = (o] WY A — =)'

relation qui a lieu pour p"' <t —l(r==r, 2, ..., N).

En suivant la méthode de la section précédente (Prop. 1V). nous pouvons faire
l'approximation de R(f) par un polynéme qui resle toujours moindre que K'r/'*™,
K’ étant une constante (on sait que y, — v est positif), qui croit ou décroit constam-
ment dans les intervalles (o < ¢ < p™), (w8 — 1ELpD), oo, (W — 10, o,
(v — It p), qui satisfait dans Tintervalle p<¢<1 4 la condition

P, P,()| <A"(t =),
et dans les intervalles v <t p"— !, & la condition
[P,(1) — P < (le] 7 A (L — ),

A" étant une constante (r—r1, 2, ..., N).
Considérons maintenant la série que nous avons trouvée dans la section précé-
dente pour l'intégrale

L,
/ tcos(blogt) P, (H)dt
0

N

en posant 5=1—3,. Cette série élait la suivante :

[p"(l) — P,,(:O)] e 7 cos [p(— =16, )] +.

£(9—m=)

+ (—_ [Yne ’ cos b [Pn<‘cm—a) - Pn(—'m)] + ..

ou la suite des quantités

§—= 0—2x 0—(m—1)n b—mmn b—(m41)=
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ne va jamais en croissant. Supposons que l'on ail
T, 2 > Tt

1
T, >u—1> e

-
“r,

-
v > M rytt M

. 7 ,
eI,

- N -
“r } 1 > Tyt

N
Tr'N > y‘N - l> Tr'N-J-l’
- N1 -

1l nous suffira de trouver une limite supérieure pour la série
En Em—I1)x

[P'l(—'l.) - l)u(‘:a)[ + e ’ I’PH(Tz) - Pn(’"s)' + + e b

IP”(Tm) — P::(Trrz—‘ l)l + .

puisque les termes
&(0—m)

l)”(1> - Pn(_‘o) ’ € ’ cos Pu(‘co) - P"(‘.,) i ’

(=)

et le facteur e ° restent finis.

Cette série est la somme des suivantes :

tx ry—2)r
(l) Il)il(rl) - Pn(T’:)l +e ’ IPn(Tz) - Pn(Ta)l +...+e ' lPN(TTvI—l) - Pn(;r,)! ’
_E(rr—i):: _E(ri'—l)r.
b b
(I ) € lpll(:rl) - Pn(‘rriri 1>| + + € Pn(—"r") - P}L(Tr"+l>l ’

avec la suite

Erly = ==

Ty b

b
(.S‘) e ll)n(fr’x_’—%l) - })7L(Tr"v_l+2)] + + e
_E(v-x—l)n _5(r,\.’—lhz

) e T RGE) =Gt e TP — By

2,5, ) — P ()]

ou l'on pose en succession s=2, 3, ..., N; il faut y ajouter encore les deux séries

’ o —
Er N-r. &(r Nt 2w
b

(N + I) e IPn(Tr'N—Fi)_ Pn(_"r/x—'fa)l + + 4 ’

IPII(TTN_LI——I) - Pn(— ,H)I M

“ry
—1)=

Eir
N Noyq

e - by ,
e Il n( "rN_+ 1) l n(TrN_HﬂH)I

(N+ 1)

r 3
Nty

b

+ 4 Il)n(-'rN . ’4 1) - l)u(-'rN 414——2)[ + e

dont la seconde est une série infinie.



164 PATRICK-J. BROWNE.

Dans la série (1) nous avons :

IPH(TI'> - Pn(Tr—H) < IXII<T;~ - ‘T'-r~(>~|){5

—(r—1)z O—(r-1)m

3
QA"[e bo_e ? :I

@%u‘(rfi)x%

il S
=A'e b <1——e b>‘ .

Donc, la série (1) est moindre que celle-ci :

8o = () (=9 E+p)=
b AN b b '
A'e <1-—e >‘ |:1 +e + ... +e :l

qui est elle-méme moindre que

8o 2r
= —=\5
b b\
A'e <1 —e >
_E4p= :
b
I1— e

Nous voyons de la méme facon que la série (s) est moindre que la suivante :

ge 2= e (itpin (r'—y+1) G+2)= _(re—2(E+p)m

E
e"A”(]cl.u-r—v-%)_*’—,‘(l—e ">‘j[e *re " 4ate  ? ];

et en nous rappelant que I'on a |¢|p/ ™ =1, nous voyons que celle-12 est moindre

que
5_3 _?_"7 - ~7"x—1(5+§’7‘
A ? (swnm—f—,)<l~e b)w . b
B
b
I—e

Cette inégalité a lieu pour s=2, 3, ..., N + 1. Nous savons que I'on a

b—rlg_4m
> e '
d’ou I'on voit que la série (s) est moindre que
_u _E
Ale L0 (1 . b>P pN
R ’




<
[

SUR UN PROBLEME D’INVERSION POSE PAR ABEL, ETC. 1

c’est-a-dire moindre que
' ] 2%

T 1) (e T\
Ae Uy +s><1_e b)

_(EHp)m
b

Tr—e

v+3Z est positive; par conséquent, la somme des séries (1),

La quantité v,
(2)s ..., (N4 1) est moindre que

)

LX) - 2% 2z

L —v+i b = =
y p o pt T e b \? b \*

A"l e + — I —e B(r—e
vt E .
1 — pni
_Gpis < _(+pim
b b
1—e 1I—e

B étant un nombre fixe iniépendant de N, de b, et du degré du polyndme P (1),
lorsque ces quantités croissent indéfiniment.
Considérons maintenant les séries (s'). Le premier terme de (s")

_E(r_‘—i) 13

b
¢ lPll(Trx) - Pn(""rs»‘ 1)[

est moindre que 2K":*"", K" étant une constante; donc, il est moindre que
s
s—1) (y4— ier ter
2K"P<( Ytti—) . Le dernier terme

g/ —1)n

b
e PG5, ) — Py, )]

(4 —> ) . .. s
") Les termes intermédiaires, s’il y en a, pro-

est de méme moindre que 2K"u
viennent des valeurs de P (#) dans Uintervalle u’> > u*— L 11 est clair que leur
somme est moindre que la variation de P,(¢) dans cet intervalle; donc, elle est
moindre que 2K"p’™ . 11 résulte de tout cela que la série (s') est moindre que
6K " par conséquent, la somme des séries (", (2", ..o (N4 1) est

moindre que
6K”

—_v
I — P“M

<P,

B’ étant un nombre fixe. On a donc, pour b plus grand qu’un certain nombre b, et

pour tout polynéme P, ({) convenablement choisi,

2z

-\
- B1<I—8 >
*[ tcos (blog )P, (t)dt[ << BT + B/,

b
I—e

Fac. de 7., 3¢ S., 1V. . 22



166 PATRICK-J. BROWNE.

B, et B, étant deux quantités fixes. On voit de méme, sans qu'il y ait besoin d’en
faire la démonstration, que I'intégrale

1
f £ sin (b log t) P,/ ({)dt
0

est moindre en valeur absolue qu'une expression du méme type. Cela établi, nous
renvoyons & la section précédente pour la démonstration du fait que les approxima-

. . . T
lions successives convergenl si l'on a f>—.
2

3° 11 est maintenant aisé de démontrer quelles convergent aussi si l'on a
KO =X(t) + Y(t), o X(!) salisfail & la condition 1°, et Y(¢) a la condition »°, dans
Uintervalle v.<t< 1. En effet, on aura P(t)=U(l) + W(?), ot l'on pose

Ut) = [“”_"X(t), pour p<lt<lr;
- T [ ,
U(t) = (—C~> gy <—r> , pour U<ty
P P

(r=rm,2,3,..):
el
W) = 1" Y, pour p<Zli<lrt;
W) = (%) Ay ({%) pour w1y,
(r:l I, 2,3, ...).
Iaisons, comme dans le paragraphe 1°, I'approximation de U(/) par un polynéme

U,(0), et, comme dans le paragraphe 2°, 'approximation de W(/) par un polynéme
W, (0). En posant P,({)=1U (f) + W,(#), nous voyons que I'on a

. . t,
f £p (t)dt:f £0U, (Odt +/ £7W, (tdt.
0 0 )

Les résultats des paragraphes 1° et 2° rendent évidentle la convergence des
approximations successives.

['7] Nous retenons la condition 3°, qui comprend 1° et 2° comme des cas parlicu-
liers. Les conclusions auxquelles nous arrivons peuvent s’énoncer de la maniére sui-
vantle :

Considérons l'équation fonctionnelle

o) — h@)3(pm) = 1) + [ Ko Dato)t,
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olt lon a o<<p.<<r1; |4(x)] <Mz, M étant une constante; |c|pf<1. en posant
h{o)y=c. On suppose que la fonction K(x, t) — K(?) lende uniformément vers zéro
avec x pour u <1, sauf peul-étre pour un ensemble de valeurs de t de mesure
nulle, et que Uon ait K({)=X(#) + Y(), X(f) étant une fonction a variation bornée,
dans Uintervalle p. < t-1, et Y(1) salisfaisant dans ce méme intervalle & la condilion
de Lipschitz généralisée

N — Y& <A==',

\ » I 4
ot lona 8>—, 1> =, A élant une constante.
2

Nous cherchons une solution «(x) qui satisfail a la condition lim "¢ (p'x)=o0,

n - oo
¢' étanl une quantité quelconque plus grande que c. 1l y a toujours au moins une lelle
solution; el la solution générale dépend linéairement d'autant de conslantes arbitraires

qu'il y a de racines de I'équation en «

. .
/ UKOdl =1 — ¢

satisfaisanl & la condilion |cu®| <1, chaque racine étant comptée avec son deqré de
multiplicité.

1l est clair que [équalion homogeéne

o) — ot = [ K, Dt

udmel sous les mémes conditions le méme nombre de solutions linéairement indépen-
dantes.

[8] Les choses se passent tout auirement si l'on s’ affranchit de l'une ou de Uaulre
des hypothéses

leju’ < 1; lim ¢"¢(p"x) =o.
ns~ 00

Nous allons démontrer que la solution dépend alors d’une fonction arbitraire.

Mettons, en effet, ¢(x)=u(x), une fonction arbitraire, dans Yintervalle,
b > x> ub, b étant unc conslante positive quelconque comprise dans le domaine de
la variable . Nous avons dit que u(x) est une fonction arbitraire; il faut cependant
gu’elle satislasse & I'équation

w(h)y — h(b)yu(pb) = 4(b) + /1 Kb, Hu(lb)dt.
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Nous avons
1
o(@) — h(x)o(px) = {(x) + f K(z, Og(lx)dt,

ou bien

(o) = h)g(oa) = 1) + LK (i, L) ey,

. . " b
Donc. pour déterminer 4(x) dans Uintervalle b K@< —, nous avons I'équation
)
v

suivante, qui est une équation de Volterra de seconde espéce,

b

,l‘ K <JL %> u(y)dy]

wx L

> ¢ (y)dy:

o) = | 1) + hryu(y) +

+/x~I-K<x,
. b £X

et pour la déterminer dans Vintervalle p*b<x-<ub, nous obtenons une autre

& |<

équation du méme type

()= ro=e () v [ 25 (52 o

laquelle peut s’écrire comme il suit :

= ) ()~ L 88 G o]

X ’ ll
T K () ay
“ < N\ oox

Ces deux équations se résolvent tout de suite par des approximations successives
bien connues qui convergent comme une séric exponentielle.

Nous avons ainsi étendu la fonction ¢(x) aux intervalles (b, —> et (u’b, wb).
v

De la méme maniére, on peut I'étendre successivement aux intervalles (1°b, p?b), ...,
woow ptop’
hors du domaine des fonctions {(x), h(x), K(z, {).
Il est clair que I'on peut trouver par la méme méthode une solution, dépendant

Nnoiq n b b b b . " .
"0, p"b), et (—, 5 ), (.= ..., jusqud ce que.nous nous trouvions

d’une fonction arbitraire, de I'équation homogéne

¢(x) — h(x) o(px) :./Hq K(x, {) o(tx)dt.
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[9] Il n’y a aucune difficulté dans I'application des résultats précédents & I'équa-

tion généralisée d’Abel :

/1 G(ax, 8)f(tx)dt = g(x).

On trouve comme auparavant, en intégrant par parties
1
(@) — h@)alpn) =4(@) + [ Rl Dptayd,
I

ot 'on pose

G(x. v
h(x) = Géz, ‘l;’
1o) =22
2
YG(oc, t)
K(x, ) :—m ,

sw) = [ e,

Supposons que la fonction K(x, t) satisfasse aux conditions du paragraphe 5 et que

G
Pon n’ait pas G(o, 1)=o0. La quantilé ¢ est égale a G?S , en posant G(o, )=G(1);

el nous supposons que l'on ait

1

lg@)| <Mz Je]p < 1.

Alors il y a toujours auv moins une solution o(x) satisfaisant & la condition
iz

lim ¢"¢(p"x)=0, ot l'on a ¢'>|c|; et la solution générale de ceite espéce dépend

ns— oo
linéairement d’aulant de constanles arbitraires qu'il y a de racines de Uéquation en «

1
/ PRt =1 — ¢p”
»

remplissant la condilion. |cp*| < 1.
Cette équation est identique & la suivante :

[1 FG()dt = G(1) — p*G(p),

ou bien, comme on le voit en intégrant par parties,

1
/ CG(dt=o.
»

Fac. de T., 3¢ S., IV. ' 23
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I est clair que P'équation homogéne admet le méme nombre de solutions linéai-

i3

rement indépendantes, satisfaisant 4 la condition lim ¢"¢(p"x)=o0.

Si T'on s’affranchit des hypothéses précédentes, on peut trouver comme aupa-
ravant des solutions qui dépendent d’une fonction arbitraire.

It faut toujours, bien entendu, pour avoir une solution de V'équation d’Abel, que

la fonction () que I'on obtient ait une dérivée premiére.

VII.

[4] 11 va &tre question dans cette section du cas singulier de U'équation
1
/ Gz, b) f(tx)dt = g(x),
0

ol I'on a G(1)=o (en posant toujours G({)==G(o. )). Nous supposons que l'on
' ail pas en méme lemps G'(1)=o.

Soient

X
= f O(x)ydox.
0

En multipliant I'équation par x et en intégrant par parties, nous obtenons

0(x) :'/O‘xf(x)(lx; o(x)

G(x, 1))(x) — jl% G(x. )8 (lx)dt = xqy(x),

d’ou I'on trouve, en répétant ces opérations,

d L, 1y .
xG(x, 1) b(x) — 57 Gz, ) oy o (x) + [ e Gz, Do(lr)dl = £*g(x).

Nous voyons qu'il faut supposer que la dérivée seconde 3 G(x, t) existe. On peut

éerive 1a nouvelle équation sous la forme

d: 1
o) = 1) + o) 7+ [ K Dt
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en posant

H(x) = — _ﬁ_x*g(x) .

J
Y G(x, 0 (t=1)

Mo = = 6@
WG(.%‘. t)(,=”
ol G(x, t)
K, )= 0

%‘\ .
ﬁ G(J"’ t) (t=1)

Nous supposons que la fonction K(zx, {) salisfasse aux conditions du paragraphe 7
de la section V, et que la dérivée premiére W(x) existe el reste bornée au voisinage de
lorigine. La fonction 1 (x) doit rester moindre en valeur absolue que Mx?, M étant une

constanle et y étant supérieur ¢ —1.

(2] ‘Faisons maintenant I'approximation de K(#) par un polynéme conve-
nable P,(¢), tel que nous I'avons défini dans la section V. Notre équation peut

s’écrire comme il suit :
1 I |
o(5) = | @20) 52 4 1() + S o+ w0l | + [ v waa,

ou nous nous servons des notations déja employées, comme nous allons aussi le
faire dans ce qui va suivre. Nous supposons pour le moment que les valeurs abso-

d . . — ;
lues de ¢(x) et de x)\(m)% soient moindres que M'x >, M’ étant une constante ;
il nous faudra examiner aprés si cette supposition est légitime. Alors, pour que
I'équation soit vérifiée, il faut et il suffit que l'on ait

?(‘E) - Wn(x) + Fn(‘r) + Suq’(x)‘
en posant

—l—a_~

X
x* y YA
dy I ./04
Wilee) = e(x) o+ T—g./c 1, (2)

do
(y)g; dy
- dx.

2 [ a s, do
. wfay yA(y)d_ydy
+h./.
27 C

y 0, e

’ . . d .
Ce nouveau terme W, (x) provient du terme w)\(x)d—?; les expressions F (x) et
4

S,¢@) ont la méme signification qu’auparavant.
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-On trouve, en intégrant par parties,
x dy fl” d R
* TRy (y) 5= dy = Nx)9(x) — x* — Yy h
= [y gdy =@ —a [ Tlream sy

=@ —a* [ sy + 50t [y timeny:

et I'on trouve de méme

o [T ey, o
x f YRRy o dy
a dy
S XA\ % * —as ‘ ol *
=@ — 3@ (Z) —a [y et [Ty mmamdr.
a a
On peut, sans rien changer dans le raisonnement, omettre le terme

—@s@(2).

puisque I'on a

—ia)a) ()

I
e R

Dg
v, + w,logx 4+ ... + Oy (log @)

’

:Em%
s

les w étant des constantes que I'on peut évidemment incorporer dans les constantes
arbitraires k de F, ().

Nous avons aussi

L@ L @) 1 @)
el A o= A yea

€ étant le cercle de rayon infini. Cette intégrale est égale &

)7‘(‘?2(90) f [1+T,L<a)+;'1‘,l<a)i»2+ ...]dz:M 1 T, (»)dx,

a7l
puisque tous les autres termes disparaissent. De la, nous trouvons enfin
(a, +a, + ... + a)Mx)s(x).

c’est-d-dire P (1)} (x)s(x), en posant

P(t)y=a,+at+ ..+ aNtN.
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Nous obtenons donc, en posant ,(x) = a " A(x) (une fonction qui reste bornée

au voisinage de x=o, puisque I'on a (o) =o, et la dérivée \'(x) est bornée) :

f Yy m>\ ()= (y)Z o(y)dy
f 5 dx

H, (=)

W, () = xh (90)—— + P,(1)M@)3(®) + —
A

L’équation devient ensuite

() — V() % v (y)dy

dx.

H, (=)

— an(x) % + ; 1 — P”(I))\(x)g g(x) = ¥, () + S,5(x) + S, '¢(x).

en melttant

/ T 3 £i(y) — 1) % o) dy

N
5,/¢(%) = aniJc, H"(a) da
w e =0 | sy
/ H,(2) e

[8] Nous distinguerons maintenant deux cas, en supposant que A(x) garde tou-
jours le méme signe au voisinage de x=o. Commencons par le cas ou ce signe est
négaltif.

Nous avons

ds 1— P (1n)Ax
R R O

§F,,<w> +S,(@) + 8, 5@) |-

Multiplions les deux membres de cette équation par
f“ 1—L,(Or=) .
xh(x)

ou b est dans le domaine de x pour lequel %(x) est négatif, et I'on a o<Tx<b.
Intégrons ensuite de o & «; on verra dans la suite que cette intégration est possible.

Nous obtenons
P, (@)

— f T 1P (O - -[ ()
b

xr(x)

/

- € e Al 1 ” J V’ /’ ? N
sy =— [ e F,(#) + $,2(x) +8, 5(a) | do,
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en supposanbt que la fonction
z—P (1)
—f ! (ac dx
Zh (J;)

tende vers zéro avec x. Cela nous donne

o(x)

w(@) =E,(2) + L3(x) +1,'¢(x),

ou l'on pose

. s —P,(1 )A(ﬂc)
[, - e

E”(.Z') - — ¢ J’)/\(”/ /’.1‘ e — (w) F"’(JJ\) dm’
£ 1—P (1))
=iy —/ e (.x); P
J o(z) = —e " @) : S, o(z)da,
0 xi(x) '
1P (1))
fx 1—P,(1))(z) , — / ! .E)\((.L)) )
Ly =t T f T 8,4 ().

Nous résoudrons cette équation par la suite d’approximations successives

9y(x) = E,(%).
9.(#) =E,(2) + J0x) + J,/2,(2).

((L‘) - En(‘x) + ‘]n Tm— (‘L) + ]u m— 4<.I') 4

l m

Nous disons que la solution sera donnée au voisinage de x=o, si le polynéme
P’ (£) est convenablement choisi et le domaine de x assez petit, par la série
o(x) = u () + u@) + ... +u,(x) + ...
ou l'on a ,
uo(x) - di"u(a:); ul(x) = ?4(‘10 - ?o(x) 3o e um(':c) - :Pm(x) - ?m—a (J}') S eeees ’
ce qui entraine
uo(x) - En(‘%‘)’
ufx) =J ux) + 1,'ux),

’

(93) - Jn m— 1(‘1/) + ‘]n m—a (‘7;>’
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[4] Nous avons déja démontré que 'on a toujours

F,(2)] < Vo,

V étant une constante et 3 une quantité positive moindre que l'unité. Prenons b

assez -petit pour que la fonction 1— P, (1)a(x) 4 3+(). (et par conséquent

1— P"(I))\(ac)), soil toujours plus grande qu'une quantité positive s moindre que
I'unité pour o -bh.

On obtient facilement

X [——P"(l)/ ()
f x/\(x) dx

>
d.r v :l

= 1—P (O:(x)
—/ n/\(x) dx ] P(1)—2

'8[_m>\<x>+ E ]
e

_ T2 =P (x) + 3na) |-
() l :I

Nous avons par conséquent, en tenant compte du fait que A(x) est négatif,

x‘—_—%i‘—x)))(x) dz B fx (=P ()
e b ) B 1 d [e s () v

5 _
) TSI

ac—;' ;

d’ott T'on déduit

_[mi:i)'j_((;);ﬂdx [ fxl P (1 )A@)d

e xh(x) z
7 Al x
¥ —3
'/ ) (w)de | < i ]

Soit %,, une constante, une limite supérieure de |X(x)] et de |[¥(x)]. On a

évidemment
e I——P"(I))\(..’L‘)d /JC sdx G |/ I I >
) xx(x) _ Jy At MO  x
e <_é€ —= € s
T ( i 1
. S\ wx) ,
et la fonclion e x  tend vers zéro avec x.
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Nous pouvons donc écrire

—/‘r‘ PO @ 1—P (1)(x)
() ~—/ ————dx

w/(a:)

./0‘ J;/(x) Fn('r)dx l < —e x93,

d’ou I'on déduit
v o
|E"($)I <—x7,
G
ou bien

v N
[U.o(iﬂ)l < T .

[5] Il nous faut maintenant trouver une fonction majorante de |u,(x)|. Nous
avons

X g P X
fLUQ T,
=

n o(x) —_ ! (a:) /0. x)\(x) n 0(.’1:) dx.

. . . . . ;= ;
Dans la cinquiéme section, nous avions |u(x)| < V& ~, et nousy avons démon-

tré que I'on a en méme temps

ISn o(x)! < (]V‘Z‘; ’

¢ élant une quantité que I'on peut rendre aussi petite que I'on veut en prenant le
domaine de x assez petit et en choisissant convenablement le polynéme P, (f). De
méme, ici, on a

Il 0(1')] <
d’ot1 'on déduit, comme dans le cas de E (),

[Jn 0(w>l <

Nous avons aussi

[, [T
=

! — x/\(ac) / I/
Jn uo(x) =—¢ A $A(.’L‘) bn u0<x) dw ’
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en posant
—a ( S /e
f Yk (y) — W) uy)dy
” o(l) o / Hn(“) dx
o f7 v ) — w0 [ udy
+ / “ ? da.
C, H,(x) :

Ici, nous ne tirerions aucun bénéfice de la transformation de I'intégrale / que
1

nous avons effectuée dans la cinquiéme section. En effet, & cause de la présence du
facteur a dans le numérateur de la fonction & intégrer, il nous faudrait que l'inté-

grale prise sur la droite infinie D,

A

restit toujours inférieure & un nombre fixé & I'avance. Mais, en général, cette inté-

% ; T, () "

grale n’est pas du tout convergente. Nous allons donc prendre un chemin différent.

Soient L, la longueur de C, et L, celle de C,; H, le minimum de |[H,(x)| sur C,
et H, son minimum sur C,; «, le maximum de |«| sur C, et o, son maximum sur
C,. Soit aussi, comme auparavant, «=a, + iq,, @, et a, étant des quantités réelles.

Nous avons sur C,

HOOI<A(o, + 1),

d’ou 'on déduit

%L x — ’ ~t ‘- Vll A+I a r — —
w_[y ga)\.(y)—A(y)guo(y)dy'<—%—)wﬂj Yy~ dy

~ Vi(a, + 1) a3 n(o, + I)x V= AN(x, + Na Va3
T s 1 —a, 142 oo 1+:¢,—38 ¢

On trouve donc

u,(y)dy

WL(x, + 1) V3
(1 +§——-c)H s

fy 12, (y) — N(y)
A

T,(2) '<

D’autre part, sur C, on a
Il)‘a(y) - )\’(y)l < 7\‘(12 + 1) ’

ce qui nous donne

/y an(y) =N (y) u y)dyl<v—x~(—l—l)w”4.[ay“”1”sdy-

Fac. de T., 3¢ S., 1V. 24
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Mais nous avons
a 4 _ a a,+3 _
w”4/ Yy Ty =ua 8/ <£> dy <ax™’,
x x Yy

puisque la quantité a, 4 2 est toujours positive sur C,, et 'on a — 1. Nous
Y

X
x* / y—*
a

d’ou I'on déduit

trouvons donc

00“(y)_)"<y>§uo(y)dy’ < M+ DaVe

g

mm—wﬂ%mw
T, (x)

L,(2, + )a Va—3
H e

2

x* f y
a
/.

dxl <)\'

Nous avons donc enfin

o3

o I " oc\ Jp—3
Is,,u(x>l<[ e a))§+"L*(IjI+’)“]W .

Or, a peut étre pris aussi petit que I'on veut, et bien que x«,, L, et T puissent
1

devenir trés grands, on peut néanmoins prendre toujours a assez petit pour avoir

q \x-s

IS, u,(x)] <

q' étant aussi petit que 'on veut.
De 14 nous obtenons,

q\a"“

BT (J‘)I <

Nous avons donc établi les résultats suivants :

-3

Vx
()] < —

L)

lu,@) | < ,a@)] + [3)u(x)] <—F
et il est clair que I'on a, en général,

lu (x)l < (q+ qr>m Vo3

o}
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Par un choix convenable de a (<) et du polyndéme P, (f), on peut avoir, pour
oLra,
¢+q

G

<T.

Alors, la série
o(@) = u,(x) + u,(x) + ... + u, () + ...
sera absolument convergente. Celte série satisfait a I’équation
¢(x) = E (%) + J,9(x) + J,/9().
On a, en effet, quel que soit m,
3,3(@) + 3,/9(@) = 1, ,(@) + ,/2,(0) + LR, (@) + 1R, (),

en posant
l‘"t<x) - um—H(x) + um—ﬂ(x) + teee

On voit tout de suite que I'on a

q + q:>m;—ivw_3
< G c

IR, (@) <

_a+d

G

I
On trouve aussi
Jﬂ(‘Pm(x) + Jn,(?m(w) - c?m—H(x) - ?o(x) - cf'(x) - Bm-&-a(w) - E::,(‘,I’.)f

avec les inégalités

<q+qr M2\ pn§

0] o)
Rm~H x)| < ’
IR,,..(x)] Y
o
<q + q’)”‘“ Va—s
l‘]an(x)l + IJn,Rm x)| <] 2 ’ d
@I ,_1t4a
o

Tout cela nous donne

) <q + qf m--2 'Vx_s

o o}

[o(@) — E(a) — Ja(x) — 3, :
l ) ()| < -

)

I —

pour tout m; mais la quantité a droite tend vers zéro quand m croit vers I'infini:
on doit donc avoir

?(x) - Ell(x) + Jll?(w) + Jn,?(w)'
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I1 est évident que nous avons
Va3

N G
x - ’
lo(r)| << P

I —

G

ce qui montre qu’il nous était loisible d’intégrer de o & = comme nous I'avons fait.
En effet, nous avons démontré, chemin faisant, que I'intégrale

® 1P (D))
o f T aNm) () dx

—3
L ) v

a un sens. La série ¢(x) satisfait par conséquent & I'équation

L — P, (1))

d
— (@) -+

g(w) =F,(x) + S,35(2) + 8, ¢(),

d’ot1 I'on voit que la fonction xi(x

. —
est moindre en valeur absolue que M'x

M’ étant une constante, et que la supposition que nous avons faite au début était
légitime. Ces points établis, on peut faire & I'inverse tout le chemin (que nous avons
suivi et prouver ainsi que la série ¢(x) satisfait & I’équation

o(@)y="(x) + xn(x) g% + /{;l K, t)?(tac)dtv.

[6] Considérons maintenant le second cas, ot le signe de (x) est positif au voisi-
nage de x=o. Il n’est plus possible d’intégrer de o & 2, puisque la fonction

__d/atl__PK W),
xn(x) .

devient infinic comme e, A étant une quantité positive, au voisinage de =+ o.
Mais en intégrant de b & &, nous obtenons

. = 1—P, ((x)
_/ — P”( Y {x) i f w/(x) dx,

ZL’A(%) Te ? : . L Q7. ?
4(r)=C— V/ﬂ e F@)+8,0) +8,'5() | do

A

C étant une constante arbitraire. Pour que I'on puisse retourner du résultat final &
I'équation primitive, il faut seulement que la fonction ¢(x) que nous allons décou-

L . —3
vrir soit moindre en valeur absolue que M’z ~, M’ étant une constante.
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Gardons les notations du cas précédent, puisqu’il n’y a pas peur de confusion.

En posant donc dans ce cas

21—
/m 1—P, (@) /‘xr——P"(l)l(w) e —j ! w:\((m))(w)
b e b

Th(x) xn(x) f ze
) xTh(x)

[ b, ~ s
b

3olm) = —e S A : S 2(@)do,
b

xn(x)

I, (x) = Ce

x I—P” (1)x(x) e

/)lm __1—[’1‘(1))\(30) o / T an(x)

@) =—ec e 1 xn(x) Sg(@)dr,

nous pouvons écrire I'équation comme il szit :

) =K, (@) +1,5(2) +J,/¢(%).

Puisque n(x) est positif, on voit que la fonction
x 1 —P y
f 1 l li(l)"(x> dx
b xh(x)

tend vers zéro avec x et reste moindre en valeur absolue que |C| pour o<{x <. b.

Ce

On a aussi
F, ()] < Va3

et la formule dont nous nous sommes servis dans le cas précédent, & savoir :

1 —P (DNMx)
dr = 1 @ As]
— | e x
dax
_/‘l 1—P,(1)n(x) o
xh(x) P
= |:1 — P, (0)i(x) + B)(x):l ,

Th(x)

nous donne

=P (k@) o
f Comi(x) | dacm?s i d [ f 23((2; = dacx_s] '

11 faut remarquer que b est choisi comme auparavant assez petit pour rendre la
fonction 1 — P (1)n(x), (et par conséquent 1 — P, (1)X(x) 4 2i(x)), plus grande
qu’'une quantité positive s, moindre que l'unité, pour o L& < b.

xh(x)

1" (x)dx,
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On déduit de cette formule

c—P (1))
fwl_P,,(l)z(ac) s — /b‘ I—gg;%)(—x)da:
b xi(x)

j = xn(x)

=P T —P(0®)
_V, ,[ P N _[

e

dx
A (4
[e xh(x) o

21— P (1)M(x)

_ Na [1 B <£>86 [ 21(z) dx] _YVa

G

/‘Jfl —P,(1)x(x) -
puisque 'ona o <%< 1 et oK b wH@)

xh(x)

u,(x)dx

e L
Nous obtenons donc
Voc—
IE,( f>|<—— +10] <=
- s|C]\? , .
si 'on a Jc<< v ; on peut donc écrire
2 Va3
Ju(@)] <
Nous avons
u(x)=1J,u,x) + 1, ux),
ce qui nous donne
— P, _ f "l 91; E;);‘(x) dx
() /
' x/\(w) n 0
Ty — P"(I))\(x) —_ M m
f —de z e b w)\(ac)
+ l e”? / - S, u(x)dx ’ ;
)

et nous trouvons comme auparavant

quac 3

Il B(a:)l <

/ p—>
IS" o( )l<2q\w ;
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d’ou I'on déduit enfin

u,(@)] <-—. ——.

G

q+q 2Vx—?
G

et en général

l q + qr>m 2"7%_;
Ium(‘b)l < ( c °

G

Par conséquent, la fonction
‘%(x) - uo(x) + ul('r) + °tt + um(m) + cee

est absolument convergente et moindre en valeur absolue que M’wus, M’ étant une
coanstante. On démontre comme dans le paragraphe précédent qu’elle satisfait a
I'équation

s(@)=E, (@) + J,9(x) +J,'9(x),

d’oti I'on remonte, en reversant tous les procédés, a I'équation primitive
NS '
g(x) =1(x) + xn(x) JJ; + K(zx, t)g(lx)dt.
0

Nous avons donc établi le théoréme suivant :

Considérons U'équation fonclionnelle
1. !
o(x) ="1(x) + xn(x) (E; + '/0‘ K(x, H)o(lx)dt,,

otv Lon a |4(x)| << Max', M étant une constanle et v supérieur & — 1; la dérivée V()

1

existe, et on a |x™"'W(x)| <2, et |W(x)] <<k, auvoisinage de x=o0, ¥, élanl une
conslante; la fonction K(x, t) salisfait aux condilions données dans la cinquiéme sec-
lion. On cherche des solutions valables dans un intervalle oLxa, a édlant une
quantité positive aussi petile que Uexigent les circonstances.

L’équation admet toujours au moins une solution; la solution générale, si W(x) est
constamment négatif dans Uintervalle, dépend linéairement d'autant de constantes arbi-

traires qu’'il vy a de racines de I'équation en x

1
f CR(fdt=1.
V]

chacune delles élanl comptée avec son degré de multiplicité; elle dépend d’une cons-
tanle de plus si \(x) est constamment positif dans Uinlervalle.
L’équation homogéne

do !
o(r) =ah(x) J; + -/0- K(x, t)o(tx)dt

admet évidemment le méme nombre de solutions linéairement indépendantes quily a de
constanles arbitraires dans la solulion de [ équation avec | (x).
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[7] Nous avons montré comment I'¢quation
1
f- G(x, O fltx)dl = g(x)
0

se réduit au Lype d’équation que nous venons de résoudre. Il faut avoir |g(x)| << Mw—&,
G"(t)
G'(r)

bre de constantes qui interviennent dans la solution est la suivante :

M éltant une cons.anle. On obtient K(f)= , etl’équation qui détermine le nom-

1
/ PG dl=G'(1).
0

La partie réelle de « doit étre supérieure a I'unité, puisqu’il faut différentier deux

fois la solution () pour trouver f{x). Nous obtenons, aprés une premidre intégra-

i
f Gt = o,
1}

et aprés une seconde, en tenanl compte de la relation G(1)=o,

1
/ UG(hdt=o.
0

La solution dépend donc linéairement d'aulant de constanles arbilraires qu'il y a

i
f FGHdi=o,
0

chacune d’elles étant complée avec son degré de mulliplicité. 1l 'y aura une conslante de

tion par parties,

de racines de [équation en §

plus si Wx) est positif au voisinage de x =+ o, c'esl-a-dire si G(x, 1) a le méme
signe que G'(1) dans ce voisinage.

11 faut toujours, bien entendu, que les solutions ¢() aient des dérivées secondes
1
telles que l'intégrale f G(a, {)¢"(tx)di ait un sens. Nous sommes strs qu’il en
4]

sera ainsi si la fonction G(x, {) admel toutes les dérivées secondes et si la fonction

d ac—d—ac ()
dx” dx g

existe et reste moindre que Mix_s, M, étant une constante.
En effet, nous obtenons en multipliant I'équation par « et en différentiant
ensuite par rapport & x

G 0f@) + f e

2

G Q
— 1
dx

G d
3 Sflx)dt = T xg(x);




SUR UN PROBLEME D’ INVERSION POSE PAR ABEL, ETC. 185

d’ou T'on déduit, en répétant ces opérations,

df (G G d
xG(a:.,l)%—i—[(me——t ( +——d xG(x, 1)} |f(x)
HWYG WG Y626 bG) 4 d
o ety O e + U St =0 ag),

laquelle est une équation du type que nous avons résolu. Nous avons

EG(1) + LG(t)

K@) = G ,
xG(x, 1)
o) == d | '
(x % — 1 Y >[:£+Zr—$a:G(x. 1)§

et nous trouvons sans difficulté les mémes résultats.
Il est clair que l'équation homogéne

-/0‘i G(x, t)f(tx)dt =0

admet le méme nombre de solutions linéairement indépendantes qu’il y a de constantes
arbitraires dans la solution de I'équation avec second membre.

[8] Nous n’avons pas réussi a résoudre complétement léquation
1
6@ o) de=gte)
0
dans le cas plus général de singularilé ot l'on a
G(=G(N)=6"(1)=..=G6""1)=0: G"”(1)Zo0.

Mais nous montrerons comment son élude peut se réduire & celle des équatioﬁs
différentielles linéaires au voisinage d’un point singulier.

Prenons d’abord un cas que I'on peut résoudre tout de suite, celui ot la fonction
G est indépendante de x. Nous avons

S s it=g).

En posant

= T psyas,

Fac. de 7., 3¢ S., 1V. 25
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et en répétant (r + 1) fois I'opération de multiplier par « et d’intégrer ensuite par
parties, on obtient

1
(r) Do _ (r-+1) © — () " Y.
G(05@) — [ GO sttt = (1Y o g(a)

La solution dépend d’autant de constantes arbitraires qu’il y a de racines a partie

réelle supérieure a r de I'équation en «
1

G""(I)-—/ G (dt =o,
0

laquelle se réduit, par une suite d’intégrations par parties, &

1
/ = G(tdl=o.
0

Le nombre de constantes arbitraires dans la solution est donc égal au nombre des

1
f FG)dt=o,
Y .

chacune d’elles étant comptée avec son degré de multiplicité.

racines de I'équation en 8

Mais si la fonction G dépend de la variable x, la méme suite de ( + 1) opérations
nous donne

L SN N .
L (@) Sy — Vi.(x) g T H (0T () o+ (1) (2)5(2)
r Lo Pi-1
+ (=)™ [ Yz G(x, Hg(tr)dl =x"""g(x),
ou l'on pose
) N
v () =G(x, 1); vi(ac):ﬁG(;c. Doy s v() :FG(CE, D,y

Nous avons, par hypotheése,
v0)=v,(0)= .. =y, (0)=0; v(0)=Fo,

et nous supposons & 'avance I'existence de toutes les dérivées de la fonction G(x, 1)

dont nous aurons besoin dans la suite. En posant maintenant

) ) L @
o) =200 @=L e o) =0
__ay@)
O =0
ar-ri )
7 G(x, 1)
Kz, t) = ,

v, (%)
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on obtient 'équation

ds d" !
p(x) = {(x) + acv,(:c)zl; + o+ 2 (x) ! + ./(; K(zx, t)o(tx)dt.

dx”

Supposons que la fonction K(x, ¢) satisfasse aux conditions données dans la cin-
quiéme section ; en faisant son approximation par un polyndéme convenable P,(?) et

en Supposant que l’expression
do . d's
Y(CU) _.m)l(w) % 4+ ...+ Ur(l) -(E;

. . —3 , .
soit moindre en valeur absolue que M'c ~, M’ étant une constante, on obtient par

les méthodes et avec les notations déja employées
’{J(.’B) - Fn(‘r) + Zn(x) + S”'-P<J:) 4

le nouveau terme Z (x) étant dd a I'expression Y(x); nous avons

x e a7 2
YT Y (y)dy

ac“/
dz—l—/ a dx
Gy

X -
y Y (y)dy

Z,(x) = Y(x) + [ w[

H,(2) H,(2)
- —_— iy () L8
v+ )“ [ / f yH - (y) d . f _/ ynn(:; LY) e dy dl}

Mais on trouve sur C,, en intégrant par parlies,

I d'o
a—;-—a.v A) d
'[ y () & y

§—1—0 (lxii i d ( $—]— O
=z u(x) (E‘—ﬁ e 3 x vs(:c)g

$—2

?

Ja—;}:—’—*—

e—q d*—l S—1—0 . 0 x dx s—1—a
0 e @) | @)+ 0 e s
et de méme, sur C,, on obtient
T &'y
./a‘ Y ) Jy—*’dy
_ X—I d d‘?—i
— U S—1-—0 ? . Sl —a ! (P
L) + o' v (E) = I % x v () 2 pr=
+ (__l)sAl d"_‘ ‘ §—1—& y & z d’ { S—1—a
=@ et + ol rem s,
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U,(2) étant une fonction holomorphe de « indépendante de x, que I'on peut évidem-
ment omettre, puisque 'intégrale
. U (x)x”
2 H(2)

est égale & une somme de termes qui peuvent étre regardés comme incorporés dans
Iexpression F (x).

La fonction v (x) devient nulle pour & =o0; nous supposons aussi qu'elle ait s
dérivées successives qui reslent bornées dans le domaine de & = + o. Alors on peut
écrire, pour p s,

ou w, (x, «) est un polynoéme en « et reste fini pour x=o.
Nous avons, par conséquent,

[

= w[.rw (x, a)i — + x"w,, (x, a)d — —}— - taow, (x, 7)«(30)]

\Odv

+/ y rw (y, @)e(y)dy,

la limite inférieure des intégrales étant o ou a. suivant les cas.

On obtient donc, en ajoulant

s=r r~1 dr—
L e Ty = W o ) T oW 0

X
W, (e )5 + ot [y W0 Dy,

les W(x, ) étant des polyndmes en « qui restent finis pour z=o0. De li nous

trouvons

W, (x, u)d S aW, (2 0y

7, (%) = Y(x) + /C- e dx

r—a

W (x, %) —= il + e+ xW _ (2, 2)9(x)

o d r—i 1
d
X X
[ rW, ey [y W ey
v, LRA

H, () H, (=)

d . d e
=" ‘7\0(30)35?; Ne)) %_i e — (@) 9(@) + S, e(®),

da
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ou les fonctions »(x), »,(x), ..., »,(x) restent finies pour  =o, et I'cn pose

X X
7 [Ty W 0 ey o [ ) sy
/ dx + / ‘
c, Cy

b" q(x) - II)L(") I{" (1) dz ’
[9] L’équation
() = F(x) + Z,(x) 4 S,9(x)
devient par conséquent la suivante :
N N do | | ol
x /\O(ac)Tl_,. + @ /\’(ac)wpl + o4 T () - + | T+ x/\,.(ac)> o(x)
=F,(x) + 8, 9(x) + 8, «(x).
Nous sommes donc ramenés a Uétude de I'équation différentielle linéaire
o1 d,? - dr*i«.’ 2 . d‘P | ) - ,
", (@) s + @ I\A(J))—dg;: + ...+ ’»«—1(1)% +4{1+ x)\,,(:c)’v o(x) =u(x)

au voisinage du point singulier x=o. Les fonctions 1 (x), k,(x), ..., 1 (x) sonl régu-
ligres a ce point, et l'on a |u(x)| < Bz, B élant une constante.

Supposons que l'on sache que l'équation différentielle sans second membre
admet des solutions linéairement indépendantes ¢,(x), ¢,(), ..., g, () (p-<1), qui
tendent vers zéro avec x, et que ’équation avec u(x) a une solution que nous repré-

sentons par une opération y sur u(x)
¢(x) = yu(x),
et qui est telle que I'on a dans un certain intervalle o< x < a, aussi petit d’ailleurs

que l'on veut,

|z u(x)| << oBax—3,

¢ élant une quantité indépendante du choix du polynéme P (7).
* On aura alors

o(x) = E,(x) +J,9(x) +J, ¢(x).
en posant
E,(x) = yF, (%) 4+ ¢,e,(x) + c,0,(x) + ... + c,0,().
39(x) = 78,9(),
./ e(x) = 78,/ ¢(w),

les ¢,, ¢,, ..., ¢, étant des conslanles arbitraires.
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La solution sera donnée par la série

o(x) =u(x) +u,(x) + ... +u,(x)+ ....

ou I'on pose
uo(x) - En(w) ’
ua(x) - J u, (x) + ‘]n,ua(m) *

no

um(x) == JILum—l(x) + ‘Iu’ umvi(w) 4

Nous avons toujours

IF”(I)I < Vx*s’

d’ott I'on déduit par hypothese, si a est suffisamment petit,

()] <sVa?,

et Ton sait que les fonctions ¢, (x), g,(x), ..., ¢,(x) tendent vers zéro avec x; on
peut donc choisir a assez petit pour avoir

fu(x)] = |E (z)| < 2cVz—.
Nous avons toujours aussi
|8, u,(@)| << 2g5Va—3,

¢ étant une quantité qui peut étre rendue arbitrairement petite par un choix conve-
nable de P,(t); et U'on voit par la méthode adoptée dans le cas singulier plus simple
ol nous avions G(r)==o0, G'(1)==o0, que on a

S, u(x)] < 2¢'sVa—3,
¢’ étant une quantité qui tend vers zéro avec a. Nous obtenons, par conséquent,
|, (@)] < 1ySat(@)] + 178, w,(0)] < 2(g + )" Vo,
De méme on trouve en général
()] < 2(g + ¢)" " Ve,
d’ot on voit que la série
\ g(x) =u (@) + u,(@) + ... +u,(x) + ...

converge absolument si 'on choisit le polynome P, (2) et Vintervalle o Lz a, de

facon a avoir

s(q 4+ ¢)<<t.
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On démontre de la méme maniére qu’auparavant qu’elle satisfait 4 I'équation
cp(x) — En(x) + Jn ‘F(m) + Jn'?(x)’
et par conséquent a I'équation

d : + + I + x)‘iv(x) g c?(ac) - Fn(x) + S"iﬁ(/}) + Sn, CP($) .

BTN() oy o+ 2T () S

On peut remonter de 1a a I'équation

I N g (ﬁ " ( dl:{) ! { wl
g(x) = 1(x) + xv,(x) T + o F e (x) o + /: K(x, §)9(tx)dt,

si 'on établit que la fonction
dy i @8
Y(x) = xv,(x) T + ..+ 2 (x) ey

. — . '
reste moindre en valeur absolue que Mz . M’ étant une constante.

Enfin on peut revenir par des intégrations par parties a I'équation

[ ' Glx, t) f(lr)ydt = g(x).

VIIL.

Sur le prolongement des solutions.

Les solutions que nous avons obtenues n’étaient souvent valables que dans un
domaine trés restreint; mais on peut les étendre jusqu’au point ot I'une quelconque
des fonctions qui interviennent dans 1'équation fonctionnelle cesse de remplir les
conditions auxquelles elle était assujettie.

Les équations que nous avons résolues sont les suivantes :

1
“
1

2" g(x) = {(x) + / Kx, §)5(lx)dt,

0

Lo de L
3e g(@) = 4(x) + xh(x) == + f K(z, ) z(tx)dt,

dx 0
ou 'on a Mo)=o;
4 (@) = 1 () + arv () 2 1 o () T2 /IK 1) o(t) dt
& T\ I (E) +wvr(w)d$'+ o (x’ ){J(IZ?) *

ou l'on a v,(0) =v,(0) = ... = v,(0) = 0.
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Nous avons déja montré comment on peut étendre la solution de 1°, lorsqu’on la
connait dans un intervalle quelconque p.b < x < b.

Pour 2°, supposons que I'on ait trouvé une solution quelconque valable pour
0~ < a. Nous pouvons écrire I'équation comme il suit :

#0) =4 + 2K (2. L) say,

c’est-a-dire. si r>a,

”(x)—'(;c)Jr/aiK(ac y)»()d +fTIK< Y e(y)d
?x) =4 5 )Wl t ) — %;)M Y-
Mais on connait ¢(y) entre o et a. On peut donc écrire :
C B y
#0) =@ + 7K (2. L) gy,
a X x

ou la fonction W(x) est connue. Nous avons 14, pour x> a, une équation de Vol-
terra de seconde espéce qui nous donne tout de suite un prolongement de la solution.

Nous obtenons de 3°, de la méme facon, I'équation suivante :
14 xr
— @) gt + o =) + LK (o, L) sy,

d’oti I'on déduit, pour x>a,

e du . /‘ z  dx
- .[ TN(z) we Y0 T
e #(x) = o(a) — /; @) dx
[T dx
. a xn(x)

_-/a‘l.wdm.[x%.l{ (x%) ¢(y)dy.

Cette équation se réduit facilement A I'équation de Volterra de seconde espéce

o) =@ + " H(e sy,

ou 'on pose

s d z dx
/ x) (J;) z e‘ « *N@)
\Ifl(x) — ¢ a ' l:cP(a) — ./a‘ —W W(.’I)) d(L'] s
> do [ f‘lgc
o W@ re T
H(x,y):—e -/‘1‘< W—K((E,;)dx
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Enfin, pour 4°, on a pour x >a:

 do d'o x g y>
JE— b 7“ 1 - v d A
o(2) = W(&) + (o) 7t 0@ T [ K (2 L) gy

ou bien
dy () v(@) dy  u(x) do
dr  wu(x) v (x)dr oo (x) de

b (@) T e(@) /K("”%>

wv,(x) da” v (x) ) ¢(y)dy.

—A

xr«,—i vr(x

En intégrant cette équation r fois entre a et x ct en nous rappelant que I'on connait
¢(a), ¢'(a), .... s""(a), nous trouvons encore une équation de Volterra de seconde

espéce.

IX.

Application & une équation aux dérivées partielles.

1] On peut se servir de la solution du probléme d’inversion d’Abel dans I'étude

de I'dquation aux dérivées partielles

iz iz dz
To— —l——=A(x, ) —.
o LaET A Dy

On suppose que la fonction A(x, {) soit susceptible d'étre mise sous la forme
2 , 1 2 )
L26@ 0 3G, 1

dx hYA
G(x, ) ’

A, )=

G(ax, 1) étant une fonction qui reste bornée, ainsi que ses dérivées premiéres, dans
le rectangle limité par les droiles =0, x=I{, t=a, t==a.

On cherche une solution z(x, 1) qui reste bornée dans ce rectangle et qui est donnée
en fonction de x sur les droites t—=a et t="0. Cela eniraine qu’elle est donnée en
Jonclion de t sur la droite x = o. En effet, si nous prenons

x, a)=h,(x); z(x, b)y=hyx),
Fac. de T., 3¢ S., 1V. 26
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en posant z(¢{)=2z(o, {), nous aurons
2(@)=h(o):  z(b)=h,(o),
et la fonction z(¢) satisfait & I'équation
— ") =A)Z'(),

ou bien
" G,(t) ’
() =—=2(1
=577
ou 'on pose A(t)=A(o, t), G(t) =G(o, ¢).
De 14, nous déduisons :

2'(tH)=1¢,G(1),
z()=c, + CQ/ G(t)dt,

¢, et ¢, étant des constanles que les deux équations z(a) =Ah,(0), z(b) = h,(0) nous
permettent, en général, de déterminer.

[2] Ainsi donc, la fonction z(x, t) est définie sur trois cotés du rectangle. Pour
dz .
la trouver, mettons %f: u, ce qui nous donne

[

du qu
— — —=A(x, .
T3p =AM hu

Une solution de cette équation est donnée par u=G(x, {), et cela nous montre
que la solution la plus générale est

u=G(x, t)f(lx),

/ étant une fonction arbifraire, mais ayant une dérivée premiére.

En intégrant par rappcrt & {, nous trouvons
z=h(x)+ /[ G(x, 7) f(zrx)dx,
d’ou nous obtenons, en mettant =10,
/;b G(x, 1) f(tx)dt = h,(x) — h,(x).

Nous tombons sur le probléme d’inversion que nous avons résolu. On peut évidem-
ment, sans diminuer la généralité, prendre b—=1, a=yp., ot 'on a o p.<1 OU
— 1 p.<<o. Ily aura donc trois cas a considérer, suivant que l'on a :

1° p=o0; 2° p>o0; 3 s<lov
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1° p—o. I’équation sera :
1
[ G(x, ) f(tx)dt = h(x) — h(x).

11 faut admettre que la fonction ki, (x)— h,(x) a une dérivée premiére par rapport
4 2. Nous obtenons, en multipliant par x et en différentiant ensuite par rapport a x,

2G|

G(x, I)f(x)—{—/ gJc—-——t—sf(l )dt—_d—l h,(x) — hi(ac) .

La fonction f(x) doit avoir une dérivée premiére; pour cela, il suffit d’ admettre
que les dérivées secondes

*G *G G

dxtT dwdt o’

W () — B ()

existent et restent bornées. Nous le voyons en multipliant encore une fois par x et
en différentiant ensuite par rapport a x.

La solution dépend linéairement d’'un certain nombre de conslantes arbitraires; il
en est évidemment de méme pour la fonction z(x, t). Aux solutions de U'équation fonc-
tionnelle avec second membre zéro correspondent des solutions de lU'équation différen-
tielle qui deviennent nulles sur trois colés du rectangle.

2° p>o. Dans ce cas, nous aurons l'équation
1
f G(a, t) f(tx)dt =h,(x) — h(x).
}L

11 y aura certainement un systéme de solutions dépendant linéairement d’un certain
nombre de constantes arbitraires si 'on a

|h(x) — h(x)| <Mz’ + (8>o0),
M étant une constante, et en méme temps v

‘1+a<

G(p. '
ou I'on pose ¢ :G% La fonction f(x) satisfait & la condition -

lim ¢"p" f(p"x) =o0.
n » oo
Si I'on s’affranchit de cette condition, ou bien si les autres hypothéses ne sont pas
vérifiées, il y aura toujours des solutions f(x) qui dépendent d’une fonction donnée
arbitrairement dans lintervalle p.l, <{ax <!/, (I, <<0). On les détermine de la ma-
niére que nous avons indiquée, par une suite d’équations de Volterra; mais nos
recherches ne nous permettent de rien affirmer sur la fagon dont elles se comportent
dans le voisinage de x=o0. Ce serait 12 un point qui reste a éclaircir.
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3> w<Co. On peut mettre y.==—v, v élant une quantité positive. L'équalion

l G(a, §) f(tx)dt = h(x) — h (x)
est d'un type que nous n’avons pas jusqu’ici étudié en général. Si elle doit étre satis-
faite pour les valeurs positives et négatives de 2, nous avons obtenu une solution en
supposant que les fonctions G(x, t), h(x) — h(x) soient développables, au moins
asymptotiquement, suivant les puissances positives croissantes de x; mais nous’
n’avons pu résoudre le cas général. Mais si I'on se borne aux valeurs positives de
ax, comme c’'est le cas pour l'équation aux dérivées partielles que nous traitons, il
est facile de trouver une solution dépendant d’une fonction arbitraire. En effet, en
mettant f(o)=u(x), une fonction arbitraire, pour les valeurs négatives de x, nous
obtenons I'équation '

1 —
f Gla, O f(lx)dt = h(x) — h(x) + / G(ax, ) f(tx)dt,
0 0
qui détermine f(x) pour les valeurs positives de x.

[3] Nous avons dit que l'on a, en général,
¢
z()=¢, + c,/ G(Hdt
a

avec les conditions
z(a)=h,(0); z(b)=1h,(0).

De 13, nous obtenons

’——7‘10 G(tdt .
lb G(Hydt=o,

a moins que l'on n’ait en méme temps

Cela sera impossible si U'on a

h(0) — h,(0) =0,

et alors la constanle c, sera arbitraire. Ceci s’explique par le fait que 1'équation

/b G(x, t) f(lx)dt =0
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admet dans ce cas une solution «finie qui ne s’annule pas pour x=—o. Soit v(x)
cette solution, avec la relation v(o)=—=1: nous aurons dans I'expression de z(x, t)
un terme

c,/t G(x, t)v(zx)dr,

¢, étant arbitraire. On aura, par conséquent, dans I'expression de z(f) le terme

c, / “G(oydr.

Dans le cas o I'on a b=1, a=—v, il faut que la fonction arbitraire a(x)
satisfasse & la condition u(o)=-c,. Car nous devons avoir pour {<{o:

L]

t
z{x, )=h(x) + / G(x, t)u(zx)d=,
ce qui nous donne -

2(t) = h,(0) + u(o) /: t G(t)dt.

1
C’est donc seulement lorsqu'on a h,(o)=h,(0) et G{)dt =0 que u(o) peut

étre une constante quelconque.

(4] Une remarque sur la nature de la fonction A(x, {). On peut former 3 son
gré de telles fonctions, en prenant des fonctions G(a, ) qui satisfont aux conditions
demandées; mais si nous nous sommes donnés une fonction A(x, ¢), il faut eva-
miner si I'équation

w dw

yoi tﬁzA(w, Hw

admet une solution remplissant ces conditions.
Du systéme d’équations

de  di  dw
xz 1 A Hw’
nous déduisons
lx=8B; d—m = dw

z wA (xE>
X
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B étant une constante; de la derniére équation, nous obtenons

/IA <w,§>d—x
x) x

w=—e

La solution générale est donc :
w(x, t) = 6(tx)e

6 étant une fonction arbitraire. On devra toujours examiner s'il existe dans cette
classe de fonctions une fonction satisfaisant aux conditions que doit remplir G(zx, b).

"ERRATA

Dans la premiére formule, au commencement du Mémoire (p. 63) :

\ r=a ds
T(a) - '[:{) ((L . S)u
' = (s
sy = [ —

Page 133, derniére formule en bas de la page :

au liew de
lire

au liea de
r=N-+1

>mf [l"(“)“” J?y_’_af’n(y)dy] do="Y z fo "y e )y
r=i{
=/ g (L) enty== [0 (L) emar

r=>0
lire
r=N+1 )
=S e [ Je= Y asa [T e
77:!
r=i
r=N

I "/xp(y>»v)dv
:_‘/ E < >;«,l(y)(Y-—E~O n\ el
r=0



