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RECHERCHES

SUR

LES FRAGTIONS GONTINUES,

PAR M. T.-J. STIELTIES,

Professeur a la Faculté des Sciences de Toulouse.

R ——

INTRODUCTION.

L’objet de ce travail est I’étude de la fraction continue

() —_—

I

Qopy & -

dans laquelle les @; sont des nombres réels et positifs, tandis que z est une
variable qui peut prendre toutes les valeurs réelles ou imaginaires.

En désignant par ([;" E:;; la n¢m¢ réduite qui ne dépend que des n premiers

coefficients a;, nous chercherons dans quels cas cette réduite tend vers une
limite pour n = et nous aurons a approfondir la nature de cette limite
considérée comme une fonction de s.

Nous allons résumer le résultat le plus essentiel de cette étude. Il y a
deux cas a distinguer.

®

Premier cas. — La série Za,, est convergente.
1
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Dans ce cas, on a, pour toute valeur finie de z,

limP,,(z)—=p(3),
limQ,,(5)=¢q(3),
lim P, (3) == ps(5),
1im Qs,11(3) = ¢1(5),

p(z),q(5),p,(3),¢,(z) étant des fonctions holomorphes dans tout le plan
qui satisfont a la relation

q(3)pi(3) —qi(5)p(5) =—+1.

Ces fonctions sont du genre zéro et n’admettent que des zéros simples
qul sont réels et négatifs.

Les réduites d’ordre pair et les réduites d’ordre impair tendent donc
chacune vers une limite, mais ces limites sont différentes et peuvent se
mettre aussi sous la forme d’une série de fractions simples

p(s) o P2 r
7 — z+7q+:+7\2+"'+Wz+lk+”"
pils) v v Vi ke
7)) 3 +z+61+z+62+"'+;+6k+""

Uy Miy Viy O étant des nombres réels et positifs.

v . Rl .
Second cas. — La série Za"- est divergente.

1

Dans ce cas, les réduites tendent vers une limite finie quelle que soit la
valeur de z il faut excepter seulement les valeurs réelles et négatives de =z,
et considérer ainsi la partie négative de 'axe réel comme une coupure.
Cette limite est une fonction analytique de z qui peut se mettre sous la
forme

”(I)Lu)du - [“(_ltl)(u)

(8 —+w)y* 54w

v 0 “0

Ici ®(u) est une fonction réelle et croissante (non analytique, en gé-
1
a,
peut d’ailleurs présenter des sauts brusques en nombre fini ou infini. La
coupure sera ainsi une ligne de singularités essentielles dans le cas ot @ (u)

néral) qui croit de ® (o) =o jusqu'a ®(»)= —. Cette fonction ®(u)
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présente des discontinuités dans tout intervalle (ce qu'il faut considérer
comme le cas général) ou méme lorsqu’elle est seulement non analytique.

On rencontre souvent sous des formes un peu différentes des fractions
continues qui rentrent réellement dans le type (I) et auxquelles on peut
ainsi appliquer nos théorémes. D’abord, en posant

I 1
b0: — b,l pra— ’
@, QpQp iy

la fraction continue (I) peut s’écrire

a bo
. i b
~ . b,
I+
3+ b
I+ —
et pour iz =1
bt
I{) 0
(1) L b
1+ byt
byt
I+ —
1+
A Paide de 'identité
i o b, b,
3+ H_ég_-‘.—n—b, b2+)\’

la fraction continue (1¢) pourra se transformer en (1)

bO

(1)
5+ bl_ bi b2

b3bh
54+ b+ by—.

9

z -—l—b2—|— bz—-‘

la nime réduite de (I°) est identique avec la 2 7™ réduite de (1) ou de (I4).
Cette fraction (I¢) est de la forme

Ao :

(1)
5+ oy —

:+a2‘— —_—
5+ og—

%

S0y —.
4

avec des valeurs positives des A;, a;. Cette forme (I) se rencontre assez
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souvent; dés lors, il y a de I'intérét a savoir si elle peut se mettre sous la
forme (1¢) avec des valeurs positives des b;, en sorte que nos théorémes
soient applicables. En identifiant on a
by=12,, b, = a,,
b, b, =1, by -+ by, = a,,
byb,=—=1,, b,+b;—ay,

puis by,_, = A, 1 by,

Cependant, il peut arriver que le calcul de ces b, devienne compliqué et,
puisqu'il s’agit seulement de savoir si ces quantités sont toutes positives ou
non, on pourra quelquefois avec avantage se servir de la proposition sui-
vante.

Les quantités b; sont certaincment toutes positives si 'on peut trouver
une fonction positive de n, P, (P, = o), telle que

P,<a, (n=1,2,3,...),
} <
" ) ;Pn—H-
Ay — l n
En effet, b, — it M <P, Or,sib
n ettet, 6, —= x, est posmf el ne surpasse pas g T T, S1 0y, ,
1 1
est compris entre o et P,, on en conclura a cause de
A
bzn = By
&y — Oapn—2

que b,, est positif, plus petit que M <P,

., o, —P,=
Donc on aura généralement

o << bzné Pt

et puis b,,_, = A, : b,, est aussi positif.

En particulier les b, sont tous positifs dans les deux cas suivants :

1° Lorsque «,>1 + A, puisque la proposition énoncée s'applique alors
en prenant P, =1;

2° Lorsque «,,,21 + A, il suffit alors de prendre P, =12, _,.
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Considérons, par exemple, la fraction continue étudiée par Laguerre qui
est de la forme (1¢) avec les valeurs suivantes des coefficients

)\0:1, )‘n_:’l‘2 ('lil)a

o, =an-—ri.

Le calcul des b; n’offre ici aucune difficulté et I'on trouve

b,—=1,
by y=by,=n (nzrn),
puis

I
Qop-1 =1, Ay — ;,

Laguerre, en supposant z réel positif, a montré que la fraction continue est
convergente et égale a

Il résulte maintenant de notre théorie que cette proposition s’étend a
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, en faisant exception pour les
valeurs réelles et négatives.

Considérons, en second lieu, la fraction continue que nous avons ren-
contrée dans ces Annales, t. I11, et qui est encore de la forme I, abstrac-
tion faite du changement de z en z*. On a

do=1, M={(2n —1)(2an)(2n+ 1)k,
a,= (2n —1)2(1+ k?),

k* étant une quantité positive. Le calcul des b, se complique ici. Mais sil'on
prend

n—1 n

= -——20 o, —Pp=—a
n 27 — 1 ns n n 2 n—1 ny

I'inégalité

A
b i le—l

oy — Pn
se réduit a

AR (1+ k2),
et se trouve donc satisfaite. La fraction continue considérée appartient donc
encore au type que nous avons étudié.
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CHAPITRE I.

ETUDE DES POLYNOMES P, (3), Q.(3).

1. Considérons une suite de nombres N, N,, N,, ..., liés par les relations

N = alN] +N2,
N, =a,N, +Nj,

Ni—t = apNg + Nioy

On pourra exprimer successivement N par N, et N,, par N, et N, par N,
et N,, etc.

N = (aya, +1)N; +a,N; = (a,a,a; + a, + a3)Ns + (a,a, + 1) N, +. . ..

Introduisons un symbole

[ah Aay « v vy a/f]’

déterminé par les relations

(1) \ [a;]=a,, [a,a;]=ara, +1,
1
?_ [ay, as, ...;ar] =[ap, as .. yapalar+[ay, ay ..y aks],
on aura
(2) . N:[a“a?, ~-'1ak]N/-'+[a1’a2i ---9ak71]NA'+l'

Il est clair que N, Nj, Ny, sont liés par une relation linéaire et homo-
gene. Il est facile d’obtenir cette relation. Multiplions (2) par ;. , et rem-
placons a;,, Ny, par Ny — N,,,, on aura

[ari1 IN=[ay, @s ... Qpey INe — [@, @2y ooy @y I NG5
multiplions par ., et ajoutons, membre & membre, a (2), il vient
[@rsrs @r2 IN=[ay, @ - .. Qpas INg -+ [@y, @zy -+ o5 @ I Ny,
et il est clair qu’on aura généralement

(3) [@hsts @rgry + - o5 @pas—1 IN

:[ab Aay -+ oy ak+1—l]N/\‘ -+ (— l)[+l[ah Aay ey a/\-—l]N/H‘/'
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De la, nous allons déduire une identité dont nous aurons besoin dans la
suite. En remplacant & par «, [ par B + y + 1, on a

(4) [@owiy - - s aou—B-w]N =la, ..., aa+ﬁ+—y]Nu +(— 1)3+Y[a1, ceey aa—l]Na+B+y+1-
D’autre part, en éliminant N,, 4., entre les formules

[@as1s - - aoz+{3]N =lay, ..., acx+3]Nu+ (— I)B[an ) aa—l]NOL+|3+ls

[@as3ia ooy @uigeyIN=[ar, ..., @084y I Nusgiy + (— )T+ [ay, .. 308 NoBryr1
on obtient la relation entre N, N,, N,.g,y., sous la forme
(5) AN:[(ZI,...,aaH_B]g[al,...,aCHB,,_Y]Na—{—(-—1)3‘*7[(1,,,,..,aa_l]Na+g+Y+,$,
ol
A=Ja,..., Ao Bey] X [Auirs - -, @]
(=) ay, . an ] X [@xiBiar v ooy AusBay ]
La comparaison de (4) et (5) montre qu'on a identiquement
A=Tay, ..., ani8] X [@usy -+ oy Ao By ]
Nous avons donc cette relation

(A) Lai, oo @arBey] X [@ainy « - 5 Auig]
=[a;, ..., aa+{3] X [@osts ooy aa+,‘3+y]
+(—0)B[a;, ..., ay ] % [@arBras - - vy @arpiy]

I est utile de noter certains cas particuliers. Pour = o, on a

(B) [a, ..., auy] =[ay, ..., a4]
X [Aurry oo Quay] +[ay, o0y @] < [@xias .. 5 Aaiy ],

etpoura =vy—=—r,
(C) [ay, .., age] < [as, .. a0 ] =[ay, ..., a5 ] ¥ [a,, s @8]+ (—1)B.

Poury =1, la relation (B) reproduit la loi de récurrence (1); pour
o =1, il vient

(6) [ay, .. ay ]=aila, ..., y] +[as, ..., ay ]
On en conclut facilement

,[ﬁl’ ...,aﬁ.] . 1
[aQr ...,(Z/..] T
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tandis que, d’aprés (1),

ay, -y a] a T
[als "-’a/.'—1] (277 ‘1'".. 1

a,
D’aprés ce qui précéde, cette derniére fraction continue est aussi

[Cl/,-, --wai-' , d?

égale a
5 [l

ou 1l est facile de conclure

(7) [aha27 ...,a;i.]:[a,u,a,,.-.,...,al].

Il est clair que le symbole [a,, ..., a, ..., a,] est linéaire parrapport a un
quelconque des éléments @, et, a 'aide de (B), on trouve facilement

(8) [ - an]=[ay, ..., ae4] X [@rery - -y an]ap + R,
olt & est indépendant de @, et peut se mettre sous les formes
R= [aly oy QL1350 Qpp gy - v ey all] - [an ety Apegy Q| T Ay Ay o - - (ZH]'

Enfin, on s’assure encore facilement des relations suivantes, ot 7 est un
nombre quelconque,

[mai, %, mas,, Zi, ey Mgy, a_g,,] =la, asy...,a,],
m m : m
(9) ¢ .
( [maI, ‘}2’ mas, C_lﬁ, ey MAyy .y, g?{’) ma2n+l] —=m X [al’ Aas oo ey a211+-1]1
m m m

2. Il est clair, d’aprés ce qui précéde, que les numérateurs et les déno-
minateurs des réduites de notre fraction continue s’expriment de la fagon
suivante a 'aide du symbole [a,, ..., @,] que nous avons introduit

Pzn(5> = [(lg, A35, Ay - .. a'zn—1 3, azn]a
an(z) - ‘_axzy Aay A33, ..., a‘zu]’
P2n+1(:’) — [aﬁ’ a3z, a’n ety a?n) aill+lz]’

Q?/H—l(:‘) - [al‘:r Aoy oo vy a“lll-i—lz]'

Nous désignerons par P (z), Q%(z) ce que deviennent P,(z), Q,(3)
lorsqu’on remplace partout a; par @,,;. Les formules du n° | donneront
ainsi des relations identiques entre ces polynomes en changeant a, en «; 3,
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Nel

lorsque 7est impair. On a ainsi les formules

Qin(s) = aan?n—l(z) ~+ Q?n—2(5)’
Qopii(2) = 20415 Q32 (5) + Qan_y ().

On s’apercoit facilement qu’on a généralement

Py,(3) =g+ by 5 4o o 4 Aoy g 5771,
Qs (2) =W+, 3 4. ..+ Wb, 357,
Poii(3) =S+ S5 +...4 2,37,

Q2n1(3) =D+ @y 3 +. ..+ B, 37+,

les cocfficients étant des polynomes des a,. La loi générale de ces coeffi-
cients estun peu compliquée; elle ne nous serait d’ailleurs d’aucune utilité,
mais on reconnait facilement les quelques expressions suivantes qui nous
scront utiles.

dog =ay+a, +...as,,

I 1 1
Roppg = oy <— 4 — “> 5
sy as asa, QAan-1 Az

dopy = @ra5. .. Qyp,

| Fp—
'llp)o =I,

W, = E (@ + a3+ ... ay—y)ay,

1

\ \ I I , 1
Wb,y =, -+ +.ii >
a a; asag Aan—1Aap

W, =a,a,... (72998
Sy =1,
n
e = Z (@ ~+a, +...+ as) @ogy,

1

¥ 1 T
e/L—lzgn -+ +.ii = — ),
Ay ag aa, Aon Aan+y

Sn = A3Q5. .. Ayp g,
®y = o,

By =a,+ a3 +...4+ Ayppy,

I 1 T
(Dn:@u—é—l( -+ ++——>7

a1y asas A2n Az

Oni1 =10y .. Ayppy-
Fac. de T. — VIII. J.2
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A cause de la relation identique

Q21 (5)Pansy (5) — Pup(2) Qo (3) =1,
on a
W, + S, = Loy ®,.

3. Nous allons établir maintenant quelques propositions sur les racines
des équations qu’on obtient en annulant les polynomes P et Q. Les poly-
nomes P, du reste, ne différent pas essentiellement des polynomes Q, et

nous insisterons surtout sur ces derniers. Dans la relation (A) du n° 1,
posons

ao—=2o2n—3, B=r1, Y =2,
il viendra, en changeant toujours @, en @,z lorsque ¢ est impair,

Arn—2Q2n (5) = [Aan—9) @2n1 5y A3 ] Qan—2(5) — @3, Qap—r (5);

on voit que

Q?n(s)’ Q?n—2(z)’ Qin-l»(:‘) e Q2(5)’ QO(G) =1

forment une suite de Sturm. Pour z = — o, cette suite présente n varia-

tions de signe, pour s = o il n’y a aucune variation. On en conclut que les
n racines de

Qs (5) =0,

sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de Q,, ,(z) =o.
Lorsque z passe en croissant par une racine de Q,,(z) = o, le rapport
Qur2(3) 1 Qq,(3) saute de =— o a + .

Posons maintenant dans la relation (A),

a=o2an—2, B =i, Y =2,
on aura

), s
azn—i ML) — [a271~1’ aitl 5’ a:n+l]

5 <

— Can+1 7

Q‘ZLL(_;_) Qz/1-3(5)

donc

Q2n+1(5)’ Q?n—-l(s), e, Q.(3) —

3>

a,
forment une suite de Sturm. Les n racines de

<
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' st ' . ' ' an— :)
sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de 9-"—«"}&— =o. Le

rapport Q,,—,(3): Qa4 (5) saute toujours de — % & + . Prenons main-
tenant

on aura

Q-zn—l (3) _ Q,,-a(s ) ;

Ayp— QM (5) = [a2u—1zr ain]

donc

:al

an—1 (3 ap—3( 3 Q, 3
Qi (), Qe G), Qe Q)

forment une suite de Sturm : les racines des Q,,(s) = o sont séparées par

celles de %‘—}’ﬁz = o. Posons enfin

a="n-—1, B=r, y=1,
il viendra

29 | Py (5)= [azm a2n+1:'] an(:?) - an-—z(s);
donc
sz—:(s), Q:2,(3), Qan—2(3), .. - Qa(5), Q,(5)=1

forment une suite de Sturm. Les racines de Q,..1(5) = o sont séparées
par celles de Q,,(5) = o.
Nous venons de voir que les racines de

— [(ll’ A5, A3y oo vy 323, a2/z—1] =0

séparent les racines de
Qun(3) =[ay, as3,a,, ... ayy—y, @z, 5] =o.
Donc aussi les racines de
[@any @opms 3 Arps - . . @33, a]=o
sépareront les racines de

[azm @n—1%5y Aap—9y -« . 33, Ay als] =0,
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ce qui revient & dire que les racines de P,,(z) = o séparent les racines de
Q,,(z)=o0.

De méme, on verra que la proposition que les racines de Q,,(5)=o0
séparent les racines de Q,,.,(3) = o ne différe pas au fond de celle-ci| :
les racines de P,,.,(z) = o séparent les racines de Q,,.,(z) = o.

Il résulte de 1a que dans les décompositions en fractions simples

P,,(3) _ M, N M, S _M_,L_,
Q2.(5) Z4+x, 54+ &y 5+ &,
P N N NN
Q2n+1(5) 3 s+ x, 3+ Xy z+ x,

les quantités M;, N, sont toutes positives. (Il va sans dire que les ; ne sont
pas les mémes dans les deux formules.)

4. Les racines de l'équation Q,(z) = o sont évidemment des fonctions
des n premiers nombres ;. Peut-il arriver cependant qu’une telle racine
ne dépende point d’un de ces @;? Clest ce que nous allons examiner. On a
d’aprés la formule (B) dun° 1, en employant la notation que nous avons
expliquée au commencement du n° 2,

(I) Q?n-&-?n'(s) — Qﬂn(
(2) Q‘l?l+2n'+1(z) - QQn(

3]

YQ2(3)  + Qana(5)Piu(5),
Q3

Z’+1(5) 4+ Qa,-1(3) P;Z'JH (3).

3]

~

Nous savons que les deux polynomes Q,(z), P,(z) ne s’annulent jamais
pour une méme valeur de z, de méme Q,(z) et Q,_,(z). Cela étant, il est
facile de conclure de la formule (1) :

Si # = a annule deux des fonctions Q,,. ., (%), Q.,(5), Pin(2), cette
valeur = a annulera aussi la troisi¢me de ces fonctions.

Si z = « annule deux des fonctions Q,,40,(2), Qani(2), Qin () cette
valeur x = a annulera aussi la troisiéme de ces fonctions.

Dans le second membre de (1), c’est le polynome Q3 () seul qui dépend
de a,,.,; en mettant en évidence ce coefficient, 1l vient

(3) Qansan(5) = A22415 Qan(5) P35 (2) + R(5),

ot R(z) est un polynome qui ne dépend point de a,,.,. Il est clair mainte-
nant que les racines de Q,,.0,(z) =0 qui ne dépendent point de @,,.,
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doivent satisfaire aux équations

Q?ﬂ(z) sz(z) =0,
R(s)=o.

Une telle racine doit donc annuler I'un des deux polynomes Q,,(z),
P3. (=), mais, d’aprés ce qu’on vientde voir, elle annule alors aussi autre.
Réciproquement, une valeur z = a qui annule Q,,(z) et P;.(z) annulera -
aussi Q,,.0,(5) d’apres la formule (1), puis aussi R d’aprés la formule (3),
el sera par conséquent une racine de Q,,,,,(z) = o qui est indépendante
de a,,.,. Ainsi les racines de Q,,,,,(5)=o0 qui sont indépendantes de
3.+, coincident avec les racines communes des deux équations

qu(Z):O, P;Z(:):O'

Etil est clair que ces équations peuvent, en effet, avoir des racines com-
munes, car la premic¢re ne dépend que des paramétres a,, a,, ..., a,,, la
seconde des parametres @, ., Aoneyy « -y Aapysn- Mais on voit aussi qu’en
général, c’est-a-dire lorsque les @; ne satisfont pas a certaines conditions
particuliéres, ces racines n’existent pas.

On établira de la méme facon que les racines de Q2n420/(3) = 0 qui sont
indépendantes de a,, coincident avec les racines communes des deux équa-
tions

Qsn—1(5) =0, Q3% (s)=o.

La formule (2) donne lieu & des conclusions analogues qu'il suffira
d’énoncer.

Les racines de Q15,44 (2) = 0 qui sontindépendantes de a,, coincident
avec les racines communes des deux équations

Q2n—1(5):oﬁ (),32'4_1(5):0-

Les racines de Qg,,44(3) = 0 qui sont indépendantes de a,,,, coinci-
dent avec les racines communes des deux équations

QZIL(Z):O’ P;Z'H(Z):O-

5. Nous allons établir maintenant les propositions suivantes qui complé-
tent celles obtenues au n° 3.
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Les racines de Q,,..,(3) = o sont séparées par celles de
Qa0 (3) P (s) =0,
et également par celles de
Q2n-1(3) Q30 (35):5=0.
Les racines de Q,,,+,(3) : 5 = o sont séparées par celles de
Q2n-1(3) Q30s i (5) 152 =o.
Les racines de Q,,.2,7,(3) = o sont séparées par celles de
Q2. (3) P2y, (5) =o.

Pour ' = o ou == 1 on retrouve les propositions du n° 3.
Il suffira de développer la démonstration de la premiére proposition.
Reprenons la relation

Q?u-ﬂ-?n'(;) - QE/L(Z) (\iﬁ(:) -+ Q?n—l(:) P;z’(:)v

et désignons les racines de Q,,(z) = o rangées par ordre de grandeur crois-
sante par
a<la <" <" <.

de méme les racines de P}..(z) = o par
p<p<p<...
ct 'ensemble des racines a et 8 par
Xy Ly < Xy oo e Lpp'—1-
Cela étant, la proposition énoncée revient a ceci : la suite des quantités
Qapon (1) ({=o0,1,2,3,...,n+n),

ol x, = — wet xz,,, = o, ne présente que des variations de signe.
D’abord Q... (%) a le signe de (— 1) quant 4 Q,,, ., (x,) deux cas
sont a distinguer selon qu'on a x, = o ou x, = 5.
Dans le premier cas,

Q2n+2n'(¢vl) — Qzu—l(a) P;Z (OC);
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dans le second cas,

Q2n+2n'(xl) = an(p) Q;:(xg)°

Or, on voit facilement que dans le premier cas Q.n— (@) a le signe de
(—1)" et Py («) le signe de (— 1)+, car a est plus petit que la plus petite
racine de Q,,—,(z) = o et aussi plus petit que 8.

Dans le second cas, on voit de méme que Q.,(B) ale signe de (—1)7,
(B le signe de (— 1)+, car B est compris dans lintervalle des deux
plus petites racines de Q3% (3) = 0. On voit que, dans tous les cas, Q. .0, ()
a le signe de (— 1)"+*+'; ainsi Qznr20'(%0)y Qansan(@,) présentent unc va-
riation.

Supposons maintenant que, dans la suite des z;, deux racines consécutives
xy et xy,, soient des racines «. On aura

Q2n+2n’(xk) = Qs (a) PZZ( a),
Qanvon (X ey )= Q?n—l(a/) P (a').

Or, « et o’ étant deux racines consécutives de Q..(3) = o comprennent
une racine et une seule de Q,,_, (3)=o0:donc Q,,_,(a) et Q,,_, (o) ont
des signes contraires.

D’autre part, entre o et o’ il n'y a par hypothése aucune racine 3 de
P3.(z) = o. Donc P% (a) et P%.(e’) ont méme signe, et il s'ensuit que
Qapran () €t Qanvon (L4 y) présentent encore une varialion. Dans le cas
ou xy = @, x4,, = B, on aura

Q2n+2/z’(xk) — Q21L(6) Q;Z(B);
Q2u+2n'($k+1) = an(;gl) Q3 5/)

Q:n (B) et Q,,(B) ont méme signe, Q(B) et Q3. (B") ont des signes
contraires; Q, .., (x;) et Qa+22'(%44,) présentent encore une variation.

On arrive 4 la méme conclusion dans les deux cas quirestent a discuter,
p= o, Ty = B et x,= B, x,, = a; dans le premier cas,

Q‘.’n+2n'(xk) — Qiu—i(a) P;Z(OC),
Q21z+2/1'(fk+1):Q2z,(ﬁ) ;Z({ﬂ)

Q-1 (5) 5 a par rapport & Q,,(5) les propriétés de la dérivée Q.,(3);
ensuite Q,,(f) ale signe de Qen(2+2), Qupy(a)le signe de Q,,_,(a+¢)
(& positif tres petit).
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On en conclut aisément que le rapport Q,,_,(e): Q..(B) est négatif.
Ensuite P27.(z) a par rapport a Q3.(z) les propriétés de la dérivée; P (o)
a le signe de Px(B —¢); Qu(B) le signe de Qi.(B —¢). Le rapport
P (o) : Qi (B) a donc le signe de

Piv(B—e):Qin(B—e)

et ce signe est -+, si I'on remarque que B est une racine de Pr(z)=o0
qui est comprise entre deux racines consécutives de Q¥ (z)=o0. Ainsi
Qunran(Zx)y Qunvon' (Zhry) présentent encore une variation.
Enfin, si I'on a
Qanrzn () = Qan(B) 2 (B)s
Qanran (Zra1) = Qan—r () Pi5(2),

on constate que Q,,(B):Quu () est positif, puis Qi (B): P (a) est
négatif.

Les n + n’ premiers termes de la suite
Qznt2n(21) (i=0,1,2,...,n+n")

ne présentent donc que des variations et I'avant-dernier terme est donc
négatif, tandis que le dernier terme est positif. La proposition énoncée se
trouve ainsi établic.

Nous avons supposé dans ce raisonnement qu'aucune racine o n’est
égale & une racine §. Clest ce qui arrive en général, mais la nature méme
de la proposition montre qu'il peut en &tre autrement dans des cas excep-
tionnels. En effet, d’apres notre proposition, chacun des n + n' — 1 inter-
valles formés par les racines de

Q‘.’n—%—‘.’n’(z ) =o,

renferme une racine o ou bien une racine 3. Mais on ne saurail dire
a priori quels sont les intervalles qui renferment une racine a et quels sont
ceux qui contiennent une racine 8. En effet, cette distribution des racines
a et B dans les différents intervalles varie d’un cas a I'autre selon les valeurs
des a;.

Les coefficients @; variant d’une facon continue (tout en restant positifs),
il doit donc arriver des cas exceptionnels, au moment oul la distribution des
racines « et § dans les intervalles subit un changement. Et il est clair que
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cela ne peut arriver que de la facon suivante : deux intervalles consécutifs
renfermant le premier une racine «, le second une racine 8, la racine o peut
passer dans le second intervalle, tandis qu’en méme temps la racine  entre
dans le premier intervalle. Au moment critique, les racines « et 3 sont
confondues avec une racine de

QQ!L-I—‘)IZ'(Z) = 0.
Cest, on le voit, le cas exceptionnel étudié au n® 4.

6. Nous pouvons établir maintenant, trés facilement, la proposition sui-
vante. Soit x; une racine de

Q.(z)=o.
x; peut ¢tre considérée comme une fonction de a; et la dérivée partielle

d
()ai
ne peut jamais étre négatice.
Pour la démonstration, il faut distinguer quatre cas selon la parité de n
etde:ilsuffira de développer le raisonnement dans un seul cas. Supposons

Qenvon (1) = Qa1 s Qun (@) Pio (@) +R(2p) = o,
d’ou
dzp @y Qun(ay) Pin(ay)

0Qsp4q len+2n'(xk)

Or, nous avons démontré que Q,,(z)Py.(z) a par rapport a Q,,,,,(3)
les propriétés de la dérivée; done

Qs () PIv(2)
Q;m—zn'(xk)

est positif et, puisque x; n’est pas positif, la propriété énoncée se trouve
démontrée dans le cas de #n pair, 7 impair. Exceptionnellement, la dérivée
peut étre nulle.

Fac. de T. — VIII. J.3
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CHAPITRE 1L

LE DEVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DESCENDANTES DE z.

7. La formule
Pn-»—l(:) ____Pn.(s)_ (_')n s
QIL+1(Z) Qn(z) - Qn(z) Qn-t—l(s)

ol Q,(3)Q,.i(3) est un polynome du degré n + 1, montre qu’en déve-
loppant les réduites

P, (3) P, (3)

(=) Quar(5)’

suivant les puissances descendantes de 3, les n premiers termes de ces dé-
veloppements sont les mémes. En écrivant

- n n
Pn (~) o Cy Cy Cy Cp—i Ay atH—l

(1) 0.G) = atn et (—r1)n-t e + (—1)" prrsiny (—1)t =2l

ghA2
on définira donc une suite de quantités
Cor C1y Cay Oy

qui sont parfaitement déterminées et qu’on pourra prolonger aussi loin que
Pon voudra. Les ¢, sont évidemment des fonctions rationnelles des a;, et, si
'on introduit les &; (voir I'lntroduction), les ¢, sont des polynomes & coef-
ficients entiers et positifs des b,.

La maniére la plus élégante pour obtenir les expressions des ¢, parles b,

nous parait étre la suivante, que nous avons obtenue dans le Mémoire pu-
bli¢ dans le tome I1I de ces Annales.

On calcule d’abord les quantités a, ,, B: . par les formules

Oo,0 =1, %0 ==0 lorsque {>o;

ﬁo,k = %o,k + b, Xy, ks
Bie= oy, by s ks

ﬁ-z,k = oty 1+ bg oty 1y

Bik =i i + bayiyy Qi 1,k s
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o, ke+1— b, ﬁo,k:
o,z = b3 |61,k -+ 60,/.-,
oo i1 = D3 Bs, 2 + Bu,ks

&y i1 == Doy ﬁz‘,k -+ 51’—1,/(“

Il en résulte qu'on a a;; = B, = o lorsque i > k.
Les expressions a;, 3; » obtenues, on peut calculer un coefficient ¢, quel-
conque de plusicurs maniéres par 'une ou 'autre des formules

Civi = boao,iao,k + boby by xy,i0%,p  + bob, by 030, Ay jOa fp = .eny
Cih1= by by ﬁo,i@o,l ~+ by b, b, b3i3l,l'@1,k'+ by b by 030, b5 @2,1’;32,1.-—*“ ceee

Les coefficients ¢, étant définis, nous considérons la série infinie

et nous dirons que c’est la le développement de la fraction continue sui-
vant les puissances descendantes de z. Cest une définition purement for-
melle; nous verrons bientdt que la série est souvent divergente quelle que
soit la valeur de z : aussi ne faut-il ’envisager pour le moment que sous le
point de vue purement formel.

Les c, sont des fonctions rationnelles des a,; nous donnerons un peu plus
loin les formules qui expriment réciproquement les @, au moyen des c,.
A T'aide de ces formules, on pourra donc réduire formellement une série
procédant suivant les puissances descendantes de 5 en une fraction con-
tinue.

8. On a

P,(z) 1 . I - (—r1)r—t B
Qn(z) - QO(:')QI(Z) Ql(z)QQ(Z) Qn—-l(z)Qn(z)’

et, en développant suivant les puissances descendantes de z les termes du
second membre :



J.20 T.-J. STIELTJES.
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En ajoutant les n premiéres séries, on obtient le développement de

- Or, si 'on remarque que
Qu-1(3) Qu(z) =c¢5(5 + 21) (5 +23). . (5 + Zni),

oll ¢, T,, Ty, .- -5 Ty, sont des nombres positifs, on voit facilement que
tous les coefficients €}, sont positifs, et I'on en conclut que, dans le dévelop-
pement (1) de

les n premiers coefficients ¢, ¢,, ..., c,, sont positifs, et que les coeffi-

n n n The
Oy O,y -+ SODL plus petits que ¢,, Cpyyy Coiny - -

cients suivants o
respectivement.
On peut obtenir le développement d'une réduite en la décomposant d’a-

bord en fractions simples. Posons, comme au n® 3,

Py, (3) M, M, M,
= -+ de —2,
Qan(z) 54y 3 4 2 5+ x,
on en conclura
ck:EMiJ;{-’" [k=0o0,1,2,...(2n—1)].
1

Ensuite, en considérant une réduite d’ordre impair

P2n+|(‘:):*\;0+ N, N, 4 N, ,
Q2p41(53) s 3+ & 54 Xy 54z,
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d’ot

n
Ck:—ENix:‘c (k=o,1,2,
0

..,2n) (z,=o0),

ces expressions donnent lieu a la conséquence suivante :
La forme quadratique

m—1m—1

Z E Cp+i+k XXk
0 0

est une forme définie et positive, en sorte que le déterminant

Cp

C/H—l Cp+2 cl)+m—l
cp—+—l C/)+2 cp+3 Cp—Hn
Cp+m—1 Cp+am—2
est positif.

En effet, si nous prenons un nombre 7 tel que
p+a2m—2San—1,

il est clair que la forme quadratique considérée peut s’écrire
n
2 M, 2?(Xo-+ Xy 2+ Xo2? +. ..+ Xy 2 1)2
1

9. D’aprés ce qu’on vient de voir, on a

Cniq Cpia

1
Cn Chn+t1

c’est-a-dire le rapport ¢, :¢c, croit avec n. Deux cas peuvent donc se pré-
senter : ou bien ce rapport croit au dela de toute limite, et alors la série

3
3 +

k]

Co €1
est toujours divergente; ou bien ce rapport tend vers une limite finie &, et
alors la série est convergente pour | z| > A.

D’autre part, nous savons que la plus grande racine de

Qn(—z):O
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croit aussi avec 7. Nous allons montrer que, dans le premier cas, cette ra-
cine croit aussi au dela de toute limite, et, dans le second cas, elle tend
vers la limite A.

Posons, sans distinguer les valeurs paires ou impaires de 7,

n

P,(s) m;
Q. (3) ~2 s—+—x,~’

1

, n n-+1
Il:z—ou

et x, étant la plus grande racine, on aura

n

E m; et

cn-l 1

= —
E m;x??
1

clz+l

Donc, si - croit au dela de toute limite, il en sera de méme de x,.

n

Mais supposons

< Ly

Cn—z

lim 221 — 9
la limite de x,' ne pourra pas étre <A : je dis qu’elle est égale a A. Pour
cela, il suffira de montrer que z, ne peut pas devenir plus grand que A.

Supposons en effet x,, = A + ¢, ¢ étant positif, et considérons les deux
séries

c c C;
(1 i ol T
P,(z ¢ ¢ Cp— ol o
(2) Qn((_; = S () e () S ()
n < ~ ~ ~ ~ -~
Nous savons que la série (2) est convergente pour |z| >z, = A + ¢,

mais divergente pour | z| < x,, et donc en particulier pour
A<|s|<<h+e.

Or, puisque lim %’—‘ =, la série (1) est convergente pour 5| > A et,

puisqu’on a ol < ¢,, o, < Cpey, ..., la série (2) sera aussi convergente
pour les mémes valeurs de z et, en particulier, pour

h<|z|<h-e.
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La méme série (2) serait donc en méme temps convergente et divergente
pour A < |3 <A + ¢. Cette contradiction montre que la supposition que
x, peut croitre au dela de A est inadmissible et I’on a bien

limz, = A C. Q. F. D.

10. Mais la fraction continue étant donnée, comment peut-on recon-
naitre si ¢,,,:c, croit au dela de toute limite ou tend vers une limite
finie? La réponse est trés simple. Considérons les nombres

I .
;z—,:_&_,:,:l} (n=1,2,3, ...).

Si ces nombres ne sont pas limités supérieurement, c,., :¢, croitra au
dela de toute limite. Mais, si ces nombres ont une limite supérieure /, le
rapport ¢, :c, tendra vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 4 /.

Les nombres b, n’ayant pas de limite supérieure, cela veut dire, quelque
grand que soit un nombre M, on pourra trouver toujours un entier m
tel que

by = —— > M.
Ay Qg

Posons, selon le cas, m = 2n ou m = 2n + 1, et rangeons par ordre de
grandeur croissante les racines des équations

an(_‘s):O; Q'2n+é(_5):01

en les désignant par

Xy, 220 e %,
kal, 52; o e BII—H,
on aura, d’apres le n° 2,
oyt oo, =0+ by+. .+ by,

Bi+ B+ A+ Bui =0+ by A Dy,
d’ou I'on conclut
Brai— (o, —Br) — (dtyy— Bay) —. .. — (g — B)) = bap—+ bapry.
Les différences a, — §,, ..., «, — B, étant positives, il est clair que

511—#1 > b‘ln -+ bzn—H > M'
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On voit donc que la plus grande racine de Q,,(— z) = o, et, par consé-
quent, aussi le rapport ¢,., : ¢,, croit au dela de toute limite.

Si les nombres b,, b,, b,, ... ont une limite supéricure /, choisissons un
nombre C tel que C/> b, et considérons la fraction continue

C!

3z -+

1+ 7

L+

Les ¢, étant des polynomes a coefficients positifs des b,, il est clair que

si 'on réduit en série cette fraction continue, les coefficients seront plus
grands que les coefficients correspondants de la série

Cy €  C

-~ 52 33

Or, on s'assure facilement que la série obtenue est identique a celle
qu’on obtient en développant la fonction algébrique

Ve

qui est convergente pour | z| > 4 /. Donc le développement

C

2

sera aussi convergent pour |z|> 4/, d’ou l'on conclut que le rapport

Cpst & €, tend vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 4 /.
11. Le développement

¢, € Cs

)] ~
et celui de (12"5’:; ne différent que par les termes en

I I
el ]
le—i zn+2

On en conclut que le développement de

C C c
Q,L(z)<_zﬂ —aL _>

z3
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ne différe de P,(z) que par des termes en

I I
zn—n'+‘l’ zn—-lz'+2’

ey

n' étant le degré de Q,(z). Par conséquent, dans le produit

C Cy Cy

les termes en

I 1 I
] AR F

manquent. Cette condition détermine Q.(z), & un facteur constant pres.
Supposons d’abord 7 pair et posons

Qs (—3)= %y Ay 5+ %y 32+ o1, 57

en écrivant que les termes en

manquent dans le produit par

Co Cq Cy
P L >
il vient

(1) OgCl =+ Oy Clhyy . . .+ %y Clypp, =0 (k=o, 1,2, ... n—i),

et, si on remarque que Q,, (o) = 1, on obtient

1 z 32 e 14
Cy Cy [P C,
C ¢ ¢y ... Cn
C2 €3 ... Chuy
(2) Q2n(— 3) = Cy Cy Cs R S .
Cn Cpiq ... Copy
Cn—1 Cp Crn+1 e Can—1

Pour exprimer plus simplement les formules (1), nous introduirons un
symbole S f(«) dont voici la définition : J(«) étant un polynome, S f(u)
sera le résultat obtenu en remplacant dans J(w) les diverses puissances de
u, u’, u', u*, ...parc, c., c,, ... respectivement. On aura donc

(3) S{u"an(—u)gzo (k=o, 1, 2, cey n—1),
Fac. de T'. — VIII. J4
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Dans le cas de n impair, soit

. Q‘zn+1('— 5):513+.6252+---+Bn+1zn+1;
il viendra

(4) S%u"QMH(—u)%:o (k=o0,1,2, ... n—1).
Le terme constant dans le produit de Q,,.,(— z) par

o € . C
e T i T

~2 =3
est égal au terme constant de — P,,,,(— z), c’est-a-dire = — 1, donc
(5) S g%j%_lf_)‘ _—.

Cette relation détermine le facteur constant que les formules (4) lais-
saient indéterminé et

-~ ~2 ~n+1

<~ -~ ... ~
Cy Cy . Cp,

Cy Cy cee Cpyg
Cq Ca A

(6) Qent1(—3)=—] ¢, C3 ce. Chpya | - .

cn cn+1 LR czn

Cn Cnit e Con

Les coefficients des plus hautes puissances de z dans Q,,(2), Qupsi(2)
sont connus d’apreés les formules du n° 2.
La comparaison avec (2) et (6) donne dés lors
a,az ... QA =A,:B,,

a; Ay ... Aepp— Bn : An+1;

si nous introduisons les notations

Co € --- Cn—t ¢, € ... C,
C Cy ‘e Cp Cy .o Cniq
A, = s B,.= (Ay=By=1),
Chp— Cp .- Can—s Cn Cny1 .-+ Can—y

on en conclut
A% B

(7) Aon— B,B,. Aon+1—= A A

Ce sont les formules qui expriment les a; par les c;.
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Le coefficient de z dans Q,,., () étant @, + @; -+. . .+ @ay., (v0ir n°2),
il vient, d’apreés la formule (6),

C
(8) a,+a3+...+a2n+1:1—r"—,
n—+1
en posant
Cy C3 Cn+t
Cs C, Crta -
C,= ) Co=1
Cntt cn—i—E RERIS c?n |

12. Les expressions des numérateurs P,,(z), P,,., (%) sont un peu plus
compliquées, mais s’obtiennent encore aisément par cette remarque que la

partie entiére de

s'exprime par
SSf(Z)"f(l‘)E-

{ 5—u

Il suffit de vérifier cela dans le cas f(z) = z*.

On aura ainsi
3) — Q,(—u))

F—u ,

Pn(—~z)::__S;Qn(——

Des formules (2) et (6) on déduit alors facilement les expressions sui-

vantes. Posons
RO = Cy,

Ry=¢y3+ ¢y,

R, =c¢,5*+ ¢, 2 + ¢y,

Ri=coz* 4+ ¢, 551 +. ..+ ¢y,

on aura
o R, R, ... R,
] Co € C ... Cp
(9) Po(—a3)=—1| ¢, ¢ ¢ ... Cpes |:Bu

.

Cp—1 Cp . eee Cop_q
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R, R, ... R,
Cy Csy Cr+1
(IO) P2n+l (— 5) — | Cq C3 Cnia : A/H—l'
Crn Cn+1 .-+  Con ‘
Pour z = o, on conclut de la formule (g)
0O Co .. Cn_y
Co € ... Cp
(11) A+ A+ . Ay =— : B,..
Ch—t Cn ... Cap—

A D’égard du symbole S, nous ferons cette remarque a peu prés évidente
que, V,(u) étant un polynome du degré n, la valeur de

S|V, (u)l

est égale au coefficient de i dans le développement de

P, (u)
Qu(uy’

V.(—u)

en supposant m 2 n + I, ce que nous écrirons

P (u)).

ngn(u); — Rés. QT(U))

Vu(—u)

D’aprés cela, on a, par exemple,

= Rés. inn(u) I+ P3§:?1?2;3+-1 ()

1

— et Qan(u)
= Rés. ) Qans1(ut)

QAan+1
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Nous rassemblons ici quelques formules de ce genre

T

>

S{an(_‘ ll)} =

Aan+1

S{uQi,(— u)| = ‘< 4+ ! >,

A2n+1 \ ®2n A2p-+1 Aan+1%n+2

1

S§3Q;n+,<— o=

QAont2

82 Qs (— 1)

=a;+az+...+ Ay,

flul= =P gfQu s

“ %:ag—‘—ak—f‘.-.“‘—agn.

Voici enfin une derniére remarque : supposons

P,,(2) _2": M,

= P
Q2r(%) ’ 5+ x;

on aura

S{Va(uw)} = P M Va(:),

d’ot 'on voit que, sile polynome V, (%) ne devient pas négatif pour « > o,
la valeur du symbole

S{V,l(u)g

est toujours positive.
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CHAPITRE TIL

OSCILLATION ET CONVERGENCE D'UNE FRACTION CONTINUE.
CAS OU LA PARTIE REELLE DE s EST POSITIVE.

13. Supposons z =1 et écrivons P,, Q, au lieu de P,(1), Q,(1). Les

relations
P,=a,P, 1+ P,y
Qn: a Qn—l -+ Qn—?

montrent que I'on a
P,<P,<Ps<<...,
P,<P,<P,<...,
Q<< Q<.
Q<Q< Q<. .,

en sorte que dans le second membre de

Py v =0
Q% Q0 QT QT Q)

les termes vont en diminuant.

On en conclut que les réduites d’ordre impair vont en diminuant, sans
devenir jamais plus petites qu'une réduite quelconque d’ordre pair. Les
réduites d’ordre pair vont en augmentant sans surpasser jamais une réduite
quelconque d’ordre impair. Ainsi les réduites d’ordre impair tendront tou-
jours vers une limite finie, et il en est de méme des réduites d’ordre pair.

P
lim =22 —L,,
Q27L+1 !
. P,
lim =2 =1,
Q2
et
L,2L.

Si la quantité croissante Q,—,Q, croit au dela de toute limite, on aura

Li=L;
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si, au contraire, Q,_, Q, tend vers une limite A, on aura

LIZL—*—%-

Or on voit facilement que Q,,> 1, donc

Q2ni1= @241 Q2+ Qon—1> Qunt + Aypry,
d’ou
Qonr1> a4 as+. . .4 Aypaqe

Ensuite on conclura

Qo= @3, Qan—1+ Qon—g> Qap—g+ @1 a3y,
d’ol
Qo> ay(ay+ ay+. ..+ agy).
Donc, si la série

®

Zdn

1

est divergente, 'une au moins des quantités Q,,, Q,,,, croitra au dela de
toute limite et
L,=L.
Nous dirons, dans ce cas, que la fraction continue est convergente.
D’autre part, ayant
Qn: a, Qn~l -+ Qn-z;
on en conclut
Qn—-l + Qn‘: (I + a/l)Q'l—f;-*- On—‘2< (I + an Qn—z + Qn"l )?

donce
Qo+ Q<< (14 @) (1+ay). . .(1+ ay).

Or, si la série

©

Y,

1
est convergente, le produit

(1+4+a)(1+ay)) (1+ a;). ..

I’est aussi et ne croit pas au dela d’une limite finie.
Dans ce cas donc, Q,, et Q,,., tendront aussi vers des limites finies et

’on aura
L,>L.
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La fraction continue, dans ce cas, est oscillante. Sil’on pose, dans ce cas,

o
s = Ea”,
1

on aura
1
Qny+ Qn< e, Qn_1 Qn< Zegs,
L,—L>f4e2.

Les propositions sur la convergence et 'oscillation de la fraction continue
ont été obtenues depuis longtemps par M. Stern (Journal de Crelle, t. 37).

Dans le cas d’oscillation nous venons de voir que Q,, et Q,,,, tendent
vers des limites finies; il est clair qu'il en est de méme de P,, et Py, ,.

14. Supposons maintenant z = « réel et positif. On aura, d’aprés ce qui
précede,

. P2n+‘l($) —
G i) = 1)
. Pyu(x) _
lim 0o (@) =F(z),
Fi(z)2F ().

11 y aura oscillation ou convergence selon que la série

AT+ A+ AT+ A+

est convergente ou divergente. Mais il est clair que cela ne dépend en
aucune facon de la valeur particuliére dex, et'on arrive a cette conclusion :
si la série

o

PR

1
est convergente, la fraction continue est oscillante pour toute valeur posi-
tive de z, et I'on a

Fi(2)>F(x);

si au contraire la série est divergente, la fraction continue est convergente,
etl'on a
P.(x) .

F,(z) =F(z)=1lim

15. Passons aux valeurs imaginaires de z. Pour étudier séparément les
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réduites d’ordre pair et celles d’ordre impair, nous remarquerons que

P,.(s) _ Qs a, 2an

Qan(5) Qo(z)Qz(Z) Q:(2) Qi(5 ) an— () Qan(5 )
Poi(3) 1 asz asz Aaniq 3
Qani1(5) a5 o Q:(2) Qs(z) h Q5(2) Qs(3) S Q2-1(5) Qan+1(5)

I1 s’agit donc de I'étude de la convergence des séries

Az
() EQﬂ 2(5) 00 (3]

[ Aof+17
(2) m—vZsz—l(Z)Qﬂﬁ-l(z).

Supposons z = x + yi, la partie réelle de z étant positive, el considérons
un domaine quelconque S dans lequel  admet une limite inférieure A qui
soit positive. Je dis que dans ce domaine la série (1) est uniformément
convergente; en effet

n+n' n+n'

[1 292 2
EQak—z( )sz(z)[ ;szkw(Z)szk(z)I.

Or il est clair que
Q21—2(2) Qaa(5) =C(5 + o) (5 + ap). . . (2 +Ayzy),

C et a,, a,, ..., ay_, étant des constantes positives. Pour z =z + y,,
x étant positif, on a évidemment

|3 +a;]| > 2 + o
donc

l Q21-2(5) Qax(5) | > Qar—a(x) Qua(),

et puisque x Z A, a plus forte raison

[ Qar—2(2) Qui(3) | > Q=2 (1) Qur(2);

n-+n'

2 o @
Q2z-2(3) Qai(5)

donc

n—+n'

E 2V
Qo (1) Qe (1)
Or la série

[22%2 T PQn()\)
Esz L) Qo) — T () =lim s

Fac. de T. — VIIL J.5
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est convergente; par conséquent on peut déterminer un nombre v tel que
pour nZ2v

n+n'

2 Qo
sz—z()‘) sz(")

quel que soit n’, € étant aussi petit qu'on le voudra.
Pour les mémes valeurs de n on aura donc aussi

n—4-n'

2 . L <e
sz 2 (5 )sz(z) ’

et puisque z est un point quelconque du domaine S, cela montre que la
série (1) est uniformément convergente dans S. Comme, d’autre part, les
termes de cette série sont holomorphes dans S, il s’ensuit, d’aprés un théo-
réme connu, que

N Qs . Pyu(3)
F(z)= & =lim
( ) Zsz—2(z)Q2k(z) : QZn(z)
est aussi holomorphe dans S.
On voit facilement que les mémes raisonnements s’appliquent presque

sans modification & la série (2), et il suffira d’énoncer le résultat suivant.
La série

RN S \ Aop+172 T Ponr (3)
B = o~ 2 0me) G~ ™ G 9

est uniformément convergente dans S et F,(z) est holomorphe dans ce
méme domaine.

Ainsi, dans toute la partie du plan ou la partie réelle de z est positive,
on a

lim =TF(z), lim Q::ié ; =TF,(3),

F(z), F,(z) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions ne sont pas
identiques dans le cas ou la série

©

E Ap

1

est convergente; elles sont identiques dans le cas ot cette série est diver-
gente. Supposons z = x réel positif, et faisons tendre « vers zéro, on con-



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES.

clut aisément des expressions de F(z), F, () par les séries

lim F(zx)= a+a+a—+...,
xr=0
limaF(z)=1: (e, +ay+as+...).

Si la série
Eain

est divergente, F(z) croit au dela de toute limite. Si la série

za2n,-—-1

est divergente, z F, (x) tend vers zéro.

Remarquons que

Pon(2) _ My
an(x) - X -+ Ty
M.z} |

(M Mw Mz}
-—'2 & k 1(‘__|_ —|—(—I)F 1—%+(—”I)pms

on aura donc aussi

F(@) =2 — Zh 4.+ (—)p 222 (— gL (o<i<n,
et de méme

Fi(a)=2— & o a2l (o<i<),

partie réeelle

16. 1l faut étendre maintenant ces résultats au cas ot la
est négative. On y arrive facilement a 'aide d’une proposition de la

de =
théorie des fonctions que nous établirons plus loin. Mais, avant d’aborder
cette étude, nous allons examiner le cas ou la série
S
1
est convergente. On peut traiter ce cas par une méthode particuliére, grace

a cette circonstance que les polynomes

Pon(2), Qun(x), Panei(x), Qanis(2)

tendent vers des limites finies.
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CHAPITRE 1V.

ETUDE DU CAS OU LA SERIE =a, EST CONVERGENTE.

17. On a identiquement

n

P‘zn(z) — Ea-z/uPTk—I(z):

1

Qan(5) =1+ ¥ @2 Qupi (3),
1
Popi(3) =1+ 2“2/.~+15P2k(5),
1

Qznr1(3) = 2a2k+15sz(5)-

Par conséquent, en supposant que la série
2
1

soit convergente, les séries

©

EaakPM‘—-l(Z),

1

I+ 2 A5 Q21 (2),
1
@
1+ Eaikﬂsz/,(z),
1
2“2k+1zQ2k‘(Z)7
0

sont convergentes lorsque z est réel positif.

Considérons un domaine quelconque S danslequel le module de z admet
une limite supérieure A qui soit finie. Je dis que les séries précédentes sont
uniformément convergentes dans S, et, puisque leurs termes sont holo-
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morphes dans S, il s’ensuit qu’elles représentent dans S des fonctions ho-
lomorphes. Il suffira de considérer la premiére série. On a

I n+n' n+n'

E s Por_y (5) l < 2 s | Por—y () B

n

I
|
Or Py, (2) est un polynome & coefficients positifs; donc

|sz—1(z)l<P2k—1(!5 D—f—P‘Uc—i(;\),

puisque
|5[=2,
donc . o
Z ai/tPQk—l(z)l< 2 azkpﬂc—l()‘)'

Or, la série

®©

2 a2k Par_y (R)

1

étant convergente, on peut déterminer un nombre v tel que, pour n2v,

n+n’

D auPu () <,

n
quel que soit 7', ¢ étant aussi petit qu'on le voudra. Pour les mémes va-
leurs de 7, on aura donc aussi

n+n'

Z @ Par—1(3) l <e,

n

et, puisque z est un point quelconque du domaine S, cela montre que la
série considérée est uniformément convergente dans S.
D’apreés cela, nous avons

P(5)= Y auPyu_,(s) =limP,,(s),
7(3) =1+ X @ Qasos(5) =1imQyn(3),

pi(3) =1+ 2 @213 Py (3) = lim Py, (35),
1

q:1(z) = 2 a2k+1zQ2k(5) =1lim Qy,, (%),

0
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les quatre fonctions p(z), ¢(z), p,(z), ¢,(z) étant holomorphes dans
tout le plan. Elles sont liées évidemment par la relation

Pi(3)q(3) —p(2)q(5) =+1.

18. Il est clair, d’apres ce qui précéde, que la série

©

2a2kp2k—l(z)

1

est absolument convergente, et méme que la nouvelle série, obtenue en
remplacant P,,_,(z) par son expression comme polynome de z, est abso-
lument convergente. Dés lors, dans la nouvelle série, il est permis d’or-
donner suivant les puissances de z, ce qui donnera

®

p(z)= Y sk
0
et le coefficient a; sera la limite du coefficient &, de z* dans P,,(3) (n°2).
Les mémes conclusions s’appliquent évidemment a ¢(z), p,(z), ¢,(z).
Nous venons de voir que P,,(z) tend uniformément vers p(z), et ilest
clair que p(z) est une fonction continue de z. On peut en conclure que,

B1y B3y 33

étant une suite infinie de nombres et limz, = Z (pour n = =), on aura

aussi
lim Py, (z,) = p(Z).

En effet, entourons le point limite Z (supposé fini) par un cercle C. A
partir de n2v, z, sera a I'intériecur du cercle et, & cause de la convergence
uniforme, on aura

(M | P2 () —p(3)| <,

pour n2v, z étant un point quelconque situé a Uintérieur de C. D’autre
part, z, tendant vers Z, on aura aussi

lp(z.) —p(L)] <s,
A partir de n2v”. Or, ,

1 Pan(3,) — p (L)} <|Psn(5:) — p(zn) |+ 1p(z.) — p(Z)],
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et dans la formule (1) il est permis de remplacer z par z,; dés lors, on

conclut
| P2r(55) —“P(Z) | <a2e,
pour =N, N étant le plus grand des nombres v, v/, v". Enfin on trouvera

©

facilement, par la considération de la série
p(s+ k)= X anPy (s +h),

1
qu'il est permis d’ordonner le second membre suivant les puissances de £,
et d’en tirer la conclusion qu’il est permis de différentier autant de fois

@

qu’on le voudra la série
p(z)= Eaﬂfpﬁk—l(z)’
’ 1

p'(z)=limP,,(3),

on a donc
(z) vers p’'(z) est uniforme dans tout domaine S

et la convergence de P,
ou | z| est limité. Supposant lim z, = Z, on aura aussi
limPs,, (z,) = p'(Z).
19. Nous allons obtenir maintenant les fonctions p (z), ete., sous forme
de produits infinis, en nous bornant a développer le raisonnement dans le
(5) =1imQy, (z).

cas de
Les polynomes P ne différent pas au fond des polynomes Q, on a re-
marqué déja (n° 3, ala fin) que
Py (2) = = Q}umy (5),
Pzn—H(Z) = Q;n(;"))

et dés lors il sera facile d’étendre le résultat que nous allons établir pour

g (=) aux fonctions p(z), p,(3), ¢,(%). On a

o=+ 2) (2
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Nous supposerons les x, rangés par ordre de grandeur croissante,

I 1 I
—+ — 4.+ — =1
Ty L'y Z'n )l<ﬁ“

B, étant le coefficient de z dans le développement
q(s) = 2 Brsh.

Lorsqu’on remplace n par n + 1, nous savons que x,, &, ..., s décrois-
sent, mais il est clair qu’on aura toujours

I
x> o
1
Par conséquent, pour n =, x; tendra vers une limite positive que
nous désignerons par A, et

Je dis d’abord que la série

1 + 1 - 1 4
VR WA W
est convergente. En effet, soit £ un nombre fini quelconque, en prenant
n >k, on aura
I 1 I T T I
e e > — A — L —
A A M T oxy s x
puisque x; tend vers A; en diminuant toujours. Mais, d’autre part, A; étant
la limite de «;, on peut supposer » assez grand pour que la différence

(L4 +L>_<L+ +_I>
\ AT A z, Tz

soit inférieure a ¢, et alors

1 I I I I I
—_— ]l =+t — ...+ — 5
)\1 )‘k Zy Xy Zy n

I 1 1
=

)\‘ )\2 )‘k< Bl -+ €.
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Ceci prouve que la série 2 )\L est convergente et que la somme de cette
k
1

série ne saurait surpasser {3,.
Puisque x, tend vers A, on a

lim Qs, (— zx) =0 =g (— M);

les A, sont des zéros de la fonction ¢( — z).
20. Peut-il arriver que plusieurs A soient égaux, qu’on ait par exemple
7\k+1 = M2y - - - = Metiy

A étant < Mgy Mgzey > Mo 2 I faut d’abord remarquer que 7 sera néces-
sairement fini puisque la série

25
e
1
est convergente. Ensuite, nous pouvons prendre n assez grand pour que
Loy o ooy Lhy Lhtts + v o9 Lhtis Lhti+i
différent aussi peu qu’on le voudra de leurs limites
7\1’ s )\k’ )\/c—é—l, ] )‘k+l', )\A'+i+1'
Nous pouvons donc supposer que

Lr+1s  Lhtas vy Lhi

solent tous dans 'intervalle (As,,, Appiny).
Ensuite, nous pourrons trouver un nombre »’ tel que les racines

’ ’ ’
Zrr1s Lhios -5 Lpyy

de

Quntan (—3)=o0
se trouvent toutes dans 'intervalle
()\k+17 Zpiq)s

X, .., Testant toujours supérieur a Ay ;.
Fac. de T. — VIII. J.6



J.42 T.-J. STIELTJES.
De cette fagon, on voit que I'intervalle
(xllﬁ-is xl/{+i+|
de deux racines consécutives de Q,,,,,( — z) = o renferme les racines

L1y T2 sy Lpyy

de Q,,(— z) = o. Or nous avons vu (n° 5) que, dans l'intervalle de deux
racines consécutives de

Q2n+2n' ( — Z) =0,

il se trouve soit une racine de Q,,(— z)=o0, soit une racinc de
P}", (— z)=o0. On a donc nécessairement ¢ =1, c'est-d-dire parmi les
nombres

)‘U )\2: )\37 ERS ]

il n’y en a point qui soient égaux.

21. Soit ¢ un nombre positif aussi petit qu’on le voudraj; le produit
(1) e=1] <1 + )z;)
1

¢tant convergent pour toute valeur finie de z, il est possible de déterminer
un nombre m tel que

I (+ ) =<

m—1

Nous supposons ici que z ait quelque valeur finie fixe. Soit

w=11(+5),
1

il est clair que

et puls aussi
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A cause de

@:H<1+7\2>><H<1+{;>:
1

m+1

on en conclut facilement
(2) @:H<I+%> +Mé/,
1

le module de ¢’ étant inférieur & e.
Considérons, d’autre part, pour n > m I'expression

o= 1+ 2) <1 (- 2)

m-+-1

il est clair qu’on aura encore

<M,

<s

() -

d’ot1 'on conclut

(3) Q)= (1 + 5 ) +Me

1

le module de ¢” étant inférieur a .
En faisant croitre n indéfiniment,

(+2)
(-3
9
‘1
tendra vers
(:+:
=)
1

Dés lors la comparaison des formules (2) et (3) montre que I'on a

lim an(Z) = @;
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c’est-a-dire la fonction holomorphe g (z) peut se mettre sous la forme
T1(:+ T)
1

Ainsi, la fonction ¢ (z) est du genre zéro, elle n’admet point d’autres
zéros que les — A qui sont des zéros simples. On arrive pour p (), p,(z),
¢, (z) a des conclusions toutes semblables.

22. Pour toute valeur de z qui n’annule pas ¢ (z) ou ¢, (z), on a

—_—

Qn(s) — q(5)

Pyyiy (2) __Pl(z).
Qune1(3)  q1(2)

lim

Nous allons obtenir ces limites encore sous la forme d'une série de
fractions simples. Pour cela, considérons la décomposition en fractions
simples

P, (z)_ M, M, M,

Qu(5) s+ 342, 5+ 2,

Mk:M.

’2n(_ xk)

Pour n = x, tend vers A N il s’ensuit que M, tendra aussi vers une
y Yk k k
limite finie Mk 2 o,

_P(—=M)
BE= (=)

Il est clair que y, est positif, car, a cause de la relation
P1(2)9(2) —p(3) g1(3) = + 1,

les fonctions p (z) et ¢ (z) ne peuvent pas s’annuler pour une méme va-
leur z = — ;.

La série
[ v Rl o S

est convergente. En effet, prenant n suffisamment grand,

[ T VP e R o 9

différera aussi peu qu’on le voudra de

M, +M;+...+ M;;
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donc
Pt A e <<My+ M+, ..+ Mg+,

. . I
est convergente et que la somme de cetle série ne saurait surpasser -
1
Cela étant, et puisque les nombres

7\1’ )\2, )\3;
croissent au dela de toute limite, il est clair que la série

Szzziklk

1

définit une fonction méromorphe dans tout le plan.
Soit ¢ un nombre positif aussi petit qu’on le voudra, puisque %, croit au
dela de toute limite, on pourra trouver un entier m tel que

I
)‘m+1'—lzl> 'e"
et 'on aura alors, & plus forte raison,

)\m+i’—lzl>ei (5:1’2’3"‘-)5

d’oti 'on conclut

T .
|)‘m+i+sl>)\m+i"‘lzl>s_7 <e (l:1,273"")‘

I lm+i “+ 3z 1
En écrivant

m—+1
on aura
i 2
PN 2|z+m<€zf"‘<_’
m+1 m+1

donc

m !
4 § = il £
(4) ;z_l_)\k',—a‘)

le module de ¢’ étant inférieur 4 ¢.
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D’autre part,

b

Pon(z) ~a M, E M,
—_ —+

Qun(5) 4 5+ 2 5+ @
1 m—+1

et, si 'on se souvient que x; > A4, on conclut

n

Ez—l—xk E]z+1L]<Esz<:—1’

m-+1 m-1

done

"

(3) P,(2) ~ M. ¢
Q?n(z)—z 4

’
Z+ x a,

le module de ¢” étant inférieur a ¢.
Or, pour n = =, on a

m
hmz T
‘.—}—zz'k z+ Ag

1

et dés lors la comparaison des formules (4) et (5) montre qu'on a

P,, (z) _ p(%) 2

lim = =3 . C. Q. F. D.
Q) (1) :
23. Nous venons de voir que la série
P
1
est convergente; plus généralement, on a
zpklﬁ;:ci C(i=o0,1,2,3, ...
1

D’abord la série considérée est bien convergente, car la somme
PN oAy Al
différe aussi peu qu’on le voudra de
M, 2z} + Mozl +. ..+ Mzak;
par conséquent, elle sera inférieure &

M,z +...+M.zi+e,
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et, a plus forte raison, inférieure a ¢; + ¢, puisque

n
c; = E M, k.
1

Soit donc
g = 2 l“"/c)‘;c'
1

On aura 6 =c¢;. Déterminons un nombre m tel que

0‘1
.i__.<€,

)\m—H

e étant un nombre positif aussi petit qu’on voudra, on aura
(6) o= ¥ ke,

1
¢’ étant plus petit que . En effet,

Pk 3
2 M<i— 2“"” <

m—+1 m+1

M
w
_
R
=¥
A
Sle
i
)

D’autre part, on a

Cc; = 2 M/c$k+ 2 Mk.zk,

m--1

et il est clair que

2 Mkd‘k<

m—+1

t+1 1+1
E Mk(L‘ < g,

1n+1 m+l

m
(7) ci= 3 Mpah+ ¢,
1

” étant plus petit que ¢
Or, pour n = %, on a

n m
lim 2 M; x| = Z Pk
1 1

dés lors la comparaison des formules (6) et (7) montre qu’on a

g=c; C. Q. F. D.

J.47
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J.48
24. 1l suffira d’énoncer les conclusions analogues résultant de I’étude de
la formule
P2n+1 (5) . &0 Nl Nn ,
Q2n+1(z)— z z + @ 3+ x,

en cherchant ce qu’elle devient pour n = o. On aura
(k=o,1,2,3,...),

(k=1,2,3,...),

vy ==lim N,
ek:llm X
Pyni1(3) P1(3) Yo < Vi
= = — + —_—
Q2n+1('3) 91(5) s 215+9k’

©

Cy = Elvka

(4
©

c;:E v, 0% (i=1,2,3,...).

1

Considérons sur une droite infinie OX... une distribution de masse (po-
sitive), la masse m; se trouvant concentrée  la distance &, de 1'origine O.

lim

La somme
Z m,E{f

peut étre appelée le moment d’ordre k de la masse par rapport a 'origine.
Il résulte alors des formules précédentes que le systéme des masses

(o> M) (t=1,2,3,...)
a pour moment d’ordre % la valeur ¢; (k=o0,1,2,3,...).
De méme, le systéme des masses
(i=o0,1,2,3,...),

(Via 61)

ou O, = o, aura les mémes moments ¢;.
Nous appellerons probléme des moments le probléeme suivant :

Trouver une distribution de masse positive sur une droite (Ox), les
moments d’ordre k(k =o,1,2,3,...) é€tant donnés.
Désignons ces moments par ¢, et remarquons d’abord que ces données

de la question doivent satisfaire & certaines inégalités.
En effet, nous supposons qu’il soit possible de trouver des m;, E; tels

que
cr=Zm;Ef;
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il s’ensuit (voir la fin du n° 8) que tous les déterminants

Cp Cp+1 “es Cp+m—1
Cp+1i Cp+2 - Cp+m
Cp+m—-1 cp+lll e cp+2m—2

doivent étre positifs et, en particulier, les déterminants A,, B, dun® 11.
On en conclut que, si I'on réduit en fraction continue la série

Co 01, G
3z -2 33
on doit obtenir une fraction continue du type que nous étudions avec des
valeurs positives des a;.
Cela étant, nous distinguerons deux cas dans le probléme des moments,
le cas déterminé et le cas indéterminé.
Le cas indéterminé a lieu lorsque les données c; sont telles que la série

.
S
1
est convergenlte.

Il est facile de justifier cette dénomination : en effet, nous venons de
voir que dans ce cas le probléme admet au moins deux solutions, soit par
le systéme des masses (w;, A;), soit par le systétme des masses (v, 0,), et

iy A P iy Vi)y Ll
dés lors, il est facile de voir qu'il y a une infinité de solutions. Nous mon-
trerons plus loin qu'il y a méme toujours une infinité de solutions dans les-
quelles la masse est distribuée sur ’axe d’une facon continue avec une
densité finie en chaque point.

Le cas déterminé a lieu lorsque la série

©

E a,

1

est divergente. Nous montrerons en effet que, dans ce cas, le probléme
des moments admet toujours une solution et une seule.

Fac. de T. — VIIL J.q
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CHAPITRE V.

SUR QUELQUES THEOREMES DE LA THEORIE DES FONCTIONS,
ET LEUR APPLICATION A LA THEORIE DE NOTRE FRACTION CONTINUE.

25. Soit
fl(z)» fﬁ(‘:)’ f3(Z),

une suite infinie de fonctions analytiques, toutes holomorphes dans un
cercle C tracé autour de l'origine avec un rayon R.
On aura donc

fuls) = D A,

ces séries étant convergentes tant que |z | < R.
Considérons la série

D S(2),

nous la supposerons uniformément convergente pour |z|SR,, c’est-a-dire
a D'intérieur et sur le contour d’un cercle C, tracé autour de l’origine avec
un rayon R, plus petit que R.

Soit encore R’ un nombre plus petit que R, mais pouvant différer de R
aussi peu qu'on le voudra. Nous supposerons encore que le module de la
somme

J1(3)+ fo(5) +.. .+ fo(3)

admet une limite supérieure L, quel que soit 2 et quelle que soit la valeur
de z 4 Dintérieur ou sur le contour du cercle C', tracé autour de l'origine
avec le rayon R'. 1l peut arriver, du reste, que ce nombre fini L croisse au
dela de toute limite lorsque R’ tend vers R.

Dans ces conditions, nous allons démontrer le théoréme suivant :

La série
D (=)
1

est uniformément convergente pour |s|<R'.
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Et 'on peut ajouter, d’aprés un théoréme connu de M. Weierstrass, que
nous avons appliqué déja plus d’une fois (n° 15, 17), que cette série repré-
sente une fonction holomorphe dans le cercle C. C’est du reste ce qui
résultera aussi de notre démonstration.

26. Rappelons d’abord ce lemme :

St la série

©

Jf(=) :z o 5t

0

est uniformément convergente pour |z|= R, on aura
M
[a:] < R

M étant le maximum du module de f(z) pour|z|= R.

Et I'on sait que I'uniformité de convergence de la série pour |z|= R est
assurée, lorsque le rayon de convergence de la série surpasse R.
On adrait pu considérer une série

S(3) :iaizi;

la limitation

i < O
: R

aura lieu alors pour les valeurs positives et négatives de 7.
La série '

Zf/c(z)

é¢tant uniformément convergente pour |z [<R,, cela veut dire qu’étant donné
un nombre ¢ aussi petit qu’on le voudra, il est possible de trouver un entier 7
tel que

n—+n'

D S| <s

quel que soit 7, et cela pour toutes les valeurs de z dont le module ne sur-
passe pas R,. '
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Cette somme

n4n'

D f3)

n

est une somme d’un nombre fini de séries

L
St
0

toutes convergentes dans le cercle C. Elle pourra donc se mettre aussi
sous la forme d’une telle série

Efku):izf(ZA:-f)

En appliquant a cette série le lemme rappelé plus haut, en posant |z| = R,,
il vient

n+n'

AL
Cette limitation montre que la série

Sz

1

€

< .
R

est convergente; nous posons

27. A lintérieur, ou sur le contour du cercle C’, on a

lf1(z)+fz(z)++fn(z)l<[‘;

mais cette somme

Ji(3) + f2(3) 4. [al(3)

peut se mettre encore sous la forme d’une série

5:(54)

convergente dans le cercle C. En appliquant le lemme pour |z[ = R’, on
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conclut
<. .| L
2Af < g
1

Cette limitation a lieu quel que soit #. Or nous savons déja qu’en faisant
croitre indéfiniment 7,

Al
1
tend vers une limite finie ¢;. On en conclut
_ L
] C; [ = ‘[_{Tl >

et 'on voit par la que la série

®

F(3) :Eciz"

0
est convergente dans le cercle C, puisqu’elle I'est dans le cercle C’ qui différe

aussi peu qu'on le veut de C.

28. Soit ¢ un nombre aussi petit qu'on le voudra; nous avons vu qu’on
peut déterminer un nombre 7 tel que

n+n'
X e
<
n Rll
donc aussi
13
Sl
n Rli
et puisque
@ @ n+n
PIEVED VS WIS
n+n'41 n n
on aura
. 2¢
> Af < R
n+n'+1 !

Nous obtenons une autre limitation, pour la méme expression, par le
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raisonnement suivant. D’aprés ’hypothése admise on a

n+n'+n"

PG

n+n'+1

< 2L,

tant que | z|=R’. Or

n+n'+n" © /n+n'+n"
> fk(z>——-2z,»< > Af>.
0

n4+n'—+1 n+4n'+1

En appliquant le lemme pour |z| = R/, il viendra

n+4n'+n" L
k 2L,
2 A<
n+n'+1
done, en faisant croitre indéfiniment 7",
PO
iLI=R"
n4n'+1

29. Nous allons démontrer maintenant le théoréme énoncé, en faisant
voir en méme temps que la somme de la série est F(z).
Pour cela considérons ’expression

n+n'

F(s)— 3 fu(2),

et soit R” un nombre un peu inférieur & R’, la différence R’ — R” étant
d’ailleurs aussi petite qu’on le voudra.

Soit e un nombre aussi petit qu’on le voudra; nous allons faire voir qu’on
peut trouver toujours un entier n tel que

n-+n'

F(2)— ¥ fulz) | <e,

quel que soit n’ et quelle que soit la valeur de z dont le module seulement
ne doit pas surpasser R”.

Voicli en effet comment on obtiendra ce nombre 7. Déterminons d’abord

un entier p tel que
R\PH 1
(R o
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Cela est possible puisque R” < R’. Soit ensuite

R” R"\? R”\»

et choisissons un nombre positif ¢ tel que
' I
aMe' < 5 &

Ce nombre ¢’ obtenu, on détermine enfin n par la condition
b

n—+n'

D (=)

tant que [z[SR,. Cette détermination est encore possible parce qu’on sup-
pose que la série

<é,

N fi(2)

est uniformément convergente pour | z|<R,.
D’aprés les n° 26 et 28 on peut en conclure

2€
k
? Aj < =70
A R

. 1
n+n'+1

@

A| < 2L.

n—+n'+1

Oron a
F(s) ~-2fk<s>:izf<ci~2Af),

c’est-a-dire, si ’on se rappelle la définition de c;,

F(z)-——z_fk(z) :iz"< i A{F>.

n+n'+1

On en conclut, tant que |z|<R”,

n+4-n'

F(5)— 2 fr(2)

®

ZA{F.

n+n'+1

< i R/l[
0
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Cette limite supérieure est égale a

ﬁfw i Al +§“R"f > AL,

0 n+n'-+1 p+1 n+n'+1

et, par conséquent, inféricure a

P P ® L
ER'H‘%@. + PR

1
0 p+1
9 \ . . ). \
c’est-a-dire inférieure a

" 1
aMe'+ oL <%>"+ < —1

c’est-a-dire enfin inférieure A «.
Notre théoréme se trouve ainsi démontré, car la substitution de R” au lieu
de R’ n’a aucune importance.

30. Considérons maintenant une suite infinie de fonctions

fl(z)’ f2(:)’ fa(Z), RIS ]

holomorphes dans une aire quelconque S, dont nous désignerons le contour
par s. Nous supposerons que la série

Efk(z)

soit uniformément convergente a I'intérieur et sur le contour d’un cercle C,
décrit autour d’un point z, de S comme centre avec un rayon R,, ce domaine
de convergence n’ayant aucun point commun avec s.

Nous supposerons ensuite que le module de la somme

J1(z) + fo(3) +.. .+ fr(5)

admet une limite supérieure indépendante de n dans toute aire S’ intérieure
a 'S et sans point commun avec s.

La série
F(s)= ¥ fu(3)

est uniformément convergente dans S' et représente une fonction holo-
morphe dans S.
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I est aisé de déduire ce théoréme de celui qu'on vient de démontrer.
Décrivons autour de z,, comme centre, un cercle C avec le plus grand rayon
possible qui ne déborde point en dehors de S. Soient R > R, le rayon de ce
cercle, R”<<R le rayon d’un cercle concentrique C qui ne déborde pas en
dehors de S’. 1l est clair alors que nous pouvons appliquer le théoréme
démontré et conclure que la série considérée est uniformément convergente
dans C’, etreprésente une fonction holomorphe dans C. De cette facon on a
étendu le domaine de convergence de la série du cercle C, au cercle C’. Soit
maintenant z, un point quelconque a l'intérieur de C’, décrivons autour de
ce point un cercle C| avec un rayon R, qui soit entiérement a I'intérieur
de C’. Alors on voit que la série est uniformément convergente pour
|z — z,]SR). On pourra donc répéter le méme raisonnement que nous
avons fait pour le point z, et le cercle C,, et, en continuant de cette facon,
il est clair qu’on finira par reconnaitre que la série

F(z):Efk(z)

est uniformément convergente dans toute aire S” intérieure & S’ et sans
point commun avec le contour de . En méme temps il est évident que
F(z) est holomorphe. C’est la le théoréme énoncé, la substitution de S”
au lieu de S’ étant sans conséquence.

On sait que le maximum du module de f,(z)+...+ f,(z) dans &' a
toujours lieu sur le contour de S'. Dans I'énoncé de notre théoréme on
aurait donc pu exiger seulement que le module f,(z) +...+ f,(z) sur le
contour de S’ reste inférieur & un nombre fixe.

Enfin, il serait facile de généraliser notre théoréme au cas ou il s’agit
d’une série dont les termes sont des fonctions de deux variables imagi-
naires.

31. On peut donner a notre premier théoréme unc forme un peu plus
générale en considérant une suite de fonctions

Ji(z3), £(3), fals),

holomorphes pour 7 < |z| <R et par conséquent développables en séries

fi(s)= X Aksh,

Fac. de T. — VIII. J.8
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convergentes pour
r<|z|<R.

Quoique les raisonnements soient absolument analogues a ceux que nous
avons exposés, nous devons cependant les indiquer rapidement, parce
qu'ils donnent lieu a une remarque qui nous sera indispensable dans la
suite.

Nous supposerons que la série

> fil3)

soit uniformément convergente pour r,=|z|=R,
r<r<R <R,

et ensuite si 7/ est un nombre quelconque surpassant r, R’ un nombre
quelconque inférieur & R,

r<r'<n<BR <R <R,
nous supposerons que pour 7' =|z|SR’ le module de la somme
f1(3) =+ fa(2) +. .4 fu(5)

admet une limite supérieure indépendante de 7. Cela étant, on peut affirmer

que la série

F(s)= Y fi(3)

est uniformément convergente pour r'<|z|SR'.
En méme temps F(z) est holomorphe pour r<|z|<<R. On peut
d’abord déterminer un nombre 7 tel que

n-+n'

| X (2)

pour 7, | z|=R,. On en conclut

<s,

| n+n'

I

| n+n'
|

€ &
— et Afl< =
<& !2 <
n i

|
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d’ou I'on voit que la série

est convergelzle.
Pour 7"<|z|=R’, ona

2 zki‘t
1

lei

On voit par la que la série

<% et

SUR LES FRACTIONS CONTINUES.

L
< 77

XY
1

L L
<ETl et |cil<ﬁ'

+ o

F(z) :E c; sl

—_—x

est convergente pour r <|z| <R puisqu'elle est convergente pour

r<|z|<R.

Ensuite il est facile de voir que, ¢ étant un nombre aussi petit qu’on le

voudra, on aura

[

l

3w

n=+n'+1

puis aussi

>

n+n'+1

2¢ 3 2¢€

! n—+4n'+1 1

2L < .. _°L

<pi o 2 Al <27
n<n'+1

32. On pourra maintenant, par un choix convenable de 7 et pour

S|z SR (1" < 1", R"< R’), rendre

n—+n'

F(z) ——ka(z) <e.
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Pour cela on déterminera d’abord les entiers p et ¢ par les conditions

n 1
2L<%>p+ < !

_RTgE

Soit ensuite M le plus grand des deux nombres
R!I
I

R”

2 R”\ P
Rl> +"'+<R‘l>’

’—},+<L:71,>2+...+<r1

I 7

q
—,:T/ >
et choisissons un nombre positif ¢’ tel que

aMe < ;s.
4

Ce nombre ¢’ obtenu, on détermine enfin » par la condition

tant que r,=z=R,.

Pour faire voir que ce choix de n satisfait, en effet, a la condition
énoncée, remarquons d’abord qu’on aura

> a

©
2¢’ 2¢'
< Ri et Z A{c < —IT )
n-4-n'4+1 1 n4+n'-+1 !
puis aussi
-] L
s 2L & _ 2L
2 Afl<gr e | X A<
n+n'+1 n—+n'+41
Ensuite 1l vient

n+n'

F(z)— Y fu(s)=
1

S $x)

\ #+n'+1
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Pour 7| z|<R”, on aura donc

< 2 R

Cette limite supérieure est égale &

n+n'

F(s )—Efk(z) +2 2 Af|.

n+4-n'+1

S

n+n'4+-1

® ®
ZR”' 2 Afl+ X RY Y AL
n-+n'4+1 p+1 n—+n'—+1
—_w® ©
+3r| 3w 3 S
n-+n'+1 —(g+1) n+n'+1

et, par conséquent, inférieure a

2 R”' 2¢! E Rl/, + E rr/; + Z //,

p+1 —(g+1)

c’est-a-dire inférieure a

14 +1 1
zMe+2L<R>p = [R,,+2Ms+2L( >q+>< . 7

1 1— —

RI r//

c’est-a-dire inférieure a .
Il résulte de cette démonstration que dans le développement

+

F(3) :Ecizi,

—®

le coefficient ¢; est la limite du coefficient de z¢ dans le développement de

zf/c(z)’

pour 7 = . Cette remarque nous sera utile plus tard.

33. Nousavons vu (n°15) que, tant que la partie réelle de z est positive,
la réduite

Pzn(z)_ 1273
Qan(z) ; Q;zl;—-z(z) Q2r(5)
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tend pour n = o vers une limite F(z) qui est une fonction holomorphe
de z. La série

E Ao
Qu 2(%) Qar(3)

est uniformément convergente dans tout domaine S dans lequel la partie
réelle de z admet une limite inférieure qui soit positive.

Posons
. Ay ,
S N I O )
on aura
P?n
QME ) Ef/n( )’
c’est-a-dire

Efl.(z) Z‘_* z;

Admettons que z ait une valeur quelconque non sur la coupure, on aura

S M,
<Xl

Je désigne par (z) le minimum du module de z + « lorsque u varie de
0 4 % en passant par toutes les valeurs réelles et positives. Il est clair que,
lorsque la partie réelle de z est positive ou nulle, on aura

(5)=|=],
mais si, dans z = a + (37, a est négatif, on aura
(z)=[BI

On voit que (z) est positif, non nul tant que le point z n’est pas sur la
coupure. Puisque, par définition, on a

|5+xz1§(5),

< (;—)ZM,

1l viendra

c’est-a-dire
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Considérons maintenant un domaine quelconque S qui reste & distance
finie de la coupure; dans ce domaine (z) il y aura une limite inférieure A
qui sera positive. Dans tout le domaine S on aura alors

n

1
D) <
1
et cette limite supérieure est indépendante de n.
Soit maintenant ¢ un point quelconque du plan non sur la coupure;
nous allons montrer que la série

imz)

est convergente pour z = a, et que la convergence est uniforme dans le
voisinage de a, c’est-d-dire dans un cercle C décrit autour de @ avec un
rayon assez petit pour n’avoir pas de point commun avec la coupure.

Prenons arbitrairement un point z, et un cercle C, dont z, est le centre
et qui soit tout entier dans la partie du plan ou la partie réelle de z est
positive.

Nous pouvons alors construire encore d’une infinité de maniéres un do-
maine S englobant les cercles C et C, et quireste a distance finie de la cou-
pure. Dans ce domaine S le module de la somme

D Ss)

admet une limite supérieure indépendante de 72, comme on vient de le voir.
D’autre part, nous savons que dans le cercle C, la série

F(z):Zf,,(z)

est uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le théo-
réme du n° 30 et affirmer que cette série est uniformément convergente
dans S et partant dans C,. Et, en méme temps, nous savons que F(z) est
holomorphe dans S.

Cela revient donc a dire que les réduites

Pm(ﬂ') . * :
QZ?&(:') *ka(")
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tendent vers une fonction holomorphe F(z), tant que z n’est pas sur la
coupure.

34. L’étude des réduites d’ordre impair

P-zn+1(5):_i__2 A2k+1 7%
Qzn41(3) %z Qa1—1(2) Qarr1 (5)

se fait de la méme maniére et conduit au méme résultat. Nous savons que
la série

F :_1__ \ Aojt1 7
1(®) a5 12 Qar—1(2) Qar+1(5)

est uniformément convergente dans tout domaine S ou la partie réelle
de z admet une limite inférieure positive. Or, & l'aide du théoréme du
n° 30, on peut conclure que la série est convergente dans tout le plan hors
de la coupure, et représente une fonction holomorphe. Ce théoréme, en
effet, s’applique grace a la limitation

Ponii(3)
Qzn1(5)

1
a,(3)’

qu’on obtient sans difficulté.

Dans tout ce qui précéde, nous n’avons pas eu a distinguer les deux cas
ou la série

Ean

1

est convergente ou divergente. Dans le premier cas, les fonctions F(z) et
F, (z) sont distinctes, mais nous n’apprenons rien de nouveau, ce cas ayant
été déja étudié d’une maniere plus approfondie.

Mais, dans le second cas, les fonctions F(z) et F,(z) sont é¢videmment
identiques et I'on peut écrire pour un point quelconque du plan non sur la

coupure
P,(3)
Q.(3)

lim =F(=3),
la convergence ¢tant uniforme dans le voisinage du point considéré.

La nature de la fonction F(z) se trouve ainsi mise en lumiére; le seul
point obscur qui reste 4 éclaircir, c'est la nature de la coupure, Pour cela,
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nous allons obtenir pour cette fonction F(z) une autre expression analy-
tique, plus explicite que la série par laquelle nous I'avons définie jusqu'ici.
Mais cette recherche rencontre encore de sérieuses difficultés et exige des
considérations assez délicates.

35. Etudions d’abord un cas particulier dans lequel un segment de la
coupure ne présente aucune espéce de singularité pour la fonction F(z).
Soit
Vi, Vay V3, ceey Vi
une suite infinie de nombres entiers, positifs, croissants. On aura évidem-
ment, n parcourant la suite de ces nombres,

. Py, (32)
]lm Q?n(z)

=F(3),

et la convergence sera encore uniforme dans le voisinage du point z. Soient
a et b (a < b) deux nombres positifs, nous supposons que pour n = v,
I'équation

Qun(z)=0o0
n’admet jamais une racine comprise entre — b et — a.
Considérons un cercle C dont le centre est le point — £ % et dont lc

2

. po e . b—a
rayon R est un peu inférieur a

- On constate facilement que pour tous

les points a I'intérieur ou sur le contour de ce cercle, on aura

P,.(2)
Q:2.(3)

1
<
ay (fj_-’;'a‘ — R)

en supposant toujours 7 = v. Il est aisé d’en conclure, d’apreés notre théo-
réme, que si I’on pose (n = v;)

)

g::g; =/1(3) +f32(5) ...+ fr(s),

la série
> fulz)

est uniformément convergente dans tout le cercle C et représente une fonc-
tion holomorphe. Donc la fonction F (z) est holomorphe dans ce cas, méme
Fac. de T. — VIIL J.9
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dans un domaine qui comprend & son intérieur une partie de la coupure, et
sur le segment de la coupure entre — b et — a la fonction F(z) n’a point
de singularités. Cependant il faut remarquer que, dans ce cas, si 5 est sur
la coupure entre — b et — a, la relation

lim P?n(z)

! QQ}L(S) :F(Z)

n’a lieu que tant que n parcourt les nombres v;.
Soient r,, R, (r, < R,) deux nombres compris entre a et b. Les fonc-
tions f4(z) sont toutes holomorphes pour

a<<|s|<<b

ensuite pour 7,<|z | SR, la série
"
ka(z)
1

est uniformément convergente, comme cela résulte aisément de ce qui
vient d’étre dit et de ce que nous avons démontré déja antérieurement.

Dés lors 1l est facile de voir que nous sommes dans les conditions exigées
par le théoréme du n° 31, et nous pouvons conclure : la série

F(z)= Y fu(%)

représente pour a < |z | < b une fonction holomorphe qui peut se mettre
sous la forme

+w

F(z):Zcizi,

—

et, d’apreés la remarque & la fin du n° 32, le coefficient ¢; est la limite du
coefficient de z* dans le développement de

Pzn(i") —
Qon (7) (n=v;).

La valeur de c_, est donc la limite du coefficient de z~' dans le déve-
loppement de
P;n(3) _ M, M, M,

= + + o+ .
Qen(3)  z+xy 2+ x 5+ x,
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Si I'on suppose z,< @, z,,,2 b, ce coefficient est évidemment
M, + M2+- . -+Mp,

car on a pour a < |z|<<b
14
Py,(3) I z, x3
oun= Iz —F+F)

" I z 32
+EM’€<——_'—E -+ ._3...).
a2 X Xy
p+1
36. Nous allons exprimer ce résultat un peu autrement en introduisant
une fonction croissante, discontinue ¢,(z) qui jouera un rdle important
dans la suite de nos raisonnements.
Ayant posé
n
Pon(2) _ 2 M,

Q?n(z)_ 3+ a2

b

nous définissons la fonction ¢,(z) de la maniére suivante

¢n(u) =o, olu<<a,
¢n(u) =M, 2, Su < z,,
Pn(u) =M, +M,, 2yS U < 23,
on(u) =M;+M,+ M,, zySu < @,
CPn(l‘):M1+M2+- +M,_, ZpySu<<a,,
on(u) =M +M;~+...+M,, xS u << oo,

Soit ¢ un nombre compris entre @ et b, on aura
My+M,+...+M,=¢,(c).

Ainsi dans le cas particulier que nous considérons on a

+

F(z)zzciz",

—o

tant que @ <|z| < b et la valeur de c_, s’exprime par
c_y=1limo,(c),
n parcourant toujours les nombres v;.

———0Co—
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CHAPITRE VI.

REMARQUES SUR LES FONCTIONS CROISSANTES
ET LES INTEGRALES DEFINIES.

37. Le probléme des moments que nous avons posé au n° 24 nous con-
duira & considérer une distribution de masse quelconque sur une droite O .
Une telle distribution sera parfaitement déterminée si 'on sait calculer la
masse totale, répandue sur le segment Ox. Ce sera évidemment une fonc-
tion croissante de x, et réciproquement, étant donnée une fonction crois-
sante de x, on pourra toujours imaginer qu’elle représente, de la maniére
indiquée, une distribution de masse. Ceci nous améne 4 faire quelques re-
marques sur les fonctions croissantes. Soit donc ¢() une fonction crois-
sante définie dans l'intervalle (a, ),

une suite infinie de nombres positifs décroissants, tendant vers zéro.
Les nombres
(2 +¢e,) (n=1,2,3,...)

seront aussi décroissants, mais ils resteront 2o (x). Ces nombres tendent

donc vers une limite déterminée A. Soit

’ ! !
€1y &5, &3y

une autre suite infinie de nombres positifs décroissants, tendant vers zéro,
on aura encore
limg(z +¢,)=B (n=1,2,3,...).

Mais il est facile de voir que A = B, et nous pourrons dire que ¢(z + ¢)
tend vers une limite déterminée, dés que la quantité positive ¢ tend vers
zéro, d'une facon quelconque. Nous écrirons

lim ¢(z + ¢) = ¢(2),

et il est clair que de méme ¢(« — ¢) tend vers une limite que nous dé-
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signerons par ¢ (). On a évidemment
- -+
¢(z)s9(z)s9(2).

+ -
Lorsque ¢(z) = ¢(x), nous dirons que x est un point de continuité;

lorsque <p+(ac) > cp_(a:), x est un point de discontinuité, et cp+(oc) — cpn(w) est
la mesure de la discontinuité.
Dans tout intervalle («, 3), il y a des points de continuité.
En effet, soit
A=9(B) —9(a),

et choisissons quatre nombres p, ¢, r, s, de facon que
a<p<g<r<s<B;
il est clair que I'une au moins des deux différences
?(7) —9(P)s, 9(s) —o(r)
sera < 2 Supposons, par exemple, que ce soit la premiére de ces diffé-

rences qui soit plus petite que 2.
q plus p que 7
Ecrivons p = o', ¢ = {}/, nous aurons maintenant un intervalle (o', §'),
tel que
A
9B =)<
et
a<<a <B'<B.

De méme, en partant de I'intervalle (o, §'), on pourra trouver un inter-
valle (a”, "), tel que
A
CORICORS P
< ol < ﬁrr< {37.
En continuant ainsi, on obtient une infinité d’intervalles
(a’ ﬁ)’ (a,’ B,), (a”7 Bl/)’ MRS (a(n)’ B(n))’ MR

tels que

9(BM) — p(am) < .
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On pourra faire en sorte que

lima®=1limB™=y  pour n—co.

Or il est clair que y sera nécessairement un point de continuité, car
+ -
?(¥) —9(¥)

ne peut pas étre plus grand que ¢(B™) — ¢ (a™), quel que soit n : cette
différence est donc nulle. Il est & peu prés évident que la somme des dis-
continuités que peut présenter ¢ () a l'intérieur de l'intervalle (a, b) ne
peut jamais surpasser ¢(b) — o(a). Donc le nombre des discontinuités qui
surpassent un nombre donné est fini, et il est clair par la qu’on peut ranger
les discontinuités par ordre de grandeur décroissante.

Les points de discontinuité de l'intervalle (a,b) peuvent donc étre
rangés dans une suite simplement infinie a indices entiers positifs

Lyy oy X3y, Xy,

Cela est vrai méme lorsque l'intervalle considéré s’étend a I'infini; on le di-
visera en intervalles

(a,b), (byc), (¢, d), (d,e),

On trouvera une suite infinie de discontinuités pour chaque intervalle; ’en-
semble des discontinuités constituera une suite a double entrée, qu’on sait
ranger comme une suite simple. De 14 on peut conclure de nouveau, d’aprés
un théoréme de M. Cantor, qu'’il y a des points de continuité dans tout in-
tervalle. A la vérité, ce théoréme se trouve démontré par les considérations
précédentes.

38. Simaintenant, a cette notion d'une fonction croissante, on veut as-
socier I'image d’une distribution de masse, on sera conduit & dire qu’en un
point de discontinuité il y a une condensation d’une masse finie. Un tel

point est un point matériel de masse q;(x)—cp—(x); et, superposé a ces
masses condensées dans des points, il y aura une distribution continue de
masse. Il convient de regarder toujours 9(b) — ¢(a) comme la masse com-
prise dans l'intervalle (@, b). L'intervalle (Ox) contient alors la masse
o(x) — 9(0) ou ¢(x) simplement, si I’on suppose ¢(0) = o. On voitalors

que 9(x) — cp—(oc) est la partie de la masse concentrée au point x, qui est
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. . - . . +
censée faire partie de I'intervalle Oz, tandis que la masse ¢(z) — @(x)
est censée faire partie de I'intervalle (x, '), (#' > x). En changeant donc
la valeur de ¢(«) dans un point de discontinuité [naturellement il faut

— -+
qu’on ait toujours ¢(x)<¢(z) ggo(x)], on ne change en rien la distribu-
tion de masse, on fait seulement une nouvelle convention, relative a la facon
de compter une masse concentrée en ¢, comme appartenant aux intervalles

(o,x) et (z, ).

Considérons maintenant le moment d’une telle distribution de masse par
rapport a l'origine. Posons @ = z,, b = x,, et intercalons entre x, ét z,,
n — 1 valeurs

By ] Ty <loo < Xy < Xy

Ensuite prenons n nombres £, £,, ..., &,, tels que

Zp SErS Xy
La limite de la somme

Glo(@) —o(20)] + Elo(22) — o (@) +. ..+ E[@(@n) — 9(20s)]
sera le moment, par définition. Considérons plus généralement la somme

(A) 1(&) [o(@1) — ¢ (@0)] + 1(&) [9(@2) — 9 (21)] oo £(Ea) [¢(20) — ¢ (@),

elle aura encore une limite que nous désignerons par

b
ff(u)dcp(u).

Nous aurons & considérer seulement quelques cas trés simples comme
— k — !
f(u) =db f(u) = e
a la fonction f(u). Ainsi il suffira, par exemple, de supposer la fonc-

- tion f(«) continue, et alors la démonstration ne présente aucune difficulté,
et nous n’avons pas besoin de la développer, puisqu’elle se fait comme dans

» etil n’y a pas intérét & donner toute sa généralité

le cas ordinaire d’une intégrale définie.

La valeur d’une telle intégrale ne change pas, si 'on change la valeur
de ¢(z) aux points de discontinuité qui se trouvent a I'intérieur de l'inter-
valle (a, b). Et, en effet, puisqu'il y a des points de continuité dans tout
intervalle, rien n’empéche de supposer que x,, z,, ..., z,_, soient toujours
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des points de continuité. Il faut remarquer seulement que @ et b aussi
pourront étre des points de discontinuité, mais un changement de valeur
de ¢ (z) dans ces points-la affecte la valeur de I'intégrale, puisque ¢(a) et
¢(b) figurent explicitement dans la définition de I'intégrale comme limite
de I'expression (A).

Posons a =§,, b =¥, ,, Pexpression (A) peut s’écrire

f(0)9(b) —f(a)e(a) —o(®) [f(E )—/f(E&)]
—9(x)[f(& )—S(E&)]

— 9(xn) [f(Enrt) — f(E)],

et I'on a

S kS e

En passant 4 la limite, on a donc

13 b
ff(u)dcp(u):f<b)<p<b>—f(a><p(a>—f o(u)df(u).

Dans le cas f(u) =

1
uraz @0 :‘P<0>7

f”dwu)_ 9(b) | ("o(w)du
, u+zx btz ) (e+2)2

Faisons croitre b indéfiniment, en supposant que ¢(b) reste finie, on aura

f’dwu) _ [T e(u)du

u+z (u+2)

Il importait de ne laisser subsister aucun doute sur la légitimité de I'inté-
gration par parties dans les circonstances actuelles.

39. Soit toujours ¢(u) une fonction croissante

o(o)=o, (o) =c,
et posons
*d
F(z):f —zci(f;).

On définit ainsi une fonction holomorphe dans tout le plan, excepté la cou-
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pure, qui se compose de la partie négative de I'axe réel. Cette fonction ¢ (u)
caractérise une certaine distribution de la masse totale ¢ sur une droite OX.
Soit ¢, (z) une fonction de méme nature que ¢(z),

(Pl(o):O’ (Pl(OO):Cl,

“d o, (u)
bo) = [0,
! , f+u

Nous allons montrer que, si les fonctions I'(z) et I, (z) sontidentiques, on
peut en conclure que les fonctions ¢(u) et ¢,(u) caractérisent la méme
distribution de masse; ces fonctions ne peuvent différer qu’aux points de
discontinuité, et peuvent étre considérées comme identiques si 'on n’a en
vue que la distribution de masse.

Il est aisé d’abord de voir qu’on peut écrire

et posons

cp(u)du
e

F(Z)“
puis que F(z) =®'(z) sil'on pose

(I)(z):fow<a_:_u — 3 —I+~u> o(u)du.

Soient maintenant  un nombre positif, ¢ un nombre positif que nous allons
faire tendre vers zéro; considérons, d’apres ’exemple de M. Hermite, la

différence
B(—ztei)—B(—a—ei)= [ 2elw)de
¢ TJ, (u—z) et

Nous allons voir que, pour lime = o, cette expression a une limite finie.
Décomposons I'intégrale en deux

f 2elo(u)du + T 2sig(u)du
(u—z)+¢? o (u—-x)i—i- e?
Je dis qu’on aura

x . d . —
2ei(u)du =rig(a),

llg , (u— )+ g2
00 . -+
lim 28l p(u)du — mig().

e=0/, (it — )+ ¢

Fac. de T. — VIIL. . J.10
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En effet, écrivons
f _eo(u)du T—yE _eo(u)du Y eo(u)du
(u—z)+ ¢ f (6 —z) ¢ +/ ﬁ(u—x)2—l— e’

on aura

x—\E , x—E
co(u)du edu x 1
fo w—ay+a~°) w—zpza=°¢ aretang s —arctang 7= ),

€

donc

.

x—ye
hmf E(p(u)du —0

(u—z)+ ¢

D’autre part, dans I'intégrale
f’ eo(u)du
R,
.y (v —x)+¢

la fonction ¢ (u) pour z — Vesu < » prend des valeurs qui sont infiniment

voisines de cp(x) Il est vrai que la valeur de <p(x) peut surpasser cp(x)
d’une quantité finie, mais cette valeur de ¢(z) n’a aucune influence sur la

valeur de l’mtegrale Il est aisé de voir alors que cette valeur différe infini-
ment peu de

d
<P(-70)f (u_em)lz_FEQ_cp(x)arctang\/_

donc
_e9(u)du f _to(u)du
hmf (u—x)2+e’_ cp(x)__hm ( —x)2+s’
On trouvera de méme sans difficulté

d +
im [ LR m

u — )2+ g2

et nous aurons donc

m[@(— 2 + &) — B(— & — ed)] = i[9 (z) + ¢ (2)].
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Posons maintenant

* 1 1
<I>,<z):f0 (72— ) w0

on aura F,(z)=®(z), et, puisque nous supposons F(z) =Fi(z), les
fonctions ®(z) et @, (z) ne pourront différer que par une constante. On
aura donc

O(—x+ei) —P(—ax—ei) =0 (—x +¢i) — O (—z—&i),

et, faisant tendre ¢ vers zéro, on en conclut

(%) +0(2) =91 () + o1 ().

Cette relation a lieu pour toute valeur positive de z tandis que nous suppo-
sons ¢(0)=9,(0)=o0. On peut en conclure que les fonctions ¢(u) et
¢, (u) caractérisent la méme distribution de masse. En effet, tant qu’il ne
s’agit que de caractériser une distribution de masse, on peut prendre arbi-
trairement les valeurs de ¢(u), ¢,(%) aux points de discontinuité. Rien
n’empéche donc de prendre toujours

fp(w)—:cp(w), (P1($):¢1(w);l—$l(x).

¢(z)=
De cette fagon, on voit qu’on a pour toute valeur positive de =
¢ (z) =1 (2),

et, puisque ¢(0) = ¢, (o) = 0, les deux fonctions sont identiques.
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CHAPITRE VII.

DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL.

40. Soit

Uyy Uy Ug,y

une suite infinie de nombres; nous supposerons que ces nombres sont li-
mités supérieurement et inférieurement.
Il en sera de méme alors des nombres

Upy Ups1y Uniyas Upyszy, ooy

et ces nombres admettent donc un maximum, ou limite supérieure L,, et
également un minimum, ou limite inférieure ,. Ce nombre L, jouira alors
des propriétés suivantes :

1° Aucun des nombres

Ups Upiqs Uptas

ne peut étre plus grand que L,.

2° Au moins un de ces nombres est égal & L,, ou, si cela n’a pas lieu,
on pourra en trouver au moins un qui surpasse L, — ¢, ¢ étant un nombre
positif quelconque. Lorsque n augmente, L, ne peut que diminuer, de
méme /, ne peut qu'augmenter. Dés lors il est clair que, pour n = o, on
aura

limL,=L,
lim [, = {,
Lz

Voici maintenant les propriétés du nombre L :

I. Les nombres

Uy, Uy Ug, ey

& partir d’un certain rang, sont tous inférieurs a L + ¢, ¢ étant un
nombre positif quelconque.

En effet, puisque L, tend vers L en diminuant, on peut toujours déter-
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miner n de fagon que L, soit plus petit que L + ¢; or aucun des nombres
Uny, Up+1y Upta

ne surpasse L, ils sont donc aussi fous < L + ¢.

Parmi les nombres
Uy, Uy Uz, . o

il y en a toujours un qui est, soit = L,, soit > L, — . Soit %, ce nombre,
il est visiblement plus grand que L. — ¢ puisque L, 2 L.
Ensuite, parmi les nombres

Uk+1y Upvas Upygy - .-

il y en aura un qui est, soit = L;,,, soit >L,,, — .
Soit u, ce nombre, il sera encore plus grand que L — .
De méme, parmi les nombres

U1y Uppey  Upgsy

il y en aura toujours un «,, qui est plus grand que L,,, — ¢, et, par consé-
quent, aussi plus grand que L — «.
En continuant ainsi, il est clair que, dans la suite

Uy, Uy Uz ...,
on peut trouver une infinité de nombres
Ups Uy Uy

qui sont tous plus grands que L —e. Les indices &, /, m, ... vont en aug-
mentant; or nous savons déja que fous les nombres de la suite

Uyy Ugy Uzy ...,

a partir d’un certain rang, sont inférieurs a L + .
Il en sera de méme pour la suite

Uy Uiy Upy ...,

et nous arrivons a ce résultat :

1I. Dans la suite
uly Ugy Us, ceey
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il existe toujours une infinité de nombres qut sont compris enire L — ¢
et L + ¢, € étant un nombre positif quelconque.

On verra de la méme fagon

1°. Les nombres
Uy, Uy, us: RS

a partir d’un certain rang, sont tous supérieurs a I — .

II°. Dans la suite
Uy, Uy Uzy .oy

il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre | —«
et l+ce.

La considération de ces nombres L et / est due 4 M. du Bois-Reymond,
qui I'a exposée dans un livre paru en 1882 et qui a été traduit en francais
par MM. Milhaud et Girot. M. du Bois-Reymond appelle L et /les /-
mites d’indélermination des nombres u,; on voit en effet que, pour n
infini, u, finit par osciller entre ces limites. Et il est évident aussi que les
nombres #, ne tendent vers une limite déterminée que lorsqu’on a L = 1.

La premiére application qu’on a faite de cette considération nous parait
due & M. Hadamard qui a remarqué que, dans le cas

un:,\l/lan

le rayon de convergence de la série

®

E Cp 3"

0

est égal a 1:L.

41. Je reviens maintenant a la fonction ¢, (%) définie au n® 36. Clest
une fonction croissante qui est bien déterminée, méme aux points de dis-
continuite.

Elle ne varie qu’entre les limites

]
on(0) =0, CPn("c’)_-—"a_'
1
Soit maintenant z un nombre fixe, positif ou nul, et considérons la suite

infinie
o1 (u), 9a(u), @s(u),
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Ces nombres sont limités; je désignerai les limites correspondantes L
et [ par

L=1{y(u),
=y (u),
en sorte qu’on aura
d(u)Zx(u).

Il est clair du reste que ¢ (o) =y (o) = o, et si pour quelque valeur par-
ticuliére de z on a

$(u) =x(u),
nous pourrons en conclure, d’aprés ce qui précéde, que, pour n = o,
lim ¢, (u) = ¢ (u) =y (u).

La fonction ¢, (%) étant croissante, on reconnait immédiatement que les
fonctions ¢ (u) et y (u) sont aussi croissantes.
Ainsi, sous la condition ¢ < b, on aura

(1) Y(a)=¢(d),
(2) x(@) Zx (&)

A ces inégalités, nous allons en ajouter une autre d’une trés grande im-
portance : c’est celle-ci

(3) $(a)Zx(0).
Mais la démonstration de cette inégalité exige quelques préparatifs.

42. Calculons d’abord 'intégrale

./OM [‘—:—1 —<pn(u)] u* du.

Sa valeur est évidemment

I
k—+1
+

(My+M;+M;+...+M,) zt

?ﬁ (M2+M3+. ot Mn) (wlzﬂ—l_w{ﬁ.i)
s Oh o My (a7 — o)

T
k+1 k+1
=+ = M, (zitt — xftl),
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c’est-a-dire égale a

1
k—+1

(M; 28+ Myarf*t + My 2™ -+ My 23
ainsl
00 I e Ck
= —o(u) | utdu= 21 (k=o0,1,2,3,...,20—2).
[ [al ,n( )] k+l ( IR R 9 )
On aura de méme

f [ail—cpn.,,n:(u)]u"du: kc:'_HI (k=o0,1,2,3,...,2n+2n'—2)
0

et, par suite,

f [9n(¥) — Pnan(u)]ubdu=o0 (k=o0,1,2,3,...,2n—2).
0 .

D’aprés un raisonnement bien connu, dt 4 Legendre, on en conclut que
la fonction

en(8) — Praw (%)

doit changer de signe au moins 2n — 1 fois. Or, ¢,(u) et 9,.,/(«) sont des
fonctions croissantes 'une et 'autre, puis ¢,(«) est constant dans chacun
des intervalles

(1‘17‘%2)) (%’2, xs), LI} ("zf'n-—h xn)'

Dans chacun de ces intervalles, ¢,(%) — ¢,.»(%) peut changer de signe
une fois au plus. Ensuite, il peut y avoir un changement de signe pour les
points de discontinuité @, ..., &,, cela donne au plus » changements de
signe; en tout on en a ainsi 27 — 1 au plus. Mais, & cause de

CPn(O) - an+n’(0) =0,
I
(P,L(OO) = <Pn+n’(°°) = —
ay
on reconnait immédiatement qu’il ne peut pas y avoir d’autres change-

ments de signe. Donc, effectivement, il doit y avoir un changement de signe
dans chaque intervalle

(g, @2), - (Zn—15 Zn),

et un changement de signe pour
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Pour une valeur u = x,, il faut donc que I'on ait

— -+
CPIL('Z‘A-) < <P/L+n'(xk) < (Pn(x/f)’

et méme dans le cas ou la fonction g,,, () aurait aussi une discontinuité
pour u = z; (ce qui peut arriver exceptionnellement lorsque les équa-
tions

Q‘m (Z) =0, Q2n+2n’(5) =0

ont des racines communes), on aurait
— — + +
(?n(xk) < ?n—«—n’(wk) < <P11+n’(xk) < (P/L(w/\')‘
Remarquons ensuite que, puisque
@n(u) - <Pn+n'(u)

doit changer de signe dans I'intervalle (&, z4.,) et que ¢,(u) est constant
dans cet intervalle, ¢, («) doit effectivement croitre dans cet intervalle.
Or, cette fonction ne croit que par sauts brusques, les points de disconti-
nuité étant les racines de
Qunvon (— 5) = 0.

On en conclut que, dans I'intervalle (x4, x44.,), il doit y avoir au moins
une racine de cette équation.

On retrouve ainsi une proposition que nous avons déja obtenue d’une
facon plus compléte (voir n° 5).

43. Pour démontrer maintenant 'inégalité (3), plagons-nous dans I'hy-
pothése contraire; supposons qu’on ait

$(a) > (b),
on pourra trouver un nombre positif ¢ tel que
d(a) —e>y(b) +e.

Cela étant, d’aprés les propriétés des limites d'indétermination, nous
savons qu'il existe une infinité d’indices croissants

Vi, V2, V3, cees Yy

tels que @,(a) pour n = v, est toujours > ¢ (a) — ¢. Et il existera aussi
Fac. de T. — VIIL Joar
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une seconde suite d’indices croissants
Vi, Yy Vi, ey Vi

tels que 9, () pour 1 = v; est toujours <y () + ¢.
Je dis maintenant que, pour 2 = v, et aussi pour n = vj, I’équation

Q?n(_z) =o

ne pourra jamais avoir une racine comprise entre a et b. En effet, suppo-
sons que pour n = v cette équation ait une racine ¢ comprise entre a et b.
Alors la fonction ¢,(%) aura encore une discontinuité pour u =c, et,
puisque o,(a) est déja supérieur a {(a) — ¢, on aura

’-Pu(c> > d{("l) — &,

9u(c) > Y(a) — .
Or, dans la suite

’ ’
Vis Yoy eees Vi eees

nous pourrons toujours trouver un nombre v, = n'supérieur a n = v;. Dés
lors, on devrait avoir

94(¢) < 0 (€) < pulc)-
Mais c’est 1a évidemment une absurdité, car

C?/L'(c)é Ull(b) <X(b) -+ &
tandis que

90 (€)> (@) — e >7(b) +e.
I1 est ainsi prouvé que I'équation
QZIL(”" 5)=o

ne peut avoir aucune racine entre @ et b lorsque n = v, et I'on verra de la
méme facon que cela est vrai encore pour n = v;.
Puisque donc, pour une infinité de valeurs n = v, I'équation

Qg”(—‘Z):O

n’admet aucune racine entre @ ct b, nous savons (voir n° 35, 36) que la
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fonction F(z) admet un développement

+wo

— o

convergent pour a<|z|< b, et la valeur de c_, est la limite de ¢,(¢),
c étant un nombre fixe entre @ et b, n parcourant les valeurs

Vis Va2, V3,

Mais on peut appliquer le méme raisonnement en faisant parcourir a 7 les

valeurs
Vi, Vi Vi aeey

et puisque, dans les deux cas, la fonction F(z) est la méme, on devrait
avoir
c_y=1limog,, (c) =lim @ ().

Or cela est une absurdité évidente, car tous les nombres ¢y, (c) surpas-
sant (@) — ¢ et tous les nombres g, (c) sont inférieurs &

2(D)+e<d(a)—e.

La contradiction qui se manifeste ici montre que ’hypothése d’ou on I’a
déduite, et qui consistait & admettre que

y(a)>7(b),

doit étre rejetée. L'inégalité (3) se trouve démontrée.

44. Ce point important établi, nous pourrons introduire une fonction
qui joue le réle principal dans notre théoréme fondamental. Posons

P(u)= %——(”)_:y’(u)»

il résulte immédiatement des inégalités (1), (2), que c’est 1 une fonc-
tion croissante; ona d’ailleurs ® (0) = o, et la fonction ne peut pas croitre

au dela de EE comme Y (u) ety (u). Il est clair que
Q(u+e)2y(u+e)Zd(u),

donc
® ()24 (w).
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De méme,
D)<y (u).

Ainsi, lorsquon a $ () >y (u), ®(u) est discontinue et la mesure de la
discontinuité n’est pas moindre que ¢ () — v (), mais elle peut étre plus
grande. Aussi ® () peut étre discontinue méme en des points pour les-
quels ¢ (u) = 7 (u). Mais, ® () étant une fonction croissante, nous savons
qu’elle a des points de continuité dans tout intervalle.
Or, sil’on a
() = B (),

on conclut ¢ (z) =y (u) =lim 9,(«) pour n = . Donc, dans tout inter-
valle, il y a des points u tels que ¢,(z) tend vers une limite finie pour
n=w.

Voici maintenant une propriété de la fonction ®(«) qui nous sera treés
utile. Considérons la fonction ¢,(u); elle est discontinue pour u = z et
pour »’ >n: on a

— +
Qn(‘l"/ﬁ) < '?n’(x/u) < C?Il(xl‘)‘
Il s’ensuit évidemment que ¢ (x;) et y (x4), les limites d’indétermina-

— -+
tion des 9,/(x;) pour n' = %, sont aussi comprises entre ¢, () el ¢,(x;):
donc

o (@0) @ (@) 2 9n(2).
45. Considérons maintenant les équations
Q. (—3)=o, (n=1r1,2,3,...),
et un intervalle quelconque («, ),
ola<b.

Deux cas peuvent se présenter :
Ou bien les équations

Q2n(_ :) =0,

pour lesquelles il n'y a aucune racine entre a et b, sont en nombre fini;
Ou bien ces équations sont en nombre infini.
Dans le premier cas, nous dirons que l'intervalle (a, b) est de premiére
espécey; dans le second cas, il est de seconde espéce.
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Lorsque l'intervalle (a, b) est de premiére espéce, il existe un nombre v,

tel que pour n > v I’équation

Qen(—3)=o0

a toujours au moins une racine entre a et b, et cette propriété est évidem-
ment caractéristique pour un intervalle de premiére espéce. Ainsi, lorsque,
pour une valeur particuliére de n, I'équation a deux racines entre a et b,
l'intervalle est toujours de premiére espéce, car les équations suivantes de
degrés supérieurs auront toujours au moins une racine entre ces deux ra-
cines-la.

Supposons que lintervalle (a, b) soit de seconde espéce et, en outre,
que les points a et b soient des points de continuité de ® («). Il résulte de
cette derniére hypothése que :

@ (a)=Ilimg,(a),
=

©(5) =limg, (b).

Je dis qu'on a nécessairement ® (@) = ®(b). En effet, supposons
®(a) <@ (),
on pourra déterminer un nombre positif ¢ tel que
D(a) +e<<®(D) —e.

D’autre part, pour toutes les valeurs de n au-dessus d’une certaine limite

n>v,ona
I(?ll(a) —(D(a)|<59

[9n(b) — @(0)| <e.
I1 s’ensuit que, pour ces mémes valeurs de n, on a
CPIL(a) < CPn,(b)-

La fonction ¢,(z) doit donc augmenter effectivement lorsque « croit de
a jusqu’a b. Cela n’est possible que si I’équation

QZn(_z):o

a au moins une racine entre @ et . Comme cela doit arriver pour Zoutes
les valeurs de 7 qui surpassent v, on en conclut que lintervalle (q, b) est
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de premiére espéce, contrairement 4 'hypothése admise. On a donc bien
®(a) = ®(b).
Pour n > v, on aura toujours

on(a) —@(a)| <e,
mais, puisque ®(a) = ®(b), il est évident qu'il s’ensuit
|9a(u) — @(u) [ <e,

pour toutes les valeurs
alulb.

C’est 14 un résultat important; il suppose que I'intervalle (a, b) soit de
seconde espéce et que aet b soient des points de continuité de ® (). Dans
le cas a = o, l'intervalle (o, b) peut étre de seconde espéce, mais voici
dans quelles circonstances seulement. L’équation

Qu(—3z)=o0
ne doit jamais avoir une racine égale ou plus petite que b; car, si cela arrive,
I'équation

an' ( - :) =o

a toujours pour ' > n une racine dans l'intervalle (o, ), qui serait ainsi
de premiére espece. Donc, sil'intervalle (o, &) est de seconde espéce, on a

toujours
Pn (b)=o,

et par conséquent ®(b) = o. Les fonctions 9,(u) et ®(«) sont identique-
ment nulles dans tout I'intervalle

osulb.

46. Soit L un nombre positif quelconque et considérons l'intégrale
L
f |0, () —®(u)|du.
0

Entre o et L, j'intercale & — 1 nombres «,, u,, ..., 4,

Uy—=o << U< Uy < ...<up <<up=L,
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d’une fagon quelconque. Je désigne par & I’étendue du plus grand des in-
tervalles (u;—,, u;), (i=1,2,..., k).

Pour simplifier un peu les raisonnements, je supposerai qu’aucun point
u;(i=1,2,..., k) ne soit racine d’'une équation

an(_‘z):‘)’

ou un point de discontinuité de ®(«). Puisque I’ensemble des racines et
des points de discontinuité de ® () peut se ranger sous la forme d’une
suite infinie, il existe de tels points #; dans tout intervalle. Le point z, = o
n’est pas une racine, mais il peut étre un point de discontinuité pour ®(u).
Cependant, cela ne peut jamais arriver lorsque 'intervalle (u,, «,) est de
seconde espéce, car alors @ («) est nulle dans tout l'intervalle.

A chaque intervalle (u,_,, ©;) j’associe maintenant un nombre entier v,
de la fagon suivante. Si l'intervalle est de premiére espéce, je suppose que
le nombre v; est tel que, pour n > v;, I'équation

an("‘z) =o

a au moins une racine dans 'intervalle.
Si l'intervalle est de seconde espéce, je suppose que, pour n > v; et

wiySulu,
on ait
[Q,L(lt) _(I)(u) l <5’a

¢’ étant un nombre positif arbitraire, le méme pour tous les intervalles de
seconde espéce.

Cela étant, soit N le plus grand des nombres
Vis V2 ceey Vi

je supposerai désormais n > N, et je cherche une limite supérieure de
I'intégrale

L
f [9n(u) — @ (u)|du.

Pour cela, jela décompose dans une somme de k intégrales

k .
Ef [ on(u) — @ (u)| du.

Wiy
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Si l'intervalle (u;_,, u;) est de premiére espéce, la fonction ¢,(%) aura
au moins un saut brusque dans l'intervalle pour v = ¢ et

Q:L(Z) E‘D(C) —(_- (Pn(Z_).
Les deux intervalles

Lon(ttimt), @n(us)] et [ (uimy), D(us)]
auront donc au moins un point de commun, par conséquent

n ()2 ® (i),
(D(lli) z <P/L(l‘i—l)'

Dans tout l'intervalle, on a évidemment
On(ttimg) — ®(u;) Sop(u) — @(u)S9u(u;) — @(u—y),

et a plus forte raison

on(u) — ® (1) S n(uy) — Qu(tizy) + ®(u;) — ®(u;—y),

en(u) — ®(u)Z@n(ui—y) — @ () + ®(tsy) — P(uy),
c¢’est-a-dire

|on(u) —@(u)|Son(ui) — Pn(izg) +@(u;) — @(uiy).
On en conclut

f ll?n(u)—dj(u)lduiel@n(ui) - %(lti—l) +d)(ul) —(I)(ui—l)z-

Le facteur qui multiplie ¢ est la somme des variations des fonctions
w.(w) et ®(u) dans l'intervalle (z,_,, u;). La somme de toutes les inté-
grales
f |on(u) — ®(w)|du,

Uj—y
pour lesquelles (#;_,, ©;) est unintervalle de premiére espéce, a donc pour
limite supérieure
e(o, +03),
7, étant la somme des variations de ¢,(«) dans ces intervalles, o, la somme
des variations de @ («). Il est clair que o, est inférieur a la variation totale
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de 9,(u), c’est-a-dire &

@n(0) — 9, (0) = —-

@y

De méme g, est inféricure & la variation totale de ®(«) qui, clle aussi,

ne peut pas surpasser ZZI_I On peut donc adopter pour limite supéricure de

la somme considérée 1'expression Z—f.
Si l'intervalle («,_,, u;) est de seconde espéce, on aura dans tout I'in-
tervalle, a cause de la valeur de n > NZv,,
[on(u) —@(u)| <€,
f ] on(u) — ®(u) | du <e&'(u; — uy)-

iy

La somme de toutes les intégrales de cette espéce sera donc inférieure &
L¢', puisque la somme des intervalles est évidemment inférieure a L.

D’aprés cela, il est clair que nous pouvons énoncer la proposition sui-
vante :

L, ¢, ¢ étant des nombres positifs arbitraires, il existe un nombre en-
tier N tel que, pour n> N,

L
f I‘Pn(“)_(p(lt)[du<§+[‘5'_
0 a,

47. 1l est évident que

P, (z) __fwchn(”) _ w@n(”)d“

Q,.(3) s+u ), (z+u)?’

P,.(3) w)du 9,,(15)——(1)(u)
Qe () .f(~+uﬁ“/ﬂ BRI

z étant un point quelconque non sur la coupure. On en conclut

" ou(u) —@(u)|
<f0 —m[""ulz du.

Pon(3) (7B (w)du

Quu(z) Jy (s+u)

La limite supéricure peut s’écrire
f [on (1) — Qll)]d +f°°|<9n(u)—‘1’(ll)ld
|5+ | L [5 -+ uf?
Fac. de T. — VIIL J.i2
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Adoptons deux nombres positifs ¢, ¢’ et déterminons N comme dans le
’
n° 46, on aura, pour n > N,

L
l(.?”(ll)—q)({t_)_! _I_ 2"’ >
[} I du < = \ar + L¢'

(z) étant, comme au n°® 33, le minimum de | z + « |, lorsque « varie de 0 a =.
Pour I'intégrale entre limites L et «, j'observe que

[on(ue) —®(u)| << —
et pour 3 = o + B,

[z +uP=(u+a) + B 2(u+a),

Lon () — ()] ,
f |~—|—u12 “<a f (u—l—a) al(L—|—47)

en supposant que L + « soit positif.
1l vient donc

donce

Pou(s) “?(u)du
Qs (3) , (5--u)?

<;<-2—E—|—Lz-:’>'——I .
(3)*\ @, _'—a,(L—i—:x)

Or lesnombres L, ¢, ¢’ étant arbitraires (ou a peu preés), il est clair que la
limite supérieure peut étre rendue aussi petite qu’on le voudra.
Il est ainsi démontré que pour tout point z non sur la coupure, on a

P,,,()ﬁ_ “O(u)du Td®(u)

lim - =
n—ow QZIL( ) 0 (5—’—[()2 0 s H4u
Nous savions déja que
Pyn(2)
Qm(z)

tend vers une fonction holomorphe F(z); nous voyons maintenant que
cette fonction peut se mettre sous la forme

(T dd(u)
F(N)—L[ Z 4w

Quant a 'uniformité de la convergence, il résulte de la limitation ob-
tenue que la convergence est uniforme dans tout domaine S ot la partic
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. 1 ., . . .,

réelle de — z et ) sont limités supérieurement. Un tel domaine peut s’é-
tendre & D'infini.

48. De la méme facon que nous avons étudié les réduites d’ordre pair,
on peut étudier les réduites d’ordre impair, et I'on trouvera

P () g _/‘“’dmm
llm@;r(:;)——F1(~’)—~ A 3+ u >

@, (u) ¢tant encore une fonction croissante qui caractérise une certaine dis-
tribution de masse sur un axe OX.

Mais il est & peine nécessaire de faire cette recherche, car le seul cas qui
nous intéresse est celui ou la série

@
Ean
1

est dicergente; mais alors nous savons que F(z)=1F,(z), et il de-

vient inutile de faire une recherche spéciale pour obtenir une forme analy-

tique plus explicite de I, (z). Les fonctions ® (z) et ®,(«) caractérisent

alors nécessairement la méme distribution d’aprés le théoréme du n° 39.
Dans le cas on la série

0

E an

1

est convergenle, il est clair que les distributions de masse caractérisées
par les fonctions @ (u) et @, (u) sont celles données par les systémes

(V‘i’;\i)) l':I,Q, 3,‘..,

(v[’ Gi)v i:Oy I, 2, 3’ LR

considérées au n° 24. Les intégrales

f‘”d‘b(u) f’”é_@i(u)
A s+ , S+u

se réduisent alors aux séries

Elz—{:ili’ gz:f@
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Nous avons vu (n° 15) que x étant réel positif, on a

-—@_ﬁ — u—lcﬁ . nE_CL .
(1) F(x)—ac el 1) (= xn+1(0<£<1)’

or, on a

.:L'F(av):f°° i dd(u).

X+ Uu

Il est aisé de voir que, pour z = + =, le second membre a pour limite
f d®(u)=®(c0).
0
- En effet, cette intégrale ayant une valeur finie, on peut choisir un

nombre L de facon que
fx A®(u)=¢,,
L

e, étant plus petit qu'un nombre arbitraire ¢. On aura alors

® @ ,
[ x_*_ud(ll(u)__e,,

rr
-

¢/, étant plus petit que ¢. Ensuite il est clair qu'on peut prendre x assez
grand pour que
L

L
X "
foli_*_udd)(u)_/o‘ d®(u)— ¢,

¢, ¢tant plus petit que . On aura donc

@ L £
[xf_udd)(u):fo a’@(u)—ks’,—-s”l:[ d®(u) — e+ ey — €}

<0
or, d’apreés la formule (1), on a

. I
limzF(z)=ci= —>
x a,

=

fw dd (u) = c,.

donc
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Ce point établi, nous pouvons écrire

Fo=["[3-sarm]ew= -3 Fmew

0

(2) x“[F(m —%]:—[wxiuudQ(zL).

Nous savons que, pour z =

Co

lim x? [F(x — —5] =—c.
On peut en conclure que I'intégrale

(3) fwudd)(u)

a une valeur finie et que cette valeur est ¢,. En effet, si

fLud(I)(u)

croit au dela de toute limite avec L; le second membre de (2) croitrait
aussi au dela de toute limite pour & =, ce qui ne doit pas avoir lieu.
L’intégrale (3) a donc une valeur finie, et pour obtenir cette valeur il
suffit de faire croitre x indéfiniment dans la formule (2). En continuant
ces raisonnements, on voit que généralement

f Wk d®(u) = cy.
0

La distribution de masse caractérisée par la fonction ® () constitue
donc une solution du probléme des moments.
Dans le cas ou la série

2 an

0

est divergente, nous n’obtenons ainsi qu’une solution de ce probléme, et,
en effet, nous démontrerons bientét que ce probléme n’en admet pas
d’autres dans ce cas.



J.04 T.-J. STIELTJES.

Nous avons vu (n° 42) que

f [ail_qgn(u)]ukdll: /\Ck_:l[ [/{:O,I,2,.,,,(2n_2)]’
0 _

et du résultat que nous venons d’obtenir on conclut aisément

f [;I—l ~~@(tt):l u/»"du:%t% (k=o0,1,2,3,...);
0 1

on en conclut que
‘ op(u) — Q(u)

doit changer de signe au moins 27 — 1 fois. Soit x; un point de disconti~
nuité de ¢,(z); il est facile de conclure

on () < () S D (24) < O (22).

Ce résultat précise celui obtenu a la fin du n° 44.
I1 est clair aussi que, dans un intervalle ot la fonction ®(u) est con-
stante, I'équation

Q2”(—-5):O

ne peut avoir plus d’une racine.

49. Je reviens a la proposition du n° 46; pour » > N on a
- 2€
ot — @) du < 2 v,
0 1

Nous venons de voir que ® () = ¢, (%) = ¢,, par conséquent
co— @n(w) et c— @(u)
ne sont jamais négatifs, et a cause de

@/z(u) - (I)(lt) :cﬂ_q)(u) - [CO_ CP'L(u)],
on aura
| @n(u) ——(I)(u)[ilco——tl)(u)[—l—lco-—<p,,(u)[;

or il est facile de voir que
leo— 9(u)| < %’

c
leo— @ (u) | < E;
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En effet, considérons la distribution de masse caractérisée par ®(u)
[ou ¢,(%)]. Le moment du second ordre est c,, la masse totale comprise
dans le segment de u a o est ¢, — ®(u), le moment du second ordre de
cette masse est inférieur & ¢,; si P'on concentre cette masse au point u,
on diminue encore le moment du second ordre; donc

wWeg—O(u)|[<es.
Il vient donc

20,
u2

I?n(u)“ (I)(ll)] <

et
2¢,

L )

fx | 9n () — @(u)|du <
L

puis
2,

) 2 o,
fo Jon (1) — @(w)] du < 22 4 Ll 2

Par un choix convenable de L, ¢, ¢’ on peut rendre la limite supérieure
plus petite qu'un nombre donné, par conséquent

lim | 9n(u) —®(u)|du=o.
n=®do

50. Voici comment on peut interpréter ce résultat.

Désignons par les symboles D, et D les distributions de masse caracté-
risées par les fonctions 9, () et ® (). On peut passer de la distribution D,
a la distribution D par un certain transport de masses. Convenons de dire
que le transport d’une masse 7 sur une longueur /exige un travail mesuré
par ml. Alors on voit, sans difficulté, que le travail total minimum néces-
saire pour passer de D, & D (ou réciproquement) est mesuré par

f®|c‘on(u)—(l)(u)|du.

Nous désignerons ce travail minimum aussi par { D,, D|, et il semble
naturel de dire que la distribution D, differe infiniment peu de D lorsque
tD,, D est infiniment petit.

Ainsi D peut étre considérée comme la limite de D,.

En général, lorsqu’on a une suite infinic de distributions

Di’ DE’ D3y s
et qu’il existe une distribution D telle que

D,y D]
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devienne inférieure a ¢ dés que n surpasse une certaine limite, on dira
que D est la limite de D,.

On peut reprocher a cette définition de faire intervenir la limite D elle-
méme, et puisque

iDm Dn+n'z § { Dn’ D ; -+ gD, D,in % << 2¢,
on serait porté a adopter la définition suivante : la suite
Dy, Dy, Dy,

tend vers une limite s'il existe un nombre 7 tel que

Doy Dy | <,
¢ étant un nombre positif arbitraire.

Mais il est clair que cette définition manque de sens précis, tant qu’on
n’aura pas démontré qu'il existe effectivement une distribution D telle que
' D, D{ devienne infiniment petit. Nous avons voulu indiquer seulement
cetle question, que nous n’examinerons pas ici.

Puisque

P,.(3) ,"2 M,

Q2n(z)_ 342y

>

1

on voit qu’on peut considérer cette réduite elle-méme comme une espéce
de moment paramétrique (dépendant du paramétre z) de la distribu-
tion D,. Et le résultat principal de nos recherches revient donc & ce que le
moment paramétrique de D, a pour limite le moment paramétrique de D.

Or, sil'on considére I'intégrale définie par laquelle s’exprime le moment
paramétrique de D, et si I'on se rappelle la définition d’une intégrale dé-
finic comme limite d’une certaine somme, on verra que, pour cette somme,
on peut justement prendre le moment paramétrique de D,, c¢’est-a-dire la
27" réduite de la fraction continue. On peut donc dire que la fraction
continue est une ‘ransformation identique de Uintégrale définie. Cette
singuli¢re réduction I'une & 'autre de deux expressions analytiques si dif-
férentes, une intégrale définie et une fraction continue, nous I'avons re-
marquée pour la premiére fois dans le cas particulier ol Q,,(z) est un po-
lynome X,, de Legendre. (Voir Comptes rendus, t. XCIX, p. 508; 1884).

C’est le désir de généraliser ce résultat qui nous a fait entreprendre les
recherches que nous exposons ici.

—<actoT——
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CHAPITRE VIIIL.

ETUDE DE L’INTEGRALE f A 1CN
o Z+u

51. Soit $(u) une fonction croissante quelconque [{(0) = o], nous
supposerons seulement que la distribution de masse qu’elle représente a
des moments finis d’ordre quelconque, et nous poserons

= fwu"dqz(u).

Considérons maintenant l'intégrale

f”ddg(u)
. S u ’

qui représente une fonction holomorphe dans tout le plan, excepté la cou-
pure. Si la fonction { (u) est constante & partir de « = a, I'intégrale se ré-

duit &
f”d¢(u)
L s+ u

et la coupure ne s’é¢tend que de u = o jusqu'a © = — a. Tous les moments
sont alors finis dés que cela est le cas pour ¢, = {(a). L’intégrale admet
évidemment un développement asymptotique

qui est divergent en général et convergent pour | z| > a dans le cas parti-
culier que nous venons de mentionner.

Mais on a toujours, lorsque z = x est réel positif,

Tdy(u)_¢ ¢ pt Cn Ee,
‘/; x+u:j—jﬂ—i—...—%(—l)‘“‘—ﬁ—i—(—l)”ﬁﬂ (o<<E< ).

Le développement en fraction continue de cette intégrale, ou, & propre-

ment parler, de son développement asymptotique, a fait 'objet des re-
cherches de Tchebicheff, Heine, Darboux.

Fac. de T. — VIIL. J.13
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Nous allons reprendre ici cette étude, en nous attachant surtout & la
question de la convergence, qui n’a guére été considérée dans les travaux
antérieurs que nous venons de rappeler, et dans lesquels on a pris toujours
la fraction continue sous la forme (1) (voir I'Introduction).

Pour réduire la série en fraction continue, on n’a qu’a appliquer les for-
mules du n° 11, les déterminants A, et B, seront positifs comme détermi-
nants des formes quadratiques positives

f (Xo+ X+ @ Xg+. oo+ w1 X)) d Y (u),
0

/ w( X+ uX;+ X+ ..+ w7 X, )2 d ().

0

On trouvera donc une fraction continue du type que nous avons étudié,
les @, étant positifs.

Dés lors, nous pouvons appliquerlesrésultats obtenus par I'étude directe
de la fraction continue.

Deux cas sont a distinguer :

©

1° La série 2 a, est convergendte.
1

Dans ce cas on a

. Py, (z) N
Jim Q:2n(3) ¥

. Popii(3) _ N Pi(3)
hm Q?n-ﬁ—l(z) —_Fl(ﬂ)— 91(5)

©

2° La série 2 a, est divergente.

1

Dans ce cas, on a

lim P, (2) :F(z):fwM

Q.(s) ls 4+«

. .. ’ s ddu)y ..,
Mais quels rapports ont ces limites avec 'intégrale fo Tiog quia été

I'origine de la fraction continue?
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52. Pour répondre a cette question, supposons d’abord z = x réel et po-
sitif. On a alors ce théoréme (voir Comptes rendus, t. CVIII, p. 1297;

1889) :

Le minimum de I’ expression

f fikliuu) [t+Xi(z+u)+Xe(z+u)+...+ Xp(z+u)' ]

est égal a

f”dk?(u) _ Pu()
, X +u Qan ()

et I’on a donc nécessairement

“dy(u) > Pg,l(x).

, T tu Qsn ()

La vérification est facile; posons
L=1+X(z+u)+Xo(z+u)+...+ X, (2 + u)y

les conditions du minimum sont
(1) [ erwitdym=o k=0 —n),
Ces relations sont visiblement équivalentes a celles-ci
[wu’f,}idvjb(u):o [k=0,1,2,...,(n —1)],

ou bien, si I'on se souvient, le symbole S introduit au n° 11,
S{uk_Q;:o [k:o,l,z,...,(n—l)].

D’aprés la formule (3) du n° 11, le polynome £, dans le cas du mini-
mum, ne différe donc que par un facteur constant de Q. (— w), et, puisque
£ se réduit a I'unité pour ¥ = — x, on aura

5 Q2n(_u)
{= Q2 () ’
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Le minimum est

dq;(u)Ji f"dwu) L+ X (2 +u)+...+ X, (z+ u)],

J, x+u X+ u

ce qui, a cause des formules (1), se réduit a

dﬁP(“) d{(u) Qsn () — Qan(— w)
f Q"n('x)f 44 (u)

.r—l—u X+ u X+ u

La derniére intégrale est évidemment égale &

s[Qen Q] _p ()

X+ u

ce qui achéve la démonstration.
On vérifiera aussi aisément ce second théoréme :

Le minimum de Uexpression

* udd(u
f x(x.—f_ Lz) [I+ Xi('x"l_ u) -+ X2($+ u)2+.. .+ Xn(x_l_ u)n]% du

est égal a

PMH@_ wd\"(u)
Q?n—i—l(x) fo‘

et U'on a donc nécessairement

Ponir(2) Td(u)
Qsnr1 (@) >‘f0 r+u

A ces théorémes, j’ajouterai la remarque suivante :
Dans le cas du premier théoréme, ¢ est le polynome en z le plus géné-

. N oy —_— L4 .
ral qui se réduit a I'unité pour z = — . Or <—ﬁ> est aussi un tel poly-
x

nome; on aura donc
f“dq.a(u) _ Pu(z) </‘” urd Y (u)
, T+ u Qon (@) , T(x+ u)’

P,.(x) Cq Co _ Can—y
Q?’l(w) x2 ‘1‘3 o x2n

c’est-a-dire



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. J.101

et I'on trouvera de méme

Pynri(2) Co €1 Can
Qsnr1 () < z x? e i
Ces inégalités, nous les avions obtenues déja (n° 15), mais rapprochons-

les maintenant de celles-ci

P,.(x) ”dk!/(lt) P2n+1(x)_
Qzn () »[ z+Uu <Q2n+1(x)

Pour calculer numériquement I'intégrale

“dy(u)

’
o X+ Uu

on peut se servir de la série (méme divergente)

Co ¢y Cy

x x? x?
la somme d’un nombre pair de termes donnera toujours une limite infé-
rieure, la somme d’un nombre impair de termes une limite supérieure.

Mais on peut aussi réduire la série en fraction continue : les réduites
successives donneront encore alternativement des limites supérieures et in-
férieures. _

Nous voyons maintenant qu’il y a toujours avantage a réduire la série
en fraction continue : les limites données par les réduites sont plus rap-

prochées que celles données par la série.
La limite de 'approximation que peut donner la fraction continue est

caractérisée par ces inégalités

F(x)éf”i*—(”—)zFux)-

X -+ Uu

53. Il est facile maintenant de répondre a la question posée a la fin
du n° 51.
Dans le premier cas, lorsque la série

o
2 all
1
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est convergente, nous savons que le probléeme des moments est indéter-
miné (n°24). C'est dire qu’il existe une infinité d’'intégrales

f”dqz(u)’ f”dq,q(u) f“d%(u)
T e
, <Tu o st u 0 s+ u
qui sont des fonctions holomorphes distinctes de z, qui donnent le méme
développement asymplotique

c c ¢
0 1 2
5 z'2+z3_"'

et, par conséquent, aussi la méme fraction continue.
Le calcul des réduites de cette fraction continue conduit & deux limites

f“"d‘l)(u) _pls) _ i
, s+u T gq(s) 4 A

“d®(u)  pi(3) _ v
f 54 u —ql(z)—Zz—Jl—@i’

mais on ne peut établir évidemment aucun lien précis entre ces deux fonc-
tions parfaitement déterminées et une intégrale telle que

puisque cette fonction est susceptible de varier.
La seule chose qu'on peut affirmer c’est que, pour z = , on aura tou-
jours

])(x)< wdq’(u)<P1(x)_
glz)=J, x+u” q(x)

Les fonctions @ () et ®,(u) figurent d’ailleurs aussi parmi les détermi-
nations possibles de § (u).

On ne peut pas avoir, pour une valeur particuli¢re z = z,,

plz) _ [ db(w),
q(xy) o Lot U

sans qu’on ait identiquement dans tout le plan

) [T “d®(u)

3

P
q(

) 54 u , ST u

3
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et les fonctions ¢ (), ® (#) peuvent étre considérées comme identiques,
puisqu’elles caractérisent la méme distribution de masse.
En effet, nous avons vu que

R e e i ke B

Or, si le second membre tend vers zéro pour n =, comme nous le
supposons ici, cela aura lieu a plus forte raison lorsqu’on remplace x, par
un nombre plus grand. Par conséquent, on aura

_ [Tdd(w)
T J, F+u ’
dés que z est réel, positif, plus grand que x,.

Mais alors cette égalité aura lieu dans tout le plan.
On verra de méme que I'égalité

P1(20) _f”dkP(u)
0

)
)

3]

Pl
q(

2]

q1(zo) o=+ u

entraine I'identité

p,m_f”dwu),

2+ u

Tant que la distribution de masse, caractérisée par ¢ («) n’est pas iden-
tique a une de celles représentées par ® () et ®,(«), on aura

p) _ [TA4) pie),
9@ S, e @)

Uégalité étant exclue.

54. Dansle second cas, la fraction continue est convergente et I'on aura,
pour z = x,

“dy(u) .. P,(z) _f”dd)(u)
——— —=1lim ;
[

, THu Q.(z) x4+ u’
car, dans ce cas, F (x) =F, (). Il s’ensuit que ’on a

“dy(u) *d®(u).

-~ - )
o s+ u o Z+u
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car cette égalité ne peut avoir lieu pour z = « sans avoir lieu dans tout le

plan. Les fonctions () et ®(«) seront identiques ou elles représenteront
au moins la méme distribution de masse.

On voit aussi que le probléme des moments est déterminé dans le cas
actuel, et qu'il n’admet pas d’autre solution que celle caractérisée par la

fonction ® () ou ¢ (u). En effet, si le probléme avait une autre solution
caractérisée par ¢, («), l'intégrale

f”dq),(u)
, s+u

donnerait toujours la méme fraction continue, et il s’ensuivrait

wdq,,l(u):f”dup(u): ”dd)(u).

o Z+u 3+ u 0 5+ u

Il est & remarquer que ce second cas peut arriver, méme lorsque le dé-
veloppement

est toujours divergent. En effet, la série est dans ce cas lorsque

Cn+1
cn

croit au dela de toute limite. Nous savons que, pour cela, il faut et il suffit
que les nombres
1]

n—i1,2,3, ...
Ap Apiq ( e )

ne solent pas limités supérieurement. Or, il est clair que cela n’empéche
nullement la série
A+ ay+as +. ..

d’étre divergente. On pourrait, par exemple, prendre arbitrairement tous
les a,, exceptés ceux d’une certaine suite infinie
Apy, Qgq, apy Qag, )

et déterminer ensuite ceux-ci de facon que les nombres

I 1 I

> ’ ’
ApApiq Qg Qg arQyy

croissent au deld de toute limite.
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55. Pour donner un exemple de la théorie que nous venons d’exposer,
considérons I'intégrale

12

In [--asin(a)] eV

3+ u
o — 1SAZ1. Puisque
dl.[}(u):[l—{—)\Sin({/:L)] e_é/;du,

nous avons affaire ici 4 une distribution de masse & densité finie. Cette
distribution varie d’ailleurs avec le paramétre A. Mais, si 'on calcule les
moments, on trouve

- .
_‘-'
ck:f uke V¥ du (k=o,1,2,3,...);
0

ils ne dépendent pas du paramétre \; en effet, on vérifie sans peine que
les intégrales

@ - -b/_. @ .
f uksin (Yu) e V"du:4f w+ssinue*du (k=o,1,2,3,...)
0 0

sont toutes nulles. Le probléme des moments a donc manifestement une
infinité de solutions; nous sommes dans le cas indéterminé, et il est certain
que les valeurs des a; seront telles que la série

o

Z(ln

est convergente. La fraction continue donnera deux limites

p(s) < i pi(3) . v;
g(s) Mz’ qi(z)—;

et les distributions de masse (;, A;), (v;, 0;) constitueront encore deux so-

lutions parliculiéres du probléme des moments. Mais on ne peut établir

aucun lien précis entre la valeur de I'intégrale et les limites fournies par la

fraction continue. Toutefois, lorsque z = «x est réel positif, on pourra tou-

jours obtenir des limites supérieures et inférieures de l'intégrale en calcu-

lant les réduites. Mais, puisque les c; et les @; ne dépendent point de A, on
Fac. de T. — VIIL J.14
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voit qu’on ne tient aucun compte de la partie

)\f sm(\/u)e_V“ du— o V7.

Puisque A peut varier de — 1 et + 1, on en conclut nécessairement

pi(z) _ p(=) /5=,
7@ q@) =T

La fraction continue ne peut donner qu'une approximation limitée,
comme c'est le cas aussi du développement en série. En calculant a,,
@y, ..., on voit que ces nombres suivent une loi trés compliquée, en sorte
qu'on ne peut pas vérifier directement la convergence de la série

©

S

1

56. Je donnerai encore un autre exemple dans lequel cette vérification
peut se faire.

Soit f(u) une fonction impaire et périodique de u,

Slu+5)==%/(w),

alors l'intégrale

f uFu—log f(logu) du,

0

ot k est un entier quelconque, positif, nul ou négatif, est toujours nulle.
Pour le voir, il suffit de remarquer que

f+w e f(v)dv =0

et de faire la substitution

k—+1
v:——T—i—logu.

Ainsi, dans le cas f(u) = sin(27u),

-]
f u*u—tegvsin(27logu) du = o.
0
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Je considére maintenant l'intégrale

00 . 2
Ll 1+ Asin( nlogu)u_logudu’
\/T,: o s+ u

—1SAS+1.

On voit que les choses se passent comme dans ’exemple précédent; la va-

leur de
e %(,H_“,

100
1 1 ,
Cr— ——_—f u"u-logudu:——:f e—w U dy — ¢
Vo Vi

est indépendante du paramétre A.
La fraction continue doit donc étre oscillante; cela se vérifie ici directe-
ment, puisqu’on a

-1 -3 i W
ag,L:(l—e 2)(I——e“)(l——e 2)...(1—6 2 )e 2,
2n+1
e+
Qan+1=— .
-1 3 "
1—e 2)(1—6—1)(1-—6 2)...([——-6 2)

A cause de ¢ >1, la convergence des séries

E Qany E Aon—+1

est manifeste. Pour abréger, je supprime le calcul qui donne les valeurs des
a, (et qui reste valable sans qu’on ait besoin de supposer que e ait la valeur
particuliére 2,71828...).

Dans le cas actuel, la différence

pi(z)  p(z)
gi(x) q(=)

doit surpasser nécessairement

2 sin(2rlogu) u—los* du — 26~ \/gz-loe=,
\/Tr o z-+u

57. Comme exemple du cas déterminé, je rappellerai d’abord la fraction
continue étudiée par Laguerre, dont nous avons parlé dans I'Introduction.
Puisque, dans ce cas,

An—1—1, Aap — 7’
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la fraction continue est convergente et représente dans tout le plan, excepté
sur la coupure, I'intégrale
f‘” etdu
0o St u

La masse s’étend ici a l'infini, et, en effet, les nombres b, =

ne sont

An Aptq

pas limités supérieurement.

Dans le cas ou la masse ne s’étend pas a U'infini, la fraction continue est
naturellement toujours convergente, car le développement en série est
alors méme convergent pour des valeurs suffisamment grandes de z.

Comme exemple de ce cas, considérons une fraction continue périodigue

telle que
b?n:P’ b?n—izq-

On connait, dans ce cas, immédiatement la fonction F(z)

F(s)= Va+a2(p+q)s+(p—qP—5+p—q
25

_(r n _1(q "
= (q> ’ a”““p(p) ’

@ ®
EI Aafy 2 Az fe+q
1 0

sera toujours divergente. Mais la fonction I'(z) doit pouvoir se mettre

sous la forme
*d®(u)
, s+ u ’

et 'on a vu, dans le n° 39, comment on peut mettre F(z) sous cette forme,
si I’expression explicite de F(z) est connue.

et

I’une des deux séries

Ce calcul conduit ici aux résultats snivants. Deux cas sont & distinguer
selon que p2gq.

Premier cas : p>gq.

Posons
«=(p V)"
B= (\/1; +\g )2,
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on aura

F(;):@+Lf'ﬁ¢w__'m du

Z 2T o u Z+Uu
.

Ainsi il y a, a Porigine, une concentration de masse ¢gale a Vo3 =p — ¢,
puis une distribution continue de masse dans I'intervalle («, ).

Second cas : p < q.

On trouve simplement

F(z):%rfﬁ\/(_u——m du_

u S5+ u

la masse concentrée  'origine du premier cas a disparu. Dans le cas par-
ticulier : p = ¢, on a « = o, et 'on peut appliquer I'une ou I"autre des for-
mules trouvées. Il n’y a pas de masse concentrée & I'origine, mais la densité
y devient infinie.

Dans le premier cas, la série

®
2 Qs+t
0

est convergente, et sa somme est 1: (p — ¢q).

58. Nous allons montrer que, toujours dans le cas déterminé, la massc
concentrée a I'origine est

@
X0

1. 2 Qak+15
0

elle est nulle lorsque la série est divergente.
Dans le cas indéterminé,

o

1 E A+

0

est le maximum de la masse qui peut étre concentrée a l'origine; elle s’y
trouve, en effet, dans la distribution

(Vi’ ei )’
puisque

0
fy=o, Vo=1. Elazk+1;
0
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mais, dans toute autre distribution, la masse concentrée a l'origine est
moindre.

Je rappelle la limitation

nous savons (n° 15) que

xr=0

Nous allons montrer que

. “zd(u) .
— T = Y(e)=
i“:rﬁf z-+u 1‘5;( )=

0

limz Fi(x):l:zaw,,.

0

en désignant par p la masse concentrée a I'origine.
En effet,

,[wxfi(,',‘):foﬁxdw) +Lﬁ'xd¢<u> +f°°xdsb<u>,

X+ U X + U _ xrx+u
Vx
ct il est évident que

Trdy(u) _ Y(a?)
fo x+u  1+ix (o<E<M),

v’.'{-xqu(u) ~ 2
f e <v(Va) — (@),

wxdnp(u) \/; o) :1;_ )
S IR < e Bk

la premiére intégrale tend vers w, les deux autres vers zéro. Dans le cas
déterminé, on a

“dy(u)
£ P =F,(z);

il vient donc

®

P‘:I:Zazlﬁ-l'

]

Dans le cas indéterminé, on peut conclure seulement

®

F—é“Eazkﬂx

0
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et cela pour toutes les distributions équivalentes qui donnent les mémes
moments et la méme fraction continue.

Nous savons d’ailleurs que, pour la distribution caractérisée par ®,(u),
on a

@©
BK=ve=1: E Aoftqe
0

Je dis maintenant que, pour toute autre solution du probléme des moments,
on a

©

<1 :Eazk—m-
0
En effet, admettons que, pour ®, () et ¥'(«), on ait

p=1: E Ao

0

Si, dans chacune de ces deux distributions (supposées différentes), on
enléve la masse (. concentrée a ’origine, il restera deux systémes de masses
donnant encore les mémes moments, c’est-a-dire équivalentes. Il existe
alors une troisi¢me distribution de masse, équivalente a ces deux-la et qui
a, a l'origine, une masse finie . Cette distribution est caractérisée par une
fonction @] (u) analogue a4 @, («). En rétablissant maintenant la masse p.,
on aurait une solution du probléme des moments primitifs, avec une
masse [+ + @’ a P'origine qui serait supérieure a

@
I:2a2k+l-
0

Cela est impossible, d’ou la proposition énoncée.
59. Dans le cas ou la série
o
2
1
est divergente, nous avons vu que la fraction continue est convergente et
que la limite des réduites est

”d(I)(u).

Fa)= 3+ u

0
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Il est clair maintenant que la fonction @ (u) qui figure ici n’est assujettie
dans un intervalle quelconque (a, b), a aucune autre condition restrictive
que celle d’étre croissante. Il s’ensuit qu’en général la coupure est bien
une ligne singuliére a travers laquelle il est impossible de continuer
analytiquement la fonction F(z). En effet, pour que cette continuation
analytique soit possible a travers I'intervalle (— @, — b) de la coupure, il
faut que la fonction ®(u) soit une fonction analytique de u dans I'inter-
valle (@, b). Or c’est la une condition trés restrictive qui ne sera point sa-
tisfaite en général.

Mais, si I'on veut donner des exemples particuliers, on ne peut guére
commencer par se donner les @, ou cela n’est possible que dans des cas
trés restreints. Il faudra bien se résigner a prendre pour ®(u) quelque
fonction analytique; ainsi s’explique qu’en réalité nous n’avons pu donner
aucun exemple du cas général dans lequel la coupure est une ligne singu-

liere. Dans tous nos exemples, la coupure est seulement une coupure arti-
ficielle.

60. La fonction ¢(u) étant donnée, ou la distribution de masse qu’elle
représente, comment peut-on savoir si la fraction conlinue pour

f""ddﬁ(u)
, St+u

est convergente ou divergente? C’est la un probléeme qui présente quelques
analogies avec celui qui consiste a décider de la convergence ou de la di-
vergence d’une série donnée. On n’en peut guere donner une solution gé-
nérale; tout ce qu’on peut faire, c’est donner quelques régles qui permettent
de répondre a cetle question dans un certain nombre de cas particuliers.
Lorsque la fraction continue est convergente, le probléeme des moments
n’admet qu'une seule solution; nous dirons aussi, dans ce cas, que la dis-
tribution de masse représentée par $(u) est déterminée. On ne peut guére
faire varier cette distribution, sans introduire des masses négatives, si I'on
veut conserver les moments. Or les masses négatives seront toujours
exclues. La distribution de masse est indéterminée, au contraire, lorsque
la fraction continue n’est pas convergente, mais oscillante.

Voici d’abord quelques remarques qui sont a peu prés évidentes. Si, 4 une
distribution de masse indéterminée, on ajoute de nouvelles masses, onres-
tera toujours dans le cas indéterminé. Si, a une distribution déterminée
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on enléve une partie de la masse (toujours sans introduire des masses né-
gatives), on restera dans le cas déterminé.

Dés qu’on trouve deux distributions équivalentes qui ne sont pas iden-
tiques, on est certainement dans le cas indéterminé.

Qu’on veuille bien se reporter maintenant aux formules (8) et (11) des
n> 11, 12, par lesquelles les sommes

a+as—+. ..+ Qapry

ay+a,-+...+ as,

s’expriment au moyen des c;.
On trouve facilement que,

EZCi,I;Xz’Xk: j(XOy Xl; Xz, L Xn)
o0 0

étant une forme quadratique définie et positive, le minimum de

J([’ Xl! X?y ] Xll)
s’exprime par

.
Coo Coy +ov GCon '
Ci,y oo Gy
Cio Gt -ov Gyn |,
Cn,l [PE Cn,n
[ Cn.,o C/z,l e Cn,n

Dés lors, on reconnait que le minimum de

/ (+Xu+...+X,u?)2dd(u)
0
est égal a
(@ +az+...+ @),
et le maximum de

f [1——(1—%—X1u—l—Xgu*—i—...—l—Xnu”)ﬂ@—Lé—u—)-
0

est égal a
A+ a,~+. ..+ Aype

On trouve, du reste, facilement que, dans le premier cas, on a

an+1(~ )
— Q3 n41(0)
Fac. de T. — VIIL J.15

1+ Xu+. ..+ X, ur=
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et, dans le second,
T4+ X0+ o4 X ut= Qyp (— u).

Pour abréger, nous écrivons le premier résultat ainsi
;d&p(u)zn: 1:(a,+ag4. ..+ @apyq).

Remarquons que l'intégrale, dont {d ¢ (u)}, estle minimum, a, pour z=o,
un élément égal a la masse . concentrée a 'origine ; on a donc

en sorte qu’on retrouve, de cette facon, la limitation

-]
pEr Zazlﬁ-l'
0

Lorsque n augmente, |d {(u)}, ne peut que diminuer; pour n = =, cette
expression tend vers une limite positive ou nulle que nous représenterons

par

®©

ldgu), =11 ¥ agnr.

0

61. Considérons d’abord le cas ot il n’y a point de masse concentrée
Porigine. Nous savons que, dans le cas déterminé, la masse concentrée a
y o . s
l'origine est égale a

A

©

13 E QAyf+1y

0
done

ld (), =o.
Mais, dans le cas indéterminé, la série

©

E Akt

0

est convergente et par conséquent
1y (u)],>o.

Ainsi, 8'il Wy a point de concentration de masse a Uorigine, la frac-
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tion continue sera convergente ou oscillante selon que

. {du(w)l,
est nul ou positif.

Si la distribution ® représentée par ¢(u) a, a l'origine, une masse p.,
enlevons cette masse et soit ® la distribution ainsi modifiée. Supposons
que, d’'une maniére ou d’autre (par exemple, a I'aide de la proposition
précédente), on sache si la distribution ®’ est déterminée ou indéterminée,
qu’est-ce qu’on en peut conclure pour ®?

Si la distribution @’ est indéterminée, ® est aussi indéterminée. Si, au
contraire, ® est déterminée, je dis que ® est aussi déterminée, en général; il
faut faire exception seulement pour un cas singulier que nous indiquerons.
En effet, voici comment on peut conclure dans le cas ot ® serait indé-
terminée, ® déterminée. Soit ®, la distribution équivalente 4 ®, mais qui
a, a l'origine, la plus grande concentration de masse possible, cette masse
¢tant ,. Elle est donnée par une fonction @,

"dO (1) _ pi(3) N v

s+ u q,(s

et vo= . Tant que ® n’est pas identique &4 ®,, on a
B> e

Enlevons 4 ®, la masse p. (ce qui peut se faire sans introduire une masse

’

négative), on aura une distribution ®', équivalente 4 ®'. Donc, si @’ est d¢-

lerminée, ®, et ®' doivent étre identiques, et, par exemple, aussi ® et ®,.
On peut donc dire, si ®’ est déterminée, ® ’est aussi en général;ily a

exception seulement lorsque ® est une distribution du type (v, 6,).-

62. Je vais supposer maintenant, comme cela arrive dans les exemples
particuliers qu’on peut traiter,

dli(u)=f(u)du,

J () étant une fonction positive et généralement continue. On a ici
|/ u)du},l — minimum de f fla) 2 1+ X, +. ..+ X,,u"}‘zdu.
0

D’abord, dans certains cas particuliers, on sait calculer ce minimum, ou
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obtenir la fraction continue. Ainsi, par exemple, dans le cas

be f” ue—1e—bu d
- u,
I ( (l) S S+ u

on trouve
ala+1)...(a4+n—1
a,=I, Qap+1— ( 22( Py )’
b 1.2.3...(n—1)d
a, — Z, Ayp =

ala+1)...(a+n—1)

(a+1)(a+2)...(a+n)
A+ Ayt . Ay = (1 S )n ( .

Puisque @ > o, on voit que la série Eaﬂ+| est divergente, donc

0
f o a—1 p—b J—
justetbu dul =o.

Il est clair que, c étant une constante positive, on a

Vf(cu) dul, = égf(zt)dzti,l,

%f(cu)dugw:%gf(u)du{z.
D’autre part, si

Ji(w): f(u)

reste inférieur & un nombre fixe, on aura

gf,(u)dugm:o,
dés qu’on sait que

| f(w)du gw =o.
Si, au contraire, le rapport
Ji(u): f(u)

est constamment supérieur & un nombre positif, on aura certainement

%f1(lt)dll}w>0,
dés qu’on sait que ‘
E 1 [f(u)dul, > o.

63. On peut aller plus loin dans cette voie, et nous démontrerons cette
proposition.
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Supposons que
{f(u)dugm: o,

et que le rapport f,(u): (%) a un maximum fini M, dans l'intervalle
(2, ©) (ce nombre M, pouvant d’ailleurs croitre indéfiniment lorsque «
tend vers zéro), alors, je dis qu’on aura aussi

gfl(u)dungo.

Pour le démontrer, soit ¢ un nombre positif aussi petit qu’on le voudra.
Je détermine d’abord un nombre positif « par cette condition

ff,(u)du< ée.

“0

Soit ensuite f(L_t) une fonction qui est nulle dans 'intervalle (o, 2) et

égalea f(u) pour u > a.

On aura

!f(z_c)du;,,:fwf(;){(;)ﬁdu:fwf(u){(t_t)”a’u,

£ (u) étant un certain polynome du degré n en u et qui se réduit a l'unité
pour u = o.
D’autre part, sil’on a

{f(u)du;n:fwf(u)li(u)? du,
on aura

gf(z_t)duzn<fwf(z:){(u)ﬁdu:f”f(u){(u)?du< gf(u)dug,z.

Donc, puisque nous supposons

g_f(u)du;w =o,

on aura aussi
| /() du, = o.

J’observe ensuite que

jfl(zt)dzlgn<fwfl(u)Q(Z)edu:f f,(u)((;)'Hlu—i—fwf,(u)((;)’du.
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Or, le polynome ¢(u) est déterminé a un facteur prés par les conditions

fwf(;){(;)u’”‘du:o (k=1.2,...n),

ou

f S u)((z_t) u* du = o.
[~
Il s’ensuit que toutes les racines de

Llu)=o
sont positives, plus grandes que «. Et puisque ¢(0) =1, on voit que, dans
I'intervalle (o, ), on a
0 <L(w)gn,
et, par conséquent,

fof,(u){(;)2du</o.f,(u)du<;s.
Ensuite
fwf,(u)JQ(;)zdu<Mafwf(u){(z:)‘-’du::Magf(;) dul,,
donc '
gf,(u)a'u;n<§E+Magf(2)du§n.

Or, il existe un nombre v tel que, pourn >v, on a

Muﬁf(;) du';n < és,
et il est clair d’aprés cela qu’on a
[ fi(u)du}, =o. C. Q. F. D.

Dans le cas

f(u) = 4

Wi _ g—2myu
la fraction continue (voir plus loin n° 86) s’obtient avec des valeurs simples

des a

ar = 5

PO

par conséquent
Ldu

—_— =0
(e““/’—‘ — e/ ’
)
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et aussi, ¢ étant une constante positive

{ du

(oo — omeduy_ O

Cela étant, posons
fo(u) = us—te-tu* G(u),

f(u)=

ocVi  g—cyu’

oi a>o0, b>o0, A2 é, tandis que nous supposons ¢ < b. Ensuite ¢(u)

sera une fonction positive de #, qui dans tout intervalle («, %) reste infé-
rieur a un nombre fixe. On a

Silw): f(u) =us1G(u) e-—buh—q/i(, _ e—zc‘/ﬁ),

et I’on voit que ce rapport tend vers zéro pour u = .
Nous pouvons appliquer la proposition démontrée et conclure

fus—te=bv G(u)| =o.
Ainsi l'intégrale
o —1 p=but
f ule “, g’(u)du
0

s+ u

donne une fraction continue concergente, tant que A2 -. Supposons

I

2
. . . I ’

G(u) =1, la fraction continue sera oscillante pour A < -; pour abréger,

je supprime la démonstration.

64. Appliquons ce résultat a la série de Stirling.
On sait qu’en posant

logT(z) = (5 — é) logz — 5 + élog(zﬂr) —+ J(3),

1 [ zdu 1
J(z)—E[ z2+ u210g<1_e—21m>
1

1 * zu *du 1
J(‘)_;Efo T4 IOg(,_e-Zﬂ\/z)'

on a

ou




Y

o
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C’est la une intégrale telle que nous 'avons étudiée; on a seulement rem-

placé = par z* et multipli¢ par z. Le développement en série prend ainsi la
forme

B, B, B,
(A) 1.2.5  3.4.5° t56.s

et la fraction continue devient

(B) S

On aici

—1 -1 —
Sflu)= EET—r u ? log(—l> =L Te e G (u),

| — e—2™/u 2T

G(u) = e*™«log (—%:),
[— e—2mu

¢(u) tend ici vers I'unité pour = = et satisfait ainsi a la condition imposée
a cette fonction dans notre énoncé. I suffit donc de transformer la série
de Stirling (A) dans la fraction continue (B), pour avoir une expres-
ston convergente qui représente J(z) tant que la partie réelle de = est
posilive.

La fraction continue change de signe avec z comme l'intégrale de Binet,
dont elle est une transformation identique ; mais, lorsqu’on change ainsi le
signe de z, ces expressions donnent — J(z), mais pas J(— z); 'axe imagi-
naire est une coupure, aussi bien pour l'intégrale que pour la fraction con-
tinue.

Le calcul des @y est trés pénible; on trouve

[o.e]

u ) a 5 a 4 2809 “ 1003860
-1 = - = = = 5 = —g =
! ’ P 3753’ “T 2340’ 57 1218947’ ’

Qt

la loi de ces nombres parait extrémement compliquée.

65. Nous terminons ici cette étude de I'intégrale

" dy(u)

0 S+ u
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par I'énoncé des propositions suivantes, dont la démonstration se déduit
aisément des formules que nous donnerons plus loin (n* 76, 77, 78).

L. SilUintégrale
“dd(u)
0 S+ u

donne une fraction continue convergente, on aura de méme une frac-

lion conlinue convergenle pour
“dy(u
_‘U: -+ f _J’(_),
2z S+ u
0
. étant une constante positive, excepté dans un cas singulier. Ce cas
singulier se présente lorsque la distribution de masse caractérisée par ¢ ()

est identique a celle donnée par une fonction ®,(u)
(Vi 0:)

a laquelle on aurait enlevé la masse v, concentrée a l'origine.

II. Si Uintégrale
“d(u)
) 5+ u

donne une fraction continue convergente, l'intégrale
f‘” wdd(u)
0 s+ u
donnera aussi une fraction continue convergente, exceplé dans un cas

Le cas singulier exceptionnel est le méme que pour la proposition (I).

singulier.
III. Silintégrale
"d(u)
,[ 4+ u

donne une fraction continue convergente, l’intégrale

*dd(u—7h)
s4+u

)\
ot N est une constante positive, donnera aussi une fraction continue
convergente, exceplé dans un cas singulier.

Ce cas singulier a lieu lorsque la distribution de masse caractérisée par
J.16

Iac. de T. — VIII.

“, A
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L(u) est celle-ci
(Pir hi—1y) (f=1,2,3,...),

c'est-a-dire si cette distribution s’obtient en rapprochant de la quantité A,
de 'origine, les masses d’une distribution (w;, A;) provenant d’une fonc-

tion ®(u)

PG N
g(s) zids—y—).f
(A suivre.)
ERRATA.

Page J.83, ligne 11, en descendant, aprés «de @ (u)» ajouter «et de toutes les fonctions ¢, (u)».
Page J.86, ligne 11, en descendant, aprés «de @ (u)» ajouter « et de toutes les fonctions o, (u) ».



