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SUR UNE

EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE

QUI JOUE UN ROLE IMPORTANT

DANS LA MECANIQUE CELESTE;

PAR M. F. TISSERAND.

PREMIERE PARTIE.

I. 1 s’a‘git de I'équation

d*s

(a) o7 Falnt - aacos(le+ 0)] =T,
ou l'on a
(b) U= ArcosVi,  Vi= Lo+ by

ny, o, b, b, Ay, I; et b; sont des constantes données : ¢’est donc une équation
différentielle linéaire, & coefficients variables, avec second membre; elle a
¢été rencontrée il y a longtemps par d’Alembert, a propos de la théorie de
la Lune (Opuscules, t. V, p. 336), et par Lagrange (OFucres, t. 1,
p- 586). La méme équation a été étudiée a divers points de vue, dans ces
derniéres années, par MM. Bruns, Callandreau, Gyldén, Heine, Hill, Lin-
demann, Lindstedt, Mathieu, Poincaré, Stieltjes, etc.

M. Hill a fait des travaux trés remarquables sur I'équation plus générale

‘i,—‘; +s[n*+ 20cos(lv + b)+ 23 cos(2le +20) +...]=1L.

Mais, dans ce Mémoire, nous ne nous occuperons que des recherches de

MM. Gyldén et Lindstedt.

La méthode de M. Lindstedt est trés simple et donne le développement
1L. — Fac. de T. D.x
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de l'intégrale générale de I'équation (@) a I'aide des séries trigonomé-
triques. -

Celle de M. Gyldén est plus savante ; elle utilise en effet les beaux travaux
de M. Hermite sur 'intégration de I'équation de Lamé au moyen des fonc-
tions elliptiques. L’éminent directeur de 'observatoire de Stockholm a fait
une application importante de ses formules a la détermination de 'orbite
intermédiaire de la Lunej les principes de son analyse, dans ce dernier pro-
bléme, ont ¢té clairement exposés dans ce Recueil méme (t.T) par M. An-
dover. En dernier licu, on est bien obligé de remplacer les fonctions ellipti-
ques par leurs développements trigonométriques. On doit évidemment
retomber sut les formules auxquelles conduit la méthode élémentaire de
M. Lindstedt. Clest & la comparaison de ces deux théories que je vais
m’appliquer, ct je m’occuperai surtout de I'application & la théorie de la
Lune, cn suivant les calculs sous la forme employée par M. Andoyer. Pour
¢tre bien compris, je devrai forcément reprendre, mais aussi briévement
que possible, I'exposition des deux méthodes, en y ajoutant quelques com-
pléments qui ne me semblent pas inutiles.

II. Négliceons d'abord le second membre de I'équation (a@); par un
folustel )
changement de variable trés simple, nous aurons I'¢équation

d? s
ds?

(A) + s(aj+ 2a,c082¢)=0;
nous admettrons que «, est un coefficient numéricue petit dont on pourra
négliger les puissances a partir d'un rang peu ¢levé : c’est la la circonstance
qui facilite les approximations.

En adoptant I'exposition de la méthode de M. Lindstedt, telle qu’elle a
¢té presentée par M. Poincaré, nous allons prouver qu’en posant

¢

2

0+ @3 -ais ..+ al s,

(1) U= ay - ay Py ai ...+ afp, (on apris po=a,),
w=u¢--y (J désigne une constante arbitraire),

on peut déterminer les quantités w, t, ... U, ctles p 4+ 1 fonctions z,,

Syv eeny 5, desarguments ¢ et oy de telle sorte qu’en substituant la valeur

ci-dessus de s dans I'équation (A), clle y laisse un résidu de Pordre de af ™'

les quantités w; dépendront uniquement de «,. On prendra pour les fonc-



SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE, ETC. D.3

tions z; des expressions de cette forme

h=+i

(2) 5 = 213',-’”005((!‘—4—2/10) (i=o,1,2,...,p)

h=—i

ol les coefficients B seront des fonctions de a, qu'il s'agira de déternainer.
5; contiendra ¢ explicitement et implicitement par «, dont la définition
est donnée par la derniére des formules (1).
On aura donc

d*z; 0%z , 0%s; , 075
dot = o T2 goow T oa

ds . d?z;
dw?* E a div®

-

S1i 'on pose
(3) pr=al+ Cia,+ Ca}+Csa} +...,

les coefficients C,, C,, ... seront des polyndémes en ., ,, ... que I'on cal-
culera aisément en partant de la seconde des formules (1).

.. . d?z 5 ,
Cela posé, si 'on substitue dans (A) les valeurs de z, -5, et p* déter-

minées comme on vient de le dire, on trouvera un résultat de la forme
R,+Ria, +Real +...+R,al+...=o

.
b

on écrira les équations

de telle sorte que le résidu de la substitution sera
Ry @it + Rpinal™ +. ..,

ct contiendra en facteur a?*', quantité de l'ordre p + 1.
On trouve sans peine que 'équation générale R;= o peut s’¢erire

d___i:.,» —+ 24 ~0—2:’— + M=o
() ov? ®dedw I
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en faisant

(oa 0%z, 03, , 0%z, - J%3,

\ Ri=2 <’JLl ovow TR gign T TR GG e 0vdw)
(3) ’ S5~ 95 0%z, 023,

' + C, R C, i +...+GCiy Dt + C; Tt

\ -+ 25;-, COS2¢.

On remarquera que la quantité &, ne dépend que de z;_,, 5,3, ..., So; ON
pourra donc déterminer de proche en proche les fonctions z; en partant de
leurs expressions générales (2) et de I'équation de condition ().

Supposons que, par ce calcul, on soit arrivé a une expression de cette
forme

h=+1
@) R; = Z DY cos (v + 2 he).

h=—1i

Si 'on substitue dans («) les valeurs (2) et (4) de z; et &;, on trouvera

h=+i

Z [47:(h 4 ap) B — D™ ] cos(w + 2hv) = o.

h=—
Nous vérifierons donc I'équation («) en prenant

(¢) B — DI
‘ LI (h + ay)

ct cette valeur de B scra admissible, sauf le cas de & = o. En se reportant
ala formule (1), on voit que &, ne doit pas contenir de terme ot 'argument
soil égal a w seul. On devra donc avoir les équations

(3) : D =o, D' =o, ey D(po): o,
et ce sont ces ¢quations qui détermineront (1., t,, ..., t,; aprés quoi, les

formules (2) ct (¢) détermineront les quantités z,.
Nous prendrons

(6) 3,=COS ¥,

expression qui vérifie bien I'équation (A ) lorsque @, est nul;
(3) nous donnera, a cause de C, = a,u,,

Ry=—2a,; COSH 4 cOS(W 4+ 2¢) 4+ cos(w — 2¢).
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On devra donc avoir ., = 03 on aura ensuite

D=1, D=1,
d’ou, par (¢),
I 1
B(U:______, B( 1)—- -
C T A ag) GG —ap)
_ cos(w 4+ 2¢) cos(w —av¢)
(7) 3= :

Gfu+a) " ThU=a)

Avec les valeurs (6) et (7) de z, et z,, i, = 0, on tire de (B)

4(1+ a,) 4(1—ap)

02z 023 g2
R.= G 0“)2‘ + Cy == Pl -l—zﬂcoszv__zpt,ao azz + 23,C082¢,
d'ou
P cos(w—+4v)  cos(w—4v) [ 1 I

(e a2 coses
le coefficient de w doit disparaitre : on en conclut

1

= e

On trouve ensuite, en opérant de méme,

—i5al+35a2—8
P3—0, Pe=

64y (1— a3) (h— a1y’

et 'on a cette solution, dans laquelle nous introduisons un facteur con-
stant 7, qui, avec ¢, donnera les deux constantes voulues,

a2
| P‘:ao[l“‘m—l—a?XO],
w=¢ 4 e,
Z = 1,C08 + nocos(w—l-zw)-|-__‘f‘___mcos(”.__2‘.)
4( + ay) L(t—ay)
al az P < . Lo
32('+a0)(2+a ) NoCOS (¥ 44 0) 4- Fa(i—ay) (—a) fiyCOS (v — 4 ¢)
(B) ab
* G0 ) (2 F @) (3 F gy M0 COS(WH 60
N ad+ 4al+15a,+ 16

cos (w + 2¢)
! 128a0(1—~a3)(1+a0)2(2+a0)n° ( ’

ad— ha?+15a,— 16

3 0 0 » .
—al — cos(w — 21
! 128a0(l——a?,)(1—ao)2(2—a0)n° ( )

| a3

T8 (—a0) (3 — @) (3 —ay)

MNecos (sw — 6¢).
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Cette solution, transportée dans I'équation (A), y laissera un résidu du
(quatriéme ordre.

On démontre aisément, de proche en proche, que =; ne contiendra que
les arguments & %= 27¢, w = (20— 4) ¢, ..., l'argument & étant excepté
lorsqub ¢ est pair.

Il importe de voir qu'on ne rencontrera jamais d'impossibilité dans le
calcul des quantités p; d’apres les équations (5). Supposons, en effet, que
I'on ait trouvé

H1— 0, M2=—0, ceey Paj—1 =03

il en résulte
C,=o, C;=o, e Coiy—o0;

(0)
20+1

les équations DY) = o et D%, = o donneront, comme on le voit aisé-

ment,
Cyy =BYL, - B,

Coiy=BY + By =o.
Oron a
Cor=2@ po; + 2 s lyi s+ ..

(le cocfficient 2 du dernier terme devant étre remplacé par 1 si 7 est pair) et

Coigy= 2 L2+ 5
on aura donc
[-’*21’+l — O,

2o =BY  + B — o2 — 2 g —. -

La valeur trouvée pour w,; sera toujours admissible.
On voit en méme temps que w esl une fonction paire de a,.

HI. Il faut maintenant rétabliv le second membre dans I'équation (A).
On trouvera l'intégrale générale de la nouvelle équation en conservant pour
s Pexpression analytique (B), et faisant varier les constantes 7, et ¢ suivant
la méthode bien connue. Je vais donner la formule a laquelle on arrive
ainsi, mais je le ferai en prenant I'équation sous la forme (@), ce qui sera
plus commode pour les applications.

Soient

W= e+ v,{;,
id) ' o P —alt+ 3501 n2— 6ont
| +

+

- 3, 72 -+ o P B 3 5 9
nir—4n?) 4t (B— n2) (22— 4n2)3

.
’
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Uintégrale générale de I'équation (@) sera, en négligeant o3,

[l

s —cosw o o cos(w Iy - b ) , -
3 =m AEETI os(w—+ ly+ )+l Ny COS (W — ‘_b)l

IS}

o I -
fe | armimen T oot |

I ) rb( I I, i - ,P—r10ln? 4 8n
+2nEA‘COS"2(H+li H—,?T)\I o 12,12(12__/;”2)2]

o o? T + I )
Cl+onp\p+l+  p+1—1

/

=+ No COS(sw—+2lv+20) +

2

+ o 1 1
B(l—2n)? ;L——l+li+p—l—l,->§

o N I T N 1
+'2I—d2AiCOS(Vi+ I +b)[l—|—2/l<y.+l—}-«li L [J-—l,~>

I I 1 '
+l——2n(y—l-—li+p.+l,->_\

(e) g ( I I
2/112ACOS(\ 4 b) l—i—zn p.—|—l—l,-+p.—|—li

1 1 1
+l—2n(p.——l—|—h +1¢—l[>]

1 1 (.
8nl’ZA cos(V; +21‘)+2b)[(l+"l)(l+2’l)<[J’+zl+li+[1‘—[i/)

T I 1
- (l—n)(l——zn)<p.—zl~li + ‘u.—‘;—l,~>

44 ! ! )
— 4n? p.—i—l—l—li_‘_p—l—li,_‘

1 1 [
8,L1’2A cos(Vi—als _gb)[(l—t—n)(l—\—zn)<p.+zl——l[ + ;L+/[,)

I [ I \
" ({—n)(l—2n) (pn——el—i—li - ‘u-——[,')

g 4 I [
\ +l'-’—;’;n'2<p.+l—li+y-—l—k[i)v"
IV. Calcul approché de la latitude de la Lune. —— Soient

¢ la longitude de la Lune, comptée sur le plan de I'écliptique supposé fixe:
s la tangente de sa latitude;

m le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune;

g une constante.

On a (AxDOYER, loc. cit.), en négligeant les petites quantités du quatriéme
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ordre,
., d’s . ds s |
(C) T im?sin[(2—a2m)v—20] av +s{1+§-m-+%m’ cos[(2—2am)¢—20]j==o0.

On peut se convaincre aisément, en se reportant 4 la maniére dont cette
équation a été établie, que la portion 1 + $m? du coefficient de s est exacte
au troisitme ordre prés inclusivement, relativement a m. -

I’ ¢quation (C) est une équation différentielle linéaire & coefficients pé-

riodiques et sans second membre; nous la raménerons au type (a) en chan-
geant de variable et posant

3
—m? [sin[(2—2m)v—26]de
(8) s=sE* / ;

on trouve, avec la méme précision,

d?s
(9) W—|—:‘41—|—§—m2—|—3m2cos[(z——zm)c’——za]{:0.

La remarque faite ci-dessus s’applique & la portion 1+ 3m* du coefficient
de z, qui est la méme que dans le coefficient de s.

Pour faire coincider I’équation (g) avec (@), il suffit de poser

n*=1-+ 3m? o =3m?3, l=2(1— m), b=—o0;
d’ott
n=1+ }m*+ des termes en m*, m>s, ...,
l—on=—om(1+...), B—Ain2=—8m(1+...).

Les diviseurs [ — 2n et [* — 4 n?® sont petils et, par suite, importants & con-
sidérer; la formule (d), réduite a

S ==y COSY —+ *I(l _:7_’ I)n)‘no COS((V"*‘ ly + b) -+ _I(Ta—an)no COS(“)—‘ lo— b)’
“':}_L(. —+ "p,

. "
=n|t+
& l n-(l*—;’;n")]’
nous donnera

J— 9 3 Yy — 3 2 9
p=n(—gFmP+. . ) )=1+3im*~ 2 mi4. ..,

s =m COsw 4+ min, cos[w—+(2—2m)e—a2s]—3my, cos[w—(2—2m)v+-27].
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Le coefficient du dernier terme du second membre étant du second ordre
par les facteurs m et v, il convient de supprimer le terme précédent, qui
est du troisiéme ordre, 4 cause de 27,3 nous ferons en méme temps

o= 1%, L{J:—90°~‘/, v=g,

et nous aurons

z=xs8in(gv —y) +imzsin[(2— g —2m)¢ — 20 +7].

La formule (8) donne, avec la méme approximation, s = s.
Voici donc le résultat auquel nous arrivons :

(D)
(E)

g =1-+3m*— 2m?
s=uzsin(gy —y)+imzsin[(2 — g —2m)e¢—20+7].
Les coefficients de m?* et m?* dans (D) sont exacts, comme on le voit en

comparant avec les valeurs trouvées pour g dans les diverses théories de la

Lune; on connait ainsi le mouvement moyen du nceud a {5 environ de sa
valeur prés.

L’expression (E) de s contient tous les termes du second ordre.

V. Calcul approché de la projection du rayon vecteur de la Lune sur

I N . . I . .
le plan de Uécliptique. — Soient - cetie projection ct

v=a(r+p),

a désignant une constante et ¢ une quantité¢ variable du premier ordre. On
trouve aisément (ANDOYER, loc. cit.) cette équation différenticlle

12 m? 52 s do
-+ (71—_—1 —3%m > sin[(2 —a2m)v¢ _ZG]E’

' =+ pg 1 —3m*— <+§nﬂ+ l;ji;l ) cos{(2 —am)¢ — zc)]; =0,

avec

(10) C=—1im>—3$22—3m?>cos[(2 —2m)¢ —27]

~+ 3#*cos(2gv — 2y) + troisiéme ordre.

‘ l =2(1—m),
f

Dans le premier membre de (C’), on a négligé les petites quantités du
Il. — Fac. de T. D.2
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quatriéme ordre; toutefois on peut s'assurer que la portion 1— im?* du
coefficient de ¢ ne conticndrait pas de terme en m?, mais seulement des
termes en m*, m?, ..., si 'on poussait plus loin les calculs.

Pour ramener 'équation (C’) au type (A), nous ferons

; 2
(gnﬂ—lﬁ—;:n—l) rsin;‘—,]z—zmw—zo‘]d‘»
(i) p::E * v s

ce qui nous donnera, avec la méme approximation,

‘12! -
(12) 5 + = 1-——%1}1‘-’—%1}12(3—?514- %)cos[(z—zm)v—zc] =T.

On aurait dit mettre, dans le second membre, au lieu de U,

3 Gm? N
—-( 2t I)fsln[:z—zlmv——zc]dv
4 o,

UE ! ;

mais, en réduisant 'exponentielle a 'unité, cela revient a négliger dans U
les quantités du quatriéme ordre, ce que nous avons déja fait.
Nous ferons coincider (12) avec (@) si nous prenons

[ nt—=1—3m?, l=2(1—m),
(13) . ) 124
[ @ :—%mi<3-—.{,l—|— ﬁ)

Nous aurons d’abord, d’apres (d).

[ LIJ,

U—ll[l—l— o? ., — 20+ 350202 — 6on* J
U=

,1-2(12__/”2-_-) + jll"(lz—ll?)(lz—— _/”12)3

La formule (e) pourra étre réduite &

o
=0 COSW A ————— gy cOS [ 2 — P —
o TS y COS [+ ( 2m) ¢ 20|
z cos|[ ( )o +
_—— s[w—(2—2m)e
((T—2n) TeOSL ¢+ 209]

- — A,~cosV,-<—I - —>;
an [T [T

V', désignera successivement les trois arguments o, (2 — 2m)¢ — 23,

2gv — 2v. de U, formule (10):
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A; désignera successivement les coefficients des cosinus de ces trois ar-
guments;

A; désignera successivement les coefficients de ¢ dans les trois arguments.

Comme pour s, on devra préter une attention particuliére aux petits
diviseurs [ — 2n et I2 — 4 n?*; on trouve, en se bornant au second ordre.

s =mn,Cco8w + Emmnycos[w— (2 —2m)¢ + 25]

—im?— 324 m2cos[(2 —2m)¢y—20] —Ltx2cos(249¢ —27).

On a laissé de coté le terme en cos[w + (2—2m)¢ — 20|, parce que son
coefficient contient le facteur m?v,, qui est du troisitme ordre. Il faut
maintenant porter cette valeur de z dans (11), qui donnera, avec la préci-
sion cherchée, ¢ = z; nous ferons en méme temps v, = ¢, b = — @, u. = c.
et nous aurons

My e—n|r4p —F 2l 35— 6o
B R (E—Gn) T G (E— ) (B ) |
(F') ‘ U:atl—%nzﬂ_%x‘l—l—ecos(cv__w)+,712005[(2__2,)2)(‘_ 25]

— {x2cos(2g9 —2y)+ Emecos[(2 —c—a2m)¢ — 25 +w]|.

Nous allons maintenant procéder a la mise en nombres de la valeur (D")

de ¢; nous prendrons avec Laplace m = 0,074 80133 les formules (13) nous
donneront

{=1,8503974; logn =1,998 1698; loga?= 3,346 92

78
a?
— / .
=) = 0,004 1326;
, —20+352n*—6ont -8
At (B pty (BE— fnrys — 000011705
d’ou
¢=0,9913562; 1 — ¢ = 0,008 438.

La valeur exacte de 1 — ¢ est 0,008 452...; on a donc le moven mouve-

ment du périgée avec une grande approximation, a

aos de sa valeur
environ.

VI. 1l est bon d'approfondir le résultat ci-dessus, dont la précision ines-
pérée est un peu fortuite.

En effet. les théories plus complétes de la Lune donnent pour expression
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analytique de 1 — ¢ une série ordonnée suivant les puissances de m ct de

’

a P . . a
e, e, ret— <e’ = excentricité de I'orbite solaire, —; = rapport des grands

axes). or, notre expression de 1 — c laisse entiérement de coté e, e’, z,

a . . . . R
et —; on ne doit donc la comparer qua la portion de 1 — ¢ qui ne dépend

que de m, et qui est fournic par une théorie certaine. M. Hill donne pour
cette portion

1—c¢=0,008572...;

nous avons donc cette portion de 1— ¢ a g; prés.

Pour pénétrer encore plus avant dans lc sujet, je vais développer suivant
les puissances de m la valeur (D') de ¢, en y remplacant, bien entendu, «,
{, n par leurs valeurs (13).

Je trouve successivement

(1) a=—3m( 2+ m—+ 24 r—m
3—8m-—+4m?)’

(15) a=—3tm*oa+m—+ (8 —=8m)(1+ tm+ 32 m2>++320m3 . )|,

x_—_—fln?(lo-{—i‘aﬁm—l—’i m24. ),

2 223 6329 2

=23 mr (1 23 m o G m L),

nw2(lP—4in?) =—80u—im—2Im2+...),
22

_’2 24

2 m3 (1 + Plm P22 m 4 ),

TE— ) =

\ e \
. —20+350n 60 n* 810000 s
_/‘,l+(12__,1"2)([2__/"l?)3 32768

R —_— 3 ____z,z_w 3___ 3741 ok __ 236789 3
(16) c=1—;m m e N ovs M.

Voici la valeur exacte des cing premiers termes de la série, d’apres
Delaunay,

- o p 3 322 223 5,8 ___ 4071 4265493
(179 c=1 T m 5" M Yy Mt Yot M.

On voit que les coefficients de m* et de m* dans (16) sont corrects; et I'on
pouvait l‘épondrc a pl‘iori que cela devait arriver; mais, en comparant les
coefficients de m* et m* dans (16) et 17, on remarque que, si ces coefficients
ne sont pas les mémes, ils ne different pas heaucoup; ainsi, I'erreur relative
du coefficient de m* est de 5, et celle du coefficientde m?® est de 5. Clest a
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cette circonstance que I'on doit d’avoir trouvé plus haut la précision déja
\ A

tres grande de .

Sil'on ne gardait dans la formule (16) que les termes en m* et m?, qui
sont seuls exacts, on n’aurait 1— ¢ qu’a { preés.

Il est important de remarquer qu’il est impossible de trouver, en opérant
comme nous l'avons fait, les valeurs completes des coefficients de m* et m?®
dans (16); car, dans I'¢équation (C), la portion 1 — % m* du coefficientde ¢
demande & étre complétée par des termes en m*, m?, ..., et de méme pour
le reste de I'équation. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de 1 — ¢
montre que les termes ainsi négligés sont relativement peu importants, de
telle sorte que I'équation (r2) réalise, sous une forme simple, une approxi-
mation déja assez grande.

L’une des grosses difficultés de la théorie de la Lunc provient du peu de
convergence des séries développées suivant les puissances de m; cet incon-
vénient se manifeste surtout dans 'expression de ¢, formule (17); la conver-
gence est extrémement lente, parce que les coefficients des puissances suc-
cessives de m vont en augmentant et en se compliquant rapidement. Ces
grands coefficients apparaissent quand on passe de la formule (14) a la for-
mule (15); ils proviennent du développement de la fraction —

3—8m + 4m?’
lequel est peu convergent. [l semble qu’il y ait lieu d’éviter ce développement,

ou de I'améliorer, comme 'ont propos¢ MM. Hill et Adams, en posant

m' ) 1 . .
m=— On trouve, en effet, dans cette hypothése, au lieu de (17),

Iexpression suivante pour c,

3 /2 37 pp!3 __ 123 0004 1925 5005
c=1—}{m*+3Im e m't 4§

0%
série beaucoup plus convergente.

On voit que tous les résultats précédents ont pu étre obtenus sans qu'on
ait eu besoin de recqurir a la théorie des fonctions elliptiques.

Il nous semble que le mérite principal des travaux récents de M. Gyldén
est d’avoir montré cue l'on peut obtenir une solution déja trés approchée
du mouvement de la Lune, ce qu'on appelle l'orbite intermédiaire, a1'aide
d’équations différentielles linéaires du second ordre a cocfficients pério-
diques. On peut faire ainsi bénéficier I' Astronomic des progrés importants
qu'a faits dans ces derniers temps cette branche de I'Analyse mathéma-
tique. 1l est bien remarquable que, dans le Mémoire déja cité, Lagrange
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ait été amené, il y a longtemps, a propos des perturbations de Jupiter et de
Saturne, a une équation,

d?z
de?

- +2Asin({ +b)¢7— +z[n*+ Bceos(lv +6)] =1,

de méme forme que celles que M. Gyldén a retrouvées depuis, par une
vole différente, dans ses travaux sur l'orbite intermédiaire de la Lune.

SECONDE PARTIE.

METHODE DE M. GYLDEN.

VIII. Reprenons I'équation différentielle (@) sous la forme

d)
(a)) do T (a}+ 2a,cos2¢) = U,

ol U est supposé¢ étre une fonction connue de ¢.
M. Gyldén introduit des fonctions elliptiques de module /; soit posé, sui-
vant 'usage,

1 1
Ny = K= [ . G K,:f da
Jo V(1 — 2?)(1— k2x?) o VO —22?)(1— k"2 22)

W
E,— f \,l——-/\f‘dx’ r/—_—e_ﬂ"_';

Ji—a

La théorie des fonctions elliptiques donne

2

, 8 /n )‘3 q q TUu 2¢? 2T U 3q 3ru )
8 sntu— (N (<2 ., 9 T 2T e .
(18)  sntu= A"(zK, (i 7 73 7 cos & — 1 e cos - — cos — )

v ¢tant une constante que 'on détermine par I'une des formules

8q 2K 2K 2E,
(o) g ‘< ) =
o ) — 2 29 3q4° | )
(20) s =1= (1 2/])(I q"+| i /)
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Posons

(21) ¢ =

= u;
2K

I'équation (a,) deviendra
2K\*d?s N LA
po - d——ll2 +3la;, +2a, S _K = U,

et si ’on porte dans cette formule la valeur de cos % tirée de (18), on trou-

vera alsément

a’s - . 1= N T\ _ (7 \2
(@) El_u—ﬁn—“[k iq aysn?u — (aj +2a,y) (2—K>]_<ﬁ> U,

cn pOS&Ilt

{ U,:U—}—Ug,

( ngza,z(l_q2)<% cos%%zf +%c053?{u+...>.

(7)

On voit qu’on a modifié le second membre de I’équation différentielle en
y introduisant, a c6té de U, des termes qui contiennent en facteur la fonc-
tion inconnue z; ces termes sont, il est vrai, des ordres de ¢, ¢*, ..., c’est-
a-dire, comme onle verra dans un moment, des ordres de a,, af, .. ., donc
petits. En supprimant d’abord le second membre de (a,), on a unc ¢équa-

tion qui se rameéne & I'une des formes de I'équation de Lamé considérées
par M. Hermite

2

du?

QL

[2]

(a’)

— s(2k?sn?*u — h) =o.

Il suffit, en effet, de poser

(21) Iz_—:(ag—y-za‘a/)(leY,

\.ax il

. 6 +ai—4
=2, d’ou :il—‘—
bq 7

(22) a,

>

— 4 1 3
'9—§a1—ma.+--~~

En introduisant les fonctions de Jacobi, et désignant par C, et C, deux
constantes arbitraires, l'intégrale générale de 1'équation (a’) est, d’apreés
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M. Hermite (Sur quelgques applications des fonctions elliptiques ).

F 5 =Cy5+ Cy 3.

s ou l'on a, en faisant i = y — 1,

(9)
. Qi . O
' . Hutiv) —ug (zs; 5, = H(u —iw) »3 u:::,
! O(u) ’ B O(u)
(e) dn l‘w:y//z——— ISR

VIII. Pour développer z,, =, et, par suite, z cn séries trigonométriques,
nous partirons d'unc formule importante donnée pour la premiére fois par
Jacobi, & propos de la rotation des corps solides, en adoptant la forme sous
laquelle I'a présentée M. Hermite (loc. cit., p. 19),

R nire

2k H (o) H(u+iw) __e’;&" e K

T OUw) O(u) “ sin(im’ q2ntr LK’)
nETe 2K 2 K

Introduisons dans le second membre ¢ au licu de #, formule (271); rem-

14

K .
slagons 7 par sa valeur en fonction de ¢, et posons
1 K1 q P

0

. - =)
(?3} N )
nous trouverons
. . N =~ x .
(24 2K H'(o0) H(u—i—zm)_giz etn+1iv
(24 T O(lw) O(w) o mel _aeel
n=—wg ® e~h— g 2 o)
IFaisons encore
2k O'(iw)
(1) =1+

T (O(iw)
et nous tirerons sans peine des formules (2), (24) et ()

. n=—x .
@(lb)) e(?ll+2—p<:lv

lK "'(0) A1 )

- =

n=—xq ? 84\"—'] 2 ek

d’ot. en mettant a part le terme du signe ul correspond & 7 = — 1, et
I 2 ,
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faisant des transformations trés simples,

. @( . ) n=+x 9
o 144 _ q—e"'\ 2 i
dl‘—K_ H -1 bY ! )) e z 7" n+le”/ e
(0) q 26—‘——q2€‘/
n=+oa
-+ E qn—l 2/ le(—2/z+2—p,\iv
—q n—
n=2

Posons maintenant

—2)
q n+1 q — e 2) _
<— e =,y (n3o0),
a) g—gqnrie s

—1 —2h
7\ _¢ 9 =
— 2\——9—'1' —“'r)",_i (ll;?),
a, e~ A q-ll—

et il viendra

3 . n=+w
5= T @(ll(')) s — e~y 2 "ﬁ’—nﬂa':“e ( 2n4a—p)iv
H’(o)(q 26_)‘—(]26)) =
n=+«x
-+ 2 b yay” 1 (—2n+2—piiv )
© n—
n=2
n=+w
Ty — %: G(il(ﬂ) ; eiy Z l's_,,_la"”e ( 2naa—pic
H’(o)(\q_%—l__qze)» -
R=+»
-+ 2 uvh n_la"’—l(;—(‘inw\»-zuy.‘iu
n=2
Si l'on fait encore
(g 3 — g
- (o 20— _ e') )
CI:: E H( ) q (] ‘00(3"‘-’,
s 200 (iw)
(52— g0
’ 28_ 2gh }
Co=— ]: H (0) q9 —49q )'noe"'f’
i ™ 270 (in)

Il. — Fac. de T. D.3
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on trouvera finalement, pour l'intégrale générale de I'équation (a’),

n=+xo
s =1yc0s(py + L)+ 0, 2 wh, a?cos(py+ Y+ 2n0)
< n=1
(F) it
N 1 n ]
—+ o 2‘ Wh_,a? cos(pe +¢ —2np).
n =1

On retrouve bicn pour s une expression de la méme forme que celle a la-
quelle nous sommes arrivés dans la premiére Partic de ce Mémoire; les
formules ({) donnent les expressions générales des coefficients b, ct c’est
un avantage de I'emploi des fonctions clliptiques.

IX. 1II faut maintenant intégrer I'équation (a, ) avee second membre.
On partde la solution (I) de I'équation sans sccond membre, et 1'on fait
varier les constantes arbitraires 7, ct §. Soit Z 'intégrale générale de (a,);

on trouve aisément, par la méthode connue,
(o) 7—=s5471,

s ayant 'expression (), et T étant exprimé au moyen de cet ensemble de

formules

Z= %(:.”] U,s' dv — :.’/ U,z (lc'),

® ©

s'=cospe + E W, al cos(p —+2n)¢ + E vh_,afcos(p—a2n)r,
1 1

(¢)

£ ©

s . s . W .

s'=sinpe + E Wh,al sintp +2n)¢ + 2 W_,af sin(w —oan)s,
1 1

1 -
ds" _,ds
de

("::'

de’
On trouvera sans peine
Ce=mupoa [ (b b)) 4 (uh, — wh_ )]

+ai[2m(uby = whos) 4+ f (W —b_y)
’ + e (hy = )2 o (W 4 wb ) (b — b )]

23)
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et, en faisant

(26) U,:EAicosVizzA,-cos(liv+ b)) .

r= ArcosV, | 1 —1 e : !
| 2es 2 1608 '[p+li+p—li+\ ‘d‘<p.—!—2+1,-+p.+2—l,»

: I I
+h2, a2 +
\p—2+-l p—2—1; - |

—i—EAiCOS(V;—l—26’)[1\'.,»1@( ! 4+ L )

P~+2+li ‘U.—-ll

I 1
yh_
-+ 1[11(\‘[‘_2_[[—1-“_‘_1[)—1—...]

+2Aicos(Vi—2v)[ﬂl),a,<;+l -+ ! >

2—[,' P+l,

—f—l‘!y__,(ll( ! —+ ! >+.]
}}.-—2—‘—11‘ P.—-—l, X
-I-EA,'COS(Vi—i— 4o) [lilvga?< - ! >

[.L+4+li+ P'_li

1 1
th_,a?
+1._2(l[<[1__4__[i+i1+l">

1 1
+ i el —— ) ...
R ’a‘<y+2+li (J.—-‘2—lg>_l ]

9 l I
_|_EA,~cos(Vi—ltV)[“!’zaI<H+/ 1;+ >

h—U  p+

by a? RN )
) p—A4+1 w—1{

I 1
IEYRTN 2 - ..
i\ +l'l"a‘<n+2—li+y—2+h>+ ]

N

Pour les termes A, cosV; de U, qui proviennent de U méme, il n'y a pas de
difficultés dans Papplication des formules ci-dessus. Considérons ceux qui

proviennent de U, ; il faut d’abord se reporter al'expression (v) de U,, que
’on peut écrire ainsi

2
Uzzzals(l—q‘l)< 29 cosje + 34 cosﬁc~+...>,

1—q* 1 —qb
ety remplacer = par sa valeur (I7),

S=T7pCo8(pe + ) +...3
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nous tlrouverons, en nous bornant aux termes en a; et remplacant ¢ par 3@,
Uy=!ainocos(pv+ L+ 4v)+ tainocos(pe + b —4¢).

On pourra maintenant appliquer la formule ( /), en la réduisant a

20: :EA[COSV[(ﬁ -+ F—L—l>7

cl prenant successivement

—"\i:’};a;znl)’ Vi:{l"+¥!/+—/l": li:[*L+~/¥s
A;=2tainy, Vi=ue+9—14

On pourra aussi fairec ¢ = (= = a,; on trouvera de cette manicre

1 1 1 )
I=s—a’n,|————))cos(pv+db+40)+fatn ——— +¢)cos(ue+d—4¢
=54 '”°<za0+4 4> (potp40) Fgaine| So-—7 i cos(pv+p—40),

I T) N
- @i cos(p¢ +v1;—|—4(r)—~T‘°—cos(;.w+v—4v)

33 2 + a, 32 2

Ces termes ¢tant de méme forme que certains termes de la formule (F), il
convient de les réunir; on trouve ainsi

I3 ==mnycos( e+ b)
I

= by ay HOCOS([1(+'J+2‘) l:'\“e)z "—3*2(2——4_—(10—)

]afvao cos(ue+L+4¢)

(6) I

+ a1, cos (e +Y—20)+ [U‘.,~2—m] atnycos(ue+¢y—4¢)
)

~+ des termes en a?, af, .. ..

On ure d’ailleurs des formules ({), en rcmplagant par , avec la méme

'

pl‘CClSlOll que Cl—dCSSUS y

1 e 2h—— 1 —e—2h
Vb, = = 5 {] ) W = - u_). N
an 8 e — ¢ 8 q— q2e 2"
' —2h e
’ by = —‘l—/ -e—,~—;/_7 Uh_, = x _(]_L._‘..
64 e~ 2h— 5 64 g — qre*

On calculera ensuite Z par les formules () ct (), en ne prenant pour
A, cos ¥V, que les divers termes périodiques qui figurent dans U méme.
Quant a la quantité u, sa détermination résultera des formules (¢) et (7).
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X. Pour retrouver jusqu'au bout les formules de la premiére Partie, il
ne nous reste donc plus qu’a calculer w,, ¥_,, ., W_, ct w en fonction

explicite de a, et a,; nous développerons nos calculs suivant les puissances
de a,.

Nous supposerons a, > 1.

En remplacant dans (¢) et () les fonctions ©(iw) et dniw par leurs
développements connus et tenant compte de la formule (23), il vient

- .p—1 _ 2gsin2ih—4qg*sinfid+...
(27) TS T 1—2gcos2ih+ 2¢*CoShih—...
(28) VA—k* 14 2gcos2ik+ 2¢* coshik—+. ..
VK T 1—agcos2ik+2gtcoshih—..."
les termes écrits nous suffiront.
Soit posé
(29) Vi = k2 — /K

2]

-e

I

Vi — ki
on tirera aisément de (19), (21) et (22)
2 N
\/aﬁ(a‘ﬁ—{) + 1+ k" — 2112‘ — VK
(30) = = .
\/a?<l> +I+k’2—@l+\/ﬁ
*\ 2K K '

J'ai développé cette expression suivant les puissances de ¢, ct j'ai trouvé

ay—1 aj -+ 4
(31) =22 + o 4_
Ay+-1 ag{a,—+1)

S g

Le terme en ¢ ne figure pas dans ce développement, qui ne contiendra,
plus généralement, que des puissances paires de ¢; on le démontre en chan-

geant, dans 'expression (30) de =, ¢ en — ¢. On sait, d’apreés la théorie des
fonctions elliptiques, que

se changent respectivement cn

on en conclut aisément cue = ne change pas.
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M. Hermite, auquel nous avions communiqué ce résultat, a bien voulu
nous en donner une démonstration trés simple ct élégante, que nous repro-
duisons dans une Note placée & la fin du Mémoire.

La formule (28) donne, en introduisant =,

2 CcOS217A

(32) = 1+ 2g*cos4i)’

on en conclut, par la résolution d’une équation du second degré,

1—Vi— 4 (1—2¢")

cos2i) = heg?
(33) 2qcos2i) =t(1+2¢¥+...),
d’oti
(34) 275in2i)\:ir[l+(r?—%)q’—i—...].

Iin portant ces valeurs de cos27A et de sin27A dans la formule (27), préa-
lablement écrite ainsi

p—1 L 1—4qg?cosaiA
i —2qsin2iA 39 )
2 I—2q COS2LA + 4q* cos?aih
il vient
T+7 1478
1—7T T(1—71)

I‘n remplacant = par sa valeur (31), on trouve, apres réduction,

= a,+ —16qu+...,
a,(1— aj)

ou, avec la méme précision,

ai
y:ao[l—f——.——T +.]
bdaj(1— ap)

e~ = cos2ii+ (sin27}

[.a formule

donne. en ayant ¢gard aux expressions (33) et (34) de cos27A et sin272,

2,/0-.2*;«:7_;_:3(/?4-...—:—;—(%—:3>r/?+...,
N\ /

e =L 4 ..,
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ou bien, en remplacant = par sa valeur (31),

ay—+1

2 —
ay— 1 7

Portons cette valeur de e—** dans les formules (H), et nous trouverons, en
Y )
négligeant ¢,

1 1

1
—_ LI —
4(1+ ay)

L, — - iy, = Wh_o—=
o TR —ay)’ o 3"(1"‘00) -

1
3o (1— ay)

Nous aurons ensuite, en transportant dans (G),

s =mnpcos(y + 1)

ai

—+ —————n(,cos(pv+u+z()+39([+ao)(r)_‘_a ) Ny COS (Lo —+Y+4v)

4(1-+aq)

(K) ¢ at e e
32(1———(10)(2—-(10)%(05(#‘4_{ A,

a,
T———)m cos(py-+Y—ap) +
iy

=l )

Ces formules sont bien identiques, au degré de précision dont nous nous
contentons, a celles que nous avons rencontrées dans la premiére Partic

Les deux méthodes conduisent au méme résultat, ce qui devait étre
Nous sommes loin de vouloir dire par la que les fonctions elliptiques en
géneral, et la théorie de M. Gryldén en particulier, ne soient pas appelées a
jouer bientdt un role important dans le calcul des perturbations.

.

Note relatice a Uexpression de la quantité désignée par

dans la formule (30) de la page D.ar.

Nous allons reproduire ici la belle démonstration que M. IHermite a bien
voulu nous communiquer pour prouver que 'expression

est une fonction paire de g.
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Si l'on introduit la fonction de M. Weierstrass,

J=K—E,,

\/ . <2K/;)’ 8KJ 2K A
a: — + = —
T 2 T

. 2KA\* 8KJ 2Ky«
as — K -+ pc -+ p

Or on a, d’apres Jacobi (Fundamenta, § 40),

on peut écrire

(D T=

2KyK 4 | 4g 4g°
T 1+qt i+ qb g T

(I

ce qui est une fonction paire de ¢; il suffit donc de démontrer qu'il en est

de méme de

8KJ <2K/\'>‘1'

2 T

Or I'équation de Jacobi

¥ J 0'(x)
2.an2 —
folxsnxdx_Kx “9( )

donne, quand on la différentie, et que I'on fait ensuite x = o,

e
(I y= @((;’)).

Mais de la série

2Kz .
0 — =1—2gcCos2x +2q*Ccosfjx — 2¢°cosbxr + ...

on conclut

K\? \
(%) 0" (o) :S(r/—!;q'—i—gq"—...):—4qu®(o).

En portant cette valeur de ©”(o) dans (I11), il vient

KJ

—_2

=—¢qD,logB(0);
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d'olt

Fal
S

Wl &

l
™

3

LA Vi >+ 20 gt O
1I—q 1—q? 1-——(/

T - o et
1—/]- 1 —qt 1—q°

2 3
Y R VR TR .
1—q 1T—q? 1— g 1—qt

_2( r/‘22+ 2(]"'+ 3//“‘._}_ -’lflss_*_..'\),
T—9q L—q r—q° T—q

en.remplacant ©®(o) par

00)=[t—) (1= (1 —7")..

ou bien

Pa—g) i — g (1t —¢*)
1 q

KJ nogt ngn
TE":z : / ——2 1__1—') (Rn=1,2,3, ...
3 2: —q 2. —

(]2/!

En remarquant que P'on a

qu qn (/ill

pumnd — b
| — qn ] — quz [ — (/zn

on peut écrire

(IV) 5_]:22__"_111 3

- = n=—1,2,9, ..
T’ L — g (

Or on a la formule connue

(V) (““’)' T i

Py ] — qam

’ (m=1,3,5,...).

On conclut de (IV) et (V)

8KJ 2 KA\2 N e o o .

¢’est bien une fonction paire de ¢, ct P'on a finalement, sous unc
simple et ¢légante,

. —~ "_,]-Zn N , (_ I)" ,"zn’
\/a0+3zzl_f/'.u [l+4

|+,/5u .
. 3 ,lqz,l-,, / (__ l)" q‘zn
ai+3 X VA

[ i 3 O

forme

T

(n=r1.2,3....).

1II. — Fac. de T.



