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Definitheitsbedingungen fiir relative Extrema
bei Optimierungs- und Approximationsaufgaben

W. WETTERLING

Herrn Prof. Dr. Dr. h.c. L. Collatz zum 60. Geburtstag gewidmet
Eingegangen am 6. Oktober 1969

Summary. In this paper, sufficient and necessary maximum conditions are estab-
lished for a class of mathematical programming problems with an infinite set of
restrictions, which is described by a finite number of inequalities. The criteria may
be applied to nonlinear approximation problems and to the numerical solution of
boundary value problems.

§ 1. Einleitung

In diesem Beitrag werden hinreichende und notwendige Bedingungen fiir
relative Extrema bei einem Typ zweistufiger Optimierungsaufgaben (§3) herge-
leitet; das sind Aufgaben mit unendlich vielen Ungleichungen als Restriktionen,
wobei die Menge der Restriktionen durch ein endliches System von Ungleichungen
beschrieben wird. Die Betrachtung dieses Aufgabentyps ist durch die Anwen-
dungsméglichkeiten nahegelegt: Nichtlineare Probleme der Tschebyscheff-Ap-
proximation, insbesondere solche in mehreren reellen Variablen, werden hierdurch
erfaf3t (§8), ferner Optimierungsprobleme, die bei der numerischen Behandlung
von Randwertaufgaben nach dem Prinzip der lokal optimalen Schranken [6]
auftreten. In diesen Fillen entspricht die Restriktionenmenge dem Bereich, in
dem die Approximations- bzw. Randwertaufgabe formuliert ist. So ist diese Arbeit
als Weiterfithrung des von und mit Collatz in [1] und [2], §15 und weiterhin
in [6—8] verfolgten Programms der Anwendung von Approximations- und Opti-
mierungsmethoden bei Randwertaufgaben anzusehen.

Bei den hier betrachteten Aufgaben werden iiber die Zielfunktion und die
Restriktionsfunktionen keine generellen Konvexitdtsvoraussetzungen gemacht;
es ergeben sich schwache Definitheitsbedingungen fiir die Matrix der zweiten
Ableitungen einer erweiterten Lagrange-Funktion.

Hinreichend fiir ein Extremum ist die Definitheit, notwendig die Semidefinit-
heit der quadratischen Form zu dieser Matrix im Tangentialraum an der betrach-
teten Stelle. Wiahrend dieser im Fall von endlich vielen Restriktionen (§2) durch
ein homogenes lineares Gleichungssystem beschrieben wird, in dem die ersten
Ableitungen der Restriktionsfunktionen auftreten, hat man im Fall der zwei-
stufigen Aufgaben (§3ff.) auch lineare Relationen, die die zweiten Ableitungen
enthalten; diese sind als linearisierte Enveloppenbedingungen zu deuten.

Die wichtige Frage nach numerischen Methoden zur Behandlung solcher Auf-
gaben wird hier nicht erortert. Offenbar erfordern die verschiedenen speziellen
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Probleme, die sich der hier betrachteten allgemeinen Problemklasse unterordnen,
verschiedenartige Algorithmen. Einige Hinweise findet man in [6] und [8]. Die
in dieserm Beitrag angegebenen Bedingungen bieten die Moglichkeit, das Ergebnis
eines solchen Algorithmus, das im allgemeinen nur ein stationdrer Wert ist, auf
die Extremaleigenschaft zu priifen.

§ 2. Finite Maximumaufgaben

Zunichst wird eine Aufgabe mit endlich vielen Restriktionen betrachtet; die
hieriiber bekannten Ergebnisse werden spiter benétigt:

Gesucht sind relative Maxima einer Funktion F{x) auf einer Menge MCR",
die durch
M={x; f;(x)<0 (j=1, ..., m)}

beschrieben ist. Dabei sind F(x), f, (%), ..., f,.(x) reellwertig definiert und zweimal
stetig differenzierbar fiir alle x¢€R*. Mit F'(x) wird der Spaltenvektor grad F(x)
mit den Komponenten 0F[dx; (t==1, ..., n) bezeichnet, mit F"'(x} die Matrix
der zweiten partiellen Ableitungen von F. Entsprechend sind f;(x) und f;(x) zu
verstehen.

Sei nun ein €M gegeben; man méchte priifen, ob F an der Stelle % ein relatives
Maximum beziiglich M hat. Hinreichend dafiir sind folgende Bedingungen:

(a) Lokale Kuhn-Tucker-Bedingung. Fiir j€ J C{1, ..., m}, aber nicht notwendig
nur fiir diese Indizes, ist {;(%) =0, und es gibt reelle Zahlen ;>0 (j€]) mit

F(z) —%;uj}‘;(%) =0. {1

(b) Sei HC R der lineare Teilraum der Vektoren E€R™ mit Ef;(%) =0 (j€])
(€T ist der zum Spaltenvektor & transponierte Zeilenvektor); die qguadratische Form

0E) =" [F'®) — Zu i (A|¢

1st negativ definit auf H.

Sind die Bedingungen (a) und (b) erfiillt, so gibt es eine Umgebung von %,
in deren Durchschnitt mit M (% selbst ausgenommen) F(x) <F(%) ist.

Die entsprechenden notwendigen Bedingungen lauten: Sei #éM und J nun
die Menge aller Indizes § mit f;(%) =0. Folgende constraint qualifications an der
Stelle % seien erfiillt:

Ist E€R" ein Vektor mit STf}(i) =0 (&), so gibt es ain t,>0 und eine fir
0 < t < t, stetig differenzierbare vektorwertige Funktion x () mit x(0) = %, dx (0)[dt=&
und x(t)EM (0=t =ty). Ist ETFi(%) =0 (j€]), so gibt es ein solches x(t), das iiber-
dies zweimal stetig differenzierbar ist und fiir das [ (x())=0 (jeJ, 0 St <t,) ist.

Ist dann F(x) < F(%) im Durchschnitt einer Umgebung von % mit M, so gilt:

(a*) Es gibt u; =0 (j€]) mit (1).

(b*) Q (&) ist negativ semidefinit auf H.

Man beachte jedoch, daB8 J und damit H und @ jetzt anders definiert sind
als im Fall der hinreichenden Bedingungen.
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Diese Aussagen sind in den Ergebnissen von McCormick [4] enthalten, der
neben Ungleichungen auch Gleichungen als Restriktionen zuldBt.

Dort wird auBerdem gezeigt, daBl die constraint gqualifications sicher dann
erfiillt sind, wenn die Vektoren f;(%) (j€]) linear unabhingig sind. Fiir das von
McCormick mit indirektem Beweis hergeleitete, hinreichende Kriterium ist in [8]
unter der Voraussetzung der Stetigkeit der dritten Ableitungen der auftretenden
Funktionen ein direkter Beweis angegeben, bei dem eine Kugelumgebung von %
mit der genannten Eigenschaft konstruiert wird.

§ 3. Zweistufige Maximumaufgaben, hinreichende Bedingungen

Eine dhnliche Bedingung soll nun fiir folgenden Aufgabentyp, dessen Struktur
die Bezeichnung zweistufig nahelegt, formuliert werden: Gesucht sind relative
Maxima von F(x) auf

M={x; f(x, ) £0 (yeY)}<R";
dabet ist
Y={y; (=0 (»=1,..., NJ<R"

Die Funktionen F, f, g, seien reellwertig definiert und zweimal stetig differenzier-
bar im R*, R* X R” bzw. R™. Wie oben werden mit F’'(x) und /'(x, y) die Vektoren
der ersten Ableitungen nach den x, bezeichnet, ferner mit /' (x, y) und g;(y) die
Vektoren der ersten Ableitungen nach den y,, weiterhin mit F”, /" ', /" und g,
die entsprechenden Matrizen der zweiten Ableitungen.

Wieder wird ein Punkt €M betrachtet. Als hinreichend dafiir, daB dort ein
relatives Maximum von F beziiglich M vorliegt, erweisen sich die folgenden
Bedingungen:

(A) Lokale Kuhn-Tucker-Bedingung. Fiir vy, v, ..., y,€Y, aber wnicht not-
wendig nur fiir diese Punkie, sei f(%, y;) =0, und es gebe reelle Zahlen u;>0
(G=1, ..., p) mit

Fd
=1

(das Argument % wird hier und im folgenden héufig weggelassen, das Argument y;
ebenfalls und durch einen Index j angedeutet).

Als Funktion von y auf der Menge Y hat f(#, y) bei y =y, Maxima mit dem
Funktionswert f(%, y,) = 0. Diese Maxima sollen so beschaffen sein, daB dhnliche
Definitheitsbedingungen wie in §2 gelten.

(B) Fiir jedes | 1 =7 = p) gelte: FiirveM {1, ..., N} und nur fiir diese Indizes
ist g,(y,) =0, die Vektoren g,;=g,(y,) (v€M,) sind linear unabhingig, und es gibt
reelle Zahlen v,; =0 (vEM;) mit

f; - Z vvfg;]‘:o“
ve My
Auf dem linearen Tetlraum

H;= {n; nTg,',,'xO (veM,)}<R™
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ist die quadratische Iorm
0;tm =" (i = X v;g5)
ve My
negativ definit.

Bevor die eigentliche Definitheitsbedingung (C) formuliert werden kann, sind
einige Zwischeniiberlegungen nétig. Ist m; die Anzahl der Indizes in M}, so hat
H; die Dimension m —m,.

Seien nun 7Y, ..., n"~") Vektoren, die eine Basis von H; bilden. Hiermit
wird das lineare Gleichungssystem

(k)T[)‘, £+ (f? vg{fvvig;;)n} =0 (k=1,...,m—m) (3)

aufgestellt. Es zeigt sich, dal} es bei gegebenem £ € R” genau ein 7 €H, als Losung
dieses Systems gibt. Der Ansatz
N = 2 ¢ 7??)

fithrt ndmlich auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢; mit der
Koeffizientenmatrix

G

die wegen der Definitheit von (f; — 2l v,; g,,) nichtsinguldr ist. So sind also
einem £€R” als Losungen von (3) fiir j==1,...,p Vektoren m€H,,...,n,€H,
eindeutig zugeordnet, und zwar linear:

ni=B& (j=1,...,p)

mit von & unabhingigen m X n-Matrizen F,.
Die Definitheitsbedingung lautet dann

Z vagvy] (1))k foe

reM; 1., m—mj,

(C) Die quadratische Form

0@ =7 [P = Sy 1y + 2877 + B (7 = % 0ny65) B¢

set auf
H={&Efi=0 (j=1,..., )}

negativ definit.
Diese Bedingung kann auch so formuliert werden: Es sei
q(&, ??7)_52“ (F"—2u;fi') € 22“7’77 &~ 2w (f =20, 80 <0 (4)

fiir £€H, ,€H;, sofern & und die #; durch (3) verkniipit sind und solange nicht
&=0 und daher 9 = --- =17, =0 ist. Wegen (3) ist hier

f;f”r"?f f; Zvvzgv} ?7;”“0
g&n)=E"F" —Zu; ;) &+ Zuimi (f; — X v,;87)n;

Die negative Definitheit von ENF — Y u, f? 1€ (vgl. §2) ist also zusammen mit
(B) hinreichend fiir (C), ist aber ers1chthch einschrinkender als (C).

und daher
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§ 4. Beweis der Maximaleigenschaft
Satz. Sind fiir ein X€M die Bedingungen (A), (B), (C) erfiillt, so gibt es eine
Kugel um %, in deren Durchschnilt mit M (% selbst ausgenommen) F(x) <F(%) ist.

Beweis (indirekt). Aus der folgenden Annahme ist ein Widerspruch herzu-
leiten: Es gibt eine Folge x,, %,, ... von Punkten x, €M mit x, = ;’E,klim %, =% und

F(x) =2 F(%). (5)

Sei x, — %=0, &, mit §,>0, |£]=1 mit irgendeiner Vektornorm und daher
lim §, = 0. Die Folge der &, enthilt eine konvergente Teilfolge. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei also im &, =& mit |[£]=1. Es ist

5 FE+8,8) —F@)z0

und daher auch der Grenzwert §7F'(¥) =0. Wegen x,€M und f(%, y,)=0 ist
ferner

1 - ~
N FE+6:89) —1E v)1=0
und daher §Tf;§0 Mit (2) wird
4
0<EF =S u T <o.
iz

Wegen u; > 0 ist ETF' =£Tf; = --. =&7f,=0, also §€H. Mit diesem £ sei n;=F,£
G=1,...,9).

Fiir jeden Index § (1<j <) gilt nun folgende Uberlegung: Es ist g, (¥;)=0
und ?gf g;(yf) =0 (veM ;). In einem Intervall 0 <6 < A mit hinreichend kleinem
positiven 4 gibt es einen Vektor y,=y;(8) €R™ mit y]n =0 (y€H,) und

& (yj+on;+v;(8) =0 (reM;), (©)

der als Funktion von § zweimal stetig differenzierbar und mit ,;(0) =0 ein-
deutig bestimmt ist. Um dies einzusehen, mache man den Ansatz

¥;(0) =2.5,(0) &,;
veMy
und wende bekannte Sitze tiber implizite Funktionen an (s. etwa [3], Kap. X).
Die hier auftretende Jacobi-Matrix (g7 Builv, ue u, ist wegen der linearen Unab-
hingigkeit der Vektoren g,; nichtsingulir. Aus (6) folgt weiterhin

. ady; (0
&+ 25 =0 (ery);

wegen g,77,=0 und der linearen Unabhangigkeit der g,; ist dy;(0)/46=0 und
daher y;(d) = 0%y;() mit gleichmiBig beschrinktem y,(d) fir 0=d=4.

Sei 4>0 weiterhin so klein gewshlt, daB g,(y; + dn; +62x;(6)) <0 ist fiir
v¢M;und 004, also y,; 8z, + 6%y;(6) €Y.
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Die Zahlen §, der obigen Folge liegen fiir hinreichend groBes £ im Intervall
[0, 4]. Fur diese &2 wird mit y;, =y,;(6,)

P
FE+06,&) "“i;l“f {f &+ 8,&s, v+ Bem; + 03 1,)
=0
— 2V & (¥ +6k?7j+512cx;'k)}
veMy
=0
~ ﬁ ~
=F® — 2w {f y) — v8 )}
9 € Mj e st

j=1 S

=0 =0
+ 6y, [fg(F'—Z'“ff}) _Zuj("?j'i"akXik)T(f;‘ -2 vvig:'i)]
=0 =0

+§029(Emy) +o(83)-
Fiir #— oo hat man hiermit einen Widerspruch zwischen (4) und (5).
Bemerkung. Aus dem Beweis ist zu erkennen, daB man auch #; =o; F; & mit
beliebigen reellen «; hitte wihlen konnen, und zwar bereits in der Formulierung
der Bedingung (C). Man erkennt aber, dafl ;=1 als Maximalstelle von «;(2 —a;)
ausgezeichnet ist und fir ®; =1 zwar auch hinreichende, aber einschrinkendere

Bedingungen als fiir o; =1 herauskommen. Auch aus den folgenden notwendigen
Bedingungen wird das deutlich.

§ 5. Notwendige Maximalbedingungen

Bei % habe F(x) beziiglich M ={x; f(x, y) <0 (y€Y)} ein schwaches relatives
Maximum, d.h. im Durchschnitt einer Umgebung von % mit M sei F{x) £F(%).
Sei dabei f{%, ) =0 genau fiir y==1yy, ..., ¥,€Y (es sind also nur endlich viele
Nulistellen von f(#, ¥) in Y zugelassen). Auer dieser Einschrinkung werden
noch einige weitere Bedingungen (constraint qualifications) gefordert, zunichst:

(I) Ist E€R" ein Vektor mit E°f (%, v;) S0 (j=1, ..., p), s0 gibt es ein t,>0
und eine fiir 0 <t 54, stetig differenzierbare vektorwertige Funktion x (t) mit x (0) = %,
dx(0)/dt =& und x(f)eM (0=t =1,).

Fiir ein beliebiges solches £ ist dann

o d
STF (x) ey -EF(x(t))(,=0) gO,
es gibt also kein £€R" mit £7f(%, ¥,) S0 (j=1, ..., $) und ETF'(%) > 0.

Nach dem Alternativsatz fiir Systeme von linearen Ungleichungen (Lemma
von Farkas, [2], §5) gibt es ;=20 (j=1, ..., p) mit

F(z) —-igui (% y)=0. (7)

Weiterhin sei folgende Bedingung erfiillt:
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(I1) Ist £€R" ein Vekior mit ETf (%, y)=0(f=1,...,p), sogibtes fiir 0=t <t
{t,>0) etn zwetmal stetig differenzierbares x(§) €M mit x(0) = %, dx(0)/dt =& und
zugeordnete, ebenfalls zweimal stetig differenzierbare z;(t) €Y mit z;(0) =vy; und

Fx®), ) =0 (O=tst; 7=1,...,p). {8)

Seien schliellich die Maximalstellen y; von f(%, ¥) wie folgt beschaffen:
(IIT) Fir =1, ..., p gilt: Es is g,(v;) =0 genau fiir veM;C{4, ..., N}, die
Vektoren g,; (veEM ) sind linear unabhingig, es ist

Z ’U,,, gﬂi'““ 0 (9)
veM;
mit v,;>0 (ve€M)), und die Matrix f; — 3 v,;g,; ist negativ definit auf H;=
{nin" g, =0 weM))}. vy
Sei nun éeH ={§; é'Tf;-:O (f=1, ..., #)} und hierzu x(¢) und z,(), ..., 2,(2)
geméiB (IT) gegeben Setzt man dz;(0)/d¢=n,, so wird nach (8) £/, +nff;=0,
also ] f;=0 (j=1, ..., p). Wegen z;(f)€Y ist ] g,; <0 und wegen v,,>0 und
(9) sogar
nFg,i=0 (EM;; j=1,...,p). (10)

Fiir festes t€[0, ;] sind die Punkte y =z, (f) Maximalstellen von f(x(f), y) beziig-
lich Y. Es zeigt sich, daB wenigstens in einem Teilintervall von [0, ¢,] die not-
wendigen Bedingungen von McCormick (§2) gelten. Wegen der Stetigkeit der g,
ist namlich fiir 0=<¢=<{, mit 0<<t, <4 g,(7;())<0 (v¢M,). Sei M;(t)cM; die
Menge der Indizes », fiir die g,(z;(f))=0 ist (0=<¢=#,). Auch die Vektoren
g.(z; (1)) hingen stetig von ¢ ab, und darum gibt es ein #; mit 0 <f; <¢,, so daB
die g,(z;(t)) (veM;(#)) linear unabhingig sind, sofern £€[0, #,] ist. Nach §2 gibt
es Zablen w, ;(f) =0 (veM,(¢)) mit

@), 50) — 2 w»,;0 8(z)=0. (11)

ve My ()

Betrachtet man (9) und (11), so erkennt man: Fiir £=0 liegt der Vektor /" (x(f),
z;(#)) im relativen Inneren des von den Vektoren g,(z;(#)) aufgespannten Kegels.
Alle diese Vektoren hidngen stetig von ¢ ab. Darum gibt es ein #; mit 0 <4, <4,
so daB fiir £€[0, ¢,] die Gl. (11) nur dann gelten kann, wenn M, () =M,(0) =M
und w,;(f) >0 ist. Es ist also auch g,(z;(#))=0 in [0, ¢,] fiir alle y€ M. Ebenso
wie die Vektoren / und g, im Gleichungssystem {(11) hidngt auch dessen Lésung

w,;{#) mit dem Anfangswert w,;(0) =v,; im Intervall [0, ¢,] stetig differenzierbar
von ¢ ab. Aus (11) folgt dann

f}’£+(f, Zvugw) Zd"’”’ g;=0.

&My ve My

Ist {n", ..., nim=™} eine Basis von H,;={n;7"g,;=0 (veM,)}, so wird

(k)[f,§+(, VGZM?,,,-g;;-)n,-]-—:O (k=1,...,m —m). (12)
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Als zugeordnete z;(t) in (II) kommen also nur solche in Frage, fiir die mit
n;=dz;(0)/d¢ das lineare Gleichungssystem (12) erfiillt ist. Weil x()eM fir
0=t=<¢,, F bei ¥=x(0) maximal und

d , & ,
arF (0o =EF = 2,67 fj=0
i=
ist, wird
d2 ’ rr
WF(x(t))(ho):“TF +&FrE<o,
wobei o =d?x (0)/d¢? ist. Weiterhin ist mit 8; =d%z,(0)/d¢?

L H 20, 50 ey = 0BT+ E EF 28T =0 (=1, ..., 8)

und

a2 . . .
dl2 gv( ())(t=0)=ﬂ]¥‘gvi+nfgvini=0 (veMi; 7=11 sery ?)
Mit (7) und (9) wird

@ ;
G F(x(t))e-0=¢

( 2 f;")f — Zglu,'fo;'ni
- 531

und zwar dies fiir alle £ € H und die ihnen durch (12) eindeutig zugeordneten 5, € H .

(13)

Satz. Sei F(x) S F(%) im Durchschnitt einer Umgebung von % mit M, und sei
f(%, y) =0 genau fiir y=1y,, ..., y,€Y. Ist dann die Bedingung (1) erfiillt, so gilt
die lokale Kuhn-Tucker-Bedingung (7). Sind auferdem die Bedingungen (11) und
(I11) erfiillt, so gilt die Semidefinitheitsbedingung (13).

§ 6. Die constraint qualifications

Die Bedingungen (I) und (II) sind nicht so einschrinkend, wie es zunéchst
scheint. Sie besagen, dafl man an einer Maximalstelle nur dann die angegebenen
notwendigen Bedingungen folgern kann, wenn diese Stelle nicht ein Randpunkt
von M von dem Typ der aus der Theorie der linearen Optimierung bekannten
entarteten Ecken ist. Hier gilt ein dhnlicher Satz wie im Fall der finiten Maximum-
aufgaben (§2).

Satz. Sei die Menge Y beschrinkt, seien ferner f(x, v), g,(¥), ..., gn(y) dreimal
stetig differenzierbar und y,, ..., y, alle Punkte in Y mit f(%, y) =0. Ist dann die
Bedingung (111) erfiillt und sind die Vektoren f'(%, y;) (=1, ..., p) linear unab-
hingig, so sind auch (1) und (1Y) erfiillt.

Beweis. Sei §€R™ ein Vektor mit £7f/(%, ;) <0 (j=1, ..., ), und zwar sei

(1=1,...,7)

T
A ’){<0 {f=r+1,...,9).
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Zum Nachweis von (II) ist hier » =p anzunehmen, wihrend (I) fiir geeignetes »
(0 < r =< p) folgt, wenn man ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit annimmt, dal
die Numerierung der y; passend gew&hlt ist.

Es werden vektorwertige Funktionen x(8), z(¢), ..., 2,(f) konstruiert, die in
einem Intervall {0, ¢,] mit ¢, > 0 zweimal stetig differenzierbar sind und fiir die

%(0)= %, dx(0)/dt=E,
z;(0) = y; (G=1,...,7),
f(x(@), z;(t)=0 . ' (14)
6 () =0 weM) } (f=1,...,7; 0=t<4) (15)

gilt. Bei y =z;(f) soll eine Maximalstelle von (=), y) beziiglich Y liegen. Dort
werden daher noch die lokalen Kuhn-Tucker-Bedingungen gefordert:

F(x0,50) = Zu,06(50)=0 (=1,....7; 05i=4) (16)

mit w,,(0) =v,;. Wenn wie oben m; die Anzahl der Indizes in M; ist, hat man
mit (14), (15) und (16)

?
v+ mi+mr

=

7

Gleichungen. Fiir x(f) wird der Ansatz

2 =318+ 2,0/ 9 (17)

gemacht.
Man hat dann 7 reellwertige Funktionen ¢, (t), 2, m; reellwertige Funktionen
w, ;(t) und mr Komponenten der vektorwertigen Funktionen z;(f) zu den Anfangs-
werten
(0)=0, ®,;(0)=v,;, 2(0)=y;

aus den Gln. (14), (15) und (16) zu bestimmen. Fiir die Anfangswerte sind diese
Gleichungen erfiillt. Die schon in §4 benutzten Sitze iiber implizite Funktionen
sind anwendbar, denn die Jacobi-Matrix an der Stelle #==0 ist nichtsingular.
Sie ist von der Form

A 0 B\ }r

0 0 C|}12m; (18)
D —cT G|} mr

— Smm—— S

r Xm;  mr

Dabei ist A= (f;Tf;); s=1,.. ,» wegen der linearen Unabhingigkeit der f; nicht-
singulir. Weiterhin ist
hT 0
B=|o fI .|
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C ist entsprechend aus den Vektoren g% aufgebaut, D aus Vektoren f; f;, und
G ist eine Blockmatrix mit » m xm-Matrizen f; — X v,;g,; lings der Haupt-
diagonale, sonst mit Nullen ausgefiillt. Die Matrix (18) ist nichtsinguldr, wenn
es die Matrix

A o0 0
o o C
D —CT G

ist, denn diese entsteht wegen (9) aus (18), wenn man jeweils das v, -fache der
Zeilen von (0 0 C) von den entsprechenden Zeilen (4 0 B) subtrahlert. Es

bleibt zu zeigen, dal
o C
-7 G

nichtsingulir ist. Es geniigt, dies fiir eine Matrix

0 ... 0 &
0 ... 0 Emyi
8ij - Bmj Fi— 20780
unter der Annahme M,={1, ..., m,;} zu zeigen. Wire sie singuldr, so gibe es
Zahlen a,, ..., a,, und einen Vektor y€R™, picht simtlich =0, mit
Zayg;f+(f;"“Z'Uv,'g;‘,‘)VZO, (19)

giy=0 (veM,).

Die g,; sind in (III) als linear unabhanglg vorausgesetzt darum ist y <= 0. Multi-
pliziert man (19) von links mit 7, so wird y (fi — 2v,;8)y=0 mit y=0
im Widerspruch zur Definitheitsvoraussetzung in (III). Die Sitze iiber implizite
Funktionen besagen dann, daB es ein 4 >0 und im Intervall [0, 4] zweimal
stetig differenzierbare ¢ (¢}, 7; (t), w,,; (?) gibt, die mit ¢, (0)=0, 2;(0)=y;, @, ; (0)=v,;
eindeutig bestimmt sind. Da {16) erste Ableitungen enthilt, muBte im Satz die
Stetigkeit der dritten Ableitungen von f und g, vorausgesetzt werden.

Es ist noch dx(0)/dt =& zu zeigen. Aus (14) folgt

(5+Zd6k fk)+f,TdZ’ =0 (j=1,...,7).

Hier ist f;{T&=0 und auch f,sz (0)/dt=0 wegen (9) und g,7dz;(0)/dt=0, was
aus {1 S) folgt. Da die Matrix (f;7 fk), #=t1,...,, DicChtsinguldr ist, w1rd de, (0)dt=0
{¢=1, ..., 7) und damit dx{0)/dt=

Fiir stf ist g,(y,) <0 und darum g (%)) <o fiir 0=t <1, mit 0<f =5y,
also z;(f) €Y fiir t€[0, £,], 7=1, ..

SchlieBlich ist zu zeigen, daB x()EM also f(x(t), y) <0 (y€Y) ist in einem
Intervall [0, £*] mit £* > 0. Hierzu werden Kugelumgebungen von 4, ..., ¥, und
von ¥,,q, ..., ¥, konstruiert, und es ist zu unterscheiden, ob y in einer solchen
Umgebung liegt oder nicht.
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Sei zundchst 1<j <. Fiir hinreichend kleine ¢>> 0 ist y = z;(f) Maximalstelle
von f(x(f), y) beziiglich Y zum Maximalwert f(x (), z;(f))=0. Nach (16) und
wegen w,,;{0) =v,;>0 (v€M;) ist ndmlich fiir kleine positive ¢ die lokale Kuhn-
Tucker-Bedingung (a) von §2 erfiillt. Die fiir {=0 durch (III) vorausgesetzte
Definitheitsbedingung (b) ist ebenfalls aus Stetigkeitsgriinden fiir kleine positive ¢
erfilllt. Damit gibt es fiir £€[0, {,] mit 0<<{; =1, eine Umgebung von z;(f), in
deren Durchschnitt mit Y (z;(t) selbst ausgenommen)

F(x@), y)<f(x@), 2;(0)) =0 (20)

ist. Man kann hierfiir die in [8] konstruierten Kugelumgebungen wihlen, und
zwar so, daB deren Radius stetig von £ abhingt (hier wird noch einmal die Stetig-
keit der dritten Ableitungen von f und g, benutzt). Sei also g,{f) der Radius der
Kugelumgebung um z; (£}, wobei g;{#} > 0 und stetig ist in einem Intervall [0, ¢,]
mit #,>0, und zwar dies fir alle § mit 157 <7 Nun wird ¢, mit 0 <<, <4, so
klein gewidhlt, daB

max [ly; —z ()] < 3 1pin ¢; ()

st fiir j=1, ..., 7. Dabei ist |- | die euklidische Vektornorm im R". Die Kugel K;
mit dem Radius 7;= 3 lilolil'% ¢;({) um y; enthilt dann y; und z;{f) (0=¢=¢) in
)tb

ihrem Inneren. Andererseits ist K, enthalten in den Kugeln um z;(f) mit den
Radien g;(f) fiir alle £€[0, £;], denn aus |y —y,]| =+, folgt
Iy —z@l=7+y—% 0] = §e;0)-

Fiir yeYn (K- 0K,) ist damit nach (20) f(x(1), ) £0 (0=¢<4,).

Nun sei 7 +1=7=<p. Esist /(%, y;) =0 und f(%, y) <0 fiir 0<|y —y,| <5,
y€Y mit hinreichend kleinem s>0. Wegen £7/(%, y;) <0 kann s> 0 so klein
gewihlt werden, daB &7 7/ (%, y) <O fir |y — ;| =s wird. Im Durchschnitt von Y
mit der Kugel K; um y, mit dem Radius s ist dann f(x(f), y)<<0 (abgesehen
von f(%, y;)=0) fiir £€[0, ;] mit £,>0.

Sei schlieSlich yeL =Y —ifJIK,-; dort ist f(%, y) £0 <0, denn y,, ..., y, sind

die einzigen Nullstellen von f(#, ¥) in ¥ und Y ist beschrinkt und abgeschlossen.
Darum gibt es ein #,>0, so daB f(x(t), y) <0 ist fiir yeL und 0=t =<¢,. Ins-
gesamt ist, wenn man *=min (5, 4, #,) setzt,

Hxlt), y) S0 (veY, ost=t¥).
§ 7. Beispiel
Im Beispiel ist n=m =2 und N =1 bzw. =2.
F(x)=x, +c42,
x5 y) = (5 — )+ (% — )2 —4 (£0),
Gy =yi+rn—1 (0.
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0
Hiermit wird M = {x; %2 + x3 = 1}. Als Maximalstelle kommt % = (1> in Betracht.
0
Dann wird f(%, ;) =0 bei y,= (_1) Weiterhin ist

P =) rew=(]) w=t
F(Z y) = (_Z)’ g(y) = (_2): U= 2.

g(& 1) =28 — LEHED + (Eym +Eam) + 302 +0).

EcH besagt &;,=0, €H, besagt 1, =0. (3) besagt schlieBlich & 4, =0. Damit
wird ¢=={2c—1) &&. Dies ist negativ definit fiir ¢< §, semidefinit fiir ¢ < 1.
Tatsdchlich hat F im Falle ¢ < } bei # ein Maximum beziiglich M, fir ¢> 1
jedoch nicht.

Nun werde g,(y) =y, =0 als Y beschreibende Ungleichung hinzugenommen.
Dann ist

Es ist

M ={x; —]/3 — x5 — 2|2 §x1§]/1 — x3}.
. 1
Es wird g, = (O) und damit v,,=0. 5 €H; besagt nun %, =n, =0, wegen H; = {0}

hat man keine Bedingungen (3), und es wird ¢ = (2¢ — }) &2. Negative Definit-
heit hat man fiir ¢<< }, Semidefinitheit fir ¢ < } und ein Maximum bei % fiir
c=<%. Obwohl die Bedingung (III) wegen v,,=0 nicht gilt, ist die notwendige

Maximalbedingung genau fiir die Parameterwerte ¢ erfiillt, fiir die bei % ein
Maximum liegt.

§ 8. Approximationsaufgaben

Die folgende Aufgabe der Tschebyscheff-Approximation kann als Problem
des in §3 behandelten Typs geschrieben werden: Unter den Nebenbedingungen

lp(y) —D(y, )| <& (yeY<R™ (21)

soll & moglichst klein gemacht werden durch passende Wahl von z€R"~'. Dabet
ses Y durch endlich viele Ungleichungen g,(2) <0 (v =1, ..., N) beschrieben. Alle
auftretenden Funktionen seien zweimal stetig differenzierbar im ganzen Raum.
Wenn man (21) als

p(y)—D(y,2) —e=0 5

p() + Py, 2) —e=0
schreibt, x= (2, ..., %,—1, &)" setzt und als Y zwei Exemplare von ¥ wihlt,
hat man eine Aufgabe wie in §3. Hier sollen die hinreichenden Bedingungen des
§3 fiir ein relatives Minimum & von ¢ an einer Stelle z=72 formuliert werden.

Die Bezeichnungen entsprechen den bisher verwendeten, jedoch ist @' = (0®/dz;,
.., 8D|0z, )T

(A') Fiir vy, ..., y,€Y sei @(,) —Dy;, 5) =& und fiir y,y, ..., v,€Y sei
@(y;) — D(y;, 2) = —&.
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Im iibrigen se:
o) — Dy, 5)| <e  (ye¥).
Es gebe reelle Zahlen ;>0 (f==1, ...,7), ;<O (j=r+1, ..., p) mat

r, ?
=1 f=1

(B') Fiir jedes | (1<]=<p) gelte: Fiir veM;<{1, ..., N} und nur fiir diese
Indizes ist g,(y;) =0. Die Vektoren g,; sind linear unabhingig, und es gibt reelle
Zahlen v, ; (veM,-), die Z0imFalle \S{Srund S0im Faller +1=7 < sind, mit

- Q};_ Z ?),’-g;ém 0.
yeM;

Auf dem linearen Teilraum

Hi={n;n"g,;=0 (eM;)}cR"
15t die quadratische Form

Qimy=n" [% ~& —2 ”»ig;'f} Ui

veMy
negativ definit im Falle 1 <7 <r, positiv definit im Falle r +1=7 <.
(C) Sei {n®; k=1,..., m —m;} eine Basis von H; (j=1, ..., p). Durch die
linearen Gleichungssysteme
T [— @+ (0 = 8 = Z o) =0
(k=1,....,m—my; j=1,...,p)

sind jedem {=({y, ..., (, 1) ER"Y eindeutig Vektoren m€H,, ..., n,€H, zuge-
ordnet (N.B. das ist keine Voraussetzung, sondern Folgerung aus (B')). Fiir
alle LeR" 1 mit

(TPy= - ={TPp=0 (23)

und die jeweils zugeordneten vy, ..., 7, sei

g(&,m;) = Z w e Ol (¢ — O =3 ;wgff) nip <O
solange wnicht {==0 und daher 1y = -+ =1,=0 ist.

Sind die Bedingungen {A'}, {B’}, (C') erfiillt, so liegt bei z=7% ein relatives
Minimum der Maximalabweichung

e(z) = Sup |g(y) — D(y, 2)|-

yeyY
Bemerkungen. Der lineare Teilraum H von §3 wird eigentlich durch
TP = =T = LTy = = — LT D,

beschrieben. Mit (22) ergibt sich jedoch (23). Auf die Formulierung der not-
wendigen Bedingungen von §5 fiir den Spezialfall der Approximationsaufgabe
soll hier verzichtet werden. Jedoch sei bemerkt, daB die lokale Kuhn-Tucker-
Bedingung (7) in diesem Fall mit dem von Meinardus in [5] angegebenen Satz 84
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(§ 8.1) zusammenhdngt. Die Aussage, aus der (7) mit dem Lemma von Farkas
folgt, besagt dasselbe wie jener Satz; allerdings sind hier nur endlich viele Extremal-
punkte zugelassen und es wird eine constraint qualification gefordert. Dafl man
ohne diese hier nicht auskommt, liegt daran, daB Y nicht als beschrinkt voraus-
gesetzt ist. Im Beispiel mit

1
e =777 2A=n  &al)=-%n

wo also ¥ = [0, o0) und % = } mit &= } die eindeutig bestimmte Extremalstelle
ist, gilt jener Satz von Meinardus nicht. Andererseits zeigt der Beweis jenes Satzes,
daB bei beschrinktem Y im Falle der Approximationsaufgabe die constraint
qualification (I) erfiillt ist.

Beispiel. @(y) =1y, ist fir 0=y, =1 durch D(y, 2) =2, -y, (25 -+ ¥,)* zu ap-
proximieren. Man findet zwei lokale Minima:

Fom (I 1(/)27> mit §=V1/27~0,19,
; ((10 - 71/7)/27) mit 3 V710

== —2 27 ~0,34.

In beiden Fillen sind die obigen hinreichenden Bedingungen erfiillt. Mit Z=
(3, —1)7 hat man einen weiteren Punkt, an dem die lokale Kuhn-Tucker-Bedin-
gung erfiillt ist, die notwendige Semidefinitheitsbedingung jedoch nicht,

§9. Verallgemeinerungen

Die in §3 angegebene Aufgabe wurde der Ubersichtlichkeit wegen moglichst
einfach formuliert. Einige Verallgemeinerungen liegen nahe.

a) Man kann Y =Y,u--0Y, wihlen, wobei die Y; Teilmengen von Riumen
verschiedener Dimension sind. Bei der numerischen Behandlung von Randwert-
aufgaben monotoner Art nach dem Prinzip der lokal optimalen Schranken [6]
kann etwa Y; ein Bereich sein, in dem die Differentialgleichung gefordert ist,
Y, sein Rand. Insbesondere kénnen auch isolierte Punkte zu Y gehoren oder
— anders gesagt — konnen einzelne Ungleichungen f;(x) =50 hinzutreten. Wie
in diesen Fillen die Maximalbedingungen zu formulieren und zu beweisen sind,
ist evident.

b) Uberdies diirfen in der Beschreibung von M und Y neben Ungleichungen
auch endlich viele Gleichungen vorkommen. Die zugeh&rigen Multiplikatoren u;
bzw. v,; sind dann keinen Vorzeichenbeschrinkungen zu unterwerfen.

c) Es ist natiirlich nicht wesentlich, daB die auftretenden Funktionen im
ganzen Raum definiert sind.

d) Eine naheliegende, aber wohl weder fiir die Anwendungen noch beweis-
technisch interessante Verallgemeinerung der behandelten zweistufigen Aufgaben
wiren mehrstufige Aufgaben.

e) Im Hinblick auf Anwendungen u.a. in der conirol theory kinnte eine Ver-
allgemeinerung der hier gefundenen Ergebnisse auf abstrakte Rdume (z.B.
Banachriume statt R* und R™) wiinschenswert sein.

10  Numer. Math., Bd, 15
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