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2. Introduccion

La ciencia de los materiales ha dado pasos agigantados en el desarrollo de teoria que permita
el diseflo y creacién de nuevos materiales, capaces de realizar funciones nunca antes vistas.
Este es el caso del area de los metamateriales, donde los arreglos geométricos de algunas
estructuras bésicas predisefiadas determinan las propiedades fisicas del medio y no sus carac-
teristicas atémicos o moleculares. Esto permite que se puedan disenar medios con propiedades
electromagnéticas “hechas a la medida” imposibles de encontrar de forma natural (quimica)
y que incluso puedan ser activadas o desactivadas a voluntad.

El estudio y diseno de metamateriales han avanzado de manera promisoria, permitiendo avan-
ces significativos en el procesamiento de informacion dptica e informacién cudntica. Se ha
planteado la idea que estos metamateriales podrian reproducir efectos fisicos fundamenta-
les y poco entendidos como la superconductividad. En el campo del electromagnetismo, los
metamateriales han apuntado hacia nuevas respuestas eléctricas y magnéticas de medios, pa-
ra generar propiedades tales como las de los espejos magnéticos, la propagaciones de ondas
asimétricas, estructuras de invisibilidad para algunas frecuencias, y la generacién de medios
quirales a voluntad, en donde se pueda controlar la polarizaciéon de la luz e incluso conseguir
indices de refraccién negativos [1].

En afios recientes, la 6ptica de transformaciones ha sido el formalismo responsable del disefio
de metamateriales épticos, que “controlen” la propagaciéon de la luz. Con este formalismo, ha
sido posible hacer los primeros experimentos de invisibilidad electromagnética para frecuen-
cias en las microondas [2,3]. La éptica de transformaciones se basa en dotar a las propiedades
electromagnéticas de los medios parametros dependientes de las coordenadas. Asi, las transfor-
maciones de coordenadas en el espacio representan propiedades electromagnéticas diferentes
bajo este formalismo [4], [5], [6], |[7]. Dicha caracteristica, no queda bien entendida bajo el
lente de la fisica y la geometria, pues de manera intuitiva, las propiedades fisicas no deberian
de dependen de las coordenadas elegidas. Atin cuando esta técnica ha sido utilizada de manera
satisfactoria, los fundamentos tedrico-matematicos no quedan del todo resueltos. Incluso, las
mismas transformaciones para generar los metamateriales deseados son propuestas y no dedu-
cidas de un formalismo elemental. A raiz de esta falta de fundamentos tedérico y mateméticos,
es que surge la idea de este proyecto. Este trabajo pretende abordar los fundamentos geométri-
cos de la propagacion de la luz en medios para entender la éptica de transformaciones y poder
generar una base sobre la cual, de manera candénica, se puedan disenar nuevos materiales.
En las nociones bésicas del electromagnetismo vectorial, podemos plantear uno de los pro-
blemas fundamentales de toda teoria de campos: Si se conocen las fuentes que generan los
campos, encontrar dichos 3 Campos. En el caso del electromagnetismo, este problema se traduce
a encontrar los campos E y Ba partir de conocer las fuentes que los generan pey; y jext Sin
embargo, podemos observar que en las ecuaciones de Maxwell, no hay una relacién entre los
campos externos E y B y fuentes que los producen fem V pext- En dichas ecuaciones, las fuentes
se encuentran unicamente relacionadas con los campos inducidos en los medios, en este caso
D y H. Por tanto, para resolver este problema es necesario introducir una serie de ecuaciones
extra que nos permita vincular los campos inducidos con los campos externos. Esas ecua-
ciones reciben el nombre de relaciones constitutivas. Dichas relaciones, modelan la respuesta
electromagnética que tiene un medio al estar en presencia de un campo electromagnético ex-
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terno. Estas relaciones, estan determinadas de manera general, por “convoluciones”, donde se
promedia el efecto del campo en todo el espacio y el tiempo.

El electromagnetismo puede ser escrito con un lenguaje méas contemporaneo y compacto en
términos de formas diferenciales. Bajo este lenguaje, las relaciones constitutivas marcan, de
manera clara, una relaciéon directa entre las propledades electromagnéticas de un medio y
la geometria de su espacio. Los campos externos E y B se escriben en términos de una 2-
forma diferencial conocida como la 2-forma de Faraday o la 2-forma de fuerza F. Por su
parte, los campos inducidos se escriben en términos de otra 2-forma llamada la 2-forma de
desplazamiento G. Las relaciones constitutivas relacionan la 2-forma F con la 2-forma G.
Estas relaciones, en su forma més simple, quedan determinadas por el operador diferencial de
Hodge. Este, depende directamente de una métrica del espacio-tiempo. Es aqui donde la rela-
cién electromagnetismo-geometria se establece. En el capitulo |3 de este trabajo, empezamos
abordando algunos conceptos elementales de la teoria electromagnética en su forma vecto-
rial, para posteriormente abordar dichos conceptos en términos de formas diferenciales. Esto
pretende sentar bases sélidas de una formulacion métrica del electromagnetismo. Mostramos
que el lenguaje geométrico nos permite encontrar de manera explicita, las componentes de
los campos electromagnéticos inducidos en un medio dieléctrico, independientemente de las
coordenadas y del marco de referencia en el que se midan. Finalmente, podemos hacer una
generalizacion del formalismo para conductores. Escribimos la ley de Ohm de forma comple-
tamente geométrica para un observador dado y planteamos una 3-forma de densidad de flujo
de energia-momento, la cual nos permite escribir las versiones geométricas del teorema de
Poynting y la conservacién de la energia. De estas versiones, mostramos que se puede recupe-
rar la estructura vectorial previamente conocida.

Desde mediados del siglo XX, se ha proclamado por la comunidad cientifica, que el electro-
magnetismo es una de las teorfas fisicas mejor entendidas por la humanidad. Sin embargo,
esto es cierto unicamente en el vacio. Cuando se introducen medios materiales a la teoria, la
complejidad de ésta escala rapidamente generando una amplia variedad de fenémenos poco
entendidos.

La teorfa de la Relatividad Especial surge desde el electromagnetismo como respuesta a las
preguntas sobre la simetria e invariancia de las ecuaciones de Maxwell. Mas adelante, con el
desarrollo de la Relatividad General, la geometria diferencial comenzé a tener relevancia como
herramienta para su entendimiento. Con la consolidacién tanto de la Relatividad como de la
geometria diferencial, surgieron las primeras analogias entre las interacciones de la materia
con campos gravitacionales y las del electromagnetismo con la materia. [89].

En 1923, Gordon plantea que el espacio-tiempo puede considerarse un medio éptico, dado que
su métrica codifica la velocidad efectiva de la luz en él. En las coordenadas adecuadas, esta
métrica conocida como métrica optica incluye esta velocidad de manera explicita en la compo-
nente temporal [§]. Una vez més, queda de manifiesto que las propiedades electromagnéticas
de los medios quedan determinadas a partir de conceptos geométricos.

En los conceptos basicos de la éptica, el indice de refraccién de un medio se encuentra de-
terminado a partir de ciertas caracteristicas electromagnéticas del medio, en particular la
permitividad eléctrica € y la permeabilidad magnética p. Sin embargo, para medios inho-
mogéneos y anisotrépicos no queda del todo claro como calcular su indice de refraccion, atn
conociendo sus tensores de permitividad y permeabilidad. Es en estos casos, que la métrica
Optica toma relevancia, pues nos ofrece una forma geométrica de encontrar el indice de re-
fraccién del medio a partir de la velocidad efectiva de la luz en él.
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Por otra parte, las relaciones constitutivas de un medio se pueden expresar a partir de un
tensor constitutivo de rango 4, que es justamente la expresion coordenada de la relacion de
Hodge entre las 2-formas electromagnéticas. A partir de dicho tensor, existen algunas maneras
de encontrar de forma explicita las componentes de los tensores de permitividad eléctrica,
permeabilidad magnética y los efectos magnetoeléctricos [8]. Esto abre la puerta para poder
introducir conceptos de geometria métrica de contacto que sean relevantes en el entendimiento
de las relaciones constitutivas de los medios.

La geometria de contacto se ha vuelto un marco matemético para unificar diferentes teorias
de la fisica que han ido evolucionando en el tiempo. Tal es el caso de la termodinamica, la
mecénica clasica para sistemas no conservativos, teoria de control, entre varios otros [10H16].
El caso del electromagnetismo no ha sido diferente y en particular la 6ptica ha tomado en
la geometria de contacto una marco capaz de unificar sus dos principios fundamentales; el
principio de Fermat y el de Huygens. Si bien, ambos principios no son principios deducidos
directamente de la teoria electromagnética, ha sido ampliamente revisado por distintos autores
que ha cierta aproximacién, las formulaciones son equivalentes.

La propagacién de la luz en un medio, se puede modelar de dos formas naturales. La primera,
haciendo una especie de simil mecanico, donde la luz se propaga por trayectoria definidas
conocidas como rayos de luz. Este modelo se encuentra regido por el famoso principio de
Fermat, el cual establece que la luz sigue las trayectorias que minimizan el tiempo para ir de
un punto a otro. Dada una geometria simple espacio-temporal, estas trayectorias coinciden
con las trayectorias que minimizan las distancias, conocidas como curvas geodésicas. Dichas
curvas han sido ampliamente estudiadas en el contexto de la geometria y satisfacen una
ecuacion diferencial de 2° orden, que depende de los coeficientes del concepto geométrico
llamado conexion. Esta ecuacién depende unicamente de la geometria y de las estructuras
geométricas con que se haya dotado al espacio. Por otra parte, la segunda forma de modelar la
propagacion de la luz en un medio, es a través de frentes de ondas. Dado que la luz es una onda
electromagnética, ésta sigue el principio ondulatorio. Los frentes de onda son generados por
una fuente y éstos al evolucionar en el medio se vuelven nuevas fuentes para generar frentes
de ondas secundarios. Estas ondas secundarias pueden interferir con las ondas originales,
generando los patrones de dispersion y difraccién vistos en diferentes experimentos. Existe un
frente de onda global, el cual estd dado por la envolvente de todos los frentes secundarios al
tiempo t. Al principio que explica esta dindmica se le conoce como principio de Huygens.
Tanto el simil mecénico de la propagacion de la luz, como el principio ondulatorio, pueden ser
modelados usando geometria de contacto. Es en este lenguaje, de manera natural, se puede
mostrar que el principio de Fermat es equivalente al principio de Huygens.

Un medio éptico se puede representar como una variedad Riemanniana, dado por el espacio
fisico B y una métrica g inmerso en un espacio-tiempo bi-métrico (M, go, §). La métrica go es
considerada la métrica del “medio ambiente”, mientras que g es la métrica dptica asociada.
De esta manera, se puede mostrar que la métrica del medio 6ptico g, es exclusivamente la
parte espacial de la métrica 6ptica. Del haz tangente del espacio fisico B que representa al
medio, es posible definir un par de espacios matematicos fundamentales: El haz tangente
unitario STB y el espacio de elementos de contacto N. Este ultimo se encuentra relacionado
con el espacio de estructura 6ptica definida por Perlick [17]. La estructura simpléctica natural
que se puede generar en el haz tangente de la variedad, nos permite darle una estructura
de contacto al haz tangente unitario de B. De la misma forma, el espacio de elementos de
contacto posee naturalmente una estructura de contacto tautolégica. Este hecho, nos permite
relacionar de manera tunica los elementos del haz tangente unitario con los del espacio de
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elementos de contacto a partir del campo vectorial de Reeb asociado a la 1-forma de contacto
de Liouville, definida en el haz cotangente unitario de la variedad. Podemos observar que
los flujos geodésicos que se generan en el haz tangente, son duales a los flujos del campo de
Reeb en el espacio de elementos de contacto. El campo vectorial de Reeb, se convierte asi en
una especie de campo geodésico dual, que en particular resulta ser el generador infinitesimal
de una transformacion estricta de contacto que preserva tanto la forma de contacto como la
distribucién de la misma. Se puede deducir entonces, que el flujo geodésico que caracteriza las
trayectorias de un rayo de luz puede ser escrito en términos de una familia uniparamétrica de
transformaciones estrictas de contacto. Estas transformaciones, al preservar la distribucion de
contacto, mantienen invariantes a los elementos de contacto sobre la variedad base, que son
hiperplanos de una dimensién menor, tangentes a los frentes de onda.

Cuando hablamos de propagacion de luz en medios, otras dos propiedades de los medios
aparecen: La quiralidad y la helicidad. Conceptos de suma importancia en temas de pola-
rizacién y guias de ondas. Para estos fines, los campos de Beltrami han sido ampliamente
estudiados para describir estos fenémenos, tanto en el ambito del electromagnetismo como
en la hidrodindmica principalmente [18,/19]. Los campos vectoriales de Beltrami son aquellos
campos paralelos a su propio rotacional. Al ser paralelos a su propio rotacional, estos campos
reciben el nombre de campos libres de fuerzas dado que la fuerza de Lorentz, en el contexto
electromagnético, depende del producto exterior (cruz en R?) de la velocidad con el campo
magnético. Los flujos generados por este tipo de campos, en presencia de un campo magnético,
no experimentan fuerza de Lorentz. Este tipo de campos vectoriales tienen su contraparte en
formas diferenciales. Podemos definir de la misma manera, una forma diferencial (sobre una
variedad de dimensién 3) una 1-forma de Beltrami, como aquella que es proporcional a su
derivada exterior, en términos de una funcién no nula y el operador dual de Hodge. De esta
forma, la helicidad queda definida como la integral de la 1-forma de Beltrami.

Dada una variedad diferencial 3-dimensional con una estructura de contacto, tal que la 1-
forma de contacto sea una forma de Beltrami, genera una estructura geométrica que permite
la propagacién de los campos libres de fuerzas. Al tener flujos electromagnéticos que no ex-
perimentan fuerzas de Lorentz, y por tanto no hay ningin tipo de fuerza que se “oponga” a
este flujo, haciendo que exista una conductividad perfecta. En 2 dimensiones espaciales, esto
se podria entender como un superconductor 2- dimensional. La estructura geométrica, aunado
a esto, permite deducir las relaciones de London que modelan dicha conductividad, al no ser
valida la ley de Ohm en este contexto.

Esta tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera. En el capitulo [3| exponemos
las bases del electromagnetismo vectorial y su contraparte en formas diferenciales, haciendo
explicita la conversién de un lenguaje a otro. Planteamos las relaciones constitutivas de forma
completamente geométrica, y desarrollamos la manera de encontrar las componentes de los
campos electromagnéticos inducidos independientes del observador y del marco en referencia.
Esta metodologia la extendemos a medios en movimiento y proponemos medios estaticos
equivalentes. Trabajamos con conductores y escribimos la version geométrica de la ley de
Ohm. Definimos una 3-forma de densidad de flujo de energia-momento con la cual damos una
versién geométrica del teorema de Poynting.

En el capitulo ] mostramos una manera de encontrar los diferentes tensores de permitividad,
permeabilidad y las matrices magnetoeléctricas en términos de un tensor constitutivo. Expo-
nemos los fundamentos de la métrica optica y la usamos para realizar diferentes ejemplos de
medios equivalentes a geometrias cosmoldgicas conocidas.

En el capitulo [b| damos las bases matematicas de la geometria de contacto partiendo desde
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la perspectiva de las ecuaciones diferenciales. Con este lenguaje geométrico escribimos la
evolucién de la luz tanto en términos de rayos como en frentes de ondas. Finalmente en
el capitulo, construimos el principio de Huygens usando los diferentes espacios matematicos
previamente definidos y demostramos con geometria, que la evoluciéon de un frente de onda
es la envolvente de los frentes de ondas secundarios producidos.

En el capitulo [6] ahondamos en las estructuras de los espacios matemaéticos que subyacen en
las diferentes formas de evolucionar la luz en un medio. El haz tangente unitario para un
rayo de luz y el espacio de elementos de contacto para la visién ondulatoria. En el capitulo
se muestra de manera explicita la equivalencia geométrica de los principios de Fermat y de
Huygens y se encuentra que tanto el flujo geodésico como los frentes de onda, pueden ser
reconstruidos a partir de encontrar la familia uniparamétrica de transformacién de contacto,
asociadas al flujo del campo vectorial de Reeb de la forma de contacto de Liouville. Este
formalismo, permite recrear tanto las trayectorias de los rayos de luz, sin la necesidad de
resolver la ecuacién geodésica para la variedad (ecuacién diferencial de 2° grado) y permite
a su vez reconstruir los frentes de onda, sin resolver de manera directa la ecuacién de onda
(ecuacién diferencial de 2° grado). Todo esto se logra encontrando un flujo vectorial que es
una ecuacién diferencial de 12 orden. En el capitulo, realizamos una serie de ejemplos, para
medios con geometria trivial y no trivial y diferentes dimensiones.

En el capitulo [7] definimos las formas diferenciales de Beltrami en analogfa a los campos vec-
toriales de Beltrami. Partimos de estos campos para definir la helicidad en el contexto de las
formas diferenciales, asi como otros invariantes topolégicos asociados. Usamos estos conceptos
para definir la geometria de un superconductor en 2 dimensiones espaciales y deducimos las
ecuaciones de London en su forma geométrica.

Finalmente en el capitulo |8 damos las conclusiones del trabajo, asi como algunos otros tra-
bajos que se encuentran en elaboracién y otros a futuro que se podrian desprender de esta
investigacién.
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3. Electromagnetismo

Desde los albores de la Relatividad General, se ha observado que la interaccién entre la materia
y el electromagnetismo es un fenémeno equivalente a la interaccién entre la materia y el campo
gravitacional [8,9]. De la misma manera que la luz obedece el Principio de Fermat para ir de
un punto a otro a través de un medio, en la Relatividad General los rayos de luz siguen la
trayectorias dadas por las geodésicas nulas de la geometria del espacio-tiempo. Desde la década
de los 70’s, se ha argumentado que el espacio-tiempo actiia como un medio 6ptico con un
indice de refraccién particular, con un tensor métrico capaz de codificar toda esta informacién
[20-23]. Este argumento, incita a tratar geométricamente los medios épticos como variedades
diferenciales, donde la curvatura del espacio define la trayectoria que seguiria un haz de luz
al propagarse por él. [24,25]. Esta idea ha sido desarrollada y explotada recientemente en el
campo de la ciencia e ingenierfa de materiales [1,[26-30] dado las diferentes posibilidades que
ofrece para modelar metamateriales épticos que pudieran tener propiedades fisicas diferentes
a las encontradas en la naturaleza.

En el ultimo siglo, la formulacién de teorias de campo en términos de geometria diferencial, ha
sido ampliamente desarrolla. Sin embargo, la mayor parte de este avance ha sido concentrado
en dreas puramente teéricas [31,32] y ha sido, hasta fechas recientes que esta herramienta se ha
vuelto importante en dreas de aplicacién [33-36]. Un ejemplo claro es la ciencia de materiales,
en donde toda la informacion concerniente a las respuestas macroscépicas de un medio a
partir de un estimulo electromagnético han sido descritas a partir de un tensor constitutivo,
el cudl estd estrechamente relacionado con un tensor métrico (o uno de curvatura), dado por
la geometria del espacio [825].

Las propiedades eletromagnéticas de un medio, definidas por las respuestas macroscépicas del
medio a dichos estimulos, estan caracterizadas por las llamadas relaciones constitutivas. Estas
relaciones se definen a partir de propiedades del medio conocidas como permitividad eléctri-
ca, permeabilidad magnética y efectos magnetoélectricos, modeladas en términos de matrices
(tensores), usualmente interpretadas en términos de un marco de referencia y un conjunto
(generalmente unico) de coordenadas, dado por el formalismo vectorial del electromagnetis-
mo.

En este trabajo, se pretende llevar de una manera explicita y pedagdgica el formalismo vecto-
rial usual del electromagnetismo, a uno independiente del marco de referencia y coordenadas,
por medio del lenguaje de las formas diferenciales que ofrece la geometria. En este capitulo,
se ird construyendo dicho lenguaje a partir del hecho que las leyes de Maxwell se pueden
ver como ecuaciones de conservacion del espacio-tiempo y que las relaciones constitutivas son
mapeos entre los diferentes elementos de estas ecuaciones de conservacién.

En este capitulo, comenzaremos por hacer un acercamiento pedagdgico entre el electromag-
netismo escrito en el formalismo del célculo vectorial, para posteriormente ir desarrollando
el lenguaje de las formas diferenciales. Los detalles de esta construccién, generalmente son
omitidos en la literatura especializada y por tanto poco entendidos. Comenzaremos por la
formulacién integral tradicional de las ecuaciones de Maxwell en R?, para luego generalizar en
términos de formas diferenciales para una variedad M. En esta variedad, se puede hacer toda
la construccion de las leyes de Maxwell sin la necesidad de dotarla de estructura matematica
extrinseca, tal como un tensor métrico.
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A lo largo del trabajo, denotaremos como campos externos a E y B dado que supondremos
que éstos se encuentran ”presentes“ en todo el espacio. Llamaremos campos inducidos a los
campos D y H a partir de pensar que estd directamente relacionados con las fuentes (peqt v
fext). En este sentido, se puede observar, a partir de las leyes de Maxwell, que no existe una
relacion natural o directa entre los campos electromagnéticos externos y las fuentes. Esto hace
inconsistente el problema elemental de cualquier teoria de campo, esto es, poder determinar
los campos a partir de conocer la informacion de las fuentes. Por tanto, es imperativo definir
una serie de relaciones entre los campos externos y las fuentes. Dichas relaciones son conocidas
como relaciones constitutivas. Las relaciones constitutivas pueden ser propuestas de multiples
maneras, siendo particularmente conveniente definirlas a través de la estructura geométrica
del espacio. En este caso, se puede postular que dicha estructura geométrica contenga toda
la informacién relevante de la respuesta electromagnética macroscopica del medio, en el cual
se propagan los campos [24]. Diferentes medios seran descritos por diferentes geometrias y las
relaciones constitutivas pueden ser expresadas en términos del operador dual de Hodge. Este
operador estd asociado a una métrica del espacio, y por tanto, la postulacion de las relaciones
constitutivas implica dotar a la variedad M con una mayor estructura matematica.

A lo largo de del trabajo consideraremos una métrica para el medio ambiente (fondo) y otra
para describir al medio. Esta forma de geometrizar las relaciones constitutivas, es probable
que no es la mas general, pero si la méas simple; y como resultado, podemos encontrar ex-
presiones generales libres de coordenadas y marcos de referencia. Una de las ventajas de este
formalismo, el cual se abordard explicitamente al final del capitulo, es que permite encontrar
las componentes explicitas de los campos inducidos medidos por observadores arbitrarios.

3.1. Nociones basicas de electromagnetismo con calculo vec-
torial

El cardcter empirico del electromagnetismo radica en el hecho que en la naturaleza los objetos
poseen ciertas propiedades que pueden ser percibidas a través de su estado de movimiento
o su interaccién. Dicha propiedad se conoce como carga eléctrica y se puede observar que
de manera natural se conserva. Acorde con esta idea, se puede inferir la existencia de un
campo responsable del cambio inercial de dichas cargas eléctricas y en consecuencia a este
movimiento, se generan nuevas configuraciones del campo. Este campo, cumple con sus propias
leyes de conservacién, las cuales llevan a una teoria dinamica de campos y cargas. Esta se
describe a partir de una serie de relaciones observables entre dichos campos y sus fuentes

}[ B-hds=0, (3.1)
a0

o d [
7{ E~d€:—/B-nds, (3.2)
ox. dt Jy,
j{ l_j'ﬁds:/pextdv (3.3)
a0 Q

Lo od [ 4 .
7{ H-dﬁ—/D-ﬁds—i—/jext-ﬁds. (3.4)
% dt Jyx 5

Los términos pext v fext son las densidades de carga y corriente eléctrica externa respecti-
vamente y representan las fuentes de los campos. Observemos que los campos inducidos son
aquellos que se encuentran relacionados con las fuentes, mientras que las expresiones para los
campos fundamentales son independientes. El simbolo O representa el operador de frontera.

11
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En este caso, el operador actiia en R3, por lo que 9 es la frontera 2-dimensional de la regién
Q € R3, mientras que X es la curva frontera 1-dimensional de la superficie abierta ¥ C R2.
Las expresiones — representan propiedades globales en el espacio, en este caso R3.
De la representacién global, podemos pasar, por medio de los teoremas de calculo integral, a
expresiones locales dadas por las ecuaciones de Maxwell. Estas expresiones locales, se pueden
separar facilmente en un par de ecuaciones homogéneas

V.-B=0, (3.5)
L9 .
E+_—B= :
VxFE+ T 0, (3.6)
y un par de ecuaciones inhomogéneas
VD = pext (3.7)
D
H— —D = joxt- :
V x ot Jext (3.8)

Si aplicamos la divergencia y sustituimos (3.7)) en (3.8]), podemos obtener de forma natural
una ecuacién de continuidad para las fuentes

0 -
apext + V- jext = 0. (3-9)

Observamos que esta ley de conservacion hace referencia inicamente a las cargas y corrientes
externas. Ademds de estas fuentes externas, cada medio se caracteriza por una funcién de
respuesta a la presencia de los campos externos. Estas respuestas generan cargas y corrientes
inducidas dentro del material. Por tanto, asumiendo que las cargas y corrientes se conservan
de manera total, tanto cargas y corrientes externas como las inducidas se deberan conservar
de manera independiente. Esto nos lleva a decir que no existe intercambio entre las fuentes
externas y las inducidas en el medio. Postulando las ecuaciones de Maxwell — tenemos
que

V-3=0, 3.10
5" T j= (3.10)
lo que implica la conservacién de las fuentes inducidas
D i 4V Jina = 0 (3.11)
ot Pind Jind = U. .
donde
P = Pext + Pind and  j = jext + Jind- (312)

En préacticamente todas las teorias de campo, existe un problema fundamental, que consiste
en determinar los campos a partir de conocer la informaciéon de las fuentes. Esto parte de
tener cierta informacién a priori de los campos en ciertas regiones del espacio—tiempo En el
caso particular del electromagnetlsmo buscamos encontrar los campos eléctrico E y el campo
de flujo magnético B a partir de conocer las funciones en el espacio-tiempo de pext ¥ Jexts
junto con el conjunto de condiciones iniciales y de frontera de los campos. Planteando el
problema de esta manera, las ecuaciones de Maxwell no son suficientes, pues dichos campos se
encuentran Unicamente las ecuaciones homogéneas y , y no se relacionan de ninguna
manera con las fuentes, que se encuentran en las ecuaciones inhomogéneas (3.7) y(3.8)). Por
tanto, es necesario proponer una serie de ecuaciones “extra”, conocidas como las relaciones
constitutivas del medio.

12
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Las relaciones constitutivas contienen la informacién sobre la respuesta del medio ante los
estimulos producidos por los campos externos. De manera general, estas relaciones son expre-
sadas en términos de convoluciones, promediando el efecto del campo sobre todo el espacio
y el tiempo. Para el escenario mas simple, estas relaciones se pueden describir por medio de

una transformacién lineal
D 3 E
S| = . 3.13
<H> ( ﬂA)(B>, (3.13)

donde £ y =" son la permitividad eléctrica y el inverso de la permeabilidad magnética res-
pectivamente, las cuales son matrices 3 x 3. Ademads, ( y ¥ son conocidas como las matrices
de efecto magnetoeléctrico. [27,37).

= O
N

1

3.2. Nociones basicas de electromagnetismo en formas dife-
renciales

Historicamente y de manera tradicional, el electromagnetismo se ha desarrollado en el len-
guaje del calculo vectorial. Sin embargo, éste se puede escribir de una forma mas compacta
en términos de geometria diferencial. Para ello, usamos el poderoso lenguaje de las formas
diferenciales para escribir las ecuaciones de Maxwell de una forma mucho mas compacta. Para
lograr este cometido, empezaremos definiendo algunos concepto geométricos bésicos. Primero,
definiremos un flujo ® como

B[X, F| = by (F) = jéF eR (3.14)

para Y una superficie cerrada y F' una 2-forma diferencial. Definiremos también una circu-
lacién € como

ey, ol =ey(a) = fa €R, (3.15)
g

donde v es una curva cerrada y o una 1-forma diferencial. En este lenguaje compacto, enun-
ciaremos el teorema de Stokes.

[Teorema de Stokes|. Sea F' una n-forma diferencial y € una superficie con dimensién n + 1;

entonces
/ F = / dF (3.16)
o0 Q

para d el operador “derivada exterior” E| y 02 la frontera de 2. Podemos observar entonces,
que el campo de desplazamiento eléctrico D en el electromagnetismo, corresponde a un flujo.

Usando ((3.14) tenemos:

ox(D) = % D=qQ, [Ley de Gauss] (3.17)
%
'La derivada exterior la definimos sobre una p-forma a donde da es una p + 1-forma dada por
dla(z)dz’ A ... Ada*] =da Adz' A ... Ada" = (%) dz" Adz' A ... A da®
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donde @ se interpreta como la carga total encerrada en la superficie >. Si usamos el teorema

de Stokes, observamos que
fD:/dD:/p (3.18)
b v 1%

N /V(dD =0 (3.19)

para ¥ la frontera de un volumen V' (i.e. ¥ = 9V) y p la densidad de carga. De esta forma,
obtenemos que
dD = p, (3.20)

que es la expresién local de la ley de Gauss. En este contexto, p es una 3-forma (i.e. p € Q3).
Con la misma idea, el campo magnético B también corresponde a un flujo, pero a través de
una superficie. Por ley de Gauss para el campo magnético, sabemos que el flujo del campo a
través de una superficie cerrada es siempre cero. Esto es

Oy (B) = /EB = 0. (3.21)

Aplicando el Teorema de Stokes a (3.21]) observamos que

A}hiAdeo (3.22)

para 2 = 0V, donde V' es un volumen arbitrario. Por consiguiente, podemos decir que
dB=0. (3.23)

Esta ecuacién se conoce como la ley de Gauss magnética. Si el flujo magnético, se hace
variar sobre la superficie en el tiempo, obtenemos un trabajo ¢, dado por

d

ey(E) = i

By (B) :_% /E B (3.24)

Usando una vez mas el teorema de Stokes en la circulacién del campo eléctrico, tenemos que

ey (E) = XY E= /E dE (3.25)

para -y la frontera de la superficie 3. Entonces

d
/ dE = —/ B [Ley de Faraday] (3.26)
5 dt Js
d
= / (dE + —B) = 0. (3.27)
. dt

Por tanto, podemos observar que la expresién local para la ley de Faraday se puede escribir
como

B
dE + 5. B=0. (3.28)
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Por tdltimo, la ley de Maxwell-Ampere indica que la corriente eléctrica genera circulacién del
campo magnético, esto es

oy (H) = Saw(D) + ®s()) (3:29)
:>/H /j—l— dt/D [Ley de Ampere] (3.30)

donde ®x(j) representa el flujo de corriente libre y § <I>g (D) representa la corriente de des-
plazamiento. Si aplicamos nuevamente la ley de Stokes a la circulacién del campo magnético,

podemos obtener
/H:/dH, (3.31)
o7 %

de donde
d
/dH:/j+/D (3.32)
> b dt Jx
d
:>/ <dH—j—D> =0. (3.33)
5 dt
Esto nos permite concluir que la expresién local para la ley de Ampere queda como
0
dH — —D = 3.34
wl =7 (3.34)

En resumen, tenemos las ecuaciones de Maxwell, en términos de formas diferenciales [38], que
se escriben como

0
dB =0 dE+—B =0
’ + ot
dD = p, dH — gtD J. (3.35)

Hasta el momento, hemos escrito las ecuaciones de Maxwell considerando el tiempo como un
parametro y por ende, hemos supuesto un variedad puramente espacial de 3 dimensiones.
Podemos observar, que de manera fenomenolégica, las ecuaciones de Maxwell son postulados
de conservacion de ciertas cantidades. Estas leyes, de manera general se entienden en términos
de integrales. Si consideramos flujos cruzando por las fronteras de ciertas regiones, podemos
imponer dichas condiciones de conservacion. El teorema de Stokes nos permite observar la
arbitrariedad de las regiones de interés y hace que la conservacion del flujo sea equivalente a
pedir una correspondencia con una forma diferencial cerrada

oif J—/dJ VQC M = dJ =0. (3.36)
oN Q

En este caso J es una p-forma (con 0 < p < dimM) representando un p-flujo, Q2 es una
regién p 4+ 1 dimensional de M con frontera p-dimensional 9€). Por ejemplo, una superficie
2-dimensional que tiene por frontera una curva cerrada, un volumen 3-dimensional donde su
frontera es una superficie cerrada o finalmente, una regién 4-dimensional con un volumen

|
cerrado como frontera. En 1’ el simbolo = expresa la imposicién empirica de dicha igual-
dad. Las ecuaciones de Maxwell pueden ser postuladas como leyes de conservacion alrededor
de una 2-forma F':

f FZ0 VO3 Cc M = dF =0, (3.37)
o3
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y una n — 1-forma j
7{ j=0 YO C M = dj =0. (3.38)
onn

Estas afirmaciones como postulados empiricos son completamente generales; es decir, estan
planteadas libres de coordenadas, independientes del observador y no requieren mayor estruc-
tura matematica que la diferenciabilidad de M. Ecuacién , postula la conservacion total
del flujo electromagnético, mientras que ([3.38)) postula la conservaciéon total de la carga. De
esta manera, las ecuaciones de Maxwell — se pueden escribir en términos de formas
diferenciales en una variedad M 4-dimensional

dF =0, (3.39)

dG — jext = 0. (3.40)

Al igual que en el caso vectorial, tenemos una ecuacién homogénea y otra que relacionada con
las fuentes. En este caso, F'y GG son 2-formas que representan a los campos (E , E) y (5, H )
respectivamente. La 3-forma jeyt representa a las fuentes externas (pext,jext) y corresponde a
la parte de la densidad de corriente total que no es inducida por los campos en el medio

jext = J - jind- (341)
Igual que las ecuaciones (3.5) — (3.8]), las ecuaciones (3.39) y (3.40) son independientes de

coordenadas, por lo que son vélidas a pesar de la eleccién local de coordenadas para M.
Para observar que (3.39) y (3.40) son realmente las ecuaciones de Maxwell que se hemos

escrito anteriormente en el lenguaje del cdlculo vectorial, podemos dotar a M de coordenadas

cartesianas (z!, 22,23, 2%) = (z,y, 2,t). Si tomamos

F=B+EAd, (3.42)
G=-D+HAdt (3.43)

Y 3
Joxt = —Pext + jony A dt. (3.44)

Los campos F y H corresponden a 1-formas cuyas componentes son iguales a sus contrapartes
vectoriales. Es decir

3
E =) Eids' = E,dz + E,dy + E.dz (3.45)
i=1
y
3 .
H =) Hida' = H,dx + Hydy + H.dz. (3.46)
i=1
Mientras los flujos B, D y jé):?c corresponden a 2-formas dadas por
3 . .
B =) Bjda' Ada’, (3.47)
i,j=1
i
3 . .
D =) Djda’ Ada’, (3.48)
%,7=1
%
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]ext Z]l]dm Ada?, (3.49)
7 1
%
donde B;; (resp. Dj; y jij) representa el flujo magnético (resp. eléctrico y densidad de co-
rriente externa) atravesando un elemento infinitesimal de drea orientado dz* Adz? [38], i.e. la
componente de B € R? (resp. D y jext) es ortogonal al espacio generado por €)Y €(j), esto
es

Oy
Bij=B:éuy =B con &4 e =G e =€) - Exy =0 (3.50)

(resp. Dyj = D k= Dy y jij = j’ext k= Jextr). Finalmente, pext corresponde a una 3-forma
de densidad de carga externa.

Pext = Pext dz A dy A dz. (3.51)

Estamos usando el producto externo cartesiano, simplemente para ilustrar como se relacionan
las componentes de los campos vectoriales en R? con sus correspondientes formas diferenciales.
Sin embargo, esto no es una estructura adicional sobre la variedad M.

Podemos realizar, de manera directa el calculo algebraico de la derivada exterior de
para obtener explicitamente la 3-forma dF

3
OBij ko :
= Z Sk dz" Ada' Ada? +

3
- dz' Ada’? A dt. 3.52
2(8561 0w o ) TN (3:52)
i,j=

177
A partir de las definiciones de B;; y el operador rotacional, junto con la ecuacién (3.50)),
podemos encontrar las componentes explicitas

dF:(v-E) dz Ady Adz +

N 0B\ -
(VxE—i—(,%) "€z | de Ady AdE—

- Y A :
(VXE—i—at> “€(y) dx Adz A dt+

[ . 0B

(V x E + ) €@ | dyAdzAde. (3.53)
ot

Por tanto, dF' = 0 [ecuacion (3.40)] es completamente equivalente al par de ecuaciones ho-
mogéneas de Maxwell. De manera similar, las componentes de la 3-forma dG corresponden al
lado izquierdo de las ecuaciones in-homogéneas de Maxwell (3.7) y (3.8). Esto es

Z Dij dz® Adat Adad +

Back
i,5,k=1
3
_ k v .54
;:(W x] (%)dx Ada? A dt, (3.54)
i£]
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en donde el signo estd dado por la definicién de G de la ecuacién (3.43)). Restando la 3-forma
Jext, de dG obtenemos

—

dG_jext:_ (V-D—pext) dx/\dy/\dz—i—

[ ) B
<VXH—(%_]ext)‘6’(z) dl‘/\dy/\dt—

[ - oD .\ . ]
<V x H — E _]ext) *€(y) dx Adz A dt+

[ - 9D
<V x H — % - jext) : é(m) dy Adz A dt, (355)

de donde la ecuacién (3.40|) nos lleva a las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (3.7)) y (3.8)).

La derivada exterior es un operador nilpotente, lo que significa que segundas o més derivadas
de este tipo se anulan. Por este motivo, la ley de conservacién (3.9) es una consecuencia
inmediata de la estructura de las ecuaciones de Maxwell

a ex e
0 =d’G = djoxt = < gt LN v/ -jext> dz Ady Adz Adt. (3.56)

Todo parece indicar, que el lenguaje de formas diferenciales aplica perfectamente para el
electromagnetismo. Las ecuaciones y (3.40]), no son simples abreviaciones de sus con-
trapartes vectoriales como podria parecer en un principio, sino una generalizacién profunda
de éstas que nos permite relacionar la naturaleza local de las ecuaciones diferenciales con
los aspectos globales de los espacios en donde estan definidos. Esta ltima idea, es la que ha
promovido el uso de esta poderosa herramienta en el electromagnetismo computacional; parti-
cularmente en la aplicacién de elemento finito para resolver problemas en espacios topoldgicos
particularmente complicados. [39-41].
Desde el punto de vista mas fundamental, podriamos revertir el argumento de la conservacion
total de la carga, y postularlo directamente como un hecho empirico. Esto haria que los
postulados fundamentales se convirtieran en dos principios locales de conservacion, tanto del
flujo como de la carga

dF=0 y dj=0. (3.57)

Esto implica, que de manera local en M, existen dos potenciales A (1-forma) y H (2-forma),
tales que
F=dA y j=dH, (3.58)

donde H = G + Gjnq, con
dG =jext ¥y dGind = Jind- (3.59)

Esto implica la conservacién independiente de las cargas inducidas y externas. Esto hace que
el problema fundamental de la teoria de campos en el electromagnetismo se pueda plantear
de la siguiente manera: Dada una 3-forma cerrada jext, determinar la 2-forma cerrada F'. O
de manera equivalente en términos de los potenciales, determinar la 1-forma A. Al igual que
en la propuesta pasada, este problema requiere informacién adicional para ser resuelto. Se
necesita proponer una relacién entre la densidad de flujo j y la 1-forma del potencial A. Mas
conveniente aun, se puede proponer una relacion entre la 2-forma G y la 2-forma de flujo de
campo F'. Estas relaciones son justamente las relaciones constitutivas del medio.
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3.3. Relaciones constitutivas geométricas

Como hemos mencionado anteriormente, las leyes de Maxwell vistas como leyes de conser-
vacion del flujo y de la carga tdnicamente requieren que el espacio matematico M sea dife-
renciable. Lo que quiere decir que estamos caracterizando puramente propiedades topoldgicas
del espacio. Sin embargo, esta estructura matematica elemental, no nos permite relacionar la
2-forma de flujo F' con las fuentes generadoras de los campos jext. Las relaciones constitutivas
del medio, son justamente la informacién faltante y seran introducida en este formalismo, a
partir de dotar a M con una estructura geométrica. Dicha estructura sera un tensor métrico
del tipo

n

g= Z gi;da’ ® da? (3.60)
ij=1

para que (M, g) sea una variedad (pseudo) Riemannianaﬂ

El tensor métrico nos permite, tal como lo hace el producto punto, calcular longitudes de
curvas parametrizadas, angulos entre diferentes direcciones en un punto y distancias entre
diferentes puntos de la variedad M. Todo esto, independiente de las coordenadas elegidas.
Es decir, estas nociones son invariantes bajo cambio de coordenadas. Aunado a todo esto, la
métrica nos permite también establecer una equivalencia algebraica entre vectores y 1-formas.
Esta equivalencia se da a partir de los isomorfismos musicaleg’|

g ]z:l gi;V'da?  para cualquier V = Z & 8630“ (3.61)
y
g (w) = Z-;l g wi% para cualquier w = ;widxi. (3.62)
En el caso particular de una variedad Riemanniana, un mapeo es el inverso del otro
[0 = o
g1y (V)| = Zggkg 5
1,7,k=1
— 5ty 2
Z JV ot
i,7=1
B oxt
=V, (3.63)

y por tanto, la métrica nos da un isomorfismo candnico entre vectores y formas diferenciales.
Un tensor métrico describe una geometria particular en una variedad y cada variedad admite
una infinidad de tensores métricos. Una consecuencia de elegir una geometria particular para

2Una variedad Pseudo-Riemanniana (M, g) es aquella en el que el tensor métrico g acepta vectores nulos
diferentes al vector idénticamente cero. En este tipo de variedades, el operador Laplaciano se convierte en un
operador hiperbdlico y no eliptico como en el caso de las variedades Riemannianas. Esto nos permite tener una
estructura geometrica adecuada para describir la propagacién de ondas.

3E1 sfmbolo flat b denota ‘bajar’ los indices de las componentes de un vector, mientras que el simbolo sharp
f corresponde a ‘subir’ los indices de las componentes de una forma diferencial.
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la variedad, son el tipo de trayectorias o curvas que extremizan la distancialﬂ entre un par de
puntos en la variedad. Estas curvas pueden cambiar de manera drastica de una geometria a
otra. En nuestro caso particular electromagnético, podemos pensar que cada métrica identifica
un medio diferente a partir del principio de Fermat para la propagacién de la luz, o en general
de una onda electromagnética.

Empezaremos aplicando esta idea al electromagnetismo en el vacio. Consideremos al vacio
como un medio descrito por una métrica (que llamaremos de fondo) dada por

3
. . 1
n= Z 9o;;dz" ® dz? — ——dt @ dt, (3.64)
= oMo

7/7]7
donde ¢ y po son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vacio, respectiva-
mente. Podemos asumir que esta métrica de fondo corresponde al observador del laboratorio,
i.e. al observador que no se mueve en el espacio, sélo en el tiempo. Por tanto, el vector tem-
poral base definird el marco de referencia de este observador (también llamado observador
“estatico”). Dicho vector temporal estara dado por

0
Ulab = v/E0ko 5 (3.65)

y lo normalizaremos con respecto a la métrica del laboratorio

7 (Ulabs wiap) = —1. (3.66)

Consideremos ahora, un medio homogéneo e isétropo simple en reposo con respecto al marco
de referencia del laboratorio. Este medio puede ser descrito por una métrica del material dada

por
3

, 1
g= Z gijde’ ® da? — —dt @ dt, (3.67)

- el
2,7=1
donde € y p seran consideradas constantes y son la permitividad y la permeabilidad del
medio, respectivamente. Es preciso observar, que el vector base temporal u,;, no se encuentra
normalizado con respecto a la métrica del medio, esto es

EoMo

9 (Wab; Wab) = T (3.68)

Buscamos que la estructura geométrica con la que hemos dotado a M nos reproduzca las
relaciones constitutivas con una estructura como la conocida en el lenguaje de calculo vectorial
(3.13]). Por tanto, buscamos un mapeo multilinea K : Q?M — Q%Vl, tal que

G = R[F], (3.69)
o en términos de la conservacién de carga y la 1-forma del potencial

d(k[dA]) = j. (3.70)

4Para una variedad Riemanniana las trayectorias que se extremizan son minimas, mientras que para una
variedad pseudo-Riemanniana podrian ser maximas.
5No puede ser proporcional a la identidad.
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Buscamos establecer el mapeo & de manera explicita. Para una variedad Riemanniana, el
operador estrella de Hodge es un isomorfismo natural, asociado a la métrica, que vincula las
p-formas con las (n — p)-formas para n = dim(M)

kg OB, = QP (3.71)

En nuestro caso, hemos supuesto que dim(M) = 4, y tanto F' como G son 2-formas, por lo
que podemos observar

*g 0 Q3 — 03y (3.72)
Asi, el operador de Hodge se convierte en el isomorfismo natural que genere las relaciones

constitutivas dadas por
G=Fkx*y F. (3.73)

para k : M — R. En la figura se puede observar como los diferentes elementos de la
teoria electromagnética quedan vinculados a partir de las operaciones diferenciales que hemos
propuesto.

0 A d F
“|
G d j 0
0o Ol 0?2 03 %

Figura 3.1: Diagrama de la teoria electromagnética a partir de operaciones diferenciales. La
fila de abajo representa la dimension de las formas que se involucran.

Existen muchas formas de postular las relaciones constitutivas de manera geométrica. De-
finirlas mediante el operador de Hodge, nos genera la formulacién métrica més sencilla del
electromagnetismo. Las ecuaciones de Maxwell, se pueden escribir ahora en términos de la
1-forma de potencial como

dG =d[k x4 F| (3.74)
=d[k *g dA] = j (3.75)

que de forma explicita, desarrollando la derivada exterior obtenemos
dk NxgdA+kdxgdA=j. (3.76)

Aqui hemos asumido que k : M — R es diferenciable. A partir de ahora, cuando no haya am-
bigiiedad de la métrica con la que estamos trabajando, omitiremos el subindice ;4 del operador
*. Aplicando el mapeo de Hodge a la ecuacién podemos obtener las ecuaciones duales
de Maxwell%

*x (dk N *dA) + x(kd*dA) =x7, (3.77)

usando la linealidad del operador estrella de Hodge

* (dk ANxdA) +kxdxdA=x%j. (3.78)

5Las ecuaciones (3.76) y (3.78) son las mismas ecuaciones en diferentes espacios, dado que (3.76) estd en
0% v (3.78) estd en Q.
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Usamos la codiferencial, definida como
6 = (—1)"*DHlgion(g) xdx, (3.79)
sin=4, k=2ysign(g) = —1, entonces
d=xd x . (3.80)
Finalmente, la ecuacién se reescribe como
* (dk N *dA) + k6dA = %7 . (3.81)

Al igual que el operador de Hodge, podemos introducir un operador Laplaciano dependiente
de la métrica Ay : QF, — QF |, definido como

Ay =ds+6d. (3.82)

Al igual que antes, omitiremos el subindice 4, cuando no haya ambigiiedad en la métrica usada.
Si usamos el Laplaciano en el potencial A, tenemos

§dA = AA — dSA, (3.83)

ecuacién que hereda la simetria de F', ya que en general, para A’ = A + di se cumple que
ddA = §dA’ y esto implica que

AA — dSA' = AA — doA. (3.84)
Asi, las ecuaciones de Maxwell se pueden ver como
w(dk AxdA) +  K(AA—dSA) =« (3.85)
—_— —_—
medio no homogéneo  relacién constitutiva de Hodge

Para explorar un poco mas la parte de la relacién constitutiva de Hodge, suponemos un medio
homogéneo, (i.e. k = cte).
E(AA—dSA)=x7, (3.86)

o de forma dual:
*x [k(AA —doA)] =j. (3.87)

Recordamos que

*xa = (=) B sign(g) a (3.88)

y en nuestro caso
*x*j =7. (3.89)

Del postulado de conservacién de la carga total tenemos que

/ dji=0 (3.90)
Q

y usando la identidad de Stokes obtenemos

/de:/mj:/m*[k(AA—déA)]:O. (3.91)
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Queremos saber si xkAA puede ser una corriente conservada (i.e. una 3-forma cerrada, que
cumpla la condicién de consistencia). Para eso, usamos la libertad de norma

/ c[B(AA —dsA) =k [ (3.92)
o0 oN
= *x [kAA] = / J +*dd A’ (3.93)
onN o0
= / J+ *dd(A + dip) (3.94)
o0
= / J+*d(6A+ ddy) (3.95)
o0
= / J+*d(6A+ Av). (3.96)
o0
Para que j se conserve, lo inico que necesitamos es que dA + Ay = 0, por lo que
0A=—-AY+c (3.97)
para c una constante. Usando esta condicién
Jj=x[k(AA —dSA)] = x[k(AA — d(c — Av))] (3.98)
= *x[k(AA — dAY)] (3.99)
= *x[kA(A — dvy)] (3.100)
=%xkAA . (3.101)

En particular, si Ay = ¢ entonces A = 0. A esta eleccion de norma se le conoce como la
norma de Lorentz. Esto implica que

* kAA=xkEAA =j. (3.102)
A partir de las suposiciones hechas sobre la métrica, la ecuaciones de Maxwell en un medio ho-

mogéneo, da como resultado una 3-forma que representa una ecuacién de onda no homogénea.

En resumen, las ecuaciones de Maxwell (3.57]), més la relacién constitutiva de Hodge y la
eleccién de la norma de Lorentz se expresa como

G=kx F+§A=0. (3.103)

Esto da como resultado las ecuaciones de Maxwell-Hodge para un medio
*(kAA) =% j homogéneo (3.104)
dk AN xdA + x(EAA) =x j no-homogéneo . (3.105)

Si partimos del hecho que se cumple (3.104) (o (3.105))), el campo estara dado por F' = dA
y la conservacién de la carga (corriente) serd consecuencia de la norma de Lorentz y de la
relacion constitutiva de Hodge:

§A =0 (3.106)
= %xj =*xkAA (3.107)
= % k(dSA + 6dA) (3.108)

=« kOF (3.109)

=% dG, (3.110)
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por lo tanto

j=dG (3.111)
sodj=0. (3.112)

Una vez establecida la libertad de norma y las relaciones constitutivas para los potenciales,
podemos usar esta herramienta en coordenadas locales para recuperar las expresiones conoci-
das de los campos en el formalismo vectorial. Como hemos establecido dos métricas, una para
el fondo y otra para el medio, denotaremos el operador de Hodge como * cuando estemos
utilizando el asociado a la métrica de fondo (o del marco de referencia del laboratorio) 7,
mientras que el simbolo * lo usaremos cuando nos estemos refiriendo al operado de Hodge
asociado a la métrica del medio g. Como cualquier mapeo lineal, el dual de Hodge se encuentra
completamente definido en términos de la accién en las formas de la base

. A 1

# (do' A dad) = o da® A dt, (3.113)
OM0
* (dxk A dt) = —/Eopo dz’ Ada?, (3.114)
. . 1

* (dz' Ada?) = — da® A dt (3.115)

VEH

y . .

* (dxk A dt) = —y/ep dz' Ada’. (3.116)

A partir de la definicién del operador de Hodge, podemos observar

*F =xB+ % (E Ndt)

3 3
=x| Y Byda' Adal | +x (Z Ejda® A dt)

ij=1 k=1
3 3
= 3" Byx(da' Adad) + Y Byx (daf A at)
ij=1 k=1
! 23:3 dz® A dt — \/ep Epdat A da? (3.117)

por tanto, podemos encontrar de manera explicita la constante k£ en términos de las coorde-

nadas locales
€
G = \/7*F. (3.118)
7

Si desarrollamos G (cf. ecuacién (3.43))) tenemos

3
1 . .
G=- § Byda® A dt — eEpda’ A da?
k=1

3 3
= HydaP Adt - Y Dijda’ Ada’
k=1 ij=1
= HAdt - D. (3.119)
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Podemos observar que las relaciones constitutivas geométricas de Hodge (3.118)) asociadas a
la métrica del material (3.67) son equivalentes a las de un medio homogéneo e isotrépico con
relaciones constitutivas

. B . 1~
Diap, =€Erap y  Hiap = ;Blab' (3.120)

Los vectores en el marco de referencia del laboratorio se han calculado contrayendo los indiced']
de las 2-forms F' y G con el vector velocidad del marco de referencia del laboratorio ui,p,
usando la métrica del laboratorio. La 1-forma resultante se mapea a su correspondiente campo
vectorial a través del isomorfismo musical

= 1
Epap = _\/TW 7 [t F (3.121)
= 1
Hyap, = _\/ﬁ 7 [t Gl (3.122)
y
Biab = —1 [tuyyy, * F], (3.123)
[jlab = nﬁ [Lulab * G] . (3124)

Notemos que aunque los campos vectoriales (3.121)) - (3.124)) estan sobre la variedad M,
cada espacio tangente puede ser identificado directamente con vectores espaciales sobre R3,
concordando con la formulacién vectorial del electromagnetismo. Esta conversién de manera
explicita, de forma general no se encuentra en la literatura de las formas diferenciales.
Observamos que el caracter general de este lenguaje lo vuelve una herramienta muy poderosa,
ya que nos permite extraer las componentes vectoriales de flujos y campos en cualquier sistema
de coordenadas, a partir de la 2-forma de flujo (Faraday) F' y la métrica del material g. El
vector temporal normalizado %, juega el papel de observador en reposo con respecto al marco
de referencia del laboratorio. Este vector es tangente a una curva en M sin componentes
espaciales. Esto representa a un observador que se encuentra estdtico en el espacio, pero que
evoluciona temporalmente a velocidad unitaria. [cf. ecuaciones (3.66))]. Las ecuaciones
- representan los flujos y los campos que mide un observador estdtico en el marco de
referencia del laboratorio.

Las relaciones constitutivas del medio, necesarias para completar las ecuaciones de Maxwell
, pueden ser incorporadas a partir de introducir un tensor métrico que caracteriza al
medio. La métrica caracteriza la geometria por la cual se propagan los campos electromagnéti-
cos. Esto fue identificado desde los principios de la teoria general de la relatividad, donde se
puede pensar al campo gravitacional como un medio éptico desde el punto de vista de la
propagacion de la luz. Expresar las propiedades de un medio en términos de una variedad
Riemanniana curva es un campo activo y fértil para la investigacién. Hasta este punto, hemos
podido notar que el observador juega un papel central en la recuperaciéon de las expresiones

"La contraccién entre una p-forma y un campo vectorial v estd definida en [42]
LyW [U(1)7 ceey U(p_l)] =p-w [U,U(1)7 ey u(p_l)] 5

donde {u(i)}f;f es un conjunto de campos vectoriales en M. La contraccién de una p-forma y un campo
vectorial v da como resultado una (p — 1)-forma

Low = p - w(v).
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vectoriales de los campos electromagnéticos. De hecho, la descomposicién de los campos en
sus partes eléctrico y magnético, depende particularmente del observador.

La ventaja de adoptar este formalismo geométrico para formular las relaciones constitutivas,
se centra en su generalidad. Ecuaciones como , son expresiones independientes del ob-
servador y libres de coordenadas. Lo que implica que su validez no depende de las coordenadas
que se usen ni del marco de referencia en el que se encuentre, ya sea inercial o no. Atin cuando
las ecuaciones ((3.121)) — (3.124]) son las expresiones de los campos electromagnéticos medidos
por un observador estdtico en el marco de referencia del laboratorio, éstas pueden ser genera-
lizadas a cualquier marco de referencia sustituyendo el vector de velocidad espacio-temporal
% por cualquier otro vector u tal que g(u,u) = —1/ep.

3.4. Conductores y ley de Ohm

Una vez expuestos los principios basicos del electromagnetismo en un lenguaje geométrico
general, podemos ampliar el formalismo a medios conductores. Estos medios se rigen por la
ley de Ohm, la cual se puede escribir como una nueva relacién constitutiva. A partir de esta
relacién se puede generar una version geométrica del teorema de Poynting y proponer en este
mismo lenguaje la conservacion de la energia electromagnética.

Como en las secciones anteriores, empezamos con el observador que se encuentra en el marco
de referencia estatico (marco del laboratorio) que sdlo se mueve en la direccion temporal

0
Ulah = —- 3.125
Ulab ot ( )
De manera usual, la ley de Ohm se escribe en términos vectoriales como
Jma =cE (3.126)

donde jing es la corriente eléctrica inducida y o la conductividad del medio [43]. Consideremos
un observador en el marco del laboratorio (u),,) y un medio homogéneo e isotrépico con
conductividad constante o. Podemos establecer la relacion algebraica entre la 2-forma de
Faraday F'y la 3-forma de corriente inducida jij,q que mide dicho observador

* Z.ﬁlab * Z.ﬁlabjind =0%* iﬁlabFa (3127)

donde x es el operador de Hodge. La ecuacion es la expresiéon geométrica de la ley
de Ohm, que depende explicitamente del observador, a diferencia de la relacién constitutiva
escrita en . Con esta informacién, podemos volver a encontrar la expresion vectorial
que mediria el observador del laboratorio dada por

jindilab - |det(g)|gﬁ (/L'qjlab * iﬂlabjind) (3.128)

de donde podemos observar que

‘det(g)’gﬁ (iﬁlab * iﬁlabjind) = Jgﬁ (iﬁlabF)

~
= UEﬁlab

(3.129)

y por tanto, regresar a la ley de Ohm vectorial.
De la misma forma, la conservaciéon de la energia depende particularmente del estado de
movimiento del observador y de las propiedades particulares del medio en el que se propagan
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los diferentes campos electromagnéticos. Este hecho, ha sido discutido ampliamente en dife-
rentes trabajos y no ha sido del todo resuelto. Para poder distinguir el estado de movimiento
de un observador a partir de su vector velocidad, es necesario introducir el concepto de co-
nexion a la variedad del espacio-tiempo M. Este concepto, generaliza lo que en geometria
Euclidiana llamamos lineas rectas que caracterizan el movimiento libre de fuerzas sobre una
variedad. En esta parte del trabajo, nos enfocaremos uinicamente en mostrar que existe una
3-forma de corriente de energia-momento, que codifica la energia y el momento disponible
en los campos electromagnéticos para un observador cualquiera. Algo més general, deberia
considerar la interaccion entre el estado de movimiento del observador y los mismos campos
electromagnéticos; cosa que no haremos en esta parte.

Consideremos la densidad Lagrangiana electromagnética
1
L= —§F NG, (3.130)

y un observador que se mueve a una velocidad @ (cumpliendo g(u, @) = —1/ep). Definimos la
3-forma de densidad de flujo de energia-momento como

Eu =il + F NiyG. (3.131)

Esta densidad representa la cantidad de energia-momento que fluye a través de la frontera
de una regién 4- dimensional del espacio-tiempo. Las componentes de esta 3-forma tienen la
informacién de la densidad de energia-momento almacenada en los campos electromagnéticos
que se encuentra disponible para el observador que se mueve a velocidad . Para el caso de
U)ah, €l primer término de se desarrolla como:

. 1.
G, L= — 5, [F'AG]
1
= _iia@ [(B+EAdt) A (=D + H Adt)]
t
1
=—Zis [(BAH—EAD)AAt]
2 ot
1
:§(B/\H—E/\D), (3.132)

mientras que el segundo término queda como
FA iglabG = (B+ EAdt)A Lifan (—D + H N dt)
=(B+EAdt)N(—H)

— —BAH+EAHAAL. (3.133)

Por tanto, la 3-forma queda como

1
€y, = —5 (BAH + EAD)+ ENHAdL (3.134)
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A partir de esta 3-forma, podemos encontrar la 1-forma dual S = *Eipy

~ 1
S:*[—2(B/\H+E/\D)+E/\H/\dt]

1 . ) )
=% {—2 (Binkda:’ + EkDij) dz’ Ada? A daF+
(ElHJ — HJEZ) dat Adz? A dt]

(BpHy + ExDy) dt + |det(g)] (EiHj — HjEZ‘) dz®

1
T2
:—l(é-ﬁ+ﬁ-ﬁ)dt+[<ﬁxﬁ>-8]dxk. (3.135)
2 oxk
Inmediatamente, podemos reconocer la densidad de energia almacenada en los campos elec-
tromagnéticos, que se encuentra disponible para el observador del laboratorio como

1

Us -
2

= g S =5 (B-H+E-D), (3.136)
que coincide directamente con los resultados vectoriales conocidos. Ahora estamos en posicién
de definir la 2-forma de Poynting S dada por

S = *’iglabg

Ulab

=%x(EANH)
= *(EZ'HJ‘ - H]EZ) d.%‘l A d.%'j

- [(E X ﬁ) : aik] dz® A dt (3.137)

de donde podemos recuperar el tradicional vector de Poynting

Tab _gﬂ [iﬂlabs] = _gﬁ [iﬁlab *iﬁlabgﬁlab] =FExH. (3.138)
Como podemos observar, efectivamente la 3-forma & , puede ser interpretada como una

corriente de densidad de energia-momento, donde la ley de conservacién de energia para un
observador en el laboratorio estd dada por

= 0. (3.139)

lab

f Ea.. =0 VO C M = d&;
oN4

Es importante notar que esta ley de conservacién depende del observador. Su validez depende
de que el campo no realice trabajo sobre el observador, ni el observador genere un cambio
en la distribucién del campo. Bajo estas premisas, la conservacién de la energia se representa
demandando la siguiente igualdad

d&q,, =d [iﬁlab‘c +FA iﬁlabG] = 0. (3.140)
Esto se puede sintetizar en
dig,, L + dig,, ' NG+ F Nig,, jing = 0. (3.141)

Ahora, podemos dar una versién geométrica (en formas diferenciales) del teorema de Poynting

9 L
*xg d&q.. = aUﬁlab +V - Sa.. + Ea,, - Jind; . = 0. (3.142)

Ulab
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Estos resultados nos permiten escribir la conservacién de la energia y el momento en un sélo
objeto matematico: la 3-forma &,. Cabe destacar, que aunque la interpretaciéon de esta 3-
forma es la cantidad de energia almacenada en los campos electromagnéticos disponible para
el observador u, en general no es la cantidad total de energia en los campos. Podemos observar,
que el medio juega un papel fundamental en la definicién de esta 3-forma, en las relaciones
constitutivas que lo caracterizan.
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4. La métrica optica y algunas aplicaciones

En la dltima década ha crecido de manera significativa el uso de la geometria diferencial
y la Relatividad General como herramientas para describir fendémenos electromagnéticos en
medios. La estrecha relacion entre una métrica del espacio-tiempo y las caracteristicas elec-
tromagnéticas de un medio tales como la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y
efectos magnetoeléctricos hacen que dichos formalismos facilitan modelar y controlar estas
caracteristicas para disenar nuevos metamateriales dpticos. Esta herramienta ha sido previa-
mente explotada en formalismos como la dptica de transformaciones, donde se han llevado de
manera satisfactoria estos disenios a la préctica. Sin embargo, esta relacién entre la métrica
del espacio-tiempo y el electromagnetismo no queda del todo bien entendida. Como ejemplo
claro de esto, tenemos el indice de refraccion. Comunmente, el el indice de refraccién n se
define como un escalar dado por el cociente entre la velocidad de la luz en el vacio (¢) y la
velocidad efectiva de ésta en un medio (v), esto es n = £. De la misma manera, esto puede
reescriboirse en términos de las propiedades electromagnéticas de un medio dieléctrico como

n? =4 (4.1)
€0HO

donde ¢? = 601“0 y la velocidad efectiva de la luz en el medio estd dada por v i Cuando

los medios son inhomogéneos e isotréopicos, € y p son tensores con una representacion matricial
3 x 3 no reducible a escalar. Aunque se conozcan las componentes de estas matrices, no queda
clara la forma de obtener el indice de refraccion a partir de ellas.

A mediados de los 1920’s, Gordon planted que la geometria del espacio-tiempo puede ser
equivalente a la de un medio 6ptico. Por tanto, el indice de refraccién se podria leer de manera
directa del término temporal de la métrica del espacio-tiempo en coordenadas isotrdpicas
cartesianas. A esta métrica se le conoce como la métrica dptica [8]. Esta solucién, aunque
préactica, no es definitiva. Existen geometrias equivalentes a medios 6pticos que no pueden ser
llevadas a coordenadas isotrépicas cartesianas a partir de transformaciones conformes y al no
encontrar la expresion de su métrica éptica, no se puede determinar el indice de refraccion.
En este capitulo se abordaran el concepto y las bases para construir un tensor constitutivo,
asi como el formalismo de la métrica 6ptica y se mostraran algunos ejemplos de diferentes
geometrias equivalentes a medios Opticos usando este formalismo.

2:

4.1. La permitividad y permeabilidad en términos del tensor
constitutivo

El electromagnetismo en medios descrito por las ecuaciones de Maxwell, que en el lenguaje
del célculo vectorial se expresan de manera local (diferencial) como

V-B = 0,

vx B+ 25 = o

o

V-D = pext

N .
VXH—aD = Joext - (4.2)
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Como hemos mencionado anteriormente, esta informacién resulta incompleta para resolver el
problema fundamental de teoria de campos: Dadas las fuentes, poder encontrar la expresion
de los campos externos. Para completar la informacién, es necesario introducir una serie de
ecuaciones que relacionen los campos externos (E, E) con los campos inducidos (5, H ). Estas
ecuaciones son conocidas como relaciones constitutivas, y describen la respuesta del medio
ante estimulos electromagnéticos externos. La forma maés simple de proponer esta respuesta

es de manera lineal [cf. ecuacién (3.13])]

donde £ y 1 son las matrices 3 x 3 de la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética,
respectivamente. Las matrices ¢ y ¥ son las matrices de efectos magnetoelectrlcosﬂ En tra-
bajos recientes [44], [45] las ecuaciones constitutivas se derivan de un principio variacional,
donde el principio de accién para el campo electromagnético estd dado por

1
I=-3 / NPy Fog d', (4.5)

usando la convencién de suma de Einstein. En esta formulacién, el tensor y*?79 codifica toda
la informacién electromagnética del medio. A partir de la definicién de la accién (4.5)), el
tensor y cumple con las siguientes simetrias [46] :

Xabcd - _ Xbacd — _Xbadc (46)

Xbacd :Xcdba‘ (47)

Recapitulando las ecuaciones de Maxwell en términos de las 2-formas diferenciales F'y G [cf.
ecuaciones (3.39)) y (3.40)], podemos observar que este tensor constitutivo estd relacionado
con los conceptos geométricos previamente expuestos. Dadas las relaciones constitutivas de

Hodge, tenemos
G = \/?* F, (4.8)
7

que en términos de sus componentes, se puede escribir como

1
G =5 \/; 99" Flea (4.9)

1 /e
22\/; (g“gbd g“dgbc) Fuq. (4.10)

Al convertirlo en un tensor (0,2) obtenemos
Vi det
Gab ’ g \/7 €ab cd ce df nggde) Fef- (411)

Esta notacion se puede compactar si definimos un tensor constitutivo k, tal que

1 (3 d
Gy = 2\/; iy Flg. (4.12)

!Para medios isotrépicos y homogéneos, estas matrices son reales. En la mayoria de los casos, cuando las
matrices son complejas, se cumple que ¥ = ¢'. Sin embargo, para no perder generalidad, las consideraremos
matrices diferentes.
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El tensor x cuenta con 36 componentes independientes, con la informacién de todas las pro-
piedades electromagnéticas del medio. Este tensor es antisimétrico por pares de indices

cd __ cd __ cd
Kab = —Kagp = “Kap - (413)

Se puede definir de forma equivalente una densidad tensorial constitutiva en el espacio-tiempo
[47] que resulte més conveniente:

1
Xabcd — *Gabefliede ) (414)
2
para €7* es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita. Esta densidad, tiene las mismas

36 componentes independientes que x. Estas se pueden descomponer en tres partes irreduci-
bles: 36 = 20+15+1 [47]. Las primeras 20 componentes conforman la parte principal simétrica,
que es responsable de la respuesta macroscépica usual de los pardmetros dieléctricos [45]. Las
siguientes 16 componen la parte llamada skewon relacionadas con procesos disipativos del
medio. El dltimo componente llamado azion ha sido tema de estudio en los ultimos anos,
pero su interpretacién aun no queda completamente clara.

anab _ (l)anab +(2) anab + (S)anab (415)
principal skewon axion
3
_ Z (A)anab ' (416)
A=1

Cabe recalcar, que debido a (4.14]), el tensor  se divide exactamente igual, i.e.

3

R =Y~ Wi, o (4.17)
A=1

Si la relacion espacio-temporal puede ser adquirida de un Lagrangiano, entonces las partes de
skewon y axion deben anularse. La parte skewon de 15 componentes independientes se puede
mapear a un tensor 85 [47] dado por

1
)gab = Zeacde (2)X6deb, (418)
mientras la componente de axion se puede mapear a un pseudo-escalar:
1
o = Ieabcd (B)Xade- (419)

Dada una geometria particular del espacio-tiempo (i.e. dado un tensor métrico g), la densidad
tensorial constitutiva se puede expresar en términos de este tensor métrico

1
Xabcd — 5\/@ (gacgbd _ gadgbc) ) (420)

Para un medio y un observador general, la densidad x se puede descomponer en los tensores
de permitividad e, permeabilidad p y los efectos magnetoeléctricos ¢ y £ [20]. Cada uno de
estos tensores es medido en la direccion perpendicular al movimiento del observador y pueden
ser expresados en términos de matrices 3 X 3 como se plantea en las ecuaciones y

X = ( Z ugl > (4.21)
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Ecuaciones (3.121) — (3.124)) nos permiten encontrar las componentes de los campos para
un observador determinado que se mueve a velocidad u [45]. Con esta informacién, podemos
encontrar las componentes de cada una de estas matrices [27]

e = — 2\ 4y g (4.22)

_17ab 1
[N l]a :iecaef Edbgh Xefgh Uy (4'23)
cab :eabef Yl ugug (4.24)

para u el 4-vector de velocidad del observador y €%°? el tensor antisimétrico de Levi-Civita.

De manera generalizada, se considera que ¢ = ¢ tanto para los casos isotrépicos como an-
isotropicos. Sin embargo, en las siguientes secciones veremos que para medios en movimiento,
se pueden generar medios equivalentes en el laboratorio donde esto no siempre se cumple.

4.2. La métrica optica

A finales de la década de los 60’s los fenémenos épticos en un medio material se empezaron a
describir de forma equivalente a la interaccién de la luz con un campo gravitacional. De esta
forma, podemos caracterizar un medio 6ptico en términos de la geometria de un espacio-tiempo
equivalente. A este medio lo denotamos como un medio equz’valenteﬂ Dadas las caracteristicas
geométricas de esta descripcién de fenémenos épticos, de ahora en adelante estaremos usando
unidades geométricas (i.e ¢ = 1/(eopo) = 1 y n? = 1/v, para v la velocidad efectiva de la luz
en el medio).

Para ciertas caracteristicas de las propiedades electromagnéticas €, u, ¢ v £ conocidas como
condiciones de compatibilidad [27|, es posible describir por completo al medio (electromagnéti-
camente) en términos de la métrica g. Sin embargo, se puede mostrar que siempre existe un
observador (o marco de referencia) tal que cualquier condicién de compatibilidad se reduce
a la condicién de impedancia € = p%. Las matrices magnetoeléctricas tienen relevancia
Unicamente en fendmenos disipativos y con caracteristicas no-locales.

El elemento de linea de una métrica ¢ estd dado por ds®> = gupdaz®da’. Para un espacio
conformalmente plano, en coordenadas cartesianas tenemos

1
ds® = —ﬁdtQ + da? + dy? + d2?, (4.25)

donde n es el indice de refracciéon del medio y por tanto, el factor 1/n? es la velocidad efectiva
de la luz en el espacio-tiempo. Particularmente en el vacio n = 1, recuperamos la métrica
de Minkowski, como era de esperarse. Toda métrica con esta estructura se conoce como una
métrica dptica. Cualquier métrica que se pueda llevar a coordenadas isotrépicas cartesianas
por medio de transformaciones conformes, adquiere esta estructura “ éptica”. Cabe destacar
que las transformaciones conformes, en general cambian la geometria pero no las trayectoria
de las geodésicas nulas. Esto implica que en esta nueva geometria las trayectorias de la luz
son las mismas, salvo re-parametrizaciones de las curvas. Existen geometrias que no se puede
convertir a coordenadas isotrépicas cartesianas por medio de transformaciones conformes.
Para este tipo de geometrias no es claro como adquirir una métrica éptica.

4.2.1. Ejemplos de medios equivalentes

Como hemos observado, podemos modelar las propiedades electromagnéticas de un medio
6ptico a partir de su geometria. Esto nos lleva a plantear medios hipotéticos que pudieran tener

2Equivalente a un campo gravitacional que genere la misma geometria del espacio-tiempo.

33



Sobre los fundamentos geométricos de la propagacion de la luz en medios DGPC

la misma geometria de un espacio-tiempo generado por un modelo gravitacional. Estos medios
los hemos llamado “medios equivalentes”. A continuacién veremos dos ejemplos explicitos
de estos medio equivalentes: el universo de Finstein y el espacio-tiempo de Schwarzschild.
Las geometrias de estos dos modelos gravitacionales son isotrépicas y homogéneas, por lo
que pueden ser consideradas “simples”. En ambos casos, es posible hacer la transformacion
conforme a coordenadas isotrépicas cartesianas y adquirir su métrica éptica.. Haremos los
calculos explicitos y mostraremos las geodésicas nulas, que representarian las trayectorias que
seguiria la luz en estos medios equivalentes

El universo de Einstein

En este modelo gravitacional, se asume que el espacio-tiempo es estatico y tiene una distri-
bucién uniforme de materia. Estas suposiciones llevan a un universo estatico, finito y con
curvatura espacial esférica. Para este modelo se debe incluir la constante cosmoldgica A pro-
puesta por Einstein. La forma general de la métrica de esta geometria esta dada por la métrica

2
g =a(t)? <1 — ;) dr? 4 r2dQ — dt? (4.26)

en donde dQ = d#? + sin® Hdch. Resolvemos las ecuaciones de campo de Einstein para esta
métrica

G+ A = kT, (4.27)

donde T el tensor de energia-momento dado por

T = (p(t) + p(1)) 1ty + P(D) g (4.28)

En este caso p(t) y p(t) son la densidad y la presién respectivamente, mientras que u es la
velocidad del observador inercial dada por u, = df. Suponemos una solucién estatica para las
ecuaciones de Einstein, lo que significa

(t)=a(t) =0, p(t)=0. (4.29)

Resolvemos (4.27) para encontrar la métrica especifica
1 r2 r2sin’ @
dr* + — d? + ———

— 2 2

Con esta métrica, ahora buscamos las hipersuperficies de tiempo constante, que deberian ser
conformalmente planas. Para esto, haremos un cambio de coordenadas genérico de r — R
dado por r = f(R). Sustituimos en (4.30]) y obtenemos una métrica de prueba

f'(R)? o f(R? o f(R)?sin®6
st = —————2———d do” + —————— . 4.31
gest =y — p) T A T T e (4:31)
La estructura més general de una métrica conformalmente plana esta dada por
gep = Q(R)? dR* + Q(R)* R? d6? + Q(R)? R?sin® 0 dy? (4.32)

donde 2(R)? es el factor conforme de la métrica. Para encontrar las funciones desconocidas
f(R) y Q(R), imponemos la restricciéon de que ambas métricas (4.31) y (4.32) deban tener el
mismo tensor de curvatura R,g,, y el mismo escalar de Ricci R

Raﬁuu(gtest) = Ra,@uu(gcf) 5 R(gtest) = R(gcf) . (433)
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De (4.33) encontramos las funciones desconocidas

4k 4k*R

Q(R):ma f(R):m-

(4.34)

Finalmente, podemos hacer la transformacion de coordenadas con las soluciones obtenidas en
(4.34)) de f(R) y adquirir la métrica isotrépica

16k> 5 16k?R? 5 16k?R?sin?0

) . S/ L A 4.35
A (R? + 4k2)° A(R? + 4k2)?2 AR+ 4k2)2 7 (4.35)

Giso =

Como la métrica éptica es una métrica en coordenadas isotrépicas cartesianas, primero encon-
tramos la métrica conforme en coordenadas esféricas multiplicando por el inverso del factor
conforme Q(R)?

1 , A (R? + 4k2)°
Geonf = <Q(R)2> Giso = dR? + R%2d#? + R%sin?0 d<p2 — (16k2) dt? . (4.36)
Finalmente, hacemos la transformacién a coordenadas cartesianas
A (452 + 22 + 92 + 22)°
Goptical = d$2 + dy2 + d22 — ( i ) dt2. (437)

16k2

De (4.37) podemos leer directamente la velocidad de la luz a partir de su término temporal,
ademads de poder esxtraer el indice de refraccién del medio equivalente

2
2= 108 (4.38)
A (R? 4 4k2)°

para R = x2 4 y% + 22.
Para encontrar las geodésicas nulas, resolvemos las ecuaciones geodésicas

BT i3 =0 (4.39)

y graficamos dichas soluciones. Estas seran las trayectorias que seguirian los rayos de luz en
este medio equivalente. Figura 4.1

Figura 4.1: Rayos de luz de un medio equivalente a la geometria del universo de Einstein.
Estas trayectorias son las soluciones de las ecuaciones geodésicas de la métrica éptica. La
imagen izquierda se encuentra restringida al plano xy, mientras que la imagen de la derecha
se muestra en 3D.
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El espacio-tiempo de Schwarzschild

Para este modelo, haremos el mismo ejercicio que en el universo de Einstein. En este caso
particular, el modelo cumple con las mismas propiedades que el universo de Einstein, pero
supone la existencia de una masa M que se traduce a una singularidad en el universo y por
tanto en el espacio-tiempo. Para este ejemplo, partiremos de la forma isotrépica general de
una métrica con una singularidad

g = B(r)>dr® + R(r)*d0® + R(r)*sin® 0 dp* — N(r) dt* (4.40)

donde B(r),R(r) y N(r) son funciones desconocidas del radio. Calculamos las expresiones
explicitas de estas funciones por medio del tensor de Einstein G

1
GP = R*F — o g% (4.41)

para R*® el tensor de curvatura de Ricci y S el escalar de Ricci. Resolvemos las ecuaciones
diferenciales de donde obtenemos la forma especifica de la métrica

T 2M —r

2
- . 4.42
—r+2M dt ( )

dr? +r?do* + r’sin® 0 dy +

gs =

En este caso, hemos establecido algunas constantes de integracién como C7 =1y Cy = 2M
y hemos sustituido R(r) = r.

Consideramos ahora, las hipersuperficies de tiempo constante con la métrica inducida. Ob-
servamos que éstas son realmente conformalmente planas y encontramos de forma explicita el
factor conforme para realizar el cambio de coordenadas. Notemos que nuestro encaje, todavia
mantiene una funcién desconocida f(p), la que determinaremos igualando las curvaturas de
la métrica inducida gsesty la métrica conformalmente plana g.;. La métrica inducida queda

Ccomo y 9
Gtest = —m d? + F(p)? d6® + f(p)? sin® B.ds? (4.43)

y la métrica conformalmente plana queda como
gef = p)* dp* + Q(p)* p* d6* + Q(p)* p* sin® 0 dp?, (4.44)
Resolviendo para las condiciones dadas por (4.33]), obtenemos

Cl(M,O + 02)2
2p? C2 ’

2
f(o) = Mo+ o) (4.45)

Q(p) = 29 Cs

para C7 y Cs constantes de integracion por definir. Ahora, usamos la funcién radial obtenida
y realizamos la transformacién de coordenadas del espacio-tiempo completo de Schwarzschild
(Mp + Cy)* (Mp+Cy)*sin?0 5 (Mp— Cy)?

Mp+ Co)*
50 = dp? 4L d6? dp? — 2P T2 42 (446
g wicz Yt TiEe + 142 C3 Y T (Mp+ Cy)? (4.46)

Para fijar la constante Cy, usamos el limite asintdtico de la componente radial de la métrica.
Fijamos 6 = 7/2 y hacemos tender p — 0o, obteniendo

=1. (4.47)
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Por tanto, Cy = M?/2. Encontramos la métrica isotrépica

2p+M)* 5 2o+ M) 5 (2p+M)'sin’d 5 (M —2p)?° ,
50 = d d9 dp? — ST EP) g2 (448
g T AT + 16,2 7 T 2p+ M) (4.48)

Multiplicamos por el inverso del factor conforme Q(p) dado por (4.45), para encontrar la
métrica isotropica en coordenadas esféricas

M\ , 16p(M — 2p)?
Geonf = (1 + > Giso = dp* + p* d6” + p* sin® 0 dop — M

dt?. 4.4
% (4.49)

Finalmente, transformamos a coordenadas cartesianas para obtener la métrica éptica
2
16 (mQ—}—yQ—l—zz)Q (M—2 :v2+y2+22)
6
(2\/332 +y2+ 22 + M)

de donde podemos leer directamente el indice de refraccién del medio equivalente

YGoptical = d$2 + dy2 + dZQ — dt2 (450)

2 _ (2p + M)°

= 6,10 — 2 (4.51)

para p? = x2 + 32 + 22. Estos resultados, concuerdan con las reportados en [20,48] usando el
tensor constitutivo y sus componentes.

Para observar las trayectorias de la luz, volvemos a resolver las ecuaciones geodésicas ({4.39)
para esta métrica. En la figura [.2] se muestran dichas soluciones.

Figura 4.2: Geodésicas nulas (rayos de luz) en la geometria del espacio-tiempo de Schwarzs-
child. Donde la masa M representa una singularidad de la geometria fuera de los ejes de
simetria.

Los ejemplos previamente revisados, representan geometrias en las que el formalismo de la
métrica éptica puede ser empleado directamente. Sin embrago, existen diferentes geometrias
que podrian ser equivalentes a medios 6pticos, en las que no se puede adquirir una métri-
ca Optica por medio de transformaciones conformes. Para estos casos podemos observar lo
siguiente:

Como se ha mencionado antes, de las ecuaciones y sabemos que la permitividad
y la permeabilidad son cantidades dependientes del observador. Consideremos un observador
que se mueve a una velocidad u y consideremos la métrica original del espacio-tiempo de
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Schwarzschild en coordenadas esféricas . En estas coordenadas podemos definir el ob-

servador que se encuentra en caida libre (observador inercial), a través de pedir que se mueva

con velocidad u = 9t (llamado también observador estético o de laboratorio). En este marco

de referencia, las condiciones de compatibilidad, se deben reducir a la condicién de impedancia

(e = ). Asi, en términos de esta métrica y estas coordenadas, el medio equivalente puede ser
caracterizado por los tensores

0

Eaﬁ — Maﬁ — 0 0

0

0
Eirent (4.52)
0

rsin? §(2M —r)

y efectos magnetoeléctricos nulos. Dado que estos tensores no pueden ser reducidos a escalares,
el indice de refraccién definido como n? = ey no tiene contraparte tensorial (o matricial). Sin
embargo, podemos notar que dichos tensores son tensores del tipo (0,2), los cuales, pueden
ser transformados a tensores del tipo (1, 1), de donde obtenemos representaciones matriciales
diagonales. Para la métrica de Schwarzschild en las coordenadas esféricas originales tenemos

B_ B _ r B 4
2= = (7= ) % (453)

que en coordenadas isotrépicas cartesianas corresponde directamente al término encontrado
en (4.51]). Esto nos lleva a pensar que para un observador en “caida libre” que se mueve a
velocidad u = 0t, el indice de refraccién se puede calcular en las coordenadas originales como

n? =¢e%u® (Sin usar la convencién de suma) (4.54)

para un indice a fijo.

4.3. La geometria de medios en movimiento

Una de las caracteristicas més importantes dentro del electromagnetismo, es que las medicio-
nes de los campo eléctrico y magnético dependen del observador y por tanto del marco de
referencia. Una carga estatica no genera campo magnético para un observador estatico en el
marco de referencia del laboratorio, pero esa misma carga se vuelve una corriente cuando el
observador que mide se mueve con respecto a ella. Dicho observador medird campo magnético.
Alrededor de 1880, Rontgen [49] se dio cuenta que un medio inmerso en un campo tnicamente
eléctrico medido por un observador estatico, parecia magnetizarse cuando éste (el medio) se
movia con respecto al marco del laboratorio. De la misma manera, existe una polarizacién
aparente del medio cuando el campo eléctrico se reemplaza por uno magnético. En ambos ca-
sos, las relaciones constitutivas resultantes para el medio en movimiento acoplaban los campos
magnético y eléctrico, en lo que hoy conocemos como los efectos magnetoeléctricos (ver [37] y
sus referencias para una descripcién adecuada). Esta drea del electromagnetismo se ha vuelto
muy activa en los ultimos anos en el campo de la ciencia e ingenieria de materiales, debido a
que abre las puertas para poder controlar efectos electromagnéticos importantes. Un ejemplo
de esto, es la magnetizacién de un medio ferromagnético que rota por efecto de un campo
eléctrico externo [50]. En esta seccién, calculamos las matrices de efectos magnetoélectricos
de medios simples, isotrépicos y homogéneos cuando se mueven con respecto al marco de
referencia estatico.
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Consideremos un campo electromagnético externo y un medio material en movimiento. Asu-
miremos que el campo F' es producido en el marco de referencia del laboratorio y calcularemos
el campo inducido G en el medio que mediria un observador que se encuentre ‘montado” en el
medio. Encontraremos el tensor métrico del medio, transformando las coordenadas estéticas
a las del movimiento y por tanto del observador. Esta transformacién inducida

¢ M — M (4.55)

mapea la métrica del laboratorio (marco de referencia estatico) al marco de referencia del
observador que se mueve junto con el medio

h = ¢*(g), (4.56)

coincidentemente, a este mapeo se le conoce como la métrica inducida por el mapeo ¢. Todas
las expresiones geométricas en el lenguaje de formas diferenciales se preservan bajo este tipo
de transformaciones.

A continuacién realizaremos ejemplos explicitos de este hecho. Empezaremos por dos ejemplos
sencillos en marcos de referencia inerciales, correspondientes a una transformacién Galileana
y otra Lorentziana del movimiento. Posteriormente, haremos ejemplos en marcos de referencia
no inerciales. Primero una rotacién Galileana y otra relativista, para terminar finalmente con
un movimiento relativista acelerado. En todos los casos vamos a considerar el campo de la
2-forma F' [cf. ecuaciones (3.42), (3.47) y (3.50)] tal que

Biab = Buéay + Byéy) + B2ésy vy Erab = Baé() + Eyéy) + Eaé (). (4.57)

Movimiento inercial con transformacién Galileana

Consideremos un medio que se mueve a lo largo del eje x con velocidad constante v. La
transformacién de coordenadas asociada a este movimiento estd dado por la transformacién
Gelileana

T x4+ vt
Yy _ Yy

10} i = . (4.58)
t t

Desde el punto de vista del laboratorio, el medio estd descrito por la métrica en las coordenadas
adaptadas al movimiento

1

h=dr®dz+dy®@dy+dz ®dz + v (dzr ® dt + dt ® dz) . (1 —v%ep) dt@dt. (4.59)
o

Observemos que estas coordenadas, estdn bien definidas inicamente cuando

1
v? < —, (4.60)
el
esto significa, que la velocidad del medio es menor que a velocidad de la luz en dicho medio.
Las componentes vectoriales de los campos electromagnéticos en el medio en movimiento, me-
didas por el observador estéatico (marco de referencia del laboratorio) [cf. equaciones (3.121))-
(3.124))] son

Diap, = € (Ewé(y) + Eyé(y) + Ezé()) + v (Bé) — Byé()) (4.61)
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. B, . 1 X X R X
Hiap, = 7%) + L (1 —v?en) (Byé(y) + B2b(s) + v (Bé(y) — Eyé()) - (4.62)

De estas expresiones, podemos encontrar directamente las componentes de las relaciones cons-

titutivas (3.13])

100 A 0 0
E=c|l 01 0], pl==|0 1-vpn 0 (4.63)
00 1 #\ o 0 1—v2ep
0 0 0
(=&=ev|[ 0 0 1 |. (4.64)
0 -1 0

Podemos notar que para la parte puramente eléctrica, el medio continua siendo homogéneo
e isotrépico, mientras que para el campo magnético, el medio parece ser anisotrépico en la
direccién ortogonal al movimiento. Ademds, aparecen efectos magnetoeléctricos dados por
las matrices ¢ y £. Desde el marco de referencia del laboratorio, cuando el campo externo es
puramente eléctrico, se genera un campo magnético inducido perpendicular al movimiento que
rota alrededor del eje de movimiento. De la misma manera, cuando el campo externo aplicado
es puramente magnético, el campo eléctrico inducido tendra las mismas caracteristicas que
su contraparte magnética. Dichos efectos, dependen de la velocidad de desplazamiento del
medio con respecto al marco del laboratorio, el cual satisface . Estos resultados son
consistentes con lo mencionado en lo expuesto en la literatura sobre electromagnetismo de
medios en movmuento donde los efectos magnetoelectrlcos son caracterizados por un término
proporcional a ¥ x B para la parte eléctrica y ¢ X E para la parte magnética.

Movimiento inercial con transformaciéon Lorentziana

Al igual que en el ejemplo anterior, consideraremos un medio que se mueve a lo largo del eje
x. En esta ocasion, la transformacién de coordenadas estard dada por una transformacién de
Lorentz en donde tendremos consideraciones relativistas

x (1- vQEO,uo)_l/Q (z + vt)
Yy _ Y
ol V| = / (4.65)
t 2 —-1/2
(1 —v 60M0> (t 4+ vz gopo)

En este caso, la métrica del medio se transforma como

1—1}2—‘?3”{2}
h=|—F"| dz®@dz++dy @ dy +dz ®dz
1 —wv* eopo

1 — EoHo
+v (“‘) (dz ® dt + dt @ dx)

1 —v2 egpo
1 [ 1-2?
o (SEEE ) @ e, (4.66)
ep \ 1 —v2 eouo
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De nueva cuenta, esta métrica se encuentra bien definida cuando la condicién (4.60) se satis-
face. Podemos observar que atun cuando (3.67) es una métrica de Minkowski, la velocidad de
la luz en el medio es diferente que en el vacio. De hecho

F0H0 (4.67)

el
lo que corresponde a que la velocidad de la luz sea menor que en el vacio. Atin cuando el vacio
es invariante bajo las transformaciones de Lorentz, éstas cambian la métrica del medio.
El observador en el marco estatico mediria los siguientes campos electromagnéticos

1—v? =03
3, — 5 ep . .
Dlab - EEare(w) +ée m (Eye(y) =+ Eze(z))
1 — EoHo
el . R
e (1_@25()%) (Bzéw) = Byé(z)) (4.68)
y
= 1 1 1—02% ep ) )
Hyap, = ;Bme(x) + ; <1—’U260,LL0> (ByE(y) —+ Bze(z))
1 — S0k
= . R
e (1_1)25(),@) (Exéqy) — Byé(r)) - (4.69)

El movimiento relativo entre el observador del laboratorio y el medio, hace que el material
tenga las siguientes propiedades aparentes

1 0 0
_ B Tep __ 1—
e=c| 0 T—oau 0 N e B == 0 (4.70)
1—p? 040 A\ o 0 Av? en
0 0 1—2 ESZO 1=v% eono
B 1 _ oko 0 0 0
(=x=ve (25“) 0 0 1. (4.71)
L=v%eom ]\ g 1 o

Podemos observar que las matrices de permitividad y la permeabilidad se han vuelto an-
isotrépicas, mientras que las matrices de los efectos magnetoeléctricos presentan la misma
estructura que en el ejemplo anterior. En el limite Galileano, podemos recuperar las relacio-
nes constitutivas del ejemplo anterior y . Igualmente, en el limite en el que la
velocidad de la luz en el medio coincide con la del vacio, el medio vuelve a ser isotrépico y
los efectos magnetoeléctricos desaparecen. Esto es muestra de la invariancia del vacié bajo las
transformaciones de Lorentz.

A primera vista, esto pudiera parecer un mero ejercicio de relatividad especial. Sin embargo,
esto muestra que un medio en movimiento relativo adquiere propiedades electromagnéticas no
triviales, a diferencia de lo que se muestra en los otros movimientos inerciales. Esto no implica
que la fisica dependa de las coordenadas, sino que muestra que las relaciones constitutivas,
en el formalismo no covariante del cédlculo vectorial de un medio simple cambian cuando el
medio presenta un movimiento relativo.
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Medio en movimiento uniformemente acelerado

Ahora consideraremos que el medio se mueve uniformemente acelerado. Este es el ejemplo més
sencillo de un movimiento no inercial. Supongamos que el movimiento sucede en el eje z con
una aceleracién «, tal como si estuviera en caida libre en un campo gravitacional Newtoniano.
La transformacién de coordenadas se puede escribir como

4 Y (4.72)
i [(asop0) ™" + 2] cosh (y/Eofio at) — (aeopuo) - :
t VEoho [(aeopo) ™! + 2] sinh (\/Eomo at) — (agopo) ™"

Estas coordenadas se acoplan al movimiento uniforme acelerado del observador. Sin embargo,
las coordenadas solo cubren un subespacio de M, conocido como “la cufia de Rindler”. La
métrica del material adquiere una forma mas compleja

1 1
h = /ot [(1 — 52#0) ar — —— — ] sinh (y/€opo at) cosh (Veouo at) (dz @ dt + dt @ dz)

0 Sopo  EM
EQMO 2 9 1 1 ) 1 < 1 1 ):|

—le 1-— a“z" —2 +— Jaz+ — — || cosh (v/e at

[ oo [( ep ) <€0M0 EM EoMo \EoMo  EM (Veopto )
1
-— (1 - OZZ€0M0)2} dt ® dt + dz ® dz + dy ® dy+
oMo
+ Kl — 60#0) cosh? (\/Eopo at) + SOMO] dz ®dz.
el el
(4.73)

Para que la métrica esté bien definida, debe cumplir una restriccién més complicada, dada
por

-1
cosh? (\/Zopp at) < (1 — EOMO) (4.74)
e

Los campos inducidos medidos por el observador en el marco del laboratorio seran

1— EoM0 e 1
<W> cosh? (\/Zopo at) + oft0 ( >

1+ azeguo en \ 1+ azeguo

ﬁlab =€ (Exé(x) + Eyé(y))

1 EQ L . N N
+e [m (1 - z(—?),u,o) Slnh(\/éoug at) cosh (\/SOHO Oét):| (Bye(z) - Bxe(y))
ek,

_i_i
1+ azepuo

~

&)
(4.75)

- 14+ aze €
Hyp = <0M0> {(1 _tH > cosh? (\/Zomo at) +
I oMo

1 . .
Buég) + B
EWO] (Botia) + Byéy))

1
+e [m (1 — EEZ(]) sinh (y/gopo at) cosh (1/€oki0 at)} (Eyé(x) — Exé(y))
n <1 + azeguo

B.é. (4.76
)
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En este caso, las relaciones constitutivas quedan de una forma mucho mas compleja que en
los ejemplos anteriores. En particular, podemos observar que el medio parece dejar de ser
homogéneo, ya que aparecen dependencias en la altura y el tiempo. Este resultado no es
sorprendente, ya que en esta ocasién los campos electromagnéticos inducidos son medidos en
un marco de referencia no inercial por un observador inercial. De hecho, podemos ver que si
a = 0, regresamos a un medio homogéneo e isotrépico.

Para poder adquirir un poco de intuicién Newtoniana, consideremos el limite de una acelera-
cién pequena. Asi, los campos inducidos quedan como

Du| , ,  =e(l=azeom) (Bubia) + Eyl) + Boéo))
=31p
+eat (1 = €°Z°> (Byé() — Bubyy)) (4.77)
y
. 1 ) . )
Hiap . =~ (L4 azeopo) (Bub(ay + Byé(y) + B:é())
ot 2,2 K
oro
+eat < — 6250) (Eyé(x) — Exé(y)) . (478)

En este limite, el medio se vuelve isotrépico, pero se mantiene inhomogéneo. Mientras que
los efectos magnetoeléctricos son modulados por el cociente entre la velocidad de la luz en
el medio y en el vacio. Mientras menor sea la velocidad de la luz en el medio, mayores seran
los efectos magnetoléctricos. En el limite cuando ey = ggpg i.e el medio en movimiento es el
vacio, el medio se vuelve nuevamente isotrépico sin efectos magnetoeléctricos, pero permanece
inhomogéneo:

- 1 X ) )

Dab vac - <1+azgouo> (Efﬂe(w) + Eye(y) + Eze(z)) (479)
’ 1

Hu| = 1+ azono) (Bré(a) + Byly) + Bé(y) - (4.80)

Este resultado es equivalente a pensar que el observador es quien se mueve de manera acele-
rada. En este sentido, aparece una polarizaciéon inhomogénea y una magnetizacion del vacio.

Medio en rotacion con transformacion Galileana

Consideremos ahora, un ejemplo de movimiento no inercial un poco mas complicado. Supon-
dremos que el medio rota alrededor del eje z y haremos una transformacion de coordenadas
Galileana. Partiremos de las métricas (3.64]) y (3.67) en coordenadas cilindricas, esto es

1
n=dr@dr+r’de®@dp+dz®@dz — ——dt®dt (4.81)
EoMo
' 1
g=dr@dr+r’dp®dp+dz®dz — —dt @ dt, (4.82)
€l
respectivamente.
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En estas coordenadas, la 2-forma electromagnética se escribe como

F =E.dr Adt+1?Eydp Adt + E.dz Adt

+ 7 (B.dr Ndp — E,dr Adz + E,dp Adz), (4.83)
donde
E, = Eysin(p) + E, cos(p) (4.84)
E, = E,cos(p) — E;sin(y) (4.85)
y
E,=FE, (486)
mientras que
B, = B, cos(p) + Bysin(yp), (4.87)
B, = By cos(p) — By sin(yp), (4.88)
(4.89)
y
B, = B,. (4.90)

Podemos verificar de forma directa que

&(

. ~ é
Elab = Eré(r) + EwT@ +Ee) v Biab = Bréy) + By (

“9 + B, (4.91)
La transformacién Galileana correspondiente a una rotacién uniforme con una velocidad an-
gular constante w, esta dada por

P+ wt
z
t

(4.92)

-
+~ 0 g 3

La métrica del medio en movimiento se transforma como
h=dr®dr+r?dp @ dp + r’w (de @ dt + dt ® dy)

1
+dz ® dz — <€u — r2w2> dt @ dt. (4.93)

Las coordenadas para cubrir M deben satisfacer que

1
riw? < —. (4.94)
e

Esta constriccion estda dada para satisfacer que la velocidad tangencial no supere la velocidad
de la luz en el medio. Los campos inducidos son

. é
Diap =€ <E7»é(r) + E‘SDM + Ezé(z)> +erw (Bré(z) - Bzé(r)) (4.95)

T
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- B,é 1
Hy,, = ;e(;p) + ; (1 — r2w25,u) (Bré(r) + Bzé(z)) + rew [Eré(z) - Ezé(r)] . (4.96)

Para obtener las matrices constitutivas como en los casos anteriores, transformamos a coor-
denadas cartesianas

[jlab =c (Ezé(x + Eyé(y) + Ezé(z)) — EW [Bzxé(l,) + Bzyé(y) — (Bm{B + Byy) é(z)] (4.97)

Hyap = — [(1 - 2%w%ept) Baé(y + (1 — y*w?ep) Byé, + (1 — r’w?epn) B.é(,)]

==

—Ew [Ezajé(x) + Ezyé(y) — (Ezx + Eyy) é(z)]
—ayw’e (Byé(z) + Bobyy))  (4.98)

Las relaciones constitutivas quedan como

1 00
E=e| 0 1 0 |, (4.99)
0 01
1 1—22wlep  —ayw’ep 0
== —zywlepn 1 —yPwlep 0 , (4.100)
H 0 0 1 —r2wlep
mientras que las matrices magnetoeléctricas estaran dadas por
- 0 0 =z
(=x=—cw 0O 0 y |. (4.101)
—x —y 0

Estas matrices constitutivas describen un medio con permitividad trivial, pero bastante com-
plejo en la permeabilidad. En este caso el medio es inhomogéneo y anisotrépico. Sin embargo,
esto sélo se nota a una distancia considerable del eje de rotacién, esto es cuando la velocidad
tangencial se aproxima a la velocidad de la luz en el medio. Podemos observar también que
los efectos magnetoeléctricos no son despreciables para cualquier velocidad angular.

4.3.1. Medio en rotacién con transformacién relativista

Consideremos de nuevo al medio rotando. En este caso haremos una transformacion de coor-
denadas con consideraciones relativistas para la rotacién [51]. Para una velocidad angular w,
existe un maximo de distancia R que nos podemos alejar del eje de rotacién. Este valor, co-
rresponde al limite superior de la coordenada radial, que hace que la velocidad tangencial sea
menor a la velocidad de la luz en el vacio. En este caso R es un pardmetro de la métrica. Cada
valor de la pareja R y w genera una métrica diferente. Estas coordenadas cubren tinicamente
una regién del espacio-tiempo de Minkowski, por lo que existe un horizonte para cada valor
de R y w. Consideremos la transformacion

r(1— R2w250,u0)%
(¢ — wh)(1 — R2w2eqpu) 2
z
t(l — R2w260,u0)

(4.102)

-
+~ 0 g 3

D=
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Como se puede notar en la literatura, existen muchos autores que afirman que esta no es la
Unica forma de describir un marco de referencia en rotacién con consideraciones relativistas. De
hecho, este problema sigue abierto y cuenta con numerosas paradojas y problemas asociados.
Para nuestra consideracion, la métrica inducida en el medio queda como

h=(1+ R2w250,u0) dr @ dr + r2dp ® dp + r’w (dy @ dr + dt ® dy)

1 r? ¢

+dz @ dz — [ — R%? <2 - 0“(’)] dt ® dt. (4.103)
el R el

Podemos observar, que esta métrica cuenta con una estructura mas compleja que las anterio-

res. Los parametros R y w deben satisfacer la restriccion de que la velocidad tangencial no

exceda el valor de la velocidad de la luz en el vacio, esto es

1
R%W? < . (4.104)
€0/
Ademids, podemos observar que las coordenadas sélo cubren la regién donde
1
r2w? < — — R%? <5°”°) . (4.105)
el gl

Dicho limite puede ser pensado como la méxima velocidad tangencial que el medio podria
soportar. Notemos que en el limite en el que la velocidad tangencial Rw es justamente la
velocidad de la luz en el vacio, la region se degenera a un punto. Sin embargo, en el limite
no relativista R%w? < 1/ Voo, la ecuacion se reduce al caso Galileano de la métrica
en rotacién . Finalmente, en el limite cuando w desaparece recuperamos la métrica
estatica , como era de esperarse.

Las componentes vectoriales de los campos electromagnéticos inducidos en el marco de refe-
rencia del laboratorio son

Diap =€ _ E.én+ E @ + E.é
1+ R2w250,u0 ) v r (2)
R 1 .
+ewr |:BT'€(Z) — (1—|—}%2¢L)25()MO> Bze(r)] (4106)

1%
1 R R
“+ewr |:<1<|»_R2(U250'u0> Er,n@(z) - Eze(r):| . (4107)

De nueva cuenta, podemos expresar estos campos en coordenadas cartesianas
N € R? , , . R 5, 5
-Dlab = <1+R2w250,u,0> |:<1 + ﬁw Y €0 Exe(x) + 1+ ﬁw T €EgH0 Eye(z)

+eBLé () — e’ Reeopt (Eye(w) + Euéiy)
26(2) Y\ 02 (1 + R2220m0) yG(e) T Frl(y)

1 e 2 A~
Y KHRweom)> (¢B:é) +yBey)) — (xBe +yBy)e(z)} (4.108)
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y
= 1
Hyap, = T‘T [W25,u ($2y2 554) + (1 + R2w260,u0) 562] B:ré(x)
+7‘21M [wepn (2%y* — y*) + (1 + R*w?eopo) y°] Byé(y)

—Ew |:(£L’Ezé(x) +yE.é)) — < > (xEy + yEy) é(z)] . (4.109)

1+ R2w2epug
Este marco de referencia, nos lleva a observar propiedades electromagnéticas del medio alta-
mente no triviales. En particular, podemos ver que en todos los casos el comportamiento de
la parte magnética es significativamente diferente al comportamiento de la parte eléctrica. En

este ejemplo podemos notar que las matrices de efectos magnetoeléctricos no son iguales. De
hecho

i 0 0 R
- —y 0
mientras que
0 0 T
X = —cw 0 0 y |- (4.111)

—x —y
1+R2w?eq o 1+R2w?eg g

Como conclusién de esta serie de ejemplos, podemos destacar que un medio en reposo pue-
de tener propiedades electromagnéticas simples, pero si lo ponemos a moverse, el observador
estatico mide propiedades no triviales. De esta manera, podemos pensar en un medio equi-
valente estatico con las mismas propiedades electromagnéticas del medio en movimiento. El
formalismo para encontrar estas propiedades se expresa a partir de contracciones de mapeos
canodnicos entre formas diferenciales y campos vectoriales, mostrando el poder del formalismo
geométrico. Esto nos permite obtener las componentes no covariantes de los campos inducidos
en R? junto con las matrices de las relaciones constitutivas.

4.3.2. Medio 6ptico con geometria no trivial

Uno mas de los alcances de este formalismo, es poder trabajar con medios geométricamente
no triviales, i.e. un medio cuya métrica asociada tenga curvatura diferente de cero. En este
ejemplo trataremos con un medio geométricamente no trivial que ya ha sido estudiado antes
en el contexto de la 6ptica de transformaciones y gravedad andloga [52]. Consideremos un
lente tipo fisheye EL medio 6ptico el cudl tiene una geometria equivalente al del “Universo de

Einstein” (seccién |4.2.1))

1
gr=dr®dr+dy®dy+dz®@dz — —

kA (4 2
<+x2+y2+22>
ep

e dt@dt  (4.112)

30jo de pescado
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donde k es una constante que representa la curvatura Gaussiana del espacio y A es la constante
cosmoldgica [53]. A diferencia de los ejemplos anteriores, esta geometria no es plana. La
curvatura de este espacio queda completamente determinada por el escalar de Ricci

12

S=- . 4.113
T4 a?+y? 422 ( )

La métrica (4.112)) estd escrita en coordenadas isotrépicas cartesianas, lo que nos permite leer
de forma directa la velocidad efectiva de la luz en el medio [cf. ecuacién (3.67))]. Tenemos ast,
que el indice de refraccion es
9 9kKA ep
n® = —-—

S2% eopo”

(4.114)

En este caso, la geometria corresponde a un medio no homogéneo como se puede comprobar
con las componentes de los campos inducidos en el marco del laboratorio

4e - 1 S .

Diap, = Blap = —= ——¢ 4115
lab (%+x2+y2+22)\/m lab 3 VEA ( )
Y 4 2 2 2 F \/7
- Tty + 2z kA - 3
Hyap = (& ) Blab = ——~—— Bap. (4.116)

4p w S
Las matrices de permitividad y permeabilidad quedan como

100 100
1S 3VEA

N 010 y [fl:——T 010 ]. (4.117)
vk 00 1 H 00 1

Las transformaciones que hemos estudiado, nos proporcionan un modelo algebraico para en-
contrar tanto la métrica como los campos inducidos, que son un mero ejercicio de geometria
diferencial. Como estas expresiones son libres de coordenadas, podemos asegurar que todas
las expresiones coordenadas son auto-consistentes con el formalismo. Consideremos la trans-
formacién Galileana a un marco de referencia en rotacién que realizamos en la seccién
En este marco los campos inducidos medidos por el observador en reposo quedan como

— 1S

Dy, = — 3\/7 [Ee )—l-Ee(y)—i-Ee()}
- gir:Aw{f [—Bz (JIé(I) + yé(y)) + (B;nx + Byy) é(z)] (4'118)
y
7 3VEA T o 20,2 2 ?
Hyyp, = — PCE _<1 ~oEAY e + orA” (z+y )€u> By — <9kAw emacy) Bz} ()
_ éi”kA I 1— 72 2 iQ B
5 [\ T graY ) T T A 1Y ) Py | G
3VEA [, 52
TS 1-— %—AwQ(x2 + y2)eu] B.é()
15 .
—3 we [—E, (zéz) + yé(y)) + (Bez + Eyy) é(,)] - (4.119)

a
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De nueva cuenta, podemos leer directamente las matrices constitutivas para el medio en mo-
vimiento como las mediria un observador el marco del laboratorio. Observamos que la matriz
de permitividad permanece igual que en (4.117)), mientras que la matriz de permeabilidad se
convierte en

1— 52 2epn? 52 2enr 0
. 3 VEA L a 52 2 O sét y2 2,2
v ="u"s smaw epry 1 — grwiepr” + grw(et +y)ep -
0 0 1— 570 (@ +y°)ep

(4.120)
Observemos que los términos no triviales en esta expresiéon son cuadréticos en la velocidad
angular. Para velocidades tangenciales pequenias comparadas con la velocidad de la luz en el
medio, la permeabilidad se reduce a la encontrada en (4.117]).
Finalmente, al igual que la ecuacién en la seccién las matrices magnetoeléctricas
quedan como

19 0 0 —=x
(=X=————we| 0 0 —y |. (4.121)
3VEA z y 0

En este ejemplo hemos obtenido, como era de esperarse, resultados similares a los obtenidos
en Sin embargo, la curvatura juega un papel muy importante en las relaciones constituti-
vas. Este ejemplo nos permite observar la efectividad del formalismo para obtener expresiones
explicitas de las matrices constitutivas de un medio en movimiento, en cualquier tipo de coor-
denada, para un marco de referencia arbitrario. Podemos observar que para un régimen de
velocidades bajas, el indice de refracciéon no se ve alterado a pesar de que los efectos magne-
toeléctricos no sean despreciables.

Usando los postulados de las relaciones constitutivas de Hodge hechas en el capitulo anterior,
para caracterizar un medio [33] y las expresiones explicitas para recuperar los campos vecto-
riales (en R3), medidos por un observador estatico en el marco de referencia del laboratorio
- , calculamos los campos electromagnéticos inducidos en medios homogéneos e
isotrépicos cuando éstos se encuentran en diferentes tipos de movimiento. Dichos movimientos,
estdn caracterizados en términos de la transformaciéon de coordenadas actuando unicamente
sobre la métrica del medio. Los campos inducidos dados por G fueron calculados aplicando
la relacién constitutiva de Hodge asociada a la métrica transformada, a la 2-forma “externa”
F' sin transformar . El resultado, se contrae con la velocidad del marco de referencia
y usando el isomorfismo musical de la métrica del laboratorio obtenemos los campos desea-
dos. Una versiéon “similar” de un mezcla de métricas en aproximaciones vectoriales se puede
encontrar en las secciones 9-5 de [54].

Pudiera parecer que algunos esfuerzos anteriores han resultado exitosos para describir el elec-
tromagnetismo en medios en movimiento, tales como los hechos por [55,56]. Sin embargo,
nosotros abordamos un problema diferente. En esta parte, mostramos de manera explicita las
componentes de los campos electromagnéticos inducidos que mediria un observador que se en-
cuentra en el marco de referencia estatico cuando el medio se mueve de una forma arbitraria.
Hemos presentamos un método algebraico generalizado para obtener las matrices constitutivas
de medios arbitrarios en movimiento, medidas por un observador arbitrario. En particular, es-
ta herramienta nos sirve para poder calcular de manera completamente covariante, los campos
vectoriales inducidos en dichos medios. Este lenguaje se vuelve una herramienta poderosa para
materiales mas complicados, como aquellos descritos por geometrias curvas, que se muevan
de forma arbitraria.
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5. Geometria de Contacto y Principio de Huygens

La oOptica geométrica y el diseno de materiales, son temas de la fisica clasica que no pasan
de moda. La insercion de la geometria diferencial como herramienta para poder modelar y
controlar la trayectoria de la luz en un medio éptico ha generado nuevos fundamentos en
la ciencia de materiales. Empezando en el contexto de las lentes gravitacionales, el estudio
geométrico de los principios de Fermat y Huygens ha tomado nuevamente una relevancia en
diferentes ramas de la fisica tedrica.

Desde los principios de la Relatividad General, se ha observado que los campos gravitacio-
nales desvian la trayectoria que sigue la luz. Esto fue confirmado por Eddington después de
notar que la posiciéon aparente de las estrellas no coincidia con su posicién esperada al ser
observadas en un eclipse solar. Este fenémeno de desfasamiento, resulta ser andlogo al que
sufre la luz cuando viaja en un medio con un indice de refraccién que cambia en el espa-
cio. En este sentido, se ha mostrado que una clase de equivalencia de medios 6pticos pueden
ser modelados en términos de un tensor métrico que codifica todas sus propiedades electro-
magnéticas [8}9,[20]. M&s ain, esta analogia ha evolucionado en el muy activo campo de la
optica de transformaciones, donde las técnicas y las herramientas de la geometria previamente
usadas en el contexto gravitacional, han resultado 1tiles en el campo aplicado de la ciencias de
los materiales [26,57-59]. Aunado a esto, dicho concepto se ha utilizado para modelar medios
andlogos gravitacionales, tales como agujeros negros y soluciones cosmoldgicas [29,4860,61],
al igual que medios curvos, que con anterioridad se habian intentado aproximar por medio de
simplejos N-dimensionales [62].

En el ambito de la éptica geométrica, el principio de Fermat es un problema bien conocido
para el cédlculo de variaciones. En un contexto no relativista, donde el tiempo es absoluto y
universal, se plantea que la luz viaja de un punto a otro siguiendo la trayectoria que minimiza
el funcional del tiempo. Esta perspectiva del principio de Fermat, no tiene sentido en el
contexto relativista. En general se asume que la trayectoria de la luz al viajar de un punto a
otro es una geodésica nula del espacio-tiempo. En el mismo ambito del calculo de variaciones,
la postulacién precisa del principio de Fermat con las consideraciones relativistas es mucho
mds complejo que la suposicién de una geodésica nula (ver Teorema 7.3.1 en [17]).
Similarmente con el principio de Huygens (cf. Teorema 7.1.2 in [17]), la interpretacién se ha
centrado en la ‘instantaneidad”de la transmisién de la luz para diferentes observadores [63].
La emisién de luz se describe en términos de un frente de onda perfectamente bien localiza-
do en el espacio-tiempo mientras éste viaja en el espacio 3-dimensional. Nuevamente, en el
contexto relativista un evento electromagnético preciso en el espacio-tiempo debe depender
unicamente de las condiciones iniciales generadas en su propio cono nulo del pasado [64]. Esto
lleva a poder explorar fenémenos ondulatorios que no cumplen totalmente con el principio
de Huygens. La gran mayoria de estos fendmenos que no cumplen cabalmente el principio de
Huygens se debe a procesos de disipaciéon en donde las distribuciones de la onda no tienen
colas convergentes. Como consecuencia, los frentes de ondas no se encuentran bien localizados
en el espacio-tiempo. Con la conjetura de Hadamard, este fenémeno de “deslocalizacién” ha
sido relacionado con las dimensiones y la curvatura del espacio-tiempo [65], [66].
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En anos recientes, la geometria de contacto se convertido en un marco matematico unificador
de diferentes teorias fisicas. Como ejemplo, podemos observar la solidez matemaética con la que
se han dotado la termodindmica, la mecanica clasica no conservativa y el electromagnetismo;
entre otras [10-16]. En particular, las herramientas geométricas han sido utilizadas en el
contexto de la éptica para mostrar de manera explicita la equivalencia entre el principio de
Fermat y de Huygens [67].

En este capitulo nos centraremos particularmente en la construccion y demostracion del prin-
cipio de Huygens mediante geometria de contacto. Empezaremos dando un breve recorrido
por los principales conceptos matematicos, desde los preambulos de ecuaciones diferencia-
les y su relacién con la geometria, pasando por algunos aspectos bésicos de la geometria de
contacto y algunas aplicaciones elementales. Finalmente, revisaremos de manera detallada la
construccion del principio de Huygens con esta herramienta.

5.1. Ecuaciones diferenciales y geometria

Sabemos, a partir de la Relatividad General, que la luz al propagarse por medios no disper-
sivos, sigue como trayectorias curvas especificas llamadas geodésicas nulas [20], [68]. Estas
curvas dependen de las coordenadas del espacio, la conexién y la métrica con las que se dote
la variedad geométrica (M). Estas geodésicas estan dadas por [69]

d2zH " dz¥ dz?

7dt2 + V)\EE :0 (51)

Cabe notar que tanto la conexién como la métrica no son estructuras intrinsecas de la variedad
M. Estas son impuestas con la finalidad de dar estructura geométrica méas robusta y poder
asi definir conceptos como paralelismo y distancia, conceptos béasicos para la definicién de
curvas geodésicas. De estas dos estructuras, la conexién es la méds fundamental y de ella se
desprende el concepto de transporte paralelo. Dicho concepto permite generalizar atin mas las
curvas geodésicas a partir de curvas autoparalelas. Una curva geodésica se puede encontrar
tinicamente conociendo las coordenadas del espacio y los coeficientes de la conexién (i.e. T )
como muestra la ecuacion ([5.1f). Por otra parte, la métrica se relacionada con los coeficientes
de la conexién mediante [69]

1
I‘F:)\ = ig‘m (au.g)\n + a)xgzzn - amgu)\) . (52)

A partir de conocer las propiedades del medioi.e. la permitividad eléctrica € y la permeabilidad
magnética p (para materiales dieléctricos) [29], es posible encontrar las curvas (trayectorias)
que seguird la luz, compatible con la teoria electromagnética. Esto nos lleva a intentar plan-
tear el problema inverso, tanto en electromagnetismo como en geometria: Conociendo una
congruencia de curvas (trayectorias por donde se mueve, o quisiéramos que se moviera, la
luz), encontrar la geometria para la cual esta congruencia es una congruencia geodésica. Plan-
teado el problema de esta manera, no sélo se vuelve un problema de caracter intrinsecamente
geométrico, sino que ademas, dada la naturaleza de las ecuaciones , abarca también el
campo de las ecuaciones diferenciales. En esta primera seccién del capitulo, nos centraremos
en algunos aspectos de esta relacion entre la geometria y las ecuaciones diferenciales.

Supongamos que tenemos un sistema de coordenadas generalizadas x = (z1,...,2,) y una
funcién y = wu(z;). Las derivadas de las coordenadas las nombramos p, de tal forma que
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ou

p =
8131'
general como una funcién F'

= ug,. Una ecuacién diferencial parcial de 1° orden, se puede escribir de forma

F(x1, .y Tny Yy D1y -y Pn) = 0. (5.3)

Como ejemplo podemos pensar en la ecuacién diferencial dada por

ou
— =0, 5.4
9, (5.4)
la ecuacion de Euler para un sistema dindmico
up + uuy =0, (5.5)

o de particular interés, la ecuacion de la “eikonal” que describe la éptica geométrica

() ) -

Consideremos una particula en movimiento libre. El sistema se puede describir a partir de un
campo de velocidades u(t,z) a lo largo de una linea recta donde la particula satisface

x=p(t) =z + vt (5.7)
para v la velocidad de la particula. En consecuencia, la funciéon ¢ debe satisfacer

d?p

que es exactamente la segunda ley de Newton. Por definicion, podemos reescribir el campo
de velocidades como

dp
o u(t, o(t)) (5.9)
y observamos que
d%p
Tz +uu; =0 (5.10)

es la ecuacién de Euler. Podemos concluir que existe una equivalencia entre describir un
fenémeno de movimiento a partir de una ecuacién para una particula — 2° ley de Newton — y
una de campo (ecuacién de Euler) [70].

Para resolver el problema general de las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden,
es necesario estudiar dos estructuras geométricas que aparecen en la teoria, utiles para inter-
pretar el problema. Dichas estructuras geométricas se conocen como estructuras de contacto
y stmpléctica, respectivamente.

Sea M una variedad diferenciable con T'M su haz tangente. Definimos un sub-haz £ C T M,
C* con CoDim(&) =1 (i.e. Dim(M)—1), como un campo de hiperplanos en T'M. Definimos
de manera global, una 1-forma diferencial o dada por

a =dy — pdx. (5.11)

La 1-forma « nos genera la estructura de contacto y es conocida como la forma de contacto.
Adems4s, esta 1-forma define el sub-haz & a partir de la ecuacién ker o = £. Esto implica que
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cada punto en M|,—o tiene asociado un plano de la distribucién &, conocido como plano de
contacto. Estos planos estan dados por la ecuacion

dy = pdz. (5.12)
A partir de la 1-forma de contacto, podemos definir una 2-forma w como
w = da, (5.13)
que en coordenadas del espacio se puede escribir como
da = —dp; A dz;. (5.14)

Para cada plano de contacto en M dado por o = 0, la 2-forma w define un producto interno
antisimétrico entre vectores del plano. Esto es, dados 7, x vectores en M|,—o,

wln, x| = —wlx,nl. (5.15)

Este producto interno es no degenerado, lo que implica que para toda n # 0, tenemos que
wln, x] # 0. La 2-forma w es conocida como forma simpléctica. De manera geométrica,
podemos observar que la 2-forma simpléctica aplicada a un par de vectores sobre el plano de
contacto representa le area del paralelogramo definido por estos vectores.

Para trabajar con ecuaciones diferenciales, es necesario definir un espacio adecuado para ellas.
Definimos el espacio llamado k-Jet, como el espacio de los polinomios de Taylor de grado
k de las variables (x1,..,x,). Este espacio se denota Jk (R™,R) ~ R?"*! que simplemente
abreviaremos como J*. Observamos que para la ecuacién diferencial , el argumento se
encuentra en J' dado que es una ecuacién de primer orden.

En el espacio Euclidiano de n dimensiones, definimos el k-complemento ortogonal del espacio,
como el subespacio de dimensién n — k tal que cada vector en ese subespacio es perpendicular
a cualquier otro vector en el subespacio k-dimensional (i.e el producto interno entre el vector
del espacio ortogonal es cero con cualquier otro vector del subespacio k-dimensional). Esto es
generalizable para cualquier variedad M, en particular para nuestras superficies simplécticas.
Sin embargo, debido a que la estructura simpléctica estd definida por un producto interno
antisimétrico dado por la 2-forma simpléctica w, cualquier vector es auto-ortogonal [71], esto
es:

wln, n] = —wln,n] = 0. (5.16)

En este sentido, el complemento ortogonal de un plano 2n — 1 dimensional en un espacio 2n
dimensional, es una curva 1-dimensional. Para el caso de un espacio simpléctico, supongamos
que la curva del complemento ortogonal puede ser generada por el vector &. Asi, el hiperplano
del complemento ortogonal estard dado por {n : w[n, ] = 0}, en particular por w[¢,&] = 0. En
el caso simpléctico, a diferencia del Euclidiano, el complemento ortogonal se encuentra en el
mismo plano.

Sea z en M|,—0, tenemos dos posibilidades al intersectar el plano de contacto con el plano
tangente a la superficie. La primera, es que ambos planos se intersecten en una curva de
dimensién 1. La segunda es que se intersecten en todos los puntos (y por tanto serian el mismo
plano). Llamaremos z regular cuando pase lo primero e irregular cuando pase lo segundo.

Para cada punto z regular, definimos una direcciéon caracteristica en un plano de contacto,
como el complemento ortogonal antisimétrico a la interseccién del plano de contacto con
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el plano tangente a la superficie I'. A la curva integral de las direcciones caracteristicas le
llamamos curva caracteristica.

A continuacion, podemos realizar algunos ejemplos sencillos, pero ilustardores. Consideremos
(z,y,p) las coordenadas en T,.J'. El vector caracteristico debe ser tangente al espacio V2"

Fyo+ Fyy + Fpp = 0. (5.17)
Sabemos que el vector caracteristico debe ser parte del plano de contacto dado por
U = pi. (5.18)

Entonces, para la interseccién entre el plano de contacto y el plano tangente T,J' N Kg” se
debe cumplir que [70]
(Fy + Fyp)d + Fpp = 0, (5.19)

La pareja (z,p) puede ser considerada las coordenadas del plano de contacto. Para el caso
n = 1, consideremos dos vectores tangentes n = (&,7) y £ = (Z,9). El producto interno entre
estos dos vectores serd

dz Adp (n, &) = 2p — Tp. (5.20)

De (5.19) obtenemos
(Fy + Fyp) @ + Fyp = 0. (5.21)

Podemos observar que el vector tangente serd

p=F,+ Fyp (5.22)
i=F, (5.23)

complemento ortogonal antisimétrico del espacio K2"~!. El campo de direcciones del campo
vectorial dado por

p=—(Fu+ Fyp) (5.24)
i=F, (5.25)
y = pkp (5.26)

serd entonces una caracteristica. El campo esta determinado por la misma funcién F'. Ahora,
supongamos que F' es independiente de y, esto es

F=F(z,p)=F ( 8“) . (5.27)

z.
" Ox
El campo caracteristico adquiere la forma

, OF , OF OF

/
$_77 = —_—— = _—=
o P ar ¥ VTP,

0. (5.28)

A este tipo de funciones F' se les denomina Hamiltonianas y se expresan como H(z,p).
Consideremos un ejemplo particular de estos casos. Tomemos

(5.29)

En este caso tenemos que
¥ =p, p=0. (5.30)
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Para las funciones Hamiltonianas, en general se cumple que H(z,p) = 0, entonces

P’ = (gz>2 =1. (5.31)

Las ecuaciones ((5.30|) describen el movimiento de particulas en linea recta a velocidad cons-
tante. Ecuacién (5.31) es la ecuacién eikonal (ver (5.6))) que describe el movimiento de los

rayos de luz de la éptica geométrica. 70|

5.2. Conceptos basicos de geometria de contacto

Expuesta la relacién entre la geometria diferencial y las ecuaciones diferenciales de manera
natural aparecen las ecuaciones que describen las trayectorias de los rayos de luz en la 6ptica
geométrica. En esta seccién empezaremos a revisar y trabajar conceptos basicos de geometria
diferencial, particularmente la geometria de contacto, que se utilizaran a lo largo del trabajo.

Consideremos M una variedad diferencial “suavegon dimension 2n + 1. Sea « una 1-forma
definida de manera global en M H La 1-forma «, llamada forma de contacto, define un campo
de hiperplanos de codimensién 1 dado por £ = ker(«), la cual serd maximalmente no integrable
(i.e. no existe una variedad diferencial tal que esta distribucién de planos sea tangente a dicha
variedad en cada uno de sus puntos.) En términos de la forma de contacto, esta propiedad se
puede expresar como

A (de)™ # 0, (5.32)

lo que significa que la forma de volumen no se anula en ningin punto de la variedad [72].

Es importante mencionar que la estructura de contacto es generada por una clase de equi-
valencia de 1-formas {a € Q!la ~ fa} para f una funcién continua no nula sobre M. La
propiedad de no integrabilidad no depende de la eleccion particular de la 1-forma de contacto.
A la pareja (M, €) se le conoce como una variedad de contacto. Dada una variedad de con-
tacto, podemos definir un campo vectorial llamado campo de Reeb asociado a la 1-forma de
contacto aE| que denotaremos R, . Este campo vectorial se define a partir de la 2-forma da,
la cual es antisimétrica y de rango maximal 2n, lo que implica que da|7, 0 tenga un kernel
1-dimensional para toda p € M. Por tanto, el campo de Reeb se define como

da(Rq, )

0. (5.33)

La condicién de no integrabilidad de la distribuciéon de contacto implica que el campo
vectorial de Reeb se encuentra bien definido en todo el espacio. Podemos renormalizar el campo
de forma que a(R,) = 1. El campo vectorial de Reeb es perpendicular a la distribucién £ y
por ello, también se le conoce como la direccién perpendicular de la distribucién.

5.2.1. Mecanica clasica con conceptos de geometria de contacto

Con las bases y fundamentos de la geometria de contacto, podemos comenzar a trabajar
conceptos e ideas importantes de la geometria de contacto, en conjunto con la simpléctica,
abordados desde la perspectiva de la mecanica clasica. Dichos conceptos se irdn generalizando

No es necesario que o esté definida de manera global. Sin embargo esta propiedad serd fundamental més
adelante en la co-orientabilidad del campo de planos definidos por su kernel.
2El campo vectorial de Reeb si depende de la eleccién especifica de la 1-forma de contacto.
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para aplicarlos en le contexto del electromagnetismo.

Partiremos del formalismo Hamiltoniano de la mecéanica clésica, el cual se desarrolla en una
variedad diferencial conocida como la variedad de configuraciones del sistema y denotaremos
esta variedad como B. El espacio cotangente T*B se conoce como espacio fase del sistema.
Podemos definir una 1-forma diferencial A en T*B dada por

Ay=uoTm (5.34)

parauw € T*By Tm : TT*B — T*B la proyeccién canénica. A la 1-forma A se le conoce como
forma de Liouville. Podemos dotar a B con coordenadas locales ¢ = (¢1,...,¢,) v a la fibra
en T*B con coordenadas p = (p1, ..., pn). Asi, la forma de Liouville se escribe en coordenadas
como

A= pidg;. (5.35)
j=1

Una de las propiedades mas interesantes de la forma de Liouville, es que cualquier otra 1-
forma 7 en B se puede escribir como 7 = 7*\. Observemos que T*B tiene una estructura
simpléctica natural, dada por la 2-forma simpléctica w = dA.

Consideremos ahora una variedad simpléctica (M, w) y una funcién diferencial H : M — R.
Existe entonces un 1inico campo vectorial Xy llamada campo vectorial Hamiltoniano que
cumple

w(Xy, ) = —dH. (5.36)

Ademds, se cumple que dH(Xg) = 0 lo que indica que el flujo del campo Hamiltoniano
“preserva” las superficies de nivel de H. El flujo del campo Hamiltoniano induce las ecuaciones
de Hamilton que describen la mecanica de un sistema fisico.

Sea (M, w) una variedad simpléctica, podemos definir un campo vectorial Y dado por Lyw =
w llamado campo de Liouville. Con este campo, podemos definir una 1-forma

a=iyw=w(Y,") (5.37)

que resulta ser de contacto para una hipersuperficie I' transversal al campo vectorial Y (i.e.
el campo Y nunca es tangente a la hipersuperficie I'.) A la hipersuperficie I se le conoce como
una hipersuperficie de contacto. En coordenadas locales podemos escribir

n
Y = pidy, (5.38)
i=1
Como se puede observar, el campo de Liouville es radial a la direccion de la fibra.

Consideremos ahora una subvariedad M C T*B. Si M cumple con

1. Ser hipersuperficie de tipo de contacto, esto es que admite una 1-forma de contacto
« = tyw para un campo vectorial Y de Liouville; y

2. Es una superficie de nivel de una funcion Hamiltoniana H : T*B — R

entonces el flujo del vector de Reeb R, (definido como el campo vectorial tal que a(R,) =1y
do(Ry,-) = 0) es una reparametrizacién del flujo Hamiltoniano. En este sentido, da = w tiene
un kernel de 1 dimensién, por lo que ip, da|rp =0, y también ix, w|rpm = —dH|rpm = 0.

56



Sobre los fundamentos geométricos de la propagacion de la luz en medios DGPC

5.2.2. Flujos geodésicos

En conexién con la geometria de contacto y los conceptos mecénicos establecidos, podemos
desarrollar teoria elemental relacionada con los flujos geodésicos. Dichos flujos estan intima-
mente relacionados con el principio de Huygens y serdn de vital importancia a lo largo del
trabajo.

Sea B una variedad Riemanniana con métrica g. Existe un campo vectorial G tnico en TB
tal que sus trayectorias (curvas integrales) estdn dadas por

t—4(t) € TyyBCTB (5.39)

para 7(t) una geodésica en B. Se puede definir un isomorfismo v entre haces tangente y
cotangente dado por

x— gp(X,-). (5.41)

Este isomorfismo induce también una métrica ¢* en el haz cotangente T*B

g (ur,u2) = go (v~ (u1), ™" (u2)) (5.42)

para u; y ue € T*B. Dado este isomorfismo entre haces, definimos el haz tangente unitario
STB dado por la fibra

STyB = {X € T,B/g(X,X) = 1}. (5.43)

Del mismo modo, definimos el haz cotangente unitario ST*B
STyB={X €T;yB/g¢"(X,X) =1}. (5.44)

Para una geodésica v en B, podemos observar que si |y| = cte, se tiene que

d . . C

79 (1) =29(Vy3,9) = 0. (5.45)
Esto muestra que el flujo del campo vectorial geodésico G preserva la estructura en STB y
por tanto, es tangente a STB. Para una variedad Riemanniana (B, g), podemos notar que
para este tipo de flujos:

1. La 1-forma A de Liouville en T*B, induce una forma de contacto en el haz unitario
ST*B. El flujo del campo vectorial de Reeb R) es dual al flujo geodésico del campo
vectorial G, en el sentido

T(G) = Ry. (5.46)

2. Si H una funcién Hamiltoniana H : T*B — R definida como H(u) = 3g*(u,u) y
consideramos que ST*B es una hipersuperficie de nivel de la funcién Hamiltoniana
(i.e ST*B = H~'(2)) entonces, el flujo del campo de Reeb Ry es equivalente (salvo
escalamientos) al flujo hamiltoniano dado por H a lo largo de ST™*B.
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5.2.3. Elementos de contacto y transformaciones de contacto

Uno de los conceptos centrales de las estructuras de contacto, son los elementos de contacto.
Antes de definirlos, expondremos un ejemplo sencillo, con la idea de generalizarlo y encontrar
de manera natural, la definicién de estos elementos de contacto.

Supongamos M = R2. Todo punto en R? estd caracterizado por un par de coordenadas, en
el caso de las coordenadas cartesianas, estas seran (z,y). Por cada punto (z,y) € R? pasan
una infinidad de rectas. Una recta en particular, que pasa por un punto estara definida por
la ecuacion diferencial

dy —pdx =0 (5.47)

en donde consideramos a p como la direccién de la recta tal que p € Rﬂ Cada pareja generada
por un punto y una recta que pasa por dicho punto en R?, le llamaremos elemento de
contacto de R?. Podemos observar que este elemento lo podemos caracterizar por tres datos
unicamente ((z,y), p). Dada p, la recta que pasa por el punto queda fija y es tinica. Observemos
que estos elementos de contacto en R? los podriamos asociar a puntos en R?, dados por las
coordenadas (z,y,p). Asi, cada elemento de R? = R? x R representa en R? un elemento de
contacto. Definimos la 1-forma « como

a=dy —pdz. (5.48)

Asi, la (5.47) queda definida como el kernel de «. Esta idea es generalizable para n di-
mensiones. Sea B"T! una variedad diferencial suave y sea b € B un punto con coordenadas
b= (x1,...xpn,y), definimos un hiperplano de B de codimensién 1

dy — Zpidxi =0. (5.49)
=1

Definimos entonces un elemento de contacto en B como la pareja del punto b € M y al
hiperplano V' C TpB dado por (5.49)). Definimos la 1-forma de contacto ay : T8 — R como

ay =dy— Y pida’, (5.50)
=1

y por tanto V' = ker(ay ). La familia de elementos de contacto que tienen como punto “base”
b forman el espacio proyectivo cotangente de B en b, PT;*B. El espacio de todos los elementos
de contacto en B, forman la variedad del haz de contacto PT*B de dimensién (2n — 1), que
se puede ver como BTt x RP"~! [67].

De manera natural, podemos definir sobre 5 un espacio de elementos de contacto co-
orientados M, el cudl cumple con un rol fundamental para dotar de estructura a nuestra
variedad de contacto. Dado un elemento de contacto (b, V), la eleccién V' € T3 puede ser
arbitraria. Sin embargo, podemos elegir una serie de elementos de contacto particulares, eli-
giendo planos “coorientados”. Esto significa poder distinguir un vector normal “positivo”.
Para elegir estos planos coorientados, usaremos en concepto de flujo geodésico. Si v una curva
geodésica en B, podemos escoger para cada punto b € B el plano que sea normal al vector
Y(to) v que y(tp) = b. Asi, estos planos se encuentran coorinetados por la velocidad de la
curva geodésica que pasa por el punto b.

3En realidad p € RP! debido a que la recta podria ser vertical y eso implicarfa que la pendiente p fuera
infinita. Para poder considerar ese caso, es necesario recurrir al plano proyectivo.
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Por tanto, podemos identificar M con la variedad generada por el haz tangente unitario STB5
asociando, en vez del plano de contacto, el vector normal positivo a éste El De esta forma
tenemos la identificacion

(b, V) = (b, X) (5.51)

donde X es el vector normal positivo al plano V. En el caso particular de los flujos geodésicos,
construiremos la identificaciéon con 4 para 7y geodésica en B. Con esta identificacién, A define
una estructura de contacto natural en M y por tanto en STB (Figura [5.1))

Figura 5.1: Identificacién natural entre el espacio de elementos de contacto coorientados M
y el haz tangente unitario STB y cotangente ST™B.

Una vez definidos la estructura y los elementos de contacto, podemos definir difeomorfismos de
la variedad en ella misma. En particular, es de interés encontrar el conjunto de difeomorfismos
que mantengan la estructura de contacto invariante. Estas transformaciones toman relevan-
cia dado que conservan la estructura geométrica de la variedad. Estas transformaciones son
conocidas como transformaciones de contacto.

Definimos una transformacién de contacto como aquella transformacién ¢ : PT*B —
PT* B, tal que la estructura de contacto no cambia. Esto es

¢ : (xla ooy Ty P15 7pn)y) = (jla "')jnuﬁlv 7ﬁn)g) (552)
donde

dy =) pida’ = p (dg = ﬁidfci> , (5.53)
i=1 i=1

4De la misma manera podriamos hacerlo con ST*B, usando el isomorfismo entre espacios generado por la
métrica.

59



Sobre los fundamentos geométricos de la propagacion de la luz en medios DGPC

para p : R?"*! — R una funcién escalar distinta de cero. El caso particular en que p = 1 se
conoce como transformacién estrictamente de contacto.

Para toda variedad diferencial B™, podemos construir una estructura de contacto llamada
estructura tautoldgica. Esta estructura siempre existe (sin importar la dimensién de la va-
riedad original) y es dnica. Para esto, debemos considerar la variedad auxiliar M = PT*B
con dimensién 2n — 1. Como la variedad M es de dimension impar, podemos establecer una
estructura de contacto de la manera usual. Definimos una 1-forma de contacto « y la distri-
bucién de hiperplanos ¢ dados por { = ker(a) € TM = T(PT*B). Tomemos la proyeccién
canénica 7 del haz a la variedad 7 : PT*B — B y consideremos un punto u € PT*B tal que
m(u) = b para b € B. Encontramos el elemento de contacto en b dado por la proyeccién del
hiperplano &, = ker(a/,). Asi, el elemento de contacto serd el hiperplano m.&, € TrB = T,B
definido por u (figura . Usando este método, tenemos una forma candénica para encontrar
elementos de contacto en una variedad sin importar su dimensién.

Figura 5.2: Construccién de la distribucién tautolégica de contacto.

Supongamos ahora, que tenemos una variedad Riemanniana (B, g). Definimos un mapeo tem-
poral de un flujo geodésico ¢; para cada t € R como difeomorfismo de STB en STB. Para
ello usaremos el espacio de elementos de contacto. Sea M el espacio de elementos de contacto
(coorientados) de B, entonces el mapeo ¢; del flujo geodésico se puede escribir como

¢i(bo, Vo) = (7(1), V(1)) (5.54)

donde ~ es una geodésica en B, by = v(0) el punto que consideraremos inicial en la geodésica
Vo = es el plano dado por el vector normal (positivo) 4(0). () es el punto en la geodésica al
tiempo t y V(t) € T,y B es el plano definido por el vector normal §(t). En este sentido ¢; es
una transformacién de contacto que define el flujo geodésico. Asi, podemos observar que se
cumple

¢1 (7(0),7(0)) = (v(t),¥(2)) - (5.55)

60



Sobre los fundamentos geométricos de la propagacion de la luz en medios DGPC

5.3. El principio de Huygens y la propagaciéon de frentes de
ondas

El principio de Huygens es uno de los conceptos mas importantes que se puede abordar desde
la teoria de propagacién de ondas. Este principio, llamado asi en honor a Christiaan Huy-
gens, explica el fenémeno de la difraccién de una onda cuando pasa por una rendija. La idea
fundamental radica en pensar que la onda se propaga a través de una superficie geométrica
denominada frente de onda. Cada uno de los puntos de este frente de onda son a su vez,
fuentes de nuevos frentes de ondas, llamados frentes u ondas secundarias. Los frentes secun-
darios pueden generar interferencia entre ellos, produciendo los patrones de difraccion. En
este proceso, el frente de onda original evoluciona en el tiempo como la curva envolvente de
todos las ondas secundarias individuales. En esta seccion, usaremos la herramienta geométrica
desarrollada para modelar la propagacién de una onda en un medio y daremos los elementos
basicos de la geometria de contacto, que nos permitiran construir y demostrar el principio de
Huygens de manera formal [73].

Consideremos el espacio-tiempo como una variedad M"+! = B" x R donde la variedad B" re-
presenta el espacio fisico y la fibra R jugara el papel de tiempo. Para cada punto de la variedad
B (Riemanniana) tenemos una coleccién de todas las posibles soluciones de movimiento para
un objeto que se mueva con velocidad ¢ unitaria. Cada una de estas soluciones representa una
“curva”sobre B. A la coleccién de todas estas curvas (soluciones a ecuaciones diferenciales de
movimiento) le llamaremos la grdfica de posibles movimientos. La grafica se puede representar
como una funcién ¢ : R — B para |0| = 1. En cada punto de B se genera un “cono”de posibles
velocidades (direcciones), cada una de ellas tangente a las curvas que forman la “gréfica”de
posibles movimientos. Dicho cono estd descrito por la ecuacién ||dg|| = |dt|, donde ||dg|| re-
presenta la norma del vector espacial de coordenadas. Si suponemos n = 2 en coordenadas
cartesianas, entonces tenemos

da? + dy? = dt?. (5.56)

Este cono, define una métrica Lorentziana y podemos decir que M tiene un campo de conos
Lorentzianos. De manera genérica, el campo de “conos de posibles velocidades” genera una
hipersuperficie en la variedad de los elementos de contacto (PT*B) llamada superficie de
Fresnel [70] . La estructura tautolégica de contacto dada por PT*B genera una condicién
sobre la velocidad llamada condicion de patinaje (skate condition). Esta condicién implica,
que el movimiento en un elemento de contacto que se encuentra en el plano de la trayectoria,
tiene la libertad de rotar sobre su propio eje o moverse en la direccion definida por él mismo
(elemento de contacto), pero se resiste a cualquier movimiento en direccién perpendicular.
Consideremos ahora un medio éptico, dado por una variedad Riemanniana (B, g). Esta varie-
dad describe el medio 6ptico en el sentido que las geodésica en BB con respecto a la métrica
g corresponden a “rayos”’de luz en un simil mecanico. Tomamos el espacio de elementos de
contacto coorientados y lo reescalamos para que tengan norma unitaria. A esto se le conoce
como ST*B haz cotangente unitario o esferificacién del espacio cotangente. En este espacio
existe un flujo geodésico dual, bajo la métrica g, al flujo en STB. Este flujo geodésico se puede
definir como una transformacién dada por

D 4,15) (1) = (v(1), V(1)) , (5.57)

donde (t) es una curva geodésica en By V (t) € TB. La curva geodésica comienza en by = v(0)
y Vo € T, B coorientado, de tal forma que la pareja (bg, Vp) es un elemento coorientado de
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contacto, y V(t) € T, )B. Debido a que V(t) es coorinetado, podemos definir una direccién
perpendicular positiva. Dicha direccién es tangente a la geodésica ~y(t). Asi, los hiperplanos se
encuentran coorinetados por +/(¢). El principio de Huygens es equivalente a decir que el flujo
geodésico previamente mencionado consiste en transformaciones de contacto. A continuacién
escribimos una pequena prueba de este hecho.

Tomemos (B, g) una variedad Riemanniana. Existe un inico campo vectorial en el haz tangente
TB, tal que sus trayectorias estan dadas por

£ (1(0).7' (1) (5.59)

para y curva geodésica en B. Este campo vectorial es conocido como campo geodésico y su
flujo se denomina flujo geodésico. Definimos la 1-forma A € T*B. Si suponemos coordenadas
generalizadas (q1,...qn, P1, ---, Pn) entonces A adquiere la forma local escrita como . Se
puede observar que A induce una estructura de contacto natural en la variedad del haz de
contacto ST*B. Definimos un campo vectorial Y en T*B dado por iyw = A, para w = dA
2-forma cerrada. Calculamos la derivada de Lie de la 2-forma w a lo largo del campo vectorial
Y, esto es Lyw, que por la identidad de Cartan podemos escribir como

Lyw = (doiy) (w)+ (iy od)(w) = w. (5.59)

Dado que en coordenadas locales A se escribe como , podemos observar explicitamente
que el campo vectorial Y se escribe como . Este campo resulta ser radial en la direccién
de la fibra (PT'B) y transversal al haz tangente unitario ST*B. Por tanto, A es una forma de
contacto en ST*B.

Mostraremos que el flujo del campo de Reeb asociado a la 1-forma de contacto A, coincide
(salvo un factor de proporcionalidad) con el flujo geodésico en el haz tangente unitario, bajo
la identificaciéon candnica entre ST*B y STB dada por la métrica g.

Sabemos que el flujo geodésico es el generado por el campo zy para H(u) = %g*(u, u).
Ademds ST*B es una superficie de nivel de H y el campo vectorial de Liouville se puede
escribir localmente como ([5.38)) (cf. seccién [5.2.2)) entonces ST*B es una variedad de contacto
con la 1-forma de contacto dada por

a = 1ywlsrp = A (5.60)
De manera clara se cumple que
boyd\ = tgyw=—dH(zg) =0 (5.61)
por tanto
rh|sTs = QR (5.62)

para €2 un factor de proporcionalidad.
Podemos concluir que el flujo de Reeb R) coincide con el flujo geodésico (mddulo rescala-
mientos). Observemos ahora que el flujo de Reeb para cualquier 1-forma de contacto a esta
dado por

Lr,a=0 (5.63)

por lo que podemos deducir que la forma de contacto o se mantiene invariante bajo el flujo del
Reeb. Esto implica que bajo una transformacion, la forma de contacto permanece invariante.
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Asi, el flujo del Reeb estd dado por una transformacién estricta de contacto. Dado que hemos
demostrado que el flujo del Reeb y el flujo geodésico coinciden y que el flujo de Reeb esta
dado por una transformacion estricta de contacto, podemos concluir que el flujo geodésico
es equivalente a una transformacion de contacto. Esto muestra el enunciado del principio de
Huygens.

5.3.1. Frentes de onda y subvariedades isotroépicas

De manera tradicional, podemos estructurar el principio de Huygens como sigue. Supongamos
un medio material en donde se genera y se propaga una onda radial en el punto by. Llamamos
frente de onda al espacio geométrico dado por todos los puntos sobre en el medio que puede
alcanzar la onda en un tiempo determinado ¢;. Al frente de onda centrado en by al tiempo
t1lo denominamos Fy,(t1). Cada punto by € Fp,(t1), serd una nueva fuente de ondas radiales
secundarias que generaran su propio frente de onda para un tiempo ¢, denotado por Fy, (t).
El concepto medular del principio de Huygens establece que el frente de onda al tiempo t1 +¢
denotado como Fy,(t1 + t), serda la envolvente de los frentes de onda secundarios Fy, (t).

Figura [5.3]

Figura 5.3: Representacion grafica del principio de Huygens. La onda evolucionada Fy, (t1 +1)
es la envolvente de todas las ondas secundarias generadas en el frente de onda original en un
tiempo anterior ¢

De manera mas formal, definimos un frente de onda denotado por Fy,(t) como el lugar
geométrico de los puntos b tales que existe, de manera local, una geodésica de velocidad uni-
taria constante v € B en donde (0) = by y v(t) = b para t < 1. A esa hipersuperficie en B la
llamamos el frente de onda al tiempo t centrada en el punto by como se muestra en el diagrama
de la figura[5.4] En general, dependiendo de la geometria del espacio, esta hipersuperficie serd
difeomorfa a una esfera. Si la geometria (el medio) es homogénea e isotrépica, entonces el
frente de onda serd realmente una esfera S™.

Sea (M, &) una variedad de contacto (i.e. £ es una distribucién planos dados por kernel de
1-forma de contacto). Sea L una subvariedad de M, decimos que L es isotrépica si

T,L C&, VpelL. (5.64)

Esto quiere decir que para cada punto en la subvariedad L, el espacio tangente se encuentra
contenido en la distribucién de contacto £ en ese punto. Podemos observar que si la dimension
de la variedad M es 2n 4 1 la dimensién méxima que puede tener L es n, debido a que el
espacio tangente 7}, en cada punto el punto p € L tendria dimensién 2n, misma dimensién
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Figura 5.4: Esquema de un frente de onda Fp,(t) para t < 1

de los hiperplanos de la distribucién de contacto &. A las subvariedades isotrépicas tales
que dim(L) = n se les conoce como subvariedades de Legendre. Cabe destacar que dichas
subvariedades de Legendre son las subvariedades integrales de mayor dimensién que admite
la variedad.

Consideremos una vez mas el espacio de elementos de contacto STB identificado con la es-
tructura de contacto natural dada por la 1-forma de Liouville. Podemos definir en este espacio
una proyeccion del haz en la variedad base B

7:STB — B (5.65)
(b, X) — (b), (5.66)

tal que, proyecta subvariedades de Legendre en ST'B a frentes de onda en B. A esta proyeccién
les llamaremos la proyeccion del frente de onda. Cada fibra de esta proyeccién 7~ 1(b) es una
subvariedad de Legendre en STB.

Si ¢: es la transformacién de contacto tal que genera un flujo geodésico en ST B, el frente de
onda se puede ver como

Fy(t) = 7 (en(x ' (1)) (5.67)

dado que ¢(7m~1(b)) es una subvariedad de Legendre de STB. Podemos hacer las siguientes
observaciones:

1. Si Ly y Ly son subvariedades de Legendre de STB tales que se intersectan en un punto
X € STyB, entonces sus proyecciones de frente de onda dadas por 7(Lo) y m(L1) res-
pectivamente, se intersectan en un punto b € m(Lg) N7 (L1) de forma tangente (Figura

p-5)

2. La fibra generada por m~!(b) en el haz tangente unitario de T, se puede pensar como
el conjunto de todas las posibles direcciones de geodésicas con velocidades unitarias que
parten desde el punto b. Esto es conocido también como el geodesic spray.

Para un punto b; € Fj(t) existe una tnica geodésica con velocidad unitaria v tal que y(0) = b
y v(t) = by donde

U1 = Y(t) = ¢1x(7(0)) (5.68)
para ¢; una transformacién de contacto. Dado que ¢ (7~1(b)) C STB es una subvariedad de
Legendre, entonces v € ST, B C &y, . Esto muestra que el plano tangente al frente de onda
Fy(t) en el punto b; es el plano en T, B definido por el vector ortogonal a él 7.
Supongamos que 7 es una geodésica en B con velocidad constante. Supongamos ademds que
t, t1 € RT tales que by = (0) y by = v(t1). Sea ¢; una transformacién de contacto que
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Figura 5.5: Subvariedades de Legendre que se intersectan en un punto, al hacer la proyeccién
del frente de onda, éstos se intersectan de forma tangente en la variedad base.

representa un flujo geodésico STB. Con esta informacién podemos construir las subvariedades
de Legendre asociadas a estos puntos en STB

Lo=¢ (n ' (bo)), Li=m""(by). (5.69)

Podemos observar que Ly y L se intersectan en el punto ¥(t1) € ST, B. Ambas subvariedades
de Legendre las podemos evolucionar un tiempo t bajo la transformacion ¢, obteniendo nuevas
subvariedades de Legendre [72]

Lo = ¢¢(Lo) = ¢yt (7 (bo)) , Ly = ¢u(Ly), (5.70)

donde ambas subvariedades se intersectan en el punto 4(t1 + t) € STp5. Estas nuevas subva-
riedades de Legendre las podemos proyectar a su respectivo frente de onda dado por

Fyo(ty +8) = w(Lp), By, () = 7(L)). (5.71)

Ambos frentes de onda se intersectan en el punto b y retomando la observacién ilustrada en
la figura la interseccién entre Fy,(t; +1t) y Fp, (t) es tangente. Como los puntos sobre los
frentes de ondas son arbitrarios, esto se cumple para cualquiera. Asi, Fy,(t1 + ) siempre sera
tangente a cada uno de los frentes de ondas secundarios y por ende la envolvente de ello (ver
figura . Esto demuestra de manera geométrica el principio de Huygens.
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Figura 5.6: Esquema de la demostracion del principio de Huygens mediante geometria de
contacto.
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6. Propagacion de la luz en medios 6pticos

A lo largo del trabajo, hemos visto que un medio 6ptico se puede representar por una variedad
Riemanniana. En este capitulo, desarrollaremos conceptos y estructuras de geometria métrica
de contacto, que nos permitan mostrar una vision mas completa de este hecho, asi como
algunas aplicaciones importantes. Partiremos de una variedad Riemanniana inmersa en un
espacio-tiempo bi-métrico Lorentziano, donde la métrica Optica se puede descomponer en
términos de la velocidad del observador y una métrica asociada a las propiedades del medio
optico en cuestion. Este desarrollo, nos permitira mostrar que la ortogonalidad de los haces
de luz y los frentes de onda, se expresa a partir de dotar al medio 6ptico con una estructura
métrica de contacto adecuada. Todo esto, suponiendo que el medio es un espacio simple sin
fronteras. Las interfaces entre medios se pueden modelar como fronteras del espacio. En estos
casos, mostraremos que la ortogonalidad entre los haces y los frentes de onda no se conserva,
dando pie a las conocidas aberraciones Opticas y en algunos casos a la reflexién total interna.
A lo largo del capitulo, trabajaremos de manera explicita con las transformaciones de contacto
encontradas y desarrolladas en el capitulo anterior, que nos permiten reconstruir de manera
sencilla, tanto los rayos de luz como la evolucién de los frentes de onda, sin la necesidad
de resolver la ecuacién geodésica para los rayos, ni la ecuacién de onda para los frentes.
Finalmente, el capitulo lo cerraremos con ejemplos explicitos de estos hechos para medios con
diferentes geometria y dimensiones.

6.1. La variedad del medio

En esta seccién, detallaremos la construccién de la variedad del medio. Usaremos un espacio
bi-métrico con el medio ambiente y la métrica del medio, para asi mostrar que la métrica
Optica se puede descomponer en términos de la velocidad del observador y la métrica del
medio. Esto hace que la variedad del medio se pueda ver como una variedad cociente, dada
por las érbitas de un observador en reposo.

Para poder describir un medio 6ptico, usaremos una variedad Riemanniana (B,¢g) inmersa
en un espacio-tiempo bi-métrico (M, go, g), donde gy representa la métrica del vacio como el
espacio-tiempo “de fondo”; mientras que g representa la métrica que codifica las propiedades
opticas del medio. Dada esta configuracién, la velocidad de un observador en reposo u € T'M
[59] que definira el marco de referencia del laboratorio, deberd satisfacer

gﬂ(uvu) =—-1 vy g(ua ’LL) = *%7 (61)

donde n > 1 representa el indice de refraccién del medio. Podemos observar que la velocidad
de la luz en el medio es menor que en el vacio de fondo. En este caso, estamos usando gg, la
métrica del espacio-tiempo de fondo para subir y bajar indices en términos de los isomorfismos
musicales:

g :TM —T*M y gb:T*M —s TM. (6.2)

Cada vector en (M, go, ) que no sea del tipo “espacial” se puede descomponer en términos
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de la métrica 6ptica g como
w = Hor(w) + Ver(w) (6.3)

donde Hor(w) y Ver(w) son las componentes transversales y paralelas de w con respecto a la
velocidad del observador u. En este sentido, impondremos que la descomposicion vertical y
horizontal de un campo vectorial sean perpendiculares bajo la métrica optica g. Esto es

g (Hor(w), Ver(w)) = 0. (6.4)
Pedimos ahora, que para todo campo vectorial nulo v (i.e. g(v,v) = 0), se cumpla que
Ver(v) = Qu (6.5)

para alguna funcién 2 no nula M. Asi, el campo nulo satisface

g(v,v) = g (Hor(v), Hor(v)) + g (Ver(v), Ver(v))
= g (Hor(v),Hor(v)) + g (Qu, Qu)
2
— § (Hor(v), Hor(v)) — % —0 (6.6)
y por tanto
QQ
g (Hor(v),Hor(v)) = ok (6.7)

Con base en estas restricciones, podemos definir B como la variedad cociente
B=M/G,, (6.8)

donde G, representa al grupo de traslacién asociado al flujo de campo vectorial u (observador
estatico o de laboratorio). Dicha variedad la podemos dotar de una métrica Riemanniana g
tal que satisfaga para todo campo vectorial nulo v

Q2
Lo, L) = —, 6.9
g (v, Tv) = (6.9)
donde IT : M — B es la proyeccién local trivial. A la variedad (B, g) se le conoce como la
variedad del medioﬂ Fig. La métrica optica se puede descomponer por tanto, en términos
de la métrica Riemanniana de la variedad del medio y la velocidad del observador

1
g:go(H*®H*)—$ub®ub, (6.10)

donde v’ = gj(u) (cf. ecuacién (6.2)). Para futuras referencias a lo largo del trabajo, conside-
raremos {2 = 1. Podemos observar que (6.10]) corresponde la expresion conocida de la métrica
éptica de Gordon [48].

6.2. Rayos, frentes de onda y el flujo de Reeb

En esta seccién, mostraremos la naturaleza dual de los rayos de luz y los frentes de onda
que aparecerd de manera explicita bajo la perspectiva de la geometria métrica de contacto.
Empezaremos a construir las estructuras geométricas de contacto sobre la variedad del medio,
con la finalidad de mostrar que la perpendicularidad de los haces de luz y sus frentes de onda

Lcf. esta variedad es equivalente a la conocida como variedad del cuerpo u objeto desarrollada en [74] y |75]).
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M p Hor(v)

Figura 6.1: Variedad del medio

depende de la existencia de una estructura de cuasi-contacto en dicha variedad. Demostrare-
mos que la evolucién temporal del flujo geodésico se puede escribir en términos de una familia
uni-paramétrica de transformaciones de contacto en el haz tangente unitario de la variedad.
Para ello, consideraremos el haz tangente STB junto con el haz co-tangente sin la seccién
cero Op, denotado por PT*B [76]. Estos espacios nos permiten representar la dualidad de la
luz, entre los rayos de luz y la propagacién ondulatoria en un medio éptico (B, g) [204|70,76].
El primer espacio representa el formalismo de los rayos de luz como proyecciones del flujo de
las geodésicas nulas de la métrica §. Los elementos de PT*B representan, por otro lado, a los
planos tangentes a los frentes de onda [73]. Sin embargo, existe una correspondencia uno a
uno entre los elementos de ambos espacios, relacionando el flujo geodésico en el haz tangen-
te unitario con una familia uni-paramétrica de transformaciones de contacto en la variedad
de elementos de contacto [67]. Finalmente, dado que las transformaciones de contacto son
simetrias de la distribucién de contacto, los elementos de contacto asociados son invariantes
bajo la proyeccion candnica a la variedad base B.

Consideremos el haz tangente T8 de la variedad del medio de n dimensiones (B, g). Definimos
el haz tangente unitario como

STB = {v € TB|g(v,v) = 1}, (6.11)

para g es la métrica del haz dada por g [77]. De la restriccién de que el haz sea unitario,
podemos observar que
dim(STB) = 2n — 1. (6.12)

Notemos que la propiedad dada por (6.11)), justamente corresponde al conjunto de nivel cero
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en TB, es decir g(v,v) — 1 = 0. De forma anéloga, el haz co-tangente unitario se define como
ST*B={p e T"Blg"\(p.p) = 1}. (6.13)

Observemos que la restriccién de ST*B con PT*B corresponde a una estructura conocida
como estructura de rayos-dpticos definida por Perlick (ver definicién 5.1.1 y la proposicién
5.1.1 de [17]). Esto es

N ={pe PT*Blg (p,p) = 1}. (6.14)

De manera natural, el haz cotangente 7*B cuenta con una estructura simpléctica asociada.
Es decir, cuenta con una 2-forma cerrada, no degenerada w € A?(T*B). Definimos un campo
de Liouwille, como un campo vectorial L € T(T*B), tal que

Lrw=uw. (6.15)
Usando la identidad de Cartan, tenemos que
Lrw=ipdw+dijw=—difpw =—d\ = w. (6.16)

Por tanto, podemos definir una 1-forma A € A'(T*B) que genere la estructura simpléctica en
términos del campo vectorial de Liouville dada por

A= ipw. (6.17)

Esto nos permite definir una 1-forma de contacto en ST*B dada por la restriccién de la
1-forma de Liouville a la estructura de rayos 6pticos N

n=An- (6.18)

Observemos que la dimensién de N es 2n—1. La 1-forma de contacto nos induce la distribucién
de contacto dada por D = ker(n). Asi, el conjunto (N, D) serd una variedad de contacto
conocida como el espacio de elementos de contacto o el haz de contacto de B. Definimos la
proyeccion canénica de la restriccion del haz como

mv N CT*B — B, (6.19)

que manda los hiperplanos de la estructura de contacto D a los elementos de contacto en B.
Podemos observar que los campos vectoriales tangentes a las curvas geodésicas afines en (B, g)
son secciones de STB. Por tanto, establecemos una relacién entre STB y N, pidiendo que

(s 0) (Ry) = n (ILe(v)) (6.20)

donde i : N' — T*B es el mapeo inclusién, v es un campo vectorial nulo en T'M, n es el indice
de refraccién del medio y R;, es el campo vectorial de Reeb asociado a la 1-forma de contacto

n (5.33) que cumple con
irm=1 "y irdn=0. (6.21)

La condicién ([6.20]), expresa que las geodésicas de (B, g) son transversales a Ny que R es la
parte espacial de un campo vectorial nulo en T'M. [cf. ecuacién |. De hecho

&(R, R) = g(Rls, Rl,) = —

3 for each x € B. (6.22)
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Sin embargo, esto no implica que los rayos de luz sean ortogonales (en el sentido métrico) a
N. La condicién de ortogonalidad implica la existencia de una estructura de cuasi-contacto

¢: TN — TN, (6.23)

donde
*=-14+71®@R y nop=0, (6.24)

tal que (N, 7, g|x) es una variedad métrica de contacto. Esto es, la métrica en el haz restrin-
gido g|n = i*(g) puede ser escrita como

glv=n®n+dno(p®1). (6.25)

Por tanto
glv (D, R) = n(D)n(R) + dn(¢D, R) = 0. (6.26)

La tdltima igualdad se adquiere de la condicién de transversalidad y la definicién de ¢
, donde ¢D = D. Mas adelante, mostraremos que la presencia de fronteras (interfaces
entre diferentes medios) rompe esta condicién de ortogonalidad.

Siguiendo con la definicién de un frente de onda (cf. seccién , sea b € B la hipersuperficie
dada por

Fy(t) = {b € B7(0) = b.A(t) = by} (6.27)

para - una geodésica en (B, g). Podemos observar que para b; € Fy(t) el elemento de contacto
7(Dy,) es tangente a Fy,(t). El proyector candnico del haz 7 proyecta subvariedades de Legendre
de N a frentes de onda en B (ver detalle en seccién [67].

Consideremos el flujo de un campo vectorial geodésico en STB dado por v(t) € By 4(t) €
ST, 1B Existe un tinico elemento de contacto, tal que

glv (Dy,, Rlp,) =0 (6.28)
para cada t. El flujo del campo de Reeb induce una transformacién estricta de contacto
Lp,n=0. (6.29)

Dada la dualidad del flujo de Reeb con el flujo geodésico, existe una familia de transforma-
ciones de contacto de 1 pardmetro ¢; : N' — N, tales que para cada p € N con p = ¢” (%(0))
se cumple que

di(p) = ¢ (4(1)). (6.30)

Por tanto, el flujo geodésico puede ser evolucionado en términos inicamente de la familia de
transformaciones de contacto ¢; de N’ (Fig [78]. En las siguientes secciones, explotaremos
este hecho y haremos algunos ejemplos de manera explicita.

Con toda esta herramienta, podemos hacer ejemplos para medios 6pticos descritos por dife-
rentes geometrias y en diferentes dimensiones. En todos ellos, daremos la familia de trans-
formaciones de contacto explicita que evoluciona el flujo geodésico y que permite reconstruir
tanto los rayos de luz como la evolucion de los frentes de onda a partir de los elementos de
contacto. En los ejemplos incluiremos interfaces entre medios, modelados por fronteras en la
variedad y veremos de forma explicita como se rompe la condicién de ortoganilidad dada por
la estructura de cuasi-contacto.
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Figura 6.2: Representacion grafica de la transformacién de contacto traslapada con los frentes
de onda y sus respectivos elementos de contacto. Si el medio es conexo simple (no tiene
interfaces entre medios) entonces, los frentes de onda son transversales a los rayos de luz,
satisfaciendo completamente . Para p € ~, siempre se satisface que ¢;(p) € 7.
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6.3. Medio 6ptico en una geometria Euclidiana de 2 dimensio-
nes

Consideremos un medio éptico con permitividad eléctrica € y permeabilidad magnética u. A

este medio lo dotaremos con una geometria Euclidiana, dada por una métrica espacio-temporal
3

en R

2
. 1
~ (2 T T
g= Z ' @ do’ — —dt @ dt, (6.31)
=1
donde n? = eu es el indice de refraccién del medio. Para nuestro medio 6ptico, es necesario

utilizar dnicamente la parte espacial de la métrica del medio, por lo que trabajaremos con
una proyeccion conforme dada por

2
g =n? Z dz' ® da’. (6.32)
i=1

El haz tangente unitario STR? lo podemos dotar de coordenadas locales {x, ¥, p, Py}, donde
la forma simpléctica candnica se escribe como

w = dx; Adp'. (6.33)
La condicion de unitariedad nos lleva a

py = /n? — p2. (6.34)
La forma de Liouville se escribe en estas coordenadas de como

A =pydz++/n?—p2dy. (6.35)

El campo vectorial de Reeb, asociado a la 1-forma de contacto queda como

1
Ry = s (pm Op + /0% —p2 8y) . (6.36)

Dado que el espacio STR? es isomorfo a R? x S, podemos asociarle las coordenadas cartesianas
originales mas una coordenada angular § € S. Cambiamos a estas coordenadas {z,y,0}
haciendo la transformacion

bsip, : TR* — STR? (6.37)
[z =2, y =1y, py = —sinb, p, = cosb| (6.38)

En estas nuevas coordenadas, la 1-forma de Liouville queda como

A = —sin 0z + Veos2 0 - nZ — 1dy, (6.39)

el campo vectorial de Reeb asociado a A queda como

1 : N/ 2
Rstb—ﬁ<—sm08w+ cos? 0 +n —18y>. (6.40)

La distribucién de contacto se transforma a

1 .
D = span {nQ (\/ cos?0+n?—10, — sm98y> ,89} . (6.41)

73



Sobre los fundamentos geométricos de la propagacion de la luz en medios DGPC

El flujo del campo de Reeb es

t sin@g t cos 8y 00) ’ (6.42)

O(t) = (29— —2
(t) <930 2 Yo + RO

mientras que a familia de transformaciones de contacto de 1-parametro inducida por el flujo
del campo de Reeb esta dada por

t sinf t cost

gbt:[m:x 5 Jy=1y+ " ,9:9]. (6.43)

Observamos que realmente esta transformacién es estricta de contacto, dado que ¢;(\) =
A, mientras que la distribuciéon de contacto permanece invariante . La proyeccién del
haz de la distribucién de contacto 7(x) son los elementos de contacto de R2. En este caso,
corresponden al primer vector de (6.41]). Para un punto ¢ € R? y un angulo g fijo, existe una
Unica geodésica que pasa por ¢ y que la direccién de su vector tangente es precisamente 6.
Por tanto, el elemento de contacto es la recta normal positiva generada por el vector 7(x).
El flujo geodésico ha sido escrito en términos de la familia de transformaciones estrictas de
contacto de l-pardmetro (6.43]). Podemos observar que para el caso del vacio (oo = 1) ,
la transformacién de contacto inducird un flujo dado por la familia de rectas con pendiente
m = —(tanfy)~!, recordando que y es el dngulo del elemento de contacto positivamente
ortogonal a la geodésica. Dado que la curva geodésica es la trayectoria de un rayo de luz,
cuando éste pasa a un medio diferente (e # 1), la luz se refracta con n = /e como
es esperado, dada la ley de Snell. Podemos reconstruir los frentes de onda a partir de los
elementos de contacto, sin la necesidad de resolver la ecuacién de onda directamente. En la
figura [6.3] se puede observar como los frentes de onda se deforman y se “alentan” cuando
pasan de un medio a otro. En la figura|6.4]la fuente de luz se encuentra en el medio con indice
de refraccion mas grande. En ella podemos observar que cuando la luz pasa por la interfaz de
los diferentes medios se presenta el fenémeno de la reflexion total interna.

6.4. Medio 6ptico en una geometria Euclidiana de 3 dimensio-
nes

De la misma forma que en 2 dimensiones, comenzamos dotando aun medio éptico con permiti-
vidad y permeabilidad € y u respectivamente con una métrica Euclidiana. Usando inicamente
la proyeccién espacial conforme tenemos

3
g =n? Z dz’ @ dz'. (6.44)
i=1

Al igual que en el ejemplo 2-dimensional, encontramos la condicién de normalizacién de los
vectores para poder restringirnos al espacio tangente unitario STR?

p: = \/n® —pi —pj (6.45)

y encontramos la 1-forma de Liouville

A = pyda +p, dyy/n? — p2 —p2dz. (6.46)
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Asi, el campo vectorial de Reeb asociado queda como

1

Hacemos la transformacién a coordenadas angulares, dado que STR? ~ R? x S? por lo que
ahora, podemos asociar dos coordenadas angulares 6 y ¢. Tomamos la transformacién

bsip : TR — STR3 (6.48)
[t=2x, y=vy, 2=z, p, =sinfcosp, (6.49)

py = sinfsing, p, = cosb]

para pasar a coordenadas {x,y,z0,¢}. De esta forma obtenemos la transformacién de la
1-forma de Liouville

Astp = cos @ sin @ dx + sin psinf dy + \/cos? 0 + n? — 1dz, (6.50)

y el campo vectorial de Reeb queda como

1
(cosgosinﬁ@x + +sinpsinf 9y + v/ cos? 0 +n? — 1 82) . (6.51)

Rop = —
Stb TL2

La distribucion de contacto se transforma como
D = span {—sinfsin ¢ J, + cos psinf 9, (6.52)

—v/cos?20 +n?—109, + cospsinf 9., Oy, &P} .

Calculamos ahora el flujo del campo vectorial de Reeb Ry, €l cual queda como

t cos g sin Oy t sin g sin Oy tvcos2f0y+n2—1

(I)(t) = <x0 - (pz , Yo+ @2 , 20 + ) ) 907 ¥o (653)

n n n

generando una familia 1-paramétrica de transformaciones estrictas de contacto
t cos psind t sin psin @
pr=|r=a— D EINT g =y g PIRIRRT (6.54)
n n
tv/cos? 6 21
_ g LYr O ,9:a¢:¢l (6.55)
n

Como era de esperarse, la proyeccién de la distribucién de contacto a R3 son planos 2-
dimensionales, los cuales son los elementos de contacto de R3. Cada plano es tangente al
frente de onda dado por la superficie de una esfera.

6.5. Medio 6ptico en una geometria hiperbdlica de 2 dimen-
siones

Tomemos ahora un medio éptico 2-dimensional con sus respectivas permitividad eléctrica
y permeabilidad magnética € y pu. Supongamos ahora, que el medio tiene una geometria
hiperbdlica dada por la métrica de Lobachevsky

2
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Figura 6.3: Rayos de luz y frentes de ondas emitidas por una fuente de luz en el aire (n = 1)
que pasan a un medio diferente, dado por agua (zona gris con n = 1.33). Este nuevo medio
estd representado en gris. Los rayos de luz re refractan siguiendo la ley de Snell. Los frentes de
onda se deforman al ser frenados por el cambio de medio. Después de volver al medio original
(aire), los frentes de onda no regresan a su forma original.
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Figura 6.4: Rayos de luz y frentes de onda emitidos por una fuente de luz situada en agua
(zona gris con n = 1.33), representada por la capa gris. Cuando los rayos de luz se refractan
al pasar a un medio diferente (aire con n = 1), se puede observar un édngulo critico 6., después
del cual, los rayos de luz ya no salen a la superficie de aire. En la figura sélo se muestran los
rayos de luz que salen al aire. Los frentes de onda son deformados al pasar por la interface.
Después de salir del medio, se puede observar que los frentes no conservan su forma esférica.
Algunas aberraciones se pueden observar en los rayos de luz refractados casi paralelos a la
superficie, pues éstos ya no intersectan de forma perpendicular a los frentes de onda.
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para y > 0. Este modelo hiperbélico es conocido como H?. Al igual que los ejemplos anteriores,
trabajaremos con una proyeccién conforme de la parte espacial

2 2. . 2
g:%Zdlﬂ@dﬂfz:%(d$®dm+dy®dy)‘ (6.57)
i=1

Para esta métrica, la condicién de normalizacién para restringirnos a STH? queda como

P, = \/y(n? — P2). (6.58)

Es importante observar que el espacio tangente unitario del semi-plano hiperbélico no es igual
al unitario de los reales, de hecho STH? ~ PSL(2,R) que es el espacio proyectivo del grupo
especial de transformaciones lineales SL(2,R) dado por la relacién

g:j:(‘cl Z)&(z,g), (6.59)

para ¢ € PSL(2,R) y (Z,&) € STH2. Observamos que Z = g(i) € H? y £ € T,H? es un
vector unitario. Esto nos permite poder encontrar nuevamente coordenadas cartesianas mas
una coordenada angular dadas por Z = (z,y) € H? y ¢ = arg (£) € S* [79]. De esta manera,
la 1-forma Liouville se escribe como

Asth = n (—cosp dx + sinp dy) . (6.60)
Yy
y el campo vectorial de Reeb asociado queda como

1
Rstb =

- (ycos Oy +ysing 0y — cosp 0,,) - (6.61)

La distribucion de contacto queda como

D = span {g (sing Oy + cosp 0y) , (‘3@} . (6.62)
n

Una vez mas, encontramos la familia de transformaciones estrictas de contacto de 1-parametro

en PT*B inducida por el flujo del campo de Reeb con la identificacién natural con STH?

br =

[xz (xsinap—i—ycosw—:c)e%—aCSimP—yCOSW_x’ (6.63)

(singy — 1)6% —sinp —1
2ye%

y=—-" . ;
(sinp —1)en —sinp — 1

(—singp—i—l)e% —sing — 1)]

T
2en cos

( = arctan <—

Podemos observar que la transformacion ((6.63]) es justamente una transformacién estricta de
contacto dado que ¢;(A) = A. Como era esperado, la proyeccién del flujo del campo