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Johdanto

Tutkielmassa on kdytetty padasiassa teosta [2|. Osion 1 lihteend kiytin paa-
osin monistetta 3], jonka helpommin 16ydettévini englanninkielisend vaih-
toehtona toimii teos [5].

Pyrin kirjoittamaan tutkielmasta mahdollisimman hyvin ymmérrettavin
mittateoriaa tuntemattomille lukijoille. Tamé&n vuoksi ensimmaéinen puolisko
keskittyy pelkistadn Lebesguen mitan ja integraalin selitykseen. Tutkielman
péadaihe on kuitenkin Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunktio.

Aihe tunnetaan myo6s nimeltd Hardyn-Littlewoodin maksimaalioperaat-
tori, koska kyseessd on tarkemmin ottaen operaattori. Alunperin maksimaa-
lifunktio on mahdollisesti keksitty kriketin vuoksi. Hardy ja Littlewood selit-
tiviit konseptia kriketin avulla [1]. Sadtamalld mittausajan laajutta voidaan
saada keskivertotulos kuulostamaan mielyttavammaltd. Maksimaalifunktio
yleistdd idean yksinkertaisesta diskreetistd tapauksesta reaalifunktioille.

1 Mittateorian peruskasitteiti

1.1 Merkint6ja

Otetaan kilyttoon laajennetut reaaliluvut R = R U {—o0, 00}. Laskutoimi-
tukset ddreettomyyksien kanssa toimivat seuraavasti:
Olkoon z,y € R,y > 0.

e 0+r=00ja —00+T=—00
® 00y =00]ja oo —Y = —00.

e —00-Yy=—00ja—00" —Y = 00.
e 0-0=—-00-0=0.

Kaikki laskutoimitukset ovat kommutatiivisia. Jakolaskuja ei médritelld, ku-
ten ei myoOskdan nollalla jakamista tai erotusta oo — oc.

1.2 Lebesguen ulkomitta

Maaritelladn ensin Lebesguen ulkomitan konstruointiin vaadittava apufunk-
tio A, joka kertoo joukon R™ (avoimen) suorakaiteen I = |ay, by[X - - X |ay,, by]
n-ulotteisen tilavuuden, eli



Askeisessi médritelméssd oltaisiin voitu yhtd hyvin kdyttdd suljettuja tai
puoliavoimia suorakaiteita. Sama péatee myds kaikissa muissa monisteen suo-
rakaiteita kiyttdvissd méaritelmissi, ellei toisin mainita.

Edellisen funktion avulla voidaan mééritelld Lebesguen ulkomitta.

Maiaritelmd 1.1. Olkoon A C R"™. Joukon A Lebesguen ulkomitta £,(A)
on

L.(A) = inf {Z I

Selkeyden vuoksi voidaan tarvittasesssa kiyttad merkintaa L.

I, € R" on suorakaide, A C U Ik} .

k=1

Maéritelméa yhtyy joukkojen pituuteen (n = 1), pinta-alaan (n = 2),
tilavuuteen (n = 3), jne. Erityisesti A(/) = L.(I) kaikilla suorakaiteille I C
R™. Ulkomitalla voi kuitenkin mitata my0s joukkoja, joihin ei luonnollisesti
liitetd pituusmittaa, kuten rationaaliluvut reaalilukujen joukossa.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan joukkoa Q@ C R. Olkoon ¢ > 0 ja {¢;},-, ratio-
naalilukujen numerointi. Valitsemalla suorakaiteet [, = }qi —e27F 1 g +e27F L [
saadaan joukko suorakaiteita Iy, joilla pitee

Qc U ja D A=) 27F=e
k=1 i=1 i=1
Antamalla ¢ — 0 saadaan £,(Q) = 0.

1.3 Mitat

Maaritelma 1.3. Joukkoa A C R”™ sanotaan L,-mitalliseksi, jos kaikilla
E C R"” pitee
L. (E)=L(E\A)+ L(ENA).

Mitallisuuden maaritelméa tarvitaan tassi monisteessa vain mittojen maé-
rittelyyn. L,-epadmitallisia joukkoja on olemassa, mutta ne ovat monimutkai-
sia, ja niiden konstruointi vaatii valinta-aksiooman. Mitallisten joukkojen
kokoelmia merkitdan usein kirjaimella I'.

Maéritelmd 1.4. Lebesguen mitta £ : I' — R on Lebesguen ulkomitan
L, : P(R") — R rajoittuma mitallisten joukkojen joukkoon T

Lebesguen mitan mééarittelyjoukko on pienempi kuin Lebeguen ulkomi-
tan, mutta monet sen ominaisuudet ovat hyddyllisempia.



Lause 1.5. Lebesguen mitalla on seuraavat ominaisuudet:
1. L) =0
2. L(U2, Ai) = 00, L(A;) kaikilla erillisilla A; € T.

Ominaisuudesta 2 seuraa myos suoraan hyddyllinen, myds Lebesguen ul-
komitalle patevi tulos:

Lause 1.6. Olkoon A C B C R" mitallisia. Tdlloin L(A) < L(B).

Todistus. Olkoon A C B CR" Nyt B=AU(B\ A), jossa AN (B\ A) =1,
joten
L(A) < L(A)+ LB\ A) = L(B).
O

Sanotaan, ettd joukko A C R” on L-nollamittainen, jos £(A) = 0. Mikali
jokin ominaisuus patee kaikilla x € R™ \ A, jossa A on L-nollamittainen,
sanotaan ominaisuuden pétevin (Lebesgue)-melkein kaikkialla.

Yleisesti ottaen lauseen 1.5 ehdot 1 ja 2 tayttavia funktioita p : 'y —
[0, 00], jossa I'x on joukon X jokin o-algebra, sanotaan joukon X mitoiksi.

Lause 1.7. Olkoon A C R"™ mitallinen, x € R™. Tdlloin joukolle A + x =
{a+2x2€R" | ac A} pitee

L(A+x)=L(A).

Todistus. Joukon mitallisuus sivuutetaan. Olkoon I = Jay, bi[ X -+ X ]ay, by]
avaruuden R™ suorakaide. Talloin I4+x = |ay + x1,b1 + x1[X- - - X]a, + T, by + 2],
josta huomataaan, etta
M + ) = [0+ 2:) = (i + 1) = [ [ (0 = ai) = A(D).
i=1 =1

Lisdksi mikéd tahansa joukon R"™ suorakaide voidaan esittad tdssd muodossa,
koska jos J on suorakaide, niin myts J — x on suorakaide, ja J = (J —x) + .

Koska y +x € I +x aina, kun y € I, niin myés A+xz C [J,-, I + = aina
kun A C U, I. Tdmén ja edellisen nojalla siis

L(A+ z) =inf {f: A1y, + x)

k=1

I, + x C R" on suorakaide, A+ z C U 1, +x}
k=1

—inf{ A(1y) ’ I, CR" on suorakaide, A C U Ik} = L(A).
k=1

k=1



Vastaavankaltainen tulos saadaan todistettua myos joukon vakiolla skaa-
laamiselle.

Lause 1.8. Olkoon A C R" mitallinen, r € [0,00[. Tdlloin joukolle rA =
{ra € R" | a € A} pitee

LM(rA) =1r"L"(A).

Todistus. Tilanne r = 0 on selked, koska 0A = 0 € R"™ on yksio kaikilla
A C R"™. Yksio voidaan peittdd mielivaltaisen pienelld suorakaiteella, joten
joukon mitta on 0.

Edellisen todistuksen tapaan etenemilld huomataan, ettd \(rl) = r"A([)
ja rA C g rlk, aina, kun A C (J;2, I. My0s edellisen lauseen tapaan
saadaan

L"(rA) =inf {Z A(rI)

k=1

rI;, C R"™ on suorakaide, rA C U rlk}
k=1

=inf {Z " A(1y) ’ I, C R" on suorakaide, A C U Ik} =r"L"(A).
k=1

k=1
[l

Edellisten lauseiden seurauksena saadaan tapa laskea n-ulotteisen pallon
tilavuus.

Lause 1.9. Olkoon B(a,r) C R™ avaruuden R™ a-keskeinen, r-sdteinen pal-
lo. Talloin
L"(B(a,r)) =r"L"(B(0,1)).

Todistus. Lauseen 1.7 nojalla riittaa tarkastella tilannetta a = 0 € R™. Puo-
lestaan rz € B(0,r) tdsmilleen kun x € B(0,1), joten B(0,r) = rB(0,1).
Lauseen 1.8 nojalla siis £"(B(0,r)) = r"L"(B(0,1)). O

Lauseen nojalla n-ulotteisen pallon tilavuuden laskemista varten tiytyy
siis tietdd vain pallon sédde ja n-ulotteisen yksikkopallon tilavuus.

1.4 Mittaintegraalit

Mittojen avulla voidaan méiritella integrointi Riemann-integraalista poik-
keavalla tavalla. Monisteessa keskityn vain Lebesguen integraaliin, mutta
my6s muiden mittojen avulla voidaan méiritelld integraali samalla tavalla.
Selitdn myos vain méadritelmén perusteet, tarkka mairitelmé vaatisi liikaa
tilaa.



Madaritelméan perusidea on sama kuin Riemann-integraalissa: Maaritel-
ld4n jonkin tietyn tyyppisten funktioiden integraalit, joiden avulla voidaan
arvioida muiden funktioiden integraaleja. Mittaintegraalien tapauksessa né-
mé funktiot konstruoidaan kayttamalld joukkojen A C R™ karakteristisia
funktioita y4 : R™ — {0, 1},

|1, kunz € A,
XA = 0, muulloin.
Miaritelmé 1.10. Funktio f : R™ — R on yksinkertainen, jos se on joukon

R™ mitallisten joukkojen A; € I' karakterististen funktioiden y,, lineaari-

kombinaatio
m

=Y axa, a€eR

i=1

Yksinkertaisten funktioiden joukkoa merkitdan ). Mikili halutaan rajoit-
tua epanegatiivisiin tai epapositiivisiin funktioihin, kiytetdin merkintoja Y+
ja Y.

Lebesguen mitan ja joukkojen tilavuuksien yhteyden vuoksi on luonnol-
lista méaritelld karakteristisen funktion integraali sen konstruointijoukon mi-
taksi. Yksinkertaisten funktioiden integraalit puolestaan saadaan néiden li-
neaarikombinaatioina.

Maaritelma 1.11. Olkoon A C R"™. Epénegatiivisen yksinkertaisen funktion
f:A—=]0,00], f =" aixa, a > 0, Lebesgue-integraali yli mitallisen
joukon £ €T on

E

i=1

Madritelma yhtyy selkedsti Riemann-integraaliin porrasfunktioiden ta-
pauksessa, jotka ovat my0Os yksinkertaisia funktioita. Rajoittamalla mé&ari-
telmé epanegatiivisiin funktioihin viltetddn tilanteen oo — oo aiheuttama
ongelma.

Olisi luonnollista méaritelld integroituvien funktioiden integraalien tule-
van yksinkertaisten funktioiden integraalien raja-arvoista. Tatd varten méa-
ritelldfin ensin funktiot, joita voidaan integroida.

Maaritelmi 1.12. Olkoon A C R”. Funktio f : A — R on mitallinen, jos
on olemassa jono yksinkertaisia funktioita f,, € ), joilla

f(z) = lim f,(x) kaikillaz e A

n—o0



Samoin kuin epédmitallisia joukkoja, funktion mitallisuutta késitelladn
monisteessa vain méaritelman vaatimusten vuoksi. My6s epdmitallisten funk-
tioiden konstruointi on haastavaa. Epdmitallisten joukkojen karakteristiset
funktiot ovat kuitenkin epamitallisia.

Mitallisuus séilyy funktioiden yhteen- ja kertolaskussa, seké vakiolla ker-
tomisessa. Kahden mitallisen funktion yhdistetty funktio ei kuitenkaan aina
ole mitallinen.

Nyt voidaan méaritelld epdnegatiivisen mitallisen funktion integraali.

Maaritelma 1.13. Olkoon F € I, E C A. Epénegatiivisen mitallisen funk-
tion f: A — [0, 00] integraali yli joukon E on

/fdﬁzsup{/gdﬁ )gé)ﬁ, g(z) < f(x) kaikillaxEE}.
E E

Maéritelma yhtyy jélleen, vaikkakin ei yhti selkeéisti, Riemann-integraaliin
Riemann-integroituvien funktioiden tapauksissa. Yleensd ndmé integraalit
lasketaankin Riemann-integraalin avulla kun mahdollista. Lebesguen inte-
graali kykenee kuitenkin myos integroimaan joitain ei-Riemann-integroituvia
funktioita, kuten rationaalilukujen karakteristisen funktion.

Esimerkki 1.14. Tarkastellaa rationaalilukujen karakteristista funktiota xq.
Kyseessd on yksinkertainen funktio, koska Q on mitallinen. Suoraan méari-
telmastd saadaan

/XQ AL =1-£(Q) = 0.
R
Riemann-integraalia funktiolle ei tunnestusti voida méaaritella.

Integraalin tarkan méiritelmén jatkovaiheet sivuutetaan. Epépositiivis-
ten funktioiden integrointi voitaisiin méaritelld samalla tavalla, tai funktion
— f integraalin vastaluvuksi. Muiden funktioiden integraalit saataisiin jaka-
malla ne epénegatiiivisiin ja epidpositiivisiin osiin, ja yhdistdmalla saadut
integraalit. Funktioita, joilla tdma laskutoimitus tuottaa yksikésitteisen tu-
loksen (ei 0o — 00), kutsutaan integroituviksi.

1.5 Integraalin ominaisuuksia

Seuraavana esitelliin muutamia Lebesguen integraalin hy6dyllisid ominai-
suuksia. Monet néistd ovat samankaltaisia kuin Riemann-integraalin ominai-
suudet. Todistamatta jitettyjen tuloksien todistukset 16ytyvét lihteestd [3].

Lause 1.15. Olkoon A CR™, f,g: A — R integroituvia, a € R, ja E; € T
erillisid kaikilla @ € N. Nyt



o [jafdL=a/, fdL,
o [aftgdl=[,fdL+ [y9dL,
* fU{‘iOEif dﬁ:Z?iofEif L.

Lause 1.16. Olkoon A C R™, f,g: A — R integroituvia siten, etti f < g

melkein kaikkialla. Talloin
/ fdc< / g dLl.
A A

Todistus. Todistetaan viite epénegatiivisilla funktioilla. Yleinen tilanne on
samankaltainen.

Oletuksen nojalla ¢ < f joukossa A \ N, jossa N on nollamittainen.
Olkoon h = Zle a;xa, € Y, h < g. Merkitdén

(z) = h(z), kunz € A\ N,
Y710, kunzeN.

Nyt h on epinegatiivinen yksinkertainen funktio, jolla i hdl = J hdL ja
h < f. Téten kaikilla h < g taytyy péted

/hdﬁﬁsup{/ydﬁ‘yeﬁ,yﬁf}:/fdﬁ,

eli myds [gdL < [ fdL. O
Lauseen seurauksena saadaan suoraan myos seuraava tulos:

Lause 1.17. Olkoon A C R™, f, g : A — R integroituvia siten, etti f = g

melkein kaikkialla. Tdlloin
/ fdL = / g dL.
A A

Todistus. Oletuksen nojalla ¢ < f < ¢ melkein kaikkialla, joten [g dC <
Jfdc<[gdcl,eli [¢gL=[]fL. O

Seuraavaa lausetta kutsutaan Fubinin lauseeksi.

Lause 1.18. Olkoon X CR", Y CR™ ja f : X x Y — R integroituva.

Talloin
//f:);ydﬁ YdL(x //fxydﬁ YdL(y).



Lauseessa kiytetty merkintd dL(z) painottaa kiytettya integrointimuut-
tujaa, ja tdssi tapauksessa kertoo integrointijirjestyksen. Lause siis kertoo
integraalin arvon olevan riippumaton integrointijarjestyksesta.

Fubinin lauseella on myos hyodyllinen Cavalierin periaatteena tunnettu
seuraus:

Lause 1.19. Olkoon X CR" ja f: X — [0, 00| integroituva. Tdilldin

/Xf dL':/[O [ﬁ({xeX | f(x) >t}) dL(1).

Todistus. Kaytetddn funktiolle f esitysti
Fla) = /[ Nisexistor () dE(D)
0,00

Esitys saattaa vaikuttaa hieman epaselvilti, mutta se on tdysin pateva. Ka-
rakteristista funktiota integroidaan muuttujan ¢ suhteen kullakin muuttujan
x arvolla positiivisen reaaliakselin yli. Integroitava karakteristinen funktio
voitaisiin myos kirjoittaa muodossa

1, kunt < f(z),
X{zeX|f(@)>t}(t,T) = { 0, kunt> f(z),

josta ndhdéén selkedsti integraalin arvon olevan f(z) kaikilla x € X.
Fubinin lausetta soveltamalla saadaan

/X f(x) dL(x) = /X /[ ieexison= 2,1) dEDAL()
_ /[ N /X Neexisten (2. £) dL(x)dL ()
:/[0 [E({x € X | f(x)>t}) dL(t).

1.6 Lp-avaruudet
Miiritelmi 1.20. Olkoon A C R”, f: A — R mitallinen. Asetetaan

1/p
11l = ( [ dﬁ) |

I flloe = sup {t > 0| |f| < t melkein kaikkialla} .

kun 1 <p < o0, ja

9



Miaritelmét eivat ehkd nidytd suoraan toisiinsa liittyviltd, mutta voidaan
osoittaa [3], ettd kun L£L(A) < oo, ||fllc = limp oo || f]lp-
Havainnollistetaan méaéritelméaé esimerkillé.

Esimerkki 1.21. Tarkastellaan funtktiota f : ]1,00[ = R, f(z) = 1. Hyo-
dyntdmaélld Riemann-integraalia saadaan

1
fdﬁ—/ — = 00,
]1,00] 1z

eli [|f]|1 = oo. My6s Riemann-integroimalla saadaan

1/p S 1/p 1\
o) =) -
11,00] 1 P l—p
. 1
eli Hpr:(p%l)P,kun1<p<oo.

Koko maarittelyjoukossa f < 1. Lisiksi kaikilla s < 1 pétee f(x) = i > 5
aina, kun z € |1, 1], jonka mitta on positiivinen. Téten || f]le = 1.

Miaritelméa on samankaltainen kuin yleiset avaruuksien R™ pisteiden nor-
mit. Esimerkiksi tilanteessa p = 2 pisteen koordinaattien nelididen summauk-
sen sijaan integroidaan funktion neliotd. Kyseessa ei ole kuitenkaan normi,
koska yksikésitteistd nollavektoria ei ole olemassa, vaan ||f||, = 0 aina, kun
f(z) = 0 melkein kaikkialla. Lisdksi || f||, = oo monilla funktioilla. Vektoria-
varuus voidaan kuitenkin luoda tarkastelemalla sopivia ekvivalenssiluokkia
funktioiden sijaan.

Rajoitetaan ensin tarkasteltavien funktioiden joukkoa niin, ettd ||f||, on
adrellinen. Merkitadn siis £2 = {f | f on mitallinen, ||f||, < oo}. (Mer-
kintd on hyvin véliaikainen, ei varsinaisesti liity Lebesguen mittaan.) Ekvi-
valenssiluokat voidaan puolestaan méaritelld lauseen 1.17 avulla. Samaista-
malla nollamittaisessa joukossa toisistaan poikkeavat funktiot voidaan luo-
da vektoriavaruus (LP, || - ||,), jossa L? on funktioiden ekvivalenssiluokkien
[f1={91g€LP, g= f melkein kaikkialla} kokoelma.

Tésta eteenpéiin puhuttaessa Lp-avaruuden LP funktioista, tarkoitetaan
avaruuden ekvivalenssiluokkien jotain edustajaa. Lisdksi merkitddn f € LP,
kun tarkoitetaan f € [f] € LP. Merkintd LP(A) tarkoittaa funktioiden f :
A — R muodostamaa Lp-avaruutta, mutta funktioiden ldhtéavaruus voidaan
myo0s selkeissé tilanteissa jattaa merkitsematta.

Lause 1.22. Olkoon L(A) < o0, p > q > 1, ja f: A — R sellainen, etti
f € LP. Tdlloin myos f € L1.

10



Todistus. Koska p > q > 1,

/ I dL < / max{L,| |} dC < / max{L, |fP} dC
A A A
PdL=L(A PdL
< [1sipac=cay+ [ 1

eli ||f|l, < oo aina kun ||f||, < oco. O

2 Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunktio

2.1 Maaritelma

Misritelmé 2.1. Olkoon A C R”, f : A — R mitallinen. Télloin funktion
f Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunktio on funktio M f : R" — R, jossa

1
M) = gy [ e

kaikilla z € R™.

Maaritelma siis kertoo funktion maksimaalisen keskiarvon tietyn pisteen
ymparilla. Integroituvan funktion Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunktio
on aina mitallinen [4].

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan yksikkovilin karakteristista funktiota

1, kun0<zx <1,
o) ={

0, muulloin.

Tilanne z € 0, 1[: Koska vili on avoin, kaikilla z € ]0, 1[ on olemassa r, > 0,
jolla B(z,r,) C]0,1[. Talloin f(y) =1 kaikilla y € B(x,r,), joten

1 1
C(Bw.r) /() f@) Al = Z gy P B@ ) = 1

Lisdksi f(z) <1 kaikilla x € R, joten

1 1
W /B(x,r) f(I) dl < m /B(x’r) 1dL =1.

Saadaan siis M f(z) = 1, kun z € ]0, 1].

11



Tilanne z = 0: Laskemalla huomataan, etta

1
£(B(0.1)) /Bm fw) k=35

Avaruuden R pallot ovat muotoa |z — r, z + r[. Kun z = 0 pallon vasemmalla
puoliskolla f(y) = 0, koska y < 0. Puolestaan yleisesti f(x) < 1, joten

1 1 r 1
_ 2) dL < —— AL =~ = -
L(B0.7) /Bm,m T 48 < Frp ) /H baE =575

kaikilla r > 0. Saadaan tulos M f(0) = 1. Tilanne z = 1 on identtinen.
Suljetun yksikkovalin ulkopuolella funktio voidaan laskea derivoimalla
keskiarvofunktiota muuttujan r suhteen. Yleisesti

1 / 1
L a1t
‘C<B<$? ’l“)) B(0,r) 2r 10,min{r+ax,1}[

kun x < 0. Kun r < —uz, integraalin arvo on 0. My6s tilanne r > —x + 1
voidaan jattdd huomiotta, koska télloin muuttujan r arvon kasvattaminen
suurentaa pallon mittaa muuttamatta integraalin arvoa, koska f(y) = 0 kun
y > 1.

Arvoilla —x <r < —z — 1 saadaan funktio

1dcL,

I - _rtuz
") = E Bl /]om[f (v) AL ===

Derivoimalla saadaan h'(r) = £5. Derivaatalla ei ole nollakohtia, ja sen arvo
on positiivinen, eli funktio on kasvava. Suurin mahdollinen keskiarvo saavu-

tetaan siis suurimmalla tarkastellulla siteelld, eli r = —x + 1. Eli kun z < 0,
M f(x) : fla) dL = —

x) = x = —.

L(B(z, =z +1)) Sy —2(z — 1)

Samoin saadaan M f(z) = 5= kun z > 1. Kokonaisuudessaan siis
2(;—_11), kun z <0,

Mf(z) =< 1, kun 0 < z < 1,

%, kun z > 1.

Funktio on téssa tapauksessa kaikkialla dédrellinen. Kuitenkin yleisesti Hardyn-
Littlewoodin maksimaalifunktio on vain melkein kaikkialla &&rellinen, aina
kun alkuperiinen funktio on melkein kaikkialla déarellinen [4].

12
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Esimerkin derivointitaktiikalla voidaan l6ytda my0s monimutkaisempien
funktioiden Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunktioita. Esimerkiksi funktion

f(x)—{ \/LE’ kun 0 <z < 1,

0, muulloin

Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunktio on

( %, kun x < —1,
—x
i
ENEE kun -1 <z <0,
0, kun x = 0,

Mf(x) =
kun 0 < z < 3,

x?

1
L -, kun x > 3.

2.2 Tuloksia

Tutkielman tavoitteena on todistaa seuraava lause:

e

Lause 2.3. Olkoon 1 <p < oo, n €N, ACR". Tdlloin jos f € LP(A), niin
myds M f € LP(A).

Lause antaa tavan arvioida Hardyn-Littelwoodin maksimaalifunktiota:
Jos funktion f Lp-normi on dérellinen, niin sitd on my6s sen Hardyn-Littlewoodin
maksimaalifunktion Lp-normi. Huomaa, ettid lause vaatii ehdon p > 1. Esi-
merkin 2.2 funktio toimii vastaesimerkkind tilanteelle p = 1.

13



Esimerkki 2.4. Merkitdén taas f = xjo. Selvésti f € L'(R), koska [, f dL =
1 < oo. Kuitenkin

/Mfdﬁz/ id:);zoo,
R 1 2

i
eli Mf & L'(R).

Kéytetaan jatkossa merkintdd tB = tB(a,r) = B(a,tr), jossa t,r €
[0,00[, @ € R", ja B = B(a,r) on avaruuden R™ a-keskeinen, r-siteinen
pallo. Merkitéd#n lisdksi joukon A C R™ halkaisijaa merkinnilla d(A).

Tavoitelauseen todistaminen vaatii muutaman aputuloksen. Seuraava lause
tunnetaan Vitalin peitelauseena tai br-peitelauseena.

Lause 2.5. Olkoon X C R" rajoitettu ja B sellainen joukko suljettuja palloja,
ettd pallojen keskipisteet sijaitsevat joukossa X ja

sup{d(B) | B € B} < .

Talléin on olemassa numeroituva joukko erillisid palloja B; € B, joilla pétee

U BC 6531».
=1

BeB

Todistus. Oletetaan lisiksi, ettei palloilla ole samoja keskipisteitd. Monisteen
tulokset vaativat vain tadméan tuloksen, ja yleisemmén tuloksen voi todistaa
miltei samalla, mutta hieman lisdty6td vaativalla tavalla [2]. Téll6in voidaan
merkitd B = {B(z,r(z)) | x € X}.

Olkoon

M =sup{r(z) |z € X} jaA ={z e X |3M/4 <r(x) < M}.

Valitaan z; € Ay, ja induktiivisesti

k
i1 € A\ | B(zi, 3r ()

i=1
niin pitkdan kuin mahdollista. Valitut pallot B(x;, r(x;)) ovat erillisié, koska
|z; — x|l > 3r(z;) > 9IM/4 > 2M > r(x;) + r(x;), kaikilla 4, j. Koska
joukko X on rajoitettu, ja pallojen side aidosti positiivinen, palloja on lisiksi
adrellinen maard, merkitddn k; kappaletta.

Koska r(z) < 2r(x;) kaikilla x € Ay, i = 1,...,k;, niin kaikilla z € A,

péitee B(x,r(x)) C B(z;, br(z;)) jollain i. Taten saadaan tulos

U B(a,r(x)) €| B(xi, 5r(:)).

€AY i=1



Olkoon

Ay = {xeX‘ ( >M<r( )g%M} ja

Jos x € Ay \ A}, on olemassa i < kq, jolla B(x,r(x)) N B(x;, r(x;)) # 0,
jolloin
|z — ;|| < () +r(x;) < 3r(z;).
Taten
k1
Ay \ A, C U B(x;, 3r(x;)). (1)
i=1
Valitaan z; € A1, ja induktiivisesti

Tl+1 € A \ U .1'1,37" xl))

i=k1+1

Samoin kuin aiemmassa vaiheessa, saadaan valittua darellinen maara erillisia
palloja B(z;,r(x;)), i =1,..., ks, joilla

A, C U B(x;, 3r(x;)).

i=1

Tamén ja arvion 1 avulla saadaan

x€As =1

Jatkamalla samalla tavalla 16ydetadn haluttu pallojoukko. O

Vitalin peitelause viittaa useimmiten edellisen lauseen yleisempéan ver-
sioon, joka ei vaadi tarkasteltavan joukon rajoitteneisuutta. Todistan mieles-

tani hieman helpomman version lauseesta, jota kutsun luovasti 7r-peitelauseeksi.

Lause 2.6. Olkoon B sellainen joukko avaruuden R"™ suljettuja palloja, ettd
sup{d(B) | B € B} < .
Tdlloin on olemassa numeroituva joukko erillisid palloja B; € B, joilla patee
UBc U 7B;.
BeB

15



Todistus. Merkitddn X = |5 B. Jaetaan joukko X numeroituvaan méaa-
radn rajoitettuja osajoukkoja X; = XN B(0,7)\ B(0,i—1), i € Z,. Valitaan
jokaiselle joukolle X; lauseen 2.5 mukainen pallojoukko B;.

Merkitadn A; = B;. Muodostetaan induktiivisesti joukot A; seuraavalla
tavalla: Aluksi A; = A,_;. Lisdtdan joukkoon A; kaikki joukon B; pallot,
jotka eivit leikkaa jo joukossa olevia palloja. Lisdksi jos By € B; leikkaa
jotain palloa By € A; siten, ettd d(B;) > d(By), korvataan pallo By pallolla
Bl.

Pallot valitaan néin, koska jos pallot B, ja B, leikkaavat toisiaan, ja
d(B,) < d(Bp), niin 5B, C 7B,. Téten jokaisessa konstruktion vaiheessa
patee X, C UBjGBk 5B; C UBJ,GAZ, 7B; kaikilla k < .

Merkitddn R = sup{r | B(z,r) € B}. Koska R < oo, niin jollain m € Z,
taytyy pated R < m. Nyt jos xg € X; jaxq € Xopyir1, niin ||zg—21]] > 2m >
2R > r(xo) + r(x1), joten B(xg,7(x)) N B(x1,r(x1)) = 0. Téten algoritmi ei
tule vaikuttamaan joukon X, peittédviin palloihin vaiheen 2m + ¢ jélkeen, eli
joukon (54,4, Ar pallot tayttévit halutut ehdot joukolle X;.

Merkitddn nyt A =, ez, i, Ak Nyt

Us=JxiclJ U sBc | 78
BeB i i Bjeb; BicA
joten A on haluttu joukko. O

Saatu arvio on heikompi kuin alkuperdinen, mutta tdmé ei vaikuta tu-
leviin tuloksiin. Myoskddn 5 ei ole optimaalinen kerroin, vaan lauseen voisi
todistaa milld tahansa kolmea aidosti suuremmalla kertoimella sdatamalla
alkuperiaisessi todistuksessa kiytettyja vakioita.

Ennen lauseen todistamista todistetaan vield yksi aputulos.

Lemma 2.7. Olkoon A C R", ja f : A — R. Tilldin on olemassa vakio
C >0, jolla

C
LAz eA| M) >t}) < —[fl
Todistus. Jos || f||y = oo, viite pitee selkedisti, koska oo > s kaikilla s € R.

Tarkastellaan tilannetta || f||; < oo.
Olkoon ¢t > 0. Jos M f(x) > t, mééritelmén mukaan

1
—_— acr
E(B(I,T)) /B(J:,r) ’f| .

jollain r > 0. Valitaan kaikilla x € {zx € A | M f(x) > t} téllainen séde r(z).
Koska || f|l1 = [, |f]dL = s < oo, voidaan arvioida,

tL(B(z,r(x))) < / |f] dL < s < o0

B(z,r(z))
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kaikilla x, joten myds sup r(x) < oo.

Merkitéin A = {z € A | Mf(xz) > t}. Lauseen 2.6 nojalla voidaan
palloista B(x,r) valita numeroituva joukko erillisid palloja B; siten, ettéd
U,ea B(z,7) € U2, 7B;. Téten Lebesguen mitan ominaisuuksien, lauseen
1.9 ja ylla olevan arvion nojalla

Lz e A| Mf(z) >t}) < L({ ] Blx,r(x))) < £<U 7B;)) =T" ZE(Bi)

x€A
T & ™ ™
— dlL < — dl = —
<t;bémﬁ_témﬁ £k,

miki todistaa lauseen vakiolla C' = 7. O

Lause 2.8. Olkoon 1 <p < oo, n €N, ACR". Tdlloin jos f € LP(A), niin
myds M f € LP(A).

Todistus. Tilanne p = oo seuraa helposti suoraan maaritelmésta. Koska
[f1 < [ fllee mk.,

1 1
w7 100 < o [ 1l = 171

kaikilla palloilla B. Téten M f < || f]|« kaikkialla (eli my6s melkein kaikkial-
la) eli [[Mflloo < [[flloc-

Koska Lp-normissa integroidaan funktion itseisarvoa, arvion todistaminen
tilanteessa f > 0 riittaa.
Olkoon t > 0 ja maéaritellddn g : A — R

f(x), kun f(z) >1/2,
9(z) = { 0, kun f(z) < t/2.

Nyt f < g+1t/2, joten Mf < Mg+ t/2 (lauseen 1.16 nojalla), josta seuraa
{z | Mf>t} C{x| Mg>t/2}.
Lebesguen mitan ominaisuuksien ja lauseen 2.7 nojalla saadaan arvio

L{z | Mf>1}) < L{x | Mg >1/2})
2C 2C

= gdc == / fdL.
t Ja t Jialf)>t/2)

IN
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Arvioimalla funktion M f Lp-normia Cavalierin periaatteen, muuttujan-
vaihdon, edellisen tuloksen, ja Fubinin lauseen avulla saadaan

[kaVdﬁzleﬁHw!Mf@V>uDdu
_ p/ooo P | Mf(z) > ) dt

< ZCp/ th/ f(z) dL(x) dt
0 {z|f(x)=t/2}

f(=z)
= QC’p/A f(x) /2 =2 dt dL(x)
0

_ 2°Cp 2 dL(x
=22 | for act)

Eli jos || f]|, < oo, niin my®s ||M f||, < co miki todistaa lauseen. O
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