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Resumen

Debido a la dificultad generada en la interpretacion de conceptos en el area del Céalculo,
la presente investigacion tiene como objetivo disefiar una propuesta didactica para promover la
comprension conceptual de la derivada a partir de aplicaciones reales. Particularmente se
disefiaron actividades didacticas dentro de un Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA), sobre
diversos fendmenos fisicos relacionados con el movimiento uniformemente acelerado y
armonico simple, que puedan ser experimentados y modelizados mediante el modelo Cuvima. Se
aplicd un pretest, actividades y postest a estudiantes de nivel superior y posteriormente se realizo
un andlisis basado en un enfoque metodolégico mixto. Los resultados evidencian que el
desarrollo de actividades didacticas basadas en la modelizacion experimental promueve el
sentido y significado de la apropiacion de fundamentos aritméticos, geométricos y algebraicos,
que contribuyen a mejorar el concepto de la derivada y su relacion con la Fisica.

Palabras claves: modelizacion, modelo Cuvima, derivada, herramientas tecnoldgicas,

experimentacion



Abstract

Due to the difficulty generated in the interpretation of concepts in the Calculus area, this
research aims to design a didactic proposal to promote the conceptual understanding of the
derivative from real applications. In particular, didactic activities were designed within a Virtual
Learning Object (OVL), on various physical phenomena related to uniformly accelerated and
simple harmonic motion, which can be experienced and modeled using the Cuvima model. A
pretest, activities and pos

Test were applied to higher level students and later an analysis based on a mixed
methodological approach was carried out. The results show that the development of didactic
activities based on experimental modeling promotes the sense and meaning of the appropriation
of arithmetic, geometric and algebraic foundations, which contribute to improving the concept of
the derivative and its relationship with Physics.

Keywords: modeling, Cuvima model, derivative, technology tools, experimentation.
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Introduccion

El proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas se centrado en una
tradicionalidad donde predomina la memorizacion de reglas, procedimientos y formulas que se
repiten sin que se tenga un significado para el estudiante, como consecuencia se genera no
comprension conceptual y conlleva a pensar en una desvinculacion del contexto del alumno
(Narro et al, 2011; Santos, 2014).

La matematica y en especial el calculo diferencial son cursos obligatorios en la formacion
profesional que requieren cambios didacticos y propuestas de ensefianza que promuevan la
comprension de conceptos con una interpretacion inductiva y deductiva, ademas que integren
metodologias experimentales, herramientas tecnoldgicas y pedagogicas, como el modelo Cuvima
(Cuevas et al, 2017). Al interior del presente trabajo de investigacion va a encontrar la siguiente
organizacion:

Planteamiento y justificacion del problema: se presenta una descripcion de la
problematica en desde el analisis de la desercion del calculo, dificultades en factores asociados al
proceso de ensefianza y aprendizaje del calculo, que obstaculizan el proceso de comprension
conceptual. Seguidamente se planted la pregunta de investigacion y la justificacién que busca
responder a los cuestionamientos anteriores integrando la matematica, la didactica y las
tecnologias digitales. Para terminar, surgen los objetivos para desarrollar esta investigacion.

Marco referencial: Se realiza una descripcion de antecedentes de investigacion
relacionados con la ensefianza del calculo en el &mbito internacional y nacional. A su vez en el
marco tedrico se describe el modelo metodoldgico Cuvima que es el fundamento del desarrollo
de esta investigacion ya que guia el disefio de las actividades, asi como de la secuencia didactica

planteada en el Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA). El marco conceptual define tres elementos
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importantes en el desarrollo de la investigacion como lo son: la evolucion del calculo, los objetos
virtuales de aprendizaje y las secuencias didacticas. Este capitulo cierra con una descripcion del
marco legal que son la leyes o articulos que fundamentan la educacion superior en Colombia, asi
mismo la creacién y reconocimiento de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia UNAD.

Disefio metodoldgico: Se propone un enfoque mixto donde la informacion cualitativa se
valoré principalmente. Particularmente se disefiaron y aplicaron instrumentos de medicion como
pretest y postest para medir y analizar cualitativamente la comprension conceptual de la derivada
en estudiantes de nivel superior, al desarrollar una serie de actividades didacticas. Se propusieron
cuatro fases para el desarrollo de la investigacion las cuales son: fase de exploracion, fase de
disefio, fase de aplicacion y fase de recoleccion de informacion.

Analisis de resultados: Se describen los resultados cuantitativos y cualitativos del pretest
haciendo una reflexién comparativa con respecto al postest, que evidencian los cambios
conceptuales en los razonamientos matematicos. Se analizaron las experimentaciones realizadas
por los estudiantes, la interaccion con el OVA 'y sus conclusiones.

Discusion de resultados: Se discuten los resultados obtenidos y lo favorable que fue hacer
uso de las secuencias didacticas para mejorar la comprension del concepto de derivada desde la
experimentacién de fendmenos fisicos y el uso de herramientas digitales. Se da respuesta a la
pregunta de investigacion que se plantea en el capitulo 1, se mencionan las limitaciones que se

tuvieron, se da una via para que la secuencia didactica pueda ser adaptada a otros cursos.
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Planteamiento y Justificacion del Problema

A continuacion, se describira el planteamiento del problema partiendo de un analisis de
desercidn en el Céalculo, escudrifiando las dificultades a nivel cognitivo y didactico, con el fin de
crear un cuestionamiento a dicha problematica y plantear una propuesta de investigacion.
Contexto del Calculo a Nivel Internacional y Local

Una de las ramas de las matematicas que han llamado la atencién por sus aplicaciones,
influencia en el desarrollo cientifico y tecnoldgico actual es el Calculo (Apostol, 1984; Larson et
al., 2006; Purcell et al., 2007; Spivak, 2012; Dorier, 2013; Steward, 2012; Granville, 2017), Esta
area se ha convertido en curso obligatorio a nivel curricular en los programas de ingenierias y
licenciatura en matematicas de educacién superior, donde se reportan altos indices de
reprobacion o desercion. Al respecto, a nivel internacional investigadores en México, reportaron
que alrededor del 70% de los estudiantes reprueban dicho curso (Cuevas y Pluvinage, 2009;
Gonzaélez, 2016), lo cual concuerda con los datos de la Asociacion Nacional de Universidades e
Instituciones de Educacién Superior, ANUIES (2009). En el mismo sentido Aparicio et al.
(2007) sefialan en su estudio sobre factores institucionales, que el 30% de estudiantes (de su
muestra estudio) que realizan un primer curso de calculo universitario, reprueban, de dicho
porcentaje, un poco menos del 10 % se logra recuperar, lo cual provoca un rezago del 20% en su
primer afio de estudios a nivel superior. Datos mas recientes, evidencian en el Instituto
Tecnoldgico de San Luis Potosi, que de 591 estudiantes, el 35% reprueba Célculo Diferencial, y
el 46% Calculo Integral (Granja et al., 2022),

En un contexto local, en la Universidad Nacional Abierta y a Distancia-UNAD, informes
entregados por el programa de licenciatura en matematicas en los Ultimos cinco periodos antes de

2022, reporta que el 18% de los estudiantes de calculo diferencial reprueban, el promedio de
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quienes aprueban esta en 3.1 en una escala de 0 a 5, siendo 3.0 la calificacion minima de
aprobacion. De acuerdo con la escuela de ciencias basicas en los programas de ingenieria 'y
tecnologias el 31% de quienes toman el curso de calculo diferencial lo reprueba y quienes
aprueban lo hacen con una nota de 3.0 en una escala de 0 a 5, dichas cifras son persistentes
generando indices de desercion escolar.

Dificultades en la Ensefianza y Aprendizaje del Célculo: Una Posible Polarizacion

Los indices de desercidn escolar analizados anteriormente pueden darse por diversos
factores relacionados con la forma de ensefiar o comprender el Calculo. Cuando mencionamos
dificultades en ensefianza y aprendizaje, referimos respectivamente a la forma como se trasmite
los conocimientos del Calculo (obstaculos didacticos o curriculares), y aquellos obstaculos
cognitivos que tienen los estudiantes para comprender los diversos topicos del Célculo.

Existen diversas dificultades, y podriamos citar algunas argumentadas por diversos
investigadores:

Diaz (2009) a través de un examen aplicado donde pudo constatar que los estudiantes con
mas bajo nivel en temas de algebra son los que repetirdan mas de una vez el curso de Célculo,
concluyendo que la dificultad en los temas béasicos en la asignatura de algebra conlleva al fracaso
en la ensefianza-aprendizaje del Céalculo.

Sin ignorar lo anterior, no podemos concluir que la dificultad en el aprendizaje del
Caélculo se debe reducir a problemas de otras ramas de la Matematica como el algebra; mas alla
de opiniones o argumentaciones, como aquellas si el estudiante no sabe bien sumar, multiplicar o
desarrollar ejercicios de algebra como realmente lo conciben la mayoria de los cursos actuales
tradicionales de Calculo, podemos argumentar que una posible razén de su fracaso en la

ensefianza aprendizaje, se deba a que se encuentra polarizada.
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Al respecto, Alanis y Soto (2011), mencionan que en la ensefianza del Calculo
predominan dos enfoques: el formalista y el mecanicista, haciendo énfasis que la ensefianza
formalista se enfatiza bajo el supuesto de la comprension de los términos matematicos con solo
dar la definicion y se enfoca en el desarrollo de demostraciones formales; la mecanicista se
centra en la practica algoritmica y algebraica, pero no logra la comprension de forma
satisfactoria de los conceptos y métodos propios del calculo Utiles para resolver problemas, en la
enseflanza mecanicista los estudiantes tienden a aplicar férmulas de manera memoristica pero sin
sentido.

El argumento anterior, también es sustentado por otros investigadores, quienes
mencionan acerca de la posible polarizacién en la ensefianza del Célculo:

1. La fuerte carga operativa, la cual causa un deterioro conceptual (Cuevas y Pluvinage,
2009).

2. La ensefianza del Calculo ejercida con una fuerte herencia de la Matematica formal
(Cuevas y Pluvinage, 2009; imaz y Moreno, 2010), la ensefianza del Calculo ejercida con una
fuerte herencia de la Matematica formal
La fuerte carga operativa, la cual causa un deterioro conceptual.

Esta problematica se refiere a que en los cursos tradicionales de Célculo mas que ensefiar,
lo que hace es entrenar a los estudiantes a desarrollar habilidades siguiendo algoritmos basados
en la ensefianza de técnicas de derivacion e integracion, lo cual no es algo incorrecto, pero
deteriora la parte conceptual (Cuevas y Moreno, 2004), como por ejemplo, un estudiante puede
calcular una derivada por medio de alguna técnica pero sin comprender que esta hallando una
expresion que representa la pendiente de una recta tangente a la curva, asi como poder hallar la

integral de una funcion, sin comprender que representa una familia de curvas o el area bajo la
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curva de dicha funcion. Es sencillo calcular mediante una técnica de derivacion, la derivada de
2X, sin embargo, no es igual de facil, hallar la derivada del valor absoluto de 2x, para lo cual, no
hay una formula o técnica explicita, para este calculo se debe recurrir al concepto.

Lo anterior, causa gque los estudiantes mecanicen y aprendan de memoria un conjunto de
férmulas, técnicas, y definiciones de forma objetivizada, es decir, segun Aebli (1995) de manera
ya elaborada en la cual el estudiante no interioriza o0 comprende el significado y aplicacion de los
objetos matematicos, llevando finalmente a la creencia de que hacer matematicas es realizar
operaciones puntuales, manipular signos y memorizar (Skemp 1976, Orton 1983) y a una
carencia conceptual.

Respecto de los cursos tradicionales de Calculo en el aula, Aparicio et al. (2007) dan una
buena descripcidn sobre las practicas docentes de éstas, observadas en su investigacion,
sefialando que hay una ausencia del uso de la tecnologia, y solo el Unico recurso didactico
utilizado fue el pizarron, si bien, la tecnologia y su acceso va evolucionando con el tiempo, se
considera que la implementacidn de recursos digitales para la ensefianza del Calculo debe
ampliarse. Los investigadores mencionan que en estas practicas, el docente era trasmisor de la
informacidn de los contenidos, y los estudiantes simplemente tomaban nota, de modo que los
estudiantes toman una actitud pasiva o como simples receptores de la informacion, donde los
objetos matematicos estan descontextualizados.

Cuevas y Moreno (2004) sefialan que uno de los problemas de las matematicas es
ejercerla del modo descrito anteriormente, es decir en sus palabras: rutinaria 'y
descontextualizada, lo cual nos lleva a verla como algo sin sentido, al respecto, en su
investigacion, proponen a estudiantes, maestros de matematicas e ingenieros, un par de ejercicios

no rutinarios sobre maximos y minimos; manifestando en sus resultados una interpretacion
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erronea de los conceptos de este tema por parte de los estudiantes. Sefialan que lo anterior se
debe a que las soluciones de dichos problemas no era aplicar una simple operacién mecanica o
algoritmica esquematizada en los cursos tradicionales, y que generalmente era a lo que recurrian
sin acudir a los conceptos, y reflexionar en su respuesta.

En la misma idea, Cantoral y Miron (2000), argumentan que existe una dislexia escolar
en Calculo, en la que su ensefianza logra que los estudiantes deriven y calculen limites
elementales, pero no son capaces de dar un sentido mas amplio a esas nociones que les haga
reconocer, por ejemplo, cuando un problema requiere de calcular una derivada; lo cual indica
que la ensefianza del Calculo esta concentrada en el desarrollo operativo, sin reflexionar en su
importancia aplicativa en problemas contextuales.

La ensefianza del Calculo ejercida con una fuerte herencia de la Matematica formal.

Imaz y Moreno (2010), argumentan que como consecuencia del tratado del Célculo por
los matematicos del siglo X1X, en la actualidad se preocupan mas por la formalizacion, en vez
del desarrollo de métodos genuinos y el desarrollo de problemas basados en las ideas centrales
que son la acumulacion y variacion (Imaz y Moreno, 2009, 2010), como los problemas
desarrollados por Fermat, Cavalieri, Descartes, Wallis, entre otros... (Edwards, 1979), antes de
que se reconociera el Calculo como otra rama mas de la Matematica.

Cuevas y Pluvinage (2009), sefialan que la ensefianza del Calculo diferencial apoyada en
los conceptos ya elaborados formalmente, y teoremas apoyados en el conocimiento algebraico,
demeritan la intuicién geomeétrica, sus razonamientos y la comprension conceptual. Por ejemplo:
un problema de variacion es la velocidad instantanea, la cual usualmente, es modelada como el
limite de la velocidad promedio con respecto al tiempo. Este mismo proceso se puede reflejar en

el registro de representacion semidtica (RRS) geométrico como un proceso de limite de la
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pendiente de la recta secante que converge, en su derivada, a la pendiente de la recta tangente.
Sin embargo. aunque se presenten estos dos procesos aparecen en forma inconexa. Este enfoque
puede provocar una pérdida de significados; ademas, descuida el significado de los objetos
matematicos y se preocupa mas por la sintaxis (Semadeni, 2003).

Analizando algunos de los libros de texto de Calculo como Apdstol (1984), Larson et al.
(2006), Purcell et al. (2007), Spivak (2012), Steward (2012), Granville (2017), se observa una
tematica curricular muy marcada, la cual es usada por los profesores en los cursos tradicionales,
que incluso son recomendados como material bibliografico en los programas curriculares,
también se puede observar que presentan el Calculo con una serie de temas aparentemente
inconexos como son la construccion de los nimeros reales, la definicion formal de funcién,
sucesiones y series, continuidad y limites, y la derivadas, de modo que se aislan de las ideas
centrales del origen del célculo que son variacion y acumulacion, o éstas son dejadas para el final
de un capitulo.

Muchos de estos libros, presentan un poco después de su portada un formulario o
conjunto de demostraciones rigurosas para recortar (ofrecidas como material didactico), el cual
el estudiante debe llevar a todos lados y en especial en sus catedras de Calculo. Del anélisis de
los libros de texto se puede concluir que la presentacion de los tépicos del Célculo es contraria a
la forma como éste se desarrolld, siendo que la formalizacion de los nimeros reales se dio en un
periodo final del desarrollo del Calculo por Weierstrass, asi como las ideas de funcion y limite
fueron dadas por Cauchy.

Lo anterior, evidencia que la forma como se imparten los cursos de Célculo es contraria a
su desarrollo, haciendo énfasis sobre su formalizacion y rigurosidad. pero ¢acaso partir de lo

formal para introducir los conceptos, ayuda a mejorar la comprensién de los objetos matematicos
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en los estudiantes? Como acabamos de mencionar, la légica formal no coincide con el orden
cognitivo de las cosas, pues bien, el aprendizaje no parte de la formalidad, ésto surge como
altimo producto de una serie de desarrollos cognitivos anteriores. La formalidad es importante en
la formacion del Célculo, y en especial el concepto de limite es necesario para la definicion
analitica de la derivada. Roh (2008) afirma que “el concepto de limite es una de las ideas
fundamentales no so6lo para desarrollar el Calculo sino para desarrollar el pensamiento
matematico mas alla del Calculo en la biisqueda del rigor matematico” (p. 218); sin embargo,
menciona en su trabajo que, la mayoria de los estudiantes no adoptaron el punto de vista formal
sobre limites.

En complemento de lo anterior, citamos el trabajo de Dolores (1998), quien realiza en su
investigacion un cuestionario el cual se clasificd en dos grupos para el analisis de las respuestas,
el primero explora ideas precedentes a la derivada, y el segundo ideas relacionadas directamente
al concepto de ésta. Los incisos de una de las preguntas se formulan como la que se muestra en la
Figura 1, los cuales se realizaron con la intencidn de explorar las ideas de los estudiantes acerca

de la derivada como un limite y la representacion geométrica de ésta.
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Figura 1

Exploracion de la derivada a partir del concepto de limite

1.- El dibujo que aparece a continuacion se utiliza para representar la derivada de una funcién en un punto y se define comao:

flxg +Ax) — flxg)Ax  dy
fm = donde y = f(x)
Ax—0 Ax dx

A) ;En qué punto del grafico la formula da la derivada de la funcion:

ajenP DblenQ cjenPyQ djenR

B) ;Cuando Ax tiende a 0 queé pasa con el cociente Ay/Ax?

a) Seanula ) Es un ntunero infinitamente pequerio

) Tiene por limite un nimero d) Se aproxima a un namero

C) La derivada en cualquier punto se obtiene si en el cociente Ay/Ax...

a) Ax= 0 b) Axx 0 ¢) A es un niimero infinitamente pequerio  d)Ninguno de los
anteriores

Sty o«

Jtxg)

Nota: Representacion de la derivada en una funcién. Fuente: Dolores (1998, p. 5)

El investigador menciona que la mayoria de los estudiantes no son conscientes del
cambio de posicidn de la secante hacia su posicion limite (tangente), para obtener la derivada en
el punto P(x0, f(x0)), ya que los estudiantes dificilmente conceptualizan que una secante, en su
posicién limite, se convierta en tangente. La conclusion general a la cual se llega es que en los
cursos tradicionales de Calculo en los que se enfatiza sobre estructuras abstractas (enfoque
formal), o en el uso de algoritmos (enfoque algebraico) o con cualquier enfoque que priorice la
transferencia de contenidos; un gran numero de estudiantes no logran comprender los conceptos
basicos y en especial el concepto de derivada

Para el presente trabajo, nos enfocaremos en la ensefianza de la derivada (uno de los
conceptos fundamentales del Célculo), la cual, reposa en la alta carga formal de la nocién de
limite. A manera de ejemplo, la definicion de limite en uno de los textos usuales en el nivel
superior Purcell et al. (2007), es:

Decir que lim f () =L, significa que para cada & >0 dada (no importa que tan

pequefia) existe una correspondiente & >0 tal que | f(x)-L|<¢ siempre que

0<|x—c|<5; esto es,
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0<|x—c|<s=|f(X)-L|<e& (p. 62)

De lo anterior, ¢qué se puede imaginar un estudiante en un primer curso de Calculo al
leer tal definicion? ;como podra el estudiante construir y comprender el concepto de derivada
surgido de la nocion de limite? si bien, se ha observado que partiendo de esta nocion formal, se
han presentado obstaculos en la compresion de la misma (Tall y Vinner, 1981; Sierpinska, 1996;
Andreu y Riestra, 2007; Roh, 2008, Cuevas y Pluvinage, 2009, imaz y Moreno, 2010).

Las matematicas no son solo técnicas que permitan hallar un valor y que este sea la
respuesta. El ensefiar y aprender matematicas requiere incursionar en problemas o cuestiones,
diversidad de situaciones, pensar de diversas maneras, comprension, representacion, encontrar el
significado, resolver el problema, interpretar la solucion y comunicar los resultados (Santos,
2014).

Teniendo en cuenta lo anterior, sintetizamos que la problematica en la ensefianza del
Caélculo y la derivada se debe a diversos factores: la descontextualizacidn o aislamiento con las
aplicaciones, la fuerte carga operativa sin énfasis en lo conceptual, el enfoque en registros
algebraicos rigurosos sin tener en cuenta la intuicion geométrica y la falta de secuencias
didacticas que promuevan su comprension. Todo lo anterior nos lleva a cuestionarnos sobre qué
propuestas didacticas pueden ayudar a subsanar la problematica.

Pregunta de Investigacion.

¢Como promover una comprension del concepto de la derivada en cursos de Calculo
diferencial en la modalidad virtual de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia?
Justificacion.

Para tratar de responder al cuestionamiento anterior, se establecera una propuesta

que integra las matematicas, con la didactica y las tecnologias digitales.
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En primera instancia, consideramos que el Calculo debe aplicarse, asi como en sus
origenes se aplicé para resolver situaciones problema como en el caso del movimiento de los
cuerpos (problemas de acumulacion), siendo Isaac Newton que utilizé las derivadas (conocidas
en ese entonces como fluxiones) para tratar de explicar como varia la distancia de un cuerpo
respecto del tiempo, de modo que, la implementacion de una didactica en la ensefianza del
calculo, pretende encaminar al estudiante a procesos que permitan una mejor comprension
partiendo de la introduccion de ideas del contexto como los movimientos de los cuerpos en el
area de fisica, al ser la primera ciencia matematizada para llegar a deducir técnicas de derivacion
(Waldegg, 1982).

Ademas, la fisica es un contexto de aplicacion que le da sentido a los objetos
matematicos (Villamizar, 2018; Ortiz et al., 2020; Villamizar et al., 2020; Villamizar et al.,
2021), como en el caso de la derivada, la cual puede representar a la velocidad instantanea de un
cuerpo en movimiento.

Didacticamente Duval (1998) asi como Cuevas y Pluvinage (2003), mencionan que uso
de los conceptos matematicos se manifiestan a través de diversos Registros de Representacion
Semiotica (RRS), por lo que es necesario interpretar el concepto de derivada haciendo énfasis en
aquellas representaciones como la tabular (numérica) y geométrica, la cual no es usual como la
algebraica (analitica) en los cursos tradicionales de Calculo.

Para integrar los elementos didacticos como problemas en contexto (movimiento de un
cuerpo) y el uso de RRS acudimos al proceso de la modelizacion matematica, que consiste en
llevar el fendmeno fisico del movimiento a un modelo o registro de representacion matematica

ya sea algebraica, geométrica o tabular (Villamizar, 2018, Villamizar et al, 2020).
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La modelizacion matematica permite relacionar el mundo real con los objetos
matematicos, dandoles sentidos a éstos. Existen diversos modelos para la modelizacion
matematica como el modelo Cuvima (Cuevas et al, 2017), el cual integra de manera significativa
el uso de las tecnologias digitales para mediar el proceso de modelizacion, mediante la toma de
datos experimentales en diferentes registros de representacion. Algunas propuestas como en
Villamizar (2018) y Villamizar et al. (2020), utilizan software de analisis de video (Tracker
Physics) para mediar la modelizacion matematica de un fendmeno fisico, y un software de
Geometria Dindmica para la manipulacion de objetos matematicos, de modo que los estudiantes
exploran los conceptos de manera activa.

El uso de software de Geometria Dinamica permite rescatar la intuicion geométrica en el
concepto de derivada, siendo una clave para la comprension conceptual, debido a que facilita la
manipulacion de los objetos geométricos (Dolores, 2000), asi como la simulacion de situaciones
alusivas al célculo diferencial (Villamizar et al., 2017).

Por lo tanto, el presente trabajo se basa en una propuesta didactica que se pueda aplicar
en la educacién virtual y a distancia, que pretende promover la comprensién conceptual de la
derivada, rescatando su parte geométrica a partir de la modelizacién de fenémenos fisicos

mediados con las tecnologias digitales (software de andlisis de video y Geometria Dinamica).
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Objetivos

Para el desarrollo de la propuesta descrita anteriormente, se plantean los siguientes
logros.
Objetivo General

Disefar una propuesta didactica para la educacion virtual y distancia, que promueva el
concepto de la derivada.
Objetivos Especificos

Identificar contextos de la fisica relacionados con el concepto de la derivada.

Modelizar el fendmeno fisico elegido y orientar su proceso mediante el modelo Cuvimay
el uso de las tecnologias digitales.

Elaborar una secuencia didactica para promover la comprension de la derivada a partir de

la modelizacién del fenédmeno fisico.
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Marco Referencial

Este capitulo plasma del estado del arte donde se describen algunos antecedentes de
propuestas de ensefianza del Calculo que ayudan a fortalecer la propuesta; ademas, describe
elementos tedricos y conceptos que fundamentan el proyecto de investigacion aplicado, como
son la modelizacion matematica, el modelo Cuvima, la didactica Cuevas y Pluvinage (2003) y
los conceptos relacionados con la derivada.

Antecedentes

Como se ha expuesto, la problematica en la ensefianza del Calculo a nivel educativo se
refleja en la polarizacion de la fuerte carga operativa, y la imparticion de estos cursos con la
matematica formal, lo cual puede generar una pérdida de los significados matematicos y como
consecuencia ha generado altos indices de reprobacién. La basqueda de una solucion ha surgido
en la comunidad de Matematica Educativa con multiples reflexiones tanto a nivel nacional como
internacional, y como fruto de éstas, se han presentado diversas propuestas que convergen hacia
un mismo camino en la ensefianza del Calculo. Algunas de ellas son las siguientes:

Cuevas y Pluvinage (2009) proponen una reestructuracion curricular, de un primer curso
de calculo, donde el orden de los temas que abordan esta area de conocimiento sea mas acorde al
desarrollo epistemoldgico, y ademas buscar introducir los diferentes conceptos, con ayuda de la
tecnologia, mediante el empleo de escenarios virtuales de aprendizaje, y la utilizacion de un
entorno tutorial inteligente, como apoyo en un curso tradicional de célculo a nivel universitario.

Vivier (2010, 2011), el cual, introduce la derivada usando de manera sistematizada tres
aproximaciones: cinematica, grafica con zooms y grafica con limites de secantes, de modo que

aprovecha el uso de software de geometria dindamica, para que por medio de zooms en un punto
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especifico la recta tangente a la curva, mostrar que ésta se confunde con la misma curva (vease
Figura 2)

Figura 2.

Tangente a una curva, vista a diferentes escalas.

7
/
/

Figure 2-d’ : Figure 2-¢’ : Figure 2-b’ : Figure 2-a’ :
grille 0,01x0,01.  grille 0.02x0,02.  grille 0.05x0.05. grille 0,5x0.5.

Nota: Cinematica, grafica con zooms y gréfica con limites de secantes. Vivier, 2010, p. 181.

Lo anterior muestra imagenes surgidas de manera dinamica, dando una impresién, como
si se experimentara ver la curva con un microscopio potente a un nivel de escala muy pequefio
(infinitamente pequefio), lo cual, hace visible uno de los principios basicos del Célculo, que fue
el éxito de Leibniz, posteriormente tomados por Guillaume de L Hépital (1661-1704) como
axiomas en su libro Analisis de los infinitésimos en 1691: “Toda curva puede considerarse como
un poligono que tiene una infinidad de lados. Cada lado es un segmento infinitesimal.” (Imaz y
Moreno, 2010. p. 23)

Ramirez (2012), identifico la presencia de errores y dificultades en el aprendizaje de las
matematicas de acuerdo con las preocupaciones de los docentes que podrian conllevar a juzgar a
los estudiantes de forma erronea. La investigacion busco que a través de un analisis
epistemologico, didactico y semidtico de una tipologia de errores cometidos por los estudiantes
en el proceso de aprendizaje.

Una vez recolectada la informacion a se establecié una primera categoria denominada

percepciones de los docentes sobre error y dificultad en el aprendizaje de las matematicas, lo
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anterior llevo a tener en cuenta aspectos muy importantes como lo son las dificultades
conceptuales y la responsabilidad de los docentes en los errores y dificultades, entre ellos se
destacan errores conceptuales asociados al calculo, comprension de funcion y relacion, los
asociados al algebra, representacion de objetos, resolucion de problemas, operaciones y
ecuaciones.

Cuevas y Martinez (2013) disefian un sistema tutorial inteligente que promueve la
adquisicion de conceptos de calculo diferencial, donde enfatizan que el concepto de funcion es
fundamental para el estudio del Célculo.

Cuevas y Madrid (2013), realizaron estudios referentes a la importancia que tienen las
raices reales en el desarrollo conceptual de un curso de calculo diferencial e integral. El calculo
es un curso obligatorio y fundamental en la educacién superior, ademas es una de las bases de la
sociedad ya que en sus origenes se encuentran problemas de variacion y acumulacién, pero
reportes indican problemas en su ensefianza — aprendizaje, por el alto indice de reprobacion.

Se realizd un analisis de las formas de ensefianza la pseudo - escolastica, concepcion
fundamental operativa y el enfoque formal donde se confunde el calculo con el analisis
matematico. Pero las anteriores visualizan en com(n un patron de férmulas y procedimientos
algebraicos dejando a un lado los aspectos conceptuales. Se realiza un énfasis en la busqueda y
obtencion de una funcidn real, ha sido un problema complejo desde el siglo 11, lo cual ha dado el
origen de ramas de las matematicas como el algebra, calculo, analisis matematico, ecuaciones
diferenciales entre otras. Menciona la importancia de encontrar las raices de un polinomio y sus
multiplicidades para imprimirle al estudio del calculo un matiz mas conceptual que operativo,
resaltando que la elaboracion de un software educativo no es una tarea sencilla, lo cual requiere

un trabajo interdisciplinario.
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Hitt y Dufour (2013) presentan una actividad surgida a partir de la Fisica, donde
transforma un problema de lanzamiento de una pelota y calculo de la velocidad instantanea en un
instante dado, dentro de un contexto de modelacion matematica y tecnolégico. Este tipo de
modelizacion sera tomado en cuenta para el presente proyecto, como problemas surgidos a partir
de la fisica, ya que conceptos como el de velocidad instantanea esta muy ligado al concepto de
derivada.

Cuevas et al. (2014), proponen una serie de actividades para introducir la derivada de una
funcidn real utilizando tecnologias digitales, para simular una situacion problema como el
isoperimetro y el barril de Kepler; partiendo de las situaciones en contexto, los estudiantes
exploran de manera activa conceptos relacionados con la funcion, la derivada y sus aplicaciones
en problemas de optimizacion.

Barajas et al. (2018), realizaron estudios en el reconocimiento de los elementos que
inciden en la reprobacion del curso de Calculo en estudiantes que ingresan a educacion de nivel
superior. Identificaron dificultades y carencias en los conocimientos matematicos evidenciando
deficiencia en preconceptos de variacion y cambio. Realizaron un diagnéstico alrededor del
pensamiento variacional permitiendo caracterizar las dificultades de los estudiantes con el
objetivo que el docente organice y disefie estrategias didacticas que permitan superar las
dificultades de los estudiantes.

Botello y Parada (2015), mencionan que los cursos de matematicas son los que mayor
dificultad genera al estudiante cuando ingresa a niveles de formacion superior, para identificar
las dificultades propusieron una prueba diagnostica inicial del curso de precélculo y se

clasificaron en tres categorias como lo son:
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En primer lugar, procedimientos de tipo aritmeético: notaciones de numeros reales,
calculos mentales, propiedades de los nimeros, valor absoluto, resolucién de problemas,
representacion numeérica y las razones e identidades trigonométricas. En segundo lugar,
procedimientos de tipo geomeétrico y métrico: relaciones entre distintas medidas, operaciones,
propiedades y relaciones de magnitudes para representar y analizar infinitos. Y por Gltimo, los
procedimientos de tipo analitico: cambio de la tendencia y aproximacion, patrones y
regularidades, descripciones cualitativas de variaciones, procesos algebraicos, conexiones entre
relaciones y funciones, sucesiones y las aproximaciones graficas cartesianas.

Todo lo anterior resulta un abanico de oportunidades para la intervencion y concretar
acciones que coadyuve a la formacion del pensamiento variacional. Como propuesta de
mejoramiento implementaron un programa de acompariamiento a estudiantes de Calculo 1.

Castafieda (2016), describe los comportamientos de reprobacion los cuales alcanzan un
30%, para lo cual propone una didactica orientada a través del aprendizaje por competencias
buscando mejorar el rendimiento académico y la calidad de los profesionales egresados. Se
realizé un estudio con enfoque descriptivo donde los conocimientos previos son objeto de
estudio y determinacién, identificando las deficiencias conceptuales. Con base en lo anterior se
plante6 una estrategia didactica a través de una serie de actividades, ejercicios y guias de estudio
para la ensefianza del célculo diferencial.

Posteriormente se disefiaron actividades de aplicacion, generacion y transferencia del
conocimiento, se revisaron los contenidos basicos donde se encontraron deficiencias y vacios
conceptuales para lo anterior se establecieron actividades por competencias y se promueve el

trabajo colaborativo apoyados en la orientacion del docente. El estudiante pasa de un rol pasivo a
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convertirse en parte activa que cuestione sus capacidades de aprender. La investigacion solo tuvo
como objetivo formular la estrategia mas no la aplicacion de la misma.

Gonzalez (2016) disefié una secuencia didactica que permitid introducir el concepto de la
derivada de una funcion real, la misma realiza un estudio de una problematica académica que
trasciende las fronteras nacionales que confluye a la ensefianza y aprendizaje del Célculo
diferencia e integral especificamente en la derivada. También, desarrolla el concepto histérico y
curricular apoyado en tecnologia digital como una herramienta que posibilita establecer un
marco didactico y ademas provee un escenario virtual, interactivo y dindmico que posibilita la
manipulacion junto con la comprension. Se desarrollaron instrumentos que permiten medir la
experiencia didactica. Como resultados se verifico la importancia de introducir el concepto de la
derivada de forma significativa, reconociendo el papel que juega la tecnologia como factor
determinante que apoyado en una secuencia didactica experimental logra un aprendizaje
significativo.

Villamizar et al. (2017) disefian una serie de actividades didacticas mediadas con un
software de Geometria Dinamica para simular situaciones en contexto del Calculo. En la
experiencia concluyen gue los softwares de Geometria Dindmica permiten la manipulacion de
los objetos geométricos para la resolucién de problemas de optimizacion alusivos a la derivada,
lo cual promueve un aprendizaje conceptual desde el uso de las representaciones geométricas, es
decir, explorar la derivada desde el punto de vista geométrico, en situaciones que lo analitico no
permite la comprensién conceptual.

Villamizar et al. (2020) proponen el uso de software de analisis de video para la
modelizacion de situaciones surgidas de la fisica, en los resultados los investigadores describen

como a partir de los modelos o representaciones geométricas del fenémeno fisico, los estudiantes
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interpretan la variacién de la posicion de un objeto respecto al tiempo, es decir, aplican la
derivada para interpretar el comportamiento de la velocidad de un cuerpo, como la pendiente de
una recta tangente a una curva en determinado punto. Cabe resaltar que los estudiantes recurren a
la comprension de la variacion a traves de una sensibilizacion del Calculo o Calculo a través de
los sentidos, lo cual es una idea propuesta por Tall (2013). Aqui el dinamismo de la tecnologia
digital en integracion con la idea de Tall, permite a los estudiantes comprender la variacién
aplicada a un fenomeno fisico.

De lo anterior, es notable que en muchas propuestas que se han trabajado en la Educacion
Matematica, prima el uso de la tecnologia como una herramienta de apoyo y ente motivador para
el estudiante, que ademas, permita facilitar en una didactica trabajar en los distintos registros de
representacion semidtica (RRS), al visualizar los objetos geométricos, realizar simulaciones,
calculos alfanuméricos, de modo que el uso de la tecnologia facilite la comprension de los
conceptos, y ayude al estudiante en la parte operativa para que no se deteriore la conceptual, es
decir, trasformar la herramienta digital como una herramienta cognitiva para evitar obstaculos
algebraicos, aritméticos, de modo que el estudiante se pueda concentrar en el concepto, y éste no
sea deteriorado por equivocaciones de conocimientos preliminares.

Es incuestionable que el uso de la tecnologia como parte de la ensefianza de las
matematicas y de sus procesos de aprendizajes, ya que ésta ha producido cambios en los métodos
de la ensefianza de las mismas, asi como en el contenido (Artigue, 2002; Guin y Trouche, 2005);
sin embargo no se debe caer en la falsa idea de usarla de forma anarquica, pensado que esta va a
resolver todos los problemas, y mucho menos en sustituir al profesor, por eso, la investigacion de
Arcavi y Hadas (2000), sefiala que las herramientas tecnoldgicas en si mismas son de poco valor

si no son utilizadas en actividades que permitan a los alumnos, relacionar su manejo con los
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conceptos matematicos, y ain mas el uso de dichas herramientas no generan por si mismo
conocimientos, por lo que es necesario utilizarlas como medio de apoyo para actividades dentro
de un marco didactico, que dirijan al estudiante a la construccion de los conceptos matematicos.

Desde el punto de vista didactico, la didactica Cuevas y Pluvinage (2003) menciona la
importancia de introducir los conceptos matematicos a partir de problemas en contexto, es decir,
situaciones reales o aplicativas, en este sentido podemos analizar que, en muchas de las
propuestas mencionadas anteriormente, el contexto es parte de las actividades puesto que da
sentido a los objetos matematicos. Si se recurre un poco a la historia, Newton experimentaba
situaciones ya recreadas por Galileo sobre el movimiento de los cuerpos, y lo trataba de modelar
haciendo uso de la derivada (Waldegg, 1982).

Los autores mencionados anteriormente convergen en la idea de presentar problemas en
contexto, sefialando que en lo posible, se debe partir de éstos para introducir los conceptos
matematicos mas relevantes, e incluir operaciones que le permitan al estudiante construirlos. La
presente investigacion tomara las experiencias mencionadas por los autores citados y propone
disefiar actividades virtuales interactivas bajo un marco didactico, mediado con el uso de la
tecnologia, asi mismo la presentacion de la modelizacion como un proceso en qué los estudiantes
obtengan el modelo matematico bajo diversas representaciones (geomeétrica, algebraica, tabular),
para la exploracion e interpretacion del concepto de la derivada.

Marco Teorico

A continuacion, se exponen las teorias que sustentan la propuesta. Como analisis de los
antecedentes la tecnologia no es un Gnico factor que promueva por si sola la comprensién de los
conceptos, por ello, se recurre a enmarcar una propuesta teniendo en cuenta algunos elementos

de la didacticas Cuevas y Pluvinage (2003) para la ensefianza de las Matematicas, asi como al
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proceso de modelizacion matematica para integrar los contextos de la Fisica, la Matematica y las
tecnologias digitales mediante el modelo Cuvima, para llegar a la elaboracion de actividades que
promuevan el aprendizaje de la derivada de manera activa y experimental.

Marco didactico: la didactica Cuevas y Pluvinage (2003)

Como se analizo6 anteriormente, el uso de la tecnologia sirve como herramienta de apoyo
tanto al profesor como al estudiante de poder simular situaciones, modelizar, lo cual hace éptimo
el aprendizaje al estudiante debido a que promueven una mejor comprension de los conceptos
matematicos gracias a la visualizacion, manipulacion de simbolos, lo cual evita también los
obstaculos ya sean de tipo aritmético o algebraico que desvien en si los conceptos. Sin embargo,
el uso de la tecnologia no genera por si mismo el conocimiento, y es aqui donde el uso de la
didactica se propondra en el presente trabajo como aquella que dirija al estudiante a construir
algunos conceptos matematicos (derivada) a través de una serie de elementos didacticos para la
ensefianza de las matematicas.

¢ Como aprende el ser humano? ;Qué procesos cognitivos estan involucrados en el
aprendizaje? ¢ Como se pueden utilizar para elaborar propuestas didacticas? Estas preguntas entre
otras constituyen algunas de las grandes interrogantes en educacion que, durante muchos afios,
profesores, pedagogos e investigadores han intentado y contintan intentando resolver y para la
cual se han desarrollado diversas teorias del aprendizaje. A continuacion, se describe brevemente
el marco didactico sobre el cual se fundamentara la propuesta de investigacion.

La didactica desarrollada por Cuevas y Pluvinage (2003) toma parte de sus principios en
la escuela activa, que fue una corriente pedagdgica surgida a finales del siglo XIX 'y principios
del siglo XX como una propuesta que critica el autoritarismo del profesor, la falta de
interactividad, el formalismo y la memorizacién que inhibe la construccion de significados, sus

precursores fueron pedagogos y teéricos como Ovide Decroly, John Dewey, Edgar Claparéde,
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Jean Piaget, Hans Aebli, entre otros. Su principal caracteristica consiste en que las personas
deben aprender haciendo; es decir, aprender implica una actitud activa del estudiante.

La didactica Cuevas y Pluvinage (2003) plantea una serie de elementos, los cuales se
tendran en cuenta para el desarrollo de actividades, que a su vez estan apoyadas en el uso de la
tecnologia. Algunos de dichos elementos son:

La accion por parte de los estudiantes, quien es el que debe siempre tener una actitud
activa en el aula ya sea virtual o presencial, esto se lograra a través de la propuesta de
modelizacion de un fendmeno fisico y preguntas orientadoras que guien al estudiante en el
desarrollo de la actividad.

Partir de problemas en contexto, como por ejemplo, la modelizacion del movimiento de
un cuerpo. Al respecto, McDermott (1991) menciona que para un aprendizaje efectivo la
experimentacién es uno de los factores mas importantes para la ensefianza, asi como un
aprendizaje significativo puede llevarse a cabo aplicando el conocimiento matematico para
resolver o interpretar situaciones conectadas con la realidad.

Construir los diferentes conceptos mediante la resolucion de problemas dosificados, lo
cual se lograra a través del disefio de una secuencia didactica que guie paso a paso al estudiante a
construir y comprender el concepto de derivada.

El uso de registros de representacidn semioética; en la didactica se menciona la
importancia del uso de representaciones para la aprehension de los conceptos matematicos. Al
respecto, Pozo (2007) describe la influencia de las representaciones en la construccion del
conocimiento cientifico, asi como Moreno (2014) menciona que, las representaciones tienen

influencia en los conceptos matematicos, pues los entes matematicos son de naturaleza
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semidtica. Por ejemplo: el fendmeno de caida libre puede ser representado e interpretado
mediante la grafica de una funcion cuadratica.

Para Duval (1998), es fundamental el proceso cognitivo del pensamiento humano, el
poder visualizar un determinado concepto matematico en los diversos registros de representacion
que le sean propios, y asi mismo afirma que:

La coordinacidn de varios registros de representacion semiética aparece asi, como
fundamental para una aprehension conceptual de los objetos. Es necesario que el objeto
no sea confundido con sus representaciones y que se le reconozca en cada una de sus

posibles representaciones (p. 176).

Pensamiento matematico elemental y pensamiento matematico aplicado

Garbin (2015), el pensamiento matematico es de interés para la comunidad y educadores,
porque se desea interpretar el como entienden las personas el contenido y como es el proceso de
comprension y apropiacion matematica. Los procesos cognoscitivos como la representacion,
traslacion y abstraccion coadyudan a la resolucion de cuestiones.

Existen diversas controversias acerca de la determinacion real de pensamiento
matematico elemental (PME) y el pensamiento matematico avanzado (PMA). Penagos et al.
(2017), menciona que los temas avanzados estan en cursos como Calculo o ecuaciones
diferenciales y se requiere de una comprension solida de temas como funciones y razén de
cambio. Dreyfus (2002), “no hay una clara distincion entre muchos de los procesos de ensefianza
elemental y matematica avanzada, aunque las matematicas avanzadas se centran mas en las
abstracciones de la definicion y la deduccion” (p.26).

La modelizacion

Confrey y Maloney (2007) definen la modelizacion como “el proceso de enfrentar una

situacion indeterminada, problematizarla, produciendo investigacion, razonamiento, y estructuras
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matematicas para transformar dicha situacion” (p. 60). Villamizar (2018) lo define como “el
proceso de llevar una situacion del mundo real a un modelo matematico que la represente,
teniendo en cuenta que este modelo representativo permita predecir e interpretar la situacion
ideal del mundo real” (p. 43) (Figura 3).

Figura 3

Modelizacion matematica de las ciencias (tomado de Villamizar, 2018, p.35)

Interpratacidnindwctiva

Medelizacion
Fenomena en el mundo matemética del

real fenémenc

o/

Interpretacidn deductiva

El fenémeno natural induce una modelizacion matematica, v a su vez dela
medelizacion se deducen las caracteristicasy la explicitacidn del fendmeno

Nota: Presentacion explicita de la interpretacion inductiva y deductiva (tomado de Villamizar,
2018, p.35)

La Figura 3, muestra de forma explicita como desde un fendmeno fisico se puede llegar
al modelo matematico que representa el fendmeno por medio de una interpretacion inductiva, y
luego como el modelo matematico es utilizado para describir el mundo real a traveés de una
interpretacion deductiva.

La modelizacion surge de una realidad hasta llegar a un modelo matematico (Touma,
2009) que puede ser fisico, social, entre otros... En la modelizacién de fendmenos fisicos se
utiliza la matematica para dar una explicacion mas certera al modelo disefiado.

Uno de los argumentos mas importantes a favor de la modelizacion matematica, como
elemento central en la ensefianza general de la matematica, es que tiende puentes entre la
experiencia de vida diaria de los alumnos y la matematica, lo cual provee un apoyo cognitivo
directo a las conceptualizaciones de los alumnos, como medio de describir y entender situaciones

de la vida diaria; algunas de las ventajas de la modelizacion matematica son:
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Los estudiantes generalmente encuentran motivador y relevante trabajar con problemas
reales, significando esto problemas relevantes para alguien fuera del aula. También darles
sentido a los objetos matematicos de estudio.

En el proceso de modelizacion, Touma (2009) hace uso conceptual de los registros de
representacion semidtica de Duval, y procesos cognitivos como formacidn de representaciones,
conversion, tratamiento y coordinacién de registros, y sefiala que en la modelizacion algebraica
de fendmenos fisicos es importante lo anterior, pero que requiere, ademas, de una interpretacion
inductiva y deductiva.

Modelo Metodologico Cuvima
El modelo Cuvima es un modelo metodol6gico que guia los pasos para la modelizacion
matematica de un fendmeno cientifico (Cuevas et al, 2017; Villamizar, 2018). A diferencia del
modelo de la Figura 3 descrito anteriormente, el modelo Cuvima consta de cuatro marcos, en el
cual incluyen de manera significativa el uso de las tecnologias digitales como mediadores en la
obtencion del modelo matematico y la toma de datos experimentales de un fendémeno cientifico.
En el presente trabajo se utiliza el modelo Cuvima para guiar el proceso de modelizacion
de fendmenos, que promuevan la comprension conceptual de la derivada, partiendo de tres
fendmenos fisicos propuestos como son: caida libre, movimiento rectilineo uniforme y
movimiento pendular.
Los cuatro marcos que componen el modelo Cuvima mostrados en la Figura 4 son: Marco de
la Realidad de la Fisica (MRF), Marco de la Modelizacién del Dispositivo Digital (MMDD),

Marco de Analisis Conceptual en la Fisica (MACF), (Villamizar, 2018).
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Figura 4

Modelo metodoldgico de modelizacion matematica Cuvima

- 4, Marco de Andlisis Conceptual en
2. Marco de Modelizacién la Matemdtica
; del Dispositivo Digital
1. Marco de la Realidad
n Ia Fitica Enperimentaciin Interpretacidn
mediadacon el | -Imagen ovideo captadas Inductiva L .
FendmenoFisico,  dipesitivedighal] en el dispositivadigital, | Matemdtica Midketica Materabtican
observadoen ol mundo b 5 = Tooria Ed":?twu
real -Takla de valores o datos. hintemities
- del fendmeno observadso, Uso de las
representacionss de los
Interpretaclén objetos matemdticos.
Inductiva ]
L Fisica Habilidades matemadticas:
3. Marco de Andlisis -Pensamiento aritmético.
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Objeto canceptualde la -Pensamiento fundonal.
fisica
L 3
Interpretaciin deductiva

Nota: Modelo metodoldgico de modelizacion matematica Cuvima, y los cuatro marcos que lo
componen. Tomado de Villamizar, 2018, p. 59

A continuacion, se describen los cuatro marcos del modelo Cuvima en forma explicita de
acuerdo con Cuevas et al. (2017) y Villamizar (2018):

Marco de la Realidad de la Fisica (MRF).

En este marco los autores del modelo proponen partir de un fenémeno gque pueda
experimentado en la realidad o simulado. Partiendo desde el contexto de la fisica se proponen
actividades o experimentos a los estudiantes que pueden realizar desde su contexto (lo cual
obedece a un elemento didactico como lo menciona Cuevas y Pluvinage, 2003).

El docente cumple un rol de guiar al estudiante para que realice el experimento o se
realizan, a través de secuencias didacticas que contiene las pautas precisas. Diaz, (2013), la

define como:
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El resultado de establecer una serie de actividades de aprendizaje que tengan un orden
interno entre si, con ello se parte de la intencion docente de recuperar aquellas nociones
previas que tienen los estudiantes sobre un hecho, vincularlo a situaciones problematicas
y de contextos reales con el fin de que la informacion que a la que va a acceder el

estudiante en el desarrollo de la secuencia sea significativa (p.19)

Marco de la Modelizacién del Dispositivo Digital (MMDD).

En este marco el docente le indica al estudiante la herramienta tecnolégica a utilizar en
forma demostrativa o guia, se capturan los datos de la experimentacion, se interpretan y
representan ya sea por graficos o a través de tabla de valores que pueden interpretarse desde la
perspectiva de la fisica o la matematica (Cuevas et al, 2017). La teoria de la actividad de
Vygostky ubica a los dispositivos tecnologicos dentro de la categoria de herramientas que sirven
para realizar las actividades de aprendizaje al conocer los alumnos el contexto donde se
desenvuelven (Carcarfio, 2021).

Marco de analisis conceptual en la Fisica (MACF)

El objetivo de este marco se basa en “promover una interpretacion relacionada con los
conceptos fisicos asociados al fendmeno fisico natural, cuya representacion es obtenida en el
marco anterior” (Villamizar, 2018, p. 61). En este marco se busca dar un sentido inductivo a los
conceptos fisicos de los datos experimentales que fueron obtenidos desde la herramienta
tecnoldgica. EI docente tiene como rol crear un ambiente de discusidn de acuerdo con los
resultados de los datos obtenidos, profundizar conceptualmente en la Fisica si se requiere y

orientar la secuencia didactica a una interpretacion inductiva.
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Marco de analisis conceptual matematico (MACM)

El objetivo de este marco es obtener el modelo matematico asociado al fendmeno fisico,
asi como dar significado a los conceptos matematicos asociados desde la modelizacion realizada
en la experimentacion fisica, teniendo en cuenta las habilidades de los pensamientos
matematicos dependiendo del nivel académico, los cuales se dividen en: pensamiento numerico,
racional, algebraico y funcional (numeracy, rationacy, algebracy, functionacy) (Cuevas y
Villamizar, 2018). Se construye un modelo matematico que permita interpretar el fenémeno
fisico partiendo de los datos obtenidos en la experimentacidn que se denomina interpretacion
inductiva matematica, se debe tener en cuenta las habilidades del pensamiento que posean los
estudiantes y es fundamental el apoyo en las herramientas tecnoldgicas que simplifique los
procesos y que permita concentrarse en los conceptos fisicos y matematicos (Villamizar, 2018).

El docente ejerce el rol de orientar la secuencia didactica a los estudiantes, donde se
identifican los conceptos matematicos implicitos obtenidos con el apoyo de las herramientas
digitales durante el proceso de modelizacion.

El modelo metodoldgico Cuvima dentro de sus cuatro marcos mencionados
anteriormente parte de una situacién real del contexto y promueve la comprension de conceptual
matematica asociada a un fenomeno fisico y logra que el estudiante obtenga sentido y significado
a su aprendizaje (Cuevas et al, 2017; Villamizar, 2018).

Marco Conceptual

Dentro del presente apartado se realiza una revision documental acerca de la
conceptualizacién y evolucién del célculo, para ello se reconoce que histéricamente el calculo ha
tenido cuatro etapas cronoldgicas, inicialmente fue usado para resolver problemas especificos,

acto seguido se identificd la generalidad alrededor de los usos que dio paso a explicar su manejo
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en la fisica como en la matematica. Por ultimo, se dio la definicion rigurosa que se concibid el
concepto de la derivada a través de la teoria rigurosa (Grabiner, 1983). El desarrollo del célculo
no se puede atribuir solo a Newton y Leibniz, sino que desde tiempos atras a los conceptos
establecidos por ellos, se busco dar respuesta a problemas relacionados con la disciplina las
cuales asentaron las ideas base que conllevaron a la maduracion de lo que hoy se conoce
(Waldegg, 1982).

La evolucion del célculo

El cddigo genético del calculo tiene raices en la comprension del funcionamiento de la
naturaleza y como no en los pensadores griegos, el entender el mundo que nos rodea llevo a
pensadores como Platdn y Aristoteles en el el 1V a.C a concentrarse en el movimiento natural
como la caida libre (Villamizar et al 2021), lo que llevo a tener en cuenta caracteristicas como
peso, resistencia del aire y tiempo. Por otra parte, Arquimedes en el siglo 111 a.C buscaba calcular
los valores de las areas y volimenes (Alvarez, 2009) por lo cual posee un caracter deductivo que
buscé desarrollarse desde la légica y rigurosidad.

Durante siglos posteriores se desarrollaron diversos campos de la matematica en areas
como la aritmética, algebra y geometria. En el siglo XIV un grupo de estudiosos de la fisica,
astronomia y matematicas del Merton College en la universidad de Oxford de Inglaterra,
dedicaron tiempo a estudios de la mecanica, buscando encontrar las leyes que determinaban el
movimiento de los cuerpos que denominaron intensidad (velocidad) y extension (tiempo) (Leon
2021, Villamizar et al 2021).

Pero fue en ese mismo siglo donde el filésofo y matematico Nicolas Oresme inicié la
demostracidén geométrica del cambio en la velocidad de un objeto con relacién al tiempo, lo cual

lo llevo a concluir que el area bajo el gréafico presente en esta relacién era igual a la distancia
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recorrida por el objeto (Villamizar et al., 2021). La geometria empez0 a jugar un papel muy
importante gracias a la estrecha relacion con otras areas de las matematicas, pero si lo
visualizamos desde su representacion fisica esta ligada a las propiedades espaciales de los
objetos y sus representaciones modeladas en el espacio. Cabe mencionar podemos hablar de dos
polos el empirico (percepcidn, intuicion, visualizacion) y el tedrico en la geometria (aspectos
abstractos, conceptuales, deductivos, formales y rigurosos), que coexisten y son dependientes
(Camargo y Acosta, 2012).

A principios del siglo XVII de la mano de Fermat y Descartes se vio el nacimiento de la
geometria analitica que permite dar un tratamiento algebraico a problemas geométricos al asignar
ecuaciones o formulas algebraicas para describir curvas, superficies, entre otras, dando una
importante manipulacion analitica para encontrar tangentes. (Alvarez, 2009)

Estas nuevas corrientes en el desarrollo de las matematicas llevo a estudiar nuevos
problemas como por ejemplo encontrar la tangente a una curva en un punto, el valor maximo o
minimo, determinar la longitud de una curva, encontrar el area de una regién y hallar el volumen
de un sélido. Ademas, el problema que mas influyo en este tiempo fue como encontrar la
distancia recorrida por un cuerpo en cualquier instante de tiempo. Estos problemas convertidos
en retos llevaron a Galileo a mencionar que el universo esta escrito en lenguaje matematico
(Feynman, 2008), por lo anterior realizé estudios en la descripcion de como se mueven las cosas
estableciendo la cinematica para el movimiento de los cuerpos en el vacio.

En el siglo XVII hubo una pérdida del miedo hacia los infinitesimales de la mano de
Kepler y Cavalieri. Kepler se enfrent6 al problema de “disefiar cubas de vino de manera que
tuvieran la maxima capacidad, lo cual motivo su estudio sobre la cuestion” (Mufioz 1999, p.4).

Cavalieri uso sistematicamente los infinitesimales para resolver problemas asociados a volumen
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y area a través de los llamados indivisibles, el cual consistia en una coleccion de lineas la razén
entre dos figuras es igual a la razon entre sus colecciones de lineas, tomadas respecto de la
misma regula el objetivo era proporcionar formas de obtener cuadraturas y cubaturas que
superaran la insuficiencia del método de exhaucién de Arquimedes (Gonzalez 1992, Mufioz
1999, Suarez 2008).

Fermat realizo aportes significativos ya que obtuvo un método para hallar la tangente de
una curva definida por un polinomio, se apoyaba en el razonamiento de si f(x) es un polinomio
entonces f(x + h) - f(x) es un polinomio divisible por hy al realizar las operaciones se
simplifica el término de h y se obtiene la recta tangente. Barrow usa la idea que la tangente es el
limite de las secantes para las curvas dadas en la forma implicita f(x,y) = 0, mantuvo la idea de
los griegos que los en la cual la tangente corta la curva en un solo punto (Mufioz 1999).

Newton encontro el célculo a través del estudio del movimiento de un cuerpo como un
modelo ideal para hacer ciencia. Motivado por investigaciones fisicas y en la busqueda de
respuestas considerd las curvas generadas por el movimiento continuo de un punto en la medida
de la variacion de esta con respecto al tiempo a la cual Ilamo método de series de fluxiones. La
derivada con respecto al tiempo es la fluente. (Waldegg, 1982; Alvarez 2009)

Alvarez (2009), menciona que simultaneamente Leibniz “consideraba una curva como
formada por segmentos de longitud infinitesimal cuya prolongacion generaba la tangente en cada
punto y de cuya geometria se obtiene la correspondiente relacion entre las diferenciales” (parr
16). Buscaba conservar un caracter geométrico dandole un trato a la derivada con el cociente
incremental, y no como velocidad. Propone incrementos infinitamente pequefios consecutivos

que los denomino diferenciales. A dicho incremento infinitamente pequefio en x lo [lamo dx y
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para la y su notacion es dy, el cociente entre ellos dy/dx, Newton lo consideraba fluxiones que
hoy se conoce como derivadas. (Engler 2006, Mufioz 1999).

Hasta aqui se ha mencionado en forma resumida la evolucién del calculo, la intension de
esta investigacion no es adentrar completamente en la formulacion del Caélculo, sino destacar lo
mas importante a pesar de que hubo otros grandes autores que hicieron aportes significativos.

A modo de conclusién Newton y Leibnitz realizaron trabajos por separado, pero llegando
a resultados similares. Newton baso las fluxiones o derivadas con respecto al tiempo, ya que sus
ideas son de origen fisico en la cual las fluxiones x e y son las velocidades de acuerdo con los
ejes y su cociente es la pendiente de la recta tangente. Los resultados son experimentales y van
de acuerdo con la experiencia. Leibnitz por el contrario parte desde problemas que buscan los
infinitesimales, las nociones son los diferenciales y el cociente entre ellos tiene un significado
geométrico, busca un resultado de forma general.

Dejando de un lado las diferencias estos dos grandes autores cambiaron radicalmente la
historia de las matematicas, donde pasaron de posibles métodos de resolucién a un método
general, asi mismo Newton favorecid la comprension de la naturaleza y el universo (Gonzalez
1992, Mufioz 1999).

Posteriormente en el siglo XVIII, se hicieron desarrollos en la matemaética de una manera
mas pura y aplicada. Es el caso del Calculo donde Euler realiz6 aportes sobre el concepto de
funcion, pasando de funciones particulares conocidas a una generalizacion f(x), donde eran
consideradas como expresiones analiticas en la cual intervenian la variable y, ademés de algunas
constantes (Mufioz,1999), lo anterior simplifico lo hecho por Newton y Leibnitz ya que en su
libro Institutiones calculi differentialis Tellechea (2003), define la funcion como se conoce hasta

la actualidad:
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Algunas cantidades en verdad dependen de otras, si al ser combinadas las ultimas, las
primeras también sufren cambio, entonces las primeras se llaman funciones de las
ultimas. Esta denominacion es bastante natural y comprende cada método mediante el
cual una cantidad puede ser determinada por otras. Asi, si X denota una cantidad variable,
entonces todas las cantidades que dependen de x en cualquier forma estan determinadas

por x y se les llama funciones de x (p. 23).

A inicio del siglo XIX, se hacia mas notable la necesidad de consolidar la gran cantidad
de resultados, era notorio dar una definicion precisa, cientifica y simbolica, apartadas de las
intuiciones cinematicas y geomeétricas. Era el momento de consolidar las expresiones vagas al
estilo de aproximacion a una cantidad y dotarla con un significado matematico para que sea
usado en demostraciones. Basicamente era traducir lo verbal a lo escrito mediante el uso del
algebran, ejemplo de ello era el concepto de continuidad que esporadicamente tenia una vista
desde la filosofia y algo propio de la naturaleza mas que un concepto matematico (Pérez, 2008).
Lo anterior llevo a Augustin Louis Cauchy a proponer definiciones muy importantes como:

Se llama cantidad variable aquella que se considera debe recibir sucesivamente varios

valores diferentes unos de otros. [. . . ] Cuando los valores sucesivamente atribuidos a una

misma variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de manera que acaban por
diferir de él tan poco como se quiera, éste ultimo es llamado el limite de todos los otros.

(p. 170)

[. .. ] Cuando los valores numéricos (valores absolutos) sucesivos de una misma
variable decrecen indefinidamente, de manera que quedan por debajo de todo nimero
dado, esta variable recibe el nombre de infinitésimo o de cantidad infinitamente pequefia.

Una variable de esta naturaleza tiene por limite a cero.
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Cuando los valores numeéricos (valores absolutos) sucesivos de una misma
variable crecen mas y mas, de manera que permanecen por encima de todo nimero dado,

se dice que esta variable tiene por limite el infinito positivo, indicado por el signo o,

cuando se trata de una variable positiva, y el infinito negativo, indicado por la notacion

—o0, cuando se trata de una variable negativa. (Pérez, 2008, pp. 170-171)

Las anteriores definiciones son mas precisas y se resalta la interpretacion del algebra
ademas del uso de las desigualdades, lo cual llevo a definir el concepto limite de una funcién. Se
permite aclarar que los infinitamente pequefios como variables con limite cero y los
infinitamente grandes que crecen indefinidamente convergen al infinito. La nocién de
continuidad quedaba clarificada lo que llevo a Weierstrass a eliminar del lenguaje del analisis
con relacién al movimiento y concepto usados por Newton como una variable se acerca a un
naimero se convirtio en desigualdades aritmetizadas (Mufioz 1999).

Para este mismo siglo Bolzano fue el primero en definir el limite como se conoce

actualmente:

- fx+h)—fx)
o = =

El f’(x) se considera un numero hacia el cual se aproxima el cociente, pero no es el
cociente entre dos ceros. Pero Cauchy toma esta definicion para ajustarla quitando los
diferenciales de Leibnitz y mencionando dx es una cantidad cualquieray dy = f ‘(x)dx. Hace
referencia que el diferencial es la funcion lineal donde se aproxima al punto considerado, lo cual
muestra la diferencia entre dy y Ay que es la variacion de los valores de funcion.

Hubo un actor més que realizaria aportes a lo que se conoce como el Célculo hoy, se trata
de Georg Cantor quien desarrollo la teoria de conjuntos lo que resulto Gtil para asentar las

nociones de numeros cardinales, ordinales, la teoria del infinito y teoria de funciones, las cuales



49

se emplean en la actualidad. Podemos hablar de coleccion de elementos infinitos como objetos
con entidad propia. Esto llevo a una generalizacion de la aritmética (Mufioz, 1999).

El lapso de tiempo desde Fermat hasta Weierstrass es de mas de doscientos afios. (Como
se desarrollo el concepto de derivada? Fermat lo usé implicitamente; Newton y Liebniz lo
descubrieron; Taylor, Euler, Maclaurin lo desarrollaron; Lagrange lo nombro y caracterizé; y
solo al final de este largo periodo de desarrollo lo definieron Cauchy y Weierstrass. De lo
anterior concluimos que es ciertamente una inversién completa del orden habitual de exposicién
de libros de texto en matematicas, donde normalmente se inicia con una definicion, luego
explora algunos resultados y solo entonces sugiere aplicaciones. (Grabiner, 1983). Este punto es
importante para el profesor de matematicas, para tener en cuenta que en el orden historico de
desarrollo de la derivada, primero se aplico, lo que didacticamente le daria un contexto al objeto
matematico.

Obijetos Virtuales de Aprendizaje

El uso de las tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC), han sido de las
herramientas méas usadas en los ultimos afios, introducirlas en las aulas como un apoyo en el
proceso de ensefianza — aprendizaje ha sido un reto para los docentes que ha llevado a reflexionar
si es pertinente sustituir los elementos ya existentes como el pizarron, marcadores y cuadernos
considerados como parte de la educacién tradicional.

En Colombia el Ministerio de Educacién Nacional (MEN 2011) define el objeto virtual
de aprendizaje como:

Todo material estructurado de una forma significativa, asociado a un propésito educativo

(en este caso para la educacion superior) y que corresponda a un recurso de caracter

digital que pueda ser distribuido y consultado a través de la Internet. El objeto de
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aprendizaje debe contar ademas con una ficha de registro o metadato consistente en un
listado de atributos que ademas de describir el uso posible del objeto, permiten la
catalogacion y el intercambio de este (p. 10).

La Universidad Nacional Abierta y a Distancia UNAD define un OVA de acuerdo con la
realizada por el Ministerio de Educacion Nacional MEN (2012) como:

El conjunto de recursos digitales, autocontenible y reutilizable, con un propoésito

educativo y constituido por al menos tres componentes internos: Contenidos, actividades

de aprendizaje y elementos de contextualizacion. El objeto de aprendizaje debe tener una
estructura de informacion externa (metadatos) que facilite su almacenamiento,

identificacion y recuperacion (p. 25)

Bucheli et al. (2018), menciona que dentro de los diversos usos de las tecnologias en el
aula por el docente se encuentran los OVA, y se encuentran fundamentados en el marco del
paradigma constructivista promoviendo las secuencias de aprendizaje donde se interrelacionan
los conocimientos previos, la innovacion, el despertar del interés de los estudiantes por los
temas, responsabilidad, y multiples actitudes positivas hacia el aprendizaje. Tovar (2014) define
un OVA como estructuras organizadas y disefiadas por equipos multidisciplinarios que pueden
usar las ventajas que brinda la RA (realidad aumentada) para aceptar la atencién del publico la
cual va dirigida la ensefianza.

Por otra parte, Triquell y Vidal (2007) mencionan que son objetos que pueden ser
digitales o no digitales que permiten ser reutilizados dentro del aprendizaje empleando las

Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC).
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Secuencias didacticas

Rodriguez (2014), las secuencias didacticas son una serie de actividades consecutivas con
un orden logico en el proceso de ensefianza, estan acompafiadas de modelos de aprendizaje para
que den sentido a la comprensién de los contenidos.

Por su parte una secuencia didactica son actividades ordenadas, estructuradas y
articuladas que propender por conseguir los objetivos, con un inicio y final que apropien
conocimientos en educacion, convirtiéndose en una potente que permite indagar, reflexionar y
mejorar la praxis docente (Zabala 2008. p.16)

Tobdn (2010), sefiala que es un conjunto de actividades de aprendizaje y evaluacion con
una serie de recursos que son mediadas por el docente que logren metas educativas.

Marco Legal

Para el desarrollo de esta investigacion se tuvo en cuenta las leyes emitidas por el
gobierno colombiano y establecidas en la constitucion politica de 1991.

Se parte de la Constitucion Politica de la Republica de Colombia de 1991, menciona en
su articulo 67 que “la educacion es un derecho de la persona y un servicio publico que tiene una
funcidn social; con ella se busca el acceso al conocimiento, a la ciencia, a la técnica, y a los
demas bienes y valores de la cultura”. En complemento los articulo 68 y 70 mencionan que la
educacion estara a cargo de personas con reconocimiento idoneo, ético y pedagdgico, ademas de
promover la igualdad de oportunidades, la educacion permanente y cientifica técnica, artistica 'y
profesional.

La ley 30 concibe la educacién superior como un servicio publico cultural que hace
posible desarrollar las potencialidades de la persona de forma integral y posterior a la educacién

media. Dentro de los objetivos se destacan la formacion integral con calidades profesionales,
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investigativas y de servicio social en pro de la solucién a necesidades del pais con calidad. Las
universidades son foco de desarrollo cientifico, econdmico, técnico ademas de la cienciay la
tecnologia.

Laley 52 de 1981 y la ley 396 de 1997, dio paso a la creacion y consolidacion de la
Universidad Nacional Abierta y a Distancia UNAD, de caracter publico con programas
académicos basados en una estrategia de educacion a distancia pertinente dentro del ambito
local, regional, nacional e internacional acordes a las demandas de la sociedad. La estructura
organizacional se encuentra enmarcada en cuatro sistemas estratégicos (Alta politica
universitaria, misional, funcional y operacional), donde existen responsabilidades que permiten
las acciones necesarias para el funcionamiento y mejoramiento del servicio educativo
garantizando la calidad y pertinencia.

La Resolucién No 001049 enero 30 de 2019, se renova el registro calificado del
programa de licenciatura en matematicas de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia
UNAD, el cual es un programa de formacién a nivel profesional que pertenece a la escuela de
ciencias de la educacion y esta destinado a la formacidn docente conocedora del contexto
capaces de ensefiar matematicas desde los ambitos didactico, pedagdgico y tecnoldgico con

fundamentacion investigativa, que permita ejercer un liderazgo que transforme la comunidad.
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Disefio Metodoldgico

La presente investigacion se basé en un enfoque mixto con un peso mas hacia lo
cualitativo para el tratamiento de la informacion. Particularmente se disefiaron y aplicaron
instrumentos de medicion como pretest y postest para medir y analizar cualitativamente la
comprension conceptual de la derivada en estudiantes de nivel superior, al desarrollar una serie
de actividades didacticas. Se propusieron cuatro fases para el desarrollo de la investigacion las
cuales son: fase de exploracidn, fase de disefio, fase de aplicacion y fase de recoleccion de
informacion, las cuales se describen a continuacion:

Fase de exploracion

El desarrollo y la evolucion de la ensefianza se encuentra enmarcada por la aparicion de
diferentes recursos didacticos, que ejercen la funcion de apoyar la formacién como lo son los
libros de texto, calculadoras, aplicaciones y herramientas tecnoldgicas que en cierta medida
contribuyen a optimizar la resolucion de problemas asociados al Calculo que suelen catalogarse
como tareas complejas para los estudiantes. No podemos dejar a un lado el internet donde se
encuentran ampliamente videos, tutoriales, bases de ejercicios y problemas, cuya funcion es
orientar a los estudiantes en la solucion pragmatica de situaciones propuestas, pero las mismas
requieren procesos de estudios e indagacion.

Predominantemente los libros de texto han sido la herramienta mas usada por los
profesores para ensefiar y por los estudiantes para aprender. Es claro que, en escenarios
presenciales o escenarios mediados virtualmente, los docentes de matematica realizan
explicaciones y los estudiantes son actores pasivos donde escuchan y toman apuntes, dejando la

bibliografia para que se realice como una lectura extra complementaria pero no se tiene en
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cuenta que los libros en matematicas presentan caracteristicas distintas a cualquier otro texto
(Carlino, 2005; Crespo, 2017).

Se realizo una en la Universidad Nacional Abierta y a Distancia UNAD, en el programa
de Licenciatura en Matematicas (UNAD, 2017), que oferta el curso de Célculo diferencial, con el
objetivo de obtener informacion relevante en cuanto a su estructura, nicleo problémico,
propdsito de formacion, bibliografia y resultados de aprendizaje.

El curso de Calculo diferencial pertenece al componente de formacion basica disciplinar
bajo la metodologia de aprendizaje basado en tareas, su ndcleo problémico hace referencia a
fundamentacion matematica que hace posible el desarrollo del quehacer pedagdgico y reflexivo
del docente buscando un pensamiento logico y aprendiendo a resolver problemas paso a paso con
argumentaciones, dejando a un lado la linea de ecuaciones y formulas. El proposito de formacion
menciona la identificacion del uso de las derivadas en distintos contextos, resolucion de
problemas enfocados a la ejercitacion y modelacién propiciando le pensamiento variacional y
algebraico.

El curso se ha trazado cinco resultados de aprendizaje resaltando la importancia del
reconocimiento simbdlico y propiedades, mano operacional en los limites, continuidad, derivada,
comprension en la aplicacion de las derivadas basados en la resolucién de problemas y
modelacidn, por Gltimo, busca que el estudiante implemente la argumentacién en los
procedimientos para lograr un pensamiento critico y reflexivo.

De acuerdo con los resultados de aprendizaje propuestos los estudiantes se desarrollan
cinco guias de aprendizaje que contienen tareas y una prueba objetiva cerrada con 25 problemas

y ejercicios para solucionar que rapidamente resumiremos:
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Tarea 1: Reconocimiento de historia del Calculo de acuerdo con lectura propuesta
Origen, destierro y renacimiento de los infinitesimales de Kemel Gonzalez y como actividad se
propone realizar una linea de tiempo de las fechas mas importantes del texto a través de
herramientas digitales sugeridas.

Tarea 2: Actividad de funciones, busca que el estudiante identifique la simbologia,
definicion y propiedades de las funciones, a su vez implemente la argumentacién en los
procedimientos usados. Proponen un trabajo colaborativo donde los estudiantes desarrollan una
serie de ejercicios propuestos del libro Precalculo: matematicas para el calculo de James Stewart
sexta edicion. Los ejercicios deben contener objetivo, fundamentos y estrategias a emplear,
problema y solucidn con argumentacién del paso a paso. Complementariamente realizan una
infografia acerca de los tipos de funciones teniendo en cuenta las definiciones, representaciones
y aplicaciones.

Tarea 3: Actividad sobre limites y continuidad. Busca que el estudiante maneje a nivel
operacional los limites identificando la simbologia, definiciones y propiedades, a su vez
implemente la argumentacion en los procedimientos usados. Se propone un trabajo colaborativo
donde se resuelven una serie de ejercicios concretamente cada estudiante resuelve seis ejercicios
del libro Calculo de una variable: Trascendentes tempranas de James Stewart. Los ejercicios
deben contener objetivo, fundamentos y estrategias a emplear, problema y solucién con
argumentacion del paso a paso. Los ejercicios desarrollados se socializan en el foro de discusion.
Como actividad complementaria el estudiante investiga los conceptos de limites, propiedades,
aplicaciones y un video explicativo en inglés.

Tarea 4: Actividad sobre los fundamentos y reglas de derivacion. Busca que el estudiante

manipule a nivel operacional las reglas de derivacion para mejorar los procesos de ejercitacion y
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resolucion de problemas e implemente la argumentacion en los procedimientos usados. Se
propone un trabajo colaborativo donde se resuelven una serie de ejercicios concretamente cada
estudiante resuelve seis ejercicios del libro Calculo de una variable: Trascendentes tempranas de
James Stewart. Adicionalmente realizan un ensayo critico de la lectura propuesta Disefio de
escenarios virtuales para problemas de optimizacion en software de geometria dinamica.

Tarea 5: Actividad sobre las aplicaciones de las derivadas. Busca que el estudiante
comprenda las aplicaciones de las derivadas para obtener un aprendizaje significativo con el uso
de la resolucion de problemas y la modelizacion, implementando la argumentacion en los
procedimientos usados. Se propone un trabajo colaborativo donde se resuelven una serie de
ejercicios concretamente cada estudiante resuelve cuatro ejercicios del libro Calculo de una
variable: Trascendentes tempranas de James Stewart.

Tarea 6: Cuestionario de evaluacién. Se propone una evaluacion objetiva cerrada con 25
preguntas que contienen ejercicios y problemas donde el estudiante llegara a la solucion
especifica aplicando los conocimientos adquiridos fortaleciendo las competencias de ensefianza.

Realizando un analisis a la bibliografia propuesta en cada una de las unidades se hace uso
del libro de Calculo de una variable: Trascendentes tempranas de James Stewart séptima edicion.
Dentro de las caracteristicas contiene ejercicios que fomentan la comprensién conceptual,
algunos solicitan la explicacion de significado, ejercicios de uso de conceptos y ejercicios desde
lo béasico hasta lo méas desafiante. (Stewart, 2012).

La estructura del curso parte desde el concepto el reconocimiento de autores hasta las
aplicaciones de las derivadas, los ejercicios propuestos a desarrollar en cada una de las guias de
aprendizaje podriamos describirlos como lo menciona Alanis y Soto (2011), son escenarios

donde los estudiantes aprenden a desarrollar una serie de procedimientos estandar que conlleven
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a obtener una respuesta. Los ejercicios estdn acompafiados de requerimientos de argumentacion
donde el estudiante explica el paso a paso de su resolucién. Actividades complementarias
acomparian el desarrollo de ejercicios donde en dos de ellas buscan la conceptualizacion por
parte del estudiante del concepto de funciones y limites, y un ensayo de la importancia del disefio
de escenarios virtuales para problemas de optimizacion en software de geometria dindmica.

Para concluir el curso de Calculo diferencial posee un enfoque mecanicista donde
predomina la practica algoritmica y algebraica y rezagando el pensamiento geométrico, necesario
para la conceptualizacion del Calculo; podemos cuestionar si con este método los estudiantes
logran la verdadera compresion de los conceptos. De la exploracion se concluye que es necesario
reforzar el curso de Calculo Diferencial, con problemas genuinos del Calculo, como la
acumulacién que surjan de contextos reales para propiciar la modelizacién matematica.

Fase de disefio

En esta fase se describen los instrumentos de medicidn pretest y postest relacionados con
el concepto de derivada, y el disefio de actividades didacticas como propuesta para promover la
comprension conceptual de la derivada en el Calculo Diferencial.
Disefio de los instrumentos de medicion: pretest y postest

El disefio de este tipo de instrumentos se realiza a un grupo en la dindmica de un pretest,
seguido de la intervencion de actividades didacticas, y después el postest, donde el pretest y el
postest (MacMillan y Schumacher, 2005) son similares pero aplicados en momentos diferentes,
para analizar los resultados obtenidos antes y después de la intervencidn o aplicacién de
actividades didacticas y asi medir el grado de comprensidn conceptual del Calculo Diferencial y

en particular de la derivada.
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Los instrumentos son cuestionarios constan de 26 preguntas cada uno, con preguntas
abiertas o cerradas (seleccion multiple con unica respuesta). donde se proponen ejercicios que
permiten determinar los conocimientos previos necesarios por el estudiante para tomar el curso
de calculo diferencial e integral y conocimientos posteriores a la aplicacion de las actividades
didacticas. Se busca medir el pensamiento aritmético, algebraico-variacional y geométrico a
través de los diversos items donde se plantean problemas o ejercicios. Adicionalmente se
realizan preguntas conceptuales acerca de la derivada y ejercicios para del desarrollo basico. Para
la validacion se ajustd los instrumentos de la investigacion de Gonzélez (2016).

El instrumento pretest esta disefiado con 26 preguntas (Apéndice 1), que se describen a
continuacion:

Las preguntas 1 y 2 miden el pensamiento aritmético y corresponde al orden de los
numeros reales. Las preguntas permiten identificar los conocimientos para la interpretacion de
intervalos, dominio, rango, monotonia de una funcion.

1 ¢Cual es el mayor de los siguientes numeros?

a. 1.6899 b. 3.5001 c. -8.989 d. 0.54601  e. Nosé.

2. ¢Cual de las siguientes expresiones no es verdadera?

a.3<3 b.-3>-2 ¢4 >3 d3< 4 e. No sé.
La pregunta 3 busca identificar en el estudiante la habilidad de resolucién de

desigualdades para la comprensién de intervalos en funciones como también dominio y rango,
ademas del significado de funcion creciente o decreciente, la cuales pertenece al pensamiento
algebraico:

. . s . 2 2 6
3. Calcular el intervalo de solucion de la desigualdad 7’( t >

a. (1,2) b.x; = 1,x, =2 . (2,00) d.(—00,00) e. No sé.
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La pregunta 4 busca ver la habilidad del estudiante en el pensamiento algebraico para

reducir expresiones algebraicas mediante la simplificacion.

1

. . ., . . . 1
4. Desarrollar la siguiente fraccion algebraica y simplificarla: "

b0 ¢ dgE

" 2n(n-1) 2 2n(n—1)
Las preguntas 5 y 6 buscan abordar las funciones, ademas pretende medir la capacidad de

e. No sé.

resolucion de ecuaciones de dos variables para despejar una de la otra. Comdnmente se presentan

en matematicas conceptos asociados al reconocimiento de nimeros reales y concepto de funcion.

5. De la siguiente ecuacién x = 1 + % Despejar y en funcion de x

a. y=§ b.y=xT+1 cx=1+— dy=

x+1

1 .
— e. No se.
x—1

6. De la expresion f(x) = 2 — % indica cuél de las siguientes propiedades se cumplen

a. f(0)=2

b. f(1) =

¢ f) ==

d. f(x)=2—%
e. Nosé

La pregunta 7 hace referencia a la relacion que existe entre el reconocimiento algebraico
de una funcién y su gréafica en el plano cartesiano ademas requiere que el estudiante ubique
puntos y reconozca los cuadrantes del plano (Figura 5).

7. En las siguientes funciones y = —x + 1y y = x% + 2x + 1 encuentran en el mismo

plano ¢Cudl es su gréafica y puntos de interseccion?



Figura 5

Funciones graficas y sus puntos. Grafica del item de la pregunta 7 del pretest

a. Recta con pendiente negativa y
pardbola abierta hacia arriba,
desplazada en una unidad a la
izquierda. Sus puntos de
interseccién entre las graficas son
24y (1.1)

I /‘ 7 T3 -.\l
/ /" \

b. Recta con pendiente positiva v
pardbola abierta hacia abajo,
desplazada en una unidad a la
izquierda. Sus puntos de
interseccién entre las funciones son
01y (23)

K

c. Recta con pendiente negativa y
parabola abierta hacia arriba,
desplazada en una unidad a la
izquierda. Sus puntos de
interseccion entre las funciones son
Bay @1

d. Recta con pendiente positiva y
pardbola abierta hacia abajo,
desplazada en dos unidades a la
izquierda. Sus puntos de
interseccion entre las funciones son
2Ny (1.2)

60

Las preguntas 8 y 9 hacen referencia al concepto de funcién y cuando una funcién es
derivable. Esto nos permitira identificar si el estudiante solo aplica técnicas de derivacion,
ignorando el concepto desde el punto de geométrico.

8. ¢Como define una funcion continua?

9. ¢ Toda funcion continua es derivable? Explica tu respuesta

La pregunta 10 explora la capacidad de resolucion algebraica de los estudiantes y las
operaciones con los reales. Se espera que los estudiantes

x2-22

10. Si x = 2 entonces hallar

a. 0 b.Ind. c. 4 d. © e. No se



una fun

funcién

61

La pregunta 11 pretende medir la comprension de los conceptos de dominio y rango de

cion ademas de la habilidad de resolucion algebraica para determinar las raices de una
., x%-1
11. Dada la funcion real f(x) = —

11.1. ¢{Cual es el dominio y el rango?

Df (—o0,00) — {1} ; Rf (—o0,0) — {1}
Df (=o0,00) — {x} ; Rf (=, ) — {x}
Df(—o0,00) — {—1} ; Rf (—00,00) — {—2}
Df(—o0,0) ; Rf (—o0, )

No se

®o0 o

La pregunta 12 hace referencia a los elementos de la teoria de conjuntos y la forma de

determinar el dominio de una funcién.

12.SiU ={1,2,3,4,5,6,7,89,0} A=1{1,3579} B =1{2468}C ={1,2,0}
12.1 Resolver AU B
a. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} b.{1,2,3,45,6,789} c @ d.AnB e.Nose

La pregunta 13 desea resaltar la importancia de la comprension de las raices de una

funcién

13. Considere la funcion p(x) = x3 — x ;Cuadles son todas las raices de la funcion?
a.Raices x; =0; x, =1; x3=1
b. Raices x; = 0; x, =0; x3 =1

c.Raicesx; =0; x, =—1; x3=1
d. Raicesx; =0; x, =0; x3=0
e. Nose

La pregunta 14 se pretende que el estudiante determine el valor de la pendiente de la recta

y su sentido.

valor d

14. Para la recta que pasa por los puntos Ay B como se indica en la figura 6 ;Cual es el

e la pendiente?
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Figura 6

Recta que pasa por dos puntos

am=1 bm=3/5 cm=-3/5 dm=5/3 e.Nosé

La pregunta 15 busca que el estudiante realice un analisis conceptual de la recta tangente
como aquella que toca un punto especifico de una funcién (a nivel infinitesimal) y se espera que
la clasifique entre los tipos propuestos.

Figura 7

Clasificacion de una recta que toca un solo punto de una funcion

y=—x 14

C=(-1, 1) :
0.8
0.E
04

0.2

2 JEE -1 -16 -14 -12 -1 -0E -06 -D4 -D2 D 02 04 05 OB 1

f(x) = x3+ 2x? enel punto C(—1,1) larectay = —x es
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a. Secante b. Tangente c. Perpendicular d. Oblicua  e.Nosé

La pregunta 16 y 17 se enfatizan en el concepto de variacion donde se busca que de
acuerdo con la funcién propuesta el estudiante encuentre como es su comportamiento y
determine el intervalo donde es creciente, decreciente 0 ambas. Esto permitira brindarnos
informacion si el estudiante tiene una clara conceptualizacion de la pendiente de una recta
tangencial y sus valores para determinar la variacion.

16. Para la funcion

f(x) = Vx suvariacién es:

Figura 8

Grafica de una funcion para determinar su variacion

05

=2 0.5 1 1.5 2
a. creciente de (-oo, o) b. decreciente de (-0, )
c. creciente (-o0 ,0) decreciente (0, ) d. decreciente (-0 ,0) creciente (0, o) e. No

se
17. De la funcién anterior f(x)= ¥/x, de la variacién en el punto x=0 podemos decir que:

a. Est4 definida b. Es indeterminada c. Esinfinita d. Suvalores0 e. No sé
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Las preguntas 18 y 19 se proponen con el objetivo que el estudiante reconozca la
importancia del concepto de maximos y minimos y reconocer geométricamente que el cuadrado
obtiene un area maxima sobre los demas cuadrilateros con el mismo perimetro; este problema es
clasico del Calculo Diferencial. La pregunta 19 se deja abierta para medir la capacidad resolutiva
del estudiante. El ejercicio del item 19 es el mismo que el 18, pero no contextualizado dentro de
un problema real.

18. En un jardin de forma cuadrilatera, para encerrarlo se requiere cierta cantidad ¢ de
alambre, ;Como debe ser el cuadrilatero para que encierre su area maxima?

a. Cuadrado b. Rectangulo c. Rombo d. Trapecio

19. Dos nameros enteros suman 100. ¢Cuales son dichos nimeros para que su producto
sea maximo? (escribe los numeros separados por una coma sin espacios ejemplo 90,10)

La pregunta 20 invita al estudiante a resolver el limite propuesto, para analizar si
realmente tiene claro el concepto de limite, o si aplica operaciones mecanicas que no dan cuenta

sobre la conceptualizacién.

y x? —4

xl—trzl x—2
Opciones de respuesta
a.0 b. Indeterminado c¢.4 d. e.Nose

La pregunta 21 y 23 son ejercicios de derivada comun donde se busca que el estudiante la
resuelva como suele proponerse en los libros de texto y en la mayoria de los cursos de calculo
aplicando técnicas de derivacion, sin embargo, los problemas pueden aplicarse teniendo en
cuenta como el valor de la pendiente de una recta tangente, sin necesidad de acudir a las técnicas
de derivacion. La pregunta 23, busca observar si el estudiante reconoce la derivada

conceptualmente como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
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21. ;Cuél es la derivada de la funcion f(x) = —2x?
a.-2 b.2 c. Indeterminada d. Infinita e. No sé
23. ¢Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva?
f(x)=x*—4enx =—-2
La pregunta 22 y 24 tienen una relacién con las preguntas anteriores, sin embargo,
existen diferencias ya que se enfocan a un reconocimiento conceptual, se espera que el estudiante
haga uso de los saberes adquiridos durante su formacién y no solo resuelva la derivada
analiticamente mediante técnicas de derivacion que no dan cuenta sobre la conceptualizacion,
sino que asocie al concepto geométrico de la derivada, reconociendo ésta como la pendiente de la
recta tangente a la curva en un punto, ya que las funciones se presentan en valor absoluto.
22. (Cuél es la derivada de la funcion f(x) = | — 2x]|?
a.-2 b.2 c. Indeterminada d. Infinito
e. Intervalo —2 desde (—,0) y 2 desde (0,00) f. No se
24. ;Cudl es la pendiente de la recta tangente a la curva?
f(x)= [x>?—4|enx =—2
a0 Db.4 c.-4 d Indeterminada e.Nose
La pregunta 25 pretende que el estudiante mencione cual ha sido el concepto que posee
acerca de la derivada, mas alla de las definiciones presentadas formalmente en los libros de
texto.
25. ¢ Qué es una derivada? Definalo con sus propias palabras
La pregunta 26 pretende que el estudiante describa con sus palabras no solo el

procedimiento realizado para solucionar la derivada, sino el significado como tal de la derivada.
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26. ¢ Qué significa que la derivada de la funcién f(x) = x? sea la funcion f'(x) =
2x? Explica y justifica la solucién
Disefio de actividades basadas en el modelo metodologico CUVIMA.

Las actividades didacticas consisten en una secuencia didactica donde los estudiantes
realizan la modelizacion (guiada por el modelo Cuvima) de fendmenos fisicos, utilizando las
tecnologias digitales como mediadores de la actividad, para la interpretacion del concepto de
derivada (ver apéndice 2).

Para la configuracion de actividades asociadas al concepto de la derivada se parte de
situaciones fisicas como: la caida libre, movimiento rectilineo y movimiento pendular. Las
actividades son de tipo experimental a través del uso de un software, y la secuencia didactica se
disefié a través de un OVA en H5P?, debido a que es multiplataforma y permite el uso de

diversas funciones multimedia. Las actividades dentro del OVA presentan la siguiente estructura:

Portada de presentacion de la actividad del OVA.

e Introduccién: se describe de manera general las actividades propuestas al interior del
OVA.

e Objetivos: se redacta un objetivo principal como: Reconocer el concepto de la derivada a
través de la modelizacion de tres fendmenos fisicos y haciendo uso de herramientas
tecnoldgicas.

e Actividad previa: Se prepara al estudiante para realizar las configuraciones didacticas

necesarias acerca de los materiales necesarios, tutoriales para el uso de software. Estas

configuraciones se encuentran guiadas por ldminas de presentacidn que contienen

imagenes ilustrativas y videos instructivos, ademas de enlaces que llevan a los

1 Nota: Apéndice D encuentra el enlace OVA.
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instaladores de software? o configuraciones. Se solicita al estudiante que instale las
herramientas tecnologicas siguiendo el paso a paso y se sugieren materiales para el
desarrollo de la actividad.

e Contenido: Se presentan un conjunto de tres actividades experimentales donde se guia al
estudiante mediante una secuencia didactica a realizar la modelizacion de fendmenos
fisicos para deducir el concepto de razén de cambio, variacion y derivada. Como punto
didactico el concepto de derivada se introduce a partir de un contexto. Los fenémenos
fisicos son:

a. Caida Libre

b. Movimiento rectilineo

c. Movimiento Pendular

Para realizar la experimentacion se cuenta con el apoyo de ldminas de presentacion

acompafadas de imagenes y videos explicativos, se dan las indicaciones para realizar los videos,
instrucciones para realizar el analisis del video que modela el fenémeno fisico con el uso del
software Tracker Physics, se orienta la conceptualizacidn y un repaso a los conocimientos
previos, por ultimo, se encuentran las instrucciones para la composicién de funciones en
software GeoGebra.

e Actividades de aprendizaje: proponen la modelizacion de fenémenos fisicos, y a partir
de ellos se introduce el concepto de derivada. La modelizacién es guiada por el
modelo Cuvima (Cuevas et al, 2017), siguiendo los cuatro (4) marcos propuestos para
el desarrollo y como resultado de la revision del contenido junto con la construccion

de la actividad, se cuenta con una herramienta a manera de ejemplo que le va a

2 El software que se utiliza para la modelizacién es Tracker Physisc y GeoGebra, éstos son freeware, es decir, de
acceso libre y son multiplataforma.
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permitir al estudiante interactuar con la construccion realizada y a su vez encuentra
preguntas orientadoras que buscan la deduccion de conceptos como pendiente,
ecuacion de la recta, necesarios para la comprension del concepto de derivada. Cada
fendmeno fisico cuanta con su respectiva secuencia didactica y configuracion. Los
marcos del modelo Cuvima aplicados en el fendomeno fisico de la caida libre se
muestran en la Figura 9, y se describen a continuacion:

Marco de la Realidad en la Fisica (MRF)

Este es el primer marco mostrado en la Figura 9, en el cual, se parte desde la
experimentacién de un fendmeno fisico elegido por el estudiante (caida libre, movimiento
rectilineo uniformemente acelerado o movimiento armonico simple) haciendo uso de las
instrucciones dadas en el OVA o las guias del apéndice 2.

Figura 9

Modelo metodoldgico de modelizacién matematica Cuvima.

Marco de 1a Realidad en Marco de modehzacion
la Fisica (MRF) del dispositivo digital
e iy Interpretacicn
Fendmens Fisico: v s Toma de datos Inductiva
Caidalibra d’z‘gx‘;"" experimantales Matemitica
ﬁ- — - o
1 - ' h
} ' Interpretacion Algebraico:
Inductiva Fisica fix) =-4.87x* + 0.63x + 2,06
- 3 nlicis Valores a‘ tabular:
_ conuphm] en laFisica it
(MACE) i :
Conceptos i—a
Posicion — : :
Velocidad
Aceleracion
Interpretacion Deductiva 4

Nota: Tomado y adaptado de Villamizar (2018, p. 59)
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Se inicia la configuracion didactica del experimento, donde se sugiere contar con los
materiales dispuestos, configurar la camara del dispositivo digital, realizar las instalaciones de
las herramientas digitales Tracker Physics y GeoGebra; para ello, el estudiante cuenta con

diapositivas y video tutoriales guias como se muestra en la Figura 10.

Figura 10

Materiales para la actividad en OVA
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Nota: imagen tomada desde el objeto virtual de aprendizaje actividades previa®

Los estudiantes disponen de un lugar adecuado e iluminado donde hacen la toma del
video experimental en el OVA se encuentran videotutoriales que orientan al estudiante a las

tomas adecuadas como se muestra en la figura 11.

3Nota: Apéndice D encuentra el enlace OVA



Figura 11

Toma de video experimentacion caida libre, movimiento rectilineo y pendular de un cuerpo
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Nota: imagen tomada desde el objeto virtual de aprendizaje - contenidos

Marco de Modelizacién del Dispositivo Digital (MMDD).

En el segundo marco, una vez tomado el video del experimento, los estudiantes se
disponen a importarlo en el software Tracker Physics para diversas representaciones arrojadas,
tales como: grafica, tabular y algebraica. Las representaciones modelan los movimientos con
datos experimentales de posicion vs tiempo (X vst 0y vs t), segun sea el caso como se

ejemplifica en la Figura 12.
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Como se aprecia en la Figura 12, el software genera una tabla de valores en formato
similar al utilizado en Excel que modelizan el movimiento de la posicion versus tiempo los
cuales el estudiante debe copiar y llevar a GeoGebra para explorar los datos experimentales de
forma dindmica.

Figura 12

Captura de datos experimentales para modelizacion en Tracker Physics

Marco de Analisis Conceptual en la Fisica (MACF).

Dentro de este marco, con el apoyo algunos videos en el contenido del OVA, exploran
los conceptos fisicos asociados a los fendmenos, entre ellos se encuentran: posicion, velocidad,
tiempo, direccion, sentido y aceleracion. El software Tracker Physics facilita la representacion
algebraica del fendmeno fisico y lo modela en una funcion.

Marco de Analisis Conceptual en la Matematica (MACM).

Realizadas las actividades propuestas en los marcos anteriores que se apoyaron en el

software Tracker Physics donde se modela la experimentacion fisica (caida libre, movimiento
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rectilineo o pendular), los estudiantes copian los valores que se encuentran en la tabla y los pega
en el software GeoGebra en la vista de hoja de calculo, seguidamente crean una lista de puntos
con los datos experimentales para obtener la funcion grafica del fenémeno y su funcion
algebraica f(x) mediante un ajuste polinémico (Figura 13).

Figura 13

Representacion de puntos y ajuste polinémico en GeoGebra

F0.39 x4+ A04

Nota: Se ejemplifica uno de los movimientos propuestos, con orientaciones entregadas en el
objeto virtual de aprendizaje

Elaborado lo anterior se induce a través del OVA a los estudiantes hacia los conceptos
como: la recta, ecuacion de la recta, pendiente de una recta y tangente de una recta en cualquier
punto de una grafica, para que construyan dichas representaciones haciendo uso del software

GeoGebra como se muestra en la figura 14.
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Figura 14

Simulacién en software GeoGebra de datos obtenidos de un fenémeno fisico

€3 Ayudante de imagenes caida.ggb — =] %
Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
[:] A B @10 4N = :
b Vista Algebraica < | b Vista Grafica X| | ¥ Hoja de Calculo | X
Punto * | Ecuacidn polinémica de ajuste Ecuacion. de la recta tangente Sn 1 EEE
® A=(0,2.08) : o, ' " £ A | t
@ A, =(0.43,1.05) flz) = =541 2" +0.01 = + 2.07 y=-19z+224 — L
1 masap ~
-@ B =(0.04,2.06) 1 —
- ® B =(0.44,1) |2t ¥
@ C=(0.06,2.05) 3 o 208
® C, =(0.46, 0.95) 4 0.04 206
@ D=(0.08,2.04) 5 0.06 205
® D, =(0.48, 0.85) m,=-19 | 6 | 008 204
® E=(0.12,1.99) [7 | o012 199 |4
® E =(0.48,0.81)
@ F=(0.1,202) & o1 202
@ F,=(0.49,07) BEN| 0.15] 183
® G=(0.16,1.93) 10| o014] 1%
® G,=(052,063) | 11| o018 188
@ H=(0.14, 1.96) 12 02 184
~® H, =(0.53,0.52) 13| 023 178
® 1=(0.18, 1.88) (14| 04 185
@ |1,=(0.55, 0.41) | ozl i7s
~-@ J=(0.2,1.84) v
& 1 =inR7 N3N ¥ L 16 0.25 17
> i o 2 = = ok 5 . 2 < >

Nota: Se ejemplifica uno de los movimientos propuestos, con orientaciones entregadas en el
objeto virtual de aprendizaje.

El OVA cuenta con videos explicativos de los conceptos mencionados al igual de la
importancia entre diferenciar una recta tangente y una secante de manera dindmica, se busca que
los estudiantes asocien e interpretan inductivamente las representaciones matematicas desde la
fisica. Adicionalmente se plantean a través de un formulario Google preguntas orientadoras que
buscan guiar de manera interactiva al estudiante a la construccion conceptual de la derivada
mediada con GeoGebra (ver secuencia didéctica Apéndice 2).

La pregunta 1y 2 de la secuencia didactica del Anexo 2, hacen referencia a la interaccion
y contacto que el estudiante ha tenido con el instrumento y pretende obtener una respuesta
analitica por el estudiante. En la pregunta 2 se dejé abierta para que el estudiante realice la
descripcion con sus propias palabras.

1. Mueve de izquierda a derecha el punto de la recta tangente (vista grafica 1) y

describe que pasa con el punto que ubicamos en la vista grafica 2

a. Aumenta. b. Disminuye. c. Se mantiene igual
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2. ¢Las gréaficas que se visualizan son iguales? Describelas

Las preguntas 3, 4, y 5 se encuentran enfocadas al concepto de pendiente, se considera la
importancia de este concepto y la claridad que debe tener el estudiante, se proponen de forma
abierta para dar al estudiante la posibilidad de resolver como mejor lo considere, pero haciendo
uso de la actividad propuesta en el instrumento

3 Tomando dos puntos de la grafica que se encuentran en la vista 2, es posible hallar la

pendiente y la ecuacion.

Y27 o valor de la pendiente es:
1

X2— X

4 Haciendo uso de la ecuaciéon m =

5 Haciendo uso de la ecuacion y = mx + b cudl es la ecuacion de la recta:

La pregunta 6 es de corte conceptual y cerrada donde se pretende que el estudiante
responda en forma concreta su interpretacion acerca del valor encontrado en las operaciones
realizadas.

6. ¢Qué representa el valor de la pendiente?

a. Posicion b. Velocidad c. Aceleracion

La pregunta 7 busca que el estudiante haga uso de las técnicas de derivacion para que
desde la ecuacion que muestra el GeoGebra encuentre el valor.

7. Tomando la ecuacion cuadratica que muestra el GeoGebra halle la derivada de esta
haciendo uso de las técnicas de derivacion. El resultado es:

La pregunta 8 pretende que el estudiante describa que encontro al comparar los resultados
de la pregunta 4 y 7, desde su andlisis mencione si son iguales, se aproximan o son diferentes.

8. Comparé el resultado obtenido en la pregunta 4. con la derivada encontrada en la

pregunta 7. ;Como es el resultado?
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Una vez terminadas las actividades del objeto virtual de aprendizaje se busca que el
estudiante conceptualice la derivada desde la geometria dejando a un lado la mecanizacién que
suele conocerse, a través de una conclusion propia y se realiza la siguiente pregunta

En forma breve realizaremos la conclusion de la presente actividad teniendo en cuenta lo
siguiente: Describa como es la variacion de la posicion con respecto al tiempo Describa con sus
palabras como es la representacion de la velocidad ¢ Qué relacion tiene el resultado de la
derivada con respecto a la pendiente de la recta?

Se disefiaron guias impresas que contienen las actividades didacticas y que puedan
realizarse y resolverse a lapiz y papel se encuentran en los Anexos 1, 2'y 3. Todo el documento
cuenta con las respectivas referencias bibliograficas.

Fase de aplicacidn de los instrumentos de medicién y actividades

La aplicacion de los instrumentos se realizé en una muestra representativa de estudiantes
de licenciatura en matematicas de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia, matriculados
en el curso de Célculo Integral.

Inicialmente se citaron a los estudiantes en una webconferencia realizada en 19 de
septiembre de 2022, donde se socializd con los estudiantes la propuesta de investigacion, y se les
invito a participar en el pretest de conocimientos de calculo integral el cual estuvo disponible por
40 dias. Una vez aplicado el pretest, se recopil6 la informacién y analizd, para tener en cuenta el
disefio de las actividades. Se convocaron a los estudiantes que participaron a una nueva
webconferencia realizada el 30 de noviembre de 2022, donde se socializo las actividades
didacticas presentadas en un OV A para orientar al desarrollo de las mismas. Cada estudiante
dispuso de su tiempo y horario para desarrollar las actividades durante 10 dias, y evidenciar las

respuestas o resolucion de los problemas a través de un enlace disefiado en Google Forms, de
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este modo compartieron las experiencias y se cre6 un grupo a través de WhatsApp para atender
inquietudes. Finalizado el tiempo para el desarrollo de las actividades se compartid el postest a
través de un enlace de Google Forms para que los estudiantes lo resolvieran el formulario estuvo
disponible por 35 dias en el cual participaron 52 estudiantes.

La informacidn se recopild a través de videos y fotografias, adicionalmente se analizaron
cualitativamente los resultados de las experiencias realizadas por los estudiantes en el desarrollo
de las actividades. El pretest y postest se propusieron a través de un enfoque mixto para
determinar el porcentaje de respuestas y la descripcion conceptual propia de los estudiantes.
Fase de recoleccion de informacion

Poblacion y Muestra

La licenciatura en matematicas hace parte de la Escuela de Ciencias de la Educacién de la
Universidad Nacional Abierta y a Distancia (UNAD), oferta formacion superior a distancia con
una metodologia de mediacion virtual y se centra en la formacidn pedagogica didactica,
disciplinar e investigativa, a su vez prepara a los estudiantes para el manejo de las Tecnologias
de la Informacion y Comunicacion TIC y los recursos tecno-pedagogicos en ambientes virtuales.
Para el periodo denominado 1604/2022 (cuarto periodo ofertado con 16 semanas) que se
desarrolla en los meses de agosto a diciembre se cuentan con 1677 estudiantes en toda Colombia,
de acuerdo con informacion entregada por el lider de programa. En su propuesta de malla
académica se encuentran los cursos de calculo y para llegar a ellos se debid aprobar cursos que
los anteceden.

Como se menciond en el capitulo anterior la ensefianza de estos cursos predomina la
fuerte carga operativa y una herencia de la matematica formal, ademas alrededor de nuestra

pregunta de investigacion surgieron necesidades que nos llevaron a mejorar los esquemas de
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enseflanza — aprendizaje, que implementaran estrategias basadas en aprendizaje autébnomo y el
uso de herramientas digitales. Lo anterior llevo a seleccionar estudiantes que ya hubiesen
aprobado el curso de célculo diferencial y enfaticamente la poblacion focal se centr6 en 121
estudiantes matriculados en el curso de célculo integral.

Para calcular la muestra para una poblacion finita se utilizé la ecuacion (Reinoso, 2009)

N*ZZxpxq

T @ (N-D+Z2+prq

* N = Total de la poblacion

* Zo=1.96 al cuadrado (si la seguridad es del 95%)

* p = proporcion esperada (en este caso 5% = 0.05)

*q=1-p(en este caso 1-0.05 = 0.95)

* d = precision

Se calcul6 una muestra de 44 estudiantes con un nivel de confianza de 90% y un margen
de error de 10%. En aras de impactar positivamente la experiencia se hizo la invitacion a través
de las comunidades de aprendizaje conformada por docentes y estudiantes, en la cual
participaron 70 estudiantes de manera activa. matriculados para el periodo indicado
anteriormente.

Recoleccion de datos

De acuerdo con la muestra establecida de estudiantes que pertenecen al curso de calculo
integral y las actividades descritas en la fase de disefio se dispuso de formularios en Google

Forms para la recoleccion de la informacion que permitio la recoleccion, organizacion y analisis.



78

Anélisis de Resultados

Los resultados obtenidos se dividen en dos partes de acuerdo con la metodologia
planteada. En la parte 1 se contrastan los resultados del pretest con el postest para analizar el
grado de evolucion en la comprension conceptual de la derivada, tanto para preguntas cerradas
de ambos instrumentos como abiertas. La parte 2 corresponde al analisis de resultados referentes
al desarrollo de las actividades experimentales realizadas por los estudiantes, donde interactuaron
con el OVA 'y los respectivos software para la modelizacién matematica.
Parte 1: resultados del Pretest y Postest

En el presente apartado se presentan los resultados obtenidos en la aplicacién del pretest
y postest, mediante una comparacién de resultados por items, y de esta manera poder analizar el
avance o retroceso de los estudiantes en la comprension conceptual y operativa relacionada con
la derivada. Como se menciond se propusieron un total de 26 preguntas, de las cuales 22 eran de
seleccién mdltiple con Unica respuesta y 4 preguntas abiertas, las cuales buscaban obtener
resultados sobre las interpretaciones de los estudiantes con la derivada y otros objetos
matematicos afines para su comprension (recta, pendiente, orden de los reales, dominio, rango,
tangente).

Para cada una de las preguntas se utiliza la siguiente convencién, P1 que significa
pregunta pretest y postest 1, P2 significa pregunta pretest y postest 2, Pn significa pregunta
pretest y postest n. La informacion se presenta en un grafico de barras, se usan porcentajes para

una mejor comprensién de los resultados comparativos teniendo en cuenta la respuesta correcta.
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Figura 15.

Respuestas a preguntas de seleccion multiple con Unica respuesta pretest y postest 1y 2.
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Las preguntas 1y 2 hacen referencia al pensamiento aritmético, en las cuales, se
preguntaba acerca del orden de los nimeros reales, buscando que los estudiantes interpreten la
importancia de intervalos, dominio y rango.

P1. Identificar el orden de los numeros es una de las primeras habilidades que se
desarrollan en matematicas, se buscaba que el estudiante identificara el nGmero que fuese mayor.
Se esperaba que los estudiantes respondieran la opcion B (3,5001). En la Figura 15 se observa
que los estudiantes respondieron de forma correcta la pregunta propuesta en el postest tuvo un
aumento porcentual en un 2.4%.

P2. La pregunta se enfocaba a identificar la opcion que no fuera verdadera de manera
adicional era importante que los estudiantes reconocieran los simbolos de mayor que o menor
que. En la figura 15 se observa que el 77% de los estudiantes que presentaron el pretest
responden de forma adecuada encontrando la expresion que no es verdadera (—3 > —2), para el
postest hubo un incremento de 6.9% en los aciertos llegando al 83.9%. También se buscaba

identificar en los estudiantes la capacidad de establecer la relacion entre dos numeros.
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Figura 15

Respuestas a preguntas de seleccion multiple con Unica respuesta pretest y postest 3y 4
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P3. Se buscaba medir en el estudiante la habilidad en la resolucion de problemas con el
uso de desigualdades que lleven a la comprension de intervalos de una funcion. La respuesta
correcta era la opcién C (2, ), en la figura 16 se observa que el 50% de los estudiantes
muestran habilidades para establecer los intervalos de las funciones, el resto del porcentaje se
dividio en las demas opciones, llama la atencion que un 12.9% se represento6 en la opcion €) No
sé. Con respecto al postest hubo un incremento donde se alcanz6 un 64.5%, es decir un aumento
favorable del 14.5%. En cuanto a las respuestas inadecuadas las mas recurrentes fueron las
opciones ay b, sin embargo, la opcién e (no se) hubo una disminucion considerable en el postest
llegando al 3,2%.

P4. Para esta pregunta se esperaba que los estudiantes respondieran la opcién a =

1
2n(n—-1)

de acuerdo con la figura 16, el pretest el 81% de quienes presentaron el pretest

demostraron habilidades algebraicas para resolver el ejercicio propuesto. Con respecto al postest
hubo un aumento llegando al 93,5% esto puede deberse a que al revisar una vez mas el ejercicio

pueden recordar como lo solucionaron o realizar la correccion en caso de equivocacion.
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Figura 16

Respuestas a preguntas de seleccion multiple con Unica respuesta pretest y postest 5y 6
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P5. Se esperaba que los estudiantes despejaran una la funcion propuesta de y en términos
de x la opcion correcta era la d. ﬁ de acuerdo con la figura 17 en el pretest el 78.6% posee

habilidades para resolver ecuaciones, ademas de establecer los intervalos de las funciones como
dominio y rango, funcién creciente o decreciente. En el postest hubo un incremento llegando al
87.1% que logré responder de forma adecuada.

P6. Al igual que la pregunta anterior se buscaba que los estudiantes mostraran la
capacidad de resolucién de problemas La respuesta correcta para esta pregunta era la opcién
b.f(1) = 1, de acuerdo con la figura 17 en el pretest 41% y postest 44.3% se mantienen muy
similares en su respuesta correcta, se requeria que el estudiante resolviera la funcion propuesta a
través de reemplazar el valor solicitado.

Figura 17

Respuesta a pregunta de seleccién multiple con Unica respuesta pretest y postest P7

100,0%
72,9% 71,0%

50,0%

0,0%
Pretest Postest
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P7: La pregunta hacia referencia a la relacion entre el reconocimiento algebraico y la
gréfica de la funcion. Para este item la respuesta correcta es ¢ Recta con pendiente negativa y
parabola abierta hacia arriba, desplazada en una unidad a la izquierda. Sus puntos de
interseccion entre las funciones son (-3,4) y (0,1). De acuerdo con la figura 18 el 72.9% de los
estudiantes en el pretest reconocen la relacion de una funcion con la gréafica correspondiente
ubicando los puntos en el plano cartesiano. En el postest hubo una leve disminucién llegando al
71%. Ladisminucion en un pequefio porcentaje a esta pregunta, se discutird mas adelante.

P8: en esta pregunta se indaga al estudiante sobre como definen, conciben o interpretan
una funcion continua.

Inicialmente los estudiantes definieron de forma rapida la funcion continua que podemos
agrupar en las siguientes frases:

Figura 18

Respuesta de estudiantes a pregunta 8 en el pretest

Como su palabra lo dice, una funcion es continua cuando la grafica continta y su dominio siempre tiene
una imagen

Es aquella grafica que no tiene saltos ni interrupciones

una funcion es continua cuando podemos representar su grafica de un solo trazo, es decir, sin levantar el
lapiz del papel.

cuando va desde menos infinito hasta infinito

Como se muestra en las imagenes de la figura 19, los estudiantes describieron con sus
palabras el significado, el cual es intuitivo, pero no es concreto o formal.

Para el postest, las respuestas de la mayoria de los estudiantes (78.57%) se apoyaron en
las frases similares, pero maduraron el concepto de manera mas formal, como se presenta en la

figura 20. Estas respuestas pudieron ser influenciadas por la actividad didactica donde se orienta



83

al estudiante a la comprension de pendiente, recta tangente, recta secante y la interpretacion de
limite.
Figura 19

Respuesta de estudiantes a la pregunta 8 en el postest

La funcidn f (x) es continua a la derecha en el punto x = a cuando el limite a la derecha en dicho punto
coincide con el valor que toma la funcion en el mismo. Es evidente que si una funcién es continua por la
derecha y por la izquierda en un punto, entonces es continua en dicho punto

Una funcidn es continua cuando cumple las siguientes condiciones: a) f(x) existe b) El limite cuando la
funcion tiene a x existe y c) cuando el valor de la funcion evaluada en el punto es igual al valor del limite.

Aquella que no tiene saltos ni huecos. Debe cumplir algunas propiedades como que los limites laterales
cuando tiende al punto de continuidad en cuestion sean iguales (que exista el limite en el punto) y este sea
igual a la funcién evaluada en dicho punto

Es positivo que los estudiantes tengan la libertad de escribir sus conceptos sin necesidad
de apoyarse en la escritura formal de los libros o fuentes electrénicas. Por otra parte, es
preocupante como el concepto no se encuentra muy claro para otros, a pesar de haber cursado
calculo diferencial y otros cursos de matematica en general.

P9: esta pregunta cuestiona al estudiante si toda funcion continua es derivable, y se pide
una justificacion de la respuesta, puesto que en los cursos tradicionales de Céalculo Diferencial se
pide hallar de forma analitica 0 mecanica, la derivada de funciones que por lo general son
continuas, mediante alguna de las técnicas de derivacion, haciéndoles saber que efectivamente
toda funcion continua es derivable, sin embargo, existen algunas que no lo son, en especial
aquellas que generan puntas o picos como la funcion de valor absoluto de f(x) = x 0 f(x) =
x?—4

La figura 21 muestra la respuesta de los estudiantes para el pretest quienes lo hicieron
desde su apropiacion conceptual y se buscaba indagar como lo concebian para lo cual

encontramos respuestas como:
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Figura 20

Respuestas de estudiantes a pregunta 9 en el pretest

no siempre Para derivar una funcion se debe analizar primero su continuidad

no, para que sea derivable debe ser continua, existan derivadas literales y sean iguales. en ocasiones no
coinciden la posicion de limites de las rectas secantes.
Si una funcion es derivable en un punto (a,b) entonces es continua.

Para que se pueda derivar en un punto tiene que suceder, que la funcién sea continua, que existan las
derivadas laterales y estas sean iguales.

La figura 22 hace referencia las respuestas de los estudiantes para el postest donde se
encuentran frases similares, como por ejemplo:

Figura 21

Respuestas de estudiantes a pregunta 9 en el postest

No, pues hay funciones continuas que tienen derivadas tanto por derecha como por izquierda , pero estas

tiene resultados diferentes.
el hecho de que sea continua no quiere decir que sea derivable en todos los puntos, si teneos una funcion

f(x) en X0 donde X0 es un punto donde f(x) cambia de signo. aqui un ejemplo donde vemos una funcién
continua en un punto pero no derivable en ese punto

Para que una funcién continua sea derivable , tienen que existir las derivadas laterales y estas sean
iguales, es decir, que la funcién derivada sea continua

No, toda derivada es continua, pero no toda continuidad es derivable, ya que es necesario que en el punto

dado exista el limite
Si es derivable. Si es continua entonces se podra establecer para todo punto perteneciente al intervalo, la

pendiente de la recta tangente a la funcion ese ese punto.
Que ia funcion sea continua. Que existan las derivadas laterales y estas sean iguales, es decir, que la
funcion derivada sea una funcién continua

Pese a que la mayoria de los estudiantes adn insisten en que toda funcién continua es
derivable, existen algunos casos que evidencian sobre una interpretacion conceptual, como el
mostrado en la figura 22, donde se menciona que si es derivable. Si es continua entonces se
podréa establecer para todo punto perteneciente al intervalo, la pendiente de la recta tangente a la

funcion en ese punto. En esta respuesta, el estudiante comprende que es la derivada desde un
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punto de vista geométrico (el cual es influenciado por la secuencia didacticas del OVA), pese a
gue no pasa por su mente algunos casos excepcionales donde la funcién continua no es derivable.

Otra respuesta como la mostrada en la figura 22, la estudiante menciona que: el falso,
porque hay funciones que pueden ser continuas en un punto y no ser derivables; esto da cuenta
que, es consciente de que existen casos excepcionales donde la funcién es continua pero no es
derivable en un determinado punto, como lo es, la derivada de valor absoluto de x en x=0 0 la
derivada de f(x) = |x? — 4], cuando x=-2 0 x=2.

Se ha considerado que la pregunta 10, busca analizar si los estudiantes realizan
adecuadamente operaciones con los reales y la capacidad de resolucion algebraica, se piensa que
cuando los estudiantes se enfrentan a una indeterminacion, aplican procesos analiticos
relacionados con el limite, siendo que el ejercicio no lo es. Se realizd un analisis al pretest y
postest en forma detallada, obteniendo lo siguiente:

La respuesta a) indica O la cual puede deducirse al reemplazar el valor dado y como

. 0 . . .
resultado se obtiene 5y el estudiante deduce que es 0, lo cual es incorrecto. De la misma manera

., . . 0 . . e =
sucede con la opcion b) donde el estudiante al reemplazar obtiene 5y lo asocia como infinito oo.

La opcion c) indica 4, dicho resultado se obtiene después de realizar procedimientos algebraicos,

. ., 2-4 —2)(x+2 . -
reduciendo la expresion ’;_2 =& x)_(z )= x4+ 2,y luego sustituyendo el valor numérico de

X=2 se obtiene 4 como resultado, lo cual es referente a cdmo se calcula si hubiese sido un limite.

La opcion d) indica indeterminado la cual es la opcidn correcta.
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Figura 22

Respuestas de estudiantes a pregunta 10 en el pretest

1,4%
ma. 0

Hb. oo
mc. 4
51,4%

d. Indeterminado

He.Nosé

P10: La figura 23 hace referencia a la respuesta de los estudiantes en el pretest. El 51.4%
lograron resolver la situacion problema propuesta, al analizar las otras opciones que eligieron la
opcion a) obtuvo un 37,1% y la opcién c) un 8,6%, lo cual evidencia que los estudiantes acuden
al procedimiento de limite cuando no hay que aplicarlo. El 1.4% considera que cero sobre cero es
infinito.

Figura 23

Respuestas de estudiantes a pregunta 10 en el postest

0,0%

=a.0
mb. oo
49,0%

mc 4

d. Indeterminado

me. Nosé




87

La figura 24 hace referencia a los resultados del postest. EI 49% de los estudiantes
respondieron de forma correcta, al revisar las demas opciones la a) tuvo 41% y la opcion c)
12,9%.

Para concluir. hubo una disminucion del 2% en los estudiantes que respondieron de
forma correcta. La opcion a) aumento en 4% y la c) en un 2,5%. Estos cambios pueden darse por
la resolucidn algebraica a la cual los estudiantes estan comunmente acostumbrados al terminar
un curso de Calculo, pero también por errores conceptuales, relacionadas con las propiedades de
los nimeros reales.

P11. Tiene una caracteristica muy importante porque se buscaba que el estudiante de

. L ., 2-1 .,
forma analitica hallara el dominio y el rango de la funcion f(x) = );T La opcidn correcta es la

C.

En la figura 25 se observa que la mayoria de los estudiantes con un 61.4% responde
manera acertada.
Figura 24

Respuestas de estudiantes a pregunta 11 en el pretest

100,0%

80,0%
61,4%

60,0%

40,0%

14,3%
20,0% 11,4% 57% 7,1% ’

0.0% I ]

W a. D(-00,00)-{1}; R(-o,90)-{1} M b. D(-20,20)-{x}; R(->0,90)-{x} M c. D(-o0,0)-{-1}; R(-o0,)-{-2}

d. D(-e0,00); R(-e2,00) me. Nosé
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En la figura 26 se puede observar que posterior a las actividades hubo un incremento de
la respuesta correcta, en la cual un 67.7% tuvo la capacidad de hallar adecuadamente el dominio
y rango de la funcion.

Figura 25

Respuestas de estudiantes a pregunta 11 en el postest

100,0%
80,0% 67,7%
60,0%
40,0%

20,0% 16,1% 12,9%

oo ]

3,2%

B a. D(-e9,00)-{1}; R(-o,0)-{1} B b. D(-e0,00)-{x}; R(-o°,00)-{x}
B c. D(-00,00)-{-1}; R(-e°,00)-{-2} d. D(-00,00); R(-e2,00)
He. Nosé

P12, hace referencia a teoria de conjuntos para conceptualizar el dominio de una funcion.
Se esperaba que los estudiantes respondieran la respuesta b){1,2,3,4,5,6,7,8,9}. En la figura 27
se observa que en el pretest el 82.9% de los estudiantes respondieron de forma adecuada, al
verificar las demas respuestas el 14,3% se inclinaron por la opcion e No sé. Para el postest hubo
un aumento en la respuesta adecuada hasta el 85.7%, la opcién e no sé, disminuy6 a 7,14%
Figura 26

Respuestas de estudiantes a pregunta 12 en el pretest y postest

100,00% 82,90% 85,70%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%

0,00%

P12

H pretest M postest




89

P13, es una de las preguntas fundamentales, ya que se pregunta por las raices de una
funcidn, las cuales se encuentran asociadas con la primera derivada que ofrece informacion
acerca de los valores los maximos y minimos.

Se esperaba que los estudiantes escogieran la opcionc) x =0,x = —1,x = 1.Enla
figura 28 se observa que solo el 60% respondieron de forma adecuada, por su parte en el postest
lo hicieron el 68,6%. Pese a que los resultados correctos mejoraron, se considera necesario que
los estudiantes requieran profundizar sobre los métodos para hallar las raices de una funcién.
Figura 27

Respuestas de estudiantes a pregunta 13 en el pretest y postest

100,0%

80,0% 68,6%
60,0%

60,0%
40,0%
20,0%

0,0%
P13

M Pretest Postest

En P14, se pide calcular el valor de la pendiente de la recta y su sentido. Este concepto es
fundamental, debido a que nos informa las propiedades de la recta ademas de su importancia

para la geometria y el Calculo, particularmente la derivada. La figura 29 representa los resultados
donde se esperaba que los estudiantes escogieran la opcion correcta como b) m = g donde el
54.3% respondio6 de forma adecuada en el pretest, seguidamente los items que mas puntaje

. 3 -
obtuvieron fueron la ¢) —z 17,1% que puede obtenerse por una confusion en el uso de los

signos, también la opcion d) g 17,1%, este valor se puede obtener cuando se confunden los

puntos con los cuales se hallan la pendiente.



Figura 28

Respuestas de estudiantes a pregunta 14 en el pretest y postest

90

100,0%
80,0%
60,0%
40,0%
20,0%

0,0%

8,6%
|

2,86%

64,29%

54,3%

17,1% 15,71%
17,1%

c d

10,00%

M Pretest Postest

5 99,7,14%

e

Nota.a. m=1,b.m=3/5¢c. m=-3/5d. m=5/3, e. No sé

Por su parte en el postest, el 64.3% logro responder de forma adecuada. A pesar que hubo

. . 3 - - p -z
un incremento en la respuesta adecuada, las opciones ¢) — z disminuyd hasta el 10% y la opcion

d) g disminuy0 hasta el 15,7% (Figura 29). Visualizado lo anterior se aprecia que a pesar de

estar realizando cursos de Calculo existen vacios conceptuales en las nociones basicas.

P15, busca saber en los estudiantes que concepto conciben sobre la recta tangente. El

concepto de recta tangente ha estado asociado en su explicacion y conceptualizacién con la

relacion en la circunferencia (Vivier, 2011), sin embargo, se solicitaba a los estudiantes un

analisis conceptual de la recta tangente como aquella que toca un punto especifico de una

funcion. Se esperaba que los estudiantes escogieran la opcién b) Tangente, como la correcta, la

figura 30 muestra el comparativo entre las opciones correctas y a su vez los resultados por cada

uno de los items. El 45.2% de los estudiantes en el pretest lograron clasificar la recta tangente en

un punto especifico de una funcién.
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Figura 29

Respuestas de estudiantes a pregunta 15 en el pretest y postest

100,0%

80,0%

60,0% 45,7% [ 42,9%
40,0%
¢ 17,1% 9
2000 14,3% 20,0%5,79% 14,3%1 4% 12,9%
,0% . ’ 5,7%
a. Secante b. Tangente c. Perpendicular d. Oblicua e.Nosé

M pretest Postest

En el postest solo el 42.9% respondi6 adecuadamente. Se observa que a los estudiantes
les cuesta comprender este tipo de conceptos, cabe mencionar que otra de las opciones escogidas
fueron la a) recta secante y c) recta perpendicular, esto puede darse porque en la gréafica se
aprecia como la funcion toca un punto y méas adelante corta otro, por lo que ain no se concibe la
nocion de que la recta tangente es en un punto a nivel infinitesimal.

P16 hace referencia a la variacién de una funcion donde los estudiantes determinan el
comportamiento de esta partiendo de la conceptualizacién; el concepto de variacion esta muy
ligado al de derivada, debido a que la variacion es determinada por el comportamiento (creciente,
decreciente o constante) de la recta tangente a la curva. Se esperaba que respondieran como
opcion correcta la d) decreciente (-0 ,0) - creciente (0, «). En la figura 31 se observa que solo el
20% en el pretest y el 24,3% en el postest respondieron de forma adecuada. Se aprecia también
que los estudiantes eligieron tanto en el pretest 51,4% como el postest 48,6% la opcion a)
creciente de (-oo, ), en la cual, el estudiante confunde la variacion con el crecimiento o

visualmente como es la gréafica.
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Respuestas de estudiantes a pregunta 16 en el pretest y postest

100,0%
80,0%
60,0%
40,0%
20,0%

0,0%

51,4%48,6%

0/24,3%
15,7%11 4% 20,0% o 12,9%
5,7% 2,9% L 7,1%
a. creciente b. decreciente c. decreciente (-e=,0) d. decreciente (-o=,0) e.Nosé
de (-eo ,o0) de (-o0 ,00) creciente (0,o°) creciente (0,°°)

M pretest Postest

Pese a que los resultados mejoraron, la respuesta que predomina es incorrecta, donde

expresan que la funcion tiene una variacion creciente de menos infinito a infinito (opcién a de la

Figura 31), lo cual, evidencia que los estudiantes confunden la variacion con el crecimiento o

decrecimiento de la funcion, es decir para el problema planteado, pese a que la funcién es

creciente, su variacion no lo es.

P17, esta asociada al concepto de variacion y al comportamiento en un punto especifico,

la cudl es importante para dar evidencia si el estudiante comprende el concepto de derivada

desde un punto de vista geométrico.

Figura 31

Respuestas de estudiantes a pregunta 17 en el pretest y postest
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La opcion correcta es la ¢) Es infinita, debido a que la pendiente de una recta tangente a
la curva f(x) = Vx en x=0 es una recta vertical, es decir, el valor de su pendiente o variacion en
dicho punto tiende a ser infinita, resultado que se puede notar desde un punto de vista
geomeétrico. En los resultados hubo un incremento de respuestas correctas, sin embargo, sigue
siendo muy bajo (12.9% en el pretest y 14.3% en el postest, ver figura 32). La respuesta que
predomina es cero, que puede estar influenciado por la creencia de que un numero finito dividido
en cero da cero, lo cual es erroneo.

P18. se planted para que los estudiantes determinaran el area maxima y analizar que
nocion tienen sobre maximo y minimos, se esperaba que los estudiantes respondieran a)
cuadrado como la respuesta correcta. En la figura 33 se observa que el 42,9% en el pretest y el
65,7% en el postest lo respondieron de forma adecuada. Por su parte la opcién b) rectangulo
logré en el pretest un valor considerable del 48,6%, pero el mismo, disminuyd en el postest. Es
importante que el estudiante reconozca el concepto de maximos y minimos.

Figura 32

Respuestas de estudiantes a pregunta 18 en el pretest y postest

100,0%
80,0% 65,7%
60,0% 42.9% 48,6%
40,0% 25,7%
20,0% 2,9% 4,3% 2,9% 14% 2,9% 2,9%
0,0% — — —
a. Cuadrado b. Rectangulo c. Rombo d. Trapecio e.Nosé
M Pretest Postest

P19: la figura 34 muestra las respuestas de los estudiantes para la pregunta 19 la cual
estaba disefiada para responder de forma abierta, el valor de dos nimeros que sumen 100 y su

producto sea maximo, dichos valores son respectivamente 50 y 50 debido a que los dos nimeros
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suman 100 y su multiplicacion es maxima. La figura 33 muestra que el 77,1% en el pretest y el
78,6% en el postest respondieron de forma adecuada.
Figura 33

Respuestas de estudiantes a pregunta 19 en el pretest y postest

100,0% 77,1%  78,6%
50,0%
21,4%  18,6%
1,4% 2,9%
0,0% N
(50, 50) Otras respuestas e.Nosé
M Pretest Postest

P20, es una pregunta que busca que el estudiante resuelva el limite de la funcion ya
mencionada en el item 10, para determinar si efectivamente el estudiante aplica el proceso
correspondiente a limite o realiza el valor numérico de una funcion. La opcion correcta es la b) 4;
en el pretest el 14.3% respondié adecuadamente y en el postest el 22.9%. La pregunta busca
medir la capacidad resolutiva del estudiante cuando se tiene un limite. Cominmente se logra con
solo reemplazar el valor, en caso contrario se recurre al uso de casos de factorizacion para
resolver. La opcion que mas eligieron los estudiantes fue la a 0, se puede deducir la escaza
capacidad resolutiva y conceptual, o posiblemente que conciban el cero sobre cero como un

cociente igual a cero.
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Respuestas de estudiantes a pregunta 20 en el pretest y postest
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P21, esta pregunta buscaba que los estudiantes resolvieran una derivada a través de las

técnicas de derivacion; la respuesta correcta es la opcién a) -2. En la figura 36 se observa que en

el pretest el 67.1% resolvieron la derivada, por su parte en el postest hubo un aumento llegando

al 88.6% de respuestas correctas. Es evidente que los estudiantes en general conocen las técnicas

de derivacion.

Figura 35

Respuestas de estudiantes a pregunta 21 en el pretest y postest
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La pregunta P22 tenia una particularidad ya que era similar a la pregunta 21, pero se

agrego el valor absoluto de la misma funcion. Se esperaba que el estudiante resolviera la

derivada propuesta a través del razonamiento y comprension del concepto desde un punto de

vista geométrico y eligiera la opcion e) intervalo -2 desde (-o0,0) y 2 desde (0, »). Lo anterior

evidencia que, muchos estudiantes pueden hallar la derivada de una funcion sin valor absoluto,
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sin embargo, cuando se plantea una con valor absoluto, el porcentaje de respuestas correctas baja
(18.6%, ver figura 37), porque ya no se puede aplicar como tal una técnica de derivacion.

Pese a que para el valor absoluto de una funcion la mayoria de estudiantes se equivocan
para hallar la derivada, en el postest, los resultados correctos mejoraron, subiendo a un 18.6% a
un 38.6% (figuta 37), lo cual pudo haber estado influenciado por el tratamiento de la derivada
desde el punto de vista geométrico.
Figura 36

Respuestas de estudiantes a pregunta 22 en el pretest y postest
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P23: la pregunta buscaba que el estudiante encontrara el valor de la pendiente de la recta
tangente en el punto dado es decir la opcion c) -4. En la figura 38 se observa que en el pretest el
41.4% respondieron de manera adecuada y en el postest lo hicieron el 67.1%; este aumento
indica que los estudiantes apropian la forma de solucion de la derivada. Sin embargo, no se
puede dejar a un lado que para la opcion a) 0, hay un grupo considerable de estudiantes que la
eligen, lo cual indica que reemplazaron directamente el valor de la x en la funcién f(x) e hicieron
la operacion, esto indica una confusion entre el concepto de evaluar una funcion y evaluar la

funcion de derivada.



Figura 37

Respuestas de estudiantes a pregunta 23 en el pretest y postest
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La pregunta P24 tenia una particularidad ya que era similar a la pregunta 23 pero se

agrego el valor absoluto. Se esperaba que el estudiante resolviera el valor de la pendiente de la

recta tangente propuesta a través del razonamiento y comprension del concepto de derivada

desde el punto de vista geométrico, y eligiera la opcién d) indeterminada, debido a que en x=-2

para la funcion f(x) = |x? — 4| pueden existir infinidad de rectas tangentes con valores finitos

de su pendiente. En el pretest las respuestas correctas corresponden a 7.1% y el postest hubo un

aumento con un 18.6% de respuestas correctas.

Pese al aumento en las respuestas correctas, en la figura 39 se observa que las respuestas

que predominan tanto en el pretest como en el postest son incorrectas, lo cual evidencia que para

casos en los que la derivada no puede resolverse mediante una técnica de derivacion, conlleva a

los estudiantes a equivocarse.
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Figura 38

Respuestas de estudiantes a pregunta 24 en el pretest y postest

100,0%
80,0%

60,0% 32,9%

40,0% 34,3% 31,4%
21,4% 18,6% 18,6%
20,0% I 11,4% I 1% 14,3% 0, 0%
0.0% [ | - [ |
a.0 b. 4 c.-4 d. Indeterminado e.No sé

M Pretest Postest

Consideraciones de la primera parte de los resultados.

De esta primera fase se analizaron los resultados del pretest y postest, donde se hizo un
recorrido por los presaberes y soluciones puntuales a ejercicios propuestos de derivada. En
general las respuestas correctas del postest mejoraron al compararse con el pretest, sin embargo,
aun persisten dificultades de tipo algebraico. Aunque parece no haber un aumento considerable
de respuestas correctas, se pudo evidenciar que en las situaciones donde los estudiantes debian
aplicar el concepto de derivada, se lograron respuestas correctas, y en especial los resultados a
las preguntas abiertas y en secuencia didactica que se describira a continuacion.

Resultados a preguntas abiertas del pretest y postest.

A continuacion, se presentan los resultados de las preguntas abiertas que pretendian
indagar los conocimientos acerca de la derivada, por parte de los estudiantes que participaron en
el pretest y postest. Las mismas no requerian conceptos formales o textuales de libros, sino
aquellos que el estudiante a traves de su formacion los haya adquirido y apropiado.

P25: Se pregunto por la definicidn del concepto de la derivada, pero con sus propias

palabras, la figura 40, muestra la repuesta mas recurrente por los estudiantes.
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Figura 39

Respuestas de estudiantes a pregunta 25 del pretest, sobre el concepto de derivada

relacion entre dos variables

Es una funcion matematica, es una manera de reducir una operacion

Es el resultado arrojado cuando realizo procesos de cambios de valores en potencias o letras antes o
después del igual
Lo que resulta al cambiar el valor independiente de una funcion

derivar es hallar una funcion en la que se genere un cambio
No recuerdo una division

es el resultado de un limite

Como se aprecia los estudiantes presentan posibles vacios conceptuales, predomina el
mecanicismo es decir el resultado después de realizadas las operaciones. Hacen una descripcion
meramente procedimental describiendo brevemente los pasos o lo que ellos realizan aplicando
una técnica de derivacion. Las respuestas no recuerdo o division llama la atencion porque la
poblacion participante viene de aprobar el curso de Calculo diferencial, lo que indica que no
hubo un aprendizaje profundo de este concepto.

Para el postest se esperaba que los estudiantes maduraran el concepto o0 que se apropiaran
del mismo al expresarlo con sus palabras. La figura 41 muestra los resultados de las respuestas

mas recurrentes.




Figura 40

Respuestas de estudiantes a pregunta 25 postest

se puede decir que es el limite de la rapidez de cambio de una funcién de dicho intervalo

La derivada es el calculo de la tangente de una curva

una derivada es un procedimiento matematico el cual nos permite calcular en una recta tangente, ciertos
puntos que queremos hallar en una funcion o problema matematico, o un punto exacto de la pendiente
Una derivada es la razén de cambio de y con respecto a x en un punto especifico, es igual a decir que la
derivada es la pendiente en un punto determinado

Es la raz6n de cambio instantanea con la que varia el valor de dicha funcion matematica, seguin se
modifique el valor de su variable independiente.

Es la razon de cambio (o la variacion) entre dos variables en un determinado intervalo.

Es la razén de cambio de una variable con respecto a otra.

Una derivada es la razon de cambio de y con respecto a x en un punto especifico, es igual a decir que la
derivada es la pendiente en un punto determinado

100

Los resultados se consideran positivos por dos razones: primero, los estudiantes pierden

el miedo a escribir, se arriesgan e intentan configurar un concepto mas formal sin llegar a hacerlo

como se pueden encontrar en un libro, sin embargo, la concepcion que tienen los estudiantes

ahora estd mas relacionada con el pensamiento geométrico, es decir, conciben la derivada como

pendiente de la recta tangente o que esta relacionada con la dicha recta. La segunda razén es

porque se deja a un lado los métodos, resultados de procedimientos y formas de resolver,

estableciendo relaciones conceptuales que conllevan a mejorar la comprension de la definicion

desde un punto de vista del pensamiento geométrico.

P26: busca que los estudiantes describieran con sus palabras el significado de la derivada

de una funcidn propuesta, no se buscaba soluciones con procedimientos que lo solucionaran sino

el razonamiento de la definicion.

"Que significa que la derivada de la funcién seay = x? sea la funciony' = 2x?"
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Figura 41

Respuestas de estudiantes a pregunta 26 pretest

Para derivar una potencia se baja su exponente, se multiplica por el coeficiente y se le resta 1 a su
exponente. En esta funcidn la derivada de x2 es igual a 2x

que y o la f(x) es igual x elevado a la 2, y al momento de derivar es igual a 2x

comenzaremos dibujando una tabla de valores X Y para encontrar pares ordenados que determinan los
puntos de nuestras rectas

Significa que la velosidad de cambio de la funcion es de 2x

Se baja el 2 del exponente y se resta 1 al exponente

Bajamos el 2 que esta como exponente y restamos 1 al exponente

Se hace uso de la regla de la potencia

No sé aun

Al derivar, el exponente pasa a multiplicar con la literal que lo acompafia, en este caso el exponente es 2
pasa a multiplicar a la x.

La figura 42, muestra las respuestas mas comunes por los estudiantes en el pretest, se
aprecia que existe una respuesta basada en los procedimientos que se siguen para resolver una
derivada, es decir, las técnicas de derivacion lo cual lleva a concluir un predominio en la
mecanizacién y operatividad a pesar de que la pregunta buscaba una explicacion.

Para el postest los estudiantes maduran su conceptualizacion y se pueden encontrar
respuestas que se agrupan como se muestran en la figura 43.

Figura 42

Respuestas de estudiantes a pregunta 26 postest

Corresponde a la funcion que contiene a todas las pendientes de la rectas tangentes a la funcién original
es la razon de cambio de dicha funcion en cualquier punto, la derivada es la pendiente de la funcion

Significa para cualquier punto x del dominio de la funcion x*2, la funcién derivada que representa la razén
de cambio en y, cuando la variacién en dicho punto x del dominio tiende a cero, es igual a la funcién 2x

Que la pendiente de la recta tangente a la funcién definida como y en cualquier punto de la recta real se
puede hallar mediante la funcion 2x

es la razon de cambio de dicha funcion en cualquier punto, la derivada es la pendiente de la funcion

La derivada de la funcion es la pendiente de la curva, en el punto dado, de tal forma que al reemplazar el
valor de x... para cualquier punto, obtenemos la pendiente
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En la figura 43, se observa que los estudiantes explicaron el significado de la derivada
con sus propias palabras acercandose a la definicién formal desde el punto de vista geométrico,
es decir, lo relacionan mas con la pendiente de la recta tangente a la curva. EI 68% de los
participantes, asociaron la derivada con la pendiente de la recta tangente, variacion, razén de
cambio de una funcidn, y pese a que lo expresaron de manera distinta, se puede deducir que
hablan de un mismo significado. Es innegable que para el resto de los estudiantes (32%) persiste
la mecanizacion como forma de comprension y significado de la derivada.

Parte 2: resultados de las actividades realizadas en OVA

En el siguiente apartado se describe el desarrollo de las actividades didacticas, que fueron
desarrolladas por los estudiantes de acuerdo a cada uno de los marcos establecidos en el modelo
CUVIMA, adicionalmente haciendo uso del OVA se elige alguno de los fendmenos fisicos
propuestos, se realiza la modelizacion con el uso de software sugerido y se finaliza con la
conceptualizacién deductiva matematica. A continuacion, se describen las actividades
presentadas por los estudiantes de acuerdo a cada marco y al final se encuentran consideraciones
reflexivas del desarrollo de las secuencias didacticas.

Marco de la Realidad en la Fisica (MRF)

Para el desarrollo del primer marco, la figura 44, muestra que los estudiantes grabaron el
video de la actividad del fendmeno fisico propuesto en el OVA, haciendo uso del teléfono
inteligente. La actividad fue realizada por 65 estudiantes, algunos presentaron dificultades al
momento de grabar el video como movimientos en la cdmara. Para quienes optaron por realizar
el fendmeno de la caida libre, el objeto elegido no lo hacia completamente vertical, se desviaba
en forma horizontal, para lo anterior debieron hacer varias tomas. Quienes intentaban el

movimiento rectilineo uniforme, el vehiculo no permanecia completamente horizontal se movia
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hacia cualquier lado lo cual dificultaba la captura del video. Solo un estudiante manifesté que
intento el pendular pero no suministro el video. En términos generales los estudiantes
manifestaron que les parecia una actividad interesante, ya que ellos tenian el reto de grabar un
video que aparentemente parecia sencillo, pero no lo era.

Figura 43

Experimentaciones fisicas realizadas por los estudiantes

Nota: imagenes de experimentaciones realizadas por los estudiantes
Marco de Modelizacion del Dispositivo Digital (MMDD).

Para el desarrollo del segundo marco, la figura 45, muestra algunas imagenes donde los
estudiantes modelizaron el fenémeno fisico de acuerdo con el video grabado por ellos, haciendo
uso del software Tracker Physics. Obtuvieron graficas y valores numéricos en tabla que modelan
del movimiento induciendo a la interpretacion fisica de la distancia y tiempo. Curiosamente en
las comunicaciones con los estudiantes manifestaron que realizado el video habia el reto de

llevarlo al software porque no lo habia hecho en ningln curso ya aprobado.
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Figura 44

Modelizacion de fenémeno fisico en software Tracker Physics

Nota: imagenes de datos experimentales realizados por los estudiantes

Los estudiantes, manifestaron dificultades al momento ajustar el video y colocar la vara
calibradora que precisara la distancia desde donde inicia el video. La conformacion de los puntos
en algunos casos no fue regular, lo cual llevo a aproximar e incluso al momento de hacer el
seguimiento se presentaron dificultades como: el objeto con el que grabaron era muy pequefio y
por la velocidad del video no se notaba, o habia movimientos en la cdmara lo que dificultaba el
enfoque. Los intentos de capturar los puntos de los vehiculos fueron fallidos porque se movia y
no era completamente horizontal. No se presentaron dificultades al momento de extraer los
valores arrojados en la tabla por el software Tracker Physics y fueron llevados con facilidad la
herramienta GeoGebra para crear una lista de puntos en el plano cartesiano.
Marco de Analisis Conceptual en la Fisica (MACF).

Los estudiantes manifestaron que asociaron los puntos con cada uno de los momentos del
movimiento, es decir posicion, tiempo, velocidad y aceleracion. De los puntos extraidos de la
modelizacion los estudiantes exploraron como cambian los valores en cada segundo de tiempo y

como se construye una grafica con estos, ademas como es la representa en la ecuacion
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algebraica. De los puntos creados por el movimiento, lo llevaron a GeoGebra como se muestra
en la figura 46 y crearon el listado de puntos para formalizar la ecuacion.
Figura 45

Ajuste de datos experimentales en GeoGebra realizada por estudiantes
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Se establecié comunicacion con los estudiantes para conocer las dificultades presentadas
durante el desarrollo de la secuencia, expresaron que inicialmente cuando creaban la funcién no
entendian con exactitud que estaban graficando, algunos consideraban que iba a ser una recta ya
que el movimiento era recto, pero después de realizarlo y visualizaron que era una parabola que
correspondia al movimiento en el eje y esté la altura y en el eje x el tiempo. En cuanto al ajuste

de los puntos y la ecuacion se presentaron dificultades porque la gréafica debia iniciar en el punto
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que ellos habian escogido como inicial pero no se visualizaba, lo cual llevo a orientar al
estudiante para precisar los puntos en el software Tracker Physics.
Marco de Analisis Conceptual en la Matematica (MACM).

Partiendo de la grafica construida en GeoGebra del desplazamiento del objeto y los
intervalos de tiempo, y con la interaccion del OVA los estudiantes construyen elementos que
apoyan los conceptos como pendiente, recta, recta tangente, puntos de una funcion y variacion
como se muestra en la figura 46.

Figura 46

Construccidn de elementos matematicos asociados a conceptos previos de la derivada
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En comunicacion con los estudiantes manifestaron que en este punto era mas sencillo ya

que se trataba de manejo del GeoGebra, sin embargo, algunos manifestaron que no habia

manipulado la herramienta digital asi por lo cual debieron visualizar en diversas ocasiones el

video de apoyo que se encontraba en el OVA. Los estudiantes contintan el desarrollo de las

actividades propuestas para la construccion geométrica de la derivada figura 47, donde

interacttan con el objeto moviendo el punto sugerido de un lugar a otro.

Figura 47.

Construccion de la derivada por los estudiantes con GeoGebra
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La dificultad en esta Ultima parte de la actividad fue el poco manejo que los estudiantes

tienen del GeoGebra ya que la gran mayoria manifestaron que no habian manejado la

herramienta de esa forma. Para terminar los estudiantes llegaron a un modelo matematico

partiendo de una realidad fisica donde se analiza la posicién y tiempo, como también velocidad y

tiempo. Los estudiantes replican la representacion algebraica y encuentran la pendiente de la

recta tangente a la curva ademas de obtener la ecuacion.
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Consideraciones del desarrollo de la secuencia didactica

En términos generales participaron de la secuencia didactica 65 estudiantes, es decir el
92,8%, lo hicieron de forma activa. Se presentaron dificultades al momento del video ya que no
poseen las habilidades para realizar capturas precisas 0 no cuenta con un tripode. Los estudiantes
optaron por realizar mayormente la experimentacion con la caida libre, esto pudo ocurrir porque
era la primera actividad en el OVA o que era la mas facil de realizar. Llevar los datos al Tracker
Physics y modelarlos en el software fue nuevo para los estudiantes. En la comunicacion
establecida manifestaron abiertamente que no habia hecho ninguna actividad con el software en
cursos anteriores, por lo cual les tomo tiempo la exploracion y manipulacién de la herramienta.

Desarrolladas las actividades propuestas en la secuencia didactica el 87% de los
estudiantes lograron completar la actividad, de estos, el 77% establecieron de forma correcta la
relacion de la recta tangente con respecto a la funcién dada, ademés de como varia a medida que
desplazamos el punto de la funcidn. Se evidencid que los estudiantes concluyeron de forma
correcta el cambio en las gréficas, el 92.3% logro encontrar el valor la pendiente de larecta y la
ecuacion. El 77% de los estudiantes concluyeron que la pendiente representa la velocidad, pero
para quienes realizaron la experimentacién de movimiento rectilineo uniforme les fue complejo
identificar con exactitud a que corresponde (distancia, velocidad, aceleracion).

Al preguntar a los estudiantes por el valor de la pendiente hallada y lo que representa, el
72% lograron concluir que eran los mismos o similares, algunos manifestaron que era
aproximado. El porcentaje restante manifesto que tuvieron inconvenientes en el manejo del

GeoGebra.
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Los estudiantes presentan dificultades en el manejo del software GeoGebra ya que ha
sido solo un apoyo para realizar graficas, pero el manejo que se indicé causo en algunos casos

confusiones y una recurrente consulta en el OVA.
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Discusion de los Resultados

Dentro del proceso investigativo realizado existen resultados que han permitido validar el
disefio de las actividades que se apoyan en la bibliografia consultada. Inicialmente la aplicacion
del pretest y el postest tenian como propoésito obtener resultados interpretativos de los estudiantes
con respecto al concepto de derivada y adicionalmente se requeria de conocimientos afines
inmersos en la aritmética, algebra y geometria.

Del analisis de los resultados se pudo observar que en general, las respuestas correctas
del postest mejoraron al compararse con el pretest, sin embargo, ain persisten dificultades de
tipo algebraico. Aungue parece no haber un aumento considerable de respuestas correctas, se
pudo evidenciar que en las situaciones donde los estudiantes debian aplicar el concepto de
derivada, se lograron respuestas correctas, y en especial los resultados a las preguntas abiertas y
en secuencia didactica que se describira a continuacion.

Visualizar el formalismo matematico desde la experimentacién y la modelizacion, es
parte de una estrategia didactica que promovié mejorar la comprensién del concepto de derivada.
Se parti6 desde fendmenos o aplicaciones reales, que se modelizaron integrando herramientas
tecnoldgicas y secuencias didacticas, para asi llegar a la comprension conceptual, la cual se
evidencid en los resultados analizados en el capitulo anterior. Es claro que no se logré en el total
de los estudiantes, pero los valores indican que es un camino a seguir para lograr una mejor
comprension del concepto de derivada, y en especial reforzar otros tipos de pensamiento
matematico como el geométrico, el cual, es dejado a un lado en los cursos tradicionales de
Célculo Diferencial.

Involucrar a los estudiantes en el proceso de aprendizaje ademas de dotarlos con

elementos experimentales que promuevan el desarrollo del conocimiento y la comprension
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genera una conexion entre las ideas nuevas y los saberes previos, cambia el modelo habitual de
pasividad (hablante-receptor). Los estudiantes tienen la oportunidad de intentarlo, realizar ajustes
y establecer relacion entre las representaciones matematicas que se explican desde la fisica 'y que
tradicionalmente son explicados en un tablero de clase o libros de texto

Las actividades de modelizacion propuestas en herramientas tecnologicas se guiaron a
través de modelo metodologico Cuvima, donde se integraron elementos comunes y de manejo
diario en los estudiantes como lo son teléfonos inteligentes, computadores y aplicaciones
digitales, las cuales los estudiantes se encuentran familiarizados dando un enfoque diferente a su
uso, ademas atiende dindmicamente la ensefianza desde situaciones contextuales, activas,
participativas y colaborativas.

Dentro del proceso de investigacion se promovié el marco didactico matematico del
concepto de la derivada en el curso de calculo diferencial de la Universidad Nacional Abiertay a
Distancia, donde la ensefianza y aprendizaje se integro al uso de herramientas digitales
promoviendo la comprensién desde una interpretacion inductiva y deductiva.

La ensefianza de conceptos matematicos en modalidad virtual puede presentar ciertos
desafios, pero hay diversas estrategias que pueden utilizarse para promover una comprension
conceptual. Inicialmente se partié de una reflexién académica, revision de libros, guias de
aprendizaje, estadisticas de reprobacion y la aplicacion de un pretest a estudiantes que aprobaron
el curso de calculo diferencial, el resultado de lo anterior evidenci6 que los estudiantes requieren
ampliar el conocimiento y las habilidades de resolucidn, ya que fueron evidentes vacios los
conceptuales.

El identificar fendmenos fisicos que permitieran desarrollarse en entornos de facil acceso

0 uso con adecuada iluminacidn, con materiales sencillos y accesibles, fue un reto ya que
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promovieron la experimentacion como medio activo de educacion e interaccion real con el
medio por parte del estudiante, dando sentido a sus conocimientos tedricos adquiridos
previamente. EI modelo Cuvima se consolida como una metodologia posible de realizar en el
aula o fuera de ella, partiendo desde contexto de la fisica, revalorando el uso de dispositivos
digitales e integrando las herramientas tecnologicas a la apropiacion de conceptos matematicos.

El uso de herramientas tecnoldgicas como mediadores para la modelizacion, se puede
considerar parte de una estrategia didactica para la ensefianza de las ciencias y la matematica,
gue genera espacios de educacion e interaccion, fomenta oportunidades de acceso, involucra
contextos y permite que, desde los fundamentos del aprendizaje autonomo, el estudiante explore
y afiance dinamicamente los conceptos.

Aunque se evidenciaron dificultades en los estudiantes al momento del uso del software
Tracker Physics, finalmente se logro afianzar una familiarizacién con la herramienta para mediar
la modelizacion y hacer de la matematica un area mas experimental, dejando huella de un
camino de aprendizaje haciendo y participando, el cual es no convencional o habitual en la
ensefianza de las matematicas. El uso del GeoGebra se Ilevd mas alla de utilizarse solamente
para realizar graficas de apoyo en un curso a explotar las bondades que tiene como el dinamismo
de los objetos geométricos para la comprension desde la Geometria.

El disefio del OVA brinda grandes ventajas en la formacién de los estudiantes porque
permite una interaccién constante adicional las secuencias didacticas trazan el camino que se
desea seguir en la formacidn. Se presentaron limitaciones en la plataforma H5P LUMI, que es el
formato utilizado por la universidad, ya que el almacenamiento de los datos de quienes
participan no son guardados automaticamente, lo cual llevo a generar formularios en Google

Forms para conservar la informacion, es favorable que permita incrustar otras paginas, pero se
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espera gque con el avance en estas herramientas puedan almacenar por completo las
participaciones.

Como se evidencio en los resultados del postest el disefio de actividades contribuye
positivamente en el mejoramiento de los conceptos del Calculo; aunque se aplico en una
poblacién gque ya habia realizado el curso es recomendable que la secuencia didactica haga parte

de las actividades de calculo diferencial.
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Conclusiones y recomendaciones

Durante el proceso investigativo las actividades implementadas bajo secuencias de
aprendizaje e integradas a un OVA, fueron propuestas para la ensefianza del concepto de
derivada desde la experimentacion fisica hasta el formalismo matematico. Las actividades
planteadas como propuesta de investigacion aplicada buscaron responder la pregunta de
investigacion ¢como promover una comprension del concepto de la derivada en cursos de
Caélculo diferencial en la modalidad virtual de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia?

Para dar una respuesta a dicho cuestionamiento, se plante6 como objetivo el disefiar una
propuesta didactica para la educacion virtual y distancia, que promueva el concepto de la
derivada. La propuesta encierra los mundos de las Matematicas, tecnologias digitales y la Fisica,
materializada en un Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA) el cual facilité la mediacion entre los
estudiantes y el tutor, debido a las bondades que ofrece para trabajar en linea o incluso offline.
En la estructura del OVA las actividades se enmarcan en la modelizacion de fendmenos fisicos
guiados bajo el modelo Cuvima, debido a que este proceso matematico permitio darle sentido y
significado a la derivada dentro del contexto de la Fisica. El estudio de los objetos matematicos y
en este caso de la derivada a través de una aplicacion o fendmenos fisico, es didacticamente
adecuado, puesto que enmarca al objeto matematico dentro de la realidad.

Se pudo evidenciar en los resultados que la propuesta aplicada llevo a gran parte de la
muestra de estudiantes a comprender la derivada méas desde un punto de vista geométrico, como
complemento a la mecanizacion algebraica que es tradicional en los cursos de Célculo. Para ello
la propuesta se compone de presentarse mediante un OVA para promover el aprendizaje
autonomo y de manera virtual y a distancia, brindando una flexibilidad al estudiante puesto que

trabajaban en la actividad en sus tiempos, herramientas audiovisuales para la comprension
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conceptual, experimentacion de situaciones para la modelizacion matematica, y la reflexion
mediante la evaluacion.

Es importante mencionar que las actividades, deben enmarcarse en una didactica para
guiar al estudiante a la construccién de los conceptos, por lo que, la propuesta contempla en sus
actividades elementos didacticos, tales como: partir de problemas en contexto, hacer uso de
representaciones, ofrecer una ruta didactica de manera dosificada hasta llegar a lo formal. En las
actividades la tecnologia digital jug6 un papel importante en la modelizacion de un fenémeno
fisico para la obtencion de datos experimentales que permitieron luego estudiar la derivada y la
interaccion dinamica de los objetos geométricos, tal y como se aprecio en los resultados del
desarrollo de la actividad mediada con un software de Geometria Dinamica. La comprension
conceptual de la derivada debe manifestarse en varios de los pensamientos matematicos, tales
como, aritmético, algebraico, variacional y geométrico

La propuesta puede ampliarse a investigaciones futuras, replicandose para otros
conceptos matematicos, manteniendo los siguientes elementos:

1. Utilizar entornos tecnoldgicos, tales como, OVA’s o plataformas virtuales, que contengan
elementos audiovisuales, que permitan plasmar una secuencia didactica para la
construccién e interiorizacion de los conceptos. El uso de software que permitan la
modelizacion matematica y manipulacién de objetos geométricos de manera dinamica.

2. Plantear actividades que contengan elementos didacticos como: partir de un problema en
contexto, problemas dosificados que guien paso a paso al estudiante a la construccién
conceptual, uso de diversas representaciones o registros de representacion semiética, de
modo que no recaiga el concepto sobre la parte operativa y se busque un equilibrio entre

los pensamientos aritmético, algebraico, variacional y geométrico.
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Apéndices
Apéndice A: Pretest

Se presentan preguntas que buscan reconocer los conceptos previos de acuerdo con los
pensamientos matematicos en estudiantes que ingresan al curso de Célculo. El objetivo es
obtener una medida del conocimiento una vez realizado el curso de Calculo Diferencial solo se
pretende determinar los prerrequisitos matematicos y el nivel de pensamiento matematico en
estudiantes que actualmente se encuentran en Calculo Integral.

1 ¢Cual es el mayor de los siguientes numeros?

a. 1.6899 b. 3.5001 c. -8.989 d. 0.54601 e. Nosé.

2. ¢Cual de las siguientes expresiones no es verdadera?

a.3<3 b.-3>—-2 ¢4 >3 d.3< 4 e. No sé.

. ., . 2 2 6
3. Calcular el intervalo de solucion de la desigualdad 7’( +->7

a. (1,2) b.x; = 1,x, =2 ¢.(2,00) d. (—o0,00) e. No sé.
4. Desarrollar la siguiente fraccion algebraica y simplificarla: ﬁ — %
a — bo c¢= 2n-t e. No sé.

2n(n-1) 2 2n(n-1)

5. ¢Cual de las siguientes expresiones se obtiene al despejar la ecuacion?
1 - .,
x=1+ ” Despejar y en funcién de x

a.yzi b.y=xT+1 Cx=1+— dy=

x+1

1 /
— e. No sé.
x—1

6. ¢Cual de las siguientes propiedades se cumplen para la expresion f(x) = 2 — i indica
cudl de las siguientes propiedades se cumplen
a. f(0)=2
b. f(1)=1
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c f(x)=-—

2—x

1
d. f(x)=2-—=

7. En las siguientes funciones
y=—x+1yy=x2+ 2x + 1 encuentran en el mismo plano ¢Cual es su graficay

puntos de interseccion?

Figura 48

Funciones graficas y sus puntos

a. Recta con pendiente negativa y b. Recta con pendiente positiva y
parabola abierta hacia arriba, parabola abierta hacia abajo,
desplazada en una unidad a la desplazada en una unidad a la
izquierda. Sus puntos de izquierda. Sus puntos de
interseccién entre las graficas son interseccion entre las funciones son
34y 11) (01)y (23)

N

c. Recta con pendiente negativa y d. Recta con pendiente positiva y
parabola abierta hacia arriba, parabola abierta hacia abajo,
desplazada en una unidad a la desplazada en dos unidades a la
izquierda. Sus puntos de izquierda. Sus puntos de
interseccioén entre las funciones son interseccion entre las funciones son
(-34)y (0,1) 2-M)y(2)

8. Como define una funcion continua
9. ¢ Toda funcion continua es derivable? Explica tu respuesta

Exprese mediante una ecuacion los siguientes enunciados

22

x%—
xX—2

10. Si x = 2 entonces hallar
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a. 0 b. c.4 d. Indeterminado e. No se

11. Dada la funcién real f(x) = %

11.1. ¢{Cual es el dominio y el rango?

a. Df(—o00,00) — {1} ; Rf (=0, 0) — {1}

b. Df(—00,00) — {x} ; Rf (=00, 0) — {x}

C. Df(=00,00) = {=1}; Rf (=00, 0) — {2}

d. Df(—00,) ; Rf(—00,00)

e. Nose
12.SiU ={1,2,3,45,6,7,89,0} A={1,3,57,9} B ={2,4,6,8} C = {1,2,0}
12.1 Resolver AU B
a. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} b.{1,2,3,4,5,6,789} ¢ @ dANB e Nose
12.2 Resolver B¢ (Complemento de B)
a® b A cB d{24680} e Nose

13. Considere la funcion p(x) = x3 — x ;Cuadles son todas las raices de la funcion?

a.Raices x; =0; x, =1; x3=1

b. Raices x; = 0; x, =0; x3 =1

c.Raicesx; =0; x, =—1; x5 =1

d. Raicesx; =0; x, =0; x3=0

e. Nose

14. Para recta que pasa por los puntos A y B como se indica en la figura ¢ Cuél es el valor

de la pendiente?
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Figura 49

Recta que pasa por dos puntos

A=(23

am=1 b.m=35 c¢m=-3/5 d.m=5/3 e. Nosé
15. Para la funcion
Figura 50

Recta que toca un punto de la funcién

ayea
x3 + 2x2 NG ‘
en el punto C(-1,1) larectay = —Xx es: ‘
pEh e - s
a. Secante b. Tangente c. Perpendicular d. Oblicua e. No sé
16. Para la funcién
a. creciente de (-0, ©)  b. decreciente de (-o0 ,00) c. creciente (-o0 ,0) decreciente

(0, ©0) d. decreciente (- ,0) creciente (0, o) e. No sé
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17. De la funcién anterior f(x)= ¥, de la variacion en el punto x=0 podemos decir que
Figura 51
Gréafica de una funcion para determinar su variacion
o

02

f(x) = VYx su variacidén es: 7 O

-2

02 ¢4 04 08 Y 12 M4 1

f(x) = xX1/3)

a. Estd definida b. Esindeterminada c. Es infinita d. Suvalores 0 e. No sé

18. En un jardin de forma cuadrilatera, para encerrarlo se requiere cierta cantidad c de
alambre, ;Como debe ser el cuadrilatero para que encierre su area maxima?

a. Cuadrado b. Rectangulo c. Rombo d. Trapecio e. No sé

19. Dos numeros enteros suman 100. ¢Cuéles son dichos nimeros para que su producto

sea maximo? (escribe los nUmeros separados por una coma sin espacios ejemplo 90,10)

;. . x%-4
20. Para el limite lim=——
x—2 X—2

a. 0 b.1 c.4 d. Indeterminado e. Nose
21. ;Cudl es la derivada de la funcion f(x) = —2x?

a.-2 b.2 c.Indeterminada d. Infinita e. No sé

22. (Cudl es la derivada de la funcion f(x) = | — 2x]|?

a.-2 b.2 c.Indeterminada d. Infinita e. Intervalo Es - 2 para (-infinito,0) y 2 para (0,

infinito) f. No sé
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23. ¢Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva?
f(x) =x*—4enx=-2

a. 0 b.4 c.-4 d. Indeterminada e. No sé

24. ;Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva?
f(x)=1|x>—4|lenx = -2

a. 0 b.4 c.-4 d. Indeterminada e. No sé

25. ¢Qué es una derivada? Definalo con sus propias palabras

26. ¢ Qué significa que la derivada de la funcion?
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Configuracion Actividad Caida Libre

La presente actividad tiene como objetivo reconocer el concepto de la derivada a traves

del fendmeno de la caida libre. La actividad se puede realizar en grupos de tres (3) estudiantes.

Materiales

Balon o pelota de un tamafio mediano o grande, una cinta métrica, cinta de papel, un

celular smartphone, programa Tracker Physics, programa Geogebra.

Para desarrollar la actividad es importante que se cuente con un espacio amplio.

Preparacion inicial

Descargar programa Tracker Physics

El programa Tracker Physics es un programa gratuito (freeware) que permite el analisis

de videos, desde la toma de datos experimentales (tiempo, posiciones en x y y, velocidad entre

otros), y a partir de ello realizar la construccion de un modelo que aproxima una funcion

matematica.
Figura 52

Programa Tracker Physics

# Tewhm

L T T )

(31 IR TR S

e
Tass

T AL

I

Nota: Uso de Tracker Physics tomado de https://physlets.org/Tracker Physics/



https://physlets.org/Tracker%20Physics/
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La descarga se realiza en la siguiente pagina https://physlets.org/Tracker Physics/ version

Windows o0 Mac dependiendo de la configuracién de su computador.
Figura 53

Descarga Tracker Physics

Tracker Home | Help | Share | OSP Home | Discussion Group | Email Doug

®Tracker

Video Analysis and Modeling Tool

Try Tracker Online

Over 2 million users in 26 languages. Completely free and open source.

Latest Tracker 6 installers: Windows | Recent MacOS | Older MacOS | Linux

Upgrade installers (requires earlier Tracker 6): Windows | Recent MacOS$ | Linux

Installer Help Change Log Discussion Forum
Tip: save your work as a Tracker Project. Easy to build and share. Easy to browse in the Library Browser.

Nota: carga de Tracker Physics tomado de https://physlets.org/Tracker Physics/

El siguiente link: https://youtu.be/QeCwQyXa A8 permite visualizar un video

instructivo basico. Descarga de programa Geogebra version 5.0 (Recomendada)
Figura 54

GeoGebra

GeoGebra para ensenar y aprender
Matematicas

Herramientas digitales gratuitas para clases
graficar, geometria, pizarra interactiva y mas

INICIAR CALCULADORA RECURSOS

Nota: GeoGebra tomado de https://www.geogebra.org/

El Geogebra es un software de geometria dindmica (freeware) que retine la geometria, el
algebra, graficas, hojas de calculo, elementos asociados a la estadistica y el célculo todo en un
solo lugar.

La descarga se realiza en la siguiente pagina

https://www.geogebra.org/download?lang=es version Geogebra Clasico 5



https://physlets.org/tracker/
https://youtu.be/QeCwQyXa_A8
https://www.geogebra.org/download?lang=es
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El siguiente video permite visualizar un instructivo basico para la instalacion y manejo.

Figura 55

Configuracion para grabar video con celular

<& Resolucién de video

Resolucién

(18,7:9) 1080p
(16:9) 1080p
{16:9) 1080p
(16:9) 720p

Codificacién
Grabar en H. 265 ahorra espacio de
almacenamiento (alrededor de 35%). Es H.265 >
posible que los videos en este formato no se
reproduzcan en otros dispositivos.
= Notas:
El efecto de embellecimiento solo esta disponible para
720p.

Configuramos la camara del smartphone para video dando click en ajustes resolucién
(16:9) 1080p a 60 fotogramas por segundo fps. Se recomienda grabar el video con la

configuracién anterior y evitar grabar en camara lenta.

Desarrollo de actividad

Instrucciones para realizar el video desde el celular
Inicialmente escogemos un lugar amplio, en una pared tomamos medidas desde el suelo
hasta una altura de 2 metros. Podemos marcar una guia cada 25 o 50 cm segun conveniencia de

acuerdo como se presenta en la figura 56



https://youtu.be/aMKyprGd3Bk
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Figura 56

Preparacion inicial de lanzamiento.

Una vez realizadas las medidas y la marcacion, uno de los integrantes toma el balon o la
pelota y desde la altura de 2 metros suelta el balon.

La pelota se suelta desde la altura propuesta sin aplicar fuerza adicional ver video. Se
recomienda mantener la cdmara firme o usar un triploide a una distancia proporcional, es decir.
que se pueda captar todo el movimiento

Recomendaciones: No usar fuerzas externas, grabar el video completo, revisar con
precision las medidas 0 marcaciones correctas. En la pared se sugiere utilizar la cinta de papel
para evitar dafios, el lugar debe contar con buena iluminacion y la ubicacién de la cdmara debe

ser en frente y paralela al movimiento.

Preguntas problematizadoras

¢ Describe con tus palabras que sucede? Supongamos que eres un cientifico ¢ Como
explicarias el movimiento?

¢Qué puede concluir una vez termina el movimiento?

¢Cbémo cree que puede relacionarse la matematica con este experimento?

¢Dentro del movimiento notas alguna razén cambio?



https://drive.google.com/file/d/1a09bcHt7RRFjsKu1PQCykEOisPSUIPjN/view?usp=share_link
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Secuencia de andlisis de video en Tracker Physics

Previamente hemos instalado en el computador nuestro programa de anélisis de video

Tracker Physics. A continuacion, da click en el enlace del video explicativo.

Figura 57

Uso de Tracker Physics.

Observa el analisis de video del movimiento caida libre y replica lo mismo con el video
que grabo anteriormente. Captura una imagen de la representacion gréfica de la posicion en 'y vs

el tiempo.

Recordando conceptos de pendiente

Para realizar el anlisis del fendmeno fisico tenemos como objetivo obtener una funcion
y después determinar cudl es la variacion que éste presenta. Puede recordar los conceptos en

cada uno de los enlaces de pendiente de la recta, recta tangente, limite y derivada que se

encuentran en los videos.



https://youtu.be/5WXY-MNnEOI
https://youtu.be/5XZcGI3Kxu8
https://youtu.be/nWPfqEUk8QY
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Figura 58

Concepto de derivada. Contreras y Villamizar (2022)

Para lograr el objetivo propuesto se presentan los siguientes videos donde se detallan el

desarrollo de la actividad, iniciando por un ejemplo para la creacién de una funcion polindémica y

en segundo lugar se dan pautas claras y explicativas en busqueda de la apropiacion del concepto

de razén de cambio vy derivada.

Figura 59

Razén de cambio caida libre.

Secuencia didactica para el concepto de derivada

1. Mueve de izquierda a derecha el punto de la recta tangente (vista grafica 1) y describe
gue pasa con el punto que ubicamos en la vista gréafica 2

Aumenta. Disminuye. Se mantiene igual



https://youtu.be/BmWNXrYQwgQ
https://youtu.be/WFERSiEGZeU
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¢Las gréaficas que se visualizan son iguales? Describelas
Tomando dos puntos de la grafica que se encuentran en la vista 2, es posible hallar la
pendiente y la ecuacion. Sl NO

Yo~

Haciendo uso de la ecuacion m = 2222 el valor de la pendiente es:
1

Haciendo uso de la ecuacion y = mx + b cuél es la ecuacion de la recta:

Que representa el valor de la pendiente

Posicién Velocidad Aceleracion
Tomando la ecuacion cuadratica que muestra el GeoGebra halle la derivada de esta

haciendo uso de las técnicas de derivacioén. El resultado es:

Comparé el resultado obtenido en la pregunta 7.4. con la derivada encontrada en la 7.6.
¢ Como es el resultado?

Similar Diferente

Conclusiones

En forma breve realizaremos la conclusion de la presente actividad teniendo en cuenta lo

siguiente:

Describa como es la variacion de la posicion con respecto al tiempo
Describa con sus palabras como es la representacion de la velocidad

¢Queé relacion tiene el resultado de la derivada con respecto a la pendiente de la recta?
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Configuracion actividad vehiculo en movimiento rectilineo

La presente actividad tiene como objetivo reconocer el concepto de la derivada a través del

fendmeno de movimiento rectilineo. La actividad se puede realizar en grupos de tres (3) estudiantes.

Materiales

Un carro de cuerda o impulso, una cinta métrica, cinta de papel, marcadores, un celular

smartphone, programa Tracker Physics, programa GeoGebra.

Para desarrollar la actividad es importante que se cuente con un espacio amplio.

Preparacion inicial

Descargar programa Tracker Physics
El programa Tracker Physics es un programa gratuito (freeware) que permite el analisis de
videos, desde la toma de datos experimentales (tiempo, posiciones en x y y, velocidad entre otros), y a

partir de ello realizar la construccion de un modelo que aproxima una funcion matematica.

Figura 60

Programa Tracker Physics

)

I L e )

(31~ IR I S

iy

Nota: Uso de Tracker Physics tomado de https://physlets.org/Tracker Physics/

La descarga se realiza en la siguiente pagina https://physlets.org/Tracker Physics/ version

Windows o Mac dependiendo de la configuracion de su computador.



https://physlets.org/Tracker%20Physics/
https://physlets.org/tracker/
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Figura 61

Descarga Tracker Physics

Tracker Home | Help | Share | OSP Home | Discussion Group | Email Doug

®Tracker

Video Analysis and Modeling Tool

Try Tracker Online

Over 2 million users in 26 languages. Completely free and open source.

Latest Tracker 6 installers: Windows | Recent MacOS | Older MacOS | Linux

Upgrade installers (requires earlier Tracker 6): Windows | Recent MacOS | Linux

Installer Help Change Log Discussion Forum
Tip: save your work as a Tracker Project. Easy to build and share. Easy to browse in the Library Browser.

Nota: carga de Tracker Physics tomado de https://physlets.org/Tracker Physics/

El siguiente link: https://youtu.be/QeCwQyXa A8 permite visualizar un video instructivo

bésico. Descarga de programa GeoGebra version 5.0 (Recomendada)
Figura 62

GeoGebra

GeoGebra para ensefar y aprender . e
L » .
Matematicas i

Herramientas digitales gratuitas para clases, 5
graficar, geometria, pizarra interactiva y mas
as

INICIAR CALCULADORA RECURSOS . o~
|

& \
/_/
Bl

Nota: GeoGebra tomado de https://www.geogebra.org/

El GeoGebra es un software de geometria dinamica (freeware) que redne la geometria, el
algebra, graficas, hojas de calculo, elementos asociados a la estadistica y el célculo todo en un solo
lugar.

La descarga se realiza en la siguiente pagina https://www.geogebra.org/download?lang=es

version Geogebra Clasico 5

El siguiente video permite visualizar un instructivo basico para la instalacion y manejo.



https://youtu.be/QeCwQyXa_A8
https://www.geogebra.org/download?lang=es
https://youtu.be/aMKyprGd3Bk
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Figura 63

Configuracién para grabar video con celular

<& Resolucidn de video

Resolucion

(18,7:9) 1080p
(16:9) 1080p
(16:9) 1080p
(16:9) 720p

Codificacion

Grabar en H. 265 ahorra espacio de

almacenamiento (alrededor de 35%). Es H.265 >
posible que los videos en este formato no se
reproduzcan en otros dispositivos.

= Notas:
El efecto de embellecimiento solo esta disponible para
720p.

Configuramos la cdmara del smartphone para video dando click en ajustes resolucién (16:9)
1080p a 60 fotogramas por segundo fps. Se recomienda grabar el video con la configuracion anterior

y evitar grabar en cdmara lenta.

Desarrollo de actividad

Inicialmente escogemos un lugar amplio puede ubicarse en una mesa o en el suelo pero que
sea superficie lisa, se marca una guia cada 50 cm. Ver imagen 1

Una vez realizadas las medidas y la marcacion, uno de los integrantes suelta el vehiculo de
impulso
Figura 64

Representacion del movimiento

P
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El vehiculo se suelta desde la superficie propuesta la misma puede variar el lugar, pero lo

importante es que sea plana y tomar las medidas ver video explicativo.

Se recomienda mantener la camara firme a una distancia proporcional es decir que se pueda
captar todo el movimiento.

Recomendaciones: no usar fuerzas externas, grabar el video completo, revisar con precision
las medidas o marcaciones correctas. En la pared se sugiere utilizar la cinta de papel para evitar
dafios, el lugar debe contar con buena iluminacion y la ubicacion de la cAmara debe ser en frente y

paralela al movimiento.

Preguntas problematizadas

¢describe con tus palabras que sucede? Supongamos que eres un cientifico ¢cémo explicarias
el movimiento? ;qué puede concluir una vez termina el movimiento? ;como cree que puede
relacionarse la matematica con este experimento? ¢dentro del movimiento notas alguna razén

cambio?

Secuencia del Tracker Physics

Previamente hemos instalado en el computador nuestro programa de analisis de videos

Tracker Physics Physics.



https://drive.google.com/file/d/18Q0u771v7WRmvvofnYUVVCEpgTvAmI4u/view?usp=share_link
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Figura 65

Uso de Tracker Physics
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A continuacion, da click en el enlace del video explicativo.

Observa el analisis de video del movimiento caida libre y replica lo mismo con el video que

grabo anteriormente. Captura las representaciones graficas de la posicion en x vs el tiempo.

Secuencia de GeoGebra

Para realizar el andlisis del fendmeno fisico tenemos como objetivo obtener una funcion y
después determinar cual es la variacion que éste presenta. Puede recordar los conceptos en cada uno

de los enlaces de pendiente de la recta, recta tangente, limite y derivada que se encuentran en los

videos.



https://youtu.be/5WXY-MNnEOI
https://youtu.be/5XZcGI3Kxu8
https://youtu.be/nWPfqEUk8QY
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Figura 66

Concepto de derivada.

Para lograr el objetivo propuesto se presentan los siguientes videos donde se detallan el

desarrollo de la actividad, iniciando por un ejemplo para la creaciéon de una funcion polindmica y en

segundo lugar se dan pautas claras y explicativas en blusqueda de la apropiacion del concepto de razén

de cambio v derivada.

Figura 67

Razon de cambio caida libre. Contreras y Villamizar (2022)

Secuencia didactica para el concepto de derivada

¢las graficas que se visualizan son iguales? Describelas
Tomando dos puntos de la grafica que se encuentran en la vista 2, es posible hallar la

pendiente y la ecuacion. Si no



https://youtu.be/BmWNXrYQwgQ
https://youtu.be/WFERSiEGZeU
https://youtu.be/WFERSiEGZeU
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Y2

Haciendo uso de la ecuacion m = ﬁ el valor de la pendiente es:
2741

Haciendo uso de la ecuacion y = mx + b cudl es la ecuacion de la recta:
Que representa el valor de la pendiente
a. Posicion b. Velocidad c. Aceleracion
Tomando la ecuacion cuadratica que muestra el GeoGebra halle la derivada de esta haciendo

uso de las técnicas de derivacion. El resultado es:

Comparé el resultado obtenido en la pregunta 7.4. Con la derivada encontrada en la 7.6.

¢como es el resultado? Similar diferente
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Configuracion actividad péndulo

La presente actividad tiene como objetivo reconocer el concepto de la derivada a través

del fendbmeno de la caida libre. La actividad se puede realizar en grupos de tres (3) estudiantes.

Materiales

baldn o pelota de un tamafio mediano o grande, una cinta métrica, cinta de papel, nylon,

un celular smartphone, Programa Tracker Physics, Programa GeoGebra.

Para desarrollar la actividad es importante que se cuente con un espacio amplio.

Preparacion inicial

Descargar programa Tracker Physics

El programa Tracker Physics es un programa gratuito (freeware) que permite el analisis

de videos, desde la toma de datos experimentales (tiempo, posiciones en x y y, velocidad entre

otros), y a partir de ello realizar la construccion de un modelo que aproxima una funcion

matematica.
Figura 68

Programa Tracker Physics
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Nota: Uso de Tracker Physics tomado de https://physlets.org/Tracker Physics/



https://physlets.org/Tracker%20Physics/
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La descarga se realiza en la siguiente pagina https://physlets.org/Tracker Physics/ version

Windows o0 Mac dependiendo de la configuracién de su computador.
Figura 69

Descarga Tracker Physics

Tracker Home | Help | Share | OSP Home | Discussion Group | Email Doug

®Tracker

Video Analysis and Modeling Tool

Try Tracker Online

Over 2 million users in 26 languages. Completely free and open source.

Latest Tracker 6 installers: Windows | Recent MacOS | Older MacOS | Linux

Upgrade installers (requires earlier Tracker 6): Windows | Recent MacOS$ | Linux

Installer Help Change Log Discussion Forum
Tip: save your work as a Tracker Project. Easy to build and share. Easy to browse in the Library Browser.

Nota: carga de Tracker Physics tomado de https://physlets.org/Tracker Physics/

El siguiente link: https://youtu.be/QeCwQyXa A8 permite visualizar un video

instructivo basico. Descarga de programa Geogebra version 5.0 (Recomendada)
Figura 70

GeoGebra

GeoGebra para ensenar y aprender
Matematicas

Herramientas digitales gratuitas para clases
graficar, geometria, pizarra interactiva y mas

INICIAR CALCULADORA RECURSOS

Nota: GeoGebra tomado de https://www.geogebra.org/

El Geogebra es un software de geometria dindmica (freeware) que retine la geometria, el
algebra, graficas, hojas de calculo, elementos asociados a la estadistica y el célculo todo en un
solo lugar.

La descarga se realiza en la siguiente pagina

https://www.geogebra.org/download?lang=es version Geogebra Clasico 5



https://physlets.org/tracker/
https://youtu.be/QeCwQyXa_A8
https://www.geogebra.org/download?lang=es
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El siguiente video permite visualizar un instructivo basico para la instalacion y manejo.

Figura 71

Configuracion para grabar video con celular

<& Resolucién de video

Resolucién

(18,7:9) 1080p
(16:9) 1080p
{16:9) 1080p
(16:9) 720p

Codificacién

Grabar en H. 265 ahorra espacio de

almacenamiento (alrededor de 35%). Es H.265 >
posible que los videos en este formato no se
reproduzcan en otros dispositivos.

= Notas:
El efecto de embellecimiento solo esta disponible para
720p.

Configuramos la camara del smartphone para video dando click en ajustes resolucién
(16:9) 1080p a 60 fotogramas por segundo fps. Se recomienda grabar el video con la

configuracién anterior y evitar grabar en camara lenta.

Desarrollo de actividad

Instrucciones para realizar el video desde el celular

Inicialmente vamos a unir la pelota con el nylon y para asegurarla la pegamos con la
cinta de papel. Antes de cortar se toma una medida de preferencia 1.20m hasta el otro extremo
donde se amarra y lo deja descolgar.

Es importante tener en cuenta que el lugar que escoja para la actividad debe estar libre de

obstaculos y paredes. Debe permitir que se realice una oscilacion.



https://youtu.be/aMKyprGd3Bk
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Figura 72

Preparacion inicial de lanzamiento.

Una vez realizadas las medidas y la marcacién, uno de los integrantes toma el balén o la
pelota desde la altura mas alta hacia la izquierda a y suelta el balon permitiendo que éste oscile
La pelota se suelta desde la altura propuesta sin aplicar fuerza adicional ver video.

Se recomienda mantener la camara firme o usar un triploide a una distancia proporcional
es decir que se pueda captar todo el movimiento.

Recomendaciones: no usar fuerzas externas, grabar el video completo, revisar con
precision las medidas o marcaciones correctas. El lugar debe contar con buena iluminacion y la

ubicacion de la camara debe ser en frente y paralela al movimiento.

Preguntas problematizadoras

¢describe con tus palabras que sucede? Supongamos que eres un cientifico ;,como
explicarias el movimiento?

¢qué puede concluir una vez termina el movimiento?

¢cOmo cree gque puede relacionarse la matematica con este experimento?

¢dentro del movimiento notas alguna razén cambio?

Secuencia de andlisis de video en Tracker Physics



https://drive.google.com/file/d/12EgXmHohZnl913Q5B30UOkcTLIE5skWf/view?usp=share_link
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Previamente hemos instalado en el computador nuestro programa de analisis de video
Tracker Physics physics.
Figura 73

Uso de Tracker Physics

8 Tode - & X
Archivo Editar Video Trayectorias Sistema de Coordenadas Ventana Ayuda
@ E| B L L | SR ¥ | @ Qi 75 MeC

4
¥ varade caibracica A [ Regla 901 a§| k. Disgramas v | O Seguimiento| | ] sincronizar o

10634 8 x=3006E2m

046 [100% = W > = = a1 3 651

A continuacién, da click en el enlace del video explicativo

Observa el analisis de video del movimiento de péndulo y replica lo mismo con el video
que grabo anteriormente. Captura una imagen de la representacion gréfica de la posicion en x vs

el tiempo.

Composicion de datos de movimiento en GeoGebra

Para realizar el andlisis del fendmeno fisico tenemos como objetivo obtener una funcion
y después determinar cudl es la variacion que éste presenta. Puede recordar los conceptos en

cada uno de los enlaces de pendiente de la recta, recta tangente, limite y derivada que se

encuentran en los videos.



https://youtu.be/L3_3YCiaj0k
https://youtu.be/5XZcGI3Kxu8
https://youtu.be/nWPfqEUk8QY
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Figura 74

Concepto de derivada

razon de cambio v derivada.

Figura 75

Razén de cambio

Para lograr el objetivo propuesto se presentan los siguientes videos donde se detallan el
desarrollo de la actividad, iniciando por un ejemplo para la creacion de una funcion seno y en

segundo lugar se dan pautas claras y explicativas en basqueda de la apropiacion del concepto de

Secuencia didactica para el concepto de derivada

Mueve de izquierda a derecha el punto de la recta tangente (vista grafica 1) y describe

que pasa con el punto que ubicamos en la vista gréafica 2



https://youtu.be/VO_GPkN517U
https://youtu.be/YwRCMgTJ8JE
https://youtu.be/YwRCMgTJ8JE
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a. Aumenta. b. Disminuye. c. Se mantiene igual
¢Las gréaficas que se visualizan son iguales? Describelas
¢Por qué considera que las gréaficas son diferentes?
¢como puede encontrar la funcion de la nueva grafica?
Que representa el valor de la pendiente
a. Posicion b. Velocidad c. Aceleracion
Tomando la ecuacion posicidén que muestra el GeoGebra halle la derivada de esta

haciendo uso de las técnicas de derivacion. El resultado es:

Para comprobar la derivada en GeoGebra en la entrada digite “derivada(f)” es de aclarar

que la letra f hace referencia a la funcion.

Comparé el resultado obtenido en geogebra con la derivada realizada por usted ;como es

el resultado?

Similar b. Diferente

Conclusiones

En forma breve realizaremos la conclusion de la presente actividad teniendo en cuenta lo
siguiente:

Describa como es la variacion de la posicion con respecto al tiempo

Describa con sus palabras como es la representacion de la velocidad

¢qué relacion tiene el resultado de la derivada con respecto a la pendiente de la recta?
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Apéndice C Postest

Se presentan preguntas que buscan evaluar los conceptos adquiridos por los estudiantes
una vez realizadas las actividades propuestas en el objeto virtual de aprendizaje.

1 ¢Cual es el mayor de los siguientes numeros?

a. 1.6899 b. 3.5001 c. -8.989 d. 0.54601 e. Nosé.

2. ¢Cual de las siguientes expresiones no es verdadera?

a.3<3 b.-3>-2 ¢4 >3 d.3< 4 e. No sé.

. ., . 2 2 6
3. Calcular el intervalo de solucion de la desigualdad 7’( +-> 7

a. (1,2) b.x; = 1,x, =2 ¢.(2,0) d.(—0,) e. No sé.
4. Desarrollar la siguiente fraccion algebraica y simplificarla: ﬁ — %
a — bo c¢= 2n-t e. No sé.

2n(n-1) 2 2n(n-1)

5. ¢Cual de las siguientes expresiones se obtiene al despejar la ecuacion?
1 - .,
x=1+ ” Despejar y en funcién de x

boy=22 cx=1+— dy=— e Nosé
x x+1 x—1

1
a.y ::;
6. ¢Cual de las siguientes propiedades se cumplen para la expresion f(x) = 2 — i indica

cudl de las siguientes propiedades se cumplen

e. f(0)=2
f. f()=1

g f() ==

h. f(x)=2-—

f(x)

7. En las siguientes funciones
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y=—x+1yy=x?+2x + 1encuentran en el mismo plano ¢Cual es su graficay
puntos de interseccion?

Figura 76

Funciones graficas y sus puntos

a. Recta con pendiente negativa y b. Recta con pendiente positiva y
parabola abierta hacia arriba, parabola abierta hacia abajo,
desplazada en una unidad a la desplazada en una unidad a la
izquierda. Sus puntos de izquierda. Sus puntos de
interseccion entre las graficas son interseccion entre las funciones son
BaHyQa1) 01y (23)

N

c. Recta con pendiente negativa y d. Recta con pendiente positiva y
parabola abierta hacia arriba, parabola abierta hacia abajo,
desplazada en una unidad a la desplazada en dos unidades a la
izquierda. Sus puntos de izquierda. Sus puntos de
interseccion entre las funciones son interseccion entre las funciones son
(34 y(01) 2-)y(2)

8. Cémo define una funcion continua
9. ¢ Toda funcion continua es derivable? Explica tu respuesta

Exprese mediante una ecuacion los siguientes enunciados

x2_22

10. Si x = 2 entonces hallar

a. 0 b. o c.4 d. Indeterminado e. No se

11. Dada la funcién real f(x) = %
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11.1. ¢Cual es el dominio y el rango?

f. Df(—o0,0) — {1} ; Rf (=, ) — {1}

9. Df(—00,00) —{x}; Rf (=00, 00) — {x}

h. Df(—o0,00) — {1} ; Rf (—00, ) — {—2}

i. Df(—o,00); Rf(—00,)

j. Nose
12.SiU = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} A={1,3579} B ={2468}C ={1,2,0}
12.1 Resolver AU B
a. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} b.{1,2,3,45,6,789} c @ d.AnB e.Nose
12.2 Resolver B¢ (Complemento de B)
aa® b.A cB d{24680} e Nose

13. Considere la funcion p(x) = x3 — x ¢Cuales son todas las raices de la funcion?

a.Raices x; =0; x, =1; x3=1

b. Raices x; =0; x, =0; x3 =1

c.Raicesx; =0; x, =—1; x3=1

d. Raicesx; =0; x, =0; x3 =0

e. Nose

14. Para recta que pasa por los puntos A y B como se indica en la figura ¢Cuél es el valor

de la pendiente?



Figura 77

Recta que pasa por dos puntos

A=(23

am=1 b.m=35 c¢m=-3/5 d.m=5/3 e. Nosé
15. Para la funcion
Figura 78

Recta que toca un punto de la funcion

LR Ll
x3 + 2x2

en el punto C(-1,1) larectay = —Xx es:

C=i-1. 1
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= . o
a. Secante b. Tangente c. Perpendicular d. Oblicua e. No sé
16. Para la funcién
a. creciente de (-0, )  b. decreciente de (-0 ,0) c. creciente (-o0 ,0) decreciente

(0, ©0) d. decreciente (- ,0) creciente (0, o) e. No sé
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17. De la funcién anterior f(x)= ¥, de la variacion en el punto x=0 podemos decir que
Figura 79

Graéfica de una funcién para determinar su variacion

1
o
s

02

f(x) = VYx su variacidén es: 7 O

-2

02 ¢4 04 08 Y 12 M4 1

f(x) = xX1/3)

b. Esta definida b. Es indeterminada c. Es infinita d. Suvalores0 e. No sé

18. En un jardin de forma cuadrilatera, para encerrarlo se requiere cierta cantidad c de
alambre, ;Como debe ser el cuadrilatero para que encierre su area maxima?

a. Cuadrado b. Rectangulo c. Rombo d. Trapecio e. No sé

19. Dos numeros enteros suman 100. ¢Cuéles son dichos nimeros para que su producto

sea maximo? (escribe los nUmeros separados por una coma sin espacios ejemplo 90,10)

;. . x%-4
20. Para el limite lim=——
x—2 X—2

a. 0 b.1 c.4 d. Indeterminado e. Nose
21. ;Cudl es la derivada de la funcion f(x) = —2x?

a.-2 b.2 c.Indeterminada d. Infinita e. No sé

22. (Cudl es la derivada de la funcion f(x) = | — 2x]|?

a.-2 b.2 c.Indeterminada d. Infinita e. Intervalo Es - 2 para (-infinito,0) y 2 para (0,

infinito) f. No sé
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23. ¢Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva?
f(x) =x*—4enx=-2

b. 0 b.4 c.-4 d.Indeterminada e. No sé

24. ;Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva?
f(x)=1|x>—4|lenx = -2

b. 0 b.4 c.-4 d.Indeterminada e. No sé

25. ¢Qué es una derivada? Definalo con sus propias palabras

26. ¢ Qué significa que la derivada de la funcion?
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Apéndice D Enlace LUMI

En el presente apéndice se muestra el enlace del OVA

https://app.lumi.education/run/tm7Aaqi



https://app.lumi.education/run/tm7Aqi

