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Resumen

En la teoría clásica de códigos, los códigos autoduales juegan un papel importante por su rica
estructura algebraica. Para ellos la distancia mínima está acotada superiormente y se deno-
minan extremales aquellos que alcanzan dicha cota. Estos son particularmente interesantes,
ya que ellos pueden corregir el mayor número de errores entre todos los códigos autoduales.
El propósito de este trabajo es analizar la estructura algebraica de un código autodual q-ario
con un automorfismo de orden primo distinto a la característica del cuerpo y posteriormente
con ello, dar una clasificación de todos los códigos extremales Tipo I y Tipo III de longitud
60 con un automorfismo de orden 29 [10]. Para esto hacemos uso de la descomposición del
código C como la suma directa de dos subcódigos e implementamos herramientas compu-
tacionales sobre todas las posibles matrices del código. Concretamente, demostramos que
existen exactamente tres [60, 30, 12] códigos extremales Tipo I y tres códigos extremales
[60, 30, 18] Tipo III, con un automorfismo de orden 29.
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Introducción

Un campo de trabajo que ha tenido bastante atención en la teoría clásica de códigos es
el estudio de los códigos lineales de bloque y autoduales. Esto porque cuentan con una rica
estructura algebraica, además de relaciones con otras áreas de las matemáticas, tales como
la teoría de grupos, la teoría de diseños y la teoría de invariantes. A esta familia de códigos
pertenecen varios de los códigos conocidos tales como los códigos de Golay extendido binario
y ternario.

Mallows-Sloane, Rains [30], lograron demostrar que para los códigos autoduales la dis-
tancia mínima está acotada superiormente por una cota menor a la cota de Singleton. Los
códigos que alcanzan esta nueva cota superior se denominan códigos extremales y son de
gran importancia debido a que corrigen el mayor número de errores entre todos los códigos
autoduales.

Debido a su importancia, es interesante la construcción y posible clasificación, salvo equi-
valencia de códigos autoduales, particularmente extremales, con determinados parámetros
dados. Una técnica ampliamente usada y fructífera es definir un automorfismo del código
de orden primo distinto a la característica del cuerpo y trabajar con la descomposición del
álgebra resultante. Por lo tanto, el objetivo central de este trabajo es analizar los resultados
establecidos en [10] acerca de la estructura algebraica de un código autodual q-ario con un
automorfismo de orden primo distinto a la característica del cuerpo Fq y con ello, en parti-
cular, dar una clasificación de todos los códigos extremales Tipo I y Tipo III de longitud 60
con un automorfismo de orden 29.

En cuanto a la organización del documento, éste estará dividido en cuatro capítulos. En
el Capítulo 1 se presentan los conceptos y resultados básicos sobre anillos, módulos y el
álgebra de grupo KG, que son fundamentales para el desarrollo de los siguientes capítulos.
En el Capítulo 2 se hace una introducción a la teoría de códigos lineales, presentando los
conceptos básicos y las familias de códigos autoduales y en particular extremales. En el
Capítulo 3 se analiza la estructura algebraica de un código lineal C ≤ Fn

q con un automorfismo
permutacional σ ∈ Sym(n) de orden primo p distinto a char(Fq). Aplicando el Teorema de
Maschke establecemos que C es la suma directa C = Fσ(C) ⊕ Eσ(C), donde Fσ(C), es
denominado el código fijo de C y Eσ(C), el código par. Por lo tanto, encontramos que el
código C tiene una matriz generadora de la forma

gen(C) =

(
X Y
Z O

)
} gen(Fσ(C))
} gen(Eσ(C)),
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que nos permite en muchos casos construir y clasificar los códigos con ciertos parámetros.
Finalmente, en el Capítulo 4 se utilizan los resultados establecidos en el capítulo anterior
aplicados a los códigos extremales Tipo I y Tipo III de longitud 60 con un automorfismo
de orden 29 y así obtener una clasificación de los mismos [10]. De igual forma se presentan
los cálculos y resultados que nos permiten establecer el polinomio enumerador de peso de
estos códigos haciendo uso de los teoremas de Gleason [25, pag. 341-342] y también matrices
explícitas para los códigos no equivalentes resultantes.



Capítulo 1

Preliminares

En este Capítulo se presentan los conceptos necesarios para el desarrollo y comprensión de
este trabajo. Principalmente, se definen anillos, módulos y el álgebra de grupo KG.

1.1. Anillos
A continuación se introduce la teoría de anillos. Por lo cual, se define anillos, subanillos,

ideales, homomorfismo de anillos y el anillo cociente.

Definición 1.1. Un anillo A es un conjunto no vacío dotado de dos operaciones, llamadas
suma (+) y producto (·), tales que se cumplen las siguientes condiciones:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

2. (A, ·) es asociativo, esto es, a(bc) = (ab)c para todo a, b, c ∈ A.

3. (a+ b)c = ac+ bc y a(b+ c) = ab+ ac para todo a, b, c ∈ A.

Escribiremos (A,+, ·) para denotar el anillo A con las dos operaciones. Si (A, ·) es una
estructura algebraica abeliana, decimos que el anillo es conmutativo y si existe 1 ∈ A tal que
a · 1 = 1 · a = a para todo a ∈ A, decimos que A es un anillo con identidad 1A.

Un ejemplo trivial de anillo con identidad es A = 0, donde 0 es la identidad multiplicativa
y el elemento neutro aditivamente. Para evitar esto supondremos que 1 ̸= 0 y que todo anillo
tiene más de dos elementos. También vamos a suponer que todos los anillos son anillos con
identidad.

Ejemplo 1.2. 1. Los enteros (Z,+, ·) son quizás el anillo conmutativo con unidad más
sencillo por excelencia. Pero además, (Q,+, ·), (R,+, ·) y (C,+, ·) son anillos conmu-
tativos con unidad.

2. Si n es un número natural, el conjunto nZ de los múltiplos de n es un anillo conmutativo
sin elemento unidad.

Definición 1.3. 1. Un elemento a ∈ A es invertible o una unidad si existe b ∈ A tal que
ab = ba = 1. En dicho caso escribiremos b = a−1.
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1.1 Anillos 5

2. Un elemento 0 ̸= a ∈ A es un divisor de cero derecho (izquierdo) si existe 0 ̸= b ∈ A
tal que ab = 0 o (ba = 0).

3. Un elemento 0 ̸= a ∈ A es un divisor de cero si existe un 0 ̸= b ∈ A tal que ab = ba = 0.

4. Un anillo conmutativo que carezca de divisores de cero laterales (y por lo tanto divisores
de cero) se denomina dominio entero.

5. Un anillo en el cual todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo se denomina un
anillo con división.

6. Un anillo con división conmutativo se denomina un campo.

Es fácil ver que todo campo es un dominio entero puesto que carece de divisores de cero.
Sin embargo, el recíproco no es cierto puesto que existen dominios enteros infinitos que no
son cuerpos, como por ejemplo Z.

Lema 1.4. Un dominio entero finito es un cuerpo.

Demostración. Sea D = {a, 1, a1, . . . an} un anillo con n + 2 elementos y 0 ̸= a ∈ D. Si
aD∗ := {ax : 0 ̸= x ∈ D}, entonces |aD∗| = n+1 puesto que ax1 = ax2 implica que x1 = x2

y más aún porque 0 /∈ aD∗, ambas afirmaciones debido a que D no posee divisores de cero.
Entonces aD∗ = D∗. Puesto que 1 ∈ D∗, entonces 1 = ab, con 0 ̸= b ∈ D. De manera similar
1 = ab′ y entonces a es invertible.

Ejemplo 1.5. 1. Dado un anillo A sea Mn(A) el conjunto de las matrices de tamaño
n × n con entradas en A. Podemos ver que Mn(A) es un anillo bajo la adición y
multiplicación usual de matrices. Además, Mn(A) puede tener divisores de ceros y
no ser un dominio entero aunque A sea un dominio entero. Por ejemplo A = Z2 y(

1 1
1 1

)
,
(

1 0
1 0

)
∈ M2(Z2), pero

(
1 1
1 1

)(
1 0
1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

2. Decimos que la matriz A := (aij) ∈ Mn(A) es una matriz triangular superior si aij = 0
para todo i > j. El conjunto Tn(A) de las matrices triangulares de tamaño n× n con
entradas en A es un anillo.

3. Si G es un grupo aditivo abeliano y End(G) denota el conjunto de todos los homo-
morfismos f : G → G, entonces End(G) es un anillo con identidad bajo la adición y
composición de funciones. En este caso la función cero es el elemento neutro aditivo y la
función idéntica la identidad. El anillo End(G) es llamado el anillo de endomorfismos
de G.

4. Sea A un anillo, A[x] := {(a0, a1, a2, . . .) : aj ∈ A, aj ̸= 0 para una cantidad finita},
entonces A[x] bajo las operaciones (aj) + (bj) = (aj + bj) y (aj)(bj) = (cj) con ck =∑k

j=0 ajbk−j es un anillo, denominado como el anillo de las sucesiones infinitas de A.
Dicho anillo es un anillo con identidad 1 = (1, 0, 0, . . .) y usualmente es denominado
el anillo de los polinomios con coeficientes en A sobre la indeterminada x al hacer la
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identificación x = (0, 1, 0, . . .). En este caso tenemos que xj = (0, 0, . . . , 1, 0, . . .) y que
todo elemento (a0, a1, . . . , an, 0, 0; . . .) de A[x] se puede escribir como

(a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) =
n∑

j=0

ajx
j,

al definirse la multiplicación a(ai) := (aai). Un polinomio p en A[x] se denota como
p(x) para hacer énfasis en la indeterminada x también conocida como variable. Si
p(x) =

∑n
j=0 ajx

j y an ̸= 0, decimos que grad(p) = n. Para p(x) = 0, definimos
grad(p) = −∞. Diremos que p(x) =

∑n
j=0 ajx

j es mónico si grad(p) = n y an = 1. En
caso en que A = K sea un campo, entonces K[x] es además de un anillo un K-espacio
vectorial con base {xj : j = 1, 2, . . .}. Además, A es un anillo conmutativo si y sólo si
A[x] es conmutativo y si A es conmutativo, entonces A es un dominio entero si y sólo
si A[x] es un dominio entero.

Subanillos e ideales
Dado un anillo A observaremos que ciertos subconjuntos de éste bajo las mismas opera-

ciones de A poseen propiedades importantes. Algunos de ellos serán denominados subanillos
y otros ideales.

Definición 1.6. Sea S ̸= ∅ y S ⊆ A, decimos que S es un subanillo de A si S bajos las
operaciones de A es también un anillo.

Ejemplo 1.7. Vemos que en la secuencia de anillos Z,Q,R y C cada uno es un subanillo de
los siguientes.

Observación 1.8. 1. Dado que estamos suponiendo que todos los anillos tienen identi-
dad, si S es un subanillo de A, en particular es un anillo y por lo tanto tiene identidad
1S. Es por ello que para nosotros el subconjunto nZ de Z con n ∈ N no es un subanillo
de Z.

2. Pero aunque todo subanillo S tenga una identidad 1S no necesariamente 1S = 1A. En
efecto, A = Z× Z es un anillo con unidad (1, 1) y suma y multiplicación componente
a componente. Además S = {(n, 0) ∈ A : n ∈ Z}, es un grupo abeliano aditivo y es
cerrado bajo la multiplicación. Por lo tanto, S es un anillo con identidad (1, 0). Sin
embargo 1A = (1, 1) ̸= (1, 0) = 1S.

3. Dado que la identidad de un anillo es única, si 1A ∈ S y S es un subanillo, entonces
1A = 1S. En nuestro caso no sólo supondremos que todo anillo tiene identidad, sino que
además que para todo subanillo S se tiene 1S = 1A. Por lo tanto, en el inciso anterior
S no es un subanillo de A.

En conclusión, un subconjunto no vacío S de un anillo A es un subanillo de A si y sólo si

1. (S,+) es un subgrupo abeliano.
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2. (S, ·) es una estructura algebraica.

3. 1A ∈ S.

Lema 1.9. Un subconjunto no vacío S de un anillo A es un subanillo de A si y sólo si

1. x− y ∈ S para todo x, y ∈ S.

2. xy ∈ S para todo x, y ∈ S.

3. 1A ∈ S.

Demostración. Del primer ítem, se sigue que (S,+) es un subgrupo abeliano. La propiedad
asociativa del producto y la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma se
siguen de que S es un subconjunto de A. Finalmente, xy ∈ S para todo x, y ∈ S demuestra
la cerradura de la operación producto y 1A ∈ S muestra que es un anillo con unidad.

Lo siguiente es construir estructuras cocientes de anillos, tal como se desarrolla en la
teoría de grupos. Para ellos debemos encontrar cuál es el concepto análogo de subgrupo
normal en la teoría de anillos. En principio podríamos pensar que si el concepto de subanillo
es el concepto análogo de subgrupo, deberíamos buscar entre los subanillos las estructuras
análogas a los subgrupos normales. Este es un camino más o menos correcto dado que la
estructura indicada, denominada ideal bilateral propio I, es un conjunto parecido a un tipo
particular de subanillo. Parecido porque no posee identidad y particular porque se exigirá
que además que xa ∈ I y ax ∈ I para todo a ∈ A y x ∈ I.

Definición 1.10. Sea I ̸= ∅ y I ⊆ A y A un anillo. Entonces I es un ideal derecho de A si
y sólo si:

1. (I,+) es un subgrupo abeliano de A.

2. xa ∈ I, para todo a ∈ A y x ∈ I.

En forma similar se define un ideal izquierdo. En caso en que I sea un ideal derecho e
izquierdo de A, decimos que I es un ideal bilateral de A o simplemente un ideal de A.

Lema 1.11. Sea I ̸= ∅ y I ⊆ A y A un anillo. Entonces I es un ideal derecho de A si y sólo
si:

1. x+ y ∈ I, para todo x, y ∈ I.

2. xa ∈ I, para todo a ∈ A x ∈ I.

Demostración. =⇒] Es evidente.
[⇐= Solo hay que notar que si y ∈ I, entonces (−y) = y(−1) ∈ I. Por lo tanto x+(−y) ∈ I,
para todo x, y ∈ I y (I,+) es un subgrupo de A.

Ejemplo 1.12. 1. {0} y A son ideales de A, denominados ideales triviales. Si estos son
los únicos ideales bilaterales de A diremos que A es un anillo simple. Nótese que {0}
es un ideal de A pero no un subanillo dado que no tiene identidad.
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2. Nótese que existen subanillos que no son ideales, por ejemplo Z no es un ideal de Q.
Pero recíprocamente, si un ideal no es un subanillo es debido a que carece de identidad.
Por ejemplo, el subgrupo abeliano aditivo I = ⟨n⟩, donde 1 ̸= n ∈ Z, es un ideal de
Z que no es un subanillo al no tener identidad. Vemos entonces que la única forma de
que I sea ideal y subanillo es que posea identidad, pero en este caso I = A.

3. Claramente, la intersección de cualquier familia de ideales derechos de A es un ideal
derecho de A. Si S ⊆ A, entonces el ideal derecho generado por S denotado como ⟨S⟩d,
es el menor ideal derecho de A que contiene a S, es decir

⟨S⟩d :=
⋂
i∈F

I,

donde F := {I : I es un ideal derecho de A con S ⊆ I}. Se demuestra fácilmente que:

⟨S⟩d :=

{
m∑
i=1

siai : si ∈ S, ai ∈ A,m ∈ N

}
.

En caso en que S sea finito S = {s1, s2, . . . , sn}, escribiremos ⟨S⟩d = ⟨s1, s2, . . . , sn⟩ y
diremos que dicho ideal es finitamente generado.

4. En igual forma se define el ideal izquierdo ⟨S⟩i y el ideal bilateral ⟨S⟩i generado por
S. Se prueba entonces

⟨S⟩i :=

{
m∑
i=1

aisi : si ∈ S, ai ∈ A,m ∈ N

}
y

⟨S⟩ :=

{
m∑
i=1

bisiai : si ∈ S, ai ∈ A,m ∈ N

}
.

5. Si S = {x}, entonces se suele denotar por ⟨x⟩d = xA al ideal derecho generado por x.
En igual forma por ⟨x⟩i = Ax al ideal izquierdo generado por x. Además, denotamos
por ⟨x⟩ = AxA al ideal bilateral generado por x. Nótese que ⟨x⟩d coincide con el
conjunto producto {xa : a ∈ A} y por ello se usa la notación xA, sin embargo el
conjunto {axb : a, b ∈ A} ≠ AxA (ya que no se puede sacar factor común como en el
caso lateral) y no siempre es un ideal bilateral de A. Por ejemplo, en A = M2(Q) el
conjunto

B =

{
M

(
1 0
1 0

)
N : M,N ∈ M2(Q)

}
no es un ideal bilateral, puesto que M2(Q) sólo tiene ideales triviales y B no lo es. En
efecto B ̸= {0} y B ̸= A, puesto que I2 /∈ B.

6. Vemos que ⟨S⟩ es el menor ideal bilateral que contiene a S y ⟨S⟩d es el menor ideal
derecho que contiene a S, por lo tanto en general ⟨S⟩d ⊆ ⟨S⟩. Sin embargo, si I =
⟨S⟩d = ⟨S⟩i, tenemos que I = ⟨S⟩.
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7. En el caso en que I = xA (I = Ax) diremos que I es un ideal principal derecho
(izquierdo) de A. Si I = AxA se dice que es un ideal principal bilateral. En caso en
que todo ideal derecho e izquierdo de A sea un ideal principal derecho o izquierdo
respectivamente, A es denominado un anillo de ideales principales, lo cual abreviamos
como AIP. Es claro que en un AIP todo ideal bilateral es un ideal bilateral principal.

8. Definamos ahora las operaciones usuales con ideales. Dado dos ideales bilaterales I, J
de un anillo A, definimos el ideal producto como

IJ :=

{
n∑

i=1

xiyi : xi ∈ I, yi ∈ J

}

Puesto que xiyi ∈ I ∩ J , es claro que IJ ⊆ I ∩ J . Obsérvese que el producto IJ no
está definido como en grupos. Note además que IJ = ⟨S⟩, donde

S = {xy : x ∈ I, y ∈ J}.

En efecto sea z ∈ ⟨S⟩ , entonces:

z = r1(x1y1)s1 + · · ·+ rn(xnyn)sn

= (r1x1)(y1s1) + · · ·+ (rnxn)(ynsn) ∈ IJ.

En forma recursiva se define el producto de un número finitos de ideales I1I2 · · · In.
Por otra parte, dado dos ideales derechos (izquierdos, bilaterales) I, J de A, entonces
la suma I + J = {x+ y : x ∈ I, y ∈ J} es un ideal derecho (izquierdo, bilateral) de A.
En general, si {Iα}α∈△ es una familia indexada cualquiera de ideales derechos entonces
la suma ∑

∆

Iα :=

{∑
α∈∆

xα : (xα)α∈∆, tiene soporte finito

}
,

es un ideal derecho de A. La afirmación es igual de válida para los ideales izquierdos y
bilaterales.

9. El anillo Z de los enteros es una anillo de ideales principales. Podemos ver que si I es
un ideal de Z entonces I = ⟨n⟩ para n ∈ Z. Si es un ideal propio, entonces I = ⟨n⟩
y 1 /∈ I. Así, I sería un ideal pero no un subanillo de Z. ¿Tiene Z algún subanillo
propio? La respuesta es que no dado que los únicos subgrupos abelianos de Z son nZ
para n ∈ N y 1 /∈ nZ si n ̸= 1.

10. El centro de un anillo A se define como

Z(A) := {x ∈ A : ax = xa para todo a ∈ A}.

Es fácil ver que Z(A) es un subanillo de A. Además, si A es un subanillo con división,
entonces Z(A) es un campo. También, si A es un anillo con división y A× = A \ {0},
entonces Z(A×) = Z(A)×, es decir, el centro del grupo multiplicativo A× consiste en
los elementos distintos de cero de Z(A).
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11. Los cuaterniones H, denotados con esta letra en honor a W.R. Hamilton son un ejemplo
de un anillo con división que no es conmutativo, es decir, algo como un campo no
conmutativo o en particular un dominio entero no conmutativo. H es definido como el
espacio vectorial sobre R generado por 1, i, j, k. Es decir,

H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R},

donde i2, j2, k2 = −1. ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik y todo a ∈ R
conmuta con 1, i, j, k.

12. Si un ideal lateral I de A contiene una unidad u, entonces I = A. En efecto, si u ∈ Id
entonces 1 = uu−1 ∈ I y por ello I = A. Como es lógico este resultado vale también
para ideales bilaterales. Por lo tanto, si A es una anillo con división los únicos ideales
laterales o bilaterales de A son I = {0} e I = A, es decir, A es simple. No obstante, si A
es simple, si sus únicos ideales bilaterales son los triviales, entonces no necesariamente
es un anillo con división. Lo que si podemos afirmar es que si A es un anillo conmutativo
simple, entonces A es un anillo conmutativo con división, es decir, un cuerpo. En efecto,
si 0 ̸= a ∈ A, entonces ⟨a⟩ = A. Por lo tanto, 1 ∈ ⟨a⟩ y entonces 1 = ax = xa, para
x ∈ A. En otras palabras, todo elemento no cero de A es una unidad. En conclusión
tenemos:

a) Todo anillo con división es simple.
b) Todo campo es simple.
c) Todo anillo simple conmutativo es un campo.

Como ya afirmamos, no todo simple es un anillo con división y mucho menos un campo.
Por ejemplo Mn(D), donde D es un anillo con división es simple, pero no es un anillo

con división. En efecto, si A = M2(Q) vemos que a =

(
1 0
1 0

)
no es una unidad.

Homomorfismo de anillos
En esta sección trataremos de desarrollar herramientas que nos permitan determinar

cuando dos anillos son algebraicamente el mismo.

Definición 1.13. Dados dos anillos A y B, decimos que una función σ : A → B es un
homomorfismo de anillos si se cumple:

1. σ(x+ y) = σ(x) + σ(y), para todo x, y ∈ A.

2. σ(xy) = σ(x)σ(y) para todo x, y ∈ A.

En caso en que σ sea inyectiva, sobreyectiva o biyectiva se dirá que σ es un monomorfismo,
un epimorfismo o un isomorfismo respectivamente.

Observación 1.14. Si σ : A → B es un homomorfismo, nótese que σ(1) = σ(1)σ(1) = σ(1)2,
es decir, σ(1A) es un idempotente de B. En caso en que σ sea un epimorfismo vemos además
que σ(1A) = 1B. En efecto, sabemos que existe x ∈ A tal que σ(x) = 1B y entonces
σ(1A) = σ(1A)1B = σ(1A)σ(x) = σ(1A · x) = σ(x) = 1B.
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Un homomorfismo de anillos para el cual σ(1A) = 1B se denomina homomorfismo que
conserva identidad. En nuestro caso supondremos que todos los homomorfismos son de este
tipo, una de las múltiples razones es para fácilmente σ(A) sea un subanillo con identidad.

Definición 1.15. Dado un homomorfismo de anillos σ : A → B definimos

1. Ker(f) := {x ∈ A : f(x) = 0}, denominado el kernel de f.

2. Im(f) := {f(x) : x ∈ A}, denominado la imagen de f.

Lema 1.16. Sea f : A → B un homomorfismo de anillos entonces:

1. Si B′ ≤ B, entonces f−1(B) ≤ A.

2. Si I es un ideal derecho (izquierdo, bilateral) de A, entonces f(I) es un ideal derecho
(izquierdo, bilateral) de B.

3. Si J es un ideal derecho (izquierdo, bilateral) de B, entonces f−1(J) es un ideal derecho
(izquierdo, bilateral) de A.

4. Si I es un ideal de cualquier tipo de A, entonces f−1(f(I)) = I +Ker(f).

5. Si J es un ideal de cualquier tipo de B, entonces f(f−1(j)) = J ∩ Im(f).

6. f es un monomorfismo si y sólo si Ker(f) = {0}.

El anillo cociente

La definición de ideal fue dada con el fin de poder definir una estructura cociente en la
teoría de anillos, la cual damos a continuación.

Definición 1.17. Si I es un ideal bilateral propio de A, entonces el conjunto de las clases
laterales de I en A, definido como

A/I := {a+ I : a ∈ A},

es un anillo bajo las operaciones

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I

y
(a+ I)(b+ I) = (ab) + I.

El conjunto A/I se denomina el anillo cociente o anillo factor de A sobre I. La identidad de
A/I es 1 + I. Como es usual, denotaremos la clase a+ I por [a].
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Observación 1.18. 1. Aunque por múltiples razones es interesante definir y estudiar
ideales laterales, nótese que la definición anterior sólo tiene sentido si se exige que el
ideal I sea bilateral. Esto debido a que en otro caso la estructura multiplicativa no
estaría bien definida. En efecto, si a+I = b+I y c+I = d+I, entonces ac+I = bd+I
si y sólo si ac−bd ∈ I. Pero esto último se tiene solamente si I es bilateral. Vemos que si
a = b+i y c = d+i′, entonces ac = bd+bi′+id+ii′ y por lo tanto ac−bd = bi′+id+ii′ ∈ I.
En caso de que I sea solamente un ideal lateral, A/I será solamente un grupo abeliano
aditivo.

2. Nótese que en la definición anterior I es bilateral distinto de A, dado que en otro
caso A/I = {I} y no se tendría la estructura de anillo, pues estamos suponiendo que
nuestros anillos tienen al menos dos elementos.

Ejemplo 1.19. 1. F2[x]/⟨x⟩ es el anillo cociente formado por 0 + ⟨x⟩ y 1 + ⟨x⟩. Los
polinomios en F2[x] de grado menor a 1 determinan todos los representantes. Entonces
F2[x]/⟨x⟩ = {[0], [1]} ∼= F2.

2. F2[x]/⟨f⟩ = {[0], [1], [x], [x+ 1]} ∼= F4, donde f(x) = x2 + x+ 1 ∈ F2.

3. F3[x]/⟨f⟩ = {[0], [1], [2], [x], [x+1], [x+2], [2x], [2x+1], [2x+2]}, donde f(x) = x2+2.
En este caso F3[x]/⟨x2 + 2⟩ es un anillo que no es un campo ni un dominio entero por
ser finito. Vemos que f(x) = x2 + 2 = (x+ 1)(x+ 2) es reducible en F3.

Definición 1.20. Dado un ideal I de un anillo A, la función πI : A −→ A/I definida como
π(a) = a + I para todo a ∈ A, es un epimorfismo de anillos llamado proyección canónica o
epimorfismo canónico.

Nota 1.21. Es claro que si πI : A −→ A/I la proyección canónica entonces

1. πI(J) = J/I, si J es un ideal de A con I ⊆ J .

2. Ker(πI) = I.

Lema 1.22 (Propiedad universal del cociente). Dado un homomorfismo de anillos, tal que
f : A → B con I ⊆ Ker(f), existe un único homomorfismo de f̂ : A/I −→ B tal que

1. El siguiente diagrama conmuta, es decir f̂πI = f .

A B

A/I

f

πI
h

2. Ker(f̂) = πI(Ker(f)) e Im(f̂) = Im(f).

Demostración. 1. Definamos f̂(a+I) := f(a). Probemos la unicidad. Sea ĝ : A/I → B un
homomorfismo para el cual (ĝπ)(a) = f(a) y demostremos que ĝ = f̂ . Sea a+I ∈ A/I.
Sabemos que π(a) = a+ I, por lo cual

ĝ(a+ I) = ĝ(π(a)) = f(a) = f̂(a+ I).
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2. Note que πI(Ker(f)) = Ker(f)/I. Además

a+ I ∈ Ker(f)/I ⇔ f(a) = 0 ⇔ f(a) = bf(a+ I) = 0 ⇔ a+ I ∈ Ker(f̂).

Definición 1.23. Dado un anillo A decimos que A es de característica positiva si existe un
entero n > 0 tal que nx = 0 para todo x ∈ A. En este caso llamamos característica de A al
menor entero n con esta propiedad y la llamamos char(A). En caso en que no exista este n
decimos que la característica del anillo es cero.

Ejemplo 1.24. El anillo Zn es de característica n mientras que los anillos Z,Q,R,C tienen
característica 0.

Teorema 1.25. A tiene característica n > 0 si y sólo si n es el menor entero positivo tal
que n · 1 = 0.

Demostración. Sea m un entero positivo tal que m · 1 = 0. Entonces m · x = (m · 1) · x = 0
para todo x ∈ A. Luego, si n es el menor entero positivo tal que n · 1 = 0, entonces n es la
característica del anillo A.

Teorema 1.26. Sea K un cuerpo. Entonces char(K) es cero o un número primo.

Demostración. Sea char(K) ̸= 0 y supongamos que char(K) /∈ P . Entonces char(K) =
km, k,m ∈ N con k,m > 1. En consecuencia 0 = (km)1 = (k1)(m1). De donde k1 = 0 o
m1 = 0, lo cual es una contradicción.

Teorema 1.27. Si K es un cuerpo finito, entonces char(K) ∈ P.

Demostración. Demostremos que char(K) ̸= 0. Consideramos los múltiplos 1, 2 · 1, 3 · 1, . . .
dado que K es finito existen m, k ∈ N tales que m > k y m1 = k1. Entonces (m− k)1 = 0,
con m− k ̸= 0.

Observación 1.28. Aunque todo campo finito tiene característica distinta de cero, esto no
significa que esto sea una cualidad exclusiva de los campos finitos. Por ejemplo Fp[x] es un
dominio entero infinito de característica p, entonces su cuerpo de cocientes se define como

C =

{
p(x)

q(x)
: p(x), q(x) ∈ Fp[x], q(x) ̸= 0

}
es un cuerpo de característica p.

1.2. Módulos
Un módulo es una estructura algebraica que generaliza la noción de espacio vectorial sobre

un cuerpo, donde los correspondientes escalares son los elementos de un anillo (con identidad)
arbitrario y donde está definida una multiplicación (a la izquierda y/o a la derecha) entre
elementos del anillo y elementos del módulo.
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Definición 1.29. Sea (M,+) un grupo abeliano aditivo y (A,+, ·) un anillo con identidad.
Decimos que M es un A-módulo derecho (unitario) si existe una operación binaria

M × A −→ M

(x, a) 7−→ xa,

tal que para todo x, y ∈ M y a, b ∈ A se tiene que

1. x(a+ b) = xa+ xb.

2. (x+ y)a = xa+ ya.

3. x(ab) = (xa)b.

4. x · 1 = x.

En similar forma definimos módulo izquierdo. Escribiremos MA o AM para indicar que M
es un A-módulo derecho o izquierdo respectivamente.

Algunas propiedades básicas de los módulos son las siguientes.

Lema 1.30. Sea M un A-módulo derecho. Entonces se tienen las siguientes propiedades
para n ∈ Z, a, b ∈ A y x, y ∈ M .

1. 0Ma = x0A = 0M .

2. −(xa) = (−x)a = x(−a).

3. x(−1) = −x.

4. n(xa) = (nx)a.

5. n(xa) = x(na).

6. x(a− b) = xa− bx.

7. x(−a)b = x(a)(−b) = (−x)(ab).

8. (x− y)a = ax− ay.

Ejemplo 1.31. Si (M,+) es un grupo abeliano aditivo, entonces M es un Z-módulo iz-
quierdo, donde n · x es la definición usual de exponente aditivo. Vemos fácilmente que para
n,m ∈ Z y x, y ∈ M se cumple:

1. (n+m)x = nx+mx.

2. n(x+ y) = nx+ ny.

3. n(mx) = (nm)x.

4. 1x = x.
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Nótese que en el ejemplo anterior, si MA es un A-Módulo derecho, entonces es también
un Z-Módulo izquierdo ZM . Además, por Lema 1.30 (4) se cumple que n(xa) = (nx)a para
n ∈ Z, x ∈ M y a ∈ A. Esto es una propiedad particular que motiva la siguiente definición.

Definición 1.32. Si A y B son anillos con identidad y M es un A-módulo derecho y además
un B-módulo izquierdo tal que (bx)a = b(xa) para todo a ∈ A, b ∈ B y x ∈ M , decimos
que M es un (B,A)-bimódulo y escribiremos BMA. Si M es un (A,A)-bimódulo diremos
simplemente que M es un A-bimódulo.

Ejemplo 1.33. Hemos visto que todo A-Módulo derecho M es un (Z, A)-bimódulo.

Ejemplo 1.34. Sea (M,+) un grupo abeliano aditivo. Sabemos que M es un Z-módulo
izquierdo, donde n · x es la definición usual de exponente aditivo. Nótese además que M es
también un Z-módulo derecho si definimos x ∗ n = n · x, puesto que la conmutatividad de Z
permite que se cumpla la condición (3) de la Definición 1.29. En efecto,

x ∗ (nm) = (nm) · x = (mn) · x = m(n · x) = m(x ∗ n) = (x ∗ n) ∗m.

También podemos ver que M es un (Z,Z)-bimódulo:

(m · x) ∗ n = n · (m · x)
= (nm) · x
= (mn) · x
= m · (n · x)
= m · (n ∗ x).

Observación 1.35. 1. Como en el ejemplo anterior, se puede demostrar que en general
todo A-módulo izquierdo M sobre un anillo conmutativo A se puede volver un A-
módulo derecho con x ∗ a := a · x. Se puede demostrar también que M es un (A,A)-
bimódulo. En efecto,

(bx) ∗ a = a(bx) = (ab)x = (ba)x = b(ax) = b(x ∗ a),

para a, b ∈ A y x ∈ M . Pero en general no todo (A,A)-bimódulo es de esta forma.

2. En el Ejemplo 1.33 vimos que todo A-Módulo derecho M es un (Z, A)-bimódulo. Si-
milarmente, si M es un A-módulo izquierdo, entonces M es un (A,Z)-bimódulo. En
efecto, vemos que M es un Z-módulo derecho al definir la operación de exponentes
aditivos por la izquierda, como x ∗ n := n · x tal como se mencionó en el Ejemplo 1.34.
Entonces

(ax) ∗ n = n · (ax) = a(n · x) = a(x ∗ n),

donde la propiedad n · (ax) = a(n · x) se deriva similarmente como en el Lema 1.30
parte (4).
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3. Si A no es conmutativo, entonces un A-módulo izquierdo M no se puede volver un
A-módulo derecho definiendo simplemente x ∗ a = a · x. En efecto,

x ∗ (ab) = (ab) · x
= a · (b · x)
= (b · x) ∗ a
= (x ∗ b) · a
= x ∗ (ba).

Es decir (ab) ·x = (ba) ·x. Pero existen ejemplos de A-módulos izquierdos sobre anillos
no conmutativos para los cuales no siempre se tiene esta propiedad.

Ejemplo 1.36. Sea A[x] el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en
el anillo A. En particular A[x] es un grupo abeliano aditivo. Vemos entonces que A[x] es un
A-módulo izquierdo bajo la acción

a(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) := (aa0) + (aa1)x+ · · ·+ (aan)x

n.

Ejemplo 1.37. Sea A un anillo e I un ideal derecho de A. Entonces el grupo abeliano aditivo
A/I es un A-módulo derecho bajo la acción (x+ I) · a := xa+ I, para x, a ∈ A. Nótese que
A/I no es es el anillo cociente necesariamente, dado que I no es necesariamente bilateral.

Submódulos
En esta sección definiremos y estudiaremos ciertos subconjuntos de un módulo dado que

bajo las operaciones de este tiene la estructura de módulo.

Definición 1.38. Sea M un A-módulo derecho y ∅ ̸= N ⊆ M . Decimos que N es un A-
submódulo de M , si N es también un A-módulo bajo las mismas operaciones de M . En este
caso escribiremos N ≤ M . Es claro que {0} ≤ M y M ≤ M y se denominan submódulos
triviales de M . Si N ≤ M pero N ̸= M decimos que N es un submódulo propio de M .

Lema 1.39. Sea M un A-módulo derecho y ∅ ≠ N ⊆ M . Entonces, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. N es un A-submódulo derecho de M .

2. N es un subgrupo abeliano de M y además xa ∈ N para todo x ∈ N y para todo a ∈ A.

3. x+ y ∈ N y xa ∈ N para todo x, y ∈ N y a ∈ A.

Demostración. [1 ⇒ 2] Se sigue de la definición de A-módulo.
[2 ⇒ 3] Si N es un subgrupo abeliano de N entonces x+ y ∈ N para todo x, y ∈ N .
[3 ⇒ 1] Si x+y ∈ N y xa ∈ N para todo x, y ∈ N y a ∈ A, entonces x+(−y) = x+y(−1) ∈
N . Por lo tanto, (N,+) es un grupo abeliano. Las propiedades 1, 2, 3 y 4 de la Definición
1.29 se siguen de que N ⊆ M .
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El álgebra de grupo KG

Definición 1.40. Sea G un grupo y K un cuerpo. Entonces definimos KG como el conjunto
de las sumas formales

∑
g∈G αgg . Es decir,

KG =

{∑
g∈G

αgg : αg ∈ K

}
.

Lema 1.41. KG es un K-espacio vectorial con las operaciones

1.
∑

g∈G αgg +
∑

g∈G βgg =
∑

g∈G(αg + βg)g.

2. β
∑

g∈G αgg =
∑

g∈G(βαg)g.

En particular si |G| = n, entonces dimKKG = n.

Demostración. Es sencillo verificar que KG es un K-espacio vectorial con las operaciones
descritas. Demostraremos ahora que B = {1g : 1 ∈ K, k ∈ G} es una base. Es claro ver que si∑

g∈G αgg ∈ KG, entonces
∑

g∈G αgg =
∑

g∈G αg(1g). Es decir, B genera a KG. Supongamos
ahora que

∑n
i=1 αi(1gi) = 0. Entonces

∑n
i=1(αigi) = 0 y αi = 0, para todo i = 1, 2, · · · , n.

Por lo tanto los elementos de B forman una base de KG.

Definamos ahora una multiplicación en KG que nos permita tener la estructura de anillo
y por lo tanto de K-álgebra. Dados

∑
g∈G αgg ∈ KG,

∑
h∈G βhh definimos

(∑
g∈G

αgg

)(∑
h∈G

βhh

)
=
∑
g,h∈G

(αgβh)(gh)

=
∑
g∈G

( ∑
hk=g;h,k∈G

αhβk

)
g

=
∑
g∈G

(∑
h∈G

αhβh−1g

)
g.

El álgebra KG es denominado el álgebra de grupo.

El álgebra de grupo KG y sus módulos

A continuación, estudiaremos módulos sobre el álgebra de grupo KG. Al respecto tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 1.42. Sea G un grupo finito. Entonces un KG-módulo M es finitamente generado
si y sólo si M es de dimensión finita como K-espacio vectorial.
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Demostración. Sea B := {g1, . . . , gn} la base de KG sobre K. Supongamos que X :=
{m1, . . . ,mt} es el conjunto generador del KG-módulo M y demostremos que BX :=
{gimj : gi ∈ B,mj ∈ X} genera a M como K-espacio vectorial. Sea m ∈ M . Entonces
m =

∑t
j=1 bjmj con bi ∈ KG y mi ∈ X. Por lo tanto

m =
t∑

j=1

(
n∑

i=1

αijgi

)
mj =

t∑
j=1

(
n∑

i=1

(αijgi)mj

)
=

t∑
j=1

n∑
i=1

αij(gimj).

Es decir, M = ⟨BX⟩ y por lo tanto dimKM es finta. Recíprocamente, sea M finitamente
generado sobre K como espacio vectorial, con conjunto generador {m1, . . . ,ms}. Si m ∈
M , entonces tenemos m = α1m1 + · · · + αsms = (α11KG)m1 + · · · + (αs1KG)ms, es decir,
{m1, . . . ,ms} genera a M como KG-módulo.

A partir de ahora, G denotará un grupo finito, todos los K-espacios vectoriales serán
de dimensión finita y todos los KG-módulos serán finitamente generado y por lo tanto de
dimensión finita sobre K.

Lema 1.43. El cuerpo K es un KG-módulo con operación gλ = λ para todo g ∈ G y k ∈ K.

Demostración. Sean λ1, λ2 ∈ K y
∑

g∈G αgg,
∑

g∈G βgg ∈ KG. Entonces

1.
(∑

g∈G αgg +
∑

g∈G βgg
)
λ =

∑
g∈G αgλ+

∑
g∈G βgλ =

(∑
g∈G αgg

)
λ+
(∑

g∈G βgg
)
λ.

2.
(∑

g∈G αgg
)
(λ1+λ2) =

∑
g∈G αgλ1+

∑
g∈G αgλ2 =

(∑
g∈G αgg

)
λ1+

(∑
g∈G αgg

)
λ2.

3.
(∑

g∈G αgg
∑

h∈G βhh
)
λ =

(∑
g,h∈G αgβhλ

)
=
∑

g∈G αgg
((∑

h∈G βhh
)
λ
)
.

4. 1 · λ = λ.

Teorema 1.44. Si M y N son KG-módulos, entonces HomK(M,N) es un KG-módulo
mediante la operación (gf)(m) = g(f(g−1(m))).

Demostración. Probemos inicialmente que gf ∈ HomK(M,N). Vemos que

(gf)(m1 +m2) = g(f(g−1(m1 +m2))) = g(f(g−1m1 + g−1m2))

= g(f(g−1m1) + f(g−1m2)) = g(f(g−1m1)) + g(f(g−1m2))

= gf(m1) + gf(m2).

De igual forma tenemos que

(gf)(λm) = gf(g−1(λ)) = gf(λ(g−1m)) = gλf(g−1m)

= λgf(g−1m) = λ(gf)m.
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Dado que la operación está bien definida, probemos que la acción es lineal. Vemos que

g(f1 + f2)(m) = g(f1 + f2)(g
−1m)

= g(f1(g
−1m)) + g(f2(g

−1m))

= (gf1)(m) + (gf2(m)).

Además,

g(λf)(m) = g(λf)(g−1m)) = g(λf(g−1m)) = λgf(g−1m) = λgf(m).

También vemos que (ef)(m) = ef(em) = f(m). Finalmente, tenemos que

((g1g2)f)(m) = (g1g2)f((g1g2)
−1m) = (g1g2)f((g

−1
2 g−1

1 )m)

= (g1g2)f(g
−1
2 (g−1

1 m)) = g1(g2f(g
−1
2 (g−1

1 m)))

= g1(g2f)(g
−1
1 m) = [g1(g2f)](m).

Corolario 1.45. Si M es un KG-módulo, entonces M∗ := HomK(M,K) es un KG-módulo
denominado el módulo dual de M , donde K es el KG-módulo trivial y la operación se reduce
a (gf)(m) = f(g−1m).

Demostración. Sabemos que en K la acción está definida como gλ = λ para todo g ∈ G.
Por lo tanto (gf)(m) = gf(g−1m) = f(g−1(m)) puesto que f(g−1(m)) ∈ K.

Teorema 1.46 (Maschke). Sea G un grupo finito y K un cuerpo tal que char(K) = 0 ó
char(K) ∤ |G|. Si M es un KG-módulo y N un KG-submódulo de M , entonces N es un
sumando directo de M como KG-módulo.

Demostración. Dado que N es en particular un K-espacio vectorial de M , entonces del
álgebra lineal sabemos que existe un K-subespacio L tal que M = N ⊕ L. Sin embargo, L
puede no ser un KG-submódulo de M . Sea π : M −→ N la proyección de M sobre N , es
decir π(n+ l) = n, para m = n+ l ∈ N ⊕ L. Definamos

p(m) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1m),

para todo m ∈ M. Observemos que la definición de p tiene sentido dado que |G| − 1 existe
en K puesto que char(K) ∤ |G|. Verifiquemos primero que p ∈ EndK(M). En efecto,

P (m1 +m2) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1(m1 +m2))

=
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1m1 + g−1m2)

=
1

|G|
∑
g∈G

g(π(g−1m1) + π(g−1m2))

=
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1m1) +
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1m2)

= P (m1) + P (m2).
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P (km) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1(km))

= k
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1m)

= kP (m).

Probemos ahora que p es la idéntica sobre N . Dado n ∈ N , vemos que g−1n ∈ N . Por lo
cual gπg−1(n) = gg−1(n) = n. Entonces teniendo en cuenta que |G|n = (1K + · · · + 1K)n y
1
|G| = G−1, se sigue que

p(n) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1n) =
1

|G|
|G|n = n.

Dado que gπ(g−1m) ∈ N , entonces p(m) ∈ N y debido a que p es la idéntica sobre N ,
entonces p2(m) = p(p(m)) = m, es decir p es una proyección de M , es decir, M se define
como M = Ker(p) ⊕ Im(p). Pero vemos que Im(p) = N . En efecto, si m ∈ M , entonces
π(g−1m) ∈ N y gπ(g−1m) ∈ N . Además, si n ∈ N , entonces n = p(n) ∈ Im(p). Por lo tanto,
M = Ker(p)⊕Im(p) = Ker(p)⊕N . Finalmente, demostremos que Ker(p) es un KG-módulo.
Para demostrar esto probemos que p es un KG-homomorfismo, es decir, que p(hm) = hp(m),
para todo h ∈ G y m ∈ M . En efecto,

p(hm) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1hm) =
1

|G|
∑
g∈G

hh−1gπ(g−1hm)

=
1

|G|
h
∑
g∈G

(h−1g)π(h−1g)−1m)

=
1

|G|
∑
y∈G

y(π(y−1m) = hp(m).

Definición 1.47. Decimos que un A-módulo M es semisimple si M es la suma directa de
A-módulos simples.

Teorema 1.48 (Maschke). Sea G un grupo finito y K un cuerpo tal que char(K) = 0 ó
char(K) ∤ |G|. Entonces todo KG-módulo M es semisimple.

Demostración. Demostremos por inducción sobre dimK M para todo KG-módulo M . Si
dimK M = 1, entonces M es simple y en particular semisimple. Supongamos entonces que
la afirmación se cumple para todo KG-módulo M con dimK M < s. Sea M un KG-módulo
con dimK M = s. Si M es simple, entonces M es semisimple. Supongamos entonces que M
no es simple. Entonces M tiene un KG-submódulo N propio no trivial. Por el Teorema de
Maschke 1.46 existe un KG−módulo L tal que M = N⊕L. Dado que tanto N como L tienen
dimensión menor que S, por hipótesis de inducción tenemos que N y L son semisimples y
en igual forma M es semisimple.



Capítulo 2

Códigos lineales

En la teoría de códigos, un código lineal es aquel que a través una combinación lineal de
dos vectores o palabras que pertenecen al código, el resultado será otro vector que también
pertenece al código. En otras palabras, posee la estructura de espacio vectorial sobre un
cuerpo, en nuestro caso un cuerpo finito.

2.1. Definiciones básicas
Definición 2.1. Sea Fq un cuerpo finito con q elementos y n ∈ N. Un código lineal C sobre
Fq, es un subespacio del espacio vectorial Fn

q , que denotaremos por C ≤ Fn
q y decimos que n

es su longitud.

Si C ≤ Fn
q , entonces por ser un subespacio vectorial de Fn

q se verifica que:

1. (0, . . . , 0) ∈ C.

2. Si x , y ∈ C, entonces x + y , x − y ∈ C.

3. Existe una base {x1, . . . , xk} de C, siendo k ≤ n. Además, dado y ∈ C, existen unos
únicos escalares (α1, . . . , αk) ∈ Fn

q tales que y =
∑k

i=1 αixi.

4. Si la dimensión de C es k, entonces |C| = qk.

Si C es de longitud n y dimensión k, decimos que C es [n, k] código. Los códigos sobre Fq

son llamados códigos q-arios, de modo general. En particular, si q = 2 el código se denomina
un código binario, si q = 3, como código ternario y si q = 4, un código cuaternario. Por otra
parte, a los vectores de C se les llama palabras de código.

Definición 2.2. Sea Fq un cuerpo finito y C un [n, k] código sobre Fq.

1. Si k ≥ 1, entonces la matriz G ∈ Fk×n
q se denomina matriz generadora de C, denotada

gen(C), si

Fk
qG = {(u1, . . . , uk)G : uj ∈ Fq}.

21
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La expresión Fk
qG la utilizaremos para representar todas las combinaciones lineales de

G.

2. Si k < n, entonces la matriz H ∈ Fn−k×n
q se denomina matriz de control de C, si

C = {u : u ∈ Fn
q , HuT}.

Del álgebra lineal se sigue que:

Ran(H) = n− dim(Ker(H)) = n− dimFq(C) = n− k.

Teorema 2.3. Sea G ∈ Fk×n
q con filas

g1 = (g11, . . . , g1n), . . . , gk = (gk1, . . . , gkn).

Entonces G es una matriz generadora de un [n, k] código C sobre Fq, si y solo si B =
(g1, . . . , gk) es una base para C.

Demostración. =⇒] Sea B = (g1, . . . , gk) una base para C. Entonces para todo u ∈ Fk
q se

verifica que uG ∈ C por lo tanto se tiene que

uG = (u1, . . . , uk)


g11 g12 · · · g1n
g21 g22 · · · g2n
... . . .
gk1 gk2 · · · gkn


= (u1g11 + · · ·+ ukgk1, . . . , u1g1n + · · ·+ ukgkn)

= u1(g11, . . . , g1n) + · · ·+ uk(gk1, . . . , gkn).

⇐=] Supongamos ahora que G es la matriz generadora para C, es decir, C = {uG : u ∈
Fk
q}. Entonces

(1, 0, . . . , 0)G = g1, . . . , (0, . . . , 0, 1)G = gk,

y se tiene que las filas de G ∈ C. Por lo tanto

C = {uG : u ∈ Fk
q} = {u1g1, . . . , ukgk : uj ∈ Fq},

en consecuencia C = ⟨g1, . . . , gk⟩ y dado que dimFq(C) = k, se sigue que B es una base de
C.

Definición 2.4. Sea Fq un cuerpo finito y C un código lineal sobre Fn
q .

1. Dado los vectores u = (u1, . . . , un) y v = (v1, . . . , vn) ∈ Fn
q se define la distancia de

Hamming d entre ellos, como el número natural:

d(u , v) :=| {i ∈ {1, . . . , n} : ui ̸= vi} |

2. Definamos y denotamos la distancia mínima de C como:
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d(C):=mín{d(u , v) : u , v ∈ C,u ̸= v}.

3. Para todo vector u = (u1, . . . , un) ∈ Fn
q , definimos el soporte de u , denotado sop(u)

como

sop(u) := {j : uj ̸= 0}.

4. Para todo vector u = (u1, . . . , un) ∈ Fn
q , definimos el peso de u como

wt(u) :=| sop(u) |= d(u ,0).

5. Definimos el peso mínimo de C como

wt(C):=mín{wt(u) : 0 ̸= u ∈ C} y para el código trivial C = {0}, definimos
wt(C) := 0.

Entonces podemos hablar de un [n, k, d] código lineal C de Fn
q , donde k es la dimensión de

C y d la distancia mínima. Llamaremos de ahora en adelante a n, k y d los parámetros de
C.

Teorema 2.5. Sea C un código lineal sobre Fq. entonces la distancia de Hamming cumple
con los axiomas de una métrica. Es decir.

1. d(u, v) ≥ 0.

2. d(u, v) = 0 si y solo si u = v.

3. d(u, v) = d(v,u).

4. d(u, v) = d(u, z) + d(z, v).

Demostración. Las afirmaciones 1,2 y 3 son inmediatas por la definición de distancia de
Hamming. Para probar la desigualdad triangular,

sean u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Fn
q .

Entonces si uj ̸= vj se tiene que uj ̸= vj o vj ̸= wj con lo cual se sigue la afirmación.
Por otro lado tenemos que:

d(u , v) = |{j : uj ̸= vj, j = 1, . . . , n}|
= |{j : uj + wj ̸= vj + wj, j = 1, . . . , n}|
= d(u +w , v +w).

Teorema 2.6. Sea C ̸= 0 un código lineal, entonces d(C) = wt(C).

Demostración. Por definición de distancia mínima tenemos que
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d(C):=mín{d(u , v) : u , v ∈ C,u ̸= v}.

Si utilizamos la propiedad de invarianza bajo la traslación de la distancia, tenemos que

d(C):=mín{d(u − v ,0) : u , v ∈ C,u ̸= v}.

De donde

d(C):=mín{wt(u − v) : u , v ∈ C,u ̸= v ̸= 0}.

Puesto que el código es lineal en Fq, entonces

{x : x ∈ C, x ̸= 0} = {u − v : u , v ∈ C,u ̸= v}.

En consecuencia, d(C) = mín {wt(x ) : x ∈ C, x ̸= 0} = wt(C).

Este resultado va a facilitar enormemente el cálculo de distancia mínima de un [n, k]

código C sobre Fq, porque en lugar de calcular la distancia de
(
|C|
2

)
pares de palabras

distintas de C y luego determinar su mínimo, solamente necesitamos calcular los pesos de
|C| − 1 palabras de C no nulas.

Existen algunas cotas que nos brindan información de un código en relación con su
dimensión y su distancia mínima. Entre ellas, la más reconocida es la cota de Singleton.

Lema 2.7 (Cota de Singleton). Si C es un [n, k, d] código lineal sobre Fq, entonces se tiene
que k ≤ n− d+ 1.

Demostración. Sea f : Fn
q −→ Fn−d+1

q , la aplicación que borra las últimas d−1 coordenadas,
es decir, f(C) = C∗(d−1). Es claro que f(C) es un código Fn−d+1

q . La función f restringida a
C es inyectiva. En efecto, si c, c′ ∈ C con f(c) = f(c′), entonces

c = c1 . . . cn−d+1.

c′ = c1 . . . cn−d+1.

Por tanto d(c, c′) ≤ d − 1, lo cual es una contradicción, que nos lleva a pensar que qk =
|C| = |f(C)| ≤ qn−d+1, de donde k ≤ n− d+ 1.

Esta cota lo que nos dice es que los parámetros principales de un código son muy rígidos
y que no es posible tener tamaño y distancia mínima simultáneamente grandes.

Definición 2.8. Un [n, k] código que satisface la igualdad en la cota de Singleton se dice
que es un MDS-código (máxima distancia separable).

Es decir, dado que d = n − k + 1 entre los códigos de longitud n que corrigen hasta t
errores, entonces C es uno que codifica el mayor número de palabras.

Corolario 2.9. Sea C un [n, k] código sobre Fq. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. C es un código MDS-código.

2. Cada k columnas de una matriz G, generadora de C, son linealmente independiente
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3. Cada n−k columnas de una matriz H, de control de C, son linealmente independiente

Demostración. [25, Thorem xx].

Definición 2.10. Dado un código lineal C ≤ Fn
q y un entero i, definimos el coeficiente

enumerador Ai(C) como
Ai(C) = |{c ∈ C : wt(c) = i}|.

Es decir, Ai(C) es el número de palabras de peso i en C. Siempre que no haya lugar a
confusión, escribiremos simplemente Ai en vez de Ai(C). La lista de todos los Ai, para
i = 1, . . . , n se denomina la distribución de peso de C.

Teorema 2.11. Sea C un [n, k] código sobre Fq . Entonces,

1. Ao + A1 + · · ·+ An = qk.

2. Ao = 1 y A1 = A2 = A3 = · · · = Ad−1 = 0.

Demostración. 1. C es un k-espacio vectorial sobre Fq. Por lo tanto |C| = qk y

Ao + A1 + · · ·+ An = qk.

2. Claramente tenemos que Ao = 1 y como la distancia mínima del código es d, por lo
tanto no pueden haber palabras del código con peso inferior a este valor. Por lo tanto
A1 = A2 = A3 = · · · = Ad−1 = 0

Definición 2.12. Dado un código lineal C ≤ Fn
q , definimos el polinomio enumerador de

peso de C, de la siguiente manera

WC(x) :=
n∑

i=1

Aix
i ∈ Z[x]

y el polinomio enumerador de peso homogéneo, como

WC(x, y) := xnWC

(y
x

) n∑
i=1

Aix
n−iyi.

Ejemplo 2.13. Sea C el código binario cuya matriz generadora es

G =


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

 .

Un simple cálculo, nos permite encontrar que el polinomio enumerador de peso de C es

WC(x) = 1 + 7x3 + 7x4 + x7.
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Definición 2.14. Definimos el producto escalar ente dos vectores

u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Fn
q

mediante la expresión:

u · v =
n∑

i=1

uivi ∈ Fq (2.1)

Definición 2.15. Sea C un [n, k] código sobre el cuerpo Fq.

1. Definimos C⊥ := {u ∈ Fn
q : u · v = 0, v ∈ C} y decimos que C⊥ es un código dual de

C con respecto al producto escalar (2.1).

2. Si C ⊆ C⊥, entonces C es llamado auto-ortogonal.

3. Si C = C⊥, entonces C es llamado autodual.

Ejemplo 2.16. 1. El [8, 4] código sobre F2 cuya matriz estándar esta dada por

G =


1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0


es un código autodual

2. El [4, 2] código de Hamming ternario H3,2 también llamado tetracódigo tiene una matriz
generadora en forma estándar dada por

G =

(
1 0 1 1
0 1 1 2

)
.

Este código también es autodual.

Teorema 2.17. Sea C un [n, k] código sobre el cuerpo finito Fq. Entonces se cumple que:

1. C⊥ un [n, n− k] código sobre Fq.

2. Todo código autodual es un
[
n, n

2

]
código.

Demostración. 1. Sea G = (gij) ∈ Fk×n
q una matriz generadora para C. Entonces G es de

tamaño k×n, donde dimFq(C) = k y dimFq(Fn
q ) = n. Entonces tenemos que v ∈ C⊥ si

y solo si
∑n

j=1 vjgij = 0, para i = 1, . . . , k este es un sistema homogéneo de k ecuaciones
y n incógnitas {v1, . . . , vn} y dado que el rango de G es k, se concluye que existe n− k
variables libres. Por lo tanto la solución del sistema es un subespacio de dimensiones
n− k, es decir dimFq(C

⊥) = n− k.

2. Sea dimFq(C) = k si C es autodual, entonces por definición C = C⊥, en consecuencia
dimFq(C) = dimFq(C

⊥) y tenemos que k = n− k, de donde k = n
2
.
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Observación 2.18. Un código C es autodual si su matriz generadora G también es matriz
generadora de C⊥. Note que el tetracódigo presentado en el Ejemplo 2.16 es un código
autodual. Esto se debe a que el producto interior de dos filas cualesquiera de su matriz
generadora es 0 y a que la dimensión del código dual es 2. Entonces, la matriz G también
genera el código dual de H3,2.

2.2. Códigos cíclicos
En esta sección hablaremos como se define el concepto de código cíclico, los cuales son

un tipo particular de códigos lineales. Este tipo de códigos se pueden ver como un ideal del
anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo, por lo que podemos también relacionar las
palabras de código con polinomios univariados de grado menor que la longitud del código.

Definición 2.19. Un código lineal C es cíclico si para cada vector c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C
se cumple que el vector c′ = (cn−1, c0, . . . , cn−2) también pertenece a C.

Podemos comprobar que c′ se obtiene a partir de c por medio de la translación cíclica de
coordenadas i 7→ i + 1 mód n. El código lineal C es cíclico si es cerrado bajo la traslación
cíclica (c0, c1, . . . , cn−1) 7→ (cn−1, c0, . . . , cn−2), lo que implica que C sea cerrado bajo todas
las transformaciones cíclicas

(c0, c1, . . . , cn−1) 7→ (cn−1, c0, . . . , cn−2).

Definición 2.20. Si C es un código lineal q-ario y c = (c0, c1, . . . , cn−1) es un vector de C,
entonces podemos asignarle a c un polinomio mediante la función:

ϕ : C 7→ Fq[x], donde ϕ(C) = c(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1.

De ahora en adelante, vamos a ignorar la función ϕ y pensaremos en los vectores del
código como polinomios y viceversa. Note que.

ϕ(C) = c(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 ∈ C.

Entonces el polinomio xc(x) = cn−1x
n+ c0x+ c1x

2+ · · ·+ cn−2x
n−1 representara la traslación

cíclica del vector c en ϕ(C) si xn = 1. Formalmente podemos decir que, el hecho de que
el código C sea cíclico implica que si c ∈ ϕ(C), entonces xc también pertenece a ϕ(C),
multiplicando el mód ⟨xn − 1⟩. Lo anterior siguiere que el contexto mas apropiado para
estudiar códigos cíclicos son los anillos de clases residuales:

Rn := Fq[x]/⟨xn − 1⟩.

Este es el álgebra de polinomios de grados menor o igual a n, con la suma usual de
polinomios y el producto de polinomios mód ⟨xn − 1⟩.

La primera condición lo que nos dice es que I es un subconjunto del grupo aditivo R.

Lema 2.21. Un código C ≤ Fn
q es cíclico si y sólo si

ϕ(C) es un ideal en Fq[x]/⟨xn − 1⟩.
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Demostración. Para probar que ϕ(C) es un ideal en Fq[x]/⟨xn − 1⟩, se debe cumplir que
ϕ(C) ≤ Fq[x]/⟨xn−1⟩ y que f ∈ ϕ(C) se verifica que gf ∈ ϕ(C), para todo g ∈ Fq[x]/⟨xn−1⟩,
dado que C es cíclico y por tanto lineal, es claro que ϕ(C) es cerrado con la suma. Por lo
tanto ϕ(C) ≤ Fq[x]/⟨xn−1⟩. La segunda condición la probaremos para el caso base, es decir,
para g = x ∈ Fq[x]/⟨xn − 1⟩ y f = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1 ∈ ϕ(C). Tenemos que

gf = x(c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1)

= c0x+ c1x
2 + · · ·+ cn−1x

n

≡ c0x+ c1x
2 + · · ·+ cn−2x

n−1 + cn−1 mód (xn − 1 ∈ ϕ(C)

= cn−1 + c0x+ c1x
2 + · · ·+ cn−2x

n−1 ∈ ϕ(C).

Recíprocamente, si ϕ(C) es un ideal de Fq[x]/⟨xn − 1⟩ y se cumple que f ∈ ϕ(C), entonces
xf = cn−1+c0x+c1x

2+· · ·+cn−2x
n−1 ∈ ϕ(C). Con lo que se prueba que si (c0c1 . . . cn−1) ∈ C

entonces (cn−1c0 . . . cn−2) ∈ C, es decir, C es cíclico.

El siguiente resultado reúne algunos hechos básicos de los códigos cíclicos.

Teorema 2.22. Sea {0} ≠ C un ideal de Rn, es decir, un código cíclico de longitud n.
Entonces:

1. Existe un único polinomio mónico g(x) de grado mínimo en C. Además este polinomio
genera a C, por lo tanto, C = ⟨g(x)⟩.

2. g(x) | (xn − 1).

3. Si grad(g(x)) = r, entonces C tiene dimensión n− r. Más aún,

C = ⟨g(x)⟩ = {r(x)g(x) : grad(g(x)) < n− r}.

4. Si g(x) = g0 + g1x+ · · ·+ grx
r, entonces g0 ̸= 0 y C tiene matriz generadora G.

G =


g0 g1 g2 · · · · · · gr 0 0 · · · 0
0 g0 g1 g2 · · · · · · gr 0 · · · 0

0 0 g0 g1 g2 · · · · · · gr
. . . ...

...
... . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 g0 g1 g2 · · · · · · gr


Donde cada fila de G es una traslación cíclica de la fila previa.

Demostración. 1. Sea g(x) y f(x) dos polinomios mónico de grado mínimo r en C. en-
tonces el grado del polinomio f(x)− g(x) es menor que r dado el grado mínimo en C
es r, tenemos que f(x)−g(x) ≡ 0, por lo tanto se concluye que f(x) = g(x). Ahora sea
g(x) el polinomio mónico de grado mínimo en C. Dado que C es un ideal, tenemos que
⟨g(x)⟩ ⊆ C. Por otra parte sea a(x) cualquier otro polinomio en C. Por el algoritmo de
la división en Fq[x], tenemos que a(x) = g(x)b(x) + r(x) donde el grado del polinomio
r(x) es menor que el del polinomio g(x). Por definición de ideal, r(x) ∈ C. Pero esto
contradice que g(x) sea de grado mínimo en C por lo tanto r(x) ≡ 0 y a(x) = g(x)b(x),
o sea, C ⊆ ⟨g(x)⟩.
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2. Sea g(x) el polinomio mónico de grado mínimo en C. Por el algoritmo de la división
en Fq[x], tenemos que xn − 1 = a(x)g(x) + r(x) donde el grado del polinomio r(x) es
menor que el del polinomio g(x). Ahora como r(x) = −a(x)g(x)mod⟨xn−1⟩. Entonces
r(x) ∈ C, esto contradice que g(x) sea de grado mínimo en C por lo tanto r(x) ≡ 0.
Probando así que g(x) divide a xn − 1.

3. El ideal generado por g(x) es ⟨g(x)⟩ = {f(x)g(x) | f(x) ∈ Rn}. Queremos ver que
con solo restringir a f(x) a polinomios de grados menor que n − r. Sabemos que
xn − 1 = h(x)g(x) de grado para algún polinomio h(x) de grado n − r, si dividimos,
nos queda:

f(x) = q(x)g(x) + r(x), con grad(r(x)) < n− r.

Entonces,

f(x)g(x) = q(x)h(x)g(x) + r(x)g(x) = q(x)(xn − 1) + r(x)g(x);

y así f(x)g(x) = r(x)g(x) en Rn, que es lo que deseamos establecer. Esto también
muestra que el conjunto g(x), xg(x), . . . , xn−r+1g(x) genera a C, y como es linealmente
independiente, forma una base de C. Luego la dimensión de C es n− r.

4. Si g0 = 0 entonces g(x) = xg1(x), con grado g1(x) < r pero entonces tenemos que

g1(x) = 1 · g1(x) ≡ xng1(x) ≡ xn−1xg1(x) = xn−1g1(x) ∈ C.

Lo cual es absurdo puesto que g1(x) ̸= 0 tiene grado menor que g(x). Por lo tanto
g0(x) = 0. Por ultimo G es una matriz generadora de C, puesto que

g(x), xg(x), . . . , xn−r+1g(x)

es una base de C.

Lema 2.23. Un polinomio mónico p(x) en Rn es el polinomio generador de un código cíclico
de longitud n si y solo si p(x) | (xn − 1).

Demostración. Supongamos que p(x) | (xn − 1) y que g(x) es el polinomio generador de
C = ⟨g(x)⟩, con p(x) ̸= g(x). Como p(x) y g(x) son mónico, entonces el grad(g(x)) es menor
que el grad(p(x)). Por hipótesis, (xn − 1) = p(x)f(x) para algún polinomio f(x) ̸= 0, más
aún, como p(x) ∈ ⟨p(x)⟩, entonces g(x) ≡ a(x)p(x), para algún a(x) ∈ Rn. Luego tenemos
que

g(x)f(x) ≡ a(x)p(x)f(x) ≡ a(x)(xn − 1) ≡ 0.

Pero el grad(g(x)f(x)) < grad((p(x)f(x)) = n y así (g(x)f(x)) = 0, lo cual es imposible.
Por lo tanto p(x) = g(x).



2.2 Códigos cíclicos 30

Dado que el polinomio generador g(x) de [n, n− r] código cíclico en Rn divide a xn − 1,
tenemos que

xn − 1 = g(x)h(x),

donde h(x) es un polinomio de grado n − r, llamado polinomio de chequeo o de control de
C. El siguiente Teorema resume las propiedades de h(x).

Teorema 2.24. Sea h(x) un polinomio de chequeo de un código cíclico C en Rn, entonces
se cumplen que:

1. El código C puede escribirse como C = {p(x) ∈ Rn : p(x)h(x) ≡ 0}.

2. Si h(x) = h0 + h1x+ · · ·+ hn−rx
n−r, entonces la matriz de control de C esta dada por

H =


hr−n · · · · · · h0 0 0 · · · · · · 0
0 hr−n · · · · · · h0 0 · · · 0

0 0 hr−n · · · · · · h0
. . . ...

...
... . . . . . . · · · · · · . . . 0

0 0 · · · 0 hr−n · · · · · · h0


Demostración. 1. Sea g(x) el polinomio generador de C. Si p(x) ∈ C, entonces p(x) =

f(x)g(x) para algún f(x) ∈ Rn, luego

p(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) = f(x)(xn − 1) ≡ 0.

Por otra parte, sea p(x) ∈ Rn y p(x)h(x) ≡ 0. Tenemos que

p(x) = q(x)g(x) + r(x) = con grad(r(x)) < r.

Entonces
p(x)h(x) = q(x)g(x)h(x) + r(x)h(x),

de donde r(x)h(x) ≡ 0. Sin embargo, grad(r(x)h(x)) < r + (n − r) = n, por lo que
r(x)h(x) = 0. Luego r(x) = 0 y p(x) = q(x)g(x) ∈ C.

2. Si c(x) ∈ C, entonces c(x)h(x) ≡ 0 dado que el grad(c(x)h(x)) < 2n − r, deducimos
que los coeficientes de xn−r, xn−r+1, . . . , xn−1, en el producto c(x)h(x) son 0, es decir,

c0hn−r + c1hn−r+1 + · · ·+ cn−rh0 = 0

c1hn−r + c2hn−r+1 + · · ·+ cn−r+1h0 = 0

...
cr−1hn−r + crhn−r+1 + · · ·+ cn−1h0 = 0.

Pero esto es equivalente a (c0c1 . . . cn−1)H
T = 0 y así H genera un código C ′ que es

ortogonal a C, osea C ′ ⊂ C⊥. Como hn−r ̸= 0, se sigue que la dim(C) = r y por lo
tanto C ′ = C⊥.
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En la teoría de códigos existen 4 códigos especiales, G23,G24,G11 y G12, los dos primeros
son binarios, mientras que los dos últimos son ternarios, los cuales fueron introducidos por
primera vez por Marcel Golay en 1949 y a los cuales se les conoce con el nombre de códigos
de Golay.

Definición 2.25. EL código de Golay binario G23 es el código lineal binario definido por la
matriz generadora

G := (I12|A) ∈ M12×23(F2); (2.2)

donde I12 ∈ F12×12
2 es la matriz identidad con unos en la diagonal principal y ceros en las

demás posiciones y A es una matriz que tiene la siguiente forma:

A =



1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



.

Este código tiene parámetros [23, 12, 7].

Definición 2.26. El código de Golay ternario G11 es el código lineal ternario definido por
la matriz generadora

G := (I6|B) ∈ M6×11(F3); (2.3)

donde

B =


0 1 2 2 1
1 0 1 2 2
2 1 0 1 2
2 2 1 0 1
1 2 2 1 0
1 1 1 1 1

 ,

cuyos parámetros son [11, 6, 5].

Podemos agregar una coordenada a códigos existentes para formar nuevos códigos. Una
manera de hacerlo es agregar una coordenada de manera tal que la suma de las coordenadas
de cada vector sea 0. Si C es un [n, k, d] código, entonces el código extendido Ĉ se define
como

Ĉ := {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Fn+1
q : (x1, x2, . . . , xn) ∈ C con x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}

Luego, Ĉ es un código lineal de parámetros [n+1, k, d] o [n+1, k, d+1]. Si G es la matriz
generadora del código C, entonces la matriz generadora Ĝ del código Ĉ se obtiene al agregar
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una columna adicional a G tal que la suma de las coordenadas de cada fila sea 0. Teniendo
esto en cuenta, definimos el código de Golay binario extendido y el código de Golay ternario
extendido como se muestra a continuación.

Definición 2.27. El código de Golay binario extendido G24 es el código lineal binario definido
por la matriz generadora

G := (I12|A) ∈ M12×24(F2); (2.4)

donde I12 ∈ F12×12
2 es la matriz identidad y A es una matriz que tiene la siguiente forma:

A =



1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



.

Observe la estructura cıclica que posee la matriz A. Veremos que G24 tiene parámetros
[24, 12, 8] y, por lo tanto, corrige 3 errores. Sólo falta ver que d = 8. El siguiente Teorema
recoge las propiedades mas importantes del código G24.

Teorema 2.28. El código de Golay binario extendido G24 tiene las siguientes propiedades

1. G24 es autodual, es decir, G⊥
24 = G24.

2. G24 es generado por la matriz G = (A|I12).

3. G24 es doblemente par.

4. G24 no tiene vector de peso 4.

5. G24 es un [24, 12, 8]-código.

Demostración. Sea G la matriz generadora de G24 dada en 2.4.

1. Como las filas de G son ortogonales, entonces todo par de vectores de G24 son orto-
gonales. Luego G⊥

24 ⊆ G24. Pero como la dim(G⊥
24) = dim(G24), entonces se dice que

G⊥
24 = G24.

2. Se sigue del inciso (1) y del hecho que AT = A.
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3. El peso de las filas de G es 8 ó 12, por lo tanto divisibles por 4. Si x y y son filas de
G; entonces tenemos que

wt(x + y) = wt(x ) + wt(y)− 2wt(x · y).
Pero wt(x · y) ≡ x · y = 0 mód 2 y por lo tanto wt(x + y) es múltiplo de 4. Por
inducción, el peso de la suma de cualquier numero de filas de G es múltiplo de 4.

4. Usaremos dos matrices generadoras G1 := (I12|A) y G2 := (A|I12) de G24. Denotemos
v ∈ G24 tal que v = v IvD, donde v I , vD ∈ F12

2 son la parte derecha y la parte izquierda
de v , respectivamente. Supongamos que wt(v) = 4. Note que cualquier combinación
lineal de las filas de G1 tiene parte izquierda con peso mayor que 1. De igual modo
sucede que cualquier combinación lineal de G2 tiene parte derecha con peso mayor que
1. Entonces wt(v I) ≥ 1 y wt(vD) ≥ 1. Ahora si suponemos que wt(v I) ≥ 1, entonces
v es una fila de G y por lo tanto wt(vD) ̸= 4. Luego wt(v I) ≥ 2 y análogamente
wt(vD) ≥ 2. Por lo tanto la única posibilidad es wt(v I) = wt(vD) = 2. Luego, v es la
suma de 2 filas x y y de G1. Lo cual es un absurdo, porque para wt(x + y) ̸= 4 para
todo par de filas x , y de G1. Luego G24 no tiene vectores de peso 4.

5. Por (3) y (4) tenemos que wt(G24) ≥ 8, y la segunda fila de G tiene peso 8, por lo tanto
d(G24) = 8.

También podemos obtener el código G23 del anterior eliminando la ultima coordenada de
G24, es decir que G23 = G∗

24, tiene parámetros [23, 12, 7]. Por lo tanto, este código es perfecto.
Se puede ver que para el código G24, si se restringe cualquier coordenada se obtienen códigos
equivalentes. Podemos recuperar en código G24 extendiendo el código G23 con un dígito extra
de paridad.
Definición 2.29. El código de Golay ternario extendido G12 es el código lineal ternario
definido por la matriz generadora

G := (I6|B) ∈ M6×12(F3); (2.5)

donde

B =


0 1 2 2 1 1
1 0 1 2 2 1
2 1 0 1 2 1
2 2 1 0 1 1
1 2 2 1 0 1
1 1 1 1 1 0

 .

Similarmente a lo demostrado para el código G24, el código G12 es un código autodual de
parámetros [12, 6, 6].
Observación 2.30. Los códigos de Golay binario y ternario son ejemplos de códigos cíclicos.
Más aún, el código G23 es generado por uno de los siguientes polinomios

x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x+ 1 o x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1,

y el código G11 es generado por uno de los siguientes polinomios

x5 + x4 + 2x3 + x2 + 2 o x5 + 2x3 + x2 + 2x+ 2.
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2.3. Equivalencia de códigos
Un campo de trabajo importante en la teoría clásica de códigos es la clasificación de có-

digos con parámetros y características específicas. Para ello es necesario identificar aquellos
que son diferentes salvo isomorfía, y por esta razón requerimos definir el concepto de equi-
valencia entre códigos y en qué condiciones realmente se tiene una isometría. Esto toda vez
que un par de códigos equivalentes son estructuralmente iguales, compartiendo en particular
sus parámetros distintivos como la distancia mínima y la dimensión, e incluso el polinomio
enumerador de pesos por ejemplo.

Definición 2.31. Una matriz A ∈ GLn(Fq) se denomina una isometría de Fn
q , con respecto

a la métrica de Hamming, si para todo x , y ∈ Fn
q se verifica que

d(xA, yA) = d(x , y).

Lema 2.32. A ∈ GLn(Fq) es una isometría si y solo si

wt(xA) = wt(x),∀x ∈ Fn
q .

Demostración. ⇒] Sea A ∈ GLn(Fq) una isometría. Luego para x ∈ Fn
q . Tenemos que

wt(x ) = d(x ,0) = d(xA,0) = wt(xA).

⇐] Sea A ∈ GLn(Fq), tal que wt(xA) = wt(x ) para todo x ∈ Fn
q . Entonces, para

x , y ∈ Fn
q tenemos que

d(x , y) = wt(x − y) = wt((x − y))A = wt(xA− yA)
= d(xA− yA).

En consecuencia A es una isometría de Fn
q .

Lema 2.33. El conjunto de todos las isometrías de Fn
q forman un grupo multiplicativo.

Demostración. Sea S el conjunto de todas las isometrías de Fn
q . Se sabe que la matriz iden-

tidad In ∈ GLn(Fq), es claramente una isometría y por lo tanto, S es un conjunto no vacío.
Ahora sea A,B ∈ Fn

q isometrías, se cumple que

d(xAB, yAB) = d(xA, yA) = d(x , y),

es decir, AB es una isometría de Fn
q y por lo tanto S es cerrado bajo la multiplicación. La

asociatividad es clara puesto que las matrices son asociativas. Además, es claro que la matriz
identidad In es el elemento neutro del conjunto S, por ser el neutro de GLn(Fq). Finalmente,
sea A ∈ Fn

q una isomería y B ∈ Fn
q , la matriz inversa de A. Probaremos ahora que B también

es una isomería. En efecto,

wt(x ) = wt(xIn) = wt(xAB) = wt(xB),

por lo tanto, B ∈ S. En consecuencia S es un grupo multiplicativo.
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Definición 2.34. Sea n ∈ N y Sym(n) el grupo simétrico de grado n.

1. Para cada σ ∈ Sym(n) podemos asociar una matriz P (σ) = Pij que pertenecen a
GLn(Fq), llamada matriz de permutación, de la siguiente forma

Pij =

{
1, si i = σ(j)

0, en otro caso.

2. Sea Diag(a11, a22, . . . , ann) la matriz diagonal de tamaño n×n con entradas ajj ∈ Fq dis-
tintas de cero. Sea M una matriz monomial de la forma M = Diag(a11, a22, . . . , ann)P (σ),
con σ ∈ Sym(n).

Ejemplo 2.35. Dada las permutación σ = (135)(24) vamos a calcular las matriz de permu-
tación asociada a ellas. Para la permutación σ = (135)(24), tenemos que

P (σ) =



λσ−1(1)
λσ−1(2)
λσ−1(3)
λσ−1(4)
λσ−1(5)
λσ−1(6)
λσ−1(7)


=



λ5

λ4

λ1

λ2

λ3

λ6

λ7


=



0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


,

donde λj es un vector de base estándar, denota un vector de longitud l con un 1 en la
posición j y 0 en cualquier otra posición.

Lema 2.36. Si P (σ) y P (π) son matrices de permutación, entonces se tiene que

1. P (σ)P (π) = P (σπ).

2. P (σ−1) = P (σ)−1.

Demostración. Sean P (σ) y P (π) matrices de permutación.

1. Supongamos que P (σ) = (aij), P (π) = (bij), P (σ)P (π) = (cij) y P (σπ) = (dij). Luego,

cij =
n∑

k=1

aikbkj

=

{
1, si, i = σ(k) ∧ k = π(j)

0, en otro caso.

=

{
1, si, i = σ(π(j))

0, en otro caso.

= dij.

Esto prueba que P (σπ) = (cij) y se cumple la afirmación.



2.3 Equivalencia de códigos 36

2. Claramente, se tiene que P ((1)) = In y por lo tanto al aplicar el paso anterior tenemos
que

In = P ((1)) = P (σσ−1) = P (σ)P (σ−1)

y
In = P ((1)) = P (σ−1σ) = P (σ−1)P (σ),

es decir, que
P (σ)−1 = P (σ−1).

Como consecuencia de lo anterior, se sigue que la función

f : Sym(n) −→ GLn(Fq)

definida por
f(x) = P (x),

es un homomorfismo de grupo.

Por otra parte, se puede definir una acción del grupo de las matrices de permutación
sobre Fn

q de la siguiente manera

(u1, u2, . . . , un)P (σ) =
(
uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)

)
.

Lema 2.37. Sea P (σ) una matriz de permutación y a11, a22, . . . , ann ∈ F∗
q. Entonces, existen

b11, b22, . . . , bnn ∈ F∗
q tales que

P (σ)Diag(a11, a22, . . . , ann) = Diag(b11, b22, . . . ., bnn)P (σ).

Demostración. Sean P (σ) = (pik), Diag(a11, a22, . . . , ann) = (akj), Diag(b11, b22, . . . , bnn) =
(bkj), P (σ)Diag(a11, a22, . . . , ann) = (rij) y Diag(b11, b22, . . . , bnn)P (σ) = (sij). Luego para
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} tenemos que

rij =
n∑

k=1

pikakj = aσ−1(i)j.

Por otra parte, vemos que para i, j ∈ {1, 2, . . . , n} se tiene que

sij =
n∑

k=1

bikpkj = biσ(j).

Ahora definamos a bik := aσ−1(i)σ−1(k), entonces

sij = biσ(j) = aσ−1(i)j = rij,

para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n} de donde se obtiene lo deseado.
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A continuación probaremos que el conjunto de todas las matrices monomiales de tamaño
n×n con entradas en Fq es un subgrupo de GLn(Fq), a este subgrupo lo llamaremos el grupo
monomial y lo denotamos por Mon(n,Fq).

Teorema 2.38. Mon(n,Fq) es un subgrupo de GLn(Fq).

Demostración. Sabemos que In ∈ Mon(n,Fq), por lo tanto Mon(n,Fq) es distinto de vacío.
Sean M1,M2 ∈ Mon(n,Fq), con

M1 = Diag(b11, b22, . . . , bnn)P (π) y M2 = Diag(a11, a22, . . . , ann)P (σ).

Por el lema anterior tenemos que

M1M2 = Diag(b11, b22, . . . , bnn)P (π)Diag(a11, a22, . . . , ann)P (σ)

= Diag(b11, b22, . . . , bnn)Diag(c11, c22, . . . , cnn)P (π)P (σ)

= Diag(b11c11, b22c22, . . . , bnncnn)P (πσ).

Por lo que queda demostrado que el producto de matrices monomiales es otra matriz mono-
mial. Por otra parte si aplicamos nuevamente el Lema anterior obtenemos que

M−1
1 = P (π−1)Diag(b−1

11 , b
−1
22 , . . . , b

−1
nn) = Diag(b11, b22, . . . , bnn)P (π−1),

es decir, que también se cumple que la inversa de una matriz monomial es otra matriz
monomial.

A continuación, probaremos que las matrices monomiales son todas isometrias de Fn
q

Teorema 2.39. Mon(n,Fq) es el grupo de isometrias de Fn
q

Demostración. Sean B = {e1, e2, . . . , en} la base canónica de Fn
q y A = (aij) una isometria

de Fn
q . Entonces para todo i, j ∈ {1, 2, ..., n} se verifica que

wt(e iA) = wt(e i) = 1

Ahora debido a que el peso de e iA es igual a 1, tenemos que existen bi ∈ F∗
q y i0 ∈ {1, 2, . . . , n}

tales que

e iA = bie io, (2.6)

es decir, que eiA es una combinación lineal de un único elemento de la base B.
Definamos la función π : {1, 2, . . . , n} −→ {1, 2, . . . , n} mediante

π(i) = i0.

Probaremos que π pertenece al grupo simétrico de orden n, es decir, π ∈ Sym(n). Note que
π está bien definida, ya que al ser el peso de e iA único, existe un único elemento en B que
cumple la igualdad (2.6). En segundo lugar, debemos probar que la función π es inyectiva
para tener la biyectividad, puesto se sabe que la función va de n elementos a n elementos.
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Iniciemos la prueba por reducción al absurdo, suponiendo que π no es inyectiva. Es decir,
supongamos que existe r, k ∈ {1, 2, . . . , n} con r ̸= k, tales que π(r) es igual π(k). Por tanto,

ekA = bkek0 y erA = brek0

si restamos las dos igualdades anteriores, obtenemos

(ek − er)A = (bk − br)ek0 ,

y en consecuencia

2 = wt(ek − er) = wt((ek − er)A) = wt((bk − br)ek0) ≤ 1.

Lo cual evidentemente es una contradicción.
Ahora, para i ∈ {1, 2, . . . , n} fijo tenemos que la igualdad (2.1) se cumple si y solo si

aij = 0, para todo i0 ̸= j ∈ {1, 2, . . . , n} y aii0 = bi.

Dado que π es biyectiva, en cada fila y en cada columna de A va a existir un escalar único no
nulo, tal que aii0 = bi. Esto significa que la matriz A puede ser escrita como la multiplicación
de la matriz Diag(b11, b22, . . . , bnn) por la matriz de permutación P (π−1). Recíprocamente,
sean M = Diag(a11, a22, . . . , ann)P (π) una matriz monomial y x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn

q .
Es claro observar que el rang(x ) = rang(xDiag(a11, a22, . . . , ann)), ya que todos los ai son
distintos de cero y xDiag(a11, a22, . . . , ann) = (x1a1, x2a2, . . . , xnan), Además, multiplicar
xDiag(a11, a22, . . . , ann) por P (π) es lo mismo que permutar las columnas de (x1a1, . . . , xnan),
por lo tanto se tiene que

rang(x ) = rang(xM).

Definición 2.40. Sean C y C ′ dos códigos lineales en Fn
q .

1. Decimos que los códigos C y C ′ son monomialmente (permutacionalmente) equivalen-
tes, si existe una matriz monomial (de permutación) A ∈ Mon(n,Fq) tal que CA = C ′.
Es decir,

C ′ = {cA : c ∈ C}.

2. Una matriz monomial (de permutación) A se denomina un automorfismo monomial
(permutacional) del código C, si CA = C. El conjunto de todos los automorfismos
monomiales (permutacionales) de un código C forma un subgrupo de Mon(n,Fq), el
cual denotamos como MAut(C) (PAut(C)) y denominamos el grupo de automorfismos
monomial (permutacional) de C.

Observación 2.41. Nótese que, para el caso binario q = 2, los automorfismos de C son
matrices de permutación P (σ) con σ ∈ Sym(n), tales que CP (σ) = C. En este caso, podemos
decir que PAut(C) = {σ ∈ Sym(n) : Cσ = C}.
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Ejemplo 2.42. Sea G la matriz generadora del código de Hamming de longitud 7 dada por

G =


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


Multipliquemos la matriz generadora G con la matriz de permutación P (σ) del Ejemplo

2.35, se obtiene


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1





0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


=


1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0 1



Es decir, al multiplicar la matriz G por P (σ) se obtiene la matriz G(σ).
La matriz G puede generar todas las palabras del código C.

C = ⟨111000, 1001100, 0101010, 1101001⟩.

De igual modo, la matriz G(σ) puede generar todas las palabras del código C ′

C ′ = ⟨0011100, 1110000, 0101010, 0111001⟩.

Por lo tanto, CP (σ) = C ′. En consecuencia, los códigos C y C ′ de parámetros [7, 4, 3]
son códigos permutacionalmente equivalentes como quedo establecido en la Definición 2.40.

2.4. Códigos autoduales
Los códigos de Golay binario y ternario extendidos, el de longitud [48, 24, 12].

Definición 2.43. Sea 1 < r ∈ N. Un código C se denomina r-divisible, si r | wt(c), para
todo c ∈ C.

En particular, un código binario 4-divisible es denominado doblemente par, si C es un
código binario, pero no doblemente par decimos que C es simplemente par. Y si C es binario
2-divisible, entonces decimos que C es par. A continuación veremos que todo código binario
autodual solamente contiene vectores de peso par.

Lema 2.44. Si C es un código binario autodual, entonces C es par.

Demostración. Sea C un código binario autodual y v = (v1, . . . , vn) ∈ C.

v · v = v1v1 + · · ·+ vnvn =
n∑

i=1

v2i ,
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y dado que

v2i =

{
0 si vi = 0
1 si vi ̸= 0.

En consecuencia, 0 =
∑n

i=1 v
2
i =

∑
vi ̸=1 1 = wt(v), de donde concluimos que 2 | wt(v).

Gleason, Pierce y Turyn demuestran en [2] que si 1 < r ∈ N divide el peso de cada vector
de un código binario autodual, entonces r = 2 o r = 4. Entre los códigos autoduales existe
una clasificación especial, teniendo en cuenta sobre el cuerpo en el que están definidos y
sobre todo su r-divisibilidad.

Definición 2.45. Sea C un código autodual r-divisible con r > 1.

1. Si es binario y no doblemente par, i.e r ̸= 4, decimos que C es Tipo I.

2. Si es binario y doblemente par, decimos que C es Tipo II.

3. Si es ternario, que a su vez por ser autodual implica ser 3-divisible, decimos que C es
Tipo III.

4. Si es un código sobre F4, por lo tanto es par, decimos que C es Tipo IV.

Teorema 2.46. Sea C un código binario lineal. Entonces se cumple que:

1. Si C es auto-ortogonal y cada vector de la matriz generadora de C tiene peso divisible
por 4, entonces el código C es doblemente par.

2. Si C es doblemente par, entonces C es auto-ortogonal.

Demostración. Ver [25] pág 10.

2.4.1. Polinomios de Gleason

Los códigos autoduales sobre Fq, con q ∈ 2, 3, 4, tienen enumeradores de peso que pueden
ser expresados como combinaciones de polinomios especiales, que son los enumeradores de
peso de códigos específicos de longitudes más pequeñas. Estos polinomios denotados como
g1(x, y), g2(x, y) y g3(x, y) se conocen como polinomios de Gleason y son una herramienta
poderosa para el estudio de todos los códigos autoduales.

Teorema 2.47. (Gleason) Sea C un [n, n
2
] código sobre Fq con q = 2 o q = 3 y sean

además

g1(x, y) = y2 + x2,

g2(x, y) = y8 + 14x4y4 + x8,

g3(x, y) = y24 + 759x8y16 + 2576x12y12 + 759x16y8 + x24,

g4(x, y) = x4 + 8xy3 y g5(x, y) = y3(x3 − y3)3.

Entonces:
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1. Si q = 2 y C es autodual,

WC(x, y) :=

⌊n
8
⌋∑

i=0

aig1(x, y)
n
2
−4ig2(x, y)

i.

2. Si q = 2 y C es autodual y doblemente par,

WC(x, y) :=

⌊ n
24

⌋∑
i=0

aig2(x, y)
n
8
−3ig3(x, y)

i.

3. Si q = 3 y C es autodual,

WC(x, y) :=

⌊ n
12

⌋∑
i=0

aig4(x, y)
n
4
−3ig5(x, y)

i.

Los ai son racionales con
k∑

i=0

ai = 1, donde k = ⌊n
8
⌋, k = ⌊ n

24
⌋ o k = ⌊ n

12
⌋ y en ambos

casos si C es extremal, entonces su polinomio enumerador de peso es único.

Demostración. Ver [25], pág 341-342.

2.4.2. La sombra de un código binario

El concepto de sombra para código binarios autoduales fue introducido por Conway y
Sloane en [12] con el fin de establecer una cota superior para la mínima distancia de códigos
simplemente par.

En lo que sigue solamente consideraremos códigos binarios C.

Definición 2.48. Sea C un código autodual, sea C0 el conjunto de vectores de C, cuyo peso
es divisible por 4 y C2 := C\C0. La sombra de C es el conjunto S, que consta de todos los
vectores v con la siguiente propiedad:

v · u = 0, para todou ∈ C0

y
v · u = 1, para todou ∈ C2.

Si C es un código Tipo II, entonces C2 = ∅ y S = C. En general para un código binario
autodual C denotamos la sombra de C como el conjunto

S :=

{
C⊥

0 \C, si C es simplemente par
C, si C es doblemente par.

Lema 2.49. Sea C un código autodual simplemente par y C0 el conjunto de palabras de C
cuyo peso es divisible por 4. Entonces C0 es el único subcódigo de índice 2 en C.
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Demostración. Dado que |sop(u) ∩ sop(v)| ≡ u · v mód 2, entonces φ : C → F2 con
φ(u) := 1

2
wt(u) es una función lineal de C con kernel C0.

Del anterior Lema se sigue que para un código simplemente par C hay cuatro subcódigos
C0, C1, C2, C3, tales que C⊥

0 = C0 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3, con lo cual C = C0 ∪ C2 y S = C1 ∪ C3

es la sombra de C.
El siguiente Teorema de Conway y Sloane ofrece diferente propiedades de polinomio

enumerador de la sombra de un código Tipo I.

Teorema 2.50. ([12]) (Conway y Sloane) Sea S la sombra de un código C autodual
[n, n/2, d] Tipo I.

1. Si el polinomio enumerador de C está dado por

WC(x, y) =

⌊n/8⌋∑
j=0

aj(x
2 + y2)

n
2
−4j(x2y2(x2 − y2)2)j,

entonces el polinomio de la sombra es

WS(x, y) =

⌊n/8⌋∑
j=0

(−1)jaj2
n
2
−6j(xy)

n
2
−4j(x4 − y4)2j.

2. Si WS(x, y) =
∑n

i=0 Bix
n−iyi es el polinomio enumerador de la sombra, entonces

a) Bi = Bn−i para todo i.

b) Bi = 0, excepto para i ≡ n
2

mód 4.

c) B0 = 0.

d) Bi ≤ 1, para i < d/2.

e) A lo más un Bi es diferente de cero para i < (d+ 4)/2.

2.4.3. Códigos extremales

Mallows-Sloane [30] y más tarde Rains [35], establecieron una cota superior, menor en
muchos casos a la cota de Singleton, para la mínima distancia d de los códigos autoduales
binarios y ternarios. Concretamente ellos probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.51. ([30, 35]) Sea C un [n, k, d] código autodual. Entonces tenemos:

1. Si C es un código binario, entonces

d ≤
{

4⌊ n
24
⌋+ 4 si n ̸≡ 22 mód 24

4⌊ n
24
⌋+ 6 si n ≡ 22 mód 24.

2. Si C es un código ternario, entonces d ≤ 3⌊ n
12
⌋+ 3.
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Un código binario o ternario autodual cuya distancia mínima alcanza la respectiva cota
superior del Teorema anterior se denominaun código extremal. Esta familia de códigos son
de gran interés, dado que al tener la máxima distancia mínima entre todos los códigos de
igual longitud y dimensión, poseen mayor capacidad de corrección de errores.

La clase de los códigos extremales contiene códigos importantes tales como los códigos
extendidos binarios y ternarios de Golay G(24) y G(12), los cuales son extremal Tipo II y
extremal Tipo III, respectivamente.

El código de Golay extendido binario es el primer caso de los códigos extremales binario
con longitud múltiplo de 24. Esta familia de códigos son de particular interés debido a que
el Teorema de Assmus-Mattson [2] garantiza que los soportes de peso no cero fijo forman un
5-diseño. Zhang prueba en [42] que su longitud es a lo más 3672.

A pesar de importancia teórica, solamente dos códigos extremales binarios de longitud
24 son conocidos, los cuales son el famoso código extendido binario de Golay y el código ex-
tendido resto cuadrático de longitud 48. Al respecto, en 1973 Sloane [36] formuló la siguiente
pregunta ¿existe un código extremal con parámetros [72, 36, 16]?. Pese a los múltiples inten-
tos de la comunidad matemática por establecer o no la existencia de dicho código, hasta el
momento la pregunta aún sigue abierta. En general, no se ha podido establecer la existencia
o no existencia de un código extremal binario con parámetros [24m, 12m, 4m+ 4] para todo
entero 3 ≤ m ≤ 153. Con el objetivo de encontrar un automorfismo no trivial que permita
la construcción del código para m ∈ {3, 4, 5}, se ha analizado el grupo de automorfismo en
[3, 4, 5, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 17].

La familia de los códigos extremales también contiene los códigos extremales Tipo I y Tipo
III de longitud 60, los cuales tienen parámetros [60, 30, 12] y [60, 30, 18], respectivamente, y
hacen parte central del estudio de esta tesis.



Capítulo 3

Estructura de códigos q-arios autoduales
con un automorfismo

En este capítulo analizaremos la estructura algebraica de un código lineal C ≤ Fn
q con un

automorfismo permutacional σ ∈ Sym(n) de orden r, en principio no necesariamente primo.
Por lo tanto, en el resto de este capítulo siempre supondremos que C tiene un automorfismo
permutacional σ ∈ Sym(n) de orden r compuesto por c ciclos de longitud r (llamados r-
ciclos) y f puntos fijos, con r y char(Fq) primos relativos. En este caso decimos que σ es de
tipo r-(c, f). Sin perdida de generalidad podemos suponer que

σ = Ω1 . . .ΩcΩc+1 . . .Ωc+f , (3.1)

donde Ωi = ((i−1)r+1, . . . , ir), i = 1, . . . , c, son los ciclos de longitud r, y Ωc+i = (cr+i), i =
1, . . . , f , son los puntos fijos. Nótese que obviamente, n = cr + f .

3.1. Descomposición de un código con automorfismo per-
mutacional

Recordemos que dada una permutación σ ∈ Sym(n) y un vector v ∈ Fn
q , definimos la

acción de σ sobre v como vσ := (vσ−1(1), . . . , vσ−1(n)) ∈ Fn
q . Nótese que bajo esta acción, si

G = ⟨σ⟩ = {1, σ, . . . , σr−1} es el grupo cíclico generado por la permutación σ de orden r,
entonces Fn

q es un FqG-módulo. En particular, si C ≤ Fn
q y σ ∈ PAut(C), entonces C es un

FqG-módulo. En este caso decimos que C es σ-invariante, lo cual es equivalente a decir que
vσi ∈ C, para todo v ∈ C y para todo i = 1, . . . , r − 1.

A continuación definimos dos subcódigos importantes de un código C ≤ Fn
q , siempre que

C tenga un automorfismo permutacional σ.

Definición 3.1. Sea C ≤ Fn
q un código lineal y σ ∈ PAut(C) de tipo r-(c, f) de la forma

dada en (3.1). Entonces definimos los siguientes subcódigos de C.

1. Fσ(C) = {v ∈ C : vσ = v}, denominado el código fijo de C bajo σ.

2. Eσ(C) = {v ∈ C :
∑

i∈Ωj
vi = 0 para todo j = 1, . . . , c + f}, denominado el código

complemento σ- invariante.

44
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Observación 3.2. Claramente, podemos observar que v ∈ Fσ(C) si y solamente si v ∈ C y
v es constante en cada ciclo Ωj para todo j = 1, . . . , c+ f .

Recordemos que el producto interior Euclidiano en Fn
q es definido como

u · v =
n∑

i=1

uivi, u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Fn
q . (3.2)

Lema 3.3. Sea C ≤ Fn
q un código lineal, σ ∈ PAut(C) de tipo r-(c, f) de la forma dada en

(3.1) y V0 = {v ∈ Fn
q : vσ = v}. Entonces

1. dimV0 = c+ f .

2. Si C es autodual con respecto al producto interior (3.2), entonces

dimFσ(C) =
1

2
dimV0 =

c+ f

2
.

Demostración. 1. Se puede verificar fácilmente que los vectores

(ej)l :=

{
1, l ∈ Ωj

0, otro caso
,

forman una base para V0. Por lo tanto, dimV0 = c+ f .

2. La afirmación se sigue de [1, Theorem 3.2].

Con base en la Observación 3.2 podemos definir la proyección π : Fσ(C) → Fc+f
q , como

(π(v))i = vj para todo j ∈ Ωi y i = 1, . . . , c+ f , la cual evidentemente es un monomorfismo
de espacios vectoriales y, por lo tanto,

dimFσ(C) = dim(π(Fσ(C))).

En particular, si C es autodual, entonces por Lema 3.3 tenemos que

dimFσ(C) = dim(π(Fσ(C))) =
c+ f

2
, (3.3)

y más concretamente acerca de la proyección π(Fσ(C)) podemos afirmar lo siguiente.

Lema 3.4. ([26, 24]) Si C es [n, n/2, d]q código autodual con respecto al producto interno
usual, entonces π(Fσ(C)) ≤ Fc+f

q es un [c+ f, (c+ f)/2, dπ]q código autodual con respecto al
producto interno

u · v =
c∑

i=1

ruivi +

c+f∑
i=c+1

uivi. (3.4)
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Demostración. Sean a y b ∈ Fσ(C) tales que

π(a) = u = (u1, u2, . . . , uc+f )

y
π(b) = v = (v1, v2, . . . , vc+f ).

Dado que C es autodual, entonces

0 = ⟨a, b⟩ =
n∑

i=0

aibi = r

c∑
i=0

uivi +

c+f∑
i=c+1

uivi

= u · v = π(a) · π(b).

Por lo tanto
π(Fσ(C)) ⊆ π(Fσ(C))⊥,

es decir π(Fσ(C)) es auto-ortogonal. Por (3.3) tenemos que

dim π(Fσ(C))⊥ = c+ f − dim π(Fσ(C)) =
c+ f

2
,

por lo que entonces π(Fσ(C)) = π(Fσ(C))⊥.

Note que si char(Fq) ∤ ord(σ), por el Teorema de Maschke 1.46, existe un FqG-submódulo
N de C tal que C = Fσ(C) ⊕ N . El siguiente teorema muestra que N = Eσ(C) y por lo
tanto ofrece una importante descomposición del código lineal C.

Teorema 3.5. Sea C ≤ Fn
q un código con un automorfismo permutacional σ ∈ Sym(n) de

tipo r-(c, f) tal que char(Fq) ∤ r. Entonces

1. C = Fσ(C) ⊕ Eσ(C), donde tanto Fσ(C) como Eσ(C) son ambos σ-invariantes, es
decir FqG-módulos, donde G = ⟨σ⟩.

2. Si C es autodual, entonces dim(Eσ(C)) = c(r−1)
2

.

Demostración. 1. Es claro que el subcódigo Fσ(C) es σ-invariante. Además, debido a
que Fσ(C) es un subespacio vectorial de C, entonces existe un subespacio vectorial
L de C tal que C = Fσ(C) ⊕ L. Sin embargo, L podría no ser un FqG-modulo para
G = ⟨σ⟩. Sea ϕ : C −→ Fσ(C) la proyección de C sobre Fσ(C). Por la prueba del
Teorema de Maschke 1.46, es conocido que la función ζ : C −→ C definida como
ζ(v) = 1

r

∑r−1
i=0 ϕ(σ

iv) para todo v ∈ C es un endomorfismo de C y C = Fσ(C)⊕Ker(ζ).
Dado que u :=

∑r−1
i=0 σ

i(v) ∈ Fσ(C), entonces ζ(v) = 1
r
ϕ(
∑r−1

i=0 σ
i(v)) = 1

r

∑r−1
i=0 σ

i(v).
Más aún, note que u|Ωj

= (
∑

l∈Ωj
vl, . . . ,

∑
l∈Ωj

vl) ∈ F|Ωj |
q para todo j ∈ {1, , . . . , c+f}.

Por lo tanto, Eσ(C) = Ker(ζ).

2. Por la Parte (1), sabemos que dim(C) = dim(Fσ(C)) + dim (Eσ(C)). Por Lema 3.3,
tenemos que dim(Eσ(C)) = n

2
− c+f

2
. Dado que n = cr + f , entonces

dim(Eσ(C)) =
cr + f

2
− c+ f

2
=

c(r − 1)

2
.
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Observación 3.6. El Teorema 3.5 (1) demuestra que para el código C, existe una matriz
generadora de la forma

gen(C) =

(
X Y
Z O

)
} gen(Fσ(C))
} gen(Eσ(C))

, (3.5)

donde la parte izquierda de la matriz corresponde a todas las coordenadas movidas por σ y
la parte derecha a los puntos fijos.

Definición 3.7. Para un primo p definimos ordp(q) como el menor de los s ∈ N tal que
p | qs − 1. Es decir, ordp(q) es el orden multiplicativo de q módulo p.

Lema 3.8. Si C es autodual, entonces qdim(E(σ)) ≡ 1 mód p, esto es ordp(q) | dim(Eσ(C)).

Demostración. Note que |C| = |Fσ(C)|+ pt. Luego

qdim(C) = qdim(Fσ(C)) + pt

⇒ qdim(Fσ(C))+dim(Eσ(C)) = qdim(Fσ(C)) + pt

⇒ qdim(Fσ(C))+dim(Eσ(C)) ≡ qdim(Fσ(C)) mód p

⇒ qdim(Eσ(C)) ≡ 1 mód p.

Como ordp(q) es el mínimo s ∈ N tal que qs ≡ 1 mód p, entonces ordp(q) | dim(Eσ(C)).

3.2. El anillo P y el P-módulo φ(Eσ(C)∗)

En esta sección definiremos y estudiaremos el anillo cociente de polinomios P ≤ Rp =
Fq[x]/(x

p−1), con el objetivo de analizar la estructura del P-módulo φ(Eσ(C)∗). A partir de
ahora, supondremos siempre que σ es un automorfismo permutacional de C de orden primo
p ̸= char(Fq).

Observación 3.9. Puesto que ordp(q) es el tamaño de los q-ciclos de 1 módulo n, si ordp(q) =
p−1, entonces el polinomio 1+x+ . . .+xp−1 es irreducible sobre Fq[x], más aún, si ordp(q) =
p− 1 es par, entonces existe t = p−1

2
tal que qt ≡ −1 mód p.

Definición 3.10. Sea P el ideal principal de Rp = Fq[x]/(x
p−1) generado por el polinomio

(1− x). Obviamente, P = {v(x) ∈ Rp :
∑p−1

i=0 vi = 0}.

El siguiente resultado generaliza el Lema 4 de [26].

Lema 3.11. ([24]) Sea P el ideal principal de Rp = Fq[x]/(x
p−1) generado por el polinomio

(1− x). Entonces tenemos:

1. P es un código cíclico con |P| = qp−1.



3.2 El anillo P y el P-módulo φ(Eσ(C)∗) 48

2. P es un subanillo de Rp con elemento identidad

e(x) = −1

p
((1− p) + x+ x2 + · · ·+ xp−1).

Además, β(x)p(x) ≡ xp(x) mód (xp − 1), para todo p(x) ∈ P , donde

β(x) := −1

p
(1 + (1− p)x+ x2 + x3 + · · ·+ xp−1).

3. Si 1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1 es irreducible en Fq[x], entonces P es un campo.

Demostración. 1. Dado que grad(x − 1) = 1 y P por definición es un código cíclico,
entonces (ver Teorema 2.22 (3)) dimP = p− 1.

2. Es claro que P es cerrado bajo la suma usual de polinomios y el producto de polinomios
mód ⟨xp− 1⟩. Para probar que e(x) := −1

p
((1− p)+x+x2+ · · ·+xp−1) es el elemento

identidad de P , sea 0 ̸= f(x) ∈ P . Entonces f(x) = g(x)(x − 1), para algún g(x).
Luego

f(x)(1 + x+ · · ·+ xp−1) = g(x)(x− 1)(1 + x+ · · ·+ xp−1) = g(x)(xp − 1).

Por lo tanto f(x)(1 + x+ · · ·+ xp−1) ≡ 0 mód ⟨xp − 1⟩. Entonces

f(x)(1− p+ (p+ x+ · · ·+ xp−1)) ≡ 0 mód ⟨xp − 1⟩.

De donde
f(x)((1− p) + x+ · · ·+ xp−1) ≡ −pf(x) mód ⟨xp − 1⟩,

es decir
f(x)(−1

p
((1− p) + x+ · · ·+ xp−1)) ≡ f(x) mód ⟨xp − 1⟩.

Además, dado que xe(x)−β(x) = xp−1. Entonces xe(x) ≡ β(x) mód ⟨xp−1⟩. Ahora,
si p(x) ∈ P , entonces xe(x)p(x) ≡ β(x)p(x) mód ⟨xp − 1⟩. Por lo tanto xp(x) ≡
β(x)p(x) mód ⟨xp − 1⟩.

3. Supongamos que 1 + x + x2 + · · · + xp−1 es irreducible en Fq[x]. Ya sabemos que
P es un anillo con elemento identidad e(x) y dado que la multiplicación en Fq[x]
es conmutativa, también lo es en P . Ahora supongamos que f(x), g(x) ∈ P y que
f(x)g(x) ≡ 0 mód ⟨xp − 1⟩. Dado que f(x), g(x) ∈ P , entonces (x − 1) | f(x) y
(x−1) | g(x). Además, la suposición xp−1 = (x−1)(1+x+x2+ · · ·+xp−1) | f(x)g(x)
implica f(x)g(x)

1+x+x2+···+xp−1 = (x− 1)h(x), para algún polinomio h(x) ∈ Fq[x]. Por lo tanto
la irreductibilidad de 1 + x + x2 + · · · + xp−1 nos lleva a que 1 + x + x2 + · · · + xp−1

divide a f(x) o a g(x), es decir, P no tiene divisores de cero. En conclusión P es un
anillo finito, conmutativo, invertible y sin divisores de cero. En consecuencia, P es un
campo.
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Lema 3.12. Sea 1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1 irreducible en Fq[x]. Entonces tenemos:

1. xte(x) ≡ β(x)t mód (xp − 1) para todo 0 ≤ t ≤ p − 1 y ord(xe(x)) = ord(β(x)) = p.
Si q(x) ∈ P con ord(q(x)) = m y gcd(p,m) = 1, entonces ord(xq(x)) = pm.

2. H = ⟨β(x)⟩ es el único subgrupo de orden p en P\{0} y β(x), β(x)2, . . . , β(x)p−1 son
los únicos elementos de orden p en P\{0} y H = ⟨β(x)i⟩, para i = 1, 2, . . . , p− 1.

3. {e(x), β(x), β(x)2, . . . , β(x)p−2} es una base para el código cíclico P.

Demostración. 1. Observe que

xe(x)− β(x) = x(−1

p
((1− p) + x+ x2 + · · ·+ xp−1))− (−1

p
(1 + (1− p)x+ · · ·+ xp−1))

= −1

p
(xp − 1)

Por lo tanto, xe(x) ≡ β(x) mód (xp − 1). Entonces, por el Lema anterior

β(x)t−1xe(x) ≡ β(x)t−1β(x) mód (xp − 1)

xt−1xe(x) ≡ β(x)t mód (xp − 1)

xte(x) ≡ β(x)t mód (xp − 1).

Entonces xpe(x) ≡ 1 · e(x) ≡ β(x)p, en consecuencia el ord(xe(x)) = ord(β(x)) = p.

Por otro lado, si q(x) ∈ P con ord(q(x)) = m, entonces q(x)m = e(x), más aún

(xq(x))pm = xpmq(x)pm

= (xp)m(q(x)m)p

= 1me(x)p

= e(x).

Por lo tanto, el ord(xq(x)) | pm. Pero gcd(p,m) = 1, entonces ord(xq(x)) = pm.

2. Se tiene que ord(β(x)) = p, donde p | (qs−1) pero como s = p−1, entonces p | (qp−1−1),
además |P| = qp−1, entonces |P\{0}| = qp−1− 1. Como |P\{0}| es grupo cíclico, todos
sus subgrupos también lo son y su orden divide a |P\{0}|. Entonces ⟨β(x)⟩ es un
subgrupo de P\{0} de orden p, por ser p primo, todos sus elementos tienen orden p.

H = ⟨β(x)⟩ = {β(x), β(x)2, . . . , β(x)p−2} ≤ P\{0}

3. Dado que dimFq P = p− 1, solamente basta probar que los elementos

{e(x), β(x), β(x)2, . . . , β(x)p−2}

son linealmente independiente. Supongamos que
∑p−2

i=0 λiβ(x)
i = 0. Dado que xe(x) =

β(x) mód (xp − 1), entonces
∑p−2

i=0 λix
ie(x) = 0. Similarmente, tenemos que(

p−2∑
i=0

λix
i

)
e(x) = 0.
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Definamos ahora p(x) :=
∑p−2

i=0 λi(x)
i y supongamos que p ∈ P . Entonces p(x) =

p(x)e(x) = 0, por lo tanto p(x) =
∑p−2

i=0 λi(x)
i = 0. En consecuencia, λi = 0, para todo

i = 0, 1, . . . , p− 2.
Supongamos ahora que p /∈ P . Entonces existe q(x) ∈ Fq[x] y 0 ̸= α ∈ Fq tal que
p(x) = q(x)(x− 1) + α. Se sigue entonces que

0 = p(x)e(x) = q(x)(x− 1)e(x) + αe(x)

0 = q(x)(x− 1) + αe(x).

Por lo tanto q(x)(x− 1) = −αe(x), sin embargo grad(−αe(x)) = grad(e(x)) = p− 1 y
grad(q(x)(x− 1)) ≤ grad(e(x)) = p− 2, lo cual es una contradicción. En consecuencia,
p(x) ∈ P y {e(x), β(x), β(x)2, . . . , β(x)p−2} son linealmente independientes.

Lema 3.13. Si ordp(q) = p− 1, δ(x) ∈ P , p | ord(δ(x)) y θ(x) = δ(x)p, entonces

⟨δ(x)⟩ =

ord(δ(x))
p

−1⋃
i=0

θ(x)i⟨β(x)⟩.

Demostración. Por el Lema 3.12 tenemos que H = ⟨β(x)⟩ es el único subgrupo de orden p en
P\{0} y β(x), β(x)2, . . . , β(x)p−1 son los únicos elementos de orden p. Dado que ordp(q) =

p− 1, entonces p | qp−1 − 1. Pero p ∤ q
p−1
2 − 1, por lo tanto p | q p−1

2 + 1.
Debido a que ord

(
δ(x)

ord(δ(x))
p

)
= p, tenemos que

〈
δ(x)

ord(δ(x))
p

〉
= ⟨β(x)⟩. Lo cual implica

que ⟨β(x)⟩ ≤ ⟨δ(x)⟩. Además, dado que θ(x)⟨β(x)⟩ ∈ ⟨δ(x)⟩/⟨β(x)⟩ y |⟨δ(x)⟩/⟨β(x)⟩| =
ord(δ(x))

p
= ord(θ(x)⟨β(x)⟩) obtenemos que

⟨δ(x)⟩/⟨β(x)⟩ = {e(x)⟨β(x)⟩, θ(x)⟨β(x)⟩, θ(x)2⟨β(x)⟩, . . . , θ(x)
ord(δ(x))

p
−1⟨β(x)⟩},

es decir,

⟨δ(x)⟩ =

ord(δ(x))
p

−1⋃
i=0

θ(x)i⟨β(x)⟩.

Sea Eσ(C)∗ el código par Eσ(C) sin las últimas f coordenadas. Para un vector v ∈ Eσ(C)∗

identificamos v |Ωj
= (v0, v1, . . . , vp−1) con el polinomio v0 + v1x+ · · ·+ vp−1x

p−1 de P ⊂ Rp.
En consecuencia, obtenemos una función φ : Eσ(C)∗ −→ Pc.

Lema 3.14. φ(Eσ(C)∗) es un P-modulo y en particular, si P es un campo, entonces φ(Eσ(C)∗)
es un código lineal sobre P.

Demostración. Note que x− 1 = β(x)− e(x). Si p(x) ∈ P , entonces p(x) = (x− 1)r(x) con
r(x) = a0 + a1x+ · · ·+ ap−1x

p−1. Por lo tanto

p(x) = a0(β(x)− e(x)) + a1(β(x)− e(x))x+ · · ·+ ap−1(β(x)− e(x))xp−1

= a0(β(x)− e(x)) + a1(β(x)− e(x))β(x) + · · ·+ ap−1(β(x)− e(x))βp−1(x)

= a0(β(x)− e(x)) + a1(β
2(x)− β(x)) + · · ·+ ap−1(β

p(x)− βp−1(x)).
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En consecuencia, todo elemento p(x) ∈ P es una combinación lineal de β0(x), . . . , βp−1(x).
Por otra parte, si v ∈ Eσ(C)∗, entonces σ(v) ∈ Eσ(C)∗. Además, por el Lema 3.11 (2)

tenemos
β(x)φ(v(x)) = φ(σ(v)) ∈ φ(Eσ(C)∗).

Por lo tanto

p(x)φ(v) =
( p−1∑

i=0

aiβ
i(x)

)
φ(v) ∈ φ(Eσ(C)∗).

Corolario 3.15. Sea ordp(q) = p− 1 y C ≤ Fn
q un código autodual con un automorfismo σ

de tipo p-(c, f) para algún primo p ̸= char(Fq). Entonces tenemos

1. φ(Eσ(C)∗) es un [c, c
2
] código sobre el campo P.

2. c es par.

Demostración. En este caso, φ(Eσ(C)∗) es un espacio vectorial sobre P . Además, Eσ(C)∗ ∼=
Eσ(C) ∼= φ(Eσ(C)∗) como espacio vectorial sobre Fq. Por lo tanto, dimFq φ(Eσ(C)∗) = p−1

2
c

y
q

p−1
2

c = |φ(Eσ(C)∗)| = |P|dimP φ(Eσ(C)∗) = (qp−1)dimP φ(Eσ(C)∗),

y se obtiene que dimP φ(Eσ(C)∗) = c
2
.

En la práctica vamos a querer encontrar una matriz generadora del código C a partir
de una base de los códigos Fσ(C) y Eσ(C), usando la descomposición matricial (3.5). En
particular, para hallar una matriz generadora del subcódigo Eσ(C) necesitamos el concepto
siguiente de matriz circulante.

Definición 3.16. Sea a(x) = a0 + a1x + . . . + ap−1x
p−1 un polinomio sobre Fq. Entonces

definimos la matriz circulante [a] como la siguiente matriz

[a] :=


a0 a1 a2 . . . ap−1

ap−1 a0 a1 . . . ap−2
...

...
...

a2 a3 a4 . . . a1

 ∈ M(p−1)×p(F2).

El siguiente resultado nos muestra cómo obtener una matriz generadora del código par
Eσ(C) conociendo un base de φ(Eσ(C)∗) sobre P , cuando P es un campo.

Lema 3.17. Sean p un primo con p ̸= char(Fq) y ordp(q) = p − 1. Si los vectores φ(u1) =
(u11(x), . . . , u1c(x)), . . . , φ(u c

2
) = (u c

2
1(x), . . . , u c

2
c(x)) forman una base de φ(Eσ(C)∗) sobre

P, donde ui ∈ Eσ(C)∗ para todo i = 1, . . . , c
2
, entonces

gen(Eσ(C)∗) =

[u11] · · · [u1c]
...

...
[u c

2
1] · · · [u c

2
c]

 ,

donde [uij] son (p− 1)× p-matrices circulantes para todo i = 1, . . . , c
2
, j = 1, . . . , c.
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Demostración. Supongamos que

gen(φ(Eσ(C)∗)) =

 (u11(x), . . . , u1c(x))
...

(u c
2
1(x), . . . , u c

2
c(x))


y β(x) := 1 + x2 + x3 + . . .+ xp−1. Entonces obtenemos la (p− 1) c

2
× c-matriz

[u11] · · · [u1c]
...

...
[u c

2
1] · · · [u c

2
c

 =




σ0(u1)
σ1(u1)

...
σp−2(u1)


...

σ0(u c
2
)

σ1(u c
2
)

...
σp−2(u c

2
)




=




σ0(u11 . . . u1c)
σ1(u11 . . . u1c)

...
σp−2(u11 . . . u1c)


...

σ0(u c
2
1 . . . u c

2
c)

σ1(u c
2
1 . . . u c

2
c)

...
σp−2(u c

2
1 . . . u c

2
c)




.

Debido a que Eσ(C)∗ tiene dimensión (p − 1)c/2, entonces solamente debemos mostrar
la independencia lineal de las filas sobre Fq:

Sea
∑c/2

i=1(
∑p−2

j=0 λijσ
j(ui1 . . . uic)) = 0. Entonces,

c/2∑
i=1

(
p−2∑
j=0

λijσ
j(ui1 . . . uic)

)
= 0.

Por lo tanto,
c/2∑
i=1

((

p−2∑
j=0

λijβ
j(x))(ui1(x), . . . , uic(x))) = 0,

con
∑p−2

j=0 λijβ
j(x) ∈ I2 para i = 1, . . . , c/2. Debido a φ(u1), . . . , φ(uc/2) son linealmente in-

dependientes sobre P , tenemos que
∑p−2

j=0 λijβ
j(x) = 0 para i = 1, . . . , c/2. Nuevamente, por

la independencia lineal del conjunto {e(x), β(x), . . . , βp−2(x)} (ver Lema 3.12 (ii)) tenemos
λij = 0 for i = 1, . . . , c/2 and j = 1, . . . , p− 1.

3.3. Relación entre la dualidad del código y la de sus
subcódigos

En [26] y [40] se establece que si q = 2 y p es primo, entonces Cφ = φ(Eσ(C)∗) es un
código autodual con respecto a cierto producto interior. Huffman generaliza este resultado
en el siguiente teorema.
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Teorema 3.18. ([24]) Supongamos que C es un [n, n/2, d] código autodual bajo el producto
interior (3.2) y que 1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1 es irreducible sobre Fq. Supongamos además que
existe un entero no negativo t tal que qt ≡ −1 (mód p). Entonces Cφ es un [c, c/2, d′] código
autodual sobre P bajo el producto interior ⟨·, ·⟩ dado por

⟨u, v⟩ =
c∑

i=1

uiv
qt

i , (3.6)

donde u = (u1, . . . , uc), v = (v1, . . . , vc) ∈ Pc.

En Pc, podemos usar el siguiente producto interior Hermitiano, definido en [29] de la
siguiente forma: para u = (u1, . . . , uc) y v = (v1, . . . , uc)

u · v =
c∑

i=1

uivi, (3.7)

donde vi = vi(x
−1) = vi(x

p−1).

Observación 3.19. En el último teorema note que vi(x
−1) = vi(x

qt) = vi(x)
qt . Por lo tanto,

el producto Hermitiano (3.7) es equivalente a

u · v =
c∑

i=1

uiv
qt

i .

Además, si ordp(q) = p− 1 y p ̸= 2, entonces q
p−1
2 ≡ −1 mód p. En consecuencia podemos

tomar t = p−1
2
.

El siguiente teorema es una generalización inmediata de [40, Theorem 3] dada en [10].

Teorema 3.20. ([10]) Sea C ≤ Fn
q un código lineal con un automorfismo σ de orden primo

p ̸= char(Fq). Supongamos que ordp(q) = p − 1 y que existe un entero no negativo t tal que
qt ≡ −1 (mód p). Entonces C es código autodual bajo (3.2) si y sólo si las siguientes dos
condiciones se satisfacen:

(i) π(Fσ(C)) es código autodual de longitud c+ f bajo el producto interior (3.4).

(ii) φ(Eσ(C)∗) es un código autodual de longitud c sobre el campo P bajo el producto interior
(3.6).

Demostración. Supongamos que C es autodual. Las condiciones (i) y (ii) se siguen del Lema
3.4 y del Teorema 3.18, respectivamente. De forma recíproca, asumamos que se tienen las
condiciones (i) y (ii). En este caso, dimFq(π(Fσ(C))) = c+f

2
y dimp(φ(Eσ(C)∗)) = c

2
. Por

lo tanto dimFq(Eσ(C)) = dimFq(φ(Eσ(C)∗)) = (p − 1) c
2
. Dado que C = Fσ(C) ⊕ Eσ(C),

entonces dimFq(C) = (c+f)
2

+ c(p−1)
2

= (cp+f)
2

= n
2
. Probemos ahora que C ≤ C⊥. Debido a

que Fσ(C) ⊥ Eσ(C), es suficiente probar que Fσ(C) y que Eσ(C) son auto-ortogonales. Para
Fσ(C) la afirmación es trivial.
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Sean a(x) = α0 + α1x + · · · + αp−1x
p−1, b(x) = β0 + β1x + · · · + βp−1x

p−1 ∈ P . Si
a = (α0, . . . , αp−1) y b = (β0, . . . , βp−1), entonces

a(x)b(x−1) = (α0 + · · ·+ αp−1x
p−1)(β0 + β1x

p−1 + · · ·+ βp−1x)

= a · b+ (a · (bσ))x+ · · ·+ (a · (bσp−1))xp−1.

Para u = (u1(x), . . . , uc(x)), v = (v1(x), . . . , vc(x)) ∈ Pc tenemos que
c∑

i=1

ui(x)vi(x
−1) =

c∑
i=1

ui · vi + (
c∑

i=1

ui · (viσ))x+ · · ·

+ (
c∑

i=1

ui · (viσp−1))xp−1.

Supongamos que Cφ es un código autodual con respecto al producto interior Hermitiano
(3.6). Si u , v ∈ Cφ, entonces

0 = ⟨u , v⟩ =
c∑

i=1

ui(x)vi(x
−1) =

c∑
i=1

ui · vi + (
c∑

i=1

ui · (viσ))x+ · · ·+ (
c∑

i=1

ui · (viσp−1))xp−1.

Esto nos lleva a que
c∑

i=1

ui · vi =
c∑

i=1

ui · (viσ) = · · · =
c∑

i=1

ui · (viσp−1) = 0.

Si ui(x) = ui0 + · · · + ui,p−1x
p−1, vi(x) = vi0 + · · · + vi,p−1x

p−1, i = 1, . . . , c, y u ′ =
(u00, . . . , uc,p−1) ∈ Fpc

q , v ′ = (v00, . . . , vc,p−1) ∈ Fpc
q , entonces u ′, v ′ ∈ Eσ(C)∗ y

u ′ · v ′ =
c∑

i=1

p−1∑
j=0

uijvij =
c∑

i=1

ui · vi = 0.

Por lo tanto, los vectores de Eσ(C)∗ son ortogonales entre sí y el código es auto-ortogonal.

El siguiente resultado, el cual es una generalización de [41, Theorem 3], nos permite
obtener códigos equivalentes a través de ciertas operaciones.

Teorema 3.21. Sean C y C ′ dos códigos autoduales en Fn
q y sea además σ ∈ PAut(C) de

orden primo p ̸= char(Fq). Una condición suficiente para la equivalencia de C y C ′ con
σ ∈ PAut(C ′) es que C ′ puede ser obtenido de C por

(i) una sustitución x 7−→ xt en φ(Eσ(C)∗), donde t es un entero con 1 ≤ t ≤ p− 1.

(ii) una multiplicación de la j-ésima coordenada de φ(Eσ(C)∗) por xtj , donde tj es un
entero con 0 ≤ tj ≤ p− 1 y j = 1, . . . , c.

(iii) una permutación de los primeros c ciclos de C.

(iv) una permutación de las últimas f coordenadas de C.



Capítulo 4

Códigos extremales q-arios de longitud
60 con un automorfismo de orden 29

En esta sección aplicamos los resultados establecidos en el Capítulo 3 para dar una clasifi-
cación de todos los códigos extremales Tipo I y Tipo III de longitud 60 con un automorfismo
de orden 29.

Lema 4.1. Sea C ≤ F60
q un código autodual con un automorfismo de orden 29 y matriz

generadora de la forma

A =

 1 0 1 0
0 1 0 1

[e(x)] [−θ(x)k] 0 0

 , (4.1)

donde las matrices [e(x)], [−θ(x)k] son matrices circulantes de tamaño 28× 29.

1. Si char(Fq) es par, entonces gen(C) = A con θ(x) = α(x)pq
( p−1

2 −1)
, α(x) un elemento

primitivo de P y 0 ≤ k < q
p−1
2 +1
p

− 1.

2. Si char(Fq) es impar, entonces gen(C) = A con θ(x) = α(x)
p
2
q(

p−1
2 −1)

, α(x) un elemento

primitivo de P, 0 ≤ k <
2

(
q
p−1
2 +1

)
p

− 1 y k − 1 ≡ 0 mód 2.

Demostración. Supongamos que σ ∈ PAut(C) es de orden 29. Entonces σ es de tipo 29-
(2, 2). Por la Ecuación (3.3), tenemos que π(Fσ(C)) es un [4, 2] código autodual sobre Fq con
respecto al producto interno (3.4). De este modo,

gen(Fσ(C)) =

(
1 0 1 0
0 1 0 1

)
,

donde 1 es el vector de solamente unos y 0 el vector nulo de longitud 29.
A continuación determinamos la matriz gen(Eσ(C)) a partir de la matriz generadora de

φ(Eσ(C)∗) dada en el Lema 3.17. Observe que s(q, 29) = p − 1 y q
p−1
2 ≡ −1 mód p para

55
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q = 2 y q = 3. De este modo, por el Teorema 3.20, el espacio vectorial φ(Eσ(C)∗) es un
código autodual [2, 1] sobre el cuerpo P = Fqp−1 con el producto interno Hermitiano

u · v = u1(x)v1(x)
q
p−1
2 + u2(x)v2(x)

q
p−1
2 .

Por lo tanto, φ(Eσ(C)∗) es generado por un vector (m(x), n(x)) ∈ P2. Debido a la
ortogonalidad, m(x) ̸= 0 ̸= n(x). De este modo, φ(Eσ(C)∗) también es generado por
(e(x),m(x)−1n(x)), donde e(x) = (−1/p)((1 − p)x + x2 + · · · + xp−1) es la identidad de
P . Por lo tanto

gen(φ(Eσ(C)∗)) = (e(x), a(x)),

donde 0 ̸= a(x) ∈ P .
Si α es un elemento primitivo del campo P , tenemos que a(x) = α(x)t para algunos t

con 0 ≤ t ≤ qp−1 − 2.
Por lo tanto,

gen(φ(Eσ(C)∗)) = (e(x), α(x)t),

donde 0 ≤ t ≤ qp−1 − 2.
De la misma manera que en [13] reducimos el número de posibilidades. Debido a la

ortogonalidad obtenemos

(e(x), a(x)) · (e(x), a(x)) = e(x) + α(x)(q
p−1
2 +1)t = 0.

Entonces e(x) = −α(x)(q
p−1
2 +1)t, 0 ≤ t ≤ qp−1 − 2.

1. Si char(Fq) es par, entonces α(x)(q
p−1
2 +1)t = −e(x). Por lo tanto,

(q
p−1
2 + 1)t ≡ 0 mód (qp−1 − 1).

De este modo t ≡ 0 mód (q
p−1
2 − 1) y tenemos

a(x) = α(x)t = α(x)k(q
p−1
2 −1) = (α(x)(q

p−1
2 −1))k,

por un entero k. Ya que ord(α(x)(q
p−1
2 −1)) = q

p−1
2 + 1, tenemos

gen(φ(Eσ(C)∗)) = (e(x), δ(x)k),

donde δ(x) := α(x)q
p−1
2 −1 y 0 ≤ k ≤ q

p−1
2 .

Ya que s(p) = p− 1, seguido del Lema 3.13 que ⟨δ(x)⟩ =

q
p−1
2 +1
p

−1⋃
i=0

θ(x)i⟨β(x)⟩, donde

θ(x) := δ(x)p. Por el Lema 3.12 (i) y Teorema 3.21 (ii) tenemos

gen(C) =

 1 0 1 0
0 1 0 1

[e(x)] [θ(x)k] 0 0

 ,

donde por [17, Lema 5] las matrices [e(x)], [θ(x)k] son circulantes 28× 29-matrices.
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(ii) Si char(Fq) es impar, en α(x)
qp−1−1

2 = −e(x). Ya que α(x)(q
p−1
2 +1)t = −e(x), entonces

(q
p−1
2 + 1)t ≡ 0 mód

(qp−1 − 1

2

)
.

De este modo t ≡ 0 mód ( q
p−1
2 −1
2

) y k = t

q
p−1
2 −1
2

es un entero impar. Por lo tanto,

a(x) = α(x)t = α(x)k(
q
p−1
2 −1
2

) =
(
α(x)(

q
p−1
2 −1
2

)
)k

,

para un entero impar k. En conclusión obtenemos

gen(φ(Eσ(C)∗)) = (e(x), δ(x)k),

donde δ(x) := α(x)
q
p−1
2 −1
2 y k es un entero impar con 0 ≤ k ≤ 2(q

p−1
2 + 1)− 1.

Por Lema 3.13 tenemos que ⟨δ(x)⟩ =

2(q
p−1
2 +1)
p

−1⋃
i=0

θ(x)i⟨β(x)⟩, donde θ(x) := δ(x)p. El

resto de la demostración es seguida por el Lema 3.12 (i) y Teorema 3.21 (ii).

4.1. Código extremal binario de longitud 60

El posible enumerador de pesos de un [60, 30, 12] código extremal Tipo I fue calculado
en [20]. Concretamente tenemos que

W1(y) = 1 + (2555 + 64β)y12 + (33600− 384β)y14 + · · ·

para 0 ≤ β ≤ 10 y
W2(y) = 1 + 3451y12 + 24128y14 + · · ·

Códigos extremales Tipo I con polinomio enumerador W1(y) para β = 0, 1, 5, 7 y 10,
fueron construidos en [38, 11, 39, 18] y [20], respectivamente. Un código extremal Tipo I
con polinomio enumerador de pesos W2(y) fue dado en [12]. Recientemente, Harada presenta
una clasificación de [60, 30, 12] códigos cuatro-circulante Tipo I y obtiene códigos con peso
enumerador W1(y) para β = 2 y 6 [21].

Teorema 4.2. ([10]) Existen exactamente tres [60, 30, 12] códigos extremales Tipo I no
equivalentes con un automorfismo de orden 29.

Demostración. Note que en este caso q
p−1
2 +1
p

= 565. Por lo tanto, para el exponente k de la
matriz generadora (4.1), tenemos 0 ≤ k ≤ 564. Se sabe que la operación k → 2k define una
partición de Z565 en órbitas orb(k) = {2n ·k mód 565 : n ∈ Z}, donde k ∈ Z565. Observe, por
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Lema 3.21 (ii), que para todo j ∈ orb(k) los códigos correspondientes a C son equivalentes.
Un cálculo en Magma [9] muestra que hay exactamente 21 órbitas, cuyos representantes son

{1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 39, 41, 45, 47, 49, 51, 81, 113}.

Por Lema 4.1 (i) solo tenemos que considerar matrices generadoras

gen(C) =

 1 0 1 0
0 1 0 1

[e(x)] [α(x)29(2
14−1)k] 0 0

 ,

donde k corre a través de los representantes de las 21 órbitas. Con Magma se comprueba
fácilmente que para cada

k′ ∈ {1, 7, 9, 13, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 39, 41, 45, 47, 49, 51, 81, 113}

hay una palabra clave de peso menor a 12. Sin embargo, para 3, 5 y 15 los códigos C son
extremales, |PAut(C)| = 2× 29 y el polinomio enumerador de peso viene dado por

WC(y) =1 + 3451y12 + 24128y14 + 336081y16 + 1469952y18 + 8556856y20+

24907520y22 + 68747400y24 + 130023936y26 + 190791667y28

+ 224019840y30 + 190791667y32 + 130023936y34 + 68747400y36

+ 24907520y38 + 8556856y40 + 1469952y42 + 336081y44 + 24128y46

+ 3451y48 + y60.

Además sabemos que

WC1(y) =y2 + 319y10 + 39672y14 + 1981309y18 + · · ·
WC3(y) =24128y14 + 1469952y18 + · · · ,

Donde S = C1 ∪ C3 es la sombra de C.

4.2. Código extremal ternario de longitud 60
Por el Teorema 2.47 (3) sabemos que el polinomio enumerador de pesos de un código C

extremal [60, 30, 18] Tipo III está dado por

WC(y) =
60∑
j=0

Ajy
j =

5∑
i=0

aig4(y)
15−3ig5(y)

i,

donde g4(y) = 1+8y3, g5(y) = y3(1− y3)3 y ai ∈ Z. Un simple cálculo con MAPLE muestra
que

WC(y) = A0 + A18y
18 + A21y

21 + . . .
= a0 + (a1 + 120a0)y

3 + (a2 + 6720a0 + 93a1)y
6 + (232960a0 + a3 + 3939a1 + 66a2)y

9

+(1887a2 + 100255a1 + 39a3 + 5591040a0 + a4)y
12+

(98402304a0 + a5 + 1702176a1 + 30244a2 + 12a4 + 564a3)y
15 + . . .
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Al igualar los coeficientes de las dos expresiones polinómicas y resolver el sistema de ecuacio-
nes lineales de tamaño 6× 6 con variables independientes a0, a1, a2, a3, a4 y a5, encontramos
nuevamente con MAPLE que a0 = 1, a1 = −120, a2 = 4440, a3 = −53320, a4 = 140760 y
a5 = −41184. Por lo tanto, el enumerador de peso está determinado de forma única y viene
dado por

A18 = 3901080
A21 = 241456320
A24 = 8824242960
A27 = 172074038080
A30 = 1850359081824
A33 = 11014750094040
A36 = 36099369380880
A39 = 63958467767040
A42 = 59278900150800
A45 = 27270640178880
A48 = 5739257192760
A51 = 485029078560
A54 = 13144038880
A57 = 71451360
A60 = 41184

Teorema 4.3. ([10]) Hay exactamente tres códigos extremales no equivalentes [60,30,18]
Tipo III con un automorfismo de orden p = 29.

Demostración. Para p = 29, hay dos tipos posibles, ya sea 29-(1, 31) o 29-(2, 2). Para el
primer caso, tenemos que Eσ(C)∗ es un [29, 14, d′] con d′ ≥ 18. Sin embargo, por [19] tal
código no existe y el tipo de σ es 29-(2, 2). De manera similar al caso binario, reducimos el
número de posibilidades para la matriz generadora (4.1). Tenga en cuenta que en este caso
2(q

p−1
2 +1)
p

= 329860. La operación k → 3k divide al conjunto Z329860 en 11786 órbitas orb(k),
de los cuales solo 5893 corresponden a enteros impares k. Con Magma hemos comprobado
que solo los valores 1031, 2261, 82465, 16493 y 181423 conducen a un código extremal.
Más precisamente, encontramos que los valores 181423 y 16493 corresponden a un nuevo
código, al que llamamos V(29). Los códigos correspondientes a 2261 y 1031 son equivalentes
a XQR(59) y el código asociado a 82465 es P(29). Usando Magma se obtiene el grupo de
automorfismos para cada caso:

Aut(V(29)) = SL2(29)× C2, |Aut(V(29))| = 24360 = 23 · 3 · 5 · 7 · 29

Aut(XQR(59)) = SL2(59)× C2, |Aut(XQR(59))| = 205320 = 23 · 3 · 5 · 29 · 59

Aut(P(29)) = (PSL2(59)× C4) · 2, |Aut(P(29))| = 97440 = 25 · 3 · 5 · 7 · 29.

Observación 4.4. Los elementos primitivos usados en el Teorema 4.2 y Teorema 4.3 tienen
los siguientes coeficientes

[0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
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y
[0, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1],

respectivamente.
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Magma

El siguiente algoritmo fue utilizado para la demostración del Teorema 4.2. A través de este
algoritmo se identifican el número de órbitas de la partición de Z565 dada por la operación
k → 2k y se calcula el peso mínimo del código generado con cada uno de los representantes
de estas órbitas.

R<x>:=PolynomialRing(GF(2)); z:=R ! x^29-1; I:=ideal<R | z>;
U<x>:=quo<R | I>; u:=U !x^(13)+x^(12)+x^(6)+x^(5)+x^(4)+x^(2);
b:=(u^(2^(14)-1))^29; V29:=VectorSpace(GF(2),29);

function potvec(p)
v:=Zero(V29);
while p ne 0 do v[Degree(p)+1]:=1;

p:=p-x^Degree(p);
end while;
return v;

end function;

e:= x; for i:=2 to 28 do
e:=e+x^i;

end for;

function Ct(t) G:=Matrix( GF(2),30, 60,[]); for i:=1 to 29 do
G[1,i]:=1; G[1,29+i]:=0;
G[2,i]:=0; G[2,29+i]:=1;

end for; G[1,59]:=1; G[1,60]:=0; G[2,59]:=0; G[2,60]:=1; vbt:=b^t;
ve:=e; for i:=3 to 30 do

for j:=1 to 29 do
vece:=potvec(ve);
vecbt:=potvec(vbt);
G[i,j]:= vece[j]; G[i,29+j]:=vecbt[j];

end for;
ve:=x*ve;

61
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vbt:=x*vbt;
end for; C:=LinearCode(G); return C; end function;

function cycls(p);
pZ:=Integers(p);
Sp:=Modorder(2,p);
Classes:= Sort(Setseq({Sort(Setseq({s*2^i : i in [1..Sp]})) : s in pZ }));
Classes:=Exclude( Classes ,[0]);
T:=[* *];
for i:=1 to #Classes do

T:=T cat [*Classes[i,1]*];
end for;
return T;
end function;

\\S:=T;
\\T:=[* *];
\\ for i:=1 to #S do
\\T:=T cat [*Integers() ! S[i] *];
\\end for;

T:=cycls(565);
Kl:={ };

for i:=1 to #T do
t:=Integers() ! T[i];
Kl:=Kl join {t};

end for;

Kl:=Setseq(Kl);

Gl:={ };
for i:=1 to #Kl do

o:=MinimumWeight(Ct(Kl[i]));
if o eq 12 then

print Kl[i]; Gl:=Gl join {Kl[i]};
end if;

end for;

Gl;

Para la demostración del Teorema 4.3 se utilizó el siguiente algoritmo. Con éste se calcula
el peso mínimo del código generado por cada uno de los representantes de las órbitas y se
identifican los valores de k que conducen a un código extremal.
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R<x>:=PolynomialRing(GF(3)); z:=R ! x^29-1; I:=ideal<R | z>;
U<x>:=quo<R | I>;

e:=U!(2+x+x^2+x^3+x^4+x^5+x^6+x^7+x^8+x^9+x^(10)+x^(11)+x^(12)+x^(13)+x^(14)+x^(15)
+x^(16)+x^(17)+x^(18)+x^(19)+x^(20)+x^(21)+x^(22)+x^(23)+x^(24)+x^(25)+x^(26)+x^(27)+x^(28));

//primitive element
u:=U !x^28+x^27+x^26 + x ^ 25 + x ^ 24 + x ^ 23 + x^22+x^21+x^20 +
x^19+x^18+x^17+x^16+x^15+x^14+x^13+x^12+x^11+x^10+x^9+x^8+x^7+x^6+
x^5+x^4+x^3+2*x^2+2*x;

(3^14-1))/2;

(29*(3^14-1))/2; b:=u^69353036;

V29:=VectorSpace(GF(3),29); function potvec(p)
v:=Zero(V29);
a:=Eltseq(p);
for i:=1 to #a do
v[i]:=GF(3) !a[i];
end for;
return v;

end function;

function Gen(t) G:=Matrix(GF(3),30, 60,[]); for i:=1 to 29 do
G[1,i]:=1; G[1,29+i]:=0;
G[2,i]:=0; G[2,29+i]:=1;

end for; G[1,59]:=1; G[1,60]:=0; G[2,59]:=0; G[2,60]:=1;

vbt:=b^t; ve:=e; for i:=3 to 30 do
for j:=1 to 29 do

vece:=potvec(ve);
vecbt:=potvec(vbt);
G[i,j]:= vece[j]; G[i,29+j]:=vecbt[j];

end for;
ve:=x*ve;
vbt:=x*vbt;

end for; return G; end function;

function Ct(t) G:=Matrix(GF(3),30, 60,[]); for i:=1 to 29 do
G[1,i]:=1; G[1,29+i]:=0;
G[2,i]:=0; G[2,29+i]:=1;

end for; G[1,59]:=0; G[1,60]:=1; G[2,59]:=1; G[2,60]:=0;
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vbt:=b^t; ve:=e; for i:=3 to 30 do
for j:=1 to 29 do

vece:=potvec(ve);
vecbt:=potvec(vbt);
G[i,j]:= vece[j]; G[i,29+j]:=vecbt[j];

end for;
ve:=x*ve;
vbt:=x*vbt;

end for; C:=LinearCode(G); return C; end function;

function cycls(p); pZ:=Integers(p); Sp:=Modorder(3,p); Classes:=
Sort(Setseq({Sort(Setseq({s*3^i : i in [1..Sp]})) : s in pZ }));
Classes:=Exclude( Classes ,[0]); T:=[* *]; for i:=1 to #Classes do

T:=T cat [*Classes[i,1]*];
end for;
return T;
end function;

((3^14+1)*2)/29;

T:=cycls(329860); print #T;
Kl:={ };

for i:=1 to #T do
t:=Integers() ! T[i];

Kl:=Kl join {t};
end for;

Kl:=Setseq(Kl);

E:={x: x in [1..29]| 3^x mod 29 eq 1};

D:={x: x in Kl| MinimumWeight(Ct(x)) eq 18};

[ 181423, 16493, 2261, 1031, 82465 ]

D:=Setseq(D);

W1:={u:u in D|IsEquivalent(Ct(D[1]), Ct(u))};
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W2:=Seqset(D) diff W1;

W3:={u:u in W2| IsEquivalent(Ct(Setseq(W2[1])))};

R:=Kl diff {x: x in Kl| x mod 2 eq 0};
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