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Resumen

En la teoria clasica de codigos, los codigos autoduales juegan un papel importante por su rica
estructura algebraica. Para ellos la distancia minima esta acotada superiormente y se deno-
minan extremales aquellos que alcanzan dicha cota. Estos son particularmente interesantes,
ya que ellos pueden corregir el mayor niimero de errores entre todos los cédigos autoduales.
El propésito de este trabajo es analizar la estructura algebraica de un c6digo autodual g-ario
con un automorfismo de orden primo distinto a la caracteristica del cuerpo y posteriormente
con ello, dar una clasificacion de todos los c6digos extremales Tipo I y Tipo III de longitud
60 con un automorfismo de orden 29 [10]. Para esto hacemos uso de la descomposicion del
codigo C' como la suma directa de dos subcodigos e implementamos herramientas compu-
tacionales sobre todas las posibles matrices del c6digo. Concretamente, demostramos que
existen exactamente tres [60,30,12] codigos extremales Tipo I y tres codigos extremales
(60, 30, 18] Tipo III, con un automorfismo de orden 29.
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Introduccion

Un campo de trabajo que ha tenido bastante atencién en la teoria clasica de codigos es
el estudio de los codigos lineales de bloque y autoduales. Esto porque cuentan con una rica
estructura algebraica, ademas de relaciones con otras areas de las matematicas, tales como
la teoria de grupos, la teoria de disenos y la teoria de invariantes. A esta familia de codigos
pertenecen varios de los c6digos conocidos tales como los codigos de Golay extendido binario
y ternario.

Mallows-Sloane, Rains [30], lograron demostrar que para los codigos autoduales la dis-
tancia minima esta acotada superiormente por una cota menor a la cota de Singleton. Los
codigos que alcanzan esta nueva cota superior se denominan codigos extremales y son de
gran importancia debido a que corrigen el mayor ntimero de errores entre todos los codigos
autoduales.

Debido a su importancia, es interesante la construccion y posible clasificacion, salvo equi-
valencia de codigos autoduales, particularmente extremales, con determinados parametros
dados. Una técnica ampliamente usada y fructifera es definir un automorfismo del codigo
de orden primo distinto a la caracteristica del cuerpo y trabajar con la descomposicion del
algebra resultante. Por lo tanto, el objetivo central de este trabajo es analizar los resultados
establecidos en [10] acerca de la estructura algebraica de un cédigo autodual g-ario con un
automorfismo de orden primo distinto a la caracteristica del cuerpo F, y con ello, en parti-
cular, dar una clasificacién de todos los codigos extremales Tipo I y Tipo III de longitud 60
con un automorfismo de orden 29.

En cuanto a la organizacion del documento, éste estara dividido en cuatro capitulos. En
el Capitulo 1 se presentan los conceptos y resultados basicos sobre anillos, médulos y el
algebra de grupo K G, que son fundamentales para el desarrollo de los siguientes capitulos.
En el Capitulo 2 se hace una introducciéon a la teoria de codigos lineales, presentando los
conceptos basicos y las familias de codigos autoduales y en particular extremales. En el
Capitulo 3 se analiza la estructura algebraica de un cédigo lineal C' < Fy con un automorfismo
permutacional o € Sym(n) de orden primo p distinto a char(F,). Aplicando el Teorema de
Maschke establecemos que C' es la suma directa C' = F,(C) @ E,(C), donde F,(C), es
denominado el codigo fijo de C'y E,(C), el codigo par. Por lo tanto, encontramos que el
coddigo C' tiene una matriz generadora de la forma

€)= (216) 1 miic)
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que nos permite en muchos casos construir y clasificar los codigos con ciertos parametros.
Finalmente, en el Capitulo 4 se utilizan los resultados establecidos en el capitulo anterior
aplicados a los codigos extremales Tipo I y Tipo III de longitud 60 con un automorfismo
de orden 29 y asi obtener una clasificacion de los mismos [10]. De igual forma se presentan
los calculos y resultados que nos permiten establecer el polinomio enumerador de peso de
estos codigos haciendo uso de los teoremas de Gleason |25, pag. 341-342] y también matrices
explicitas para los c6digos no equivalentes resultantes.



Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo se presentan los conceptos necesarios para el desarrollo y comprension de
este trabajo. Principalmente, se definen anillos, moédulos y el algebra de grupo KG.

1.1. Amnillos

A continuacién se introduce la teoria de anillos. Por lo cual, se define anillos, subanillos,
ideales, homomorfismo de anillos y el anillo cociente.

Definiciéon 1.1. Un anillo A es un conjunto no vacio dotado de dos operaciones, llamadas
suma (+) y producto (-), tales que se cumplen las siguientes condiciones:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

[\)

-
. (A, -) es asociativo, esto es, a(bc) = (ab)c para todo a, b, c € A.
-

3. (a+b)c=ac+bcy a(b+ c) =ab+ ac para todo a,b,c € A.

Escribiremos (A, +,-) para denotar el anillo A con las dos operaciones. Si (A, -) es una
estructura algebraica abeliana, decimos que el anillo es conmutativo y si existe 1 € A tal que
a-1=1-a=a paratodo a € A, decimos que A es un anillo con identidad 14.

Un ejemplo trivial de anillo con identidad es A = 0, donde 0 es la identidad multiplicativa
y el elemento neutro aditivamente. Para evitar esto supondremos que 1 # 0 y que todo anillo
tiene mas de dos elementos. También vamos a suponer que todos los anillos son anillos con

identidad.

Ejemplo 1.2. 1. Los enteros (Z,+,-) son quizas el anillo conmutativo con unidad més
sencillo por excelencia. Pero ademas, (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,-) son anillos conmu-
tativos con unidad.

2. Sin es un namero natural, el conjunto nZ de los miltiplos de n es un anillo conmutativo
sin elemento unidad.

Definicion 1.3. 1. Un elemento a € A es invertible o una unidad si existe b € A tal que

ab = ba = 1. En dicho caso escribiremos b = a~!.
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2. Un elemento 0 # a € A es un divisor de cero derecho (izquierdo) si existe 0 # b € A
tal que ab =0 o (ba = 0).

3. Un elemento 0 # a € A es un divisor de cero si existe un 0 # b € A tal que ab = ba = 0.

4. Un anillo conmutativo que carezca de divisores de cero laterales (y por lo tanto divisores
de cero) se denomina dominio entero.

5. Un anillo en el cual todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo se denomina un
anillo con division.

6. Un anillo con division conmutativo se denomina un campo.

Es facil ver que todo campo es un dominio entero puesto que carece de divisores de cero.
Sin embargo, el reciproco no es cierto puesto que existen dominios enteros infinitos que no
son cuerpos, como por ejemplo Z.

Lema 1.4. Un dominio entero finito es un cuerpo.

Demostracion. Sea D = {a,1,a;,...a,} un anillo con n + 2 elementos y 0 # a € D. Si
aD* :={ax : 0 # x € D}, entonces |[aD*| = n+ 1 puesto que axr; = axy implica que x; =
y mas ain porque 0 ¢ aD*, ambas afirmaciones debido a que D no posee divisores de cero.
Entonces aD* = D*. Puesto que 1 € D*, entonces 1 = ab, con 0 # b € D. De manera similar
1 = ab’ y entonces a es invertible. O

Ejemplo 1.5. 1. Dado un anillo A sea M, (A) el conjunto de las matrices de tamano
n x n con entradas en A. Podemos ver que M, (A) es un anillo bajo la adiciéon y
multiplicacion usual de matrices. Ademas, M, (A) puede tener divisores de ceros y
no ser un dominio entero aunque A sea un dominio entero. Por ejemplo A = Zy y

(1) (o) ememe (03] (1) =(00)

2. Decimos que la matriz A := (a;;) € M,,(A) es una matriz triangular superior si a;; = 0
para todo ¢ > j. El conjunto T, (A) de las matrices triangulares de tamafnio n X n con
entradas en A es un anillo.

3. Si G es un grupo aditivo abeliano y End(G) denota el conjunto de todos los homo-
morfismos f : G — G, entonces End(G) es un anillo con identidad bajo la adicion y
composicion de funciones. En este caso la funcion cero es el elemento neutro aditivo y la
funcion idéntica la identidad. El anillo End(G) es llamado el anillo de endomorfismos
de G.

4. Sea A un anillo, Alz] := {(ag,a1,a2,...) : a; € A, a; # 0 para una cantidad finita},
entonces A[z| bajo las operaciones (a;) + (b;) = (a; + b;) y (a;)(b;) = (¢;) con ¢; =
Z?:o a;by—; es un anillo, denominado como el anillo de las sucesiones infinitas de A.
Dicho anillo es un anillo con identidad 1 = (1,0,0,...) y usualmente es denominado
el anillo de los polinomios con coeficientes en A sobre la indeterminada x al hacer la
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identificacion x = (0, 1,0,...). En este caso tenemos que 27 = (0,0,...,1,0,...) y que
todo elemento (ag, ay, ..., a,,0,0;...) de Alx] se puede escribir como

n
(ag,ay,...,a,,0,0,...) = E a;x’,
=0

al definirse la multiplicacién a(a;) := (aa;). Un polinomio p en A[x] se denota como
p(z) para hacer énfasis en la indeterminada z también conocida como variable. Si
plx) = Y gaa’ y a, # 0, decimos que grad(p) = n. Para p(z) = 0, definimos
grad(p) = —oo. Diremos que p(x) = Y 7 a;z’ es moénico si grad(p) = n y a, = 1. En
caso en que A = K sea un campo, entonces K[z]| es ademés de un anillo un K-espacio
vectorial con base {#’ : j = 1,2,...}. Ademés, A es un anillo conmutativo si y s6lo si
Alx] es conmutativo y si A es conmutativo, entonces A es un dominio entero si y solo
si Alz] es un dominio entero.

Subanillos e i1deales

Dado un anillo A observaremos que ciertos subconjuntos de éste bajo las mismas opera-
ciones de A poseen propiedades importantes. Algunos de ellos serdan denominados subanillos
y otros ideales.

Definiciéon 1.6. Sea S # ) y S C A, decimos que S es un subanillo de A si S bajos las
operaciones de A es también un anillo.

Ejemplo 1.7. Vemos que en la secuencia de anillos Z, Q, R y C cada uno es un subanillo de
los siguientes.

Observacion 1.8. 1. Dado que estamos suponiendo que todos los anillos tienen identi-
dad, si S es un subanillo de A, en particular es un anillo y por lo tanto tiene identidad

1. Es por ello que para nosotros el subconjunto nZ de Z con n € N no es un subanillo
de Z.

2. Pero aunque todo subanillo S tenga una identidad 1g no necesariamente 1g = 14. En
efecto, A = 7Z X 7Z es un anillo con unidad (1,1) y suma y multiplicaciéon componente
a componente. Ademas S = {(n,0) € A : n € Z}, es un grupo abeliano aditivo y es
cerrado bajo la multiplicacion. Por lo tanto, S es un anillo con identidad (1,0). Sin
embargo 14 = (1,1) # (1,0) = 1.

3. Dado que la identidad de un anillo es tinica, si 14 € S y S es un subanillo, entonces
14 = 15. En nuestro caso no sélo supondremos que todo anillo tiene identidad, sino que
ademas que para todo subanillo S se tiene 1g = 14. Por lo tanto, en el inciso anterior
S no es un subanillo de A.

En conclusion, un subconjunto no vacio S de un anillo A es un subanillo de A si y s6lo si

1. (S,+) es un subgrupo abeliano.
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2. (S,-) es una estructura algebraica.
3. 14 € 8.
Lema 1.9. Un subconjunto no vacio S de un anillo A es un subanillo de A si y solo si
1. x —y € S para todo x,y € S.
2. xy € S para todo x,y € S.
3. 1p4€8.

Demostracion. Del primer item, se sigue que (S, +) es un subgrupo abeliano. La propiedad
asociativa del producto y la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma se
siguen de que S es un subconjunto de A. Finalmente, zy € S para todo z,y € S demuestra
la cerradura de la operaciéon producto y 14 € S muestra que es un anillo con unidad. O

Lo siguiente es construir estructuras cocientes de anillos, tal como se desarrolla en la
teoria de grupos. Para ellos debemos encontrar cual es el concepto anadlogo de subgrupo
normal en la teoria de anillos. En principio podriamos pensar que si el concepto de subanillo
es el concepto analogo de subgrupo, deberiamos buscar entre los subanillos las estructuras
andlogas a los subgrupos normales. Este es un camino més o menos correcto dado que la
estructura indicada, denominada ideal bilateral propio I, es un conjunto parecido a un tipo
particular de subanillo. Parecido porque no posee identidad y particular porque se exigira
que ademés que xa € [ y ax € [ paratodoa € Ay z € [.

Definiciéon 1.10. Sea I # () y I C Ay A un anillo. Entonces I es un ideal derecho de A si
y s6lo si:

1. (I,+) es un subgrupo abeliano de A.
2. za €I, paratodoa € Ay x € I.

En forma similar se define un ideal izquierdo. En caso en que I sea un ideal derecho e
izquierdo de A, decimos que I es un ideal bilateral de A o simplemente un ideal de A.

Lema 1.11. Sea I #0 y I C A y A un anillo. Entonces I es un ideal derecho de A si y sdlo
S1:

1. x+y €1, para todo z,y € 1.
2. xa € I, para todoa € A x € I.

Demostracion. =] Es evidente.
[<= Solo hay que notar que si y € I, entonces (—y) = y(—1) € 1. Por lo tanto x + (—y) € I,
para todo z,y € I 'y (I,+) es un subgrupo de A. ]

Ejemplo 1.12. 1. {0} y A son ideales de A, denominados ideales triviales. Si estos son
los tnicos ideales bilaterales de A diremos que A es un anillo simple. Notese que {0}
es un ideal de A pero no un subanillo dado que no tiene identidad.
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2. Notese que existen subanillos que no son ideales, por ejemplo Z no es un ideal de Q.
Pero reciprocamente, si un ideal no es un subanillo es debido a que carece de identidad.
Por ejemplo, el subgrupo abeliano aditivo I = (n), donde 1 # n € Z, es un ideal de
Z que no es un subanillo al no tener identidad. Vemos entonces que la tinica forma de
que [ sea ideal y subanillo es que posea identidad, pero en este caso [ = A.

3. Claramente, la interseccion de cualquier familia de ideales derechos de A es un ideal
derecho de A. Si S C A, entonces el ideal derecho generado por S denotado como (S),
es el menor ideal derecho de A que contiene a S, es decir

<S>d = ﬂ],

i€EF

donde F' := {I : I es un ideal derecho de A con S C I'}. Se demuestra facilmente que:

(S)a = {Zsiai i85, €8, a; € A,meN}.
i—1

En caso en que S sea finito S = {s1,s9,..., 8.}, escribiremos (S)y = (s1,82,...,5,) ¥
diremos que dicho ideal es finitamente generado.

4. En igual forma se define el ideal izquierdo (S); y el ideal bilateral (S); generado por
S. Se prueba entonces

(S); :== {Z%Si 18, €8, a; GA,mEN}

=1

<S> = {szszaz 1S € S,ai € A,m € N} .

=1

5. Si S = {z}, entonces se suele denotar por (z); = xA al ideal derecho generado por z.
En igual forma por (x); = Az al ideal izquierdo generado por z. Ademas, denotamos
por (z) = AxzA al ideal bilateral generado por z. Notese que (x), coincide con el
conjunto producto {za : a € A} y por ello se usa la notacién xA, sin embargo el
conjunto {axb : a,b € A} # Az A (ya que no se puede sacar factor comin como en el
caso lateral) y no siempre es un ideal bilateral de A. Por ejemplo, en A = M5(Q) el
conjunto

B:{M(} 8>N:M,NGM2(Q)}

no es un ideal bilateral, puesto que M(Q) solo tiene ideales triviales y B no lo es. En
efecto B # {0} y B # A, puesto que I, ¢ B.

6. Vemos que (S) es el menor ideal bilateral que contiene a Sy (S)4 es el menor ideal
derecho que contiene a S, por lo tanto en general (S); C (S). Sin embargo, si [ =
(S)a = (5)i, tenemos que I = (5).
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7.

10.

En el caso en que I = xA (I = Azx) diremos que I es un ideal principal derecho
(izquierdo) de A. Si I = Az A se dice que es un ideal principal bilateral. En caso en
que todo ideal derecho e izquierdo de A sea un ideal principal derecho o izquierdo
respectivamente, A es denominado un anillo de ideales principales, lo cual abreviamos
como AIP. Es claro que en un AIP todo ideal bilateral es un ideal bilateral principal.

Definamos ahora las operaciones usuales con ideales. Dado dos ideales bilaterales I, J
de un anillo A, definimos el ideal producto como

1J = {inyi:xiel,yie J}

=1

Puesto que z;y; € I N J, es claro que IJ C I N J. Obsérvese que el producto I.J no
estd definido como en grupos. Note ademas que I.J = (S), donde

S={zy:xzelyecJ}
En efecto sea z € (S) , entonces:

z=ri(r1y1)s1+ -+ 1 (Tnn)Sn
= (T1$1)(y181) +oe (Tnxn)(ynsn) el

En forma recursiva se define el producto de un ntmero finitos de ideales I 15 - - - I,,.
Por otra parte, dado dos ideales derechos (izquierdos, bilaterales) I,.J de A, entonces
lasuma I +J={z+y:x € l,y € J} es un ideal derecho (izquierdo, bilateral) de A.
En general, si {I,}.cn €s una familia indexada cualquiera de ideales derechos entonces

la suma
Z I, = {Z To : (Ta)aen, tiene soporte ﬁnito} ,
A

aEA

es un ideal derecho de A. La afirmacion es igual de valida para los ideales izquierdos y
bilaterales.

El anillo Z de los enteros es una anillo de ideales principales. Podemos ver que si [ es
un ideal de Z entonces I = (n) para n € Z. Si es un ideal propio, entonces I = (n)
y 1 ¢ I. Asi, I seria un ideal pero no un subanillo de Z. ;Tiene Z algun subanillo
propio? La respuesta es que no dado que los tinicos subgrupos abelianos de Z son nZ
paran € Ny 1l ¢ nZsin # 1.

El centro de un anillo A se define como
Z(A) :={zx € A: ax = za para todo a € A}.

Es facil ver que Z(A) es un subanillo de A. Ademés, si A es un subanillo con division,
entonces Z(A) es un campo. También, si A es un anillo con division y A* = A\ {0},
entonces Z(A*) = Z(A)*, es decir, el centro del grupo multiplicativo A* consiste en
los elementos distintos de cero de Z(A).
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11.

12.

Los cuaterniones H, denotados con esta letra en honor a W.R. Hamilton son un ejemplo
de un anillo con division que no es conmutativo, es decir, algo como un campo no
conmutativo o en particular un dominio entero no conmutativo. H es definido como el
espacio vectorial sobre R generado por 1,1, 5, k. Es decir,

H={a+bi+cj+dk:ab,c,deR},

donde i?,j2,k* = —1.ij = k = —ji, jk =1 = —kj, ki = j = —ik y todo a € R
conmuta con 1,1, j, k.

Si un ideal lateral I de A contiene una unidad u, entonces I = A. En efecto, si u € I
entonces 1 = uu~1 € I y por ello I = A. Como es logico este resultado vale también
para ideales bilaterales. Por lo tanto, si A es una anillo con divisién los tnicos ideales
laterales o bilaterales de A son I = {0} e [ = A, es decir, A es simple. No obstante, si A
es simple, si sus tinicos ideales bilaterales son los triviales, entonces no necesariamente
es un anillo con division. Lo que si podemos afirmar es que si A es un anillo conmutativo
simple, entonces A es un anillo conmutativo con divisiéon, es decir, un cuerpo. En efecto,
si 0 # a € A, entonces (a) = A. Por lo tanto, 1 € (a) y entonces 1 = ax = za, para
x € A. En otras palabras, todo elemento no cero de A es una unidad. En conclusion
tenemos:

a) Todo anillo con division es simple.
b) Todo campo es simple.

¢) Todo anillo simple conmutativo es un campo.

Como ya afirmamos, no todo simple es un anillo con divisién y mucho menos un campo.
Por ejemplo M, (D), donde D es un anillo con division es simple, pero no es un anillo
1

10 ) no es una unidad.

con division. En efecto, si A = M5(Q) vemos que a = (

Homomorfismo de anillos

En esta seccion trataremos de desarrollar herramientas que nos permitan determinar
cuando dos anillos son algebraicamente el mismo.

Definicion 1.13. Dados dos anillos A y B, decimos que una funciéon ¢ : A — B es un
homomorfismo de anillos si se cumple:

1.
2.

o(x+y)=o0(x)+ o(y), para todo x,y € A.
o(xy) = o(x)o(y) para todo z,y € A.

En caso en que o sea inyectiva, sobreyectiva o biyectiva se dird que o es un monomorfismo,
un epimorfismo o un isomorfismo respectivamente.

Observacion 1.14. Sio : A — B es un homomorfismo, nétese que o(1) = o(1)o(1) = o(1)%,

2

es decir, 0(14) es un idempotente de B. En caso en que o sea un epimorfismo vemos ademés
que o(l4) = 1p. En efecto, sabemos que existe z € A tal que o(z) = 1p y entonces
o(1a) =0(la)lg=0c(la)o(x) =0(ls-z) = 0o(x) = 1.
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Un homomorfismo de anillos para el cual 0(14) = 1p se denomina homomorfismo que
conserva tdentidad. En nuestro caso supondremos que todos los homomorfismos son de este
tipo, una de las multiples razones es para facilmente o(A) sea un subanillo con identidad.
Definicion 1.15. Dado un homomorfismo de anillos 0 : A — B definimos

1. Ker(f):={z € A: f(z) =0}, denominado el kernel de f.

2. Im(f) :={f(x) : x € A}, denominado la imagen de f.

Lema 1.16. Sea f : A — B un homomorfismo de anillos entonces:

1. Si B' < B, entonces f~(B) < A.

2. Si I es un ideal derecho (izquierdo, bilateral) de A, entonces f(I) es un ideal derecho
(izquierdo, bilateral) de B.

3. Si J es un ideal derecho (izquierdo, bilateral) de B, entonces f~'(J) es un ideal derecho
(izquierdo, bilateral) de A.

4. Si I es un ideal de cualquier tipo de A, entonces f~1(f(I)) = I + Ker(f).
5. Si J es un ideal de cualquier tipo de B, entonces f(f~1(j)) = J NIm(f).

6. fes un monomorfismo si y solo si Ker(f) = {0}.

El anillo cociente

La definicién de ideal fue dada con el fin de poder definir una estructura cociente en la
teoria de anillos, la cual damos a continuacion.

Definicién 1.17. Si I es un ideal bilateral propio de A, entonces el conjunto de las clases
laterales de I en A, definido como

A/l :={a+1:a€ A},
es un anillo bajo las operaciones

(a+D)+b+1)=(a+b)+1

(a+I)(b+1I)=(ab)+ 1.

El conjunto A/I se denomina el anillo cociente o anillo factor de A sobre I. La identidad de
A/I es 1+ I. Como es usual, denotaremos la clase a + I por [a].
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Observacion 1.18. 1. Aunque por multiples razones es interesante definir y estudiar
ideales laterales, notese que la definicion anterior solo tiene sentido si se exige que el
ideal I sea bilateral. Esto debido a que en otro caso la estructura multiplicativa no
estaria bien definida. En efecto, sia+1 =b+1y c+1 =d+ 1, entonces ac+1 = bd+1
siy s6lo si ac—bd € I. Pero esto tltimo se tiene solamente si I es bilateral. Vemos que si
a = b+iyc = d+i', entonces ac = bd+bi'+id+ii' y por lo tanto ac—bd = bi'+id+ii’ € 1.
En caso de que [ sea solamente un ideal lateral, A/I sera solamente un grupo abeliano
aditivo.

2. Notese que en la definicién anterior I es bilateral distinto de A, dado que en otro
caso A/I = {I} y no se tendria la estructura de anillo, pues estamos suponiendo que
nuestros anillos tienen al menos dos elementos.

Ejemplo 1.19. 1. Fy[z]/(x) es el anillo cociente formado por 0 + (z) y 1+ (x). Los
polinomios en Fy[z] de grado menor a 1 determinan todos los representantes. Entonces

Folz]/{x) = {[0], [1]} = Fa.
2. Folz]/(f) = {[0],[1], [«], [x + 1]} = F4, donde f(z) =2*+ 2+ 1 € F,.

3. Fylal/(f) = {(0], (1] 20, [a] [z + 1) [ + 2] [20], 2 + 1], [2 + 2]}, donde f(x) = 2 2
En este caso F3[z]/(x? 4+ 2) es un anillo que no es un campo ni un dominio entero por
ser finito. Vemos que f(z) = 2* + 2 = (x + 1)(x + 2) es reducible en Fs.

Definicién 1.20. Dado un ideal I de un anillo A, la funcion 7; : A — A/I definida como
m(a) = a+ I para todo a € A, es un epimorfismo de anillos llamado proyeccion canénica o
epimorfismo candnico.

Nota 1.21. Es claro que si 77 : A — A/I la proyeccion candénica entonces
1. 7w (J)=J/I,siJesunideal de A con I C J.
2. Ker(ny) = 1.

Lema 1.22 (Propiedad universal del cociente). Dado un homomorfismo de anillos, tal que
f:A— B conl CKer(f), existe un inico homomorfismo de f: A/I — B tal que

1. El siguiente diagrama conmuta, es decir fm = f.

AL B

o

A/l

~ ~

2. Ker(f) = m(Ker(f)) e Im(f) = Im(f).

~

Demostracion. 1. Definamos f(a+1) := f(a). Probemos la unicidad. Seag: A/I — B un
homomorfismo para el cual (gm)(a) = f(a) y demostremos que g = f. Seaa+1 € A/I.
Sabemos que 7(a) = a+ I, por lo cual

~

gla+1) =g(r(a)) = fla) = fla+1I).
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2. Note que 7;(Ker(f)) = Ker(f)/I. Ademas
a+ I eKer(f)/I < fla) =0« f(a) =bf(a+1)=0< a+ I € Ker(f).

O

Definiciéon 1.23. Dado un anillo A decimos que A es de caracteristica positiva si existe un
entero n > 0 tal que nz = 0 para todo = € A. En este caso llamamos caracteristica de A al
menor entero n con esta propiedad y la llamamos char(A). En caso en que no exista este n
decimos que la caracteristica del anillo es cero.

Ejemplo 1.24. El anillo Z,, es de caracteristica n mientras que los anillos Z, Q, R, C tienen
caracteristica 0.

Teorema 1.25. A tiene caracteristica n > 0 si y solo si n es el menor entero positivo tal
quen-1=20.

Demostracion. Sea m un entero positivo tal que m -1 = 0. Entonces m-x = (m-1) -2z =0
para todo x € A. Luego, si n es el menor entero positivo tal que n -1 = 0, entonces n es la
caracteristica del anillo A. m

Teorema 1.26. Sea K un cuerpo. Entonces char(K) es cero o un nimero primo.

Demostracion. Sea char(K) # 0 y supongamos que char(K) ¢ P. Entonces char(K) =
km,k,m € N con k,m > 1. En consecuencia 0 = (km)1l = (k1)(ml). De donde k1 =0 o
ml = 0, lo cual es una contradiccion. O

Teorema 1.27. Si K es un cuerpo finito, entonces char(K) € P.

Demostracion. Demostremos que char(K) # 0. Consideramos los multiplos 1,2-1,3-1,...
dado que K es finito existen m, k € N tales que m > k y ml = k1. Entonces (m — k)1 =0,
con m — k # 0. O

Observacion 1.28. Aunque todo campo finito tiene caracteristica distinta de cero, esto no
significa que esto sea una cualidad exclusiva de los campos finitos. Por ejemplo F,[z] es un
dominio entero infinito de caracteristica p, entonces su cuerpo de cocientes se define como

= @ x),q(x x|, q(x
¢ = {20 pa)alo) € Byl ate) £ 0}

es un cuerpo de caracteristica p.

1.2. Mobdulos

Un moédulo es una estructura algebraica que generaliza la nocién de espacio vectorial sobre
un cuerpo, donde los correspondientes escalares son los elementos de un anillo (con identidad)
arbitrario y donde esta definida una multiplicacion (a la izquierda y/o a la derecha) entre
elementos del anillo y elementos del modulo.
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Definicién 1.29. Sea (M, +) un grupo abeliano aditivo y (A4, +, ) un anillo con identidad.
Decimos que M es un A-médulo derecho (unitario) si existe una operacion binaria

MxA— M
(r,a) — xa,

tal que para todo x,y € M y a,b € A se tiene que
1. z(a+b) = za + zb.
2. (x +y)a = za+ya.
3. z(ab) = (za)b.
4. z-1==x.

En similar forma definimos modulo izquierdo. Escribiremos M4 o 4M para indicar que M
es un A-modulo derecho o izquierdo respectivamente.

Algunas propiedades basicas de los modulos son las siguientes.

Lema 1.30. Sea M un A-mdodulo derecho. Entonces se tienen las siguientes propiedades
paran € Z,a,b € A yx,y e M.

1. OMG = .’IOA = OM

S

7. x
8. (r —y)a=ax — ay.

Ejemplo 1.31. Si (M,+) es un grupo abeliano aditivo, entonces M es un Z-moédulo iz-
quierdo, donde n - x es la definicién usual de exponente aditivo. Vemos facilmente que para
n,me Zyaxye€ M se cumple:

1. (n+m)x = nx + mx.
2. n(z +y) =nz+ny.
3. n(mzx) = (nm)zx.

4. lx = x.
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Notese que en el ejemplo anterior, si M4 es un A-Modulo derecho, entonces es también
un Z-Modulo izquierdo z M. Ademas, por Lema 1.30 (4) se cumple que n(xa) = (nx)a para
n€Z,xr € Myaéc A. Esto es una propiedad particular que motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.32. Si Ay B son anillos con identidad y M es un A-moédulo derecho y ademas
un B-moédulo izquierdo tal que (bx)a = b(za) para todo a € A,b € By x € M, decimos
que M es un (B, A)-bimoédulo y escribiremos pM,. Si M es un (A, A)-bimodulo diremos
simplemente que M es un A-bimoédulo.

Ejemplo 1.33. Hemos visto que todo A-Modulo derecho M es un (Z, A)-bimddulo.

Ejemplo 1.34. Sea (M,+) un grupo abeliano aditivo. Sabemos que M es un Z-mo6dulo
izquierdo, donde n - x es la definiciéon usual de exponente aditivo. Notese ademéas que M es
también un Z-moédulo derecho si definimos x xn = n - x, puesto que la conmutatividad de 7Z
permite que se cumpla la condicion (3) de la Definicion 1.29. En efecto,

zx(nm) = (nm)-z=(mn)-x=m(n-z)=m(x*n)=(r*n)*xm.
También podemos ver que M es un (Z, Z)-bimédulo:

(m-z)*xn=n-(m-x)
= (nm)-x
= (mn) -z
=m-(n-x)

=m-(nx*xx).

Observacion 1.35. 1. Como en el ejemplo anterior, se puede demostrar que en general
todo A-modulo izquierdo M sobre un anillo conmutativo A se puede volver un A-
modulo derecho con z * a := a - x. Se puede demostrar también que M es un (A, A)-
bimédulo. En efecto,

(bz) * a = a(bx) = (ab)x = (ba)x = b(ax) = b(x x a),
para a,b € Ay x € M. Pero en general no todo (A4, A)-bimo6dulo es de esta forma.

2. En el Ejemplo 1.33 vimos que todo A-Moédulo derecho M es un (Z, A)-bimo6dulo. Si-
milarmente, si M es un A-moédulo izquierdo, entonces M es un (A, Z)-bimodulo. En
efecto, vemos que M es un Z-moédulo derecho al definir la operacion de exponentes
aditivos por la izquierda, como x % n := n - x tal como se mencioné en el Ejemplo 1.34.
Entonces

(ax) *n=n-(ax) =a(n-x) =a(z *n),

donde la propiedad n - (ax) = a(n - x) se deriva similarmente como en el Lema 1.30
parte (4).
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3. Si A no es conmutativo, entonces un A-modulo izquierdo M no se puede volver un
A-moédulo derecho definiendo simplemente x x a = a - z. En efecto,

x (ab) = (ab) - x
a-(b-x)
(b-x)*a
(x*xb)-a
x % (ba).

Es decir (ab) -z = (ba) - . Pero existen ejemplos de A-modulos izquierdos sobre anillos
no conmutativos para los cuales no siempre se tiene esta propiedad.

Ejemplo 1.36. Sea A[x] el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en
el anillo A. En particular A[x] es un grupo abeliano aditivo. Vemos entonces que A[z] es un
A-médulo izquierdo bajo la accién

alag + a1z + -+ + aya”) := (aap) + (aar)x + - - - + (aa,)z".

Ejemplo 1.37. Sea A un anillo e I un ideal derecho de A. Entonces el grupo abeliano aditivo
A/I es un A-moédulo derecho bajo la accion (x 4+ I) - a := za + I, para x,a € A. Notese que
A/I no es es el anillo cociente necesariamente, dado que I no es necesariamente bilateral.

Submodulos

En esta seccién definiremos y estudiaremos ciertos subconjuntos de un moédulo dado que
bajo las operaciones de este tiene la estructura de modulo.

Definicién 1.38. Sea M un A-modulo derecho y ) # N C M. Decimos que N es un A-
submoédulo de M, si N es también un A-modulo bajo las mismas operaciones de M. En este
caso escribiremos N < M. Es claro que {0} < M y M < M y se denominan submoédulos
triviales de M. Si N < M pero N # M decimos que N es un submoédulo propio de M.

Lema 1.39. Sea M un A-mddulo derecho y () # N C M. Entonces, las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

1. N es un A-submddulo derecho de M.
2. N es un subgrupo abeliano de M y ademds xa € N para todo x € N y para todo a € A.
3. x+y e N yzxa € N para todo x,y € N ya € A.

Demostracion. [1 = 2| Se sigue de la definicién de A-modulo.

[2 = 3] Si N es un subgrupo abeliano de N entonces z +y € N para todo z,y € N.
3=1]Siz+y € Nyza€ N paratodoz,y € Nya€ A, entonces z+ (—y) = x+y(—1) €
N. Por lo tanto, (N, +) es un grupo abeliano. Las propiedades 1, 2, 3 y 4 de la Definicion
1.29 se siguen de que N C M. O]
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El algebra de grupo KG

Definicion 1.40. Sea G un grupo y K un cuerpo. Entonces definimos K G como el conjunto
de las sumas formales gec Qg9 - Es decir,

KG:{Zagg:ongK}.
geG

Lema 1.41. KG es un K-espacio vectorial con las operaciones
1. ZgGG Qg9 + deG Beyg = ZgEG(ag + B4)9-

2. B deG Qg9 = deG(ﬁag)g-

En particular si |G| = n, entonces dimg KG = n.

Demostracion. Es sencillo verificar que KG es un K-espacio vectorial con las operaciones
descritas. Demostraremos ahora que B = {1g: 1 € K,k € G} es una base. Es claro ver que si
> gec 49 € KG,entonces Y ;a9 =) ay(1g). Es decir, B genera a KG. Supongamos
ahora que > ", a;(1lg;) = 0. Entonces > . (g;) = 0y a; = 0, para todo i = 1,2,--- ,n.
Por lo tanto los elementos de B forman una base de KG. m

Definamos ahora una multiplicaciéon en K'G que nos permita tener la estructura de anillo
y por lo tanto de K-élgebra. Dados >~ ., ay9 € KG, ), o Bph definimos

(z agg) (z m) N

geG heG g,heG

(3w

g€G \hk=g;h,keG

-3 (S

geG \heG

El 4lgebra K G es denominado el dlgebra de grupo.

El algebra de grupo KG y sus médulos

A continuacion, estudiaremos modulos sobre el dlgebra de grupo KG. Al respecto tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 1.42. Sea G un grupo finito. Entonces un KG-mddulo M es finitamente generado
sty solo st M es de dimension finita como K-espacio vectorial.
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Demostracion. Sea B := {q1,...,g,} la base de KG sobre K. Supongamos que X :=
{mq,...,m} es el conjunto generador del KG-modulo M y demostremos que BX :=
{gim; : 9; € B,m; € X} genera a M como K-espacio vectorial. Sea m € M. Entonces
m = Z;:l bjm; con b; € KG y m; € X. Por lo tanto

- z(;%gl) mj_z@m”gz ) 3 auom)

J=1 =1 7j=1 =1

Es decir, M = (BX) y por lo tanto dimg M es finta. Reciprocamente, sea M finitamente

generado sobre K como espacio vectorial, con conjunto generador {my,...,ms}. Si m €
M, entonces tenemos m = aymy + -+ + agms = (1lgg)my + -+ + (aslgg)ms, es decir,
{my,...,ms} genera a M como KG-moédulo. O

A partir de ahora, G denotard un grupo finito, todos los K-espacios vectoriales seran
de dimension finita y todos los K G-moédulos seran finitamente generado y por lo tanto de
dimension finita sobre K.

Lema 1.43. El cuerpo K es un KG-mddulo con operacion g\ = X\ para todo g € G y k € K.

Demostracion. Sean Ai, A2 € K'Yy 3 40, > e By9 € KG. Entonces
L. <Zg€G Qgg + ZQEG ﬁgQ) A= ZgGG CY!J)\—FE:QEG BQ)\ = (ZgEG agg> A+ (ZgEG 599) A
2. <deG agg> (A + X)) = deG agA; + EgEG Qghg = <dec agg) A1+ (deg @gg> Ao

3. <deG Qg9 ZheG th) A= (Zg,hGG agﬁh)‘) = deG Qg9 ((ZheG th) )‘) :
4. 1- A=A\
O

Teorema 1.44. Si M y N son KG-mddulos, entonces Homg (M, N) es un KG-mddulo
mediante la operacion (gf)(m) = g(f(g~1(m))).

Demostracion. Probemos inicialmente que gf € Homg (M, N). Vemos que

(9.f)(my +my) = g(f(g~ (m1 +m2))) = g(f(g~'ma + g~ 'ma))
= g(flg™ ) + f(g'ma)) = g(f (g~ 'ma)) + g(f (g m2))
gf(mi) + gf(my).

De igual forma tenemos que

(9/)(xm) = gf(g7'(N)
= Xgf(g 'm) =

gf(A(g~'m)) = gAf(g~'m)
Mg f)m.
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Dado que la operacién esta bien definida, probemos que la acciéon es lineal. Vemos que

g(fr + f2)(m) = g(fr + f2) (g~ 'm)
= g(filg~'m)) + g(falg™'m))
= (9f1)(m) + (gf2(m)).

Ademas,

g f)(m) = g\ f)(g~'m)) = g(Af(g~'m)) = Agf(g~'m) = Agf(m).

También vemos que (ef)(m) = ef(em) = f(m). Finalmente, tenemos que

((9192) F)(m) = (g192) f((g192)""'m) = (9192) f (g5 g1 )m)
= (9192)f (92 (91 m)) = gi(g2f(gz (91 'm)))
= g1(g2f)(g1 m) = [g1(g2f)](m).
]

Corolario 1.45. Si M es un KG-mddulo, entonces M* := Homg (M, K) es un KG-mddulo
denominado el modulo dual de M, donde K es el KG-mddulo trivial y la operacion se reduce

a(gf)(m) = f(g~'m).
Demostracion. Sabemos que en K la accion estéd definida como g\ = A para todo g € G.
Por lo tanto (gf)(m) = gf(g~'m) = f(g~"(m)) puesto que f(g~'(m)) € K. O

Teorema 1.46 (Maschke). Sea G un grupo finito y K un cuerpo tal que char(K) = 0 ¢
char(K) 1 |G|. Si M es un KG-mddulo y N un KG-submddulo de M, entonces N es un
sumando directo de M como KG-maodulo.

Demostracion. Dado que N es en particular un K-espacio vectorial de M, entonces del
algebra lineal sabemos que existe un K-subespacio L tal que M = N & L. Sin embargo, L
puede no ser un KG-submoédulo de M. Sea 7w : M — N la proyeccion de M sobre N, es
decir 7(n +1) = n, param =n+1 € N @ L. Definamos

Zgﬂ g~'m)
gGG

para todo m € M. Observemos que la definicion de p tiene sentido dado que |G| — 1 existe
en K puesto que char(K) 1 |G|. Veriﬁquemos primero que p € Endg (M). En efecto,

P(my 4+ mo) ZQW H(ma +my))
gEG
| | Zgﬂ- g ml + g m2)
geG
|G| Zg (g~ ma) + (g™ ma))
geG
Zgﬂ g~ 'my) Zgw g™ my)
e poere \G| poere

= P(my) + P(my).
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] o

geG
= k;— Zgﬂ g~ 'm)
geG
= k:P(m)

Probemos ahora que p es la idéntica sobre N. Dado n € N, vemos que ¢~ 'n € N. Por lo
cual 9Ty ~Y(n) = gg~(n) = n. Entonces teniendo en cuenta que |G|, = (1xg + -+ lg)ny
W = G, se sigue que

p(n) (g~ n) n=
e gezag 97 = i G| =16l
Dado que gn(g~'m) € N, entonces p(m) € N y debido a que p es la idéntica sobre N,
entonces p*(m) = p(p(m)) = m, es decir p es una proyeccion de M, es decir, M se define
como M = Ker(p) ® Im(p). Pero vemos que Im(p) = N. En efecto, si m € M, entonces
w(g7tm) € Ny gr(g7'm) € N. Ademés, sin € N, entonces n = p(n) € Im(p). Por lo tanto,
M = Ker(p)® Im(p) = Ker(p)® N. Finalmente, demostremos que Ker(p) es un K G-mdodulo.
Para demostrar esto probemos que p es un K G-homomorfismo, es decir, que p(hm) = hp(m),
para todo h € G y m € M. En efecto,

-1 -1
|G| Zgﬂ hm) |G| Zhh gr(g~ hm)

geG geG

hZh g)m(h™"g)""m)
!GI =

Zy w(y~'m) = hp(m).

yEG

]

Definicion 1.47. Decimos que un A-médulo M es semisimple si M es la suma directa de
A-modulos simples.

Teorema 1.48 (Maschke). Sea G un grupo finito y K un cuerpo tal que char(K) = 0 ¢
char(K) 1 |G|. Entonces todo KG-mddulo M es semisimple.

Demostracion. Demostremos por inducciéon sobre dimy M para todo KG-modulo M. Si
dimyg M = 1, entonces M es simple y en particular semisimple. Supongamos entonces que
la afirmacion se cumple para todo K G-moédulo M con dimg M < s. Sea M un KG-moédulo
con dimyg M = s. Si M es simple, entonces M es semisimple. Supongamos entonces que M
no es simple. Entonces M tiene un K G-submodulo N propio no trivial. Por el Teorema de
Maschke 1.46 existe un KG—modulo L tal que M = N & L. Dado que tanto N como L tienen
dimensiéon menor que .S, por hipodtesis de induccién tenemos que N y L son semisimples y
en igual forma M es semisimple. ]



Capitulo 2

Codigos lineales

En la teoria de codigos, un codigo lineal es aquel que a través una combinacion lineal de
dos vectores o palabras que pertenecen al cédigo, el resultado sera otro vector que también
pertenece al codigo. En otras palabras, posee la estructura de espacio vectorial sobre un
cuerpo, en nuestro caso un cuerpo finito.

2.1. Definiciones basicas

Definicion 2.1. Sea I, un cuerpo finito con ¢ elementos y n € N. Un cédigo lineal C' sobre
[y, es un subespacio del espacio vectorial Fy/, que denotaremos por C' < Fy y decimos que n
es su longitud.

Si C <y, entonces por ser un subespacio vectorial de Fy se verifica que:
1. (0,...,0) e C.
2. Siz,y € C,entonces ¢ +y,x —y € C.

3. Existe una base {z1,...,x;} de C, siendo k < n. Ademas, dado y € C, existen unos
tinicos escalares (ay, ..., ) € Fy tales que y = Zle 4T

4. Si la dimension de C' es k, entonces |C| = ¢*.

Si C' es de longitud n y dimension k, decimos que C' es [n, k| codigo. Los codigos sobre F,
son llamados co6digos g-arios, de modo general. En particular, si ¢ = 2 el c6digo se denomina
un codigo binario, si ¢ = 3, como codigo ternario y si ¢ = 4, un cddigo cuaternario. Por otra
parte, a los vectores de C se les llama palabras de codigo.

Definicién 2.2. Sea F, un cuerpo finito y C' un [n, k| codigo sobre F,.

1. Si k > 1, entonces la matriz G € F’;X" se denomina matriz generadora de C', denotada
gen(C), si

FI;G = {(ul, ce ,uk)G tuy € Fq}

21
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La expresion F’;G la utilizaremos para representar todas las combinaciones lineales de

G.

2. Si k < n, entonces la matriz H € FZ"“X” se denomina matriz de control de C| si
C={u:uclkF; Hu'}.
Del algebra lineal se sigue que:
Ran(H) = n — dim(Ker(H)) = n — dimg, (C) = n — k.
Teorema 2.3. Sea G € ]F';X” con filas

g1 = (911,---791n)7-~,gk = (gkla-uagkn)-

Entonces G es una matriz generadora de un [n, k] cédigo C' sobre Fy, si y solo si B =
(g1,---,9k) es una base para C.

Demostracion. =] Sea B = (gy,...,gx) una base para C. Entonces para todo u € IF’; se
verifica que uG € C' por lo tanto se tiene que

g1 G122 " Gin

g21 Gg22 ° Gon
uG = (uy,...,ux) , .

k1 Gk2 " Gkn

= (u1911 + -+ Ukgr1s - -+, UW101n + -+ ukg;m)
=u(gi1, -5 91n) + - (g1, - - - 5 Gkn)

<—| Supongamos ahora que G es la matriz generadora para C, es decir, C' = {uG : u €
F*}. Entonces

(1,0,...,00G =g1,...,(0,...,0,1)G = g,
y se tiene que las filas de G € C'. Por lo tanto

C={uG:ucFs} = {ug, ..., urg: u; € Fy},

en consecuencia C' = (g1, ..., gx) y dado que dimg (C) = k, se sigue que B es una base de

C. []

Definicion 2.4. Sea F, un cuerpo finito y C' un c6digo lineal sobre Fy.

1. Dado los vectores u = (u1,...,u,) y v = (vq,...,v,) € Fy se define la distancia de
Hamming d entre ellos, como el namero natural:

d(u,v):=|{i e {l,...,n} 1w # v} |

2. Definamos y denotamos la distancia minima de C' como:
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d(C):=min{d(u,v) : u,v € C,u # v}.
3. Para todo vector u = (uy,...,u,) € Fy, definimos el soporte de u, denotado sop(u)
como
sop(w) = {j : uy £ 0}.
4. Para todo vector u = (uy,...,u,) € Fy, definimos el peso de u como

wt(u) :=| sop(u) |= d(u,0).
5. Definimos el peso minimo de C' como

wt(C):=min{wt(u) : 0 # u € C} y para el codigo trivial C' = {0}, definimos
wt(C) = 0.

Entonces podemos hablar de un [n, k, d] codigo lineal C' de [y, donde k es la dimension de
C vy d la distancia minima. Llamaremos de ahora en adelante a n,k y d los parametros de

C.

Teorema 2.5. Sea C un cddigo lineal sobre IF,. entonces la distancia de Hamming cumple

con los axiomas de una métrica. Es decir.

1. d(u,v) >0

2. d(u,v) =0 siy solo si u=v.
3. d(u,v) = d(v, u)

4. d(u,v) = d(u, z) + d(z, v)

Demostracion. Las afirmaciones 1,2 y 3 son inmediatas por la definicion de distancia de

Hamming. Para probar la desigualdad triangular,
sean u = (Up, ..., Up), ¥ = (V1,..., V), W= (w1,...,w,) € Fy.

Entonces si u; # v; se tiene que u; # v; 0 v; # w; con lo cual se sigue la afirmacion.
Por otro lado tenemos que:

du,v)={j:u; #vj,j=1,...,n}
=W uj+w #vj+w;,j=1,...,n}
=d(u+ w,v + w).

Teorema 2.6. Sea C' # 0 un cddigo lineal, entonces d(C) = wt(C).

Demostracion. Por definiciéon de distancia minima tenemos que
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d(C):=min{d(u,v) : u,v € C,u # v}.
Si utilizamos la propiedad de invarianza bajo la traslacion de la distancia, tenemos que
d(C):=min{d(u — v,0) : u,v € C,u # v}.
De donde
d(C):=min{wt(u —v) : u,v € C,u # v # 0}.
Puesto que el codigo es lineal en [y, entonces

{z:z2ecClx#0}={u—v:u,veC u+#v}

En consecuencia, d(C) = min {wt(z) : x € C,x # 0} = wt(C). O
Este resultado va a facilitar enormemente el calculo de distancia minima de un [n, k]
codigo C sobre [Fy, porque en lugar de calcular la distancia de ‘g’ pares de palabras

distintas de C' y luego determinar su minimo, solamente necesitamos calcular los pesos de
|C'| — 1 palabras de C' no nulas.

Existen algunas cotas que nos brindan informacién de un cédigo en relaciéon con su
dimension y su distancia minima. Entre ellas, la méas reconocida es la cota de Singleton.

Lema 2.7 (Cota de Singleton). Si C' es un [n, k,d] codigo lineal sobre F,, entonces se tiene
que k <n-—d+1.

Demostracion. Sea f : Fy — Fg_d“, la aplicacion que borra las dltimas d — 1 coordenadas,
es decir, f(C) = C*?~1 Es claro que f(C) es un codigo F7~4*1. La funcion f restringida a
C' es inyectiva. En efecto, si ¢, ¢’ € C con f(c) = f(c’), entonces

C=2C...Ch—d+1-

/

C =C1...Ch—gd+1-

Por tanto d(c,¢’) < d — 1, lo cual es una contradicciéon, que nos lleva a pensar que ¢ =
IC) = |f(C)] < ¢, de donde k < n —d+ 1. -

Esta cota lo que nos dice es que los parametros principales de un c6digo son muy rigidos
y que no es posible tener tamano y distancia minima simultaneamente grandes.

Definiciéon 2.8. Un [n, k] codigo que satisface la igualdad en la cota de Singleton se dice
que es un M DS-codigo (maxima distancia separable).

Es decir, dado que d = n — k + 1 entre los codigos de longitud n que corrigen hasta ¢
errores, entonces C' es uno que codifica el mayor ntiimero de palabras.

Corolario 2.9. Sea C un [n, k| cddigo sobre F,. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. C es un codigo M DS -codigo.

2. Cada k columnas de una matriz G, generadora de C', son linealmente independiente
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3. Cada n—Fk columnas de una matriz H, de control de C, son linealmente independiente

Demostracion. |25, Thorem xx].

Definicion 2.10. Dado un codigo lineal ' < Fy' y un entero i, definimos el coeficiente
enumerador A;(C') como

A,(C) = |{c € C:wt(e) = i}].

Es decir, A;(C) es el nimero de palabras de peso i en C. Siempre que no haya lugar a
confusion, escribiremos simplemente A; en vez de A;(C). La lista de todos los A;, para
i =1,...,n se denomina la distribuciéon de peso de C.

Teorema 2.11. Sea C un [n, k| cddigo sobre F, . Entonces,
1 Ag+ A+ + A, = ¢~
2. Ab=1yAi=Ay=A3=---=A;,,=0.
Demostracion. 1. C es un k-espacio vectorial sobre F,. Por lo tanto |C| = ¢* y

A0+A1++An:qk

2. Claramente tenemos que A, = 1 y como la distancia minima del cédigo es d, por lo
tanto no pueden haber palabras del c6digo con peso inferior a este valor. Por lo tanto
A1:A2:A3:"':Ad_1:0

O

Definicion 2.12. Dado un c6digo lineal ¢ < Fy, definimos el polinomio enumerador de
peso de C, de la siguiente manera

We(x) = i Aix' € Z[x)

y el polinomio enumerador de peso homogéneo, como

Wel(z,y) = a"We (%) ZAia:”_’y’.
i=1

Ejemplo 2.13. Sea C el c6digo binario cuya matriz generadora es
1110000
G 1001100
01 01010
1101001

Un simple célculo, nos permite encontrar que el polinomio enumerador de peso de C' es

Weo(x) =1+ 72° + 72" + 2"
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Definiciéon 2.14. Definimos el producto escalar ente dos vectores

w= (U, Up), v = (1,...,0,) EFY
mediante la expresion:
n
u-v:Zuiviqu (2.1)
i=1

Definicion 2.15. Sea C' un [n, k] codigo sobre el cuerpo F,.

1. Definimos C* := {u € F} : u- v = 0,v € C'} y decimos que C* es un c6digo dual de
C' con respecto al producto escalar (2.1).

2. Si C C C*, entonces C es llamado auto-ortogonal.

3. Si C = C*, entonces C es llamado autodual.

Ejemplo 2.16. 1. El [8,4] codigo sobre Fy cuya matriz estandar esta dada por

10000111
c_loroofro1n
“loo1o0f[1101
000 1[1 110

es un coédigo autodual

2. El [4, 2] codigo de Hamming ternario H3 o también llamado tetracodigo tiene una matriz
generadora en forma estdndar dada por

1 0[1 1
G:<0112)'

Este codigo también es autodual.
Teorema 2.17. Sea C un [n, k| cédigo sobre el cuerpo finito F,. Entonces se cumple que:
1. C* un [n,n — k] cédigo sobre F,,.

n

2. Todo codigo autodual es un [n, 5} codigo.

Demostracion. 1. Sea G = (g,5) € IF];X” una matriz generadora para C'. Entonces G es de
tamanio k x n, donde dimg, (C') = k y dimg, (F') = n. Entonces tenemos que v € C'* si
y solo si Z?Zl v;g;; = 0, parat =1, ...,k este es un sistema homogéneo de k ecuaciones
y n incognitas {vy,...,v,} y dado que el rango de G es k, se concluye que existe n — k
variables libres. Por lo tanto la solucién del sistema es un subespacio de dimensiones
n —k, es decir dimg, (C*) =n — k.

2. Sea dimg, (C) = k si C es autodual, entonces por definicion C' = C*, en consecuencia
dimg, (C) = dimg, (C*) y tenemos que k = n — k, de donde k = 2.
]
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Observacion 2.18. Un codigo C' es autodual si su matriz generadora G también es matriz
generadora de Ct. Note que el tetracodigo presentado en el Ejemplo 2.16 es un codigo
autodual. Esto se debe a que el producto interior de dos filas cualesquiera de su matriz
generadora es 0 y a que la dimension del codigo dual es 2. Entonces, la matriz G' también
genera el codigo dual de Hg .

2.2. (Cédigos ciclicos

En esta seccion hablaremos como se define el concepto de codigo ciclico, los cuales son
un tipo particular de cédigos lineales. Este tipo de codigos se pueden ver como un ideal del
anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo, por lo que podemos también relacionar las
palabras de co6digo con polinomios univariados de grado menor que la longitud del codigo.

Definicién 2.19. Un codigo lineal C' es ciclico si para cada vector ¢ = (¢g, 1, ..., ¢h1) € C
se cumple que el vector ¢’ = (¢,_1,¢o, - . ., Cn_o) también pertenece a C.

Podemos comprobar que ¢’ se obtiene a partir de ¢ por medio de la translacion ciclica de
coordenadas i — 7 + 1 mdd n. El cédigo lineal C' es ciclico si es cerrado bajo la traslacion
ciclica (cp,c1,...,¢n-1) = (Cn_1,¢0,---,Cn_2), lo que implica que C sea cerrado bajo todas
las transformaciones ciclicas

(co,€15- -y Cne1) > (Cne1,Co, - - -5 Cna).

Definicién 2.20. Si C' es un codigo lineal g-ario y ¢ = (¢g,¢1,...,¢n—1) €s un vector de C,
entonces podemos asignarle a ¢ un polinomio mediante la funcion:

¢ : C+ F,lz], donde ¢(C) = c(x) = co + 1z + -+ cpgz™ "
De ahora en adelante, vamos a ignorar la funcién ¢ y pensaremos en los vectores del
codigo como polinomios y viceversa. Note que.
H(C)=c(xr)=co+cx+ - +c2"teC.

Entonces el polinomio xc(x) = ¢,_12™ + cox + 12?4+ -+ cp_ox™ ! representara la traslacion
ciclica del vector ¢ en ¢(C') si 2™ = 1. Formalmente podemos decir que, el hecho de que
el codigo C' sea ciclico implica que si ¢ € ¢(C), entonces xc también pertenece a ¢(C'),
multiplicando el mdéd (z" — 1). Lo anterior siguiere que el contexto mas apropiado para
estudiar codigos ciclicos son los anillos de clases residuales:

R, =F,[z]/(z" —1).

Este es el algebra de polinomios de grados menor o igual a n, con la suma usual de
polinomios y el producto de polinomios méd (z" — 1).
La primera condicién lo que nos dice es que I es un subconjunto del grupo aditivo R.

Lema 2.21. Un cdodigo C < Fy es ciclico si y solo si

#(C) es un ideal en F,lx]/(z™ — 1).
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Demostracion. Para probar que ¢(C') es un ideal en F,[x]/(z™ — 1), se debe cumplir que
d(C) < F,lx]/{x"—1) y que f € ¢(C) se verifica que gf € ¢(C), para todo g € F,[z]/{z"—1),
dado que C' es ciclico y por tanto lineal, es claro que ¢(C') es cerrado con la suma. Por lo
tanto ¢(C) < F,[z]/(z" —1). La segunda condicion la probaremos para el caso base, es decir,
para g =x € F [z]/{(z" — 1)y f=co+c1x+ -+ c,12" " € $(C). Tenemos que
gf =x(co+cix+ -+ cp12™ )

=cor+ ezt +-+epga”

=cor+ e’ 4+ + eyt e, méd (2" —1 € ¢(0)

=Cp1+ Cox + @+ 0™ € ¢(0).
Reciprocamente, si ¢(C) es un ideal de F,[z]/(z" — 1) y se cumple que f € ¢(C'), entonces

rf =ch1t+crtari+- - +c,0x™ !t € ¢(C). Con lo que se prueba que si (cocy ... ¢, 1) € C
entonces (¢,_1¢q ... cy_2) € C, es decir, C es ciclico. O

El siguiente resultado retine algunos hechos bésicos de los codigos ciclicos.

Teorema 2.22. Sea {0} # C un ideal de R, es decir, un cdédigo ciclico de longitud n.
Entonces:

1. Existe un tnico polinomio moénico g(x) de grado minimo en C. Ademaés este polinomio
genera a C, por lo tanto, C' = (g(x)).

2. g(x) | (z™=1).

3. Si grad(g(x)) = r, entonces C' tiene dimension n — r. Més aun,

C = (g(x)) = {r(z)g(z) : grad(g(x)) <n —r}.

4. Sig(z) = go+ g1x + - - - + gra", entonces gy # 0y C tiene matriz generadora G.

G g1 g2 -+ - g 0 0 - 0
0 g g1 Go -+ -+ g 0 - 0
G=10 0 g9 g g - - g -
S .0
0 0 ««« 0 g Gi g2 - - Gr

Donde cada fila de G es una traslacion ciclica de la fila previa.

Demostracion. 1. Sea g(z) y f(z) dos polinomios ménico de grado minimo r en C. en-
tonces el grado del polinomio f(z) — g(x) es menor que r dado el grado minimo en C'
es r, tenemos que f(x)—g(x) =0, por lo tanto se concluye que f(x) = g(x). Ahora sea
g(x) el polinomio monico de grado minimo en C'. Dado que C' es un ideal, tenemos que
(g9(x)) C C. Por otra parte sea a(x) cualquier otro polinomio en C. Por el algoritmo de
la division en F,[z], tenemos que a(z) = g(z)b(x) + r(x) donde el grado del polinomio
r(z) es menor que el del polinomio g(x). Por definicién de ideal, r(x) € C. Pero esto
contradice que g(z) sea de grado minimo en C' por lo tanto 7(z) = 0y a(x) = g(z)b(z),
o sea, C' C (g(x)).
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2. Sea g(z) el polinomio moénico de grado minimo en C. Por el algoritmo de la division
en F,[z], tenemos que 2" — 1 = a(x)g(x) + r(x) donde el grado del polinomio r(z) es
menor que el del polinomio g(z). Ahora como r(x) = —a(x)g(x)mod(z™ — 1). Entonces
r(z) € C, esto contradice que g(z) sea de grado minimo en C por lo tanto r(z) = 0.
Probando asi que g(x) divide a 2" — 1.

3. El ideal generado por g(z) es (g(z)) = {f(x)g(z) | f(x) € R,}. Queremos ver que
con solo restringir a f(x) a polinomios de grados menor que n — r. Sabemos que
2™ — 1 = h(z)g(x) de grado para algin polinomio h(x) de grado n — r, si dividimos,
nos queda:

f(z) = q(z)g(z) + r(z), con grad(r(x)) <n —r.

Entonces,

f(@)g(z) = q(x)h(z)g(x) + r(x)g(x) = q(x) (2" — 1) +r(x)g(z);

y asi f(z)g(x) = r(x)g(x) en R,, que es lo que deseamos establecer. Esto también
muestra que el conjunto g(x), zg(z),...,z" "1g(x) genera a C, y como es linealmente
independiente, forma una base de C. Luego la dimension de C' es n — r.

4. Si go = 0 entonces g(x) = zg1(x), con grado ¢;(x) < r pero entonces tenemos que

gi(x) =1-gi1(z) = 2"g1(x) = 2" wgi(z) = 2" g (x) € C.

Lo cual es absurdo puesto que g;(z) # 0 tiene grado menor que g(z). Por lo tanto
go(z) = 0. Por ultimo G es una matriz generadora de C, puesto que

9(z),2g(x),...,2a" " g(x)

es una base de C.
O

Lema 2.23. Un polinomio mdnico p(z) en R, es el polinomio generador de un cédigo ciclico
de longitud n si y solo si p(x) | (z™ —1).

Demostracion. Supongamos que p(z) | (¢ — 1) y que g(z) es el polinomio generador de
C = (g(z)), con p(x) # g(z). Como p(z) y g(x ) son moénico, entonces el grad(g(x)) es menor
que el grad(p(z)). Por hipotesis, (z" — 1) = p(x)f(z) para algin polinomio f(z) # 0, més
aun, como p(x) € (p(x)), entonces g(z) = a(z)p(x), para algin a(z) € R,. Luego tenemos
que

)
—
3
~
—
g
Il
2
3
=
—~
S
~
—~
g
I

= a(z)(z" —1) = 0.

Pero el grad(g(z)f(x)) < grad((p(z)f(x)) = ny asi (g(z)f(x)) = 0, lo cual es imposible.
Por lo tanto p(z) = g(x). O
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Dado que el polinomio generador g(z) de [n,n — r] codigo ciclico en R,, divide a 2™ — 1,
tenemos que

2" — 1= g(z)h(z),
donde h(z) es un polinomio de grado n — r, llamado polinomio de chequeo o de control de
C'. El siguiente Teorema resume las propiedades de h(x).

Teorema 2.24. Sea h(x) un polinomio de chequeo de un cddigo ciclico C' en R, entonces
se cumplen que:

1. El codigo C puede escribirse como C' = {p(z) € R,, : p(x)h(z) = 0}.

2. Sih(x) =ho+hz+---+ h, 2" ", entonces la matriz de control de C' esta dada por

Bpoy =oo oo hg 0 O cvevnn 0
0 h., -+ - hy O .. 0
H— 0 0 hpy --- - ho : :
0 0 coi 0 hy, e e hy
Demostracion. 1. Sea g(z) el polinomio generador de C. Si p(xz) € C, entonces p(z) =

f(z)g(z) para algin f(x) € R,, luego
p(@)h(z) = f(x)g(x)h(z) = f(z)(z" —1)
Por otra parte, sea p(z) € R, y p(x)h(z) = 0. Tenemos que

0.

p(x) = q(z)g(x) + r(z) = con grad(r(z)) < r.

Entonces

p(x)h(z) = q(x)g(x)h(z) + r(x)h (:c),
de donde r(x)h(z) = 0. Sin embargo, grad(r (;E)h( ) + (n —r) = n, por lo que
r(z)h(x) = 0. Luego r(z) = 0y p(z) = q(x)g(x) € C

2. Si ¢(x) € C, entonces c(x)h(zr) = 0 dado que el grad(c(z)h(z)) < 2n — r, deducimos
x

que los coeficientes de z"~" a1 .. 2" en el producto c¢(z)h(x) son 0, es decir,

c()hn—r + clhn—’r—l-l + o+ cn—ThO =0
c1hp—p + CZhnfrJrl + e+ CnfrJrlhO =0

C'r—lhn—'r + C'rhn—'r—|—1 +e 4+ Cn—lhO = 0.

Pero esto es equivalente a (cocy...c,—1)HT = 0y asi H genera un cédigo C’ que es
ortogonal a C, osea C' C C*+. Como h,,_, # 0, se sigue que la dim(C) = r y por lo
tanto C' = C*.

m
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En la teoria de codigos existen 4 codigos especiales, Goz, Gos, G11 ¥ G12, los dos primeros
son binarios, mientras que los dos ultimos son ternarios, los cuales fueron introducidos por
primera vez por Marcel Golay en 1949 y a los cuales se les conoce con el nombre de cédigos

de Golay.

Definicion 2.25. EL codigo de Golay binario Gs3 es el codigo lineal binario definido por la
matriz generadora

G = (I12]A) € Myzyas(Fa); (2.2)

donde )5 € F3**'? es la matriz identidad con unos en la diagonal principal y ceros en las
demas posiciones y A es una matriz que tiene la siguiente forma:

11011100010
101 1100O01O01
011100010171
11100010110
11000101101
A 10001011011
0001011O01T1T71
001011011T1F0
01011011100
10110111000
011011100071
111111111171

Este codigo tiene pardmetros [23,12, 7].

Definicion 2.26. El cidigo de Golay ternario Gy es el codigo lineal ternario definido por
la matriz generadora

G = (Is| B) € Mgx11(Fs); (2.3)
donde
01 2 21
1 01 2 2
21 01 2
B=1499101 |
1 2210
1 1 1 1 1

cuyos parametros son 11,6, 5].

Podemos agregar una coordenada a codigos existentes para formar nuevos codigos. Una
manera de hacerlo es agregar una coordenada de manera tal que la suma de las coordenadas
de cada vector sea 0. Si C' es un [n, k,d]| codigo, entonces el cddigo extendido C' se define
como

C = {(x1,29,. .., Tns1) EFZH (21, 29,...,2,) € C con xy + 29+ -+ 1, =0}

Luego, C es un c6digo lineal de parametros n+1,k,dlon+1,k,d+1]. Si G es la matriz
generadora del codigo C', entonces la matriz generadora G del codigo C' se obtiene al agregar
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una columna adicional a G tal que la suma de las coordenadas de cada fila sea 0. Teniendo
esto en cuenta, definimos el codigo de Golay binario extendido y el codigo de Golay ternario
extendido como se muestra a continuacion.

Definicion 2.27. El cddigo de Golay binario extendido Goy es el codigo lineal binario definido
por la matriz generadora

G = (I12]A) € Mizyou(Fs); (2.4)

donde I, € F}**'? es la matriz identidad y A es una matriz que tiene la siguiente forma:

— == O, O O0O0OFF=FkO
_— O = = O OO O = =
—H H O R PO OO0
— == O, P OFkROOO
—= = = RO RO RO 00
RO, R RO RFR,RORFR,ROO
R OO R R RO RRFRLRORO

—_ O = O OO KFRFE O =
_— O, OO F O
—_ O OO R HF PR ORFRRFRORM
R R, OO0 RrRr M, PP ORFRKFHO
e e e e e e

Observe la estructura ciclica que posee la matriz A. Veremos que Go4 tiene parametros
(24,12, 8] y, por lo tanto, corrige 3 errores. Solo falta ver que d = 8. El siguiente Teorema
recoge las propiedades mas importantes del codigo Goy.

Teorema 2.28. El codigo de Golay binario extendido Goy tiene las siguientes propiedades

1. Goy es autodual, es decir, G3; = Goy.

DO

. Goy es generado por la matriz G = (Al|l12).

w

. G4 es doblemente par.

W

. G4 mno tiene vector de peso 4.

(S

. Gog es un [24,12, 8]-codigo.

Demostracion. Sea G la matriz generadora de Goy dada en 2.4.

1. Como las filas de GG son ortogonales, entonces todo par de vectores de Gyy son orto-
gonales. Luego G3; C Goy. Pero como la dim(Gy;) = dim(Goy), entonces se dice que

Ga1 = Gaa.

2. Se sigue del inciso (1) y del hecho que AT = A.
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3. El peso de las filas de G es 8 6 12, por lo tanto divisibles por 4. Si ¢ y y son filas de
(G; entonces tenemos que

wt(z + y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(x - y).

Pero wt(z - y) = z -y = 0 mdd 2 y por lo tanto wt(xz + y) es multiplo de 4. Por
induccion, el peso de la suma de cualquier numero de filas de G es miltiplo de 4.

4. Usaremos dos matrices generadoras Gy := ([12|A) v Gy := (A|l12) de Goy. Denotemos
v € Gy tal que v = v;vp, donde vy, vp € FL? son la parte derecha y la parte izquierda
de v, respectivamente. Supongamos que wt(v) = 4. Note que cualquier combinacién
lineal de las filas de G tiene parte izquierda con peso mayor que 1. De igual modo
sucede que cualquier combinacion lineal de G5 tiene parte derecha con peso mayor que
1. Entonces wt(vy) > 1y wt(vp) > 1. Ahora si suponemos que wt(v;) > 1, entonces
v es una fila de G y por lo tanto wt(vp) # 4. Luego wt(v;) > 2 y analogamente
wt(vp) > 2. Por lo tanto la anica posibilidad es wt(v;) = wt(vp) = 2. Luego, v es la
suma de 2 filas  y y de G;. Lo cual es un absurdo, porque para wt(x + y) # 4 para
todo par de filas , y de G;. Luego Ga4 no tiene vectores de peso 4.

5. Por (3) y (4) tenemos que wt(Gay) > 8, y la segunda fila de G tiene peso 8, por lo tanto
d(Ga) = 8.
[l

También podemos obtener el codigo Go3 del anterior eliminando la ultima coordenada de
Gaa, es decir que Go3 = G54, tiene parametros [23, 12, 7]. Por lo tanto, este codigo es perfecto.
Se puede ver que para el codigo Gay, si se restringe cualquier coordenada se obtienen codigos
equivalentes. Podemos recuperar en codigo Goy extendiendo el c6digo Goz con un digito extra
de paridad.

Definicion 2.29. El cidigo de Golay ternario extendido Gio es el codigo lineal ternario
definido por la matriz generadora

G = (Iﬁ’B) € MGXlQ(FB); (25)
donde
012 211
1012 21
21 01 21
B=1991011
1 22101
111110

Similarmente a lo demostrado para el c6digo Goy, €l codigo Gio es un codigo autodual de
parametros [12, 6, 6].

Observacion 2.30. Los codigos de Golay binario y ternario son ejemplos de codigos ciclicos.
Mas atin, el coédigo Goz es generado por uno de los siguientes polinomios

R i N N R R R
y el codigo Gy es generado por uno de los siguientes polinomios

Pt 203+ 22 +2 o 2P+ 203 + 2% + 22+ 2.
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2.3. Equivalencia de cédigos

Un campo de trabajo importante en la teoria clasica de codigos es la clasificacion de co-
digos con parametros y caracteristicas especificas. Para ello es necesario identificar aquellos
que son diferentes salvo isomorfia, y por esta razon requerimos definir el concepto de equi-
valencia entre codigos y en qué condiciones realmente se tiene una isometria. Esto toda vez
que un par de cddigos equivalentes son estructuralmente iguales, compartiendo en particular
sus parametros distintivos como la distancia minima y la dimensioén, e incluso el polinomio
enumerador de pesos por ejemplo.

Definiciéon 2.31. Una matriz A € GL,(F,) se denomina una isometria de [}, con respecto
a la métrica de Hamming, si para todo ¢,y € Iy se verifica que

d(zA,yA) =d(z,y).
Lema 2.32. A € GL,(F,) es una isometria si y solo si
wt(zA) = wt(z),Vz € Fy.
Demostracion. =] Sea A € GL,(F;) una isometria. Luego para x € . Tenemos que
wt(xz) = d(z,0) = d(xA,0) = wt(zA).

<] Sea A € GL,(F,), tal que wt(xA) = wt(x) para todo = € Fj. Entonces, para
z,y € F tenemos que

d(z,y) = wt(z — y) = wt((z — y))A = wt(zA — y A)
=d(zA—yA).
En consecuencia A es una isometria de Fy. O
Lema 2.33. El conjunto de todos las isometrias de Fy forman un grupo multiplicativo.

Demostracion. Sea S el conjunto de todas las isometrias de Fy. Se sabe que la matriz iden-
tidad I,, € GL,(F,), es claramente una isometria y por lo tanto, S es un conjunto no vacio.
Ahora sea A, B € [y isometrias, se cumple que

d(xAB,yAB) = d(zA,yA) = d(z,y),

es decir, AB es una isometria de F} y por lo tanto S es cerrado bajo la multiplicacion. La
asociatividad es clara puesto que las matrices son asociativas. Ademas, es claro que la matriz
identidad I,, es el elemento neutro del conjunto S, por ser el neutro de GL,,(F,). Finalmente,
sea A € F una isomerfa y B € Fy, la matriz inversa de A. Probaremos ahora que B también
es una isomerfa. En efecto,

wt(z) = wt(xl,) = wt(xz AB) = wt(xB),

por lo tanto, B € S. En consecuencia S es un grupo multiplicativo. O
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Definicién 2.34. Sea n € Ny Sym(n) el grupo simétrico de grado n.
1. Para cada o € Sym(n) podemos asociar una matriz P(c) = P;; que pertenecen a

GL,(F,), llamada matriz de permutacion, de la siguiente forma

1, st i=o0(y
P, - (7)
0, en otro caso.

np) la matriz diagonal de tamafio nxn con entradas a;j € F, dis-
,ann ) P(0),

2. Sea Diag(aq1, ass, . - -,
tintas de cero. Sea M una matriz monomial de la forma M = Diag(aiy, ass, . . .
con o € Sym(n).

Ejemplo 2.35. Dada las permutacion o = (135)(24) vamos a calcular las matriz de permu-
tacion asociada a ellas. Para la permutacion o = (135)(24), tenemos que

Ap-1(1) As 0000100
Ap-1(2) A 0001000
Ap-1(3) A 1000000
Plo)=|Aa@|[=]x]=]010000 0],
Ag-1(5) A3 0010000
Ap-1(6) As 00000O0T10
Ag-1(7) A7 0000001

donde A; es un vector de base estandar,
posiciéon j y 0 en cualquier otra posicion.

denota un vector de longitud [ con un 1 en la

Lema 2.36. Si P(0) y P(w) son matrices de permutacion, entonces se tiene que
1. P(o)P(m) = P(om).

2. P(c™') = P(o)~L.

Demostracion. Sean P(c) y P(m) matrices de permutacion.

(ai), P(m) = (bij), P(o)P(m) =

n
Cij = E ik
k=1

1. Supongamos que P(0) = (¢ij) v P(om) = (d;j). Luego,

s,

i=o(k)Nk=m(j)

en otro caso.

s,

i=o(r(5))

Esto prueba que P(om) =

en otro caso.

(¢ij) v se cumple la afirmacion.
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2. Claramente, se tiene que P((1)) = I, y por lo tanto al aplicar el paso anterior tenemos
que
I, = P((1)) = P(oo™') = P(0)P(c")

es decir, que

Como consecuencia de lo anterior, se sigue que la funcion
f:Sym(n) — GL,(F,)

definida por

es un homomorfismo de grupo.

Por otra parte, se puede definir una acciéon del grupo de las matrices de permutacion
sobre Fy de la siguiente manera

(ul, U, . .. ,un)P(U) = (ua(l), ua(g), . ,ua(n)) .

Lema 2.37. Sea P(0) una matriz de permutacion y a1, asg, . . ., Qpy € IFZ. Entonces, existen
bi1,b20, ..., by € ]F; tales que

P(J)Diag(an, asg, . .. ,am) = Diag(bu, b22, ceeay bnn)P(O'>
Demostracion. Sean P(o) = (pi), Diag(ai1, az, ..., ann) = (ax;), Diag(bi1, baz, ..., bun) =

(bkj)y P(U)Diag(an, aso, . .. ,am) = (Tij) y Diag(bn, 622, .. 7bnn> ( ) (Sz]). Luego para
i,7 €{1,2,...,n} tenemos que

n
Ty = E PikQkj; = Ag—1(4);-
k=1

Por otra parte, vemos que para i,j € {1,2,...,n} se tiene que

Sij = Zbikpkj = bis(5)-
k=1

Ahora definamos a by, := a;-1(;)0-1(k), entonces
Sij = bicf( = Qg-1(3); = Tij,

para todo 7,5 € {1,2,...,n} de donde se obtiene lo deseado. ]
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A continuacién probaremos que el conjunto de todas las matrices monomiales de tamano
n x n con entradas en F, es un subgrupo de GL,,(F,), a este subgrupo lo llamaremos el grupo
monomial y lo denotamos por Mon(n, F,).

Teorema 2.38. Mon(n,F,) es un subgrupo de GL,,(F,).

Demostracion. Sabemos que I,, € Mon(n,F,), por lo tanto Mon(n,F,) es distinto de vacio.
Sean M, My € Mon(n,F,), con

M1 = Diag(bn, b22, ceey bnn)P(ﬂ'> y M2 = Diag(an, aszg, ... ,ann)P(a).
Por el lema anterior tenemos que

M1M2 = Diag(bn, b22, .. ,bnn)P(ﬂ)Diag(an, aso, . .. ,am)P(U)
= Diag(bi1, baa; - - -, bun)Diag(cin, ca2, . - - ¢un) P(m) P(0)
= Diag(bi1¢11, baacan, - - -, bpnCun) P(m0).

Por lo que queda demostrado que el producto de matrices monomiales es otra matriz mono-
mial. Por otra parte si aplicamos nuevamente el Lema anterior obtenemos que

M; ' = P(z ")Diag(by}', by, - - -, b,,}) = Diag(bi1, bag, - . ., bun ) P(771),

r nn

es decir, que también se cumple que la inversa de una matriz monomial es otra matriz
monomial. O

A continuacién, probaremos que las matrices monomiales son todas isometrias de Fy
Teorema 2.39. Mon(n,F,) es el grupo de isometrias de Iy

Demostracion. Sean B = {ey, €y,..., €,} la base canénica de F} y A = (a;;) una isometria
de . Entonces para todo 4, j € {1,2,...,n} se verifica que

Ahora debido a que el peso de e;A es igual a 1, tenemos que existen b; € F; y i € {1,2,...,n}
tales que

el-A = bieio, (26>
es decir, que ¢; A es una combinacion lineal de un tinico elemento de la base B.
Definamos la funcion 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} mediante
7T(Z) = ’io.

Probaremos que 7 pertenece al grupo simétrico de orden n, es decir, 7 € Sym(n). Note que
7 esté bien definida, ya que al ser el peso de e; A tnico, existe un tnico elemento en B que
cumple la igualdad (2.6). En segundo lugar, debemos probar que la funciéon 7 es inyectiva
para tener la biyectividad, puesto se sabe que la funciéon va de n elementos a n elementos.
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Iniciemos la prueba por reducciéon al absurdo, suponiendo que 7 no es inyectiva. Es decir,
supongamos que existe r, k € {1,2,...,n} con r # k, tales que 7(r) es igual 7(k). Por tanto,

exA="0brer, v e A=b.ey
si restamos las dos igualdades anteriores, obtenemos
(er, — e,)A = (b — by)eg,,
y en consecuencia
2=wt(e, —e,) =wt((er — e,)A) = wt((by — b, )ex,) < 1.

Lo cual evidentemente es una contradiccion.
Ahora, para i € {1,2,...,n} fijo tenemos que la igualdad (2.1) se cumple si y solo si

a;; = 0, para todo io£7€{1,2,....,n} ¥y ay, =b.

Dado que 7 es biyectiva, en cada fila y en cada columna de A va a existir un escalar inico no
nulo, tal que a;;, = b;. Esto significa que la matriz A puede ser escrita como la multiplicacion
de la matriz Diag(by1, bag, - . ., bpn) por la matriz de permutacion P(7~!). Reciprocamente,
sean M = Diag(ai1, ag, - .., any) P(7) una matriz monomial y © = (z1,2a,...,7,) € F}.
Es claro observar que el rang(z) = rang(zDiag(ai1, s, ..., amm)), ya que todos los a; son
distintos de cero y xDiag(ai1,ag,...,aw) = (X101, 2002, ..., Tpa,), Ademas, multiplicar
xDiag(aq1, ass, . .., any) por P(m) es lo mismo que permutar las columnas de (zqaq, . . ., z,a,),
por lo tanto se tiene que
rang(x) = rang(xM).

Definicion 2.40. Sean C'y C' dos codigos lineales en .

1. Decimos que los codigos C'y € son monomialmente (permutacionalmente) equivalen-
tes, si existe una matriz monomial (de permutacion) A € Mon(n,F,) tal que CA = C".
Es decir,

C'={cA:ceC}

2. Una matriz monomial (de permutacion) A se denomina un automorfismo monomial
(permutacional) del codigo C, si CA = C'. El conjunto de todos los automorfismos
monomiales (permutacionales) de un codigo C' forma un subgrupo de Mon(n,F,), el
cual denotamos como MAut(C') (PAut(C')) y denominamos el grupo de automorfismos
monomial (permutacional) de C.

Observacion 2.41. Noétese que, para el caso binario ¢ = 2, los automorfismos de C' son
matrices de permutacion P(c) con o € Sym(n), tales que CP(c) = C'. En este caso, podemos
decir que PAut(C) = {o € Sym(n) : Co = C}.
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Ejemplo 2.42. Sea G la matriz generadora del cédigo de Hamming de longitud 7 dada por

1110000
G:1001100
0101010
1101001

Multipliquemos la matriz generadora G con la matriz de permutacion P(c) del Ejemplo
2.35, se obtiene

0000100
1110000 (1) 8 8 (1) 8 8 8 1001100
1001100 0100000|= 0110100
0101010 0010000 |01 01010
1101001 00000 10 0101101

000O0O0O0T1

Es decir, al multiplicar la matriz G por P(o) se obtiene la matriz G(o).
La matriz G' puede generar todas las palabras del codigo C.

C' = (111000, 1001100,0101010, 1101001).
De igual modo, la matriz G (o) puede generar todas las palabras del codigo C’
C’ = (0011100, 1110000,0101010,0111001).

Por lo tanto, CP(¢) = C". En consecuencia, los codigos C'y C” de parametros [7,4, 3]
son codigos permutacionalmente equivalentes como quedo establecido en la Definicion 2.40.

2.4. (Cobdigos autoduales

Los codigos de Golay binario y ternario extendidos, el de longitud [48, 24, 12].

Definicién 2.43. Sea 1 < r € N. Un codigo C' se denomina r-divisible, si r | wt(c), para
todo ¢ € C.

En particular, un cédigo binario 4-divisible es denominado doblemente par, si C' es un
codigo binario, pero no doblemente par decimos que C' es simplemente par. Y si C' es binario
2-divisible, entonces decimos que C' es par. A continuacién veremos que todo c6digo binario
autodual solamente contiene vectores de peso par.

Lema 2.44. §i C es un codigo binario autodual, entonces C' es par.

Demostracion. Sea C' un codigo binario autodual y v = (vy,...,v,) € C.

n

2

VU =001+ F 00, = E v,
i=1
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y dado que

2 0 Si’UZ':O
vy = .
E 1 siwv; #0.

En consecuencia, 0 = 37, v7 =37 ;1= wt(v), de donde concluimos que 2 | wt(v).
[

Gleason, Pierce y Turyn demuestran en [2] que si 1 < r € N divide el peso de cada vector
de un coédigo binario autodual, entonces » = 2 o » = 4. Entre los codigos autoduales existe
una clasificacion especial, teniendo en cuenta sobre el cuerpo en el que estan definidos y
sobre todo su r-divisibilidad.

Definiciéon 2.45. Sea C un codigo autodual r-divisible con r > 1.
1. Si es binario y no doblemente par, i.e r # 4, decimos que C' es Tipo 1.
2. Si es binario y doblemente par, decimos que C' es Tipo II.

3. Si es ternario, que a su vez por ser autodual implica ser 3-divisible, decimos que C' es
Twpo 111

4. Si es un codigo sobre Fy, por lo tanto es par, decimos que C' es Tipo IV.
Teorema 2.46. Sea C' un codigo binario lineal. Entonces se cumple que:

1. 81 C es auto-ortogonal y cada vector de la matriz generadora de C' tiene peso divisible
por 4, entonces el codigo C' es doblemente par.

2. Si C es doblemente par, entonces C' es auto-ortogonal.

Demostracion. Ver |25] pag 10. O

2.4.1. Polinomios de Gleason

Los codigos autoduales sobre Fy, con g € 2, 3,4, tienen enumeradores de peso que pueden
ser expresados como combinaciones de polinomios especiales, que son los enumeradores de
peso de codigos especificos de longitudes mas pequenas. Estos polinomios denotados como
91(x,y), g2(z,y) v g3(x,y) se conocen como polinomios de Gleason y son una herramienta
poderosa para el estudio de todos los codigos autoduales.

Teorema 2.47. (GLEASON) Sea C' un [n,%] cddigo sobre Fy con ¢ =2 0 q = 3 y sean
ademds

g(z,y) = y* + 2%,

go(,y) = y° + 1daty* + 2°,

g3(z,y) = y** + 75925y + 25762'%y1? 4 7592108 + 22,
ga(z,y) = 2" +8xy® y gs(x,y) = y*(2® — 1°)°.

Entonces:
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1. Siq=2 y C es autodual,

,i
|3
[

WC(xay) = aigl(xuy)%_4i92<x7y)i'

=

o

2. Siq=2 1y C es autodual y doblemente par,

L2

Wela,y) =Y aiga(z,y)¥ " gs(z,y)"
1=0

3. Siq=3yC es autodual,

_
Gl
paa

n_a;
130

We(z,y) =Y aiga(z,y)i > gs(z,y)".

=0

k
] — I n _ n _ n
Los a; son racionales con E a; = 1,donde k = [§], k = [;] o k = [{5] y en ambos
. ZZO . . .
casos si C' es extremal, entonces su polinomio enumerador de peso es tnico.

Demostracion. Ver |25], pag 341-342. ]

2.4.2. La sombra de un cédigo binario

El concepto de sombra para cédigo binarios autoduales fue introducido por Conway y
Sloane en [12] con el fin de establecer una cota superior para la minima distancia de codigos
simplemente par.

En lo que sigue solamente consideraremos cédigos binarios C'.

Definicion 2.48. Sea C' un c6digo autodual, sea Cy el conjunto de vectores de C, cuyo peso
es divisible por 4 y Cy := C\Cy. La sombra de C' es el conjunto S, que consta de todos los
vectores v con la siguiente propiedad:

v-u =0, para todou € Cj

v-u = 1, para todou € Cj.

Si C es un codigo Tipo II, entonces Cy = () y S = C. En general para un codigo binario
autodual C' denotamos la sombra de C' como el conjunto

g._ CH\C, si C es simplemente par
1 C, si C' es doblemente par.

Lema 2.49. Sea C un codigo autodual simplemente par y Cy el conjunto de palabras de C
cuyo peso es divisible por 4. Entonces Cy es el inico subcodigo de indice 2 en C.
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Demostracion. Dado que [sop(u) N sop(v)| = uw - v mdd 2, entonces ¢ : C — Fy con

1

¢(u) := swt(u) es una funcion lineal de C' con kernel Cy. O

Del anterior Lema se sigue que para un cédigo simplemente par C' hay cuatro subcodigos
Cy, C1, Cy, Oy, tales que Ci- = Co UC,UC,UCs, conlo cual C = CoUCy y S =C) UCy
es la sombra de C'.

El siguiente Teorema de Conway y Sloane ofrece diferente propiedades de polinomio
enumerador de la sombra de un cédigo Tipo I.

Teorema 2.50. ([12]) (CONWAY Y SLOANE) Sea S la sombra de un cédigo C' autodual
[n,n/2,d| Tipo I.

1. S el polinomio enumerador de C' estd dado por

/8]
Welz,y) =Y a;(® +17)7 9@’y (a* — v*)?),
=0

entonces el polinomio de la sombra es

2. SiWs(z,y) =Y 1 Bix""y" es el polinomio enumerador de la sombra, entonces

a) B; = B,_; para todo i.

b) B; =0, excepto para i = § mod 4.

c) By =0.

d) B; <1, parai < d/2.

e) A lo mds un B; es diferente de cero para i < (d+4)/2.

2.4.3. C(Cobdigos extremales

Mallows-Sloane [30] y més tarde Rains [35], establecieron una cota superior, menor en
muchos casos a la cota de Singleton, para la minima distancia d de los c6digos autoduales
binarios y ternarios. Concretamente ellos probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.51. ([30, 35]) Sea C' un [n,k,d] cédigo autodual. Entonces tenemos:

1. 8i C' es un codigo binario, entonces

g< 4|55 +4 sin#22méd 24
SUAE]+6 sin=22moéd 24

2. Si C es un codigo ternario, entonces d < 3| {5] + 3.
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Un codigo binario o ternario autodual cuya distancia minima alcanza la respectiva cota
superior del Teorema anterior se denominaun cidigo extremal. Esta familia de c6digos son
de gran interés, dado que al tener la maxima distancia minima entre todos los cédigos de
igual longitud y dimensiéon, poseen mayor capacidad de correcciéon de errores.

La clase de los codigos extremales contiene codigos importantes tales como los codigos
extendidos binarios y ternarios de Golay G(24) y G(12), los cuales son extremal Tipo II y
extremal Tipo III, respectivamente.

El codigo de Golay extendido binario es el primer caso de los codigos extremales binario
con longitud miltiplo de 24. Esta familia de codigos son de particular interés debido a que
el Teorema de Assmus-Mattson 2] garantiza que los soportes de peso no cero fijo forman un
5-disefio. Zhang prueba en [12] que su longitud es a lo mas 3672.

A pesar de importancia tedrica, solamente dos codigos extremales binarios de longitud
24 son conocidos, los cuales son el famoso cédigo extendido binario de Golay y el codigo ex-
tendido resto cuadratico de longitud 48. Al respecto, en 1973 Sloane [36] formul6 la siguiente
pregunta jexiste un codigo extremal con parametros [72, 36, 16]7. Pese a los multiples inten-
tos de la comunidad matemaética por establecer o no la existencia de dicho codigo, hasta el
momento la pregunta atun sigue abierta. En general, no se ha podido establecer la existencia
o0 no existencia de un codigo extremal binario con pardmetros [24m, 12m, 4m + 4] para todo
entero 3 < m < 153. Con el objetivo de encontrar un automorfismo no trivial que permita
la construccion del codigo para m € {3,4,5}, se ha analizado el grupo de automorfismo en
[ y Uy Uy O ) ) ) ]

La familia de los codigos extremales también contiene los codigos extremales Tipo I y Tipo
IIT de longitud 60, los cuales tienen parametros [60, 30, 12] y [60, 30, 18], respectivamente, y
hacen parte central del estudio de esta tesis.



Capitulo 3

Estructura de cédigos g-arios autoduales
con un automorfismo

En este capitulo analizaremos la estructura algebraica de un codigo lineal C' < Fy con un
automorfismo permutacional o € Sym(n) de orden r, en principio no necesariamente primo.
Por lo tanto, en el resto de este capitulo siempre supondremos que C' tiene un automorfismo
permutacional o € Sym(n) de orden r compuesto por ¢ ciclos de longitud r (llamados r-
ciclos) y f puntos fijos, con r y char(FF,) primos relativos. En este caso decimos que o es de
tipo r-(c, f). Sin perdida de generalidad podemos suponer que

U:Ql"'QCQC+1"‘QC+f7 (31)
donde ; = ((i—1)r+1,...,ir),i =1,..., ¢, son los ciclos de longitud r, y Q.,; = (er+1i),i =
1,..., f, son los puntos fijos. Notese que obviamente, n = cr + f.

3.1. Descomposiciéon de un cé6digo con automorfismo per-
mutacional

Recordemos que dada una permutacion o € Sym(n) y un vector v € [y, definimos la
accion de o sobre v como vo = (Vs-11), ..., Vs-1(n)) € [F;;. Notese que bajo esta accion, si
G = (o) = {1,0,...,0"7'} es el grupo ciclico generado por la permutaciéon o de orden r,
entonces Fy es un F,G-mo6dulo. En particular, si C < Fy y o € PAut(C), entonces C' es un
F,G-moédulo. En este caso decimos que C' es o-invariante, lo cual es equivalente a decir que
vo' € C, paratodo v € C' y paratodoi=1,...,7r — 1.

A continuacién definimos dos subcodigos importantes de un coédigo C' < Fy, siempre que
C tenga un automorfismo permutacional o.

Definicion 3.1. Sea C' < Fy un cddigo lineal y o € PAut(C) de tipo r-(c, f) de la forma
dada en (3.1). Entonces definimos los siguientes subcodigos de C.

1. F,(C)={v € C:vo = v}, denominado el codigo fijo de C' bajo o.

2. E;(C) ={v € C: 3 cq,vi = 0paratodo j =1,...,c+ f}, denominado el codigo
complemento o- invariante.

44
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Observacion 3.2. Claramente, podemos observar que v € F,(C') si y solamente si v € C'y
v es constante en cada ciclo €2; para todo j =1,...,¢c+ f.

Recordemos que el producto interior Euclidiano en Fy es definido como
u-v= Zuivi, u= (U, ..., up),v=(v1,...,0,) € Fy. (3.2)
i=1
Lema 3.3. Sea C' < Fy un cidigo lineal, o € PAut(C) de tipo r-(c, f) de la forma dada en
(3.1) y Vo = {v € F} : vo = v}. Entonces
1. dimVy =c+ f.
2. Si C es autodual con respecto al producto interior (3.2), entonces

1
mmg@nzﬁmm%:C;f

Demostracion. 1. Se puede verificar facilmente que los vectores

1, e
(€)= { ’

0, otro caso

forman una base para Vj. Por lo tanto, dimVy = ¢+ f.

2. La afirmacion se sigue de [, Theorem 3.2|.
O

Con base en la Observacion 3.2 podemos definir la proyeccion 7 : F,(C') — Ft/, como
(m(v)); =v; paratodo j € Q; y i =1,...,c+ f, la cual evidentemente es un monomorfismo
de espacios vectoriales y, por lo tanto,

dim F,(C) = dim(r(F,(C))).

En particular, si C' es autodual, entonces por Lema 3.3 tenemos que

mmnmn:mmmwxmnzcgﬂ (3.3)
y mas concretamente acerca de la proyeccion 7(F,(C')) podemos afirmar lo siguiente.
Lema 3.4. (|26, 21]) Si C es [n,n/2,d], cédigo autodual con respecto al producto interno

usual, entonces m(F,(C)) < ]FZH esun [c+ f,(c+ f)/2,dx], cddigo autodual con respecto al

producto interno
c c+f

uU-v= Zruivi + Z U0;. (3.4)

=1 i=c+1
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Demostracion. Sean a 'y b € F,(C) tales que
m(a) = u = (u1, us, ..., Uetys)

y
(b)) = v = (v1,0a, ..., Verf).

Dado que C' es autodual, entonces

c+f
0=(a,b) = Zalb = TZUM + Z U;V;
i=c+1
= u-v= 7r(a) : 7r(b).
Por lo tanto
T(F(C)) € m(F(C))™,
es decir 7(F,(C')) es auto-ortogonal. Por (3.3) tenemos que
dim 7 (Fy(C))* = e+ f — dim7(F,(C)) = C;f,
por lo que entonces 7(F,(C)) = n(F,(C))*. O

Note que si char(FF,) { ord(o), por el Teorema de Maschke 1.46, existe un F,G-submodulo
N de C tal que C = F,(C) @ N. El siguiente teorema muestra que N = E,(C) y por lo
tanto ofrece una importante descomposicion del codigo lineal C'.

Teorema 3.5. Sea C' < F un codigo con un automorfismo permutacional o € Sym(n) de
tipo r-(c, f) tal que char(F,) 1 r. Entonces

1. C = F,(C) ® E,(C), donde tanto F,(C) como E,(C) son ambos o-invariantes, es
decir F,G-mddulos, donde G = (o).

2. 81 C es autodual, entonces dim(E,(C)) = C(r;n.

Demostracion. 1. Es claro que el subcodigo F,(C) es o-invariante. Ademaés, debido a
que F,(C) es un subespacio vectorial de C, entonces existe un subespacio vectorial

L de C tal que C = F,(C) @ L. Sin embargo, L podria no ser un F,G-modulo para

G = (0). Sea ¢ : C — F,(C) la proyeccion de C sobre F,(C'). Por la prueba del
Teorema de Maschke 1.46, es conocido que la funciéon ¢ : ¢ — C definida como

() =237 o ¢(c0'v) para todo v € C' es un endomorfismo de C'y C' = F, (C’)@Ker({)

Dado que u == Y"1, o(v) € F,(C), entonces ((v) = 1o(3 21— oi(v)) = 1377 o' (v).
Mas atin, note que ulg, = (Zzeﬂj v, Zlegj v) € ]F|qﬂj\ para todo j € {1, s c+f}
Por lo tanto, E,(C) = Ker(().

2. Por la Parte (1), sabemos que dim(C') = dim(F,(C)) + dim (£,(C)). Por Lema 3.3,

tenemos que dim(E,(C)) = § — c;f. Dado que n = cr + f, entonces

cr—l—f_c—l—f_c(r—l)

dim(E, (0)) = = =2
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Observacion 3.6. El Teorema 3.5 (1) demuestra que para el codigo C, existe una matriz

generadora de la forma
(XY } gen(F,(C))
gen(C) = (%W) } gen(E,(C)) ° (3:5)

donde la parte izquierda de la matriz corresponde a todas las coordenadas movidas por o y
la parte derecha a los puntos fijos.

Definicion 3.7. Para un primo p definimos ord,(g) como el menor de los s € N tal que
p | ¢ — 1. Es decir, ord,(q) es el orden multiplicativo de ¢ médulo p.

Lema 3.8. Si C es autodual, entonces ¢™ () =1 mdd p, esto es ord,(q) | dim(E,(C)).

Demostracion. Note que |C| = |F,(C)| + pt. Luego

qdim(C) _ qdim(Fa(C)) + pt
= qAm(Fa(O)+dim(Eq (C)) _ (dim(Fo(C)) |y
= AP (O)+dim(E(O)) = (dim(Fo(©) 144 p
= @) =1 méd p.

Como ord,(q) es el minimo s € N tal que ¢° =1 mdd p, entonces ord,(q) | dim(E,(C)).
O

3.2. El anillo P y el P-médulo ¢(E,(C)*)

En esta seccion definiremos y estudiaremos el anillo cociente de polinomios P < R, =
F,[z]/(xP —1), con el objetivo de analizar la estructura del P-modulo ¢(E,(C)*). A partir de
ahora, supondremos siempre que ¢ es un automorfismo permutacional de C' de orden primo

p # char(F,).
Observacion 3.9. Puesto que ord,(q) es el tamano de los g-ciclos de 1 modulo n, si ord,(q) =
p—1, entonces el polinomio 14z +...4+ 2P~ ! es irreducible sobre F,[z], mas atn, si ord,(¢) =

p — 1 es par, entonces existe t = %1 tal que ¢t = —1 mdd p.

Definicion 3.10. Sea P el ideal principal de R, = F,[x]/(2P — 1) generado por el polinomio
(1 — z). Obviamente, P = {v(z) € R, : 5:01 v; = 0}.

El siguiente resultado generaliza el Lema 4 de [20].

Lema 3.11. ([21]) Sea P el ideal principal de R, = F,[x]/(z? —1) generado por el polinomio
(1 —z). Entonces tenemos:

1. P es un cddigo ciclico con |P| = ¢?~'.
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2. P es un subanillo de R, con elemento identidad
1 2 -1
e(x) = —]—9((1—p)+x+x + -4 a2P).
Ademds, B(z)p(z) = zp(z) mdd (xP — 1), para todo p(x) € P, donde
1
Bla) = —(1+ (1 —pr+a’+a°+ -+

3. Sil+a—+a*+---+aP ! esirreducible en Fy[x], entonces P es un campo.

Demostracion. 1. Dado que grad(z — 1) = 1 y P por definicién es un codigo ciclico,
entonces (ver Teorema 2.22 (3)) dimP =p — 1.

2. Es claro que P es cerrado bajo la suma usual de polinomios y el producto de polinomios

mod (zP — 1). Para probar que e(x) := —%((1 —p)+x+a*+---+aP1) es el elemento
identidad de P, sea 0 # f(z) € P. Entonces f(x) = g(z)(x — 1), para algin g(z).
Luego

f@)l+z+- -+ ) =gl@)(e -1 +a+ - +aP") = g(x)(2” - 1).

Por lo tanto f(z)(14+ 2 +---+2P1) =0 mdd (2¥ — 1). Entonces

f@)l—p+p+azt--+2"))=0 méd (zP —1).

De donde
F@)(1=p)+ o+ a7 = —pf(e) méd (@7 1),

es decir
F@ A=)+ ) = 1) méd (@ = 1),

Ademas, dado que ze(z)—f(z) = 2P — 1. Entonces ze(x) = f(z) mdd (2P —1). Ahora,
si p(x) € P, entonces ze(z)p(x) = B(z)p(x) mdéd (xP — 1). Por lo tanto xp(z) =
Aa)p(r) méd (2 —1).

3. Supongamos que 1+ x + 2% 4+ -+ + zP~! es irreducible en F,[z]. Ya sabemos que
P es un anillo con elemento identidad e(x) y dado que la multiplicacion en F,[z]
es conmutativa, también lo es en P. Ahora supongamos que f(z),g(z) € Py que
f(z)g(x) = 0 mdd (z? — 1). Dado que f(z),g(z) € P, entonces (z — 1) | f(x) y
(x—1) | g(x). Ademaés, la suposicion 27 —1 = (z—1)(1+z+2*+---+2P7) | f(x)g(x)
implica % = (z — 1)h(z), para algin polinomio h(x) € F,[z]. Por lo tanto

la irreductibilidad de 1 + 2 + 2? +--- + 2P! nos lleva a que 1 + 2 + 2% + --- + 2P~}

divide a f(x) o a g(x), es decir, P no tiene divisores de cero. En conclusion P es un
anillo finito, conmutativo, invertible y sin divisores de cero. En consecuencia, P es un

campo.

]
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Lema 3.12. Sea 1 +x + 22 + -+ - + 2P~ ! drreducible en F,[x]. Entonces tenemos:

1. zte(z) = B(x)t mdd (zP — 1) para todo 0 < t < p—1 y ord(ze(x)) = ord(B(x)) = p.
Si q(x) € P con ord(q(x)) = m y ged(p,m) = 1, entonces ord(xq(x)) = pm.

2. H = (B(x)) es el unico subgrupo de orden p en P\{0} y B(z),B(z)?,...,B(x)"~" son
los tinicos elementos de orden p en P\{0} y H = (B(x)"), parai=1,2,...,p— 1.

3. {e(x), B(x), B(x)?, ..., B(x)P~2} es una base para el cidigo ciclico P.

Demostracion. 1. Observe que

re(x) — Blz) — x(—%((l Dttt - (—]19(1 R )

Por lo tanto, ze(z) = f(x) mdéd (xP — 1). Entonces, por el Lema anterior

Bz)tze(x) = B(x) ' B(x) mod (2" —1)
o lre(z) = Blx)! méd (zP — 1)
re(z) = Blx)' méd (2P —1).

Entonces zPe(z) =1 - e(z) = 5(x)P, en consecuencia el ord(ze(z)) = ord(B(x)) = p.
Por otro lado, si ¢(z) € P con ord(q(x)) = m, entonces ¢(z)™ = e(x), més atn
(zq(z))™ = x"q(x)™
= ()" (q(x)™)?
= 1"e(z)?
= e(z).
Por lo tanto, el ord(zq(x)) | pm. Pero ged(p,m) = 1, entonces ord(xzq(z)) = pm.

2. Se tiene que ord(S(x)) = p, donde p | (¢°—1) pero como s = p—1, entonces p | (¢?~1—1),
ademas |P| = ¢*~!, entonces |P\{0}| = ¢"~! — 1. Como |P\{0}] es grupo ciclico, todos
sus subgrupos también lo son y su orden divide a |P\{0}|. Entonces (8(x)) es un
subgrupo de P\{0} de orden p, por ser p primo, todos sus elementos tienen orden p.

H = (B(x)) = {B(x), B(x)*, ..., B(z)"~*} < P\{0}
3. Dado que dimp, P = p — 1, solamente basta probar que los elementos

{e(), B(x), B(x)*, ..., B(x)"~?}

son linealmente independiente. Supongamos que S°7~* \;3(z)" = 0. Dado que we(r) =
B(x) méd (xP — 1), entonces Zf:_oZ A\iz'e(x) = 0. Similarmente, tenemos que

(Z /\ixi) e(z) = 0.
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Definamos ahora p(x) := S7-2 \;(z)" y supongamos que p € P. Entonces p(z) =
p(z)e(z) = 0, por lo tanto p(z) = 372 \i(z)" = 0. En consecuencia, \; = 0, para todo
i=0,1,....p—2.

Supongamos ahora que p ¢ P. Entonces existe ¢(z) € F,fz] y 0 # a € F, tal que
p(x) = q(z)(x — 1) 4+ a. Se sigue entonces que

0 = pe)e(®) = g@)(z — De(x) + ae(z)
0 = q(z)(x—1) + ae(x).

Por lo tanto ¢(x)(z — 1) = —ae(x), sin embargo grad(—ae(z)) = grad(e(x)) =p—1y
grad(q(z)(x — 1)) < grad(e(z)) = p— 2, lo cual es una contradiccién. En consecuencia,
p(z) € Py {e(x), B(x), B(x)? ..., B« )p 2} son linealmente independientes.

[
Lema 3.13. Siord,(q) =p—1, 6(z) € P, p| ord(d(z)) y 6(x) = §(x)?, entonces
ord(5(2) _4
(0(x)) = U 0(x)"(B(x)).

Demostracion. Por el Lema 3.12 tenemos que H = (5(z)) es el inico subgrupo de orden p en
P\{0} v B(x), B(x)?,...,8(x)P~! son los tnicos elementos de orden p. Dado que ord,(q) =
p — 1, entonces p | ¢?~! — 1. Pero pfq% — 1, por lo tanto p | qp;21 + 1.

ord(a(z)) ord(é(x))

Debido a que ord (5( ) ) = p, tenemos que <(5(a:) P > = (6(z)). Lo cual implica

que (f(x)) < (0(x)). Ademas, dado que 6(x)(B(x)) € (6(x))/(B(x)) y [(6(x))/(B(x))] =
% = ord(0(z)(5(x))) obtenemos que

ord(d(zx)) 1

(00 /(BLa) = {el)(BLa) 0N BN, 0@ (B 06) ™5™ (3},
es decir,
b= U o)

O

Sea E,(C)* el codigo par E,(C) sin las dltimas f coordenadas. Para un vector v € E,(C)*
identificamos v |o,= (vo,v1,...,vp—1) con el polinomio vy + vy 4 - + v, 2P de P C R,,.
En consecuencia, obtenemos una funcion ¢ : E,(C)* — P°.

Lema 3.14. p(E,(C)*) es un P-modulo y en particular, si P es un campo, entonces p(E,(C)*)
es un codigo lineal sobre P.

Demostracion. Note que x — 1 = () — e(z). Si p(z) € P, entonces p(z) = (x — 1)r(z) con
r(x) =ag+ a1z + - - + a,_127~1. Por lo tanto
p(x) = ao(B(z) — e(x)) + ar(B(z) — e(x)x + - + a1 (B(x) — e(x))a""
= ap(B(z) — e(2)) + a1(B(z) — e())B(x) + -+ + ap1(B(x) — e(2)) " ()
= ao(B(z) — e(x)) + ar(B*(x) — B(x)) + -+ + ap1 (B () — B~} (2)).
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En consecuencia, todo elemento p(x) € P es una combinacion lineal de 8°%(z), ..., 377 1(x).
Por otra parte, si v € E,(C)*, entonces o(v) € E,(C)*. Ademas, por el Lema 3.11 (2)
tenemos

Bla)p(v(z)) = ¢(o(v) € p(E,(C)").

Por lo tanto .
pa)e(v) = (Y aif' (@) olv) € o(EaC)).

]

Corolario 3.15. Sea ord,(q) =p—1y C < F} un cidigo autodual con un automorfismo o
de tipo p-(c, f) para algin primo p # char(F,). Entonces tenemos

1. p(E,(C)*) es un [c, 5] cddigo sobre el campo P.

2. c es par.
Demostracion. En este caso, ¢(E,(C)*) es un espacio vectorial sobre P. Ademas, E,(C)* =
E,(C) = ¢(E,(C)*) como espacio vectorial sobre F,. Por lo tanto, dimg, ¢(E,(C)*) = B¢
y
p—l, * im o Y — im o *
¢ =|p(E,(C))] =|P P (Ee(C)7) — (") P e(Ea(C)7)
y se obtiene que dimp p(E,(C)*) = 5. O

En la practica vamos a querer encontrar una matriz generadora del codigo C' a partir
de una base de los codigos F,(C) y E,(C), usando la descomposicion matricial (3.5). En
particular, para hallar una matriz generadora del subcodigo E,(C') necesitamos el concepto
siguiente de matriz circulante.

Definicion 3.16. Sea a(r) = ag + a1 + ... + a,_ 127" un polinomio sobre F,. Entonces
definimos la matriz circulante [a] como la siguiente matriz

agp ap Qaz ... QAp—1
ap—1 Qo A1 ... QAp—2

P P

a9 as ag ... aq

El siguiente resultado nos muestra coémo obtener una matriz generadora del cdédigo par
E,(C) conociendo un base de ¢(E,(C)*) sobre P, cuando P es un campo.

Lema 3.17. Sean p un primo con p # char(F,) y ord,(q) = p — 1. Si los vectores p(u;) =
(w1 (), - uie()), ... p(ug) = (uei (), ..., uce(x)) forman una base de p(E,(C)*) sobre
P, donde u; € E,(C)* para todo i = 1,...,5, entonces

[un] - fuae
gen(B,(C)) = | .

[ugt] - fug]

donde [u;] son (p — 1) X p-matrices circulantes para todoi =1,...,5, j=1,...,c.
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Demostracion. Supongamos que

y B(z) =142+ 2+ ...+ 2. Entonces obtenemos la (p — 1)§ X c-matriz

UO(Ul) O'O(Ull...ulc)

Ul(ul) Ul(ull...ulc)
[ull] T [ulc] Jp_2(u1> O'p_Q(UH e ulc)
luct] -+ uge UO(Ug) ao(ugl L Ug)

ol (ug ol(ugy .. uge)

oP " (ue) 0P (usy ... uge)

Debido a que E,(C)* tiene dimension (p — 1)¢/2, entonces solamente debemos mostrar
la independencia lineal de las filas sobre IF:

Sea Zfﬁ(Z?;g Nijod (uir . .. uie)) = 0. Entonces,

c/2 [/p—2
Z (Z )\ijO‘j(uil R uw)> =0.

i=1 \j=0

Por lo tanto,
c/2  p-2

Z((Z Xij B () (uin (), . ., wie(2))) = 0,

i—1

con E?;g NijB(x) € I parai = 1,...,¢/2. Debido a ¢(u1), . .., ¢(uc2) son linealmente in-

dependientes sobre P, tenemos que Z?;g N\ijf(x) =0 parai = 1,...,¢/2. Nuevamente, por
la independencia lineal del conjunto {e(x), 3(x),..., 7 %(z)} (ver Lema 3.12 (ii)) tenemos
Nij=0fori=1,...,¢/2and j=1,...,p— L ]

3.3. Relacion entre la dualidad del cédigo y la de sus
subcodigos
En [26] y [10] se establece que si ¢ = 2 y p es primo, entonces C, = p(E,(C)*) es un

cddigo autodual con respecto a cierto producto interior. Huffman generaliza este resultado
en el siguiente teorema.



3.3 Relacion entre la dualidad del cédigo y la de sus subcodigos 53

Teorema 3.18. ([21]) Supongamos que C' es un [n,n/2,d] cidigo autodual bajo el producto
interior (3.2) y que 1 + & +x* + - 4+ 2P~ ! es irreducible sobre F,. Supongamos ademds que
existe un entero no negativo t tal que ¢ = —1 (méd p). Entonces C,, es un [c,c/2,d'] cidigo
autodual sobre P bajo el producto interior (-,-) dado por

(u,0) =Y (3.6)
=1

donde u = (uy,...,u.), v=(vq,...,0.) € P
En P°, podemos usar el siguiente producto interior Hermitiano, definido en [29] de la
siguiente forma: para u = (uy,...,u.) y v = (v1,...,U.)

u-v= Zuiv_i, (3.7)
i=1

donde v; = v;(z71) = v;(xP™).

Observaciéon 3.19. En el tltimo teorema note que v;(z~') = v;(29) = v;(z)?". Por lo tanto,
el producto Hermitiano (3.7) es equivalente a

c

¢t

u-v = E U;v; .
=1

Ademés, si ord,(q) =p — 1y p # 2, entonces qu_l = —1 mdd p. En consecuencia podemos

tomar t = 1%1.

El siguiente teorema es una generalizacion inmediata de [10, Theorem 3] dada en [L0].

Teorema 3.20. ([10]) Sea C < Ty un cidigo lineal con un automorfismo o de orden primo
p # char(F,). Supongamos que ord,(q) = p — 1 y que eziste un entero no negativo t tal que
¢" = —1 (méd p). Entonces C' es cidigo autodual bajo (3.2) si y solo si las siguientes dos
condiciones se satisfacen:

(i) ©(F,(C)) es codigo autodual de longitud ¢+ f bajo el producto interior (5.4).

(11) p(E,(C)*) es un cddigo autodual de longitud ¢ sobre el campo P bajo el producto interior

(3.6).

Demostracion. Supongamos que C' es autodual. Las condiciones (i) y (ii) se siguen del Lema
3.4 y del Teorema 3.18, respectivamente. De forma reciproca, asumamos que se tienen las
condiciones (i) y (ii). En este caso, dimg, (7(F,(C))) = <L y dim,(p(E,(C)*)) = £. Por
lo tanto dimp, (E,(C)) = dimg,(9(E,(C)*)) = (p — 1)5. Dado que C = F,(C) @ E,(C),
entonces dimg, (C) = (C;f) + c(p2—1) = (Cp;rf) . Probemos ahora que C' < C*. Debido a

C) y que E,(C) son auto-ortogonales. Para

I3

que F,(C) L E,(C), es suficiente probar que F,
F,(C) la afirmacion es trivial.

—~
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Sean a(xr) = ag + ayx + -+ + ap_2P7H b(x) = By + Pir + - + BpaaPt € P.Si
a=(ag,...,ap—1) y b= (bo,..., p-1), entonces

a(@)b(z™") = (a0 + -+ + apra” ) (Bo + fra? T 4+ Bpoaz)
=a-b+(a-(bo))z+--+ (a- (bo? )zt

Para u = (u1(x),...,u.(z)), v = (v1(x),...,v.(x)) € P° tenemos que

ZUi($>Ui($_1) — Zul v+ (Z w; - (v;0)) T+ -+

+ (Z w; - (v;oP1))zP L

Supongamos que C, es un codigo autodual con respecto al producto interior Hermitiano
(3.6). Si u, v € C,, entonces

0= (u,v) = Zui(x)w(w) = Zu cv; + (Z u; - (0;0))z + - + (Z u; - (vio? )P

Esto nos lleva a que

C

iui-vi = iuz (vio) == Zuz - (v;oP™) = 0.
i—1 i=1

i=1
. _ 1 _ -1 r_
Siowi(x) = o + -+ + wipa2P ", vi(x) = vio+ - F v i =100,y U =
! __ / /
(U0, - -+ s Uep—1) € FEC, v" = (oo, - - -, Vep—1) € FE, entonces u', v’ € E,(C)* y
c p—1 c
’U,/"U/: E E u,;jvij: E UZ’UZ:O
i=1 j=0 i=1

Por lo tanto, los vectores de E,(C)* son ortogonales entre si y el codigo es auto-ortogonal.
] ]

El siguiente resultado, el cual es una generalizacion de |11, Theorem 3|, nos permite
obtener codigos equivalentes a través de ciertas operaciones.

Teorema 3.21. Sean C' y C' dos cddigos autoduales en Fy y sea ademds o € PAut(C) de
orden primo p # char(F,). Una condicion suficiente para la equivalencia de C' y C' con
o € PAut(C") es que C" puede ser obtenido de C' por

(i) una sustitucion x — x' en p(E,(C)*), donde t es un entero con 1 <t <p—1.

(ii) una multiplicacion de la j-ésima coordenada de o(E,(C)*) por %, donde t; es un
entero con 0 <t; <p—-1yj=1,...,c

(i1i) una permutacion de los primeros ¢ ciclos de C.

(iv) una permutacion de las ultimas f coordenadas de C'.



Capitulo 4

Codigos extremales g-arios de longitud
60 con un automorfismo de orden 29

En esta secciéon aplicamos los resultados establecidos en el Capitulo 3 para dar una clasifi-
cacion de todos los codigos extremales Tipo I 'y Tipo III de longitud 60 con un automorfismo
de orden 29.

Lema 4.1. Sea C' < FSO un codigo autodual con un automorfismo de orden 29 y matriz
generadora de la forma

1
A= o0 1 |01 ], (4.1)

*] son matrices circulantes de tamano 28 x 29.

(1)

donde las matrices [e(x)], [—0(x)

1. Si char(F,) es par, entonces gen(C) = A con 6(z) = a(x)P? , ax) un elemento

p—1
primitivo de P y 0 < k < %ﬁl—l.

gq(pT_l‘l)

2. Sichar(IF,) es impar, entonces gen(C) = A con 6(x) = a(x) , a(x) un elemento

2((]%4—1)
primitivo de P, 0§/<:<T—1 yk—1=0 mdd 2.
Demostracion. Supongamos que o € PAut(C') es de orden 29. Entonces o es de tipo 29-

(2,2). Por la Ecuacion (3.3), tenemos que 7(F,(C)) es un [4, 2] codigo autodual sobre [F, con
respecto al producto interno (3.4). De este modo,

wn(F() = (g 90 1)

donde 1 es el vector de solamente unos y 0 el vector nulo de longitud 29.
A continuacion determinamos la matriz gen(E,(C)) a partir de la matriz generadora de
©(E,(C)*) dada en el Lema 3.17. Observe que s(¢,29) =p—1y ¢"7 = —1 méd p para
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g =2y q = 3. De este modo, por el Teorema 3.20, el espacio vectorial ¢(E,(C)*) es un
codigo autodual [2, 1] sobre el cuerpo P = F»-1 con el producto interno Hermitiano

p—1 1

w-v=u(v)v(x)? * +ug(x )v2(x)

Por lo tanto, p(E,(C)*) es generado por un vector (m(z),n(z)) € P2 Debido a la
ortogonalidad, m(z) # 0 # n(x). De este modo, go( (C’) ) también es generado por
(e(x),m(x) ' n(z)), donde e(x) = (—=1/p)((1 — p)x + 2% + .-+ + 2P~ ') es la identidad de
P. Por lo tanto

gen(p(E,(C)")) = (e(x), a(x)),
donde 0 # a(x) € P.

Si « es un elemento primitivo del campo P, tenemos que a(z) = «(z)" para algunos ¢
con 0 <t < gl ! —2.

Por lo tanto,

gen(p(E,(C)")) = (e(x), a(z)"),
donde 0 <t < g1 — 2.

De la misma manera que en [13] reducimos el ntimero de posibilidades. Debido a la

ortogonalidad obtenemos

(e(), a(x)) - (e(x), ala)) = e(x) + a(x)@ T V' = 0.
Entonces e(r) = —a(m)(q%“)t, 0<t<qg'-2
1. Si char(F,) es par, entonces a(m)(qu_lJrl)t = —e(x). Por lo tanto,
(¢"T +1)t=0méd (¢ ' —1).

De este modo ¢t = 0 méd (qufl — 1) y tenemos

p—1 p—1

ofa) = a(@)' = a(@}0'T Y = (a(@)e= ),
p-1 _
por un entero k. Ya que ord(a(z)@ 7 ~V) = qul + 1, tenemos

gen((E,(C)) = (e(x),d(2)"),

p—1 p—1

donde §(z) :==a(z)!1® Ty 0<k<q=

p—1
2 41 4
p

U 0(x)"(B(z)), donde

1=0

Ya que s(p) = p — 1, seguido del Lema 3.13 que (6(z))

O(z) := d(z)?. Por el Lema 3.12 (i) y Teorema 3.21 (ii) tenemos
1 10
gen(C) = 0 011,
le(z)] 9 )10 0
donde por [17, Lema 5| las matrices [e(z)], [0(x)*] son circulantes 28 x 29-matrices.
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—1_ p—1
(ii) Si char(F,) es impar, en oz(a:)qp = —e(x). Ya que oz(x)(qu Dt — —e(z), entonces

- ol
(¢"F + 1)t = 0 méd (q—)

2
p—1
De este modo t = 0 méd (4 22 Dyyk= prl - esun entero impar. Por lo tanto,
e

para un entero impar k. En conclusién obtenemos

gen(p(E(C)")) = (e(x),8(x)"),

donde 6(z) := a(z)” T y k es un entero impar con 0 < k < 2(qu71 +1)— 1.
-1

ya
2(q 2 +1) 1
p

Por Lema 3.13 tenemos que (0(z)) = U 0(x)"(B(x)), donde O(z) := §(x). El
i=0
resto de la demostracion es seguida por el Lema 3.12 (i) y Teorema 3.21 (ii).

4.1. Cobdigo extremal binario de longitud 60

El posible enumerador de pesos de un [60, 30, 12] codigo extremal Tipo I fue calculado
en [20]. Concretamente tenemos que

Wi(y) = 1+ (2555 + 643)y™* + (33600 — 3843)y™* + - - -

para0 < g <10y
Wa(y) = 1+ 3451y"2 + 24128y™ + - -

Codigos extremales Tipo I con polinomio enumerador Wi(y) para § = 0,1,5,7 y 10,
fueron construidos en [38, 11, 39, 18] y [20], respectivamente. Un codigo extremal Tipo [
con polinomio enumerador de pesos Ws(y) fue dado en [12]|. Recientemente, Harada presenta
una clasificacion de [60, 30, 12] codigos cuatro-circulante Tipo I y obtiene codigos con peso
enumerador W (y) para 8 =2y 6 |21].

Teorema 4.2. ([10]) Ezisten exactamente tres [60,30,12] cddigos extremales Tipo I no
equivalentes con un automorfismo de orden 29.

p—1
Demostracion. Note que en este caso @ = 565. Por lo tanto, para el exponente k£ de la

matriz generadora (4.1), tenemos 0 < k < 564. Se sabe que la operacion k — 2k define una
particion de Zsgs en orbitas orb(k) = {2"-k mdd 565 : n € Z}, donde k € Zsgs. Observe, por
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Lema 3.21 (ii), que para todo j € orb(k) los codigos correspondientes a C' son equivalentes.
Un célculo en MAGMA [9] muestra que hay exactamente 21 érbitas, cuyos representantes son

{1,3,5,7,9,13,15,17,19, 23, 25,27, 29, 39,41, 45,47, 49, 51,81, 113}.
Por Lema 4.1 (i) solo tenemos que considerar matrices generadoras

1 0 10
gen(C) = 0 1 01|,
[e(@)] [a(x)®@ D [0 0

donde k corre a través de los representantes de las 21 6rbitas. Con MAGMA se comprueba
facilmente que para cada

K e {1,7,9,13,17,19,23,25,27,29,39,41,45,47,49, 51, 81,113}

hay una palabra clave de peso menor a 12. Sin embargo, para 3, 5 y 15 los cédigos C' son
extremales, |PAut(C)| = 2 x 29 y el polinomio enumerador de peso viene dado por

We(y) =1 + 3451y 4 24128y™ + 336081y'6 + 1469952y'® + 8556856y +
24907520y%% + 68747400y** + 130023936y%¢ 4+ 190791667y>®
+2240198405>° + 1907916674 + 1300239361>* + 687474001>°
+ 24907520y + 8556856y + 1469952y*? + 336081y** + 24128y
+ 3451y + %,

Ademés sabemos que

We, (y) =y* + 319y'° + 39672y™* + 1981309y** + - - -
We, (y) =24128y" + 1469952y + - - |

Donde S = C U Cj5 es la sombra de C.

4.2. (Cobdigo extremal ternario de longitud 60

Por el Teorema 2.47 (3) sabemos que el polinomio enumerador de pesos de un codigo C'
extremal [60, 30, 18] Tipo III esta dado por

60 5
We(y) =D A’ = aiga(y)* gs(y)’,
j=0 i—0

donde g4(y) = 1+8¢3, g5(y) = ¥*(1 —4*)3 y a; € Z. Un simple calculo con MAPLE muestra
que

WC(y) = AO + Algyls + A21y21 + ...
= ag+ (a; + 120a0)y® + (as + 6720ay + 93a1)y°® + (232960ag + a3 + 3939a; + 66as)y°
+(1887ay + 100255a; + 39as + 5591040a0 + a4)y*2+
(98402304a0 + as + 1702176a, + 30244ay + 12a4 + 564a3)y™® + . . .
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Al igualar los coeficientes de las dos expresiones polinémicas y resolver el sistema de ecuacio-
nes lineales de tamano 6 x 6 con variables independientes ag, a1, as, as, as y as, encontramos
nuevamente con MAPLE que ag = 1, a; = —120, ay = 4440, a3 = —53320, a4 = 140760 y
as = —41184. Por lo tanto, el enumerador de peso esta determinado de forma tnica y viene

dado por
Ajg = 3901080
Aoy = 241456320
Aoy = 8824242960
Agr = 172074038080
Aszp = 1850359081824
As3 = 11014750094040
Aszg = 36099369380880
Aszg = 63958467767040
Aye = 59278900150800
Ays = 27270640178880
Ayg = 5739257192760
As; = 485029078560
Asy = 13144038880
Asr = 71451360
Ago = 41184

Teorema 4.3. ([10]) Hay exactamente tres cddigos extremales no equivalentes [60,30,18]
Tipo III con un automorfismo de orden p = 29.

Demostracion. Para p = 29, hay dos tipos posibles, ya sea 29-(1,31) o 29-(2,2). Para el
primer caso, tenemos que F,(C)* es un [29,14,d'] con d' > 18. Sin embargo, por [19] tal
codigo no existe y el tipo de o es 29-(2,2). De manera similar al caso binario, reducimos el
nimero de posibilidades para la matriz generadora (4.1). Tenga en cuenta que en este caso

—1

2¢"7 41 _ 329860. La operacion k — 3k divide al conjunto Zsagsgo en 11786 orbitas orb(k),
de los cuales solo 5893 corresponden a enteros impares k. Con MAGMA hemos comprobado
que solo los valores 1031, 2261, 82465, 16493 y 181423 conducen a un codigo extremal.
Mas precisamente, encontramos que los valores 181423 y 16493 corresponden a un nuevo
codigo, al que llamamos V(29). Los codigos correspondientes a 2261 y 1031 son equivalentes
a XYOR(59) y el codigo asociado a 82465 es P(29). Usando MAGMA se obtiene el grupo de
automorfismos para cada caso:

s Aut(V(29)) = SLy(29) x Cs, [Aut(V(29))] = 24360 = 23 -3-5-7- 29
s Aut(XYOR(59)) = SLy(59) x Cs, [Aut(X QR(59))| = 205320 = 23 -3+ 5-29 - 59
= Aut(P(29)) = (PSLy(59) x Cy) - 2, |Aut(P(29))] = 97440 = 25 .3 .57 29.
0

Observacion 4.4. Los elementos primitivos usados en el Teorema 4.2 y Teorema 4.3 tienen
los siguientes coeficientes

0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
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60

0,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1],

respectivamente.
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Magma

El siguiente algoritmo fue utilizado para la demostracion del Teorema 4.2. A través de este
algoritmo se identifican el nimero de érbitas de la particion de Zsg; dada por la operacion
k — 2k y se calcula el peso minimo del c6digo generado con cada uno de los representantes
de estas orbitas.

R<x>:=PolynomialRing(GF(2)); z:=R ! x°29-1; I:=ideal<R | z>;
U<x>:=quo<R | I>; u:=U !x~(13)+x~(12)+x~(6)+x~(5)+x~(4)+x~(2);
b:=(u~(2~(14)-1))"29; V29:=VectorSpace(GF(2),29);

function potvec(p)
v:=Zero(V29);
while p ne O do v[Degree(p)+1]:=1;
p:=p-x~Degree(p);
end while;
return v;
end function;

e:= x; for i:=2 to 28 do
e:=e+x71i;
end for;

function Ct(t) G:=Matrix( GF(2),30, 60,[]1); for i:=1 to 29 do
G[1,i]:=1; GI[1,29+i]:=0;
G[2,i]:=0; G[2,29+i]:=1;
end for; G[1,59]:=1; G[1,60]:=0; G[2,59]:=0; G[2,60]:=1; vbt:=b"t;
ve:=e; for i:=3 to 30 do
for j:=1 to 29 do
vece:=potvec(ve);
vecbt:=potvec(vbt);
G[i,j]:= veceljl; G[i,29+j]:=vecbt[j];
end for;
ve:=x*ve;

61
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vbt :=x*vbt;
end for; C:=LinearCode(G); return C; end function;

function cycls(p);
pZ:=Integers(p);
Sp:=Modorder(2,p);
Classes:= Sort(Setseq({Sort(Setseq({s*2~i : i in [1..Spl})) : s in pZ }));
Classes:=Exclude( Classes ,[0]);
T:=[* *];
for i:=1 to #Classes do

T:=T cat [*Classes[i,1]*];
end for;
return T;
end function;

\\S:=T;

\\T:=[* *];

\\ for i:=1 to #S do

\\T:=T cat [*Integers() ! S[i] *];
\\end for;

T:=cycls(565);
Kl:={ };

for i:=1 to #T do
t:=Integers() ! T[il;
K1:=K1 join {t};

end for;

K1l:=Setseq(K1l);

Gl:={ };
for i:=1 to #K1 do
0:=MinimumWeight (Ct (K1[i]));
if o eq 12 then
print K1[i]; G1:=G1 join {K1[il};
end if;
end for;

Gl;
Para la demostracion del Teorema 4.3 se utiliz6 el siguiente algoritmo. Con éste se calcula

el peso minimo del codigo generado por cada uno de los representantes de las 6rbitas y se
identifican los valores de k& que conducen a un codigo extremal.
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R<x>:=PolynomialRing(GF(3)); z:=R ! x729-1; I:=ideal<R | z>;
U<x>:=quo<R | I>;

e:=U! (2+x+x"2+x " 3+xX"4+X"5+X"6+xX"T+x"8+x~9+x~ (10)+x~ (11)+x~ (12)+x~ (13)+x~ (14)+x~ (15)
+x~(16)+x~ (17)+x~ (18)+x~ (19) +x~ (20) +x~ (21) +x~ (22) +x~ (23)+x~ (24) +x~ (25) +x~ (26) +x~ (27) +x~ (

//primitive element

u:=U 1x728+x727+x726 + x = 25 + x = 24 + x ~ 23 + x722+x721+x720 +
x"19+x718+x717+x716+x715+x714+x713+x712+x711+x"10+x~9+x~8+x~7+x "6+
X"5+Xx74+x"3+2%xxXx " 2+2%x

(3~14-1))/2;
(29%(3°14-1))/2; b:=u"69353036;

V29:=VectorSpace (GF(3),29); function potvec(p)
v:=Zero(V29);
a:=Eltseq(p);
for i:=1 to #a do
v[i] :=GF(3) 'alil;
end for;
return v;
end function;

function Gen(t) G:=Matrix(GF(3),30, 60,[]); for i:=1 to 29 do
G[1,i]:=1; GI[1,29+i]:=0;
G[2,1i]1:=0; G[2,29+i]:=1;

end for; G[1,59]:=1; G[1,60]:=0; G[2,59]:=0; G[2,60]:=1;

vbt:=b"t; ve:=e; for i:=3 to 30 do
for j:=1 to 29 do
vece:=potvec(ve) ;
vecbt :=potvec(vbt) ;
G[i,j]:= veceljl; G[i,29+j]:=vecbt[j];
end for;
ve:=x*ve;
vbt :=x*vbt;
end for; return G; end function;

function Ct(t) G:=Matrix(GF(3),30, 60,[]); for i:=1 to 29 do
G[1,i]:=1; G[1,29+i]:=0;
G[2,1i]1:=0; G[2,29+i]:=1;

end for; G[1,59]:=0; G[1,60]:=1; G[2,59]:=1; G[2,60]:=0;
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vbt:=b"t; ve:=e; for i:=3 to 30 do
for j:=1 to 29 do
vece:=potvec(ve);
vecbt :=potvec(vbt);
G[i,j]:=
end for;
ve:=x*ve;
vbt :=x*xvbt;

vece[jl; G[i,29+j]:=vecbt[j];

end for; C:=LinearCode(G); return C; end function;

function cycls(p); pZ:=Integers(p); Sp:
i in

Sort (Setseq({Sort(Setseq({s*3"1i :

Classes:=Exclude( Classes ,[0]); T:=[x
T:=T cat [*Classes[i,1]*];

end for;

return T;

end function;

((3714+1)%2)/29;

T:=cycls(329860); print #T;
Kl:={ };
for i:=1 to #T do
t:=Integers() ! T[i];

Kl:
end

=K1 join {t};
for;

K1:=Setseq(K1);

E:={x: x in [1..29]| 3"x mod 29 eq 1};

=Modorder(3,p); Classes:=

[1..8p1})) : s in pZ }));
x]; for i:=1 to #Classes do

D:={x: x in K1| MinimumWeight(Ct(x)) eq 18};

[ 181423, 16493, 2261, 1031, 82465 ]

D:=Setseq(D);

Wl:={u:u in D|IsEquivalent(Ct(D[1]), Ct(u))};
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W2:=Seqset (D) diff Wi;
W3:={u:u in W2| IsEquivalent(Ct(Setseq(W2[1]1)))};

R:=K1 diff {x: x in K1| x mod 2 eq 0};
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