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RESUMO

Neste trabalho, estudamos as propriedades que 0os nimeros reais satisfazem. Dentro
dessas propriedades, destaca-se o chamado axioma do supremo. O axioma do supremo
afirma que todo subconjunto ndo vazio limitado superiormente dos numeros reais admite
um menor limite superior (chamado de supremo). Tendo em vista que 0s numeros
racionais possuem lacunas, ou seja, ndo sao completos, assumimos a existéncia do
conjunto dos numeros reais a fim de examinar o axioma do supremo. Mostramos
com detalhes que o axioma do supremo € equivalente as seguintes afirmacgdes: R
€ arquimediano (o0 conjunto dos numeros naturais nao € limitado superiormente em
R) e toda sequéncia de Cauchy em R converge em R; ndo existe uma particao de R
em dois subconjuntos A e B disjuntos e nao vazios tal que todos os elementos de
A sejam menores que todos os elementos de B e, que A tem o elemento maximo
em R ou B tem o elemento minimo em R (ndo ha lacunas em R); todo subconjunto
néo vazio limitado inferiormente dos nimeros reais possui um maior limite inferior
(axioma do infimo); todo subconjunto fechado e limitado de R que é coberto por uma
familia de intervalos abertos admite uma subcobertura finita; todo subconjunto infinito e
ilimitado de R tem um ponto de acumulacdo em R; R é arquimediano e toda sequéncia
decrescente de intervalos fechados e limitados em R tem, pelo menos, um ponto em
comum (propriedade dos intervalos encaixantes). Posto isso, foi possivel comprovar
que esse axioma € a resposta para compreender muitos dos conceitos fundamentais
do célculo.

Palavras-chaves: axioma do supremo; propriedade arquimediana; intervalos encaixan-
tes; lacunas; sequéncias de Cauchy.
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RESUMEN

En este trabajo, estudiamos las propiedades que los niUmeros reales satisfacen. Dentro
de estas propiedades, se destaca el llamado axioma del supremo. El axioma del
supremo afirma que todo subconjunto no vacio acotado superiormente de los numeros
reales tiene un menor limite superior (llamado de supremo). Teniendo en vista que
los nUmeros racionales poseen lagunas, osea, no son completos, asumiremos la
existencia del conjunto de los numeros reales a fin de examinar el axioma del supremo.
Mostraremos en detalles que el axioma del supremo es equivalente a las siguientes
afirmaciones: R es arquimediano (el conjunto de los nUmeros naturales no esta acotado
superiormente en R) y toda sucesion de Cauchy en R converge en R; no existe una
particiéon de R en dos subconjuntos disjuntos y no vacios A y B tales que todos
los elementos de A son menores que todos los elementos de B y, que A tiene el
elemento maximo en R o B tiene el elemento minimo en R (no hay lagunas en R); todo
subconjunto no vacio acotado inferiormente de los nimeros reales tiene un mayor limite
inferior (axioma del infimo); todo subconjunto cerrado y acotado de R que esta cubierto
por una familia de intervalos abiertos tiene una subcobertura finita; todo subconjunto
infinito e ilimitado de R tiene un punto de acumulaciéon en R; R es arquimediano y
toda susecion decreciente de intervalos cerrados y acotados en R tiene, al menos,
un punto en comun (propiedad de los intervalos encajantes). Dicho esto, fue posible
comprobar que este axioma es la respuesta para comprender muchos de los conceptos
fundamentales del calculo.

Palabras clave: axioma del supremo; propiedad de arquimediana; intervalos encajan-
tes; lagunas; sucesiones de Cauchy.
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ABSTRACT

In this work, we study the properties that the real numbers satisfy. Within these proper-
ties, the so-called supreme axiom stands out. The supremum axiom states that every
upper bound non-empty subset of the real numbers has a least upper bound (called
the supremum). Considering that the rational numbers have gaps, that is, they are not
complete, we will assume the existence of the set of real numbers in order to examine
the supremum axiom. We will show in detail that the supremum axiom is equivalent to
the following statements: R is Archimedean (the set of natural numbers is not bounded
above in R) and every Cauchy sequence in R converges in R; there is no partition of R
into two disjoint and non-empty subsets A and B such that all elements of A are less
than all elements of B and, that A has the maximum element in R or B has minimum
element in R (no gaps in R); every lower bound non-empty subset of the real numbers
has a greater lower bound (infimum axiom); every closed and bounded subset of R
that is covered by a family of open intervals has a finite subcover; every infinite and
unbounded subset of R has an accumulation point in R; R is Archimedean and every
decreasing sequence of closed and bounded intervals in R has at least one point in
common (property of enclosing intervals). That said, it was possible to prove that this
axiom is the answer to understand many of the fundamental concepts of calculus.

Keywords: supremum axiom; Archimedean property; enclosing intervals; gaps; Cauchy
sequences.
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1 INTRODUCAO

Alunos de licenciatura em matematica apresentam, em geral, dificul-
dades para entender o conceito de numero real dentro do contexto de analise e, mais
especificamente, calculo. A chave para entender muitos conceitos fundamentais do cal-
culo, como limites, continuidade e integracao, € a propriedade do menor limite superior
(chamado axioma do supremo) do sistema de numeros reais R.

Segundo a doutrina da Escola Pitagoérica, tudo podia ser explicado
através dos numeros inteiros Z e numeros racionais Q. Porém, segundo Moreira e
Cabral (2021), acredita-se que, por volta de 500 a.C., o filésofo matematico Hipaso
de Metaponto, membro da escola pitagérica, descobriu e revelou que o conjuntos dos
nameros racionais nao era capaz de explicar tudo. Desta forma, ele mostrou que o
sistema de numeros racionais contém lacunas. Um exemplo disso é que nao existe
um numero racional r tal que 7? = 2. Encontrou-se essa equacdo considerando um
quadrado de lado 1 e tomando » como o comprimento do segmento determinado pela
sua diagonal. Pelo teorema de Pitagoras, obtemos r? = 12 + 12 = 2. O argumento
padrdo usado para provar que a equacgao r? = 2 nao tem solugdo nos nimeros racionais
pode ser visto no Lema 3.2. Sendo assim, 0s numeros racionais sédo insuficientes para
representar todos os segmentos, o que os tornam inadequados para qualquer discussao
significativa dos conceitos acima citados.

No que refere-se a perspectiva historica, essa questao foi resolvida
relativamente tarde pois, os matematicos gregos dessa época ja haviam notado que
a linha reta contém muito mais pontos do que os numeros racionais. No entanto, foi
somente no século XIX, quando os matematicos se preocuparam em colocar o célculo
em bases matematicas firmes, que o desenvolvimento do sistema de nuimeros reais foi
realizado.

Foi o matematico alemao, Richard Dedekind (1831-1916), que fez a
primeira apresentacao rigorosa do conceito de numero real em seu livro Continuidade
e Numeros Irracionais, publicado em 1872 (FIGUEIREDO, 1996). O objetivo de Dede-
kind era a construcao de um sistema numeérico, com a mesma completitude da reta
real, usando apenas os postulados basicos dos inteiros e os principios da teoria dos

conjuntos. No mesmo ano, Georg Cantor (1845-1917) publicou outra forma de construir
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0S numeros reais, através das chamadas séries de Cauchy (STOLL, 2021).

Posto isso, em vez de construir 0s nUmeros reais, assumimos sua
existéncia e examinamos o axioma do supremo. Vemos, assim como esse axioma €
imprescindivel para muitos fatos basicos sobre os numeros reais.

Os alunos de licenciatura em matematica apresentam, em geral, difi-
culdades para entender o conceito de numero real dentro do contexto de analise e,
mais especificamente, calculo. A propriedade do menor limite superior do sistema dos
numeros reais € uma das formas de se entender a completeza do conjunto dos reais, é
ela que da a base para varios teoremas do célculo. Mais especificamente, podemos
demonstrar o Teorema Fundamental do Calculo (Teorema 9 da Secéao 3 do Capitulo
IX em (LIMA, 2009)) usando o Teorema do Valor Médio (Teorema 7 da Seg¢éo 2 do
Capitulo VII em (LIMA, 2009)), que se utiliza do Teorema de Weierstrass (Corolario do
Teorema 14 da Sec¢éo 4 do Capitulo VIl em (LIMA, 2009)), que baseia-se no Teorema
de Bolzano-Weierstrass (Corolario do Teorema 4 em (LIMA, 2014)) para sequéncias
e, que por fim, fundamenta-se no fato de que todo subconjunto ndo vazio e limitado
superiormente dos numeros reais possuir menor limite superior. Em outras palavras, o
Teorema Fundamental do Calculo € uma consequéncia de uma cadeia de implicagées
l6gicas cuja hipotese inicial € o axioma do supremo, o qual o conjunto dos numeros
reais é portador.

Nesse sentido, 0 objetivo geral desse trabalho é identificar e apresentar
algumas equivaléncias do axioma do supremo. De forma especifica, buscou-se revisitar
o estudo dos numeros reais supondo sua existéncia e, examinar a propriedade do
axioma do supremo comprovando que essa propriedade é fundamental para varios
resultados importantes dos numeros reais que, muitas vezes, sdo assumidas como
certas no estudo do célculo.

A metodologia que utilizamos nesse trabalho € a bibliografica seguindo
principalmente (LIMA, 2009; LIMA, 2014; COHEN; EHRLICH, 1963). A sua fundamen-
tacdo se refere a analise e leitura de livros que abordam o tema da construcao dos
nameros reais por meio do axioma do supremo e suas equivaléncias.

No segundo capitulo, sdo apresentados alguns conceitos e proprie-
dades iniciais que nos serao uteis ao longo do desenvolvimento da monografia. Este

capitulo é dividido em quatro secdes. Na primeira, apresentamos a construcao dos
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nameros naturais N por meio dos Axiomas de Peano e, também, alguns teoremas e
propriedades importantes, como, por exemplo, o Principio da Boa Ordenacgéo (Teorema
2.6). Na segunda sec¢ao e na terceira se¢ao, definimos, respectivamente, conjuntos
finitos e infinitos, apresentando demonstragdes de teoremas bastante relevantes. J& na
quarta sec¢ao, definimos conjuntos enumeraveis, demonstramos em um teorema que
todo subconjunto de N é enumeravel (Teorema 2.10) e apresentamos alguns exemplos
importantes, dentre eles, 0 método da diagonal de Cantor (Exemplo 2.8).

O terceiro capitulo, intitulado Numeros Reais, é dividido em trés secoes.
Na primeira delas, aceitamos a existéncia do conjunto dos numeros reais com opera-
¢bes de soma e multiplicagdo definidas dentro desse conjunto (R, +,-). Na segunda
secao, discorremos sobre o corpo ordenado dos numeros reais (R, +, -, <). E, por fim,
na ultima seg¢do desse capitulo, introduzimos o axioma do supremo bem como as
demonstracdes de teoremas de suma importancia para nossa pesquisa, tais como, a
propriedade arquimediana (Teorema 3.8), o principio dos intervalos encaixantes (Teo-
rema 3.9), dentre outros. Ainda nessa sec¢ao, € apresentado um importante exemplo
gue mostra a distingédo entre Q e R (Exemplo 3.12).

No quarto capitulo, dividido em duas seg¢des, definimos, respectiva-
mente, limites de sequéncias de numeros reais e sequéncias de Cauchy. Também,
apresentamos demonstracoes de teoremas de grande relevancia para nosso estudo,
tais como, o Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 4.5) e que Toda sequéncia de
Cauchy em R é convergente em R (Teorema 4.9).

O quinto capitulo aborda a definicdo e exemplos de corte, lacuna, ponto
de acumulacao, conjunto fechado e cobertura, respectivamente. Conceitos que sao
importantes na compreensao do teorema principal. Também, damos um importante
exemplo que mostra que existem sequéncias de Cauchy em Q que nao convergem em
Q (Teorema 5.2).

Ja, no sexto capitulo, apresentamos e demonstramos as seis afirma-
¢bes do corpo ordenado (R, +,-, <) que provamos ser equivalentes ao axioma do

supremo. Mais, especificamente:

Teorema Principal. [Teorema 6.1] No corpo ordenado (R, +, -, <), as seguintes sen-

tencas sao equivalentes:
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1. R é Arquimediano e toda sequéncia de Cauchy em R converge em R.

2. Todo subconjunto ndo vazio de R que é limitado superiormente tem um menor

limite superior em R (axioma do supremo).
3. Nao ha lacunas em R.

4. Todo subconjunto ndo vazio de R que € limitado inferiormente tem um maior limite

inferior em R (axioma do infimo).

5. Se X é um subconjunto limitado e fechado de R e T uma cobertura de X formada

por intervalos abertos, entdo 7' tem uma subcobertura finita S de X.
6. Todo subconjunto infinito limitado de R tem um ponto de acumulagao em R.

7. R é Arquimediano e, se para cada n € N, J,, € um intervalo fechado e limitado em
Re J,.1 C J,, entdo ﬂ J, # 0.

neN

No sétimo capitulo, sdo apresentadas nossas conclusées.
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2 PRELIMINARES

Nos préximos capitulos assumiremos a existéncia de R. Ele vai ser
introduzido como uma entidade ndo enumeravel (um infinito “maior”). Antes de comecar
o estudo sobre a propriedade do menor limite superior do sistema de niumeros reais,
precisamos relembrar alguns conceitos que antecedem o assunto. Desta forma, vamos
repassar um pouco sobre 0os niUmeros naturais, nUmeros reais e sequéncias de numeros
reais, seguindo principalmente as referéncias (LIMA, 2009; LIMA, 2014; COHEN;
EHRLICH, 1963). O capitulo também possui o propdsito de detalhar ideias como infinito

e enumerabilidade.

2.1  NUmeros naturais

Os Numeros Naturais N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12...} sdo nime-
ros inteiros positivos que se agrupam em um conjunto chamado de N, composto de um
namero ilimitado de elementos. Se um numero € inteiro e positivo, podemos dizer que
€ um numero natural. Aceitaremos a existéncia de uma funcdo S : N — N que satisfaz

as 3 condicdes seguintes: (Axiomas de Peano')
(P1) S:N — N éinjetiva.

(P2) N — S(N) € um conjunto unitario. Seu unico elemento é chamado um e denotado

pelo simbolo “1”.
(P3) Se X CNtalquel e X e S(X)C X entdo X =N.
Observacao 2.1.
1. Os elementos de N sdo chamados numeros naturais.

2. Como N— S(N) = {1} entdo S(n) # 1, para todo n € N. De fato, sejan € N entédo
S(n) € S(N) e como 1 ¢ S(N) temos que S(n) # 1.

3. Se n € Nentdo S(n) € chamado sucessor de n.

' Giuseppe Peano foi um matemético e glottologista nascido em uma fazenda em Spinetta na Itélia.
Também foi um dos fundadores da l6gica matematica e da teoria dos conjuntos.
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4. Ao sucessor de 1 chamamos de dois e o denotamos pelo simbolo “2” (isto €
S(1) = 2). Ao sucessor de 2 chamamos de {rés e o denotamos pelo simbolo “3”
(isto é S(2) = 3)....etc.

5. O axioma (P3) € chamado de principio de indugdo. Uma maneira equivalente de
enuncia-lo é:
Seja X C N que satisfaz
(i) 1€ X.
(i) ne X = S(n) € X.
Entdo X = N.

6. Qualquer demonstragao que utilize o axioma (P3) é chamado demonstragcao por

inducgéo.

Exemplo 2.1. Mostre usando o principio de indugéo: S(n) # n para todo n € N.
De fato, definamos
X ={neN; S(n)#n}.

Pelo Axioma (P2) temos que S(1) # 1 logo 1 € X. Suponha que n € X entdo S(n) # n

e como, pelo Axioma (P1), S é injetiva temos que
5(S(n)) # S(n)
dai, S(n) € X. Portanto, pelo principio de indug¢do, X = N.

Todo numero natural possui um sucessor. Considerando m,n € N

definiremos a soma e multiplicagdo de numeros naturais através de seus sucessores.

Definicao 2.1. Sejam m,n € N. Definimos a soma de m e n, denotado por m + n, da

seguinte maneira:
m+1=5m) e m+S(n)=.S(m+n).

A definicdo acima € um resultado na qual prova-se, usando o principio
de inducgéao, que existe uma unica operacao binaria que satisfaz as propriedades acima.
A prova pode ser encontrada no Teorema 1.3* em (COHEN; EHRLICH, 1963). Também
pode ser encontrado no Teorema 1.2.5 em (BLOCH, 2011).

Versdo Fi nal Honol ogada

16/ 06/ 2023

22: 20



17

Teorema 2.1.
1. Fechadura: se m,n € Nentdom +n € N.
2. Associatividade: (m +n) +p =m + (n+ p), paratodo m,n,p € N.
3. Comutatividade: m + n = n + m, para todo m,n € N.
4. Monotonicidade: se m = n entdo m + p = n + p, para todo p € N.

5. Tricotomia: Dados m,n € N uma, e sé uma, das trés alternativas seguintes se

satisfaz:

(@) m=n.
(b) Existe p € Ntal que m + p = n.

(c) Existe ¢ € Ntal que n + ¢ = m.
6. Cancelamento: se m + p = n + p, para todo p € N entdo m = n.
Demonstracao.
1. Seja m € N, definamos
X={neN,; m+neN}
Comom + 1= S5(m) € Nentdo 1 € X. Suponhamos que n € X, entdo
m+S(n)=S(m+n)eN
assim S(n) € X. Portanto, pelo principio de indu¢do, X = N.
2. Sejam m,n € N, definamos
X={peN; (m+n)+p=m+(n+p)}

Note que,
(m4+n)+1=Sm+n)=m+Sn)=m+ (n+1)
logo 1 € X. Suponhamos que p € X, entéo
(m+4+n)+S(p) =S({(m+n)+p)=Sm+ (n+p))
=m+S(n+p) =m+ (n+S(p))

assim S(p) € X. Portanto, pelo principio de indug¢éo, X = N.
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3. Primeiro vamos mostrar que m + 1 = 1 +m, para todo m € N.

De fato, seja

Y={meN;, m+1=1+m}.
Desdeque 1+ 1=1+1tem-se que 1 € Y. Suponha que m € Y, entdo
Sm)+1l=m+1)+1=14+m)+1=1+(m+1)=1+5(m)

dai, S(m) € Y. Portanto, pelo principio de indugéo, Y = N.

Seja agora m € N e definamos,
X={neN;, m+n=n+m}.
Como javimos m+1=1+mlogo, 1 € X. Suponhamos que n € X

m+S(n) =S(m+n)=Sn+m)
=n+S(m)=n+(m+1)
=n+(14+m)=Mn+1)+m
=9S(n)+m

dai, S(n) € X. Portanto, pelo principio de indu¢do, X = N.
4. Sejam m,n € N tais que, m = n. Definamos
X={peN, m+p=n+np}.

Como m = n entao,

m+1=Sm)=5Sn)=n+1
logo, 1 € X. Suponha agora que p € X entao,
m+ S(p) = S(m+p) =S(n+p)=n+5(p)
assim, S(p) € X. Portanto, pelo principio de indug¢do, X = N.
5. Seja m € N. Considere
X = {n € N; uma das afirmacgdes (a), (b) ou (c) é verdadeira}.
Como m € N, segue-se do Axioma (P2) gque m =1oum=S5(q) =q+1=1+¢
para algum ¢ € N. Portanto, 1 € X. Suponha que n € X. Assim, m e n satisfazem
uma das afirmacoes (a), (b) e (c):
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* (a): Se n = m entéo, S(n) = S(m) = m+ 1. Logo, S(n) € X.

* (b): Se n = m+ p para algum p € N entédo, S(n) = S(m+ p) =m+ S(p). Dai,
S(n) € X.

* (€): Se m = n + g para algum ¢ € N. Aqui como ¢ € N entéo, pelo Axioma
(P2), ¢ = 1 0ou g = S(qo) para algum ¢, € N. Dai,
- seg=1temosm=n+1=S5(n). Logo, S(n) € X;
~ se ¢ = S(qo) tem-se m = 1+ S(q0) = S(n + qo) = S(qo + 1) = qo + S(n).

Assim, S(n) € X.

Em qualquer caso, mostramos que S(n) satisfaz uma das afirmacdes (a), (b) ou
(c). Desta forma, S(n) € X. Logo, pelo principio de indu¢do, X = N. Portanto,
temos mostrado que se m,n € N entdo, n € X e, pelo menos uma das afirmagdes

(a), (b) e (c) é verdadeira.

Resta mostrar que para m,n € N ndo mais do que uma das afirmacdes (a), (b) e

(c) é verdadeira. Para isso, primeiro mostremos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 2.1. n + p # n para todo n,p € N.

De fato, sejam p € N, definamos
X={neN;, n+p#n}.

Como pelo Axioma (P2), 1 +p = S(p) # 1 temos que 1 € X. Suponha que n € X,

entdo n + p # n. Como S é injetiva temos
S(n)+p=p+Sn)=>Sp+n)=Sn+p)#S5n)

dai, S(n) € X. Portanto, pelo principio de indu¢do, X = N.
Voltando no que vamos mostrar, temos:
* Sen=men=m+ pparaalgum p € N entdo, m = m + p 0 que contradiz a
Afirmagéo 2.1.

* Sen=mem=n+ qgparaalgum ¢ € N entdo, n = n + ¢q 0 que também

contradiz a Afirmagéo 2.1.
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* Sen=m+pem=n+qparaalguns p,q € N. Dai temos,
m+(p+qg=m+p t+tg=nt+qg=m
0 que novamente contradiz a Afirmagéo 2.1.

Portanto, ndo mais do que uma das afirmacodes (a), (b) e (c) é verdadeira para

quaisquer m,n € N.

6. Sejam m,n,p € N tais que, m + p = n + p. Agora, pela tricotomia, ou m = n, ou
m = n+ ¢ para algum g € Nou n = m + ¢ para algum ¢ € N. Suponhamos que

m # n, assim temos:
* sem =n + g entao,
m+q)+p=n+p=(n+p)+qg=n+p

0 que contradiz a Afirmagéo 2.1.

* sen =m + { entéo,
m+p=n+p=m+L+p=>m+p=m+p) +/{
0 que também contradiz a Afirmacao 2.1.
Portanto, m = n. [

Alguns itens do Teorema 2.1 s&o deixado como exercicio em (LIMA,
2009; LIMA, 2014). Os itens 2, 3, 5 encontram-se provados, respectivamente, no
Teorema 1.4, Teorema 1.5 e Teorema 1.13 em (COHEN; EHRLICH, 1963).

Definicao 2.2. Sejam m,n € N. Dizemos que m é menor que n, 0 que denotamos

m < n se, e sb se, existe p € Ntal que m +p =n.

Observacao 2.2. n < S(n), para todo n € N. De fato, desde que S(n) = n + 1 temos

que n < S(n). Desta maneira podemos obter 1 < S(1) =2 < S5(2) =3< S(3)=4<---.
Teorema 2.2.

1. Transitividade: se m < n en < p entdo, m < p.

2. Monotonia: se m < n entdo, m + p < n + p para todo p € N.

3. Tricotomia: Dados m,n € N uma, e sé uma, das trés alternativas seguintes se

satisfaz:
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(@) m=n, (b) m < n, (€) n<m.

Demonstracao.

1. Por hip6tese temos que m < n e n < p. Logo, existem p;,p; € N tais que

m+p; = n e n+ py = p. Dai obtemos,
m+ (p1+p2) = (M +p1) +p2 =n+p2 = p.
Logo, m < p.
2. Como m < n entdo, existe ¢ € N tal que m + ¢ = n. Logo,
(m+p)+q=m+q)+p=n+p.
Dai, m+p <n+p.

3. Pelo item 5 do Teorema 2.1 temos que, ou m = n, ou m+p = n para algump € N

oun -+ q=m paraalgum ¢ € N. Logo, oum =n, oum < noun < m. |
Definicao 2.3. Sejam m,n € N.

(i) Dizemos que m é menor que ou igual a n, 0 que denotamos m < n, se, e s0 se,

m < noum=n.
(i) Dizemos que m € maior que n, 0 que denotamos m > n se, € S0 se, n < m.

(i) Dizemos que m € maior que ou igual a n, o que denotamos m > n se, e sO se,

m > noum=n.
Proposicao 2.1.
1. Sem <nen<pentdo, m < p.
2. Sem >nen>pentdo, m > p.
3. Sem >nen>pentdo, m > p.
4. Sem <nen<pentdo, m < p.
5. Sem <nen<pentdo, m < p.

Demonstracao.
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1. Temos quatro possibilidades:

(@) Sem=nen=pentdo,m =p=m < p.
(b) Sem=nen<pentao,m <p=m<p.
(c) Sem <nen=pentdo,m <p=m < p.

(d) Sem <nen < p,peloitem 1 do Teorema 2.2, temos que m < p = m < p.

2. Comom >nen >pentdo, p < nen < m.Logo, peloitem 1, temos p < m e,

equivalentemente, m > p.

3. Comom >nen>pentdo, p < nen < m.Logo, pelo item 1(d), temos p < m e,

equivalentemente, m > p.
4. Aqui temos duas possibilidades:

(@) Sem =nen < pentdo, m < p.

(b) Se m < nen < pentdo, pelo item 1(d), tem-se m < p.
5. Aqui temos também duas possibilidades:

(@) Sem <nen=pentdo, m < p.

(b) Se m < nen < pentao, pelo item 1(d), tem-se m < p. |

Definicao 2.4. Sejam m,n € N. Definimos o produto de m e n, denotado por m - n, da
seguinte maneira:

m-1=m e m-Sn)=m-n+m.

Essa definicao acima é um resultado onde prova-se, usando o principio
de inducao, que existe uma Unica operacéao binaria satisfazendo as propriedades acima.
A prova pode ser encontrada no Teorema 1.6° em (COHEN; EHRLICH, 1963) e, também,
no Teorema 1.2.6 em (BLOCH, 2011).

Teorema 2.3.
1. Fechadura: Se m,n € Nentdo, m-n € N.
2. Distributividade a esquerda: m - (n +p) = m-n +m - p, paratodo m,n,p € N.

3. Associatividade: (m - n)-p=m- (n-p), paratodo m,n,p € N.
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. Distributividade a direita: (m +n) -p=m-p+n-p, paratodo m,n,p € N.

. Comutatividade: m - n = n - m, paratodo m,n € N.
. Monotonicidade: Para m,n,p € N, se m =n entdo, m-p=mn-p.
. Monotonicidade: Para m,n,p € N, se m < n entdo, m-p <n - p.

. Cancelacao: Param,n,p € N, se m-p =n - p entdo, m = n.

Demonstracao.

. Seja m € N. Definamos:
X={neN; m-neN}
Comom-1=m € Nentdo, 1 € X. Suponhamos que n € X, entao
m-S(n)=m-n+meN
assim, S(n) € X. Portanto, pelo principio de indugéo, X = N.
. Sejam m,n € N. Definamos:
X={peN;m-(n+p)=m-n+m-p}.

Note que,
m-(n+1)=m-Sn)=m-n+m=m-n+m-1.
Logo, 1 € X. Suponhamos que p € X, entdo
m-(n+5S(p) =m-Sn+p)=m-(n+p)+m

=(m-n+m-p)+m=m-n+(m-p+m)
=m-n+m-S(p)

assim, S(p) € X. Portanto, pelo principio de indug¢é@o, X = N.
Sejam m,n € N. Definamos:
X={peN; (m-n)-p=m-(n-p)}

Note que,

(m-n)-1=m-n=m-(n-1).
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Logo, 1 € X. Suponhamos que p € X, entdo

(m-n)-S(p) =(m-n)-p+m-n=m-(n-p)+m-n
=m-(n-p+n)=m-(n-5p))

assim, S(p) € X. Portanto, pelo principio de indugéo, X = N.

Sejam m,n € N. Definamos:
X={peN; (m+n)-p=m-p+n-p}.

Note que,
(m4+n)-1l=m+n=m-1+n-1.

Logo, 1 € X. Suponhamos que p € X, entao

(m+4+n)-S(p) =m+n)-p+(m+n)=m-p+n-p)+ (m+n)
=(m-p+m)+(n-p+n)=m-S(p)+n-Sp)

assim, S(p) € X. Portanto, pelo principio de indugdo, X = N.

Primeiro vamos mostrar que m -1 =1 - m, para todo m € N.

De fato, seja
Y={meN;, m-1=1-m}.

Desdeque 1-1=1-1tem-se que 1 € Y. Suponha que m € Y, entao
1-S(m)=1-m+1=m-1+1=m+1=.S5(m)

e, pela definicdo de multiplicagéo, S(m) - 1 = S(m). Dai, S(m) € Y. Portanto, pelo

principio de inducéo, Y = N. Seja agora m € N e definamos,
X={neN;, m-n=n-m}.
Como javimos m-1=1-mlogo, 1 € X. Suponhamos que n € X , assim

m-Sn) =m-n+m=n-m+1-m

=(n+1)-m=_S(n)- m.

Dai, S(n) € X. Portanto, pelo principio de indugéo, X = N.
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6. Sejam m,n € N tais que, m = n. Definamos,
X={peN;, m-p=n-p}.

Comom =nentdo, m-1 =m =n =n-1. Logo, 1 € X. Suponha agora que
p € X, entao

m-S(p)=m-p+m=n-p+n=n-S(p).
Assim, S(p) € X. Portanto, pelo principio de indugéo, X = N.
7. Como m < n entéo, existe ¢ € N tal que m + ¢ = n. Logo,
m-p+q-p=(m+q)-p=n-p.
Dai,m-p<n-p.

8. Sejam m,n,p € N tais que m - p = n - p. Agora, pela tricotomia, ou m = n, ou
m = n+ ¢ para algum g € Nou n = m + ¢ para algum ¢ € N. Suponhamos que

m # n, assim temos:
* sem =n + q entao,
(n+q)-p=n-p=n-ptqg-p=n-p

0 que contradiz a Afirmacao 2.1.

* sen =m + ¢ entao,
m-p=m+)-p=m-p=m-p+L-p
0 que também contradiz a Afirmacgao 2.1.

Portanto, m = n. [ |

Alguns itens do Teorema 2.1 sdo deixados como exercicio em (LIMA,
2009; LIMA, 2014). Os itens 2, 3, 4 e 5 encontram-se provados, respectivamente, no

Teorema 1.7, Teorema 1.8, Teorema 1.9 e Teorema 1.10 em (COHEN; EHRLICH, 1963).

Definicao 2.5. Se A C N e existe p € A tal que p < a, paratodo a € A, entdo, p é

chamado de o menor elemento de A.
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Observacao 2.3. Se A C N e p e ¢ sdo menores elementos de A, entao p = g.

De fato, como p € A € menor elemento de A tem-se que,

p <a, paratodoa € A. (2.1)
Também como ¢ € menor elemento de A, temos que

q <a, paratodoa € A. (2.2)

Agora como ¢ € A, de (2.1), temos

ecomo p € A, de (2.2), tem-se
q<p. (2.4)

Portanto, de (2.3) e (2.4), obtemos p = ¢. Assim, se A tem um menor elemento, ele é

unico. Chamamos de menor elemento de A.
Teorema 2.4. 1 é o menor elemento de N (isto €, 1 < n para todo n € N).

Demonstracao. Definamos:
X={neN; 1<n}.

Comol=1=[l=1Vvi<l1]=1<1,logo1 e X.Suponhamos que n € X e, como

S(n) =n+ 1 entdo,
n<SMm)A1<n]=1<Sn)=[1=Sn)V1I<Sh)=1<Sn).

Assim, S(n) € X. Portanto, X = N. |

Teorema 2.5. Sen € N,entdao X = {m € N; n <m < S(n)} é vazio.

Demonstracao. Suponhamos que X # (), logo, existe m € N tal que m € X. Dai temos
que,

n<m<S(n).

Como n < m, existe p € N tal que m = n + p. Pelo Axioma (P2), p =1 ou p = S(q) para

algum ¢ € N. Assim, temos:

« Sep=1entdo, m =n+ 1 = S(n) 0 que contradiz a tricotomia do Teorema 2.1.
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+ Se p = S(q) entéo,
m=n+p=n+9(¢)=n+(@+1)=Mn+1)+q¢g=5n)+q
Logo, S(n) < m o0 que contradiz a tricotomia do Teorema 2.1.

Portanto, X = (. [ |

Observacao 2.4. Dado n € N, denotaremos
I,={meN, m<n}={1,2,...,n}.
Pelo Teorema 2.5, temos que
Ir =1, U{n+1}.

Veremos a seguir o chamado Principio da boa ordenagé&o ou principio
da boa ordem que afirma que todo subconjunto nao vazio formado por nUmeros naturais,

possui um menor elemento.

Teorema 2.6. [Principio da boa ordenacgao] Seja A um subconjunto n&do vazio de N

entdo, existe um unico ng € A tal que ny < a, paratodo a € A.

Demonstracao.
Existéncia: Se 1 € A. Pelo Teorema 2.4, temos que 1 < n, paratodon € N. Em
particular, 1 < a, paratodo a € A. Neste caso, nao ha nada que mostrar. Agora se
1 ¢ A, consideremos

X={neN; I,CN-A}.

Como A # (), existe m € N tal que m € A. Note que,
L,={1,2,...,m} ¢ N— A

Logo, m ¢ X. Portanto X # N.
Por outro lado, 1 € X (pois 1 ¢ A, isto é I; = {1} C N — A) e desde que X # ), pela
contra-reciproca do principio de indugao, obtemos que S(X) ¢ X, isto é, existe n € X

tal que S(n) ¢ X. Denotando ng = S(n) =n + 1.

Afirmacao 2.2. ny € A.
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De fato,comon € X en + 1 ¢ X temos que,

L,={1,2,....n} CN-Ae I,1={L2,....nyn+ 1}  N— A
Logo, n + 1 € A entédo, ny € A. Isto mostra a afirmacao.
Afirmacao 2.3. ny < a paratodo a € A.

De fato, suponhamos por absurdo que existe a € A tal que a < nyo = n + 1. Logo,

acl,={1,2,...,n} CN— Aentdo, a € N— Ao que é absurdo.

Portanto, ng < a para todo a € A. A unicidade ja foi provada na Observacdo 2.3. N
Outras demonstracées do Teorema 2.6 podem ser encontradas no

Teorema 1 do Capitulo 2 em (LIMA, 2009) e, no Teorema 1.18 em (COHEN; EHRLICH,

1963).

2.2 Conjuntos finitos

Definicao 2.6. Seja X um conjunto ndo vazio. Dizemos que X é finito se, e s se, para

algum n € N, existe uma bijecéo f: I, — X.

Observacao 2.5. Dizer que X é finito, é equivalente a dizer que podemos enumerar
seus elementos. Ou seja,

X ={z1,29,..., 2}
onde f(1) =z, f(2) =xq,..., f(n) = xz,.

Lema 2.1. [Lema do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Seja f : X — Y bijecdo, a € X e
b €Y. Entdo, existe g : X — Y bijecdo tal que g(a) = b.

Demonstracao. Se f(a) = b ndo ha nada que mostrar. Estudemos o caso f(a) # b.
Sejam o’ e V' tais que f(a) =V e f(a') = b. Claramente temos que a #a’ e b # V.

Definamos:
g: X — Y

b sex=a
r = g(x)= v sex=d
flz) sex#a,d.
Vejamos agora que g € uma bijecao. Injetiva: suponhamos por absurdo que existam

r1, 9 € X cOom x1 # x5 tais que g(x1) = g(z2).

Versdo Fi nal Honol ogada

16/ 06/ 2023

22: 20



29
* Se x1 = a, 1o = d entao,

b=g(a) = g(z1) = g(z2) = g(a') = V/
0 que contradiz b # b'.

* Se r1 = a, x5 # a,d entao,

f(a') =b=g(a) = g(x1) = g(x2) = f(2)
e como f € injetiva, temos que z, = @’ 0 que contradiz x5 # a'.

» Sexy #a,d, ro = d entao,

f(@1) = g(z1) = g(x2) = g(a') =V = f(d)
e como f € injetiva, temos que z; = a’ 0 que contradiz x; # a'.

* Se x1, x5 # a,d entao,

f(z1) = g(z1) = g(22) = f(22)
e como f € injetiva, temos que x; = x5 0 que contradiz que x; # xs.

Portanto, ¢ é injetiva.

Sobrejetiva: seja y € Y. Temos as seguintes possibilidades:

+ Sey =bentdo, y = g(a).

« Sey =1V entédo, y = g(a).

« Sey #bl/,como f é bijetiva, existe x € X com z # a,d’ tal que y = f(z) = g(x).
Em qualquer caso, existe x € X tal que y = g(x). Portanto, g é sobrejetiva. [

Teorema 2.7. [Teorema 1 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Dado »n € N, ndo pode existir

nenhuma bijecao entre I,, e um subconjunto préprio de I,,.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que existe m € N tal que existe uma bijecao

entre I,, € um subconjunto proprio de I, (hipotese auxiliar). Definimos o conjunto,

X={neN,; existe ACI, e f:A— I, bijecao}.
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Pela hipétese auxiliar, X # (). Logo, pelo Teorema 2.6, deve existir um Unico ng € X
tal que ny < n, paratodon € X. Comony € X, existe A C [,, e f: A— I,, bijegéo.
Consideremos dois casos:

Caso 1. Se ng € A.

Pelo Lema 2.1, existe g : A — I, bije¢ao tal que g(ny) = no. Logo, A — {no} C
Ing — {10} = Ino—1 € gla—{ne} : A — {no} — In,—1 bije¢ao. Portanto, no — 1 € X o que
contradiz a minimalidade de X.

Caso 2. Se ny ¢ A.

Comong € 1, € f : A — I,, sobrejetiva entdo, existe um unico a € A tal que f(a) = ny.

Temos que,
A—{a} CcA=A—{ng} C L,y —{no} =Ins-1€ fla_yay : A — {a} = I,,—1 bijegao.
Consequentemente, ny — 1 € X 0 que contradiz novamente a minimalidade de X. H

Corolario 2.1. [Corolario 1 do Teorema 1 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)]Se f : [, = X

e g : I, — X sao bijetivas entdo, m = n.

Demonstracao. Suponhamos que m # n. Pela tricotomia, temos que ou m < n ou

n <m.

- Sem<nentdo, I,, cI,eqgtof:1I, — I, bijecdo. O que contradiz o Teorema
2.7.

« Sen<mentdo, I, C I,,e f~tog: I, — I, bijecdo. O que, novamente, contradiz

o Teorema 2.7. (]
Observacao 2.6.

1. Se X é finito entao, por definicdo, existemn € Ne f : I,, — X bijecao. O Corolario
2.1 n6s diz que n é unico. Logo, a cada conjunto finito podemos associar um unico

numero natural n chamado cardinal de X e denotado por card(X). Em simbolos:

card(X) = n < existe bijegédo f : I, - X.

2. Se X = (), por convengao, X é finito e card(X) = 0.

Corolario 2.2. [Corolario 2 do Teorema 1 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Seja X um

conjunto finito e f : X — X. S80 equivalentes:
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(i) f €éinjetiva. (i) f é sobrejetiva.

Demonstracao. Em primeiro lugar consideremos o caso em que X = I,,.

()=(ii): f € injetiva. Suponhamos por absurdo que f(I,) C I, . Logo, f: I, — f(I,) é
uma bije¢ao, o que contradiz o Teorema 2.7. Portanto, f(I,) = I,, isto é, f é sobrejetiva.
(i)=(i): f é sobrejetiva. Para y € I,, existe =, € I, tal que f(z,) = y. Definimos

g: 1, — I, dada por ¢g(y) = z,.
Afirmacao 2.4. g ¢é injetiva.
De fato, sejam y,,y» € I, tal que g(y1) = g(y2). Logo, temos

v1 = flg(y1)) = flg(y2)) = v

Isso mostra a afirmacédo. Como ja mostramos que (i)=-(ii) concluimos que g € sobrejetiva.

Desta maneira, g € uma bijecao.
Afirmacao 2.5. f € injetiva.

De fato, sejam x,z, € I, tal que f(z1) = f(z2). Como z1,2, € I, € g € sobrejetiva

entdo, existem zy, z, € I, tal que =1 = g(z1) € x2 = g(27). Assim, temos

2= flg(z1)) = flg(z2)) = 2.

Logo, z1 = g(z1) = g(22) = x». ISSO mostra a afirmagao.
Consideremos agora o caso geral. Como X é finito, existe n € Ne ¢ : I, — X bijecéo.
Assim, temos o seguinte diagrama:

x L. x

® P

710 O
jaiayy

3

Logo,
f éinjetiva < ¢ lo fop éinjetiva
& ¢ lo fo é sobrejetiva
< [ é sobrejetiva.

Portanto, f é injetiva se, e sé se, [ é sobrejetiva. [ |

Corolario 2.3. [Corolario 3 do Teorema 1 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Nao pode

existir uma bijecao entre um subconjunto finito e uma parte propria sua.
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Demonstracao. Seja X finito e Y € X uma parte propria. Como X é finito, existe
n € N e uma bije¢do f : I, — X. Entdo, A := f~(Y) é uma parte prépria de I,.
Consideremos f4 : A — Y a bijecao obtida por restricdo de f a A e, suponhamos que
existe uma bijecédo ¢ : Y — X. Assim, temos o seguinte diagrama:
vy 45 X
fa f

ftogofa

A —1,

Logo, h = f~togo f4: A— I, é uma bijecdo, contrariando o Teorema 2.7. [ |

Teorema 2.8. [Teorema 2 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Todo subconjunto de um

conjunto finito é finito.
Demonstracao. Primeiramente provaremos o seguinte:
Afirmacao 2.6. Se A éfinito e a € A entdo, A—{a} éfinito e card(A—{a}) = card(A)—1.

De fato, se A é finito entado, existe m € Ne f : I,, — X bijecdo. Se m = 1 entéo,
A—{a} =0.Logo, A = {a} éfinito e card(A — {a}) = 0 = card(A) — 1. Se m > 1 entao,
pelo Lema 2.1, existe ¢ : 1, — A bijecéo tal que g(m) = a. Logo, ¢g|;,, , : Im-1 — A—{a}
é bijecdo. Consequentemente, A — {a} é finito e card(A — {a}) = m — 1 = card(A) — 1.

Seja
X ={neN;card(4) =n A BC A= Béfinito}.

Vamos mostrar que X = N. Se card(A) =1e B C Aentdo, B=0ou B = A. Logo, B é
finito. Portanto, 1 € X. Suponhamos n € X (hip6tese indutiva).
Seja A um conjunto finito tal que card(A) =n + 1 e B C A. Aqui temos

duas situagoes:
* Se B = A entao, B é finito.

* Se B C Aentdo, existe a € Atalque a ¢ B. Logo, B= B — {a} C A—{a} e

card(A — {a}) = n. Agora, pela hip6tese indutiva, temos que B é finito.
Em qualquer caso, B é finito. Assim, n + 1 € X. Portanto, X = N. |

Corolario 2.4. [Corolario 1 do Teorema 2 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Seja [ : X —
Y.
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1. Se Y éfinito e f é injetiva entao, X é finito.
2. Se X éfinito e f é sobrejetiva entao, Y é finito.
Demonstracao.

1. Temos que f : X — f(X) é bijegdo. Entéo, f~': f(X) — X é, também, bijegao.
Como f(X) CY eY éfinito temos, pelo Teorema 2.8, que f(X) é finito. Entéo,
existe n € Ne ¢ : I, — f(X) bijecdo. Logo, f~1 oy : I, — X é uma bijecao.

Portanto, X é finito.

2. Como f é sobrejetiva, para cada y € Y existe = = z, tal que f(z,) = y. Conside-
remos ¢ : Y — X dada por g(y) = z,. Sabemos que ¢ € injetiva e, pelo item 1, Y

é finito. H

Definicao 2.7. Seja A C N. Dizemos que A é limitado se, e s6 se, existe p € N tal que

a < p, paratodo a € A.

Corolario 2.5. [Corolario 2 do Teorema 2 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Seja A C N.

Entao, A é finito se, e sb se, A é limitado.
Demonstracao. Suponhamos que A é finito entdo, A = {ay,as,...,a,} C N. Definimos
p=a,+as+...+a, €N

Logo, a; < p paratodo 1 < i < n. Portanto, A é limitado.
Reciprocamente, se A é limitado entéo, existe p € N tal que a < p, para

todo a € A. Logo, A C I, e como I, é finito entdo, pelo Teorema 2.8, A é finito. |

2.3 Conjuntos infinitos

Na teoria dos conjuntos, um conjunto € infinito se possui uma corres-
pondéncia biunivoca com um dos seus subconjuntos préprios. Um conjunto infinito

pode ser enumeravel ou ndo. Segue sua definicao.
Definicao 2.8. Dizemos que A é um conjunto infinito se, e s6 se, A nao é finito.

Teorema 2.9. [Teorema 3 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Se A é um conjunto infinito

entéo, existe f : N — A fungdo injetiva.
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Demonstracao. Para demonstrar este resultado usaremos o axioma da escolha que
afirma: “O produto cartesiano de uma familia ndo vazia de conjuntos € n&o vazio”.
Em particular, “Se X # () entdo podemos escolher um elemento » de X”. Para maior
compreensdo desse axioma recomendamos a leitura da Sec¢do 15 em (HALMOS, 1974).
Definimos indutivamente da seguinte maneira:

Como A é infinito temos que A # (). Logo, podemos escolher a; € A. Se A — {a;} =0
entdo, A é finito o que é absurdo. Logo, A — {a;} # (. Assim, podemos escolher
as € A—{a,}. Se A—{ay,as} = 0 entdo, A é finito o que é absurdo. Logo, A—{ay, as} # 0.
Dai, podemos escolher az € A — {a;,a2}. Do mesmo modo, pelo axioma da escolha,
podemos eleger a,, 1 € A —{ay,as,...,a,}.

Agora, definamos f : N — A dada por f(n) = a,.
Afirmacao 2.7. f é injetiva.

De fato, sejam m,n € N com m # n. Sem perda de generalidade, podemos su-
por que n < m. Assim, temos que f(n) = a, € {aj,as,...,a,_1} logo, f(n) ¢
A—{ay,as,...,a,}. E,como f(m) =a,, € A—{ay,ay...,a,}tem-seque, f(n) # f(m).

Portanto, f é injetiva [ |

Corolario 2.6. [Corolario do Teorema 3 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Um conjunto A

€ infinito se, e so se, existe uma bijecao entre A e algum subconjunto proprio de A.

Demonstracao. Suponhamos que A é infinito. Pelo Teorema 2.9, existe f : N — A
injetiva. Tomando B = A — {f(1)}, claramente B C A.

Definamos
g: A —- B

f(n+1) sex= f(n)
r = g(z)=
x sex ¢ f(N).
Resta mostrar que ¢ € injetiva. De fato, suponhamos por absurdo que existam z1,x, € A

com x; # x, tais que g(z1) = g(x9).
« Se T = f(nl), Ty = f(ng) entéo,
fln+1) = g(z1) = g(w2) = f(ni + 1)

e, como f € injetiva, temos que n; = ny, 0 que contradiz que x; # z,.
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* Se z1,z2 ¢ f(N) entéo,
z1 = g(z1) = g(22) = T2

0 que contradiz x; # xs.

Reciprocamente, se existe uma bijecao entre A e algum subconjunto préprio de A, pelo

Corolario 2.3, A nado pode ser finito. Logo, A € infinito. [ |
Exemplo 2.2. N é um conjunto infinito.

De fato, consideremos f : N — N dada por f(n) = n?. Claramente f é injetiva, mas nao

€ sobrejetiva. Logo, pelo Corolario 2.2, N ndo pode ser finito.

Exemplo 2.3. Dado p € N, consideremos N, = {p+1,p+2,...}. Claramente N, € uma
parte propria de N e ¢, : N — N, dada por ¢,(n) = p + n, € uma bije¢do. Logo, pelo
Corolario 2.6, N, € infinito. Exemplos desse tipo ja tinham sido observados por Galileu?
gue foi o primeiro a observar que “ha tantos niumeros pares quanto nimeros naturais”.
De fato, se denotamos P = {2, 4,6, ...} o conjunto dos numeros pares entao, ¢ : N —» N
dada por ¢(n) = 2n, € uma bijecao. Claramente, se I = {1,3,5,...} é o conjunto do
nuameros impares entéo, ¢» : N — N dada por ¢(n) = 2n — 1, também é uma bijecéao.
Observe que N — I = P e N — P = [ s@o infinitos, enquanto N - N, = {1,2,...,p} é

finito.
2.4 Conjuntos enumeraveis

Definicao 2.9. Dizemos que A € um conjunto enumeravel se, e s6 se, A é finito
ou existe uma bijecdo f : N — A. Neste caso, f chama-se uma enumeracdo dos
elementos de X. Escrevendo f(1) = z1, f(2) = 29, ..., f(n) = z,,...tem-se entdo,
X ={z1,29,...,Tpn,...}

Exemplo 2.4. N é um conjunto infinito enumeravel. Basta considerar a fungao identi-

dade idy : N — N a qual claramente € uma bijecao.

Teorema 2.10. [Teorema 4 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Todo subconjunto de N &

enumeravel.

2 Galileu Galilei foi um astrénomo, fisico e engenheiro nascido em Pisa na Italia em 1564.
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Demonstracao. Seja A C N. Se A é finito entdo, A é enumeravel. Consideremos A
infinito. Como A # ) e A C N, pelo Teorema 2.6, existe um Unico a; € Atalque a; < a
para todo a € A. Logo, a; < a paratodo a € Ay = A — {a,}. Também, como A, # 0 e
As C N, pelo Teorema 2.6, existe um Unico a; € A, tal que a, < a paratodo a € A,. Dali,
ay < aparatodoa € A3 = A—{ay, as}. Supondo que temos construido ay, as, ..., a, € A
coma; < as < az < ... < ap, consideremos A,.; = A — {a1,as,...,a,} # 0. E, como
A.+1 € N, pelo Teorema 2.6, existe um anico a,.; € A, tal que a,,; < a para
todo a € A, 1. Assim, a,1; < a paratodo A,.» = A —{aj,as,...,a,+1}. Definamos
f : N — Adada por f(n) = a,. Claramente f é injetiva. Resta mostrar que f é
sobrejetiva procedendo por contradicdo. Suponhamos que f nao é sobrejetiva, isto é,
f(N) C Aentdo, existe a € Atalque a ¢ f(N) ={ay,as,...,a,,...}. LOQO, a, < a para
todo n € N. Dai, f(N) é limitado. Entao, pelo Corolario 2.5, f(N) é finito. Agora, como

f N = f(N) é bijegao, pelo Corolario 2.4, temos que N é finito o que é absurdo. R

Corolario 2.7. [Corolario 1 do Teorema 4 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Seja [ : X —
Y.

1. Se Y é enumeravel e f é injetiva entdo, X € enumeravel.
2. Se X é enumeravel e f € sobrejetiva entdo, Y € enumeravel.
Demonstracao.

1. Se X é finito entdo, X enumeravel (nada a provar). Suponhamos que X é infinito.
Pelo Corolario 2.4, Y é infinito enumeravel. Logo, existe ¢ : N — Y bijecdo e, como
f: X — Y éinjetiva, temos que ¢~ o f : X — N é injetiva. Dai, (oo f)(X) C N
epltof: X — (¢ 'of)(X) ébijetiva. Pelo Corolario 2.4 e pelo Teorema 2.10
temos que, (¢! o f)(X) é infinito enumeravel. Logo, existe 1) : N — (¢! o f)(X)
bije¢ao. Assim, temos que (p~'o f)to1 : N — X é bijetiva. Portanto, X é infinito

enumeravel.

2. Como f é sobrejetiva entao, existe g : Y — X injetiva. E, como X é enumeravel,

pelo item 1, temos que Y € enumeravel. [
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Exemplo 2.5. N x N é enumeravel. De fato, basta considerar ¢ : N x N — N dada por
Y(n,m) = 2" - 3™. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética® (ver Teorema 1.16 em
(MARTINEZ et al., 2013)), temos que v é injetiva. Como N é enumeravel, pelo Corolario

2.7, tem-se que N x N é enumeravel.

Corolario 2.8. [Corolario 2 do Teorema 4 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] A é enume-

ravel se, e sé se, existe f : N — A sobrejetiva.
Demonstracao. Suponhamos que A é enumeravel.
» Se A é finito entao, existe n € Ne g : I, — A bijecao. Definimos

f: N - A

glm) sel<m<n
m = f(m)=
g(n) sem >n.

Claramente f é sobrejetiva.

« Se A é infinito enumeravel entéo, existe f : N — A bijecdo. Em particular, f é

sobrejetiva.

Reciprocamente, se existe f : N — A sobrejetiva entao, existe g : A — N injetiva. Como

N é enumeravel, pelo Corolério 2.7, temos que A € enumeravel. [

Corolario 2.9. [Corolario 3 do Teorema 4 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Se X e Y

sao enumeraveis entao, X x Y é enumeravel.

Demonstracao. Como X e Y sdo enumeraveis, pelo Corolario 2.8, existem f: N — X

e g : N — Y sobrejetivas. Definimos

®: NxN — X xY
(m,n) = @(m,n)=(f(m),g(n)).
Afirmacao 2.8. ¢ é sobrejetiva. De fato, seja (z,y) € X x Y entdo,zr € X ey €Y.

Como f e g sdo sobrejetivas, existem m,n € N tais que = = f(m) e y = g(n). Logo,
®(m,n) = (f(m),g(n)) = (z,y).

Portanto, ® é sobrejetiva.

3 Todo nimero natural maior que 1 pode ser decomposto num produto de nimeros primos, sendo esta
decomposi¢ao Unica a menos de permutagdes dos fatores.
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Agora, como ¢ é sobrejetiva e N x N é enumeravel, pelo Corolario 2.7,

X xY é enumeravel. [ |

Corolario 2.10. [Corolario 4 do Teorema 4 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] A reuniao

de uma familia enumeravel de conjuntos enumeraveis € enumeravel.

Demonstracao. Seja F = { X, X5, ..., X,,,...} uma familia enumeravel de conjuntos
enumeraveis.
Para cada n € N, X,, é enumeravel. Logo, pelo Corolério 2.8, existe f, : N — X,

sobrejetiva. Definimos
d: NxN = (J X,

n=1

(m,n) — ®(m,n)= f,(m).

Afirmacao 2.9. ¢ é sobrejetiva. De fato, seja x € |J X,, entéo, existe n € N tal que
n=1

zr € X,. Como f, é sobrejetiva, existe m € N tal que = = f,,(m). Logo,
®(m,n) = f.(m) = .
Portanto, ® é sobrejetiva.

(e e]
Finalmente, como ¢ € sobrejetiva e N x N € enumeravel, pelo Corolario 2.7, | X, é
n=1

enumeravel. [

Exemplo 2.6. [Exemplo 1 da Secéo 4 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] O conjunto

Z=4{...,-2,-1,0,1,2,...} dos numeros inteiros € enumeravel. Basta considerar
f: N = Z
(n—1) i
5 se n é impar
n o= f(n)=

n ,
-5 senépar

Vejamos agora que f € uma bijecéo.
Injetiva: suponhamos por absurdo que existam n;,n, € N com n; # n, tais que

f(x1) = f(x2). Como N = I U P (unido disjunta) temos duas possibilidades:

» Se ny,ny € P entado, n; = 2k, € ny = 2k, para alguns kq, k; € N. Logo,

2]€1 nq na . 2k2

k=== =) = f(n2) = -7 =

— —k
9 2 2 9 2

0 que contradiz que n; # no.
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* Se ny,ny € I entdo, ny = 2k; — 1 e ny = 2ky — 1 para alguns kq, k; € N. Logo,
2k — 2 ny —1 ng — 1 2k, — 1
12 = 12 = f(n1) = fng) = = =-=2 =k —1

ki —1=
! 2 2
dai, k1 = ko 0 que contradiz que n; # ns.

Portanto, f é injetiva.

Sobrejetiva: seja m € Z. Temos as seguintes possibilidades:

+ Se m = 0 temos que,

fy="5"=0=m
+ Se m € N temos que,
fom+1) = (2m+21) -1 o
+ Se m € (—N) temos que,
flc2m)= - =m

Portanto, f é sobrejetiva.

. m , . .y
Exemplo 2.7. O conjunto Q = {—; m,n € Z, n# 0} dos numeros racionais € enume-
n

ravel.

De fato, escrevendo Z* = Z — {0}, podemos definir uma fun¢@o sobrejetiva

f: Zx7Z" — Q
(mn) = fmn) ==

e como Z x 7Z* é enumeravel, pelo Corolario 2.7, Q é enumeravel.

Exemplo 2.8. Seja S o conjunto das sequéncias de 0 e 1, isto &, S = F(N,{0,1})
(conjunto de todas as fungdes de N em {0, 1}). Por exemplo, s = (1,0,1,0,1,...) € S e
s =(0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,...) € S. Suponhamos que S & enumeravel . Entao, existe
f N — S bije¢ado. Escrevemos S = {f(1), f(2),..., f(n),...}. Logo,

f(].) = 851 = (811, 512,813, .-+, S81ny - - )
f(2) = 52 = (521,522,823, - - - Som, - - )
f(3) = 83 = (831, 532,533, --.,53n, - - )
f(n) = Sp = (Snla Sn2; Sn3; - - - Snny - - )
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Consideremos
s*: N — {0,1}
1 ses,, =0
n — s%(n)=
0 ses,,=1.
Note que, s* # s, paratodo n € N. Mas, s* € S. Logo, existe m € Ntal que s* = f(m) =
s,, 0 que é absurdo. Portanto, S ndo é enumeravel. Este argumento deve-se a Cantor*

e é conhecido como “método da diagonal de Cantor”.

Em resumo, neste capitulo temos estudado propriedades importantes
dos numeros naturais, tais como os axiomas de Peano, o principio da boa ordenacao,
conceitos de finitude e enumerabilidade. Tais propriedades/conceitos serdo fundamen-
tais na compreenséo do estudo obtido ao assumir a existéncia do conjunto dos numeros

reais.

4 Georg Cantor foi um matematico alemao nascido no Império Russo em 1845. Ele é conhecido por ter
elaborado a moderna teoria dos conjuntos.
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3 NUMEROS REAIS

O conjunto dos numeros reais aparecem na necessidade de cobrir
“lacunas” que se encontram no conjunto dos numeros racionais. Por exemplo, veremos
que v/2 ndo é um ndmero racional mas sim um nimero real, mais especificamente, um
namero irracional. As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao (LIMA, 2009;
LIMA, 2014; BARTLE, 1976; RUDIN, 1976).

3.1 O corpo dos numeros reais

Para construir o corpo dos reais admitiremos a existéncia de um con-
junto nao vazio, denotado por R e chamado conjunto dos numeros reais, no qual
definem-se duas operag¢des chamadas de soma (+) e multiplicagdo (-) que satisfazem:
Fechadura, Associatividade, Comutatividade, Elemento neutro, Elemento inverso e
Distributividade.

(A1) Fechadura da adicao: Se =,y € R entdo, =z +y € R.

(A2) Associatividade da adi¢ao: (z +y) + z =« + (y + 2), paratodo z,y,z € R.
(A3) Comutatividade da adigéo: x + y = y + x, paratodo z,y € R.

(A4) Elemento neutro aditivo: Existe e € R tal que = + e = z, para todo = € R.

(A5) Elemento inverso aditivo: Para todo = € R, existe y € Rtal que = + y = e.

(M1) Fechadura da multiplicacdo: Se =,y € R entdo x -y € R.

(M2) Associatividade da multiplicagdo: (z-y) -z ==z - (y- 2z), paratodo z,y, z € R.
(M3) Comutatividade da multiplicacédo: = -y = y - x, para todo z,y € R.

(M4) Elemento neutro multiplicativo: Existe ¢ € R tal que = - u = x, para todo = € R.

(M5) Elemento inverso multiplicativo: Para todo =z € R, x # e, existe z € R tal que

Tz =[.
(D) Distributividade: z - (y+z2) =z -y+x - z, paratodo x,y,z € R.

Observacao 3.1.
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1. Denotaremos zy em vez de z - 3.
2. Os elementos de R sao chamados numeros reais.

3. Um conjunto ndo vazio F' com duas operacdes de soma e multiplicacdo que

verificam as propriedades (A), (M) e (D) é chamado de corpo.
Veremos, na sequéncia, algunas exemplos de corpos além do R.

Exemplo 3.1. [Exemplo 1 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O conjunto dos numeros
racionais Q dotado das operagdes de soma e multiplicagdo usuais. Dados m,n,m’,n’ €

Z com n,n' # 0 temos definidos,

verifica as propriedades (A), (M) e (D). Portanto, Q é um corpo.

Exemplo 3.2. [Exemplo 2 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O conjunto Z, = {0,1}

formado apenas de dois elementos distintos 0 e 1, com as operacdes

+ 101 - 101
0O/0 |1 0|00
1(11]0 1,01

€ um corpo.

Exemplo 3.3. [Exemplo 3 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O conjunto Q(7), cujos
elementos sé@o os pares ordenados z = (x,y) de numeros racionais com as seguintes

operagdes assim definidas:
(z,y)+ @) =(@+2y+y) e (z,y) (@y)= (2" —yy, 2"y +2v),

€ um corpo.

O zero € o elemento (0,0) e a unidade é o elemento (1,0). Escrevendo
x para representar o par (z,0) e usando a notacdo : = (0, 1), observamos que cada
elemento z = (z,y) = (2,0) + (0,y) pode escrever-se como z = x + iy € que as

operagbes acima foram definidas de modo que o0s “numeros complexos” da forma
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z = x + iy somem-se e multipliguem-se da maneira usual, com o cuidado de notar que
i = —1.

O corpo Q(7) € chamado corpo dos numeros complexos racionais.

Exemplo 3.4. [Exemplo 4 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O conjunto Q(¢), das fungdes
p(t)
q(t)’

identicamente nulo, com as operagdes usuais:

racionais r(t) = onde p e ¢ sao polinbmios com coeficientes racionais e ¢ ndo

pi(t) | pa(t)  pi(t)@(t) + ai(t)p2(t)

a® e el
e
pi(t) p(t) _ pr(D)pa(t)
at) @)  al)e)
€ um corpo.

Teorema 3.1. Em R e qualquer corpo. Verifica-se:
1. O elemento neutro aditivo é unico.
2. O elemento inverso aditivo é unico.
3. O elemento neutro multiplicativo € unico.
4. O elemento inverso multiplicativo € Unico.
Demonstracao.

1. Suponhamos que exista ¢’ € R tal que

x+¢e =z, paratodo z € R. (3.1)
Temos
A !/ o !
e = e+e = et+e = e
(A4) (A3) (3.1)
Logo, ¢ =e.

2. Suponhamos que exista i’ € R tal que

r+y =e. (3.2)
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Temos
/ _ / _ /
Yy = vVte =y +(@+y)
(A4) (A5)
= WHa)+ty=(v+y)+y
(A2) (A3)
= e—|—y = y—|—e =y
(3.2) (A3) (A4)
Logo, v = y.
. Suponhamos que exista i/ € R tal que
xr-u =z, paratodo z € R. (3.3)
Temos
/ / /
W = = =
(M4) (M3) (3.3)
Logo, i/ = p.

. Suponhamos que exista 2z’ € R tal que

z-7 =p (3.4)
Temos
/ o / o /.
2= Zpu =72 (x-2)

(M4) (M5)

(M2) (M3)

= Wz .=z =z

(3.4) (M3) (M4)
Logo, 2/ = z. [ |

O item 1 e item 3 do Teorema 3.1, encontra-se no Teorema 4.2 em

(BARTLE, 1976). Enquanto o item 2 e item 4 do Teorema 3.1, encontra-se no Teorema

4.3 em (BARTLE, 1976).

Observacao 3.2.

1. Pelo Teorema 3.1, o neutro aditivo € chamado zero e denota-se por "0". O inverso

Versdo Fi nal Honol ogada
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Denotaremos a soma x + (—y) por x — y, a qual chamaremos de diferenga entre

T ey.

Se y # 0, o produto zy~* sera denotado por * & chamaremos de quociente de x
Y

por y.

As operacoes
X
(:E,y) —r—y € (xvy) — g
chamam-se, respectivamente, substracdo e divisdo. Claramente, a divisao de x

por y s6 faz sentido quando y # 0 pois, 0 numero 0 ndo possui inverso multiplica-

tivo.

Dado z € R e n € N, denotaremos 2" = z-z---x. Em particular, 2> = z -z e
S—_——
n-Vezes

O préximo teorema € demonstrado com o propdsito de explicitar o uso

correto dos axiomas de um corpo.

Teorema 3.2. Para quaisquer z, vy, z € R, verifica-se:

9.

10.

. Ser+y=x+zentdo, y = z.

—(—x) = z.

Sex #0exy=uxzentdo, y = z.

. Sez #0entdo, (z71)"! = 1.

z-0=0=0"=x.

Se zy =0entdo, z =00ou y = 0.

Se 22 = y? entdo, v = +y.

Demonstracao.
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1. Por hipétese, temos que

rT+y=z+z. (3.5)

Desta forma, obtemos:

dai, pela unicidade do elemento inverso aditivo, temos que —(—xz) = z.

3. Por hipétese, temos que = # 0 e

T-Yy=x-z (3.6)
Desta forma, obtemos:
— . P . . 1
y = yl=y(z-a7)
(M4) (M5)
_ 1 _ . -1
N, (y-z) a7t = (z-y)x
(M2) (M3)
— . -1 _ ) -1
= (rx-z)x (z-z) x
(3.6) (M3)
= z-(v-z) = 2-1_= =z
—~— N A
(M2) (M35) (M4)
4. Segue do item 4 do Teorema 3.1 que
b =zt =1
—~— —~—
(M3) (M4)

dai, pela unicidade do elemento inverso multiplicativo, temos que (z~1)~! = z.
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5. Temos
v 0 = w0+0 = @ 0+ (z+ (—x))
(A4) (45)
= @ 0+z)+(-2) = (v-0+z 1)+ ()
(A2) (M4)
N 0+1)+(—2) = 2 -1+ (—x)
(D) (A4)
NP +(—z) =0
(M4) (A5)
e, por (M3),temos 0-xz =z -0 = 0.
6. Por hipbtese, temos que
xy = 0. (3.7)

Assim, se x = 0 ndo ha nada a mostrar. Por outro lado, se = # 0 tem-se

—_

N o1
y-(x-x27) = (y-z)-x 0-x 0.

INSDLAR Ny
(M4) (M5) (M2) (3.7) item 5

7. Segue do item 2 do Teorema 3.1 que

x4+ (—1x

dai, pela unicidade do elemento inverso aditivo, temos que (—1)z = —x.

8. Segue do item 2 do Teorema 3.1 que

vy +a(-y) v+ (-y)) v 0 = 0
(D

N
&
=
(0]
3
S}

dai, pela unicidade do elemento inverso aditivo, temos que z(—y) = —(xy). Analo-

gamente,

Desta forma, pela unicidade do elemento inverso aditivo, temos que
(—z)y = —(zy).

9. Pelo item 8 e item 2, temos que
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10. Por hipétese, temos

Assim, tem-se

(D) (A5) (3.8)
Logo, pelo item 6, temos que = = +y. [

Os itens 2, 5 e 7 do Teorema 3.2, encontram-se no Teorema 4.5 em
(BARTLE, 1976). J4 os itens 4, 6 e 9 do Teorema 3.2, encontram-se no Teorema 4.6
em (BARTLE, 1976).

3.2 O corpo ordenado dos numeros reais

Em R, consideremos o conjunto Rt C R chamado conjunto dos nume-

ros reais positivos, que satisfazem as duas propriedades seguintes:
(F1) =, y € Rt entdo, z +y € Rt e zy € R*.

(F2) (Tricotomia) Se = € R entédo, uma, e s6 uma, das trés seguintes condigdes sao

satisfeitas:

(@ z=0; (b) z € RT; (c) —z e R*.

Observacao 3.3. Um corpo F, no qual se destaca um subconjunto P C F' que satisfaz
as propriedades (F1) e (F2), é chamado corpo ordenado. Portanto, R é um corpo

ordenado.

Exemplo 3.5. [Exemplo 5 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] Q € um corpo ordenado no
qual o conjunto
P:{ge(@; pqu}
satisfaz as propriedades (F1) e (F2). De fato, se z,y € P entéo,
r="le Y= BRep
q1 q2

com p1q1, p2q2 € N. Desta forma, como

+
x—i—y:&—k@:pl% qip2

q1 q2 q1492
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entao,

(p1g2 + @1p2)(142) = (P101) @5 + @5 (p2ga) € N

assim, x +y € P. Também, como

D1 D2 P1p2
‘ry = = —
q1 42 q1492
entao,
(p1p2)(1g2) = (p1g1)(p2q2) € N.
Dai, zy € P.

Finalmente, dado qualquer = € Q entéo, =z = g € Q para alguns p,q € Z, com g # 0.

Agora temos a seguintes possibilidades:

. Sep:0entéo,x:]3:0.

q

. SepeNequentéo,pqu.Logo,ngeP.

p_—p

* SepeNe —qeNentdo, (-p)g =p(—q) € N. Logo, —z = 0= € P.
5 Y 2 4
*+ Se —p e Neqe Nentéo, (—p)q € N. Logo, _x__g_YGP'
+ Se —peNe —qeNentdo, pg = (—p)(—q) € N. Logo, z = - € P.
q

Portanto, temos mostrado que se = € Q entéo, pelo menos uma das afirmacdes (a), (b)
e (c) é satisfeita.
Resta mostrar que para = € Q ndo mais do que uma das afirmagdes (a), (b) e (c) é

verdadeira.

. Sex:Oex:EcompqeNentéo,p:OoquecontradizozpqeN.
q

. Sex:Oex:—2—9compqeNentéo,p:Ooquecontradizo:pqeN.
q

eSer=—Plegy—_P entdo, p1q2 = —p2q1. LOgo,

a1 q2

—p3qi = (—p2q1) (P201) = (P162) (P201) = (P11) (p2g2) € N
0 que é uma contradicao.
Portanto, ndo mais do que uma das afirmacdes (a), (b) e (c) é verdadeira para quaisquer

x € Q.
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Exemplo 3.6. [Exemplo 6 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O corpo Q(t) pode ser
p(t)

ordenado da seguinte maneira: uma fragdo r(t) = a0 é dita positiva quando, no
polindmio pq, o coeficiente do termo de mais alto grau for positivo. O conjunto P das
fracOes positivas segundo esta definicdo cumpre as condigdes (F1) e (F2).

Se denotamos por R~ ao conjunto dos = € R tais que —z € R™, por
(F2), temos que
R={0} URTUR"

e esta unido é disjunta dois a dois. Os elementos de R~ sdo chamados numeros reais

negativos.

Observacao 3.4. Se z # 0 entdo, 22 € R*. De fato, como = € R com = # 0 entdo,

reRTouxreR.

« Se z € Rt entéo, por (F1), temos que 2> = - x € R™.

« Se x € R~ entdo, —z € R™. Logo, por (F1), temos z? = (—z)(—z) € RT.
Em particular, 1 € RT pois, 1 = 12.

Exemplo 3.7. [Exemplo 7 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O corpo Z, nao pode ser
ordenado pois, 1 + 1 = 0 enquanto em um corpo ordenado 1 deve ser positivo e a soma
de dois elementos positivos deveria ainda ser positiva. Também o corpo Q(7) ndo possuli
uma ordenagéo compativel com suas operagdes pois, i> = —1. Em um corpo ordenado,

nenhum quadrado pode ser negativo e —1 sempre é negativo (ver Observacéao 3.4).
Definicao 3.1. Sejam =,y € R, dizemos que:

1. x € menor que y, 0 que denotamos = < y se, e sO se, y — x € RT.

2. x € menor ou igual a y, 0 que denotamos = < y se, e s6 se, x < y ou = = y.

3. = é maior que y, 0 que denotamos = > y se, e sé se, y < .

4. x € maior ou igual a y, 0 que denotamos = > y se, e sé se, y < .
Em particular, z > 0 quer dizer que z € R*. Enquanto = < 0 significa —x € R™.

Teorema 3.3. Sao satisfeitas as seguintes propriedades:
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1. (Transitividade) Se = < y e y < z entao, x < z.

2. (Tricotomia) Se z,y € R entdo, uma e sé uma das seguintes trés condicbes sao

satisfeitas:

(@) x=uy; (b) = < y; () = >y.

3. (Monotocidade da adicdo) Se = < y entdo, r + z < y + z, paratodo z € R.

4. (Monotocidade da multiplicacdo) Se © < y e z > 0 entdo, zz < yz. Também, se

r<yez<0entdo, rz > yz.
Demonstracao.
1. Comoz <yey<z temosquey —z € R" e z—yeR". Por (F1), tem-se
z—x=(2—y)+ (y—x) ERT.
Dai, z < z.

2. Como = — y € R, por (F2), uma, e sé uma, das seguintes trés condicbes sao

satisfeitas:
r—y=0, wz-yeR", y—o=—(r—y)eR".
Equivalentemente, uma, e s6 uma, das seguintes trés condi¢cdes sdo satisfeitas:

T =1y; Yy < x; T <y.
3. Como z < y, temos que y — z € R*. Assim, tem-se
(y+z2)—(z+2)=y—xeR".
4. Ser<yez>0,temosquey —xr €R"ez=2—0¢€R". Por(F1), obtemos
yz—xz = (y — 1)z € RT.

Dai, tem-se xz < yz. Poroutro lado,se z < ye z < 0entdo,y—z € R* e —z € R*.

Logo, por (F1) e pelo item 8 do Teorema 4.2,
vz —yz = —[yz —wz] = —[(y — 2)2] = (y — x)(—2) € R

Assim, yz < xz, equivalentemente, zz > yz. [
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O item 1 e item 2 do Teorema 3.3, encontra-se no Teorema 5.4 em
(BARTLE, 1976). Enquanto, o item 3 e item 4 do Teorema 3.3, encontra-se no Teorema
5.6 em (BARTLE, 1976).

Teorema 3.4. Dados x,y, 2,y € R, verifica-se:
1. Sezx<yer <y entdo,z+2' <y+vy.
2.Se0<z<yel<a <y entdo, zz’ <yy'.
3. Se0<a<yentdo, y ' <z L.

Demonstracao.

1. Pelo item 1 e item 3 do Teorema 4.3, temos que

42 <y+2 = d+y<y+y = y+vy.
(43) (43)

Dai,z+2' <y+y.

2. Pelo item 1 e item 4 do Teorema 4.3, desde que 0 < x e ¥’ > 0, obtemos

Assim, zz’ < yy'.
3. Primeiro mostremos o seguinte:

Afirmacao 3.1. Se z > 0 entéo, 27! > 0.

De fato, suponhamos que 2! > 0.Se 2! =0entdo,0 =0-z=z2"'2=10que é

um absurdo. Se z~! < 0, como z > 0, pelo item 4 do Teorema 4.3, temos
l=z212<0-2=0

0 que claramente é um absurdo.

Assim, como z > 0 e y > 0, da Afirmacgéo 3.1, temos que == > 0 e y ! > 0 Logo,

por (F1), y~tz~1 > 0. Agora, pelo item 4 do Teorema 4.3, temos

y =y 1=y ) =2y ) <yly a7l = (yy )z
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O item 1 e item 3 do Teorema 3.8, encontra-se, respectivamente, no
Teorema 5.6 em (BARTLE, 1976) e na Proposicédo 1.18 em (RUDIN, 1976).

Observacao 3.5. Como 1 > 0,segue-sel <1+1<1+1+1<---. Podemos entao
considerar N C R. Note também que, se n € N C R e, como 0 € R, entdo, —n € R.

Logo, Z C R. Além disso, se m,n € Z com n # 0 entéo,

m
— =mn'eR.
n

Isso nos permite considerar que Q C R. Portanto, NC Z C Q C R.

Exemplo 3.8. [Desigualdade de Bernoulli, Exemplo 1 do Capitulo 2 em (LIMA, 2014)]
Sexr > —1en e N entao,

(1+2)" > 1+ nz.

De fato, dado = > —1, consideremos:
X={neN (1+2)">1+nz}.

Note que,
l+z)=1+x=1+1-2=1€X.
Supondo que n € X, temos

(1+2)" = (1+2)"(1+2)
(1+nz)(1+2) (pela hipotese indutiva)

v

1+ 2+ nz + nz?

v

1+2+nx

1+ (n+1)x.

Dai, n + 1 € X. Portanto, X = N.
O exemplo anterior sera utilizado no préximo capitulo.

Definicao 3.2. Seja x € R. O valor absoluto (ou mdédulo) de x, denotado por |z|,
define-se por
r sexz>0

|z| =
—x sezxz<0.

Em outra palavras, |z| = max{x, —x} € 0 maior dos niUmeros reais = e —z.
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Teorema 3.5. Verifica-se:

8.

9.

. |z| >0, para todo z € R.

|z =0< x=0.
|z|> = 22, para todo z € R.
|zy| = |z| - ly|, paratodo x,y € R.

|z +y| < |z| +|y|, paratodo z,y € R.

. —|z| <z <|z|, paratodo x € R.

‘]m\ — |y|‘ < |z —y|, paratodo z,y € R.
|r — z| < |z —y|+ |y — 2|, para quaisquer z,y, z € R.

|t —a|<ase,esdOse,a—a<z<a+ta.

Demonstracao.

. Sez > 0entdo, || = x > 0. Se x < 0 entdo, |z| = —= > 0. Em qualquer caso,

|z| > 0.

Se = = 0 entdo, |z| = 0. Reciprocamente, se |z| = 0. Logo, pela tricotomia, = = 0,

x > 0oux < 0. Suponha que = # 0 entao,

* sex > 0entdo, 0 = |x| = = > 0 0 que € uma contradigao.

* sez < 0 entdo, 0 = |z| = —z > 0 0 que, também, & uma contradigéo.
Portanto, x = 0.

Se z > 0, temos |z|? = z%. Se x < 0 entdo, |z|* = (—z)? = 2°. Em qualquer caso,

|z|* = 2.
Sejam x,y € R. Pelo item 3, temos

zy? = (zy)? = 2%y* = |z - |y|* = (Jz] - [y])?

e, pelo item 10 do Teorema 3.2, temos |zy| = |z| - |y|.
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5.Sex+y > 0,temosque |z +yl = +y < |z| + |y|. Se z +y < 0, tem-se
lz+y| =—(x+y) = —x—y < |z|+ |y|. Em qualquer caso, temos |z +y| < |x| + |y

6. Como z, —z < |z|, temos que —|z| < = < |x|.
7. Pelo item 4, temos que
[z =z —y) +yl < |z —yl+yl = |o] = |y| < |z —yl.
Analogamente, pelo item 4, tem-se
yl =1y —2)+ [ <|y—=[+ |yl = |yl - =] < |y — 2.

Agora, pelo item 3, temos |y — z| = |(-1)(z —y)| = | = 1] - |x — y| = |z — y|. Assim,
obtemos
=2l =Ty, [z =yl < [z —yl.

Dai,

2l = Jyl| < = — 9.

8. Basta observar que x — z = (x — y) + (y — 2) e, usando o item 4, temos
[z —z[=[z-y)+ -2 <]z —y[+]y -2l

9.Se |r—a| < aentdo,z—a <ae —(r—a) <a Dal,a—a <z <a+a.
Reciprocamente, sea —a <z <a+aentédo,z —a < a e —(x —a) < a. Logo,

|z —al| < a. |

Os itens 4, 5, 7 e 8 do Teorema 3.5, encontram-se provados no Teorema
2 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009). O item 9, encontra-se demonstrado no Teorema 2 do
Capitulo 2 em (LIMA, 2014).

Para a,b € R com a < b, 0s intervalos sdo subconjuntos dos numeros

reais, definidos por:

(i) [a.b) = {z €R; a <z <b}. (V) | —00,b) = {z € R; z < b}.
(ii) Ja, b= {z € R; a < z < b}. (vi) | — o0, b[= {z € R; = < b}.
(iii) [a,b]= {z € R; a <z < b}. (vil) [a,+oo[= {z € R; a < x}.
(iv) Ja,b) = {z €R; a <z < b}. (viii) Ja, +oo[= {z € R; a < z}.
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(ix) ] — o0, 4o00[=R.
Observacao 3.6.

1. Os intervalos (i), (ii), (iii) e (iv) s&o limitados de extremos «a e b: (i) € um intervalo

fechado, (ii) é aberto, (iii) é fechado a esquerda e (iv) € fechado a direita.

2. Os intervalos (v), (vi), (vii), (viii) e (ix) s&o ilimitados: (v) é a semirreta esquerda
fechada de origem b, (vi) é a semirreta esquerda aberta de origem b, (vii) é a
semirreta direita fechada de origem a, (viii) € a semirreta direita aberta de origem

a e (ix) € a reta dos numeros reais.

3. Quando a = b, o intervalo fechado [a, b] se reduz a um Unico elemento e chama-se

um intervalo degenerado.

4. Usaremos a notagéo I,.(a) =la —r,a+r[e I.[a] = [a —r,a + 7].

3.3 O axioma do supremo

Nesta seg¢ao, introduziremos o axioma do supremo que sera de grande
relevancia na compreensao do Teorema 6.1.

Definicao 3.3. Seja X C R.

(i) Dizemos que X é limitado superiormente se, e s6 se, existe b € R tal que

x < b, paratodo x € X. O numero b é chamado cota superior de X.

(i) Dizemos que X é limitado inferiormente se, e sé se, existe a € R tal que a <

x, para todo z € X. O nimero a € chamado cota inferior de X.
(iii) Dizemos X é limitado se, e s6 se, X é limitado superior e inferiormente.
Teorema 3.6. Seja X C R. As seguintes afirmacodes sao equivalentes:
1. X é limitado.
2. X esta contido em algum intervalo limitado [a, b].

3. Existe £ > 0 tal que |z| < k, paratodo = € X.
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Demonstracao.

(1) = (2): Se X é limitado entdo, X € limitado superior e inferiormente. Logo, existem
a,b € Rtaisque a < x < b, paratodo =z € X. Dai, X C [a,b].

(2) = (3): Se X C [a,b], considerando k = max{|al, |b|, 1} > 0, temos que se x € X
entao,

—k<—la|<a<z<b<|b <k

Dai, |z| < k paratodo = € X.
(3) = (1): Se existe k > 0 tal que |z| < k para todo = € X, entdo —k < z < k para todo

x € X. Assim, X é limitado inferior e superiormente. Portanto, X é limitado. [

Exemplo 3.9. [Exemplo 9 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] O conjunto N dos numeros
naturais é limitado inferiormente em Q pois, N C [0, +oo[. Mas, ndo ¢é limitado superior-
mente em Q. De fato, dado qualquer = € Q, temos z= = g ondep € ZeqeZ— {0} Dai,

Ip| +1 € Ne|q| > 1. Assim, temos

x—ESIB’—MS\pIGPHL
g~ Iq

lq|

Do anterior, podemos concluir que o conjunto Z C Q nao é limitado superiormente nem
inferiormente. Existem corpos ordenados nos quais o conjunto N é limitado superior-
mente. Por exemplo, o corpo Q(t) das func¢des racionais, com a ordem introduzida no
Exemplo 3.6. O polindémio p(t) = ¢t € Q(t). Para todo n € N o coeficiente do termo de
mais alto grau de ¢t — n é positivo (grau 1), logo t — n € P. Logo, temos n < t qualquer
que sejan € N, isto é, p(t) = ¢t € uma cota superior para N em Q(¢). Portanto, o conjunto

N € limitado em Q(¢) com ordem introduzido no Exemplo 3.6.

Definicao 3.4. Seja X C R, X # () limitado superiormente. Um nimero b € R é

chamado supremo de X, o qual denotaremos por b = sup(X) se, e s0 se,

(S1) x < b, paratodo x € X. Isto é, b € cota superior de X.

(S2) Se b’ < bentao, existe x € X tal que VvV < z. Isto é, b € a menor cota superior.
Observacao 3.7. Se o supremo de um subconjunto ndo vazio de R existe, ele é Unico.

Definicao 3.5. Seja X C R, X # () limitado inferiormente. Um nimero a« € R é

chamado infimo de X, o qual denotaremos por a = inf(X) se, e s se,
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(1) a <z, paratodo x € X. Isto é, a é cota inferior de X.
(12) Se d’ > a entdo, existe x € X tal que = < d'. Isto é, a € a maior cota inferior.
Observacao 3.8. Se o infimo de um subconjunto ndo vazio de R existe, ele é unico.

Exemplo 3.10. Consideremos o intervalo I = [0, 1[. Logo, sup(/) =1 ¢ [ einf(I) =0 €
1.

Definicao 3.6.

1. Seja X C R, X # () limitado superiormente. Um nimero b € R é chamado maximo

de X, o qual denotamos por b = max(X) se, e s6 se, b =sup(X)eb e X.

2. Seja X C R, X # () limitado inferiormente. Um nimero a € R é chamado minimo

de X, o qual denotamos por a = min(X) se, e s6 se, a = inf(X) ea € X.

Exemplo 3.11. b é 0 elemento maximo do intervalo fechado [a, b] mas, o intervalo [a, b]

nao possui elemento maximo.

Vamos aceitar que o corpo ordenado R satisfaz a seguinte propriedade.
Axioma do Supremo: Todo subconjunto ndo vazio e limitado superiormente de nime-
ros reais, possui um supremo.

Um corpo ordenado F' € completo se verifica 0 axioma do supremo.

Assim R € um corpo ordenado completo.

Teorema 3.7. [Teorema 3 do Capitulo 1 em (LIMA, 2014)] Verifica-se:
1. N C R nao é limitado superiormente.
2. Se X = {%, n e N} entdo, inf(X) = 0.
3. Se a,b € R" entao, existe n € N tal que na > b.

Demonstracao.

1. Procedendo por contradicao, suponha que N é limitado superiormente. Pelo
axioma do supremo, existe b € R tal que b = sup(N). Como b — 1 < b, por (S2),
existe nyp € Ntal que b—1 < ng. Logo, b < ng+ 1. O que é absurdo pois, b = sup(N)

eng+1€N.
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1

. . 1
2. Claramente temos 0 < —, paratodon € N. Seja a’ > 0 entdo, — > 0. Agora,
n a

NPT : : 1 .
como N n&o é limitado superiormente, existe ny € N tal que — < ny. Logo, existe
a

1 :
no € Ntal que — < o’. Assim, por (I1) e (12), temos que 0 = inf(X).
no

3. Dados a,b € R*, temos que % € RT. Como 0 = inf(X), temos que existe ny € N

1
tal que — < . Portanto, b < nya. [ |
Un b

Num corpo ordenado F,como 1 > 0,temos1 < 1+1 < 1+1+1<...€0
subconjunto de F' formado por estes elementos €, portanto, infinito. Mais precisamente,
vamos mostrar que se pode considerar o conjunto N naturalmente imerso em F.
Denotemos 1 ao unico elemento neutro multiplicativo do corpo ordenado F'. Definamos
uma fungéo f : N — F pondo f(1) = 1p, f(2) = 1r + 1p, etc. A forma correta de definir
f € por indugéo fazendo f(1) = 1p e f(n+ 1) = f(n) + 1r. Por indugao verifica-
se que f(m+n) = f(m) + f(n) e que (como todos os valores f(n) sdo positivos)
m <p= f(m)< f(p). Assim, a fun¢do f : N — F define uma bijec&o do conjunto N
em N’ = f(N), formado pelos elementos 15, 1p + 15, 1p + 15 + 1, etc. Costuma-se
identificar N’ com N e considerar os numeros naturais contidos em F'. Assim, temos
N C F' e voltamos a escrever 1, em vez de 1.

A seguir, mostraremos que o itens do Teorema 3.7 sdo equivalentes

em qualquer corpo ordenado.

Teorema 3.8. [Teorema 3 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] Seja F' um corpo ordenado

(ndo necessariamente completo), as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
1. N C F nao é limitado superiormente.
2. Se a,b e Fcoma > 0 entdo, existe n € N tal que na > b.
3. Dado qualquer a > 0 em F, existe n € N tal que 0 < % <aemF.

Demonstracao.

(1) = (2): Como N néo é limitado superiormente, existe n € N tal que g < n. Logo,
b < na.

(2) = (3): Dado @ > 0, por hipétese, existe n € N tal que 1 < na. Dai, 0 < % < a. Logo,
inf X = 0.
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(3) = (1): Dado b > 0, temos que % > 0. Por hipétese, existe n € N tal que % < % entao,
b < n. Desta maneira, nenhum elemento positivo em F' pode ser cota superior. Logo, N
nao € limitado superiormente. [
Um corpo ordenado F' chama-se Arquimediano quando nele é valida
qualquer das trés condicdes citadas no Teorema 3.8. Assim, pelo Exemplo 3.9, o
corpo Q dos numeros racionais € Arquimediano. Entretanto, o corpo Q(¢) das func¢des
racionais, com a ordem introduzida no Exemplo 3.6, € ndo Arquimediano. Também,

pelo Teorema 3.7, temos que R € Arquimediano.

Teorema 3.9. [Principio dos intervalos encaixantes. Teorema 4 do Capitulo 2 em (LIMA,
2014)] Seja {I,}.cy uma familia enumeravel de subintervalos limitados e fechados

I,, = [an, b,] tal que,
L2I,D>---21,2--- (propriedade de encaixe).
Entao, existe pelo menos um numero real ¢ tal que, ¢ € I, paratodo n € N.

Demonstracao. Como [, O I,,;; paratodo n € N entéo, [a,, b,] 2 [an+1, byt1] para todo

n € N. Dai, a,, < apy1 < b1 < b, paratodon € N. Consideremos A = {a,; n € N}.
Claramente, ) # A C R e a, < b; paratodo n € N. Isto é, A é limitado superiormente.

Pelo axioma do supremo, existe ¢ € R tal que ¢ = sup(A). Dai, temos

a, < ¢, paratodon € N. (3.9)
Por outro lado, qualquer b,, é cota superior de A. Logo, tem-se

¢ < b, paratodon € N. (3.10)
Assim, de (3.9) e (3.10), obtemos

a, < c<b,paratodon € N.

Portanto, ¢ € I,, para todo n € N. [ |
Teorema 3.10. [Teorema 5 do Capitulo 2 em (LIMA, 2014)] R ndo é enumeravel.

Demonstracao. Suponhamos que R € enumeravel. Logo, existe f : N — R bijetiva.
Vamos construir indutivamente uma familia numeravel de intervalos fechados e limitados

I, tal que,
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1. 2L --.
2. f(n) ¢ I, paratodon € N.

De fato, como f(1) € R, existe a; € R tal que f(1) < a;. Tomando
by = a; + 1, temos que f(1) ¢ [a1,b,] =: I;. Suponha que temos construido intervalos
fechados e limitados I, I»,- - - , I, satisfazendo I, D I, O --- D I,,,com f(1) ¢ I, f(2) ¢

I, ..., f(n) ¢ I,. Vamos construir o intervalo ,,.;. Sabemos que, f(n + 1) € R. Logo,

existem duas possibilidades:
(i) Se f(n+1) ¢ I, entdo, consideramos 1,1 := I,,.
(i) Se f(n+1) € I, = [an, b,), temos trés casos:
(a) Se f(n+1) = a,, consideremos

an + b,
Apt1 = 5 e bn-‘,—l =b,.

Segue que, f(n+ 1) ¢ [ani1,bpi1] == Ly

(b) Se f(n+1) =1b,, consideremos

a, + b,
Apit1 = Ap e bn+1 = .
2
Segue que, f(n+1) & [ani1, bpi1] = Lny1-
(c) Sea, < f(n+1) <b,, consideremos
1)+ b,
Any1 = % e bn—l—l = bn-

Segue que, f(n+ 1) ¢ [ani1,bpi1] == Lnia-

Desta maneira, temos construido a familia enumeravel de intervalos fechados e limi-
tados com a propriedade de encaixe. Pelo Teorema 3.9, temos que existe ¢ € R tal
que ¢ € I,, paratodon € N. Por outro lado, como c € Re f: N — R é sobrejetiva,
existe ng € N tal que ¢ = f(ny). Note que ¢ = f(no) € I,,, 0 que contradiz a constru¢éo
realizada. Portanto, R é ndo enumeravel. [
Um numero real chama-se irracional quando nao é racional. Deno-
taremos por I ao conjunto dos nameros irracionais. Agora, como R = QU e Q é
enumeravel, temos que, pelo Teorema 3.10, I € ndo enumeravel. Entdo poderiamos

dizer que, existem “mais” numeros irracionais que racionais.

Versdo Fi nal Honol ogada

16/ 06/ 2023

22: 20



62

Denotemos P = {2m; m € Z} o conjunto dos nimeros pares inteiros e
I ={2m —1; m € Z} o conjunto dos nimeros impares inteiros. Claramente Z = P U [
e esta uniéo é disjunta.

A seguir, mostremos o seguinte lema que nos sera util.

Lema 3.1. Dado p € Z verifica-se:

(i) Sep e Ientdo, p?el.

(i) Se p? e P entdo, p € P.
Demonstracao.

(i) Como p € I entdo, existe m € Z tal que p = 2m — 1. Logo,

pPP=02m -1 =4m’> —4dm +1=22m* —2m +1) — 1
e, como 2m? — 2m + 1 € Z, temos que p? € 1.

(i) Suponhamos que p ¢ P entdo, p € 1. Por (i), temos que p? € I. O que é absurdo

pois, p* € P. [
Lema 3.2. [Lema do Capitulo 3 em (LIMA, 2009)] Nao existe d € Q tal que d* = 2.

Demonstracao. Suponha que exista d € Q tal que d*> = 2. Como d € Q, existem p € Z
eq € Z,comgq=#0,talqued= P ¢ uma fracao irredutivel (isto é, p e ¢ ndo tem fatores
q

comuns). Assim, como d? = 2, pelo Lema 3.1, temos
p\* . -
(—) =2=p’=2@=>p’€cP=pecP.
q
Agora, como p € P, existe n € Z tal que p = 2n, onde n € Z. Logo, temos
t=p’ =2 =>¢@=m*ecP=qcP.

Dai, p e ¢ sédo pares. O que é absurdo pois, p e ¢ ndo tem fatores comuns. [ |
Portanto, pelo Lema 3.2, o nimero d € R que satisfaz d> = 2 deve ser

irracional.

Exemplo 3.12. [Distincdo entre R e Q, Exemplo 9 do Capitulo 3 em (LIMA, 2009) e
Teorema 6.8 em (BARTLE, 1976)] Sejam A = {p € QT; p* <2} e B={p € Q*; 2 < p*}.
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Notemos primeiramente que, se = > 2 entdo, z? > 4. Logo, =z ¢ A. Dai, A C [0,2].
Portanto, A € um subconjunto limitado em Q. Por outro lado, como B C]0, +ocl, temos
que B s0 é limitado inferiormente em Q. Mostraremos que ndo existem sup A nem inf B

em Q. Para isso, utilizaremos as seguintes afirmacgdes:
Afirmacao 3.2. A ndo possui elemento maximo e B nao possui elemento minimo.

De fato, para cada p € A, podemos encontrar um g € A tal que p < ¢. E, para cada
p € B, podemos encontrar um ¢ € B tal que ¢ < p. Para fazer isso, associamos a cada

p € Q" o nimero
pPP—2 2p+2

=p— = ) 3.11
q p+2 p+2 ( )
Entao,
2(p” - 2)
2922 = 3.12

« Se p € A entdo, p* < 2. Por (3.11), temos que ¢ > p e, (3.12) mostra que ¢* < 2.

Isso mostra que ¢ € A.

« Se p € B entao, 2 < p?. Por (3.11), temos que 0 < ¢ < p e, (3.12) mostra que

2 < ¢*. Logo, g € B.
Afirmacao 3.3. Sepc Ae g€ Bentao, p < q.

De fato, como p? < 2 < ¢?, temos que p* < ¢>. Ou seja, (p — ¢)(p+q) = p* — ¢* < 0. E,
como p + g > 0, obtemos que p < g.

Agora, usando as afirmagdes anteriores, mostraremos que n&o existem sup A nem
sup B.

Suponhamos que exista a = sup A. Dai, necessariamente, a > 0 e temos as seguintes

possibilidades:

» Se a? < 2 entdo, a € A. Como a = sup A, a seria 0 elemento maximo de 4, o que

contradiz a Afirmagéo 3.2.

« Se a® > 2 entdo, a € B. Pela Afirmacgao 3.2, B ndo possui elemento minimo entéo,
existe b € B com b < a. Agora, pela Afirmacéao 3.3, temos que p < b < a para todo

p € A, 0 que contradiz que a = sup A.

+ Se a* = 2, pelo Lema 3.2, ndo existe nimero racional com esta propriedade.
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Consequentemente, o subconjunto A ndo possui supremo em Q.
Analogamente, suponhamos que exista b = inf B. Dai, necessariamente, b > 0 e temos

as seguintes possibilidades:

« Se 2 < b? entdo, b € B. Como b = inf B, b seria o elemento minimo de B, o que

contradiz a Afirmagéo 3.2.

« Se b? < 2 entdo, b € A. Pela Afirmacao 3.2, A ndo possui elemento méaximo entéo,
existe a € A com a < b. Agora, pela Afirmacéo 3.3, temos que a < b < p para

todo p € B, o que contradiz que b = inf B.
« Se b? = 2, pelo Lema 3.2, ndo existe nimero racional com esta propriedade.

Portanto, o subconjunto B ndo possui infimo em Q.

Finalmente, mostremos que existe a € R tal que a*> = 2. De fato, consideremos o
conjunto S = {a € RT; a* < 2}. O conjunto S é limitado superiormente (pois, S C [0, 4])
e, claramente nao vazio (pois 1 € S). Pelo Axioma do supremo, existe = € R tal que
r = sup X. Claramente z > 0. Vamos mostrar que = = 2. Caso contrario, 2> # 2. Assim,

temos duas possibilidades:
2 — a2
2+ 1

. Nesse caso, temos

+ Se z? < 2, como
1 2— g2

<
n 2r+1

> 0, pelo Teorema 3.7, temos que existe n € N tal que

1\? 2 1 27 + 1
(a:—ir—) ::c2+—x+—2<x2—|— Tt <2*+(2-2%) =2
' n mn

, 1 .
Dai, x + — € S, 0 que contradiz o fato de = = sup S.
n

2
xs — 2
« Se 22 > 2, como

> 0, pelo Teorema 3.7, temos que existe m € N tal que

1 292 ) 1 .
— a . Desde que = = sup S, existe sq € S tal que r — — < sq. Assim,
m m

obtemos

2 2 1 1)?
g2 L2 2y - (o2 <2
m m  m?2 m 0

Dai, s2 > 2, o0 que contradiz o fato de s, € S.

Desde que excluimos as possibilidades que z? < 2 e 22 > 2, mostramos que 2 = 2. O

namero = escreve-se x = \/§
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Corolario 3.1. [Corolario do Teorema 5 do Capitulo 2 em (LIMA, 2014)] Todo intervalo

nao degenerado é ndo enumeravel.

Demonstracao. Observe que todo intervalo ndo degenerado contém um intervalo

aberto |a, b|. Consideremos a fungédo f :] — 1, 1[—]a, b[ dada por,

flz) = (b;a)x+a~2%b'

Como toda fungéao linear ndo constante € uma bijecédo, temos que f é uma bijecao.
Assim, basta mostrar que o intervalo aberto | — 1, 1| € ndo enumeravel. Agora, a fungéo
¢ : R —] —1,1], dada por

T

T) = ———,
=1

€ uma bijecao, cuja inversa é ¢ :] — 1, 1[— R, definida por

Y
) =1 m
De fato,
Y
1 —
e(¥(y) = ¢ ( 4 ) = vl _ y, paratodo y €] — 1,1]
L=lyl) 1yl
1—y|
e
T
_ r N _ el
Y(p(z)) =2 (1 n |x|> N z, para todo = € R.
1+ |z|
Portanto, pelo Teorema 3.10, segue-se que | — 1, 1] é ndo enumeravel. [

Teorema 3.11. [Teorema 6 do Capitulo 2 em (LIMA, 2014)] Todo intervalo ndo degene-

rado I contém nUmeros racionais e irracionais.

Demonstracao. Note que, pelo Corolario 3.1, I contém nameros irracionais caso con-
trario, seria enumeravel. Para mostrar que I contém numeros racionais, consideramos
[a,b] € I com a < b podendo ser supostos irracionais. Como b — a € R™, e, pela parte 3

do Teorema 3.7, temos que existe ny € N tal que

b—a> . (3.13)

o
Por outro lado, n&o é dificil provar que

m m+1
R = — .
U |:n0’ Un :|

mEZ
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Agora, como a € R entédo existe mq € Z tal que

™o ML (3.14)
o o
Por (3.13) e (3.14), temos que
1
motl_mo 1 b (h-a)=b (3.15)
no o no
Finalmente, por (3.14) e (3.15), tem-se ™2 ¢Jq, b[C [. [ |

Neste capitulo, foi introduzido o conceito de corpo Arquimediano e a
importante propriedade dos intervalos encaixantes. Esses sao parte da listagem das
equivaléncias ao axioma do supremo.

Também, o corpo dos reais (ordenado) foi caracterizado com um atri-
buto intrinseco que o diferencia do Q. Este atributo de “completeza” em relacao ao
corpo Q é possivel gragas ao axioma do supremo. Esta distingdo entre R e Q foi
apresentada no Exemplo 3.12 e ficou claro que Q € um corpo ordenado que nao possuli
a estrutura de completeza que R possui.

No entanto, apesar de formalmente elegante, esta caracterizagéo de R
possui um aspecto abstrato de dificil compreenséo para estudantes de licenciatura em
geral.

Muito mais intuitivo é o conceito de sequéncias. No resultado principal
de particular interesse sao sequéncias de Cauchy. Uma revisdo sobre este tema é

apresentada no capitulo seguinte.
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4 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Neste capitulo, introduziremos o conceito de sequéncias de numeros
reais, nocao de limite de sequéncias e o importante conceito de sequéncia de Cauchy.
Este ultimo conceito sera de grande destaque no entendimento do resultado principal

dessa monografia. As referéncias bases deste capitulo sao (LIMA, 2009; LIMA, 2014).
4.1 Limite de uma sequéncia
O limite de uma sequéncia € um dos tépicos mais antigos de analise

matematica, a qual formaliza rigorosamente o conceito de sequéncia convergente.

Definicao 4.1. Uma sequéncia de numeros reais € uma fungado =z : N — R que
associa a cada n € N um ndmero real z,, := z(n), x,, € chamado n-ésimo termo da
sequéncia. Denotaremos por “(z,,)” esta sequéncia de numeros reais. Outras nota¢des

880: x = (T1,T9,...,&n,...) OU T = (Tp)nen-

N&o se deve confundir a sequéncia = com o conjunto z(N) dos seus

termos. Para este conjunto, usaremos a notagao =(N) = {xy, 22, ..., z,,.. . }.
Definicao 4.2.

1. Dizemos que (z,) é limitado superiormente se, e sO se, existe ¢ € R tal que

x, < c; paratodon € N.

2. Dizemos que (z,,) é limitado inferiormente se, e sO se, existe ¢ € R tal que

¢ < x,; paratodon € N.

3. Dizemos que (z,) é limitado se, e sé se, é limitado superior e inferiormente. Ou

seja, existem o, f € R tal que, a < z,, < g; paratodon € N.

Observacao 4.1. Considerando X = {z,; n € N} C R, pelo Teorema 3.6, (z,) €

limitado se, e so se, existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todo n € N.

Exemplo 4.1. Seja a > 1. Considere z,, = a™, como a > 1 entdo, a* > a e, também,

a® > a?. Por indugéo prova-se

a<a’<ad<ad <...
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segue-se que, (a") é limitado inferiormente.
Afirmacao 4.1. («") ndo é limitado superiormente.

De fato, suponhamos que (a") é limitado superiormente. Logo, existe ¢ > 0 tal que
a" < ¢, paratodon € N. (4.1)

Sejad =a—1> 0entdo, a = 1 + d. Pela desigualdade de Bernoulli (Exemplo 3.8),

temos que

a®=(1+d)" > 1+ nd, paratodon € N. (4.2)
Pelo Teorema 3.7, existe ny € N tal que
nod > c. (4.3)
Logo, de (4.2) e usando (4.3), tem-se
a®=(1+d)"™>14+ned>14+c>c
O que contradiz (4.1).
Definicao 4.3.

1. Dizemos que a € R € o limite de (z,,) se, e SO se, para todo ¢ > 0, existe ny € N

tal que |z, — a| < € sempre que n > n,. Este a € R serd denotado ¢ = lim z,,.

n—oo
2. Uma sequéncia que tem limite é chamada convergente.

3. As sequéncias que nao sao convergentes sao chamadas divergentes.

Teorema 4.1. [Teorema 1 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)] O limite de uma sequéncia

convergente € Unica.

Demonstracao. Seja (x,,) convergente entao, existe a € R tal que

lim z, = a. (4.4)

n—oo

Suponhamos que existe b € R tal que

lim x, = b, (4.5)

n—0o0
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com b # a. Como € = |a — b| > 0, por (4.4), temos que existe n; € N tal que

—-b
n>n = |z, —al < |a2_|. (4.6)

Analogamente, por (4.5), temos que existe n, € N tal que

n>ny = |r,—bl < |a;b|' (4.7)
Tomando ng = max{n,n,} € N, de (4.6) e (4.7), temos
n>nyg=|b—al <|b—z,|+ |z, —a| < ]a;b[ + |a;b[
0 que é uma contradicdo. Portanto, o limite € unico. [ |

Definicao 4.4. Sejam k£ : N — N uma sequéncia estritamente crescente (isto é, se
ny < ng = k(ny) < k(ns)), e (x,) uma sequéncia. Dizemos que (zy, ), onde k,, = k(n), é

uma subsequencia de (x,,), 0 que denotamos por (z,) C (z,).

Exemplo 4.2. Seja z,, = (—1)", podemos considerar as subsequéncias z,, = 1 e

Top1 = —L.
Lema 4.1. Se k : N — N é estritamente crescente entao, k,, > n para todo n € N.

Demonstracao. Consideremos X = {n € N; k, > n}. Como k; € N, entéo k; > 1.
Logo, 1 € X. Suponhamos que n € X. Assim, temos que k,.1 > k, > n, OU seja,

kn.1 > n.Logo, k,.1 > n+1e, consequentemente, n + 1 € X. Portanto, X =N. H

Teorema 4.2. [Teorema 2 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)] Seja (z,,) uma sequéncia

que converge para a, entdo toda subsequéncia de (z,,) converge para a.
Demonstracao. Seja (z;,) C (x,,). Por hipétese, dado ¢ > 0, existe ny € N tal que
n>ny = |r,—al <e. (4.8)
Seja n > ny. Como k é estritamente crescente, pelo Lema 4.1 e por (4.8), temos que
kn > kny > no = |xg, —a| <e,
Assim, concluimos que nh_)rgo Ty, = a. [ |

Teorema 4.3. [Teorema 3 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)] Toda sequéncia convergente

é limitada.
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Demonstracao. Seja (z,,) convergente, entdo existe a € R tal que lim z,, = a. Assim,

n—oo

existe ng € N tal que

n>ny = |r,—al <1, (4.9)
dai, para n > ng, por (4.9), temos

|zn| = [y —a) + a] < |z, —a| +]a] <1+ |al.
Logo, para n > ny obtemos
|z, < 14 |al. (4.10)

Tomemos C' = max{|z1], |z2l, ..., |Tny_1], 1 + |a|} > 0. Assim, por (4.10), tem-se |z,| <
C paratodon € N. [ |

Observacao 4.2.
1. Uma sequéncia que nao é limitada, ndo pode ser convergente.

2. A reciproca do Teorema 4.3 ndo é verdade. De fato, considere z,, = (—1)".
Claramente, |z,| < 1 para todo n € N. Assim, (z,,) é limitada. Suponhamos que

(z,) € convergente. Tomemos xs, = 1 € x9,_; = —1 entéo,
lim z9, =1# —1 = lim x5, 4
n—oo n—oo
0 que contradiz o Teorema 4.2. Portanto, (x,,) € limitada e ndo é convergente.
Definicao 4.5. Seja (z,,) uma sequéncia.
1. Dizemos que (z,,) € mondtona crescente se x, < x,,, paratodo n € N.

2. Dizemos que (z,,) € monotona decrescente se x,, > x,.; paratodo n € N.

3. Dizemos que (z,) € mondtona se (x,) € mondtona crescente, ou monotona

decrescente.
Observacao 4.3.

1. Toda sequéncia monoétona crescente € limitada inferiormente. De fato, seja (z,,)

mondtona crescente entéo,
T STy S X3 <o Sy S

Logo, z; < z,, para todo n € N. Portanto, (z,) é limitado inferiormente.
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2. Seja (z,) sequéncia monotona crescente e suponha que existe (zx,) C (z,)
subsequéncia limitada entéo, (z,) é limitada. De fato, como (zy,) € limitada, existe

C > 0tal que
|zy, | < C, paratodo n € N. (4.11)

Agora, dado n € N, pelo Lema 4.1 e por (4.11), tem-se que
Ty <y, < g, | < C.
Portanto, z,, < C para todo n € N. Consequentemente, (x,,) é limitada.

3. Toda sequéncia mono6tona decrescente € limitado superiormente. De fato, seja

(z,) mondtona decrescente entéo,

Ty 2Ty 2 %3220

- - n

> ..
Logo, =; > z, para todo n € N. Portanto, (z,) € limitado superiormente.

4. Seja (z,) sequéncia monotona decrescente e suponha que existe (zy,) C (z,)
subsequéncia limitada entéo, (x,,) é limitada. De fato, como (z;,) é limitada existe

C > 0tal que
|y, | < C, paratodo n € N. (4.12)

Agora, dado n € N, pelo Lema 4.1 e por (4.12), tem-se que
Portanto, z,, > —C para todo n € N. Consequentemente, (x,,) é limitada.

Teorema 4.4. [Teorema 4 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)] Toda sequéncia monétona e

limitada € convergente.

Demonstracgao. Seja (z,,) monétona crescente e limitada. Logo, existe C' > 0 tal que

|z,| < C, paratodo n € N. Assim, pelo axioma do supremo, existe a = sup{x,; n € N}.

Afirmacao 4.2. lim z, = a.

n—o0

De fato, dado > 0, temos que a — ¢ < a Logo, a — ¢ ndo é cota superior entao, existe
no € N tal que

a—¢e <y <a, (4.13)

Versdo Fi nal Honol ogada
16/ 06/ 2023 22: 20



72

e como (z,) € mono6tona crescente, tem-se
n=ny= Tn, < Tp. (4.14)
De (4.13) e (4.14), obtemos
n>ny => a—e€< Ty, <z, <a<a-+te,

dai,

n>ny = —<€<x,—a<e,
ou equivalentemente, |z, — a| < € sempre que n > ny. [

Teorema 4.5. [Teorema de Bolzano-Weierstrass, Corolario do Teorema 4 em (LIMA,
2014)] Toda sequéncia limitada de numeros reais possui uma subsequéncia conver-

gente.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.4, basta mostrar que a sequéncia limitada (z,,) admite

uma subsequéncia monétona. Consideremos
X ={neN; z, >z, paratodo k > n}.

Claramente, X C N. Agora, temos dois casos:
Caso 1: X é finito. Seja np = max X (Se X = () considere ny = 0). Tomando k; = ng+ 1,
temos que k; ¢ X. Logo, existe k, > k; tal que zy, < xx,. Como ks > ng, entdo ky ¢ X.

Dai, existe k3 > k, tal que z, < xy,. Procedendo por indugéo, temos que
k1<l{72<l€3<"' € Tp < Tpy < Ty < -+

entdo, (zx,) C (z,) € monbtona crescente.
Caso 2: X é infinito (numeravel). Podemos considerar X = {k; < ks < ks <--- <k, <
---}.Como k; € X e ky > kq, entdo xy, > x, Também, como k, € X e k3 > ko, entao

r, > Ty,. Procedendo por indugéo, obtemos que
wlﬂ Zxk‘z Zxkg Z

entéo, (zx,) C (x,) € mono6tona decrescente. [
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1
Exemplo 4.3. Seja z,, = e Como

1 1
< —=ux, paratodon € N

Tpt+1 =
n—+1 n

temos que (z,,) € mondtona decrescente. Além disso, é limitada. Pelo Teorema 4.4, ()

€ convergente. Dai, tem-se

1
limlzinf{—;nEN}zo.
n

n—oo M,

Exemplo 4.4. Consideremos x,, = a™, com 0 < a < 1. Assim,
0< - <a"M<a"< - <a’<a<l.

Logo, (z,,) € limitada e mondtona decrescente. Pelo Teorema 4.4, (z,,) € convergente.

Afirmacao 4.3. lim o" = 0.

n—o0

1 1
De fato, dado > 0, temos que — > 0. Como . > 1, temos, pelo Exemplo 4.1, que

, 1 1 .
existe ny € N tal que —=> - Logo, a™ < ¢. Dai,
a g
n>nyg = a" <a" <e,
equivalentemente, |a™ — 0| < £ sempre que n > ny.

Teorema 4.6. [Teorema 7 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)] Sejam (z,,) e (y,) sequéncias

tais que lim =, = 0 e (y,) € limitada. Entéo, ILm TpYn = 0.
n—oo n o
Demonstracao. Como (y,) é limitada, existe C' > 0 tal que
lyn| < C, paratodon € N. (4.15)

Dado ¢ > 0, como lim z, = 0, existe ny € N tal que

n—oo

n>ng = |z, < <. (4.16)
C
De (4.15) e (4.16), temos
n > ng = |xnyn’ = |xn| : |yn| < C|xn| <e.
Dai, |z,y,| < € sempre que n > ny. [ |
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Observacao 4.4.

1. Se lim z, # 0 ou (y,) ndo é limitada, entdo (z,y,) pode ser divergente (por
n—oo
exemplo, z, = + e y, = n?) ou pode convergir a qualquer nimero real ¢ (por

exemplo, z,, = L e y,, = cn).

2. lim z, =a< lim (2, —a) =0« lim |z, —a| = 0.
n—oo n—oo n—oo

Teorema 4.7. [Teorema 8 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)] Sejam (z,,) e (y,) sequéncias

tais que lim z, = a € lim y, = b. Entao,
n—oo n—oo
1. lim (z, £y,) =a LD
n—oo

2. lim z,y, = ab.
n—oo

3. Sey, #0, paratodon € Ne b +# 0 entdo, lim ﬁ:%.

n—oo yTL

Demonstracao.

1. Dado ¢ > 0, como lim z, = a € lim y, = b, existem n;,n, € N tais que

n—oo n—oo
n>n = \xn—a]<§ (4.17)
e
n>ny = |yn — bl <g. (4.18)

Tomando ny = max{ny,ny} e, usando (4.17), (4.18) e o item 8 do Teorema 3.5,
temos que

n2ng = |(Enyn) (@) = (wa =) —b)| < |ra—al+lpa—b < S+5 ==

Portanto, nh_)rrolo (n £yn) =a L.
2. Observe que
TpYn — ab = T,y — x,b + b — ab = x,(y, — b) + (x,, — a)b.
Por outro lado, como (z,) € convergente, pelo Teorema 4.3, temos que (z,)

é limitada. Também, como lim z, = a € lim y, = b, entdo, lim (z, —a) =

n—oo n—o0 n—o0

lim (y,, — b) = 0. Dai, pelo item 1 e o Teorema 4.6, obtemos
n—oo

lim (z,y, — ab) = lim [z, (y, — b)] + lim [(x, — a)b] = 0.

n—o0 n—o0 n—o0

Portanto, lim z,y, = ab.
n—oo
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3. Observe que

T, Ty QY 1 ( a >
Yn b Yn  bUn  Un b
Pelo item 1 e 2, temos que
. a . . a a
i (5 = o) = Jim o = Jim (o) 0= Fob=a-a=0

Vejamos agora que (%) é limitada. De fato, como lim y, = b e b # 0, temos que
n n—oo

existe ng € N tal que

T
n>nyg = |Yn b|<?.

Dai, pelo item 7 do Teorema 3.5, tem-se

b
n2mg = [lunl b < o bl < 2.
Assim, obtemos
n>nyg = —M<\yn\—|b|<@
- 2 2’
consequentemente,
n>ny = M<\yn|<%.
- 2 2
Logo,
1 2
n>ny = — < —. (4.20)
[l
. 1 1 1 2 i
Seja C' = max {—, —_—ee ———— —} > 0, dai por (4.20), temos que
1l [y2| |Yno—1|" 0]
1

1
= m < (C, paratodon € N.

Yn

Portanto, (y%l) é limitada. Pelo Teorema 4.6 e por (4.19), temos que

. a
onde lim == = —.

n—oQ yn

4.2 Sequéncias de Cauchy

Definicao 4.6. Seja (z,) uma sequéncia. Dizemos que (x,) € uma sequéncia de

Cauchy quando para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que se m,n > ngy entao, |z, — z,,| < e.
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Teorema 4.8. [Teorema 12 do Capitulo 4 em (LIMA, 2009)] Toda sequéncia convergente

€ de Cauchy.
Demonstracao. Seja (z,,) uma sequéncia convergente com lim z,, = a. ISto é, dado
n—oo
e > 0, existe ny € N tal que
sen>ng = |wn,—al < - (4.21)

2

Assim, para m,n > ng, por (4.21), temos que

e €
|:1:m—a:n|g\xm—al+|xn—a|<§+§=5.

Portanto, (z,) € uma sequéncia de Cauchy. |

Lema 4.2. [Lema 1 do Capitulo 4 em (LIMA, 2009)] Toda sequéncia de Cauchy é

limitada.
Demonstracao. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Para ¢ = 1, existe ny, € N tal que
sem,n>ny = |T,—x,| <1 (4.22)

Em particular, para n > ng, de (4.22), temos que

|Tn| < |@n — Tng| + |Tngl < 1+ |Tng]- (4.23)
Seja ¢ = max{|z1|, |z2|, -, |Tng—1], 1 + |20y |} > 0 €, por (4.23), temos

|z,| < ¢, paratodon € N.

O que, pela observagao 4.1, mostra que (z,,) é limitada. [

Lema 4.3. [Lema 2 do Capitulo 4 em (LIMA, 2009)] Se uma sequéncia de Cauchy (z,,)

possui uma subsequéncia convergindo para a € R entdo, lim x, = a.

n—0o0

Demonstracao. Como (x,,) é de Cauchy, dado ¢ > 0, existe no € N tal que

sem,n>nyg = [Ty, — 2z, < % (4.24)

Por outro lado, por hipotese, existe (zy,) C (z,) convergindo para a, isto &, lim z;, = a.

- n—00

Assim, por definicao de limite, existe n; € N tal que

3

sen>n = ]xkn—a\<2

(4.25)
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Seja ny = max{ng,n,}. Agora, para n > ny, de (4.24), (4.25) e o fato que k,, > no,
temos que

9 €
|2 — a] < |l’n—$1c712|+|$icn2 — al <§+§:5-

O que mostra que lim z, = a. [

n—oo

Teorema 4.9. [Teorema 13 do Capitulo 4 em (LIMA, 2009)] Toda sequéncia de Cauchy

de numeros reais é convergente.

Demonstracao. Seja (z,) um sequéncia de Cauchy. Pelo Lema 4.2, (z,,) é limitada.
Agora, pelo Teorema 4.5, (z,,) possui uma subsequéncia convergente. Assim, segue do
Lema 4.3, que (z,,) converge. [
Neste capitulo, foram apresentados resultados importantes como o
Teorema 4.4 e o Teorema 4.5. Tais teoremas sao demonstrados aceitando o axioma do
supremo. Destaca-se que o Teorema 4.9, que afirma que toda sequéncia de Cauchy em
R é convergente em R, é consequéncia, também, do axioma do supremo. Portanto, cabe
formular a seguinte questao: sem o axioma do supremo ainda € possivel mostrar que
toda sequéncia de Cauchy num corpo ordenado F' € convergente em F'? No préximo

capitulo, veremos que existem sequéncias de Cauchy em Q que nao convergem em Q.
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5 NOCOES DE CORTE, LACUNA, PONTO DE ACUMULACAO, CONJUNTO FE-
CHADO E COBERTURA

Neste capitulo, sdo introduzidos conceitos importantes que estao dire-
tamente ligados as equivaléncias do axioma do supremo. Tais como, lacunas, ponto
de acumulacéao e coberturas abertas. A principal referéncia deste capitulo € (COHEN;
EHRLICH, 1963).

Definicao 5.1. Seja ' um corpo ordenado. Um par ordenado (X, Y) € chamado corte

em F'se X e Y sdo subconjuntos ndo vazios de F' tais que
iy XNY =1,
(i) XUY =F,
(i) sex € X ey € Y entdo, z < .

Os conjuntos X e Y sado chamados, respectivamente, de classe inferior e classe

superior do corte.

Definicao 5.2. Um corte é uma lacuna se sua classe inferior ndo tiver o elemento

maximo, e sua classe superior nao tiver o elemento minimo em F.

Exemplo 5.1. Considere X = {z € Q; x <0ouz?<2}eY ={reQ; z >0e2? > 2}.

Vejamos que (X, Y) é uma lacuna em Q.
1. X e Y séo subconjuntos ndo vazios, poisl € X e2 €Y.

2. Também, X NY = (), desde que se X NY # () temos que existe z € X NY logo
r € XexcY.Dai,comoz €Y tem-se que z > 0 e 22 > 2. Agora, desde que
r>0ez e X tem-se que 22 < 2. Assim, obtemos que 22 > 2 e 22 < 2 0 que

contradiz a Tricotomia.

3. Mostremos que X UY = Q. De fato, X UY C Q. Suponhaque X UY C Q, isto
e, existereQtalquexz ¢ XUY.Dai,z¢ Xex¢Y.Comozx ¢ X, temos que
x> 0ez?>2 Também, como z ¢ Y, tem-se que = < 0 ou z? < 2. Note que,

« se z <0, temos que = = 0. Logo, 0> > 2 o0 que é uma contradigo.

« se z? < 2,temos que z? = 2 com z € Q, o que contradiz o Lema 3.2.
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Em qualquer caso, obtemos uma contradicdo. Portanto, X UY = Q.
4. Sexrc X ey €Y entdo,comoz € X,z < 0ou 2? < 2. Assim, temos

* Sex<0,comoy €Y, entdoy > 0.Logo, z < y.

« Se x> 0,como z € X, temos que 2% < 2. E, como y € Y, entdo y? > 2. Dai,
r? <y ouseja, (r —y)(z +y) <0.Como x+y>0,entdo z — y < 0. Desta

forma, segue que = < y.
Em qualquer caso, = < y.

5. Vamos mostrar que o corte (X, Y) € uma lacuna, isto é, X ndo possui elemento

maximo e Y ndo possui elemento minimo.

* Suponha que X possua elemento maximo. Assim, existe p € X tal que
p = max X. Note que p > 0 (pois, se p < 0entdop < 1 com 1 € X o que

contradiz a maximalidade de p). Agora, procedendo como na Afirmacao 3.2,

definindo
22 2 2
q=p— L _PE2 0,
p+2 p+2
e, usando que p? < 2,temosque p < g e
2(p* —2)
2
—2=——<0.
! (p+2)?

Logo, ¢*> < 2 com ¢ > 0. Entédo, ¢ € X o que contradiz a maximalidade de p.

* Y ndo possui elemento minimo: De fato, suponha que Y possua elemento
minimo. Assim, existe p € Y tal que p = minY. Como p € Y, temos que

p > 0. Agora, procedendo como na Afirmacao 3.2, definindo

pPP—2 2p+2

=p-— = > 0,
1= p+2 p+2
e, usando que p* > 2,temosque g <pe
2(p? — 2
2o =2 )>O.
(p+2)?

Logo, ¢*> > 2 com ¢ > 0. Entdo ¢ € Y o que contradiz a minimalidade de p.
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Teorema 5.1. [Teorema 3.18 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se (X,Y’) é uma lacuna
em Q entao, existem sequéncias (z,) e (y,) em Q tal que, paracadan € N, z,, € X,

1
Yn €Y, yp —xp, = — €
n
1 1
|Tm — Tn] < =, |Ym — yn| < —, paratodo m > n. (5.1)
n n

Demonstracao. Como (X,Y) é um corte entdo, X e Y sdo nao vazios. Segue que,

existem r € X e y € Y. Dai, pela Definicdo 5.1 parte (iii), = < y em Q. Assim,

1
y —x > 0em Q. Para cada n € N temos que m > 0em Q, como Q € um corpo
. . . 1 1
Arquimediano, pela parte (3) do Teorema 3.8, existe k € N tal que g —1) > em Q.
] k
Dai, obtemos - >y—xzemQ.ComoyeYe
k
T+ = >y, (5.2)
n

temos que x + g €Y.
De fato, se x + % ¢,Y pela Definicdo 5.1 parte (ii), = + % € X e, pela
Definigao 5.1 parte (iii), temos que = + - < y 0 que contradiz (5.2). Dai, para cada

n € N, o conjunto
Mn:{mEN; x+@ey}
n

) : - , . k ,
€ um subconjunto de N nao vazio (pois = + — € Y). Pelo Teorema 2.6, existe m,, € N
n

tal que m,, = min M,,. Agora, para cada n € N, tem-se

My, 1
eX, yp=2+—€Y e y,—x,=—
n n

my, —

Ty =2+
Pela Definicdo 5.1, z,, < y,, em Q para todo m,n € N. Dali,
1 1
Ty <UYn=Tm+— € Ty <y,=1x,+—, paratodom,n e N.
m n
Consequentemente, para cada n € N e todo m > n, tem-se

11 1
|z — 2, = max{x,, — Tp, Ty — Ty} < mMax4—, — p = —
n’'m n

1 1 1
’ym_yn’ :max{ym_ymyn_ym} <maxq§ —,— ¢ = —
m n n

em Q. [
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Teorema 5.2. [Teorema 3.24 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existem sequéncias de

Cauchy que nédo convergem em Q.

Demonstracao. Seja (X,Y) a lacuna do Exemplo 5.1 e, seja (z,,), (v.) definidos como
no Teorema 5.1 para a lacuna (X,Y). Como z,, € X para todo n € N, entdo, pela

Definicdo 5.1 parte (iii), z, <y em Q paratodon € N e todo y € Y. Logo,
1
yn:xn+ﬁ<y—|—lem(@ (5.3)
paratodon € Netodoy €Y.
Afirmacao 5.1. (z,,) € uma sequéncia de Cauchy em Q.

De fato, como lim 1 = 0 em Q (pois, Q € Arquimediano) entdo, dado ¢ > 0 em Q,

n—oo M

. 1 ]
existe ng € N tal que — < ¢ para todo n > ng. Dai, para m > n > ng, por (5.1), temos
n
|Tm —xn] < — <e.
n
Portanto, (z,) € uma sequéncia de Cauchy em Q.

Afirmacao 5.2. (z,,) ndo converge em Q.

Suponha que (z,,) seja convergente em Q, isto é, existe z € Q tal que lim =, = z em
n—oo
Q. Pelo Teorema 4.7, lim x? = 2. Observe que, como z,, € N para todo n € N, entéo,
n—oo

r? < 2 paratodo n € N (basta tomar z > 0 em Q no Teorema 5.2, por exemplo = = 1).

Agora, para cada n € N, por (5.3), temos

2, 2 1
O<2—xi<yfb—xi:(yn+xn)(yn—xn)<—z < (y;— ) (5.4)
1 .
Por outro lado, como lim — =0 em Q, dado £ > 0 em Q, existe ng € N tal que
n—oo N,
1 €
— < ———, paratodo n > ny. (5.5)

n  2(y+1)

Dai, por (5.4) e (5.5), para n > ny obtemos

2(y+1)

|22 —2|=2—-2"< E.

Portanto, lim 2> = 2 em Q. Dai, pelo Teorema 4.1, 2> = 2 para z € Q. Mas, isto é
n—oo

impossivel pelo Lema 3.2. [
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Definicao 5.3. Seja ' um corpo ordenado e seja X C F. Um elemento p € F é
chamado ponto de acumulagdo de X se X N (]a, b[—{p}) # () para todo intervalo aberto

|a, b[ contendo p.

Lema 5.1. Seja F' um corpo ordenado. O elemento p € F' é um ponto de acumulagéo
de X C F'se, e s6 se, XNJa, b[ € um conjunto infinito para todos os intervalos abertos

|a, b[ contendo p.

Demonstracao. Seja p € um ponto de acumulacédo de X. Suponha por contradicio que

existe um intervalo aberto |a, b] (a < b) contendo p tal que XN]a, b[ € um conjunto finito.

Assim podemos considerar que X N (]a, b[—{p}> ={x1, 29, -+ ,z,}. S€jae > 0 tal que
e < min{|x; — pl|,|za —p|, -, |xn — p|,p — a,b — p}. Como p é ponto de acumulacé@o de
X temos que

X0 (lp—ep+el-{p}) #0. (5.6)

Note, também, que
X0 (Jp—ep+el-{p}) € X0a,bl= {a1,23, - 0}, (5.7)
pois, se x €|p — ¢, p + ¢[—{p} entdo
a=p+(a—p)<p—e<z<pt+e<p+(b—p) =0

Dai, x € Xnla,b[. Mas, por (5.6) e (5.7), existe z; para algum ¢ = 1,2,--- ,n tal que
z; €]p — e,p+ ¢[—{p}. Assim,

0<|oi—p|<e<|z;—p|

0 que é um absurdo.
Reciprocamente, dado qualquer intervalo aberto ]a, b[ contendo p, por hipétese, temos
que XnNla, b| € um conjunto infinito. Logo, X N (]a, b[—{p}) # () segue que p € um ponto

de acumulagéo de X. [

. 1 .
Exemplo 5.2. O subconjunto X = {1 ——;n¢€ N} de R tem 1 como unico ponto de
n
acumulagao. De fato, primeiro mostremos que 1 € um ponto de acumulacao de X. Para

isso, consideremos qualquer intervalo aberto |a, b[ contendo 1. Devemos mostrar que
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existe um elemento X' N (]a, b[—{l}). Como 1 —a > 0 e R é Arquimediano, existe n € N

1 1
talque — <1—a. Temosquel — — € X e
n n
1 1
a=1l+(a—1)<l—-=-<1<b=1-— €a,b]
n n

Portanto, X N (]a, b[—{l}) # (), o que significa que 1 € um ponto de acumulagao de X.
Agora vejamos que nao existem outros pontos de acumulagdo em X além de 1.
Suponha, por contradicdo, que exista um ponto p # 1 que seja um ponto de acumulacao

de X. Temos trés situacoes:

« Se p < 0, como p €]2p, 0], temos que X N (]2p, 0[—{p}) = () o0 que contradiz o fato

de p ser ponto de acumulagao.

. . . . 1
« Se 0 <p<1,como R é Arquimediano, existe nq € N talque 1 — p > —. Logo,
No

1 - 1 .

1 — — > p. Definindo Z = {n eN;1—— Zp}, vemos que Z # () (pois ng € Z) e,
Un) n

pelo Teorema 2.6, existe m = min Z. Assim temos,

1 1
<p<1l——.
1 m

1 - 1 1 .
Sep—l—a,entaoXm(}l—m_l, —m+1[—{p}> = (), o que é absurdo

desde que p é ponto de acumulagéo. Caso contrario, existe n € N com n # m tal

que

1 1 1
<l—-——<l——=>m-1<n<m+ 1
m—1 n m—+1

1 —

Assim, n = m 0 que contradiz n # m.

1 ~ 1 1 ,
Sep<1—-—,entdo X N Gl——,l——[—{p}) = (), o que é absurdo
m m—1 m
desde que p é ponto de acumulacdo. De fato, caso contréario, existe n € N tal que
1 1 1
1-— <l——<1l——=2m-1<n<m.
m—1 n m

0 que contradiz o Teorema 2.5.

« Se p > 1 entéo, claramente, X N (]1,p2[—{p}) = () e isso contradiz que p é ponto

de acumulacéo de X.

Portanto, concluimos que 1 é o unico ponto de acumulagcao em X.
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Observacao 5.1. Um ponto de acumulacdao de um conjunto pode ou ndo pertencer ao

conjunto.

Exemplo 5.3. Para « € R com a # 0, o conjunto X = {na; n € N} & um conjunto
infinito que n&o tem pontos de acumulacéo.
De fato, suponha que existe p € R ponto de acumulagédo de X. Pelo

Lema 5.1, temos que

laf . lal
p+

€ um conjunto infinito.
5 P )

Xﬂ]p—

Logo, existem m,n € N com m # n tais que

|al |a|
, eXnl|p——, —
na, ma ]p 5 p+ 5
Dai, temos que
a a
|m — nl|a| = |ma — na| < |ma — p| + |na — p| <’—2|+%:|a|7

o que implica que 0 < |m — n| < 1 e sendo m,n € N, temos um absurdo.

Definicao 5.4. Um subconjunto X de R é fechado se todo ponto de acumulagao de X

pertencer a X.

Exemplo 5.4. O subconjunto X = {x; r=0 0u x = % paran € N} de R é fechado.
De fato, primeiro vejamos que 0 é ponto de acumulagédo de X. Seja |a, b[ qualquer
intervalo aberto contendo 0. Como b > 0 e R é Arquimediano, existe n € N tal que
% < b.Logo, X N (]a, b[—{o}) # ). Assim, 0 é ponto de acumulagéo de X.

Agora vejamos que nao existem outros pontos de acumulagédo em X
além de 0. Suponha, por contradicdo, que exista um ponto p # 0 que seja um ponto de

acumulacao de X. Assim, temos as seguintes situacoes:

+ Se p < 0, como p €]2p,0], temos que X N (}Qp, 0[—{p}> = (), o que contradiz o
fato de p ser ponto de acumulagao.
1 , . . . 1 .
+Sel<p< Y como R é Arquimediano, existe ny € N tal que p > —- Definindo
0
1 . .
7 = {n eN; p> H}’ vemos que Z # () (pois ny € Z), e, pelo Teorema 2.6, existe

m = min Z. Assim, temos
1 1
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Sep=

! L entdo X N (] NN [ — {p}) = (), o que é absurdo desde que

m’' m— 2
p € ponto de acumulacao. Caso contrario, existe n € N com n # m — 1 tal que

1 1 1
— < < ——=>m-—-2<n<m.
m n m — 2

Assim, n =m — 1 0 que contradiz n # m — 1.

! . entdo, X N <] LN [ — {p}) = () o que é absurdo desde que p

m — m’' m—1
€ ponto de acumulagao. Caso contrario, existe n € N tal que

Sep<

1 1
— < =<K
m n m—1

=>=m-1<n<m.

0 que contradiz o Teorema 2.5.

1 - . .
+ Se 5 <p< 1 entdo, claramente, X N (]pQ, 1[—{p}) = () mas, isso contradiz que p

€ ponto de acumulacao de X.

~ 1 . .
» Se p = 1 entdo, claramente, X N Q 3 2 [ - {p}> = () o que contradiz que p é ponto

de acumulacéo de X.

* Se p > 1 entao, claramente, X N (]1,p2[—{p}> = () mas, isso contradiz que p é

ponto de acumulacéo de X.

Portanto, concluimos que 0 é o Unico ponto de acumulagéao de X e, como 0 € X, temos

gue X é um conjunto fechado.

Definicao 5.5. Uma cobertura de um conjunto X C R é uma familia C = {A,}ca (onde

A € um conjunto de indices) de subconjuntos A, de R, tais que X C U A,. Isto €, para

AEA
todo x € X, existe A € A tal que = € A,. Uma subcobertura de C é uma subfamilia

C' = {A\}rea, A C A tais que ainda se tem X C U A,.
AeN

Exemplo 5.5. Se paraa € R, X, = {a} entdo, {X,}.cr € uma cobertura de R. De fato,

basta ver que

R = | J{a} = | X

a€R a€R

Exemplo 5.6. Se X =[0,1[CR e

Y:{}x—l,erl[} ,
2 zeX
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entdo, Y € uma cobertura de X. De fato, dado z € [0, 1], entdo, = < 1.

Logo,

1
x—1<0§x<$; .

: 1 .
Assim,temos que z € |z — 1, % [ Dai,

X C U]x—l,mgl[.

Em resumo, temos visto 0s conceitos de corte e lacuna, apresentamos
o Exemplo 5.1, que mostra que existem lacunas em Q. Veremos no préximo capitulo
gue isso nao acontece no corpo dos numeros reais supondo que seja valido o axioma
do supremo. Também, vimos, no Teorema 5.2, que existem sequéncias de Cauchy em
Q que nao convergem em Q. Além disso, veremos no préximo capitulo, que isso nao
acontece no corpos dos numeros reais satisfazendo o axioma do supremo.

Ha& outro resultado importante que sera utilizado no teorema principal, o
Lema 5.1, na verdade o Exemplo 5.3, no qual se mostra a existéncia de um subconjunto
infinito dos numeros reais que nao tem pontos de acumulagéo. A prova do Lema 5.1
geralmente € demonstrada utilizando a propriedade Arquimediana, nds apresentamos

uma prova sem utilizar esse fato.
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6 EQUIVALENCIAS DO AXIOMA DO SUPREMO

Até o momento foi possivel observar que supondo a existéncia do
corpo ordenado dos numeros reais satisfazendo o axioma do supremo, sao demons-
trados importantes resultados como que R é Arquimediano, toda sequéncia limitada
de nameros reais admite uma subsequéncia convergente em R, toda sequéncia de
Cauchy em R converge em R, R possui a propriedade dos intervalos encaixantes e
R € ndo enumeravel. A seguir, veremos que algumas destas implicagdes, sob certas
condicdes, podem ser reciprocas.

Listaremos agora seis afirmagdes referentes ao corpo ordenado (R, +, -,
<) que provaremos ser equivalentes ao Axioma do supremo, no sentido de que, para o
corpo ordenado R, todas as afirmag¢des s&o verdadeiras se alguma delas for verdadeira.

A demonstragdo que apresentaremos a seguir, pode ser encontrada no
Teorema 5.1 de (COHEN; EHRLICH, 1963). Cabe ressaltar que a prova desse teorema
¢ feita sobre qualquer corpo ordenado. N6s adaptamos esta demonstracdo a nosso
contexto e explicamos em detalhes cada passagem que sao apresentadas em cada

implicagéo.
Teorema 6.1. No corpo ordenado (R, +, -, <), as seguintes sentengas sdo equivalentes:
1. R é Arquimediano e toda sequéncia de Cauchy em R converge em R.

2. Todo subconjunto ndo vazio de R que é limitado superiormente tem um menor

limite superior em R (axioma do supremo).
3. Nao ha lacunas em R.

4. Todo subconjunto ndo vazio de R que € limitado inferiormente tem um maior limite

inferior em R (axioma do infimo).

5. Se X é um subconjunto limitado e fechado de R e, 7' uma cobertura de X formada

por intervalos abertos, entdo, 7' tem um subcobertura finita S de X.
6. Todo subconjunto infinito limitado de R tem um ponto de acumulagao em R.

7. R & Arquimediano e, se para cada n € N, J,, € um intervalo fechado e limitado em
Re J, .1 C J, entdo ﬂ J, # 0.

neN
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Provaremos a equivaléncia estabelecendo o seguinte ciclo de implica-

(4)
D

(5)
N D

Demonstracao do Teorema 6.1.

(1) = (2): Seja X C R nao vazio e limitado superiormente. Assim, existe b € R tal que
x < b, paratodo z € X. (6.1)

Como X # (), existe T € X e, por (6.1), temos que = < b. Dado n € N qualquer, temos

1 , , , .
que o —— > (. Agora, desde que R é Arquimediano, obtemos que existe p,, € N tal
n — X
que
1 - 1
ﬁn n<b - E) ’
ou equivalentemente,
b<z+ (6.2)
n

D,
n

Assim, por (6.2), T + — € cota superior de X. Consequentemente, para cadan € N, 0
conjunto

B,={peN; 7+ P ¢ uma cota superior de X'}
n

€ um subconjunto n&o vazio de N (pois p, € B,) €, pelo Principio da boa ordenacéo

(Teorema 2.6), existe p,, = min B,,. Entdo, para cada n € N, temos que

Yp =T + Pn g cota superior de X (6.3)
n
e
1 — Pn — 1
Tp =Y —— =0T+ < x para algum z € X. (6.4)
n n
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Dai, por (6.4), temos que
Tm < Yn, paratodo m,n € N.

Assim, para m,n € N, tem-se

1 1
T — T < Yn — yn_ﬁ :ﬁa

1 1

Portanto, para m,n € N, obtemos

1 1
|z — x,| = max{x,, — x,, x, — T} < max {—, —} ) (6.5)
n’'m

1 . , . .
Agora, como lim — = 0 (devido a que R é Arquimediano), tem-se que, dado ¢ > 0,

n—oo N

existe ny € N tal que

% < g, para todo n > nyg. (6.6)

Agora, para m,n > ng, de (6.5) e (6.6) temos:

* sem >n > ngy entao,

1
xm—wn|§5<5,

* sen >m > ngentao,

T — Ty < — < e.
m
Em qualquer caso, obtemos
|z, — x,| < e, para todo m,n > ng

0 que, por defini¢cao, nos diz que (z,,) € uma sequéncia de Cauchy e, por hipétese, (z,)

€ convergente, isto é, existe a € R tal que lim z, = a.
n—oo
Afirmacao 6.1. « é uma cota superior de X.

- . r —a .
De fato, caso contrario, existe z € X tal que a < x. Agora, como —5— >0, lim z, =a

n—oQ

1 . .
e lim — = 0, existem ny,n, € N tais que

n—oo M,

|z, — a| < ?, para todo n > ny, (6.7)
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]_ —
- < $—2a, para todo n > ns. (6.8)

Logo, para n3 = ny + ny, em (6.7) e (6.8), obtemos

Tr—a 1 T —a

(6.9)

Tpy —a < |Tp, —al <

Entao, por (6.4) e (6.9), temos

1 T —a r—a
n3

O que contradiz (6.3), desde que = € X.

Afirmacao 6.2. « € a menor das cotas superiores.

De fato, caso contrario, existe ¢ uma cota superior de X tal que ¢ < a. Agora, como

lim z, =aea—c>0,existe ny, € Ntal que

n—oo

a—Tp, <l|r,, —a|l <a-—c.

Dai, temos que ¢ < z,, e, por (6.4), ¢ < x,, < z para algum x € X. Isso contradiz o fato
de ¢ ser uma cota superior de X. Portanto, da Afirmacao 6.1 e Afirmacéao 6.2, temos
que a = sup X.

(2) = (3): Suponha que (X,Y’) seja um corte em R. Entdo, X é um subconjunto nao
vazio de R e todo elemento do conjunto n&o vazio Y € uma cota superior para X

(Definicao 5.1). Pela hipotese, existe a € R tal que a = sup X.
Afirmacao 6.3. « = max X oua =minY.
De fato, como (X,Y) éumcorteemR,a € X oua €Y.

* Sea € X entdo, sup X = a = max X.

» Se a € Y entdo, ja que cada elemento de Y € uma cota superior para X, sup X =

a=minY.

Portanto, pela Afirmacgao 6.3, nao ha lacunas em R.
(3) = (4): Seja B um subconjunto ndo vazio de R que ¢é limitado inferiormente. Defini-
mos X ={r €R; x <b, paratodobe B}eY =R — X.

Afirmacao 6.4. (X,Y) é um corte em R.
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De fato, verifiquemos cada item da Definicao 5.1:

Como B é limitado inferiormente, existe p € R tal que p < b paratodo b € B.

Logo, p € X. Portanto, X # ().
« Como B é nao vazio, existe b, € B. Logo, by + 1 € Y. Dai, temos Y +# ().
* Por definicdo de X e Y, claramente, temos X UY =Re X NY = (.

» Sexe X eyeY entdo, x < y. Caso contrario, y < x < b para todo b € B. Logo,

y € X 0 que contradizque X NY = 0.
Agora temos duas possibilidades:

» Se by € X para algum b, € B entdo, by = max X = inf B. De fato, se x € X entao,

x < bparatodo b € B. Em particular, x < by. Logo, by = max X.

* Se b € Y para todo b € B entdo, existe inf B. De fato, suponha que existe
yo = minY. Logo, yo ¢ X (pois y, € Y). Dali, existe b, € B tal que by < yo. Mas,
como by ¢ Y (pois by € B), isso contradiz a minimalidade de y,. Portanto, ndo
existe min Y. Agora, como por hipotese, o corte (X,Y) ndo é uma lacuna, pela
Definicao 5.2, existe o = max X. Claramente, z, € cota inferior de B. Agora, se
x1 € outra cota inferior de B, temos que x; < b paratodo b € B. Logo, z; € X e,

como z, = max X, temos que z; < zy 0 que mostra que existe z, = inf B.

(4) = (5): Seja X um subconjunto fechado e limitado de R e seja T' = {I,} ca UMa
familia de intervalos abertos que cobre X. Desde que X é limitado, existem u,v € R
tais que X C [u,v]. Por outro lado, para todo y € [u,v] — X, desde que X € fechado y
ndo é ponto de acumulacdo de X. Dai, existe J, intervalo aberto contendo y tal que

X N J, = 0. Assim, temos que

[u, 0] = X U ([u,v] — X) C <U ]A) ul U 4

yEuv]—-X

Seja agora
L ={x € [u,v]; [x,v] é coberto por um subconjunto finito de M},

onde M = {I)}xea U {Jy}ye[uyv]*X'
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Afirmacao 6.5. L # () e limitado inferiormente.

De fato, desde que [v,v]| é coberto por algum intervalo I, se v € X, ou por J, se v ¢ X,
segue que v € L. Portanto, L # (). Também, desde que u < z, para todo = € L temos
que L é limitado inferiormente.

Agora, pela Afirmacéo 6.5 e pela hipbtese, temos que existe =, =
inf(L).

Afirmacéao 6.6. z, € L.

De fato, como z, € [u,v], existe um intervalo aberto T, em M tal que z, € T,. Seja
To =|a, b] entdo, a < zy < b. Agora, como x, = inf L, temos que existe z, € L tal que
zo < 29 < b. Desde que z, € L, existe um conjunto finito {1,,,.... I, Jy, .-, Jy,} T M

que cobrem [z, v]. Dai o conjunto finito
{To, Inys oo Inyy yys ooy Jy } C M
cobre [zg, v].
Afirmacao 6.7. z, = u.
De fato, se »y # u entdo, u < xy. Pela Afirmacao 6.6, temos que a < x, entao,

max{u,a} + xg

max{u,a} < xy. Agora, tomando z; = 5

, temos que
u,a < max{u,a} < z; < g < b < w.

Dai, 2, € [u,v] e [z,v] & coberto por {1y, Iy, ..., Ix,, Jys- -, Jy, }. Portanto, z; € L e
21 < xy 0 que contradiz que zy = inf L.

Finalmente, pela Afirmacao 6.7 e Afirmagao 6.6, [u,v], e portanto o subconjunto X
de [u,v], € coberto por {To, I,, ..., Ixn,, Jy.s-- -, Jy,, } © M. Aqui, como T, € M, temos

duas possibilidades:

* Se T, = I, entédo, X € coberto por {1, In,,---, In,s Jys---»Jy, } C M €, desde
que os intervalos J, ndo contem pontos de X, temos que X €& coberto por
{Ing, Dy I, )

* Se 1, = J,, entdo, X € coberto por {I,,...,Ix,, Jyy, Jyrs-- -y } © M e, desde
que os intervalos J, ndo contém pontos de X, temos que X €& coberto por
{Ly,...,I,}
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Em qualquer caso, X é coberto por um conjunto finito de 7'.

(5) = (6) : Seja X um subconjunto infinito limitado de R e suponha que X n&o tenha
pontos de acumulagdo. Entdo X é fechado. Note que, dado = € X, como = ndo € um
ponto de acumulagéo de X, existe um intervalo aberto J, tal que X N J, = {z}. Logo,
o conjunto 7' = {J, }.cx cobre X. Como X é fechado e limitado, por hipbtese, existe
um subconjunto finito {J,.,,..., J,, } de T que cobre X,isto é, X C J,, U J,, U... U J,, .
Dai, para todo z € X, existe algum 1 < k <ntalque x € J,,. Assim,z € X N J,, =
{zx} e, portanto, x = z;. Mas, entdo, X = {z1,x.,...,2,}, que é um conjunto finito,
contradizendo a hipotese.

(6) = (7): Suponhamos que R ndao é Arquimediano. Logo, existem a,b € R com
0 <a<btalque a < na < bparatodo n € N. Portanto, o conjunto X = {na; n € N}
limitado e infinito, e ndo tem ponto de acumulagéo (pelo Exemplo 5.3), contrariando a
hipétese. Assim, R & Arquimediano. Suponha que J,, = [a,, b,] € J,+1 C J,, para cada
n € N. Entao, a, < anq1 < b1 < b, para cada n. Seja X = {a,; n € N}. Desde que
a; < a, < by paratodon € N, X € um subconjunto limitado de R. Se para algum n, € N,

a,, = an, para todo m > n, entao, a,, < a,, < b, paratodo n € N, portanto, a,, € ﬂ Iy

neN
Caso contrario, para cada n € N existe algum m € N tal que a,, > a,. Desta forma, o

conjunto X n&o tem maior elemento e é, portanto, um subconjunto infinito de R. Pela
hipotese, o conjunto infinito limitado X tem um ponto de acumulagéo = € R. Se a,,, > =
para algum n, € N entéo, a,, > a,, > = para todo m > ny. Assim,se 0 < e < a,, —, 0
intervalo |z — €, z + [ contém apenas um numero finito de pontos de X, contrariando
o Lema 5.1. Portanto, a,, < x para todo n € N. Se b,, < x para algum n, € N entéo,
Ay < by, < x paratodo m € N. Assim, se 0 < € < x — by, 0 intervalo |z — ¢, x + ¢[ ndo
contém pontos de X, contrariando o Lema 5.1. Portanto, x < b,, para todo n € N. Mas,

entao, a, < x < b, paratodo n € N, consequentemente, x € ﬂ In-

neN
(7) = (1): Por hipotese ja temos que R é Arquimediano.

Suponha que (z,,) € uma sequéncia de Cauchy em R. Por definigédo, para cada k € N
existe n; € N tal que

1
|Tm — 20| < T se m,n > ny. (6.10)

Logo, por (6.10), temos

1
Tpp — 7 < Ty < Ty, +

. se n > ny. (6.11)

Ea
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Agora, para m € N, note que existem

pm = max{ng; k <m} €N, (6.12)
1
am:max{xnk—%; kgm} € R, (6.13)
. 1
b, = min {xnk+E; kzgm} € R. (6.14)

Entao, por (6.12), (6.13) e (6.14), temos que
U < Qg1 < Tp < b1 < by, paratodom € N e paratodon > p,, 1. (6.15)

Seja agora J,,, = [am, by|, para todo m € N. Entéo, por (6.15), J,,.1 C J,, para todo

m € N. Dali, por hipo6tese, existe a € R tal que
ac () Jm (6.16)

Vejamos a seguir que (z,,) € convergente.

Afirmacao 6.8. lim z, = a.

n—o0

De fato, por (6.13), (6.14) e (6.16),

1 1
Tn, —— < anm <a<b, <z, +—, paratodom € N. (6.17)
m m
Por (6.11),
1 1
Tp,, — — < Tp < T, +—, paratodon > n,,. (6.18)
m m

Dai, por (6.17) e (6.18), temos
|z, —a| = max{z, —a,a —z,} < %, para todo m € N e paratodo n > n,,. (6.19)
Dado ¢ > 0 e pelo fato de R ser Arquimediano, existe my € N tal que
moe > 2. (6.20)
Portanto, por (6.19) e (6.20), tem-se
|z, —a| < e, paratodo n > n,,,.

O que mostra a Afirmacao 6.8. [
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho examinou a propriedade do menor limite superior do
conjunto dos numeros reais, assumindo a existéncia desse conjunto como um corpo or-
denado, a fim de identificar e apresentar algumas das equivaléncias dessa propriedade
que, frequentemente, sdo assumidas como basicas no estudo do célculo. Cabe destacar
que, é possivel construir o conjunto dos nimeros reais gozando dessa propriedade do
menor limite superior, através dos chamados cortes de Dedekind (MOREIRA; CABRAL,
2021) e, também, pode ser construido por classes de equivaléncias de sequéncias
de Cauchy em Q (COHEN; EHRLICH, 1963) onde se verifica que toda sequéncia de
Cauchy em R € convergente em R. Mas, esse nao foi nosso obijetivo.

Para uma compreenséao satisfatéria do axioma do supremo, fez-se
necessario estudar a construcéo dos niumeros naturais, definir conjuntos finitos, infinitos
€ enumeraveis, revisar o estudo do sistema de numeros reais verificando que esse
conjunto é um corpo ordenado completo, definir limites de uma sequéncia e sequéncias
de Cauchy, além de, fundamentar ideias de corte, lacunas, ponto de acumulacgao,
conjunto fechado e cobertura.

Essa, minuciosa, analise nos permitiu concluir que o axioma do su-
premo € equivalente as seguintes afirmacdes: R é arquimediano (o conjunto dos
numeros naturais néo é limitado superiormente em R) e toda sequéncia de Cauchy em
R converge em R; ndo existe uma particdo de R em dois subconjuntos A e B disjuntos
e nao vazios tal que todos os elementos de A sejam menores que todos o0s elementos
de B e, que A tem o elemento maximo em R ou B tem o elemento minimo em R (ndo
ha lacunas em R); todo subconjunto ndo vazio limitado inferiormente dos numeros reais
possui um maior limite inferior (axioma do infimo); todo subconjunto fechado e limitado
de R que é coberto por uma familia de intervalos abertos admite uma subcobertura
finita; todo subconjunto infinito e ilimitado de R tem um ponto de acumulacdo em R; R
€ arquimediano e toda sequéncia decrescente de intervalos fechados e limitados em R
tem, pelo menos, um ponto em comum (propriedade dos intervalos encaixantes).

Além disso, o estudo nos permitiu averiguar a distingcdo entre R e Q
no Exemplo (3.12), onde nos mostra que, mesmo Q sendo Arquimediano, ndo existe

supremo nesse conjunto. Outra contribuicdo importante, € verificada no Teorema (5.2),
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onde é demonstrado que sendo (z,,) uma sequéncia de Cauchy em Q, (x,,) pode nao

convergir em Q. Ou seja, existem sequéncias de Cauchy em QQ que nao convergem em

Q.
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