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RESUMO

Neste trabalho, foram estudadas a construcédo dos conjuntos dos nimeros naturais
(N), dos numeros inteiros (Z), dos numeros racionais (Q) e dos numeros reais (R). A
construcdo dos numeros naturais foi realizada por meio dos axiomas de Dedekind.
A construgdo dos numeros inteiros foi feita por classes de equivaléncia em N x N.
A construgcdo dos numeros racionais foi realizada por classes de equivaléncia de
elementos admissiveis em Z x Z. Finalmente, a constru¢do do conjunto do nimeros
reais foi realizado através dos chamados cortes de Dedekind, partindo do conjunto dos
nameros racionais.

Palavras-chaves: nUmeros naturais; nUmeros inteiros; nimeros racionais; nimeros
reais.
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RESUMEN

En este trabajo, fueron estudiadas la construccién de los conjuntos de los nimeros
naturales (N), de los niumeroes enteros (Z), de los niumeros racionales (Q) y de los
numeros reales (R). La construccion de los numeros naturales fue realizada por medio
de los axiomas de Dedekind. La construccion de los numeros enteros fue hecha por
clases de equivalencia en N x N. La construccién de los numeros racionales fue
realizada por clases de equivalencia de elementos admisibles en Z x Z. Finalmente, la
construccién del conjunto de los numeros reales fue realizado a través de los llamados
cortes de Dedekind, partiendo del conjunto de los nimeros racionales.

Palabras clave: nimeros naturales; nimeros enteros; nimeros racionales; niumeros
racionales.
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ABSTRACT

In this work, was studied the construction of the sets of the natural numbers (N), the
integers (Z), the rational numbers (Q), and the real numbers (R). The construction of the
natural numbers was carried out through the Dedekind’s axioms. The construction of
the integers was done by equivalence classes in N x N. The construction of the rational
numbers was carried out by equivalence classes of admissible elements in Z x Z. Finally,
the construction of set of real numbers was carried out through the so-called Dedekind
cuts, starting from the set of rational numbers.

Keywords: natural numbers; integers; rational numbers; real numbers.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, é tratada a construcao formal dos conjuntos numéricos,
sendo eles: 0 conjunto dos numeros naturais, conjunto dos nameros inteiros, conjunto
dos numeros racionais e em especial 0 conjunto dos numeros reais por cortes de
Dedekind, respectivamente.

E feito um pequeno contexto histdrico na busca da construgdo desses
conjuntos numéricos, com o objetivo de entendermos a origem de cada um deles, mas
somente para a compreensao do seu surgimento, sem tirar o foco do que realmente
estd sendo proposto neste trabalho.

Segundo (GUNDLACH, 1992), a criagdo e desenvolvimento do con-
ceito de numeros naturais possuem indicios desde a pré-histéria, mas nao existe uma
datacao especifica, pois desde os tempos mais remotos a humanidade teve a neces-
sidade de contar e quantificar os objetos, seja ovelhas, alimentos, etc. No entanto, a
nogao dos numeros naturais como uma sequéncia ordenada de elementos e simbolos
surgiu mais tarde em diferentes culturas e periodos histéricos. Segundo (BOYER, 2012),
na Mesopotamia, por volta de 2000 antes de Cristo, surgiram as primeiras tdbuas cunei-
formes contendo registros numéricos, o sistema de numeracéao era sexagesimal (base
60). Outro exemplo no antigo Império Romano, o sistema era baseado em algarismos
romanos.

A principio, os numeros naturais por muito tempo aparentavam ser
suficientes para as necessidades de contar e quantificar objetos, mas na decorréncia
de novas situagdes, surgiu a necessidade de uma nova representacdo. Segundo
(BOYER, 2012), as primeiras datagdes foram encontradas na Babilénia e no Egito,
onde se utilizava a representagdes fracionarias em registros comerciais e medicdes
de terra. Segundo (IFRAH, 1989), por volta de 3000 antes de Cristo, durante a época
de cheias o rio Nilo submergia, deixando o solo com muitos nutrientes, onde as terras
eram aptas para o cultivo na agricultura. Quando as aguas baixavam, os agricultores
demarcavam igualmente as terras para que ninguém tivesse mais terra que o outro,
fazendo essa reparticao igualmente. Eles perceberam que essas divisdes nao tornava
numeros exatos e dessa forma, o nocao de fracdo comecou a ser entendida como uma

parte de um inteiro.
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Na Grécia antiga, segundo (BOYER, 2012) os matematicos perceberam
que os conjunto dos numeros naturais e racionais ndo abrangiam a totalidade dos
numeros que conhecemos hoje. Foi na Grécia antiga, que os matematicos comecgaram a
investigar e aprofundar a compreensao dos numeros reais. Pitagoras e seus seguidores,
estabeleceram que todos os nUmeros poderiam ser expressos como uma razao de
dois numeros, conhecido como a fragdo. No entanto, perceberam a existéncia de um
namero que nao poderia ser escrito dessa maneira, assim, descobriram propriedades
interessantes, e a criagdo de numeros que nao eram racionais estava ligeiramente
ligada aos fatores de natureza geométrica e aritmética. O problema mais conhecido é o
comprimento da diagonal do quadrado. Para um quadrado de comprimento 1, a diagonal
nao podia ser expressa como uma fracdo simples. Usando os argumentos geométricos
e o Teorema de Pitagoras, eles descobriram que o comprimento da diagonal é a raiz
qguadrada de 2. Essa descoberta abriu portas para o estudo dos nimeros irracionais e
levou um avanco significativo na compreensao dos nimeros reais.

Ao pensar no conjunto dos numeros inteiros introduzimos quantidades
negativas, mas que por muito tempo foi-se discutido e nao tao facil de se enquadrar a
ideia de quantidades negativas, por exemplo um vendedor tinha sete macas e vendeu
trés macas, seu estoque diminuiria, mas a ideia de -3 macgas nao era possivel, ai a ideia
dos numeros inteiros surge como uma extensao dos numeros naturais. Ao contrario dos
nameros naturais, que representa a contagem de objetos, os numeros inteiros foram
introduzidos para lidar com a ideia de falta ou divida, bem como quantidade negativas.
Neste trabalho, faremos uma apresentagdo nao pela ordem cronolégica, mas sim de
uma maneira mais elegante, para que tenha coeréncia no entendimento.

A Andlise Real que em sua forma mais basica € o estudo rigoroso
das ideias do calculo ocorre no contexto dos numeros reais, porque 0s nUmeros reais
tém as propriedades necessarias para permitir que coisas como derivadas e integrais
funcionem. Uma vez que tenhamos construido os numeros reais verificando o axioma
do supremo e aceitando as notacdes usuais, é possivel a partir disso provar resultados
do Analise Real que conhecemos nos cursos de graduacao.

Um estudo rigoroso de derivadas e integrais requer um tratamento
rigoroso das propriedades fundamentais dos numeros reais, e esse € o tdpico deste tra-

balho de conclusao de curso. Sabemos que dentro do conjunto dos nimeros reais (que
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intuitivamente formam a “linha numérica completa”) existem trés conjuntos familiares
de numeros: 0s numeros naturais (intuitivamente 1,2, 3, - - -), os inteiros (intuitivamente
- ,=3,-2,—1,0,1,2,3,---) e 0s numeros racionais (as fragcdes). Usamos os simbolos
padrao N, Z, Q e R para denotar os numeros naturais, os inteiros, 0s numeros racio-
nais e os numeros reais, respectivamente. Esses conjuntos sado subconjuntos um do
outro na ordem

NCZcCcQCR, (*)

onde cada conjunto € um subconjunto préprio do préximo. Acontece é que isto é a
maneira intuitiva e usual de trabalhar com esses conjuntos. Mas a construgéo formal e
axiomatica destes conjuntos néo verifica (x). Na verdade, nesta construgdo consegui-
mos “encaixar” estes conjuntos e por um abuso da linguagem podemos considerar (x)
como valida.

A metodologia que utilizamos nesse trabalho é a bibliografica. Tendo
como fundamentacao a analise e leitura de livros que abordam o tema da construcao
dos numeros naturais, 0s numeros inteiros, 0s numeros racionais e sobretudo o0s
numeros reais. Mais especificamente, as principias referéncias sdo (COHEN; EHRLICH,
1963) e (MOREIRA; CABRAL, 2021).

Os objetivos principais sdo compreender a constru¢do dos conjuntos
dos numeros naturais, dos numeros inteiros, dos numeros racionais e dos numeros
reais. Os objetivos especificos sdo entender a importancia dos conceitos prévios da
teoria dos conjuntos, das relagées, fungdes e operagdes binarias.

Neste trabalho, iniciamos no segundo capitulo introduzindo a teoria
axiomatica de conjuntos, bem como relacées, funcdes e operagdes binarias, utilizando
os axiomas fundamentais da matematica. Faremos um destaque ao conceito de relagéo
de equivaléncia para com isto introduzir o conceitos de conjunto quociente, par orde-
nado e produto cartesiano. Dando continuidade, no terceiro capitulo, vamos construir o
conjunto dos numeros naturais por meio dos Axiomas de Dedekind e verificando as
aplicacbes de adigdo e multiplicagdo do conjunto dos numeros naturais, além disso
definiremos grupos e semigrupos. No quarto capitulo, construimos os numeros inteiros,
esta construgao é realizada por meio das classes de equivaléncia entre pares ordena-
dos, utilizando a nossa base do conjunto dos numeros naturais. No quinto capitulo, €

feita a construgao dos niumeros racionais, seguindo 0 mesmo raciocinio dos numeros
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inteiros, utilizando a classe de equivaléncia, e no sexto capitulo é feita a construcao
do conjunto dos numeros reais via cortes de Dedekind. Finalmente no sétimo capitulo,

sao feitas as conclusdes obtidas nesse trabalho.
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2 TEORIA DE CONJUNTOS, RELACOES E FUNGOES

Neste capitulo colocaremos algumas preliminares necessarias para
uma maior compreensao do trabalho. Antes de comecar a construir 0s conjunto numé-
ricos, vamos introduzir a teoria axiomatica dos conjuntos e suas propriedades, bem
como as relagdes, funcoes e operagdes binarias. A bibliografia usada como base é
(COHEN; EHRLICH, 1963).

2.1 Teoria de conjuntos

Um conjunto é uma colegao de objetos. Um conjunto sera caracterizado
aqui com letras maidsculas, e os objetos, também chamados de elementos, serao
denotados por letras minusculas.

A relagao bésica entre um objeto e um conjunto é a de pertinéncia.
Caso um objeto x pertenca a um conjunto A, entao denotaremos por = € A, se esse

objeto ndo pertence ao conjunto, denotaremos por = ¢ A.
Axioma 1 (Axioma de existéncia) Existe um conjunto.

Axioma 2 (Axioma de identidade) Se A e B sao conjuntos tais que todo elemento
de A € um elemento de B, e todo elemento de B é elemento de A, entdo A e B sao o

mesmo conjunto.

Denotaremos por A = B, se A e B sd0 0s mesmos conjuntos, também usaremos a
mesma notac¢ao para conjuntos onde se repetem os mesmos elementos, por exem-
plo, {a,a,b,b}, {a,a,b}, {a,b} denotam os mesmos conjuntos. Por outro lado, quando

possuem pelo menos um elemento distinto, dizemos que A # B.

Definicao 2.1 Dizemos que o conjunto B é um subconjunto de A, denotado por B C A
(ouADB),sebe A, paratodob e B.Se B C Ae B # A entao dizemos que B € um

subconjunto proprio de A e denotamos como B C A (ou A O B).
Nao é dificil verificar as seguintes propriedades:

1. Se A € um conjunto, entdo A C A.
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2. Se A e B sao conjuntos, entdo A = Bse,esése, AC Be B C A.

3. Se A, B e C sao conjuntos taisque A C Be B C (C,entdo A C C.

Axioma 3 (Axioma de especificacao) Se A € um conjunto e Q(x) € uma condigao,
entdo existe um subconjunto B de A, cujos elementos sdo exatamente os elementos

xr € A para os quais a condicao Q(z) é satisfeita.

Observacao 2.1

1. O subconjunto B do Axioma 3 é chamado determinado (ou especificado) pela

condigéo Q(x).

2. Pelo Axioma de identidade, se B e B’ sdo subconjunto de A determinados pela
condicao Q(x), entdo B = B’. Dizemos entdo um unico subconjunto B de A é

determinado pela condicdo )(x) e escrevemos B = {z € A; Q(x)}.

Teorema 2.1 [Teorema 0.1 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe um conjunto que

nao tem elementos.

Demonstracao. Pelo Axioma de existéncia, existe um conjunto A. Seja Q(z) a condi¢ao:
z ¢ A. Pelo Axioma de especifica¢do, existe um subconjunto E de A consistindo de
todos os elementos = € A que satisfazem a condicdo = ¢ A. Como nenhum elemento

de A satisfaz (=), entdo E nédo tem elementos. [

Observacao 2.2 Qualquer conjunto que nao possua elementos é chamado de conjunto

vazio.

Teorema 2.2 [Teorema 0.2 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se E e E’ sdo conjuntos

vazios, entao £ = E'.

Demonstracao. Suponhamos que £ # E’. Entdo uma das seguintes afirmacoes é

verdadeira:
1. Existe um elemento z € F talque = ¢ F'.

2. Existe um elemento x € E' tal que z ¢ E.
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Ambas essas afirmacgdes séo falsas, pois nem E nem E’ possuem quaisquer elementos.

Consequentemente, £ = E'. [ |

Observacao 2.3 Em vista do Teorema 2.2, dizemos o conjunto vazio. Denotamos esse

conjunto por 0.

Axioma 4 (Axioma de reunidoes) Se C' é um conjunto de conjuntos, entao existe um

conjunto Btalque z € B,sex € Aparaalgum A € C.

Observacao 2.4

1. O Axioma 4 afirma que para toda cole¢do de conjuntos existe um conjunto que
contém todos os elementos que pertencem a pelo menos um conjunto da colecao
dada.

2. O paradoxo de Russel afirma que nao pode existir o conjunto C' de todos os
conjuntos. De fato, a condicao Q(z) : € um conjunto em C' tal que = ¢ z, deter-
mina (pelo Axioma de Especificacdo), um subconjunto D de C cujos elementos
x ndo se contém como elementos. Mas, se D € D,entdo D ¢ Dese D ¢ D,
entdo D € D. Esta contradicao € inevitavel se um conjunto de todos os conjuntos

existisse.

Teorema 2.3 [Teorema 0.3 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se C € um conjunto de
conjuntos, entao existe um Unico conjunto X tal que = € ¥ se, e s6 se, © € A para

algum A € C.

Demonstracao. Pelo Axioma de Reunides 4, existe um conjunto B tal que x € B se
x € A paraalgum A € C. Pelo Axioma de especificacao 3 existe um Unico subconjunto

Y. de B determinado pela condigédo = € A para algum A € C. [

Observacao 2.5 > nao depende da escolha de B.

Defini¢ao 2.2 O conjunto 3 do Teorema 2.3 € chamado a reunido dos conjuntos A de

C. Escrevemos, U A em vez de .
AeC

Se A e B sao conjuntos, ainda nao temos informagdes que nos digam se existe um
conjunto com A e B como elementos. Isso € constrangedor se quisermos considerar a

unido de A e B. O seguinte axioma nos permite fazé-lo.
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Axioma 5 (Axioma de pares) Se A e B sao conjuntos, existe um conjunto C tal que
AeCeBeC(.

Agora, pelo Axioma de especificacao, existe um subconjunto de C' que consiste preci-
samente de A e B. Esse conjunto {A, B} é chamado de um par. Se A = B, entdo o
par {A, B} = {A, A} = {A} é chamado de unitario A.

Pelo Axioma de Reunides (4) e o Axioma de pares (5), temos:

Proposicao 2.1 [Exercicio 0.5 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se A e B sao conjuntos,
entao existe um conjunto que € a unigo de A e B. Denotamos a unido de A e B pelo

simbolo: AU B.
Se verificam as seguintes propriedades:
1. Se A e B sao conjuntos entdo AU B = BU A.

2. Se A, B e C sao conjuntos entdao AU (BUC) = (AUB)UC.

Teorema 2.4 [Teorema 0.4 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se C € um conjunto de
conjuntos, entao existe um unico conjunto II tal que = € 11 se, e s6 se, x € A, para todo
AedC.

Demonstracao. Pelo Axioma de especificacdo 3, a condi¢cao Q(z) : = € A para todo

A € C, determina um unico subconjunto de U A. Esse é o conjunto exigido II. W
AeC

Definicao 2.3 O conjunto II do Teorema 2.4 € chamado intersegcdo dos conjuntos A

de C. Escrevemos ﬂ Aemvezdell.
AeC

Proposicao 2.2 [Exercicio 0.9 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se A e B sao conjuntos,

entdo existe um conjunto que € a intersecdo de A e B.

Demonstracao. Pelo Axioma de Especificagao (3) e pelo Axioma de Reunides (4),
existe um conjunto {xr € AU B; x € A e x € B}, e sera unico pelo Teorema 2.4. [
Denotamos a intersecao de A e B pelo simbolo AN B. Se AN B = (), dizemos que A e
B sao conjuntos disjuntos.

A intersecao satisfaz as seguintes propriedades: Se A, B e C sao conjuntos tem-se
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1. AnB=BnNA.
2. AnN(BNC)=(AnB)NnC.
3. AN(BUC)=ANB)UANC)e AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Usaremos A — B para denotar {z; x € A e x ¢ B}. Se verifica as

seguintes propriedades:
(@@ A—-B=A-(ANB).
(b) A—B=1(0se,es6bse, AC B.

Axioma 6 (Axioma das Poténcias) Se A € um conjunto, existe um conjunto P(A)

(chamado conjunto poténcia de A), cujos elementos s&o os subconjuntos de A.

Por exemplo, o conjunto das poténcias do conjunto cujos elementos

sao a, b, ¢ € 0 conjunto cujos elementos sao:

{0, {a},{b}, {c} {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, c}}.

O conjunto das poténcias de um conjunto com n elementos contém 2" elementos.

Se a € A, entdo um dos subconjuntos de A é o conjunto unitério {a}.
Observamos que se a € A, entdo {a} C Ae {a} € P(A).Sea c Aeb e B, entdo o par
{a,b} € um subconjunto de AU B e um elemento de P(A U B).

Um conceito muito Util € o de par ordenado. As coordenadas (x,y) de
um ponto no plano, por exemplo, formam um par ordenado. Para especificar um ponto
P no plano, é suficiente declarar quais dois numeros servirdo como as coordenadas de
P e qual desses dois numeros sera a coordenada x. No simbolo (3, 2), a coordenada x
€ destacada por ser escrita primeiro. Uma definicdo de par ordenado que utiliza a ideia
de destacar um dos elementos do par sem pressupor qualquer nogao de “primeiro” ou

“segundo” foi dada por Norbert Wiener:

Definicao 2.4 Sea € Aeb € B, entdo o par ordenado (a, b) € definido como o conjunto

{{a}, {a,0}}.

Observacao 2.6 Notamos que se a = b entdo

(a,0) = (a,a) = {{a}, {a, a}} = {{a},{a}} = {{a}}.
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Essa definicao tem a vantagem de pressupor apenas os axiomas dos
conjuntos para que conceitos como ordem e fungao possam ser definidos posterior-
mente em termos de par ordenado sem perigo de circularidade.

O fato mais importante sobre a Definicdo 2.4 é que os pares ordenados

assim definidos se comportam exatamente como os pares ordenados deveriam:

Teorema 2.5 [Teorema 0.5 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Dois pares ordenados (a, b)

e (da,V) séoiguais se,esdése,a=d eb="V.

Demonstracao. Se o« = o’ e b = V', entdo, pelo Axioma de identidade (2),

{{a},{a,0}} = {{d'}, {d', '} }. (2.1)

Reciprocamente, suponhamos que (2.1) é verdadeira. Se a = b, entdo, de acordo com

a Definicao 2.4 e a notacao da Observacao 2.6, temos

(a,0) = (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a}} = {{d'} {d, U} }.

Pelo Axioma da identidade, temos a = a' =V'. Comoa = b, temosa =d e b =10. Se
a # b, entdo, pelo Axioma da identidade, {a,b} # {a'}. Portanto, {a,b} = {d’,V'}, €

{a} ={d'}. Mas,entdoa=d eb=1"V. [ |

Teorema 2.6 [Teorema 0.6 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se A e B s&o conjuntos
ndo vazios, entdo existe um conjunto C' que consiste de todos os pares ordenados (a, b)

coma€ Aebc B.

Demonstracao. Cada par ordenado de (a,b) = {{a},{a,b}} € um subconjunto de
P(A U B). Pelo Axioma de especificacao (3), a condicado “z é um par ordenado (a, b)
coma € Aeb e B”determina um subconjunto C de P(P(A U B)). O conjunto C

consiste de todos os pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B. [

Definicao 2.5 O conjunto C' do Teorema 2.6 € chamado produto cartesiano de A e B,

0 qual sera denotado por A x B.

Se verifica a seguinte propriedade: Se A, B e C' sao conjuntos nao
vazios entao
Ax (BUC)=(Ax B)U((Ax ().
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2.2 Relacgdes, funcoes e operagdes binarias

Se A e B séo conjuntos, entdo uma condi¢cao Q(z) determina, pelo
Axioma da especificacédo (3), um subconjunto R de A x B que consiste em todos 0s
pares ordenados = = (a, b) para os quais a condi¢ao € verdadeira. Tal condig&o expressa
0 que, na linguagem comum, € chamado de relagéo entre a e b. Exemplos disso sdo “a &
menor que b”, “a € igual a b”, “a divide 0", etc. Em matemética, € conveniente identificar o
conjunto R como uma relagéo. De fato, se R é qualquer subconjunto de A x B, pode-se

pensar na condicdo Q(x): “z € R” como sendo uma rela¢édo entre a e b, onde = = (a, b).

Definicao 2.6 Uma relacdo binaria € um subconjunto R do produto cartesiano A x B.
Se R € Ax A, chamamos R uma relagéo binaria em A. Se (a,b) € R podemos escrever
aRb.

Definicao 2.7 Seja R uma relagao bindria definida em um conjunto A. Dizemos que
1. R é reflexivo se aRa € verdadeiro para todo a € A.
2. R € simétrico se bRa vale, sempre que aRb vale para a,b € A.
3. R é transitivo se aRc vale, sempre que aRb € bRc valem para a, b, c € A.
4. R é antissimétrico se a = b sempre que aRb € bRa valem para a,b € A.

5. R satisfaz a lei da tricotomia se, para qualquer a,b € A, exatamente uma das

seguintes afirmacdes é verdadeira: aRb, bRa ou a = b.

Definicao 2.8 Se uma relagdo binaria R em um conjunto A é reflexiva, simétrica e

transitiva entdo ela é chamada de relagdo de equivaléncia em A.

Exemplo 2.1 No conjunto A de todos 0os numeros inteiros, podemos definir uma relagéo

binaria R de forma que aRb seja verdadeira se, e sé se, 3 for um divisor de b — a.
1. Como 3 € um divisor de a — a paratodo a € A, R é reflexiva.
2. Se 3 é um divisor de a — b, entdo 3 € um divisor de b — a. Portanto, R é simétrica.
3. Suponha que 3 seja um divisor de b — a e também de ¢ — b. Entado, 3 € um divisor

de (b —a) + (¢ — b) = ¢ — a. Assim, R é transitiva.
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Portanto, R € uma relacao de equivaléncia em A. Se a Rb é verdadeira para dois nimeros
inteiros a e b, dizemos que a é congruente a b médulo 3 e escrevemos a = bmod 3. Para
qualquer numero inteiro ndo nulo m, uma relagédo de equivaléncia congruéncia modulo

m pode ser definida de forma similar.

Definicao 2.9 Se R é uma relagao de equivaléncia definida em um conjunto A e se
a € A, entdo o conjunto C, = {z € A; zRa} denomina-se classe de equivaléncia de a

com respeito a relagao R.

Exemplo 2.2 Vamos determinar as classes de equivaléncia no conjunto A de todos
0s numeros inteiros em relagao a congruéncia modulo 3. Os inteiros congruentes a
0 médulo 3 formam uma classe de equivaléncia. Os elementos dessa classe sdo os
multiplos de 3, ou seja, 0s numeros inteiros da forma 3k para algum inteiro k. Os inteiros
congruentes a 1 médulo 3 formam outra classe de equivaléncia. Essa classe consiste
em todos os inteiros da forma como 3k + 1 para algum inteiro k. Os inteiros congruentes
a 2 modulo 3 formam uma terceira classe de equivaléncia. Essa classe consiste em
todos os inteiros da forma 3k + 2 para algum inteiro k. No entanto, todo inteiro pode ser
expresso na forma 3k, 3k+1 ou 3k+2 para algum inteiro k. Portanto, as trés classes que
listamos contém todos os inteiros, e o conjunto A, em relagcdo a congruéncia modulo 3,
€ a unido de trés classes de equivaléncia, onde nenhuma das classes tem elementos

em comum. Isso ilustra um principio geral muito importante.

Teorema 2.7 [Teorema 0.7 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se R é uma relacédo de
equivaléncia em um conjunto A, entdo A € uma unido de classes de equivaléncia

disjuntas dois a dois.

Demonstracao. Mostremos primeiro que o conjunto A é a unido de todas as suas
classes de equivaléncias. Se a € A, entdo a € C, desde que aRa por conta da

reflexividade de R. Mas, entdo A é um subconjunto de U C, que, por sua vez, é um
a€A

subconjunto de A. Portanto, A = U C,.

a€A
Mostraremos a seguir que para a,b € A, as classes de equivaléncias

C, e C, sao disjuntas ou iguais. Se C, N Cy, # 0, existe x € A satisfazendo zRa e zRb.

Mas, como R é simétrica, aRzx, € portanto, aRb desde que R é transitivo. Agora, se
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a’ € C, entdo a’ Ra e como aRb, pela transitividade de R, temos o’ Rb. Portanto, C, C C,,.
Analogamente, se i/ € C, entdo v'Rb e como bRa (pois R é simétrica e aRb), pela
transitividade de R, temos V' Ra. Portanto, C, C C,. Concluimos, C, = ;. Segue-se
gue A é a unido de classes de equivaléncias mutuamente disjuntas. [ |
As classes de equivaléncia com respeito a uma relagdo R formam um

subconjunto do conjunto de poténcias de A.

Definicao 2.10 Se R € uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A, o conjunto
A/R de todas as classes de equivaléncias com respeito a R € chamado conjunto

quociente de A modulo R.

Definicao 2.11 Se uma relagéo binaria em um conjunto A é reflexiva, antissimétrica e

transitiva, ela € chamada de relacdo de ordem parcial.

Definicao 2.12 Uma relacdo bindria R em um conjunto A € chamada de relagdo de
ordem em A se for transitiva e satisfaz a lei da tricotomia. Um conjunto no qual é

definida uma relacédo de ordem € chamado conjunto ordenado.

Um tipo especial importante de relacao binaria € chamado de fungao.

Definicao 2.13 Se A e B sao conjuntos nao vazios, entdo uma funcdo ' de A em
B, o que denotamos F': A — B, é uma relagéo binaria de A em B satisfazendo as

condicoes:
(1) Paracadaa € A, (a,b) € F para algum b € B.
(2) Se (a,b) e Fe(al)e F,entaob=1.
Observacao 2.7 Seja F : A — B.

1. Os conjuntos A e B sao respectivamente chamados, dominio e contradominio de
F.

2. O conjunto F'(A) :={b € B; (a,b) € F'} é chamada a imagem de F.

3. Se (a,b) € F, escrevemos b = F(a). Entdo para todo a € A existe exatamente
um b € B tal que b = F(a). Por outro lado, se para todo elemento a € A,
associamos de alguma maneira exatamente um elemento F(a) € B, entdo o

conjunto {(a, F(a)); a € A} é uma fungéo de A em B.
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Definicao 2.14 Seja I': A — B.
1. Dizemos que F é injetiva se (a,b) € F'e (da’,b) € Fentdoa = d'.
2. Dizemos que F' é sobrejetiva se F(A) = B.

3. Dizemos que F' é bijetiva se, e s6 se, F' é injetiva e sobrejetiva.

Teorema 2.8 [Teorema 0.8 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Duas fungées F, G : A — B

sdo iguais se, e so se, F'(a) = G(a), paratodo a € A.

Demonstracao. Suponha que F' = G. Sejaa € Alogo (a, F(a)) € F entédo (a, F(a)) € G.
Mas, entdo desde que (a,G(a)) € G, temos que F(a) = G(a). (Note que até agora,
usamos apenas a incluséo F' C G).
Por outro lado, se F(a) = G(a) para todo a € A, entdo para cada
(a,F(a)) € F, temos
(a, F(a)) = (a,G(a)) € G

de modo que F' C G. Da mesma forma, G C F. Portanto, ' = G. [ |

Teorema 2.9 [Teorema 0.9 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Sejam F : A — B e
G : B — C. Entéo existe uma unica H : A — C tal que H(a) = G(F(a)), para todo

a € A.

Demonstracao. Seja H = {(a,¢); ¢ = G(F(a)) para algum a € A}. Entdo, H C A x C.
Sea € A, entdo c = G(F(a)) € C, uma vez que F' e G satisfazem (1) da Definicao 2.13.
Se (a,c) € He (a,d) € H,entdo ¢ = G(F(a)) = ¢, uma vez que F e G satisfazem (2)
da Definicdo 2.13. Portanto, H € uma funcdo de A em C. A condigéo “c = G(F(a)) para
algum a € A” especifica um subconjunto Unico de A x C. Assim, H € a Unica funcao

com as propriedades requeridas. [ |

Definicao 2.15 Se ' : A - Be G : B — (, entdo a fungcdo H : A — C definida
por H(a) = G(F(a)), paratodo a € A € chamada a composi¢cdo de F e G, a qual é

denotada por GF.

Teorema 2.10 [Teorema 0.10 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] A composigao de fun-
cOes é associativa, isto é,se F : A - B,G : B - Ce H : C — D entao
(HG)F = H(GF).
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Demonstragéo. Para todo a € 4,
[(HG)F](a) = (HG)(F(a)) = H(G(F(a))).

Também, para todo a € A,
[H(GF)](a) = H(GF)(a)) = H(G(F(a))).

Portanto, pelo Teorema 2.8, (HG)F = H(GF). m

Definicao 2.16 Se F': A -~ Be G: B — A entdo G é chamada a fung4o inversa para
F se (GF)(x) = G(F(x)) = z,paratodo z € Ae (FG)(y) = F(G(y)) = y, para todo
y € B.

Teorema 2.11 [Teorema 0.11 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se F' : A — B é bijetiva

entdo F' tem uma unica fungao inversa.
Demonstracao. Considere o seguinte conjunto
G ={(b,a); (a,b) € F}. (2.2)

Entdo, G C B x A. Se b € B, entdo, como F é uma fungao sobrejetiva, (a,b) € F
para algum a € A. Portanto, (b,a) € G. Se (b,a) € G e (b,d) € G, entdo (a,b) € F e

(a’,b) € F. Como F € injetiva, a = «’. Portanto, G € uma funcdo de B em A. Por (2.2),

GF(a) = G(F(a)) = a, paratodo a € A,

FG(b) = F(G(b)) = b, paratodo b € B.

Assim, G € uma funcao inversa para F'. Agora, seja G’ qualquer funcao inversa para F'.

Entdo, para todo b € B, pela Definicdo 2.16 e pelo Teorema 2.10, tem-se
G'(b) = G'((FG)(b)) = [G'(FG))(b) = [(G'F)G](b) = (G'F)(G(b)) = G(b).
Portanto, G' = G. [

Proposicao 2.3 [Exercicio 0.20 em (COHEN; EHRLICH, 1963)]

1. Se I': A — B é bijetiva entdo a funcéo inversa G : B — A de F é bijetiva.
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Se FF: A — B é bijetivae G : B — C é bijetiva entdao GF : A — C é bijetiva.

Demonstracao.

1.

Como G é uma aplicagéo inversa para F' temos que (GF)(x) = z, paratodo z € A

e (FG)(y) =y, paratodo y € B.
G é injetiva: sejam y;,y, € B tal que G(y;) = G(y2). Como F é sobrejetiva e
y1,y2 € B entdo existem zy, x5 € A tal que y; = F(x;) e y, = F(x5). Dai temos

21 = (GF) (1) = G(F(11)) = G(11) = G(y2) = G(F(x2)) = (GF)(x2) = w3

assim y; = F(x1) = F(x2) = yo. Portanto, G € injetiva.

G é sobrejetiva: dado = € A temos que G(F(z)) = (GF)(x) = x com F(z) € B.O

gue mostra que G € sobrejetiva.

Concluimos que G € uma aplicacao bijetiva de B em A.

Devemos mostrar que GF' : A — C é bijetiva.

GF é injetiva: sejam x,z, € Atal que (GF)(z1) = (GF)(z2). Agora como
G(F(x1)) = (GF)(21) = (GF)(x2) = G(F(x2))

e G éinjetiva entdo F(x1) = F(x2) e como F' é injetiva temos que z; = x5. Assim,
GF é injetiva.

GF é sobrejetiva: dado z € C' e como G : B — C € sobrejetiva existe y € B tal
que z = G(y). Agora,como y € Be F : A — B € sobrejetiva entédo existe z € A

tal que y = F(z). Logo
z2=G(y) =G(F(x)) = (GF)(x), comzx € A.
Dai GF' é sobrejetiva. [

Algumas operacdes usuais da mateméatica, como adicdo e multiplicacdo

de numeros, adi¢do de vetores e multiplicacao de vetores por escalares, podem ser

interpretadas como funcdes cujo dominio € o produto cartesiano de dois conjuntos.

Definicao 2.17 Se A, B e C sao conjuntos, entdo qualquer fungdo de um subconjunto

néo vazio de A x B em C' € chamada operacgédo binaria de A x B para C'. Em particular,
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se A = B = (C, entdo qualquer funcao de um subconjunto ndo vaziode A x Aem A é
chamada operacédo binaria em A. Uma operacao binaria cujo dominio é todo A x A é

chamada operacéao binaria sobre A.

Uma operacao binaria o : A x B — (' associa a cada par ordenado
(a,b) € A x B um unico elemento a o b € C. Uma operacao binaria o em A associa a

cada par ordenado (a,a’) em um subconjunto de A x A um unico elemento a o a'.

Exemplo 2.3 Se A é o conjunto de todas as fungdes de P em (), e B é o0 conjunto de
todas as fungbes de Q em T', entdo a composicao de fungdes é uma operagao binaria

de B x A para C, onde C é o conjunto de todas as fungoes de P em T.

Exemplo 2.4 Se C' é um conjunto de conjuntos tal que, para Ae Bem C, AUB e
AN B também pertencem a C, entdo U e N sdo operagdes binarias em C. Em particular,
se P(A) é o conjunto de todos os subconjuntos de um dado conjunto A, entdo U e N

sao operacgdes binarias em P(A).
Definicao 2.18 Uma operacgao binaria o sobre A é
(a) associativase, ao (boc) = (aob)oc, paratodo a,b,c € A,

(b) comutativase, aob=boa,paratodoa,b e A.

Definicao 2.19 Se A é um conjunto, e, o, o’ sdo operagdes binarias sobre A, entdo o’ é
1. distributiva & esquerda sobre o se a o’ (boc) = (ao'b)o(ad ¢), paratodo a,b,c € A,
2. distributiva a direita sobre o se (boc) o' a = (bo'a)o (co a), paratodo a,b,c € A,

3. distributiva sobre o se for distributiva a esquerda e a direita sobre o.

Neste capitulo abordamos os seis axiomas fundamentais da teoria
dos conjuntos: axioma de existéncia, de identidade, de especificacao, de reunides, de
pares e das poténcias. Através de uma condi¢do Q(x), mostramos as rela¢des binarias,
denominadas como relacdes de equivaléncias, além disso, definimos as classes de
equivaléncia onde sera fundamental para a constru¢do dos conjuntos numeros N, Z, Q.
E por dltimo, ndo menos importante, abordamos sobre as fungdes injetivas, sobrejetivas

e bijetivas.
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3 CONSTRUGCAO DOS NUMEROS NATURAIS

Neste capitulo, apresentaremos a construcdo do conjuntos dos nu-
meros naturais por meio dos axiomas de Dedekind. Além disso, introduziremos os
conceitos de grupoide, semigrupo, semigrupo comutativo e semigrupo ordenado que
sera importante para simplificar as homenclaturas das propriedades que verificam
0s numeros naturais. Mostramos também um importante resultado, o principio da
boa ordenag&o que sera utilizado no sexto capitulo. A principal referéncia utilizada foi
(COHEN; EHRLICH, 1963).

Iniciaremos nosso estudo com um conjunto N e uma funcdo S : N — N.
Os elementos de N serdo chamados numeros naturais e intuitivamente representamos
N = {1,2,3,4,5..}. Paracada n € N, S(n) sera chamado o sucessor de n. Impomos

sobre N e S as seguintes condigdes:

(A1) S éinjetiva.

(A2) S(N) # N.

(A3) Seu e N— S(N)e M é um subconjunto de N tal que:

(i) ue M,

(i) S(n) e M sene M,
entdo M = N (Axioma de Indug&o).

Os axiomas (A1), (A2) e (A3) formam um ligeira modificacdo dos axiomas geralmente

associados ao nome Peano, mas na verdade foram introduzidos por Dedekind (1888).

Teorema 3.1 [Teorema 1.1 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe exatamente um

numero natural que nao é sucessor de nenhum numero natural.

Demonstracao. Pelo Axioma (A2) existe um numero natural u ¢ S(N). Seja M =
{u} U S(N). Entdo u € M e se n € M temos que S(n) € S(N) logo S(n) € M. Pelo
Axioma (A3), M = N, isto é, N = {u} U S(N) e portanto todo numero natural n # u
pertence a S(N), isto é, todo nimero natural, exceto u, € o sucessor de algum namero

natural. [ |
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Observacao 3.1 Usaremos o simbolo familiar 1 para denotar o Unico ndo sucessor em

N.

Defini¢cao 3.1 Um subconjunto M de N é chamado conjunto indutivo se S(n) € M

sempre que n € M.

Observacao 3.2 Podemos agora reescrever o Axioma (A3) na forma “se M é um

conjunto indutivo contendo 1 entdo M = N”.

Exemplo 3.1 Temos que S(n) # n, para todo n € N.

De fato, considere M = {n € N; S(n) # n}. Claramente S(1) # 1 pois 1 ¢ S(N) e
S(1) € S(N),isto é,1 € M. Suponhamos que n € M, entdo S(n) # n.Se S(S(n)) = S(n)
pelo Axioma (A1) temos que S(n) = n 0 que € uma contradigédo. Logo, S(S(n)) # S(n)

assim S(n) € M. Entdo pelo Axioma (A3), temos que M = N.

Teorema 3.2 [Teorema de recursdo, Teorema 1.2 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Seja
A um conjunto ndo vazio. Se G : A — A e a € A, entdo existe exatamente uma fungéo
F:N — Atal que

F(1)=a e F(S(n))=G(F(n)), paratodon € N.

Demonstracao.

Existéncia: SejaC = {T'Cc Nx A; (1,a) € T e (S(n),G(b)) € T, se (n,b) € T'}. Note
que (1,a) e Nx Aese (n,b) e Nx Atemosquen € Neb e Alogo (S(n),G(b)) € Nx A
assim N x A € C, portanto C' € ndo vazio. Agora, defina

F=T (3.1)

TeC

Claramente, F' € C e por (3.1), temos que F' C T, para todo T' € C. Mostraremos que

F é afungéo procurada. Seja M = {n € N; (n,b) € F para exatamente um b € A}.
Afirmacao 3.1 1 € M.

De fato, como F' € C temos que (1,a) € F. Suponhamos que (1,b) € F' com b # a. Seja
F,=F—{(1,b)},como (1,b) # (1,a) e (1,a) € F,entdo (1,a) € F,. Se (n,c) € F, temos
que (S(n),G(c)) # (1,b) logo (S(n),G(c)) € F,. Portanto, F, € C e por (3.1) tem-se que
F c F,=F—{(1,b)} que é uma contradicdo por ser um subconjunto proprio de F.

Segue-se que 1 € M.
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Afirmacao 3.2 M é um conjunto indutivo.

De fato, se n € M entéo existe exatamente um b € A tal que (n,b) € F. Como F € C
entdo (S(n),G(b)) € F. Suponhamos que (S(n),c) € F para algum ¢ # G(b) e seja
F.=F—{(S(n),c)}.Como (S(n),c) # (1,a) € F entdo (1,a) € F.. Se (m,d) € F.vamos
mostrar que (S(m),G(d)) € F., pois se supomos o contrario teriamos que S(m) = S(n)
e G(d) = ¢ # G(b) entéo pelo Axioma (A1) temos que m = ne d # b, dai (n,d), (n,b) € F
contrariando a suposigéo de n € M. Entao, efetivamente (S(m), G(d)) # (S(n), c) logo
(S(m),G(d)) € F.,assimF. € Ce F C F.=F —{(S(m),c} o que € uma contradi¢ao.
Portanto, S(n) € M, isto €, M é um conjunto indutivo que contem 1.

Agora, pela Afirmagéo 3.1 e Afirmacgao 3.2 verificamos o Axioma (A3) entdo M = N,
isto &, para cada n € N existe exatamente um b € A tal que (n,b) € F, logo F' € uma
funcdo de N em A. Desde que F € C temos que (1,a) € F, isto é, F/(1) = a e também
temos que (n,b) € I se, e sO se, (S(n),G(b)) € F. Portanto, F(S(n)) = G(F(n)), para
todo n € N.

Unicidade: Suponhamos que existe outra fungdo F' : N — A tal que F(1) = a e
F(S(n)) = G(F(n)) para todo n € N. Claramente temos que F (1) = a = F(1). Suponha
que F(n) = F(n) entdo

Pelo Axioma (A3),
F={(n,F(n)); neN}={(n,F(n)); ne N} =F.
Assim F' é a unica funcdo de N em A com as propriedades descritas. [ |

Exemplo 3.2 Sejam A =N—{1}, G : A — A definido por G(n) = S(S(n)) ea = 5(1) €
A entdo pelo Teorema 3.2 existe uma Unica funcdo F : N — Atal que F(1) = S(1) e
F(S(n)) = G(F(n)), paratodo n € N.

Se 0s numeros naturais
1,8(1),8(5(1)),S(S(5(1))), - -
sao identificados como 0s numeros

17273747"'
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entao as condi¢des proposta no Exemplo 3.2 constituem uma defini¢cao recursiva da

sequéncia 2,4,6,8, - - - de todos 0s numeros pares.
3.1 Adicao e multiplicacdo em N

Teorema 3.3 [Teorema 1.3 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe exatamente uma
funcdo F': N x N — N tal que

F(m,1) =S(m), paratodom e N e
F(m,S(n)) = S(F(m,n)), paratodo m,n € N.

Demonstracao.
Existéncia: Seja m € N qualquer. Pelo Teorema 3.2, considerando A =N, a = S(m) e

G = S, existe exatamente uma funcao F,, : N — N tal que
En(1) = S(m), (3.3)

F.(S(n)) = S(F,(n)), paratodon € N. (3.4)

O conjunto F' = {((m,n), F,(n)); (m,n) € N x N} €uma funcdo de N x N em N. Para
todo (m,n) € N x N, F(m,n) = F,,(n). Por (3.3),

F(m,1) = F,,(1) = S(m), paratodo m € N.
Por (3.4),
F(m,S(n)) = F,,(S(n)) = S(Fn(n)) = S(F(m,n)), paratodo m,n € N.

Assim, [ satisfaz (3.2).

Unicidade: Se F é uma funcgéo de N x N satisfazendo (3.2), entdo

F(m,1) = S(m) = F(m,1), paratodo m € N.
Para todo (m,n) € N x N tal que F'(m,n) = F(m,n), temos que

F(m,S(n)) = S(F(m,n)) = S(F(m,n)) = F(m,S(n)).

Mas entdo para cada m € N, o conjunto M,, = {n € N; F(m,n) = F(m,n)} éigual a N
desde que N,, é um conjunto indutivo contendo 1. Portanto, F(m,n) = F(m,n) para
todo (m,n) € N x N. Assim, ' = F. [ |
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Observacao 3.3 Desde que F' € uma funcdo de N x N em N, do Teorema 3.3, € uma

operagéao binaria em N (Definicdo 2.17).

Definicao 3.2 Escrevemos m +n em vez de F'(m,n), onde F' € a fungdo do Teorema

3.3, e usamos o nome familiar adicdo para a operagao binaria +.

Podemos agora reformular o Teorema 3.3:

Teorema 3.4 [Teorema 3.4" em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe uma Unica opera-

cao binaria sobre N (chamada de adi¢go) tal que
m+ 1= S(m), paratodom € N, (3.5)
m+ S(n) = S(m+n), paratodo m,n € N. (3.6)

Exemplo 3.3 Se m,n,p € N, e m + p =n+ p, entdo m = n (Lei do cancelamento para
a adicdo).
De fato, sejam m,n € N e consideremos o conjunto M,,,, ={p e N; m+p=n+p=

m=n}.
Afirmacao 3.3 1 € M,, ..

Se m+1=mn+1por (3.5) temos que S(m) = S(n) e pelo Axioma (A1) S € injetiva logo

m =n. Dai, 1 € My, .
Afirmacao 3.4 1/, ,, € um conjunto indutivo.

Suponhamos que p € M,, ., isto &, se m + p = n + p entdo m = n (hipétese indutiva).
Se m+ S(p) =n+ S(p) por (3.6) tem-se que S(m + p) = S(n+ p) e pelo Axioma (A1) S
€ injetiva obtemos m + p = n + p. Logo, pela hipétese indutiva resulta que m = n. Dai,
S(p) € My, p.

Portanto, pela Afirmagéo 3.3 e Afirmagéo 3.4, M,,,, € um conjunto indutivo contendo 1.

Consequentemente, M,, ,, = N.

Exemplo 3.4 Param,n € N, m +n # n.

De fato, para cada m € N considere o conjunto M,, = {n € N; m +n # n}.

Afirmacao 3.5 1 € M,,.
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Comom + 1 = S(m) e pelo Teorema 3.1 S(m) # 1 entdom + 1 # 1. Dai, 1 € M,,.
Afirmacao 3.6 1/, € um conjunto indutivo.

Suponhamos que n € M,,, isto €, m + n # n (hip6tese indutiva). Se m + S(n) = S(n)
entdo por (3.6) tem-se que S(m + n) = S(n) e pelo Axioma (A1) S € injetiva obtemos
m+n = n 0 que contradiz a hipétese indutiva. Dai, m + S(n) # S(n). Logo, S(n) € M,,.
Portanto, pela Afirmacéao 3.5 e Afirmacao 3.6, M,, € um conjunto indutivo contendo 1.

Consequentemente, M,, = N.

Teorema 3.5 [Teorema 1.4 e Teorema 1.5 em (COHEN; EHRLICH, 1963)]
1. A adicdo em N é associativa, isto é, (m+n)+p = m+(n+p), paratodo m,n,p € N.

2. A adicdo em N € comutativa, isto €, m + n = n + m, para todo m,n, € N.
Demonstracao.
1. Considere o conjunto P = {p € N; (m+n)+p=m+(n+p), paratodo m,n € N}.

Afirmacao 3.7 1 € P.

Por (3.5) e (3.6), temos que
(m4+n)+1=Sm+n)=m+Sn)=m+ (n+1).

Dai, 1 € P.

Afirmacao 3.8 P é um conjunto indutivo.

Suponhamos que p € P, isto &, (m +n) +p = m + (n + p) para todo m,n € N

(hip6tese indutiva). Agora por (3.6) e pela hipétese indutiva obtemos
(m+n)+S(p) = S((m+n)+p) = S(m+(n+p)) =m+Sn+p) =m+(n+Sp).

Dai, S(p) € P.

Portanto, pela Afirmagéo 3.7 e Afirmacéo 3.8, P é um conjunto indutivo contendo

1. Consequentemente, P = N.
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Primeiro mostremos que
m+1=1+m paratodom € N. (3.7)

Considere o conjunto M = {m € N; m+1 =1+ m}.
Afirmacao 3.9 1 € M.
Comol+1=1+1,temosquel € M.

Afirmacao 3.10 )/ é um conjunto indutivo.

Suponhamos que m € M, isto €, m + 1 = 1 + m (hip6tese indutiva). Agora por

(3.5), pela hipotese indutiva e pelo item 1 obtemos
Sm)+1=(m+1)+1=1+m)+1=1+(m+1)=1+5(m).

Dai, S(m) € M.

Portanto, pela Afirmagéo 3.9 e Afirmagéo 3.10, M é um conjunto indutivo contendo

1. Consequentemente, M = N.

Agora, considere o conjunto P = {n € N; m 4+ n = n + m, para todo m € N}.
Afirmacao 3.11 1 € P.

Por (3.7) temos que 1 € P.

Afirmacao 3.12 P é um conjunto indutivo.

Suponhamos que n € P, isto €, m+n = n+m para todo m € N (hip6tese indutiva).

Agora por (3.5), (3.7), pela hipétese indutiva e pelo item 1 obtemos

m+Sn) =m+n+1)=m+(1+n)
=(m+1)+n=n+(m+1)
=n+ (14+m)=n+ S(m).
Dai, S(n) € P.
Portanto, pela Afirmacao 3.11 e Afirmacgao 3.12, P € um conjunto indutivo con-

tendo 1. Consequentemente, P = N. [
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Observacao 3.4 A propriedade associativa da adicdo foi obtida antes e foi usada
para estabelecer a propriedade comutativa. Isso ndo é acidental, uma vez que a
associatividade foi incorporada a operagao de adicdo impondo as condi¢des (3.5) e

(3.6), de modo que

m+(n+1)=m+Sn)=Sm+n)=(m+n)+ 1.
Teorema 3.6 [Teorema 1.6 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe exatamente uma
fungdo K : N x N — N tal que

K(m,1) =m, paratodom € Ne

K(m,S(n)) = K(m,n) + m, paratodo m,n € N.

Demonstracao.
Existéncia: Seja m € N qualquer. Pelo Teorema 3.2, considerando A = N, a = m €

G(k) = k +m, para todo k € N, existe exatamente uma fungéo K, : N — N tal que
Ky (1) =m, (3.9)

K,,(S(n)) = K,,(n) +m, paratodon € N. (3.10)

O conjunto K = {((m,n), K,,(n)); (m,n) € N x N} éuma fungdo de N x N em N. Para
todo (m,n) € Nx N, K(m,n) = K,,(n). Por (3.9),

K(m,1) = K,,(1) = m, paratodo m € N.
Por (3.10),
K(m,S(n)) = K,»(S(n)) = K,(n) + m = K(m,n) + m, paratodo m,n € N.

Assim, K satisfaz (3.8).

Unicidade: Se K é uma fungdo de N x N satisfazendo (3.8), ent&o

K(m,1) =m = K(m,1), paratodo m € N.
Para todo (m,n) € N x N tal que K(m,n) = K(m,n), temos que

K(m,S(n)) = K(m,n) + m = K(m,n) +m = K(m,S(n)).

Mas entdo, para cada m € N, o conjunto N,, = {n € N; K(m,n) = K(m,n)} é igual a
N desde que N,, € um conjunto indutivo contendo 1. Dai, K (m,n) = K (m,n) para todo
(m,n) € N x N. Assim, K = K. |

Versdo Fi nal Honol ogada

16/ 06/ 2023 17: 04



36

Observacao 3.5 Desde que K € uma funcdo de N x N em N, do Teorema 3.6, € uma

operagéao binaria em N (Definicdo 2.17).

Definicao 3.3 Escrevemos m - n ou mn em vez de K(m,n), onde K € a fungéo do

Teorema 3.6, e usamos o0 nome familiar multiplicacdo para a operacao binaria “”.

Podemos agora reformular o Teorema 3.6:

Teorema 3.7 [Teorema 1.6 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe uma Unica operacao

binaria sobre N (chamada de multiplicagc&o) tal que
m -1 =m, paratodom € N, (3.11)
m-S(n) =m-n+m, paratodo m,n € N. (3.12)

Teorema 3.8 [Teorema 1.7, Teorema 1.8, Teorema 1.9 e Teorema 1.10 em (COHEN;
EHRLICH, 1963)]

1. A multiplicacdo em N é distributiva a esquerda sobre a adigao, isto é, m(n + p) =

mn + mp, para todo m,n,p € N.
2. A multiplicacao em N é associativa, isto é, (mn)p = m(np), para todo m,n,p € N.

3. A multiplicagdo em N é distributiva a direita sobre a adigao, isto é, (m + n)p =

mp + np, para todo m,n,p € N.

4. A multiplicagdo em N é comutativa, isto é, mn = nm, para todo m,n € N.
Demonstracao.

1. Considere o conjunto P = {p € N; m(n + p) = mn + mp, para todo m,n € N}.
Afirmacao 3.13 1 € P.

Por (3.11) e (3.12), temos que
m(n+1)=m-Sn)=mn+m=mn+m-1.
Dai, 1 € P.

Afirmacao 3.14 P é um conjunto indutivo.
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Suponhamos que p € P, isto é, m(n+ p) = mn+mp para todo m,n € N (hipbtese
indutiva). Agora por (3.6), (3.12) e pela hipétese indutiva obtemos

m(n+S(p)) =m-Sn+p)=m-(n+p)+m
= (mn +mp) +m = mn+ (mp +m)
=mn+m-S(p).

Dai, S(p) € P.

Portanto, pela Afirmacao 3.13 e Afirmacgao 3.14, P é um conjunto indutivo con-

tendo 1. Consequentemente, P = N.

Considere o conjunto P = {p € N; (mn)p = m(np), para todo m,n € N}.
Afirmacao 3.15 1 € P.

Por (3.11) temos

(mn)-1=mn=m(n-1)

logo 1 € P.
Afirmacao 3.16 P € um conjunto indutivo.

Suponhamos que p € P, isto &, (mn)p = m(np) para todo m,n € N (hip6tese

indutiva). Agora por (3.12), (3.6), pela hipétese indutiva e pelo item 1 obtemos

(mn) - S(p) = (mn)p+ mn = m(np) + mn
=m(np+n) =m(n-S(p)).
Dai, S(p) € P.

Portanto, pela Afirmacao 3.15 e Afirmacgao 3.16, P é um conjunto indutivo con-

tendo 1. Consequentemente, P = N.

Considere o conjunto P = {p € N; (m + n)p = mp + np, para todo m,n € N}.
Afirmacao 3.17 1 € P.

Por (3.11), temos que
(m+n)-1l=m+n=m-1+n-1.

Dai, 1 € P.
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Afirmacao 3.18 P é um conjunto indutivo.

Suponhamos que p € P, isto é, (m + n)p = mp + np para todo m,n € N (hipbtese
indutiva). Agora por (3.6), (3.12), pelo Teorema 3.5 e pela hipétese indutiva

obtemos

(m+n)-S(p) = (m+n)p+(m+n)=(mp+np)+(m+n)
= mp + [np + (m +n)] = mp + [(m +n) + np|
=[mp+ (m+n)]+np=I[(mp+m)+n]+np
= (m-S(p) +n) +np=m-S(p)+ (n + np)
=m-S(p)+ (np+n)=m-S(p)+n-S(p).

Dai, S(p) € P.

Portanto, pela Afirmacao 3.17 e Afirmacgao 3.18, P € um conjunto indutivo con-

tendo 1. Consequentemente, P = N.

Primeiro mostremos que
m-1=1-m paratodom € N. (3.13)
Considere o conjunto M = {m € N; m-1=1-m}.
Afirmacao 3.19 1 € M.
Comol-1=1-1,temosquele M.
Afirmacao 3.20 )/ é um conjunto indutivo.

Suponhamos que m € M, isto é, m-1 = 1-m (hipétese indutiva). Agora por (3.11).

(3.12), (3.5) e pela hipbtese indutiva obtemos
1-S(m)=1-m+1=m-1+1=m+1=S(m)=S(m)- 1.

Dai, S(m) € M.

Portanto, pela Afirmacéao 3.19 e Afirmacao 3.20, M é um conjunto indutivo con-

tendo 1. Consequentemente, M = N.

Agora, considere o conjunto P = {n € N; m -n = n-m, para todo m € N}.
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Afirmacao 3.21 1 € P.
Por (3.13) temos que 1 € P.
Afirmacao 3.22 P é um conjunto indutivo.

Suponhamos que n € P, isto é, m - n =n - m para todo m € N (hip6tese indutiva).

Agora por (3.11), (3.12), pela hipo6tese indutiva e pelo item 3 obtemos

m-S(n) =mn+m=nm+m
=nm+m-l=nm+1-m

=(n+1)m=>S(n) m.
Dai, S(n) € P.

Portanto, pela Afirmacao 3.21 e Afirmacéao 3.22, P € um conjunto indutivo con-

tendo 1. Consequentemente, P = N. [

3.2 Grupos e semigrupos

O conjunto N de todos os numeros naturais, junto com a adicédo e a
multiplicacéo, serve para ilustrar certas estruturas matematicas abstratas que agora

definimos.
Definicao 3.4

1. Se o € uma operacao binaria sobre um conjunto G, entédo o par (G, o) € chamado

de grupoide.
2. O grupoide (G, o) € chamado um semigrupo se a operagao o € associativa.
3. Um semigrupo cuja operacao é comutativa é chamado de semigrupo comutativo.

Os resultados do Teorema 3.5, item 2 e item 4 do Teorema 3.8 podem ser resumidos

brevemente:

Teorema 3.9 [Teorema 1.11 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (N, +) e (N, -) sdo semi-

grupos comutativos.

Definicao 3.5 Se (G, o) € um grupoide e e € GG, entao
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1. e é chamado identidade a esquerda relativo a o, se e o x = x, para todo x € G,
2. e é chamado identidade a direita relativo a o, se x o e = x, para todo x € G,

3. e € uma identidade (ambos os lados) relativo a o, se e o x = x o e = x, para todo

r € (.

Como1-n=mn-1=n, paratodo n € N, 0 numero natural 1 serve como identidade
relativa & multiplicagdo no semigrupo (N, -). No semigrupo (N, +) no ha identidade

relativa a adicdo, pois m + n # n, para todo m,n € N (Exemplo 3.4).

Teorema 3.10 [Teorema 1.12 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Um grupoide (G, o)

contém no maximo uma identidade relativa a o.

Demonstracao. Se ¢ e f sdo identidades relativas a o, entdoe =eo f = f. [
Usaremos este teorema em varias oportunidades para mostrar que um
grupoide tem apenas uma identidade. O teorema implica, por exemplo, que nao existe

namero natural f # 1 tal que fn = nf = n, para todo n € N.

3.3 OrdememN

Teorema 3.11 [Teorema 1.13 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se T' = {(m,n) € N x

N; m + p = n para algum p € N} entdo T € um relagao de ordem.

Demonstracao. Desde que 7' C N x N é uma relacao binaria em N. Para mostrar que

T é uma relacdo de ordem mostramos que:

(1) Se m,n € N, entdo uma e apenas uma das afirmacoes:

s m=n, s (m,n)eT, * (n,m)eT,

€ verdadeira (chamada tricotomia).
(2) Se (m,n) € T e (n,p) € T, entdo (m,p) € T (chamada transitividade).

Para cada m € N, seja M,, = {n € N; uma das afirmacdes em (1) é verdadeira}.

Mostraremos que M,, = N para todo m € N.

Afirmacao 3.23 1 € M,,.
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Pelo Teorema 3.1, ou m = 1 oum = p+ 1 para algum p € N. Dai, ou m = 1 ou
(1,m) € T. Em ambos o0s casos 1 € M,,.
Afirmacao 3.24 )M, é um conjunto indutivo.

Suponhamos que n € M,,, isto €, ou m = n, ou (m,n) € T ou (n,m) € T (hip6tese

indutiva).

*» Se m = n, entdo por (3.5) tem-se m +1 =n+1 = S(n). Dai, (m,S(n)) € T

segue-se S(n) € M,y,.
* Se (m,n) € T entdo m + p = n para algum p € N. Logo, por (3.6) temos
m+S(p) = S(m +p) = S(n)
assim (m, S(n)) € T. Dai, S(n) € M,,

« Se (n,m) € T entdo n + g = m para algum ¢ € N. Como p € N, pelo Teorema 3.1,

ouqg=10uqg=S(r)paraalgumr € N.
- Seg=1entdo S(n) =n+1=mlogo (n,S(n)) € T. Dai, S(n) € M,,.
— Se ¢ = S(r) entdo por (3.5) e pelo Teorema 3.5 tem-se
Sm)+r=m+D+r=n+1+7r)=n+(@q+1)=n+Sr)=n+qg=m.
Logo, (S(n),m) € T. Dai, n € M,,.

Portanto, pela Afirmacao 3.23 e Afirmacao 3.24, M,, € um conjunto indutivo contendo
1. Consequentemente, M,, = N para todo m € N.

Agora, se m,n € N, entdo n € M,, e pelos menos uma das afirmacdes de (1) é
verdadeira.

Resta mostrar que para m,n € N ndo mais do que uma das afirmagdes de (1) é

verdadeira.
« Sem=ne(m,n) €T,entdo m+p=n =m para algump € N.
« Sem=ne(n,m)eT,entdon+ q=m =n paraalgum g € N.

« Se(m,n) €T e(n,m)eTentdo m+p=nen+q=mparaalguns p,q € N. Dai,

pelo item 1 do Teorema 3.5

m+(p+qg)=m+p)+qg=n+qg=m.
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Em cada caso, temos uma contradi¢cdo, desde que m + t # m, para todo m,t € N (item
2 do Teorema 3.5 e 0 Exemplo 3.4). Isso completa a prova de (1).
Por outro lado, pela hipétese (2), existem r,s e Ntalque m+r=ne

n + s = p. Dali, pelo item 1 do Teorema 3.5 tem-se
m+(r+s)=(m+r)+s=n+s=p.
Logo, (m,p) € T. Isto prova (2). [

Definicao 3.6 Escrevemos m < n (n > m) emvez de (m,n) € T, onde T é a relagao
de ordem do Teorema 3.11, e lemos m é menor que n (n € maior do que m). Se
n = m + p, €screvemos p := n — m € note que n — m é definido para m,n € N s6 se

m < n.
Podemos agora reinterpretar o Teorema 3.11:
Teorema 3.12

1. Sem,n € N, entdo apenasumdem=n,m <n,n<m(m=n,n>m, m >n)é

verdadeira (tricotomia).

2. Sem<nen<pentdom <p(sen>mep>nentdo p > m) (transitividade).

Teorema 3.13 [Exercicio 1.8 e Exercicio 1.9 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Para

m,n,p € N. Sao satisfeitas:
1. Se mp = np entdo m = n (lei do cancelamento).
2. m<nse,esése,m+p<n+p.
3. mp < npse, esdse, m<n.
4. m < mp ou m = mp.
Demonstracao.

1. Por hipbtese temos mp = np. Suponhamos que m # n, pelo item 1 do Teorema

3.12, oun <moum < n.
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» Se n < m entdo existe ¢ € N tal que n + ¢ = m logo pelo item 3 do Teorema
3.8 tem-se

np + qp = (n+ q)p = mp = np.

+ Se m < n entdo existe g € N tal que m + ¢ = n logo pelo item 3 do Teorema
3.8 tem-se

mp = np = (m +q)p =mp + qp.

Em qualquer caso, temos uma contradicdo, desde que m + ¢t # m, para todo

m,t € N (item 2 do Teorema 3.5 e o Exemplo 3.4). Portanto, m = n.

. Se m < n entdo existe ¢ € N tal que m + ¢ = n. Logo, pelo Teorema 3.5 tem-se

(m+p)+qg=m+{p+qg=m+(q+p =m+q)+p=n+p.

Dai, m + p < n + p. Reciprocamente, se m + p < n + p entao existe ¢ € N tal que

(m + p) + g = n + p. Logo, pelo Teorema 3.5 tem-se
(m+q)+p=m+(¢g+p)=m+(p+q) =(m+p)+qg=n+p.
Dai, pelo Exemplo 3.3, m + ¢ = n logo m < n.

Se mp < np entdo existe ¢ € N tal que mp + ¢ = np. Pelo item 1 do Teorema 3.12,

oun=m,o0un<m,oum <n.

* Se n = m entdo temos mp + g = mp.

* Se n < m entado existe r € N tal que n+r = m. Logo, pelo item 1 do Teorema

3.5 e pelo item 3 do Teorema 3.8 tem-se
np+(rp+q) = (np+rp)+q=(n+r)p+q=mp+q=np.

Em qualquer caso, temos uma contradicdo, desde que m + t # m, para todo
m,t € N (item 2 do Teorema 3.5 e o Exemplo 3.4). Isso mostra que m < n.
Reciprocamente, se m < n entéo existe ¢ € N tal que m + ¢ = n. Logo, pelo item

3 do Teorema 3.8 temos
mp + qp = (m + q)p = np.

Dai, mp < np.
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4. Como m,mp € N pelo item 1 do Teorema 3.12, ou m = mp, ou m < mp, ou
m > mp. Observemos que essa ultima possibilidade nao acontece. De fato, se

m > mp pelo item 3 temos que p < 1 0 que contradiz o Teorema 3.1. [

Observacao 3.6 Note que de acordo com os itens 2 e 3 do Teorema 3.13, a ordem

em N nao € alterada por nenhuma das operacdes binarias em N.
Definicao 3.7 Um triplo (A, o, <) tal que
1. (A, o) € um semigrupo,
2. < éumarelacao de ordemem A, e
3.sea<bemA,entdoaoc < boc, paratodoc e A,

€ chamado um semigrupo ordenado.

Os resultados do item 1 do Teorema 3.5, item 2 do Teorema 3.8 e item 2 e 3 do Teorema

3.13 sao resumidos brevemente:

Teorema 3.14 [Teorema 1.14 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (N, +, <) e (N, -, <) séo

semigrupos ordenados.

Observacao 3.7 A ordem em N pode ser usada para definir subconjuntos de N. Por

exemplos, M ={n e N; S(1) <n} e P={neN; n<S(m)para algum m € N}.
E conveniente introduzir uma notagéo para enunciar definicdes: Denotaremos
1. m <nparam <noum=n,
2. m<n<pparam<nen <p,
3. m<n<pparam<nen <p,
4 m<n<pparam<nen <p,
5 m<n<pparam<nen<p.

Definicao 3.8 Se M C N e existe algum p € M tal que p < m, paratodo m € M. Entao

p € chamado um primeiro elemento (menor elemento) de M.
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Teorema 3.15 [Exercicio 1.11 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se M C N e p,q sao

primeiros elementos de M entédo p = g.

Demonstracao. Como p e ¢ sao primeiros elementos de M, temos que p < ¢ < p. Dali,

p=gq. u
Se M tem um primeiro elemento entao ele é Unico. Falaremos portanto

do primeiro elemento de M.

Teorema 3.16 [Teorema 1.15 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] 1 é o primeiro elemento
de N.

Demonstracao. Se n € N, pelo Teorema 3.1, m =1 oum = S(p) = p+ 1 para algum
p € N. Se m = p+ 1 entao pela Definicdo 3.6 1 < m. Dai, 1 < m para todo m € N. Logo,

pela Definicdo 3.8 e o Teorema 3.15, 1 € o Unico primeiro elemento de N. [

Corolario 1 [Corolario do Teorema 1.15 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se M C N tal

que 1 € M, entdo 1 € o primeiro elemento de M.

Teorema 3.17 [Teorema 1.16 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se n € N, entdo {m ¢
Nyn<m<Sn)}=0.

Demonstracao. Suponha por absurdo que existe m € N tal que n < m < S(n). Entao,
como n < m existe p € Ntalque n+p = m. Pelo Teorema 3.1, p=10up=5(q) = q¢+1

para algum ¢ € N.
*Sep=1lentdiom=n+1=95(n)em < S(n) é falso pela Tricotomia.
* Se p = 5(q) entédo pelo Teorema 3.5 tem-se
m=n+(q+1)=n+(1+4+q)=n+1)+qg=S5n)+q
logo S(n) < m. Assim, novamente pela tricotomia, m < S(n) é falso.
Portanto, o conjunto de todos os m € N tal que n < m < S(n) & vazio. [

Definicao 3.9 Para n € N, o segmento inicial I,, € o conjunto de todos os m € N tal

que m < n.

Teorema 3.18 [Segundo Principio de Indugéo, Teorema 1.17 em (COHEN; EHRLICH,
1963)] Se M C N tal que
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(1) hcM
(2) S(n) € M sempre que I,, C M,
entdo M = N.

Demonstracao. Consideremos o conjunto P = {n € N; I,, C M}. Por (1) temos que
1 € P. Agora, suponha que n € P logo I, C M dai por (2) temos que S(n) € M. Pela
Defini¢céo de I,, e o Teorema 3.17, I,y = 1, U{S(n)}. Dai, Is») C M. Logo, (S(n)) € P.
Portanto, pelo Axioma de Indugao P = N. Assim, dado n € N tem-se que n € P dai
n € I, C M logon € M. Consequentemente, N C M e como M C N, concluimos,
M = N. |

Observacao 3.8 Uma vez que a hipétese de (2) no Teorema 3.18 afirma “mais” do que
a hipotese “n € M” de (ii) no Axioma de Indugéo (A3), a hipdtese (1) e (2) do Teorema
3.18 afirma “menos” do que a hipétese do Axioma de Inducédo. Mas a conclusao
“M = N” do Teorema 3.18 é também a conclusdo do Axioma de Inducéo. Nesse sentido,

o Teorema 3.8 € “mais forte” que o Axioma de Indugéo.

Teorema 3.19 [Principio da Boa Ordenacao, Teorema 1.18 em (COHEN; EHRLICH,

1963)] Todo subconjunto ndo-vazio de N contém um primeiro elemento.

Demonstracao. Provaremos a afirmacao equivalente: “Se M C N e M nao contém o

primeiro elemento, entdo M é vazio”. Seja P = {n € N; n ¢ M}.
Afirmacao 3.25 [, C P.

Pelo Teorema 3.16, 1 < n para todo n € N e como M nao contém primeiro elemento

temosque 1 ¢ M assim 1 € P. Dai, I C P.
Afirmacao 3.26 Se I,, C P entdo S(n) € P.

Dado p € M temos que p ¢ I, desde que I, C P. Dai, n < p e, pelo Teorema 3.17,

S(n) < p. Desde que M nao contém o primeiro elemento, S(n) M. Portanto, S(n) € P.
Agora, pela Afirmacéo 3.25 e Afirmacéo 3.26, e pelo Segundo Principio

de Inducéo (Teorema 3.17), P = N. Concluimos que M = (). [ |
Para esse capitulo, construimos o conjunto dos niUmeros naturais pelos

Axioma de Dedekind, definindo o primeiro elemento dos N. Construimos e definimos
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as operacgdes de adicao e multiplicacao sobretudo suas propriedades distributiva, asso-
ciativa e comutativa, além disso, que N é um conjunto bem ordenado. Para o préximo
capitulo, faremos a constru¢ao do conjunto dos numeros inteiros e representaremos

por Z.
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4 CONSTRUGAO DOS NUMEROS INTEIROS

Neste capitulo, construiremos o conjuntos dos nameros inteiros por
classes de equivaléncia em N x N. Ainda, introduziremos os conceitos de grupo, anel,
anel comutativo, anel com identidade e dominio integral ordenado, que sera importante
para simplificar as nomenclaturas das propriedades que verificam os nimeros inteiros.
A referéncia base utilizada é (COHEN; EHRLICH, 1963).

O sistema (N, +, -, <), onde N é o conjunto de todos os nimeros na-
turais, reflete as propriedades dos numeros inteiros positivos em relacao a adicao,
multiplicacdo e ordem. Como m + p # m para todo m,p € N, ndo ha numeros naturais
correspondentes a zero ou aos inteiros negativos. Construiremos a partir de N um
conjunto Z cujos elementos chamados inteiros e definiremos em Z uma adi¢ao, (+z),
uma multiplicagéo (-z) e um ordem (<) de tal forma que Z refletira as propriedades
dos conhecidos numeros inteiros positivos, zero e negativos. O sistema resultante
(Z,+7,7,<z) sera uma extensdo de (N, +,-, <) no sentido que existe uma funcéo
injetiva de N em Z que “preserva” a adi¢ao, multiplicacédo e ordem. Os numeros inteiros
corresponderao aos “numeros inteiros com sinal”.

Observamos que todo numero inteiro com sinal pode ser representado
de vérias maneiras com uma diferenga de dois numeros naturais (por exemplo, +3 =
4-1=10-7=12-9;-2=1-3=5—-7=18 — 20), e que duas dessas diferencas
sao iguais quando suas “somas cruzadas” sao iguais (por exemplo, 4 + 7 = 10 + 1;
147 = 5+3). Para refletir essas propriedades dos numeros inteiros com sinal, definimos
um inteiro como uma classe de equivaléncia de pares ordenados de numeros naturais
(correspondentes as diferencas de numeros inteiros positivos), tal que (m,n) e (p, q)

sao equivalentes se as “somas cruzadas” m + ¢ € p + n Sao iguais.

Teorema 4.1 [Teorema 2.1 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe uma relacao de

equivaléncia @ em N x N tal que (m,n)Q(p, q¢) vale sempre que m + ¢ =p+ n em N.
Demonstracao. Desde que o conjunto

Q = {((m,n), (p,q)) € Nx N) x (NxN); m+q=p+n, mn,p,q€N}
€ um subconjunto de (N x N) x (N x N), @ é uma rela¢do binaria em N x N. Vejamos

que ) é uma relacdo de equivaléncia:
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+ Reflexiva: Pelo item 2 do Teorema 3.5 temos que m+n = n+m logo ((m,n), (m,n)) €

0.

» Simétrica: Se ((m,n), (p,q)) € Q entdo m + ¢ = p + n. Dai, p+n = m + ¢ entéo
((p,q), (m,n)) € Q.

* Transitiva: Se ((m,n), (p,q)) € Q e ((p,q),(r,s)) € Qentdo m +q = p+n e

p+ s =r+q.Logo, pelo Teorema 3.5 tem-se

(m+s)+q =q+(m+s)=(+m)+s
=(m+q) +s=(@p+n)+s
=(n+p +s=n+(p+s)
=n+(r+q) =(n+r)+q
=(r+n)+gq

e, pela Lei de cancelacdo em N (Exemplo 3.3), temos m + s = r + n, logo

((m,n), (r,5)) € Q-

Portanto, Q é uma relacido de equivaléncia. [ |

Definicao 4.1 Escrevemos (m,n) ~ (p,q) em vez de (m,n)Q(p, q) € lemos “~” como é

equivalente a. Para cada (m,n) € N x N, denotamos

Cinmy =1{(p,q) e NXN; (p,q) ~ (m,n)}.

Um inteiro € uma classe de equivaléncia C,, , . Denotamos por Z ao conjunto de todos

os inteiros e a, b, ¢, ... sendo os elementos de Z.
O conjunto Z de todos os inteiros é o conjunto quociente N x N/@,
onde @ € um subconjunto de (N x N) x (N x N) definido no Teorema 4.1.

41 AdicdoemZ

Os pare ordenados de numeros naturais que constituem um numero
inteiro correspondem as diferencas de numeros inteiros positivos associados a um
nuamero inteiro positivo com sinal. A adicao por termo a termo de diferengas a dois

nuameros com sinal fornece uma diferenca associada a sua soma, por exemplo

+34+(-2)=4-1)+(1-3)=(4+1)—(1+3).
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Isso sugere que a adicao por componentes de pares ordenados pertencentes a dois
inteiros deve dar um par ordenado pertencente a soma dos inteiros, ou seja, que a
somade a = C, ) € b= C, 4 deve ser o inteiro ¢ = C4pntq)- Mostraremos que c €

independente da escolha de (m,n) € a e (p,q) € 0.

Teorema 4.2 [Teorema 2.2 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se (m/,n’) ~ (m,n) e
(r',q) ~ (p,q) entdo (m +p,n+q) ~ (m' +p',n" + ¢).

Demonstracao. Pela hipétese e a Definicdo 4.1, m' +n=m+n' e p' +q=p+ ¢. Dai,

pelo Teorema 3.5 temos que

(m+p)+ (' +q) =(m+n

+
<
+
Q\

e, pela Definicdo 4.1, (m +p,n+q) ~ (m' +p',n' + ¢). u

Teorema 4.3 [Teorema 2.3 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe uma operagao bina-

ria I’ em Z tal que F'(a,b) = Cnipntq) S€ (M, n) € a e (p,q) € b.

Demonstracao. O conjunto
F = {((a7 b)7 C(m+p,n+q)>; (m7 n) € a, (p, Q) €ba,be Z}

€ um subconjunto de (Z x Z) x Z. Para cada (a,b) € Z x Z existem (m,n) € a, (p,q) € b
€ ¢ = Ciuntpntq tal que ((a,b),c) € F. Se (m',n') € a, (,¢') € be d = Copipmitq)
entdo (m',n') ~ (m,n) e (p',¢) ~ (p,q) e, pelo Teorema 4.2, ¢ = c entdo F € uma
funcdo de Z x Z em Z (Definicado 2.13). Agora, pela Definicdo 2.17, F' € uma operagao

binariaem Z e F(a,b) = c. [

Definicao 4.2 N6s chamamos a operacao binaria F' do Teorema 4.3 de adicdo em Z e
escrevemos

a+zb= F(a,b), paratodo a,b € Z.

No6s omitimos o subscrito e escrevemos a + b se nao houver confusao no contexto.

Teorema 4.4 [Teorema 2.4 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Z, +2) € um semigrupo

comutativo com identidade.

Demonstracao.
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1. Adigdo em Z € associativa.
Se a,b,c e Z,entdo a = Cpppy, b = Cpq), c = Cirpy para alguns m, n, p, q,r,t € N.
Pela Definicdo 4.2, Teorema 4.3 e pelo item 1 do Teorema 3.5,
a+z (b+zc) = Cumn) +z Clorrgry
= Clmt(ptr)nt(gt0)
= Cllmtp)r(n+a)+1)

= Compnte) T Cirp)
= (CL +z b) +7z c.

2. Adicao em Z é comutativa.
Sea,becZ,entdoa= Cgy,p b= Cpg paraalguns m,n, p, q € N. Pela Definigao
4.2, Teorema 4.3 e pelo item 2 do Teorema 3.5,
a+zb =F(a,b) = Clnipntg
= Clptm,g+n)

=F(b,a) =b+za.
3. Z contém uma unica identidade para a adicao.
Se a = C(,,») € qualquer elemento de Z, entdo
a+zCa1y = Cimsinrr)-
Desde que pelo item 1 do Teorema 3.5 (m + 1) +n = m + (n + 1) logo temos
(m+1,n+1) ~ (m,n). Dai, pela Defini¢cao 4.1,
C(m+1,n+1) = C(m,n)

logo

a+z Cuy = a.
Portanto, C(,,1) € uma identidade para Z. Pelo Teorema 3.10, existe uma Unica
identidade. [ |

Observacao 4.1 Escrevemos 0 para denotar a identidade para a adicdo em Z e lemos

Zero.

Teorema 4.5 [Teorema 2.5 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se a € Z, entao existe um

unicoad’ € Ztalque a +zd =d 4z a =0.
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Demonstracao. Se a = C,,,,) € Z e a' = C, ) entdo pelo item 2 do Teorema 3.5
tem-se

a+z 0 = Coninntm) = Clmtnmin)-
Desde que (¢, q) ~ (1,1) para todo ¢ € N, segue-se da Definicdo 4.1 que Ciinmin) =
Can.Dai,a+zad =d 47 a=0.
Se a” é outro elemento de Z tal que a +7 a” = a” +7 a = 0, entdo pelo Teorema 4.4
temos que

a =d+70=d+z(a+zd")

=(d+za)+zad" =0+4+zd" =d".

Portanto, ' = a”. [

Observacao 4.2 Escrevemos —a, para denotar o Unico elemento o’ do Teorema 4.5.

Teorema 4.6 [Exercicio 2.1 em (COHEN; EHRLICH, 1963)]
1. Para a,b € Z existe um Unico ¢ € Z talque a = b+ c em Z.

2. Sea+c=b+cemZentdo a = b (lei do cancelamento para a adicdo em Z).

Demonstracao.

1. Se a,b € Z,entdo a = C(,n) € b = C;, ) para alguns m,n,p, g € N. Consideremos

c= C(m+q,p+n)’
b+c = C(p,q) + C(m—s-q,p—HL)

= Clpt(m+o)at(p+n))-

Por outro lado, pelo Teorema 3.5 temos
[p+(m+q)l+n = n+[p+(m+q)] = (n+p)+(m+q) = (m+q)+(p+n) = m+[g+(p+n)]

logo (p + (m + q),q+ (p + n)) ~ (m,n), segue-se que da Definicdo 4.1 que

Ciot(m+a).at+@+n) = Cmm)- Dal, a =b+c.

Se ¢’ é outro elemento de Z tal que a = b + ¢, entéo pelo Teorema 4.4 e Teorema
4.5 temos que
¢c =04+c=[(-b)+b+c
=(=b)+(b+c)=(=b)+ (b+ )
=[(-b)+b+=0+=C.
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2. Pelo Teorema 4.4 e Teorema 4.5 tem-se

a =a+0=a+[c+(—c)]
=(a+c)+(—c)=(b+c)+ (—c¢)
=b+[c+(—c))=b+0=0.

Portanto, a = b. [
Observacao 4.3 Escrevemos a — b para o unico elemento ctal que a = b + c em Z.

Definicao 4.3 Se (4, o) é um semigrupo, e identidade a direita, identidade a esquerda

ou ambos os lados para o, e, z,y € A, entdo y € chamado uma
1. inversa a esquerda de x relativa para e se y o x = e,
2. inversa a direita de x relativa para e se x oy = e,

3. inversa (ambos 0s lados) de x relativa paraec se xroy =yox =e.

Observacao 4.4 O elemento o’ do Teorema 4.5 é uma inversa de « relativa a identidade

0. A prova dada acima para a unicidade do inverso aplica-se em semigrupos arbitrarios.

Teorema 4.7 [Teorema 2.6 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Em um semigrupo (A, o)
com identidade (ambos os lados) ¢, um elemento x tem no maximo uma inversa relativa

para e.
Demonstracao. Se »’ e 2 sdo ambos inversos de x, entao
$/,:$,/O€:$/,O(JZOZE,):(ZE”OI)OZL‘/ZGOJ/:ZL’,.

Portanto, »” = 2/. [ |
Usaremos este teorema repetidamente para provar a unicidade das

inversas.

Definicao 4.4 Se (A, o) é um semigrupo com identidade e tal que todo elemento de A

tem uma inversa relativa para e, entdo (A, o) é chamado de grupo.

Portanto, (Z,+7) € um grupo, enquanto (N, +) ndo é um grupo. O

objetivo da nossa constru¢do de Z foi incorporar o semigrupo (N, +) no grupo (Z, +7).
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4.2 Multiplicagdo em Z

Nossa definicdo de multiplicacdo em Z é padronizada no comporta-

mento das diferengcas de numeros inteiros positivos com sinal sob multiplicagao:
(+2)(-3)=(4—-2)(3—-6)=(4-3+2-6)—(2-3+4-6).

Isso sugere que o produto de a = C(, ) € b = Cpp q) deve ser ¢ = Climpingmgnp), d€SAE

que c seja independente da escolha de (m,n) € a e (p,q) € b.

Teorema 4.8 [Teorema 2.7 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se (m,n) ~ (m/,n’) e

(p,q) ~ (P, q') entdo (mp + ng, mq + np) ~ (m'p' +n'q’,m'q’ +n'p’).

Demonstracao. A conclusdo do teorema segue de

(mp + ng,mq +np) ~ (m'p+n'q,m'q +n'p) (4.1)

(mlp + n/q,m/q + nlp) ~ (m/p/ + nlq/’ m/q/ + n/p/) (42)
pela transitividade da relagdo de equivaléncia (Teorema 4.1).

Da hipotese, m + n’ = m’ + n. Dai, pelo Teorema 3.5 e item 3 do

Teorema 3.8 temos

(mp +nq) + (m'q+n'p) = (mp+nq) + (n'p+m'q) = [(mp + ng) + n'p] +m'q
= [mp + (ng +n'p)] + m'q = [mp + (n'p + ng)] + m’'q
= [(mp+n'p) + ngl + m'q = [(m + n")p + ng] + m'q
= (m+n")p+ (ng+m'q) = (M +n)p+ (n+m)q
=(m' +n)p+ (M +n)g=(m +n)(p+q)

(m'p +n'q) + (mg +np) = (m'p+n'q) + (np + mq) = [(m'p + n'q) + np] + mgq
= [m'p + (n'q + np)| + mg = [m'p + (np + n'q)] + mq
= [(m'p + np) + n'ql + mqg = [(m' +n)p + n'q] + mq
= (m'+n)p+ (n'g+mq) = (M +n)p+ (0 +m)q
= (m+n)p+ (m+n')g=(m+n)(p+q).

Portanto, pela Definicao 4.1, (4.1) é provado.
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Da hipétese, p+ ¢ = p' + ¢. Dai, pelo Teorema 3.5 e item 1 do Teorema
3.8 temos
(m'p+n'q) + (m'q +n'p) =[(m'p+n'q) +m'q]+n'p =[m'p+ (Wq+m'¢)] +n'p
= [m'p+ (m'q +n'q)] +n'p’ = [(m'p+m'q) +n'q)] +n'p’
= (m'p+m'q) + ('qg+n'p)=m'(p+q)+n'(¢g+p)
=m'(p+q)+n'(p +q)=m'(p+d)+n'(p+4q)
= (m'+n')(p+¢)
e
(m'p’ +n'q') + (m'q +n'p) = [(m'p' +n'q") +m'q] +n'p=[m'p + (n'¢ +m'q)] +n'p
= [m'p' + (m'q+n'q)] +n'p = [(m'p +m'q) +n'¢)] +n'p
= (m'p' +m'q) + (n'q' +n'p) =m/(p) +q) + (¢ + p)
=m'(p+q¢)+n'(p+4q)=(m+n)p+q).

Portanto, pela Definicao 4.1, (4.2) é provado. [ |

Teorema 4.9 [Teorema 2.8 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe uma operag¢éo bina-

ria G em Z tal que G(a,b) = Cinpingmgnp) S€ (M, 1) € a € (p,q) € b.

Demonstracao. O conjunto

G = {((av b)7 C(mp—i-nq,mq—i-np)); <m> n) € a, <p7 Q> €b,a,be Z}

€ um subconjunto de (Z x Z) x Z. Para cada (a,b) € Z x Z existem (m,n) € a,
(p,q) € bec = Cunpingmeinp) tal que ((a,b),c) € G. Se (m',n') € a, (p',¢') € be

/

' = Clwpsn'g mq+npy €NEO (M, 1) ~ (m,n), (', ¢) ~ (p,q) e, pelo Teorema 4.8,
(mp +ng, mq +np) ~ (m'p’ +n'q',m'q +n'p).

Dai, pela Definicao 4.1 ¢ = ¢. Mas entao G é uma funcéo de Z x Z em 7Z (Definicdo

2.13). Agora, pela Definicdo 2.17, G € uma operacao bindriaem Z e G(a,b) =c. N

Definicao 4.5 Chamamos a operacao binaria G do Teorema 4.9 de multiplicacdo em
7, e escrevemos

a-zb=G(a,b), paratodo a,b € Z.

(N6s omitimos o subscrito e escrevemos a-b ou ab se ndo houver confusao no contexto.)
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Teorema 4.10 [Teorema 2.9 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Z, -z) € um semigrupo

comutativo com identidade.

Demonstracao.

1. Multiplicacdo em Z é associativa.
Sea,b,ce€Z,entdo a = Cppypy, b = Cpq), ¢ = Cryy para alguns m, n, p,q,r,t € N.
Pela Definicao 4.5, Teorema 4.9, Teorema 3.5 e Teorema 3.8,
az(bzc) = Cinn) 'z Clpr+qtpt+ar)
= Clm(pr+at)+n(pt-+ar),m(pt+ar)+n(pr+at))
= Clmp-+ng)r+(ma+np)t, (mp-+ng)i+(ma-+np)r)
= Clmptngmg+np) 2 Crp)
=(a-zb)zec.
2. Multiplicagdo em Z é comutativa.
Sea,becZ,entdoa= Cgy,p b= Cpg paraalguns m,n, p, q € N. Pela Definigao

4.5, Teorema 4.9, pelo item 2 do Teorema 3.5 e pelo item 2 do Teorema 3.8,

a-zb =G(a,b) = Cinpingmgtnp)
= Clpm+qn,pntam)
=G(b,a) =bza.
3. Z contém uma Unica identidade para a multiplicacao.

Se a = C(,, ) € qualquer elemento de Z, entao

G-z C(1+1,1) = O(m,n) 'z C(1+1,1) = C(m(1+1)+n,m+n(1+1))
= C(m+m+n,m+n+n) = C(2m+n,m+2n)-

Desde que pelo Teorema 3.5
(2m+n)+n = 2m+(n+n) = 2m+2n = (m+m)+2n = m+(m+2n) = (m+2n)+m
logo temos (2m + n, m + 2n) ~ (m,n). Dai, pela Definicao 4.1,
Camnm+2n) = Cimn)
logo
a-z Cay1ny = a.
Portanto, C(141,1) € uma identidade para a multiplicagdo em Z. Pelo Teorema 3.10,

existe uma Unica identidade. [ |
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Observacao 4.5 Escrevemos 1, para identidade da multiplicacdo. (Se nao houver

confusdo com 1, em N, é provavel que omitamos o subscrito e escrevamos 1.)

Teorema 4.11 [Teorema 2.10 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] A multiplicagcdo em Z &

distributiva em relacdo a adigao.

Demonstracao.

1. A multiplicagéo em Z é distributiva a esquerda sobre a adigédo. Se a, b, ¢ € Z, entdo
a = Cimn), b= Cpg), ¢ = Cryy para alguns m,n,p, q,r,t € N. Pela Definigéo 4.5,
Definicdo 4.2, Teorema 4.9, Teorema 4.3, pelo item 1 do Teorema 3.8 e pelo item

1 do Teorema 3.5,

a-z(b+z¢) = Cumn) z Clotrare)
= Clnptr)tn(q+)m(g-+6)+n(p+r))
= Cl(mp-+ng)+(mrnt).(mg-+np)+(mt-+nr))
= Clmptngmatnp) T2 Clmrtntmtnr)

:a'Zb+ZCL'ZC.

2. A multiplicagéo em Z é distributiva a direita sobre a adi¢cdo. Se a, b, ¢ € Z, entdo
a = Cimn), b= Cpq), ¢ = Ciryy para alguns m,n,p, q,r,t € N. Pela Definigéo 4.5,
Definicao 4.2, Teorema 4.9, Teorema 4.3, pelo item 3 do Teorema 3.8 e pelo item

1 do Teorema 3.5,

(a+zb)-z¢ = Cintpnte 'z Ciry
= Cl(mtp)r+(n+a)t.(m+p)t+(nta)r)
= Cl(mr-nt) +(pr-+4t), (mt+nr)+ (pt-+ar))
= Clmrtnt,mt+nr) T2 Clortqt pt+ar)

:a-zc—i—zb-zc.

Portanto, a multiplicacdo em Z é distributiva em relagéo a adicao. [
4.3 Anéis

Definicao 4.6 Um triplo (A, +,-) € chamado de anel se:

1. (A,+) € um grupo comutativo,
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2. (A,-) é um semigrupo, e
3. - é distributiva a esquerda e a direita sobre +.

Um anel (4, +, ) € chamado de comutativo se o semigrupo (A, -) for comutativo, e é

chamado de anel com identidade se o semigrupo (A, -) tiver uma identidade.

Algumas vezes nos referimos a um anel (A, +,-) brevemente como o anel A e a

identidade de (A, +) como 04.

Teorema 4.12 [Teorema 2.11 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] O triplo (Z, +7, -z) € um

anel comutativo com identidade.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.4 e Teorema 4.5, (Z, +7) é um grupo comutativo. Pelo
Teorema 4.10 (Z,-z) € um semigrupo comutativo com 1z como a unica identidade.
Também, pelo Teorema 4.11, (Z, -;) € distributiva a esquerda e a direita em relacao a

adicao. Portanto, (Z, +7, -z) € um anel comutativo com identidade. [

44 OrdememZ

Os inteiros familiares sao positivos, negativos ou zero. Um inteiro b
excede um inteiro a se a diferenca b — a for positiva. Isso sugere introduzir em Z um

conjunto de elementos positivos e usa-16 para definir ordem.

Definicao 4.7 Um inteiro a € chamado positivo se (m,n) € a para algum m,n tal que

n < mem N.

Para mostrar que, de acordo com essa definicdo, um inteiro € positivo
nao importa qual par ordenado de niumeros naturais seja usado para representa-lo,

provamos:

Teorema 4.13 [Teorema 2.12 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se n < m em N e

(p,q) ~ (m,n) emN x N entdo ¢ < pem N.

Demonstracao. Da hipétese, n + h = m para algum h € N. Também, por hipotese,

n+p=q+m.Dai,n+p=q+ (n+h) e, pelo Teorema 3.5 tem-se

n+p=(q+n)+h=n+q) +h=n+(qg+h)

Versdo Fi nal Honol ogada

16/ 06/ 2023 17: 04



59

e pela lei da cancelacao para a adicao (Exemplo 3.3), p + ¢ + h. Segue-se que ¢ < p
em N. |

Corolario 2 [Corolario do Teorema 2.12 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Um inteiro a,

é positivo se, e s0 se, n < m para todo (m,n) € a.

Teorema 4.14 [Teorema 2.13 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se a € Z, entdo uma e

somente uma das seguintes afirmacgdes é verdadeira:
(i) a é positivo, (i) a =0, (iii) —a é positivo.

Demonstracéo. Suponha a = C,, ). Pela Definico 4.7 e o Teorema 4.13, a € positivo
se, e s0 se, n < m. Desde que C(1;) = 0, a = 0 se, e s6 se, m = n. Desde que
Cim) = —Cimn), —a € positivo se, e s6 se, m < n. Pela tricotomia da ordem em N
(Teorema 3.11), exatamente um de m < n, m = n, n < m € verdadeiro. Dai, exatamente

uma de (i), (ii) e (iii) é verdadeira. [ |

Teorema 4.15 [Exercicio 2.10 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se «, b séo positivos em

Z entdo a + b é positivo.

Demonstracao. Seja (r,t) € a + b. Como a, b inteiros positivos, pela Definicao 4.7,
existem m,n, p, q tais que (m,n) € a comn < m e (p,q) € bcom g < p. Logo, pela

Definicéo 4.2 e o Teorema 4.3, tem-se
a+b=Clnn) + Cpg = Contpnta)-

Agora, como (r,t) € a+b, pela Definicdo 4.1, (m+p,n+q) ~ (r,t). Note que n+q < m+p

dai, pelo Teorema 4.13, t < r e portanto pelo Corolario 2, a + b € positivo. [ |

Teorema 4.16 [Teorema 2.14 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se T' = {(a,b) € Z x

Z; b — a € positivo} entdo 7' é uma relagédo de ordem em Z.

Demonstracao. Desde que T' C Z x Z é uma relagao binaria em Z. Para mostrar que

T é uma relacdo de ordem mostramos que:

(1) Se a,b € Z, entdo uma e apenas uma das afirmacodes:
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*a=0b, * (a,b) €T, * (bya) €T,

é verdadeira (chamada tricotomia).
(2) Se (a,b) e T e (b,c) € T, entdo (a,c) € T (chamada transitividade).

Sea,b € Z,entdao b — a € Z e, pelo Teorema 4.14, apenas um dos,
a—0b=0,a—bé positivo, b — a é positivo € verdadeiro. Dai, apenas um dos a = b,
(a,b) € T, (b,a) € T é verdadeiro. Portanto, 7" tem a propriedade da Tricotomoia.

Se (a,b) € T e (b,c) € T, entdo b — a e ¢ — b s@o positivos e, pelo
Teorema 4.15,

c—a=(c—0b)+(b—a)

€ positivo. Logo, (a,c) € T. Dai, T é transitivo. Pela Definicdo 2.12, T € uma relac¢do de

ordem em Z. [

Observacao 4.6 Escrevemos a <z b ou b >z a (leia-se a € menor que bem Z ou b €
maior que a em Z) se b — a é positivo, isto €, se (a,b) € T, onde T' é a relagdo de ordem

do Teorema 4.16. Normalmente omitimos o subscrito e escrevemos a < b ou b > a.
Denotamos por Z* ao conjunto de todos os inteiros positivos.
Teorema 4.17 [Teorema 2.15 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Z* = {C(s(»),1); n € N}.

Demonstracao. Devemos provar que

{C(S(n),1)§ n e N} C 7+ (43)

YAl - {C(S(n),l); n e N}. (44)

Como, 1 < S(n) paratodo n € N. Dai, C(s),1) € Z", para todo n € N. Portanto, (4.3) é

satisfeito. Seja a = C(, ) € Z*, entdo ¢ < p em N.
+ Se ¢ =1, entdo p > 1 dai, p = S(n) para algum n € N. Logo, a = Cis(),1)-

*Sel<g<pentdoqg=1+mep=1+m+nparaalguns m,n € N. Logo, como
l+m+n+1=1+m+ S(n)entdo (p,q) = (1 +m+m,1+m) ~ (S(n),1) dai

a=Cism),1)-
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Em qualquer caso (4.4) é provado.
A igualdade segue de (4.3) e (4.4). [ |

Teorema 4.18 [Teorema 2.16 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Para a,b € Z* entao

a-beZr.

Demonstracéo. Se a,b € Z". Pelo Teorema 4.17, a = Csm)1) € b = C(sim),1) Para

alguns m,n € N. Dali,

a-b = O(S(n),l) ¥/ C(S(m),l) = C(mn+m+n+1+1,n+1+m+1)

= Cimnt1,1) = Crs(mny1) € Z7.

Portanto, a - b € Z*. [ |

Teorema 4.19 [Exercicio 2.12 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Sea #0e b # 0em Z,

entdoa-b#0emZ.

Demonstracao. Como a # 0, b # 0 em Z, pelo Teorema 4.16, oua > 0 ou —a > 0 €, ou

b>0ou—b>0emZ.
* Sea>0eb>0,pelo Teorema 4.18,a-b > 0.
* Sea>0e—b>0,pelo Teorema 4.18, —(a-b) = a- (—b) > 0. Logo, a- b < 0.
* Se —a>0e—b>0,pelo Teorema4.18,a-b = (—a) - (—b) > 0. Logo, a - b > 0.
* Se—-a>0eb>0,pelo Teorema 4.18, —(a-b) = (—a) - b > 0. Logo, a- b < 0.
Em qualquer caso, mostramos que a - b # 0 em Z. [ |

Definicao 4.8 Se (4, +,-) é uma anel comutativo com identidade 14 # 04 tal que para
a,b e A,a-b=04506se,a=0,0uUb=0y, entdo (A, +,-) € chamado um dominio

integral.
Como uma consequéncia imediata do Teorema 4.19 temos:

Teorema 4.20 [Teorema 2.17 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Z, +, -) € um dominio

integral.

A adicao de um elemento, ou a multiplicagdo por um elemento positivo,
nao altera as desigualdades em Z, assim como o cancelamento de termos em somas,

ou de fatores positivos em produtos. Mais precisamente, temos:
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Teorema 4.21 [Exercicio 2.14 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Para a,b € Z, a < b se,

e so se,
(1) a+c<b+c,paratodoc e Z, e
(2) ac < be, paratodo c e Z™.
Demonstracao.

1.Sea<bemZentdob—a € Z+e,como (b+c¢)— (a+¢) =b—a € Z". Dai,
a+c < b+ C em Z. Reciprocamente, se a + ¢ < b+cem Z entdo b — a =

(b+c¢)—(a+c)ezt.Dai,a <bemZ.

2. Sea<bemZece Z". Logo, b—a € Z" e pelo Teorema 4.18 (b — a)c € Z*.

Assim, pelo Teorema 4.11, tem-se
bc —ac = (b—a)c e Z".

Dai, ac < bc em Z. Reciprocamente, se ac < bc em Z. Pelo Teorema 4.14, ou

a=b,0ub<aoua<hb.

* Sea=bentdo 0 =ac—bc € Z* logo 0 < 0 0 que € um absurdo.

* Seb<aentdoa—beZ" ecomoce Z", pelo Teorema 4.18, tem-se
ac—bc=(a—b)ceZ"
logo be < ac 0 que contradiz a hipdtese.

Portanto, a < bem Z. [ |

Definicao 4.9 Se < denota uma relacdo de ordem em um dominio integral (A, +, -) tal

que
(i) paraa <bemA,a+c<b+c, paratodoce A, e
(i) paraa<bem A,a-c<b-c,paratodoc> 04 em A,

entdo o sistema (A, +, -, <) é chamada um dominio integral ordenado.

Pelo Teorema 4.20 e o Teorema 4.21 temos
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Teorema 4.22 [Teorema 2.18 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Z, +, -, <) € um dominio

integral ordenado.

Definicao 4.10 Se (A, +,-) é um dominio integral, entdo o subconjunto A* de A é

chamado o conjunto de elementos positivos de A se:
(i) a+be A*, paratodo a,b e AT,
(i) a-be AT, paratodo a,b € AT,

(iii) para cada a € A, exatamente uma das seguintes é valido: a € A", a =04, —a €
AT,

Teorema 4.23 [Teorema 2.19 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se (A, +, -) € um dominio

integral e A™ é um conjunto de elementos positivos de A, entao
1. T={(a,b) € Ax A; b—a € AT} é uma relagdo de ordem em A.

2. Se escrevemos a < b (ou b > a) para (a,b) € T, entdo (A, +, -, <) € um dominio

integral ordenado.
3. At ={a; a > 04}.

Demonstracao. Se (a,b), (b,c) € T, entdo b — a,c — b € A*. Dai, pelo item (i) da
Definicao 4.10,
c—a=(c—b+(b—a)e A"

Portanto, (a,c) € T. Logo, T é transitiva. Agora, para a,b € A, pelo item (iii) da Definigao

410, exatamente uma das
b—a€A", b—a=0, —(b—a)=a—-be A"

€ valida. Portanto, 7" € tricotomia. Segue-se que 7' é uma relacao de ordem em A.

Se (a,b) € T, entdo, para qualquer ¢ € A,
(b+c)—(a+c)=b—a€ A",

Dai, (a + ¢,b+ ¢) € T. Além disso, se (a,b) € T e ¢ € A", entdo, pelo item (ii) da
Definicéo 4.10,
bc —ac= (b—a)ce A,
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Dai, (ac,bc) € T.

Assim,dea <bece At,segue-sea+c<b+c,edea <bece At segue ac < be, de
modo que (A, +, -, <) € um dominio integral ordenado.

Finalmente, se « € A" temos que a — 04 = a € A", logo (04,a) € T, dai 04 < a.

Reciprocamente, se a > 04 entdo (04,a) € T,daia=a —04 € AT. |
4.5 Imersbdes

Os elementos C(s(n)1) € Z" se comportam, em relagéo a +z, -z, <z,
exatamente como os numeros naturais n se comportam, em relagao a +, -, <, no sentido

do seguinte teorema:

Teorema 4.24 [Teorema 2.20 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] A aplicagdo E := EZ de
N em Z definido por E(n) = Csm)1) paran € N & uma fungdo injetiva, com imagem

77, tal que

(1) E(m+n) = E(m) +z E(n),

(2) E(m-n) = E(m) -z E(n),

(8) E(m) <z E(n) se, e sé se, m <nemN.
Demonstracao. Se m,n € N, entdo

E(m) +z E(n) = Cisum),1) 2 Csm),1) = Clsm)+8m),1+1)
= C(s(mn)1) = E(m +n)
e (1) é provado. Também,
E(m) -z E(n) = Csm)1) z Clsm,1)
= C(8(m)-S(n)+1,5(m)+S(n))

= O(mn+m+n+1+1,m+n+1+1) = C(S(mn),l)
=E(m-n)

e (2) é provado. Finalmente,
E(m) = Cisim)y <z Csm),1) = E(n)
se, e so se,

Cismy) — Csimy,n) = Crsm)) + Ca,smy) = Crsism)),s(smy))
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é positivo. Dai, E(m) <z E(n) se, e s6 se, S(S(m)) < S(S(n)) emNse,esdse, m <n

em N. Portanto, (3) é provado. [ |
Corolario 3 [Exercicio 2.22 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] EZ(1) = 15.

Demonstracao. Pelo item (2) do Teorema 4.24 temos que E(m) = E(m -1) = E(m) -z

E(1) e como E(m) € Z* pelo item (2) do Teorema 4.21 tem-se E(1) = 1.

Teorema 4.25 [Exercicio 2.17 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se (4,+-,<) é um
dominio integral ordenado, entao o conjunto A" = {a € A; a > 04} € um conjunto dos
elementos positivos para A e a relagéo de ordem 7' = {(a,b); b —a € AT} é a ordem

dadaem (A, +,-, <).

Demonstracao. Vejamos que A" é um conjunto de elementos positivos. Se a,b € A

entdoa > 04 € b > 04. Como (A, +z-, <) € um dominio integral ordenado, tem-se
O <b=0s4+b<a+b.

Dai, a +b € AT. Também,
OA:0A-b<a-b.

Logo, a-b € A*. Agora, se a € A, como < é uma relacdo de ordem em A ele
verifica a tricotomia, logo exatamente um das seguintes a = 04, a > 04, a < 04 €
valida. Equivalentemente, temos que exatamente um das seguintes a = 04, a > 0y4,
a+ (—a) <04+ (—a) = —a é valida. Portanto, exatamente um das seguintes a = 04,
a € At, —a € AT é valida. Concluimos que A" é um conjunto de elemento positivos de

A e pelo Teorema 4.23 segue-se a Ultima parte. [ |

Teorema 4.26 [Exercicio 2.18 em (COHEN; EHRLICH, 1963)]

1. Se (a,+, -, <) € um dominio integral ordenado, entdo para a # 04, a - a é positivo

em A, a identidade multiplicativa 1,4 é positivo.

2. No dominio ordenado Z de inteiros, ab = 1 se, e s6 se, a = b = =£1 (isto é,

a=b=10ua=>b=-1).

Demonstracao.

1. Se a # 04 logo pelo Teorema 4.25, 0ua € AT ou —a € A™.
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*Seac Atlogoa-ae€ A™.

+ Se—ae€ At logo,a-a=(—a)-(—a) € A".

Em qualquer caso, a-a € At, isto é, a-a é positivo. Em particular, 1, = 14-14 € A™.

Logo, 14 € positivo.

2. Seab=1emZ. Entdo a,b > 0 ou a,b < 0. Suponha que a # b.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Se0<a<bentdol <a-a<ab=1.Comoa-a € Z" e como, pelo Teorema
4.24, F : N — Z* é uma bijegao temos que existe n € Ntalque E(n) =a-a
e como E(1) = 1 temos que E(n) < E(1) logo, pelo item (3) do Teorema

4.24,n < 1em N o que é absurdo.

Se0<b<aentdo0<b-b<ab=1.Comob-be Z" e como, pelo Teorema
424, F : N — Z* € uma bijecao temos que existe m € N tal que E(m) =b-b
e como E(1) = 1 temos que E(m) < E(1) logo, pelo item (3) do Teorema

4.24, m < 1 em N o que é absurdo.

Sea<b<0entdo0 < —-b< —alogo0<b-b=(-b)(-b) < (—a)(—b) =
ab = 1. Analogamente, como no subitem (ii), chegamos a um absurdo.
Seb<a<0entdo0< —a< —-blogo0 <a-a=(—a)(—a) < (—a)(—b) =

ab = 1. Analogamente, como no subitem (i), chegamos a um absurdo.

Em qualquer caso, a = b. Dai, temos que a-a = 1, assim (a—1)(a+1) = a-a—1=0

e como, pelo Teorema 4.20, (Z, +, -) € um dominio integral, temos que a — 1 =0

oua+1=0,logoa=0=+1.

Reciprocamente, se a = b = +1 temos

a-b=(£1)-(£1)=1-1=1.

Portanto, a - b = 1. [ |

4.6 Isomorfismo

Definicao 4.11
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(1) Se o € uma operagao binaria em um conjunto A, e o’ € uma operacao binaria em
um conjunto A’ entdo uma funcao injetiva (bijetiva) F de A em A’ é chamada um

(o, o')—isomorfismo injetivo (isomorfismo bijetivo) de A em A’ se,

F(aob) = F(a)o F(b), paratodoa,b e A.

(2) Se T' é uma relacao binaria em A, e 7" € uma relagéo binaria em A’, entdo uma
fungao injetiva F' de A em A’ (bijetiva) é chamada um (7', T")—isomorfismo injetivo

de A em A’ (isomorfismo bijetivo) se para a,b € A,

aTh é verdade se, e sé se, F'(a)T'F(b) é verdade.

Observamos que a condicao em (1) também pode ser escrita como
F(o(a,b)) = o'(F(a), F(b)).

Se as relacées T' e T em (2) sao funcbes de A em A e A’ em A, respectivamente,

entdo a condigdo em (2) pode ser escrita
F(T(a)) =T'(F(a)), paracada a € A.

De acordo com a Defini¢do 4.11, a fungdo EZ do Teorema 4.24 é um (+,+z)—, (-, z)—
e (<, <z)—isomorfismos injetivos de N em Z (bijetivos de N em Z*). Diremos simples-
mente que £ € um isomorfismo injetivo de N em Z preservando adigéo, multiplicagéo e

ordem, ou que N é isomorfa a Z* em relagao a adicao, multiplicacao e ordem.

Observacao 4.7 Tendo em vista o isomorfismo injetivo E% e o Corolario 3, usamos
alternadamente os simbolos

Cismy) € n,

1, e 1.

Definicao 4.12 Se existe um isomorfismo injetivo de A em A’ em relagdo a um par de
operacoes ou relagdes («, o), entdo A’ é chamada uma extensgo de A em relagéo
a (a,a’). Se A’ é uma extensdo de A em relagédo a (a, '), dizemos que A pode ser

isomorficamente imerso em A’ em relagéo a («, o).
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Assim, Z é uma extensdo de N em relagdo a (+,+z), (-, z), € (<, <z), ou seja, em

relacdo a adicdo, multiplicacdo e ordem.

Neste capitulo construimos o conjunto Z via classes de equivaléncias
por pares, e observando uma imersdo de N em Z. Para adicdo mostramos que Z possui
identidade e ela é unica, sendo 0 numero zero essa identidade, e, que para cada
elemento em Z ha um inverso. Para a multiplicacdo em Z também obtemos uma Unica
identidade, sendo o nimero um. Para o préximo capitulo, faremos a construgao do

conjunto dos numeros racionais e sao representados por Q.
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5 CONSTRUCAO DOS NUMEROS RACIONAIS

Neste capitulo, construiremos o conjuntos dos nimeros racionais por
classes de equivaléncia de elementos admissiveis em Z x Z. Veremos que este conjunto
€ um corpo ordenado. A referéncia base utilizada é (COHEN; EHRLICH, 1963).

O conjunto Z* = Z — {0} forma um semigrupo sob a multiplicagéo.
Este semigrupo ndo € um grupo, pois, pelo item (2) do Teorema 4.26, nenhum inteiro
diferente de +1 tem um inverso multiplicativo relativo a identidade 1. Construiremos
agora a partir de Z um conjunto, Q, cujos elementos chamamos de numeros racionais,
e definimos em Q uma adigéo (+¢), uma multiplicacdo (-p) € uma ordem (<g), de tal
maneira que o sistema (Q, +g, @, <g) reflete as propriedades familiares das fragoes.
Este sistema sera uma extenséo de (Z, +z, -z, <z) em relagéo a adicao, multiplicagéo
e ordem. Se excluirmos de Q a identidade aditiva 0y, obtemos um conjunto Q*, que
forma um grupo sob a multiplicagéo.

Nossa definicado de numeros racionais sera baseada em propriedades
familiares das fragdes. Observamos que duas fragdes (por exemplo, 2 e =2) s&o iguais
quando seus produtos cruzados sao iguais 2(—6) = (—3)4. Definiremos um numeros
racional como uma classe de equivaléncia de pares ordenados de inteiros, onde a

relacdo de equivaléncia é dada pela igualdade de produtos cruzados.

Defini¢cao 5.1 Um par ordenado (a, b) de inteiros € chamado admissivel se b # 0 em Z.

Denotemos A = {(a,b) € Z x Z; (a,b) € admissivel}.

Teorema 5.1 [Teorema 3.1 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existe uma relagao de

equivaléncia R em A tal que (a,b)R(c,d) sempre que ad = bc.

Demonstracao. O conjunto R = {((a,b), (¢,d)); ad = cb em Z} é um subconjunto de
A x A. Pela Definicéo 2.6, R é uma relagao binaria em A. Desde que ab = ab, temos que
((a,b),(a,b)) € R, para todo (a,b) € A. Dai a relagéo R é reflexiva. Se ((a,b), (¢,d)) € R,
entéo ad = cb, equivalentemente, cb = ad, logo ((¢,d), (a,b)) € R. Assim, temos que R é
simétrica. Finalmente se ((a,b), (¢,d)) € Re ((¢,d), (e, f)) € R, entdo ad = cb e cf = ed.

Pelas propriedades da multiplicacdo em Z,

adf = cbf = cfb=edb= afd = ebd,
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e, desde que d # 0, tem-se af = eb. Dai, ((a,b), (¢, f)) € R. Dai, arelagéo R, € transitiva.

Portanto, pela Definicdo 2.8, R é uma relacao de equivaléncia em A. [ |

Defini¢ao 5.2 Escrevemos (a,b) ~ (¢, d) para ((a,b),(c,d)) € R e lemos ~ como
e equivalente a. Para cada (a,b) € A, a classe de equivaléncia C(,; € o conjunto
de todos os (¢, d) € A tal que (¢,d) ~ (a,b). Um numero racional € uma classe de
equivaléncia C(, ;. Escrevemos Q para o conjunto de todos os numeros racionais e

x,y,z,--- para os elementos de Q.

Se A e R séo os conjuntos definidos no Teorema 5.1, entdo o conjunto
quociente
Q = A/R = {O(a,b); (av b) € A}7

€ 0 conjunto de todos 0s numeros racionais.

5.1 Adicéo e Multiplicagdo em Q.

Nossas definicdes de adicdo e multiplicacdo em Q espelham as pro-
priedades familiares da adi¢cao e multiplicacao de fracées. A unicidade de somas e

produtos sera uma consequéncia do teorema a seguir:
Teorema 5.2 Se (a,b) ~ (d/, V') e (¢,d) ~ (¢, d'), entédo
1. (ad + cb,bd) ~ (a'd + V', 0'd');
2. (ac,bd) ~ (d'd,V'd).

Demonstracao. Por hipétese, abt' = a'b e c¢d’ = ¢d. Dai, temos, pelas propriedades da

adicao e multiplicagdo em 7,

(ad + cb)(Wd') =

(a'd + V') (bd).
Desde que bd # 0 e V/'d' # 0, tem-se pela Definigdo 5.2 (ad + ¢b, bd) ~ (a'd’ + V', b'd’).
Também,

(ac)(V'd’) = (ab’)(cd") = (a'b)(d'd) = (d'¢')(bd),
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e, desde que bd # 0 e b'd’ # 0, assim temos (ac, bd) ~ (a'c',0'd"). [

Teorema 5.3 [Teorema 3.3 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Existem operacdes binarias

F e Gtalquese (a,b) € xe(c,d) € yentdo
(1) F(z,y) = C(ad—&-cb,bd)a
(2) G(z,y) = Clacpa)-

Demonstracao. Os conjuntos

F = {<<xﬂy)7c(ad+cb,bd)); (a7b> cur, (C7 d) CyY;, r,y € Q}

G = {((xay)v C(ac,bd)); (CI,, b) €, (Ca d) CY; T,y € Q}

sdo subconjuntos de (Q x Q) x Q. Desde que (a,b) e (¢, d) pertencem a A, (ad + cb, bd)
e (ac,bd) pertencem a A. Para cada (z,y) € Q x Q, existem (a,b) € z, (¢,d) € y e
2 = Cladrerpa) tal que ((z,y),2) € F.Se (a,V) € z, (¢, d') € y, € 2 = Claatev pay, €NAO,
como (a', ') ~ (a,b), (¢,d) ~ (c,d), e pelo Teorema 5.2, segue-se que (ad + cb, bd) ~
(a’d" + V', v'd'). Dai, pela Definigado 5.2, 2’ = z. Consequentemente, F' € uma fungao de
Q x Q em Q, e pela Definicao 2.13, e pela Definicao 2.17, F' € uma operacéao binaria
em Q.

Para cada (z,y) € Q x Q, existem (a,b) € z, (¢,d) € y € 2 = Clacpa),
tal que ((z,y),2) € G. Se (a',V' € z), (dd) € ye 2 = Cweya), €ntao (a',V') ~ (a,b),
(d,d) ~ (c,d), e pelo Teorema 5.2, (ac, bd) ~ (a'd,b'd"). Dai, pela Definicdo 5.2, z = 2.
Portanto G € uma funcédo de Q x Q em Q. Pela Definicdo 2.17, G é uma operacao

binaria em Q. [ |

Definicao 5.3 Referimos-nos as operagdes binarias F' e G do Teorema 5.3, respecti-

vamente, como adicdo e multiplicagdo em Q, e escrevemos
I+Qy = F(ZL’,y) € rQy= G(ZE,y)

Observacao 5.1 Omitimos o subscrito Q e até mesmo -, se 0 contexto deixar claro

que as operagoes estao em Q.
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Teorema 5.4 [Teorema 3.4 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Q, +¢) é um grupo comu-

tativo.

Demonstracao.

1.
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Adicao em Q é comutativo.
Se x,y € Q, entdo x = Cluy), ¥ = C(ca), Para alguns (a,b), (c,d) admissiveis. Pela
Definicéo 5.3, pelo Teorema 5.3, e as propriedades de adicdo e multiplicacdo em
Z, tem-se
r+oy = F(2,y) = Cladsehbd)
= Clepradary = F(y,7) =y +o .

. Adicdo em Q é associativo.

Se z,y,z € Q,entdo x = Ciuyp), ¥y = Creqy € 2 = Cc,p) para alguns (a,b), (c,d) e
(e, f) admissiveis. Agora, pela Definicao 5.3, pelo Teorema 5.3, e as propriedades

de adicao e multiplicagcdo em Z, temos

(ad + cb,bd) € x +q v,
((ad + cb) f + e(bd), (bd) f) € (x +qy) +o 2,

(¢f +ed,df) € y+q 2,
(a(df) + (cf + ed)b,b(df)) € = +q (y +q 2).

Desde que, em Z,
(ad + cb) f + e(bd) = a(df) + (cf + ed)b e (bd)f = b(fd),

segue-se de (5.1) e (5.2) que as classes de equivaléncia (x+qy)+gz € z+o(y+gz)

tém um elemento em comum. Dai,
T +q (¥ +o2) = (z +o¥y) +o 2.

Q contém uma unica identidade para adigao.

Se z = C(, ;) € qualquer elemento de Q, ento
T +q C,1) = Cart0bp1 = Clap) = T

Portanto, C(y1) € uma identidade para a adi¢do. Pelo Teorema 3.10 h& apenas

uma identidade.
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4. Todo elemento de Q tem um Unico inverso em relacao a adi¢ao.

Sexr =Cp €Qea’ =Crgqy), entao
T +0 2" = Clapt(—ay)12) = Crop2) = Clo,1)

desde que (0, %) ~ (0,1). Dai, 2’ é o Unico inverso para z. Pelo Teorema 4.7, 2’ é

o Unico inverso. [ |

Observacéo 5.2 Escrevemos 0g para a identidade C, 1), —z para a inversa de z, e

xr —y para o elemento z tal que =z = y + z em (Q, +g)-

Teorema 5.5 [Teorema 3.5 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Q, -g) € um semigrupo

comutativo com identidade.

Demonstracao.

1. Multiplicacdo em Q € associativa.
Sez,y,zc€ Q,entdo x = Cap), ¥y = Cea), 2 = Cle,p) Para alguns a, b, c,d, e, f € Z.
Pela Definicdo 5.3, Teorema 5.3, e pelas propriedades da multiplicacao em Z,
tem-se
290z = Cap 0 Cled)
= Claee) b(an))
= Cllac)e, () )
= Clacpa) 0 Cle.p)
=(x-QY) Q2
2. Multiplicagdo em Q é comutativa.
Sez,yecQ,entdo z = C(,p) € y = C(.,q) Para alguns a,b, c,d € Z. Pela Definigao

5.3, Teorema 5.3, e pelas propriedades da multiplicacdo em Z, tem-se

QY = G(.Z', y) - C(ac,bd)
= C’(ca,db) = G(% I‘)
=Y Q.
3. Q contém uma Unica identidade para a multiplicagéo.

Se z = C(,,5 € qualquer elemento de Q, entao
2-9Cu1 =Chpy 0Cun =Chaip

== C(a,b) = X.
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Portanto, (Q, -¢) € um semigrupo com identidade. |
Observacéao 5.3 Escrevemos 1, para a identidade C 1.

Teorema 5.6 [Teorema 3.6 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Q, +¢. -¢) € um anel co-

mutativo com identidade.

Demonstracao. Desde que (Q, +¢) € um grupo comutativo e (Q, -g) € um semigrupo
comutativo com identidade, resta apenas mostrar que a multiplicacdo em Q distribui
sobre a adicéo.

Sex = C(&b), Yy = C(c,d) ez= C(ej), entao

LY +o292= Clachd) +0 Clacss)

= Clachf+aebd,b?df)

= Clacf+aed,bdf)

= Cla(ef+ed) b(dn)

= Cap 0 (Ceea) +a Cen)
= 2 (y+o2)

desde que b # 0 em Z. [ |

Teorema 5.7 [Teorema 3.7 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Todo elemento x em Q

diferente de 0 tem uma Unica inversa em relagdo a multiplicagao.

Demonstracéo. Se © = Cp) € Q e x # 0g = Cp,), entdo a # 0, desde que
(0,b) ~ (0,1), paratodo b #0em Z. Se a # 0, entdo 2’ = Cp ) € Q €

z-gr' =G(x,2") = Clappay = C1,py = lo.

Dai, ’ € uma inversa para = com respeito a multiplicacdo em Q. Pelo Teorema 4.7 2’ é

o Unico inverso de z. [ |

Corolario 4 [Corolario do Teorema 5.7 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] O conjunto

Q* =Q —{0g} € um grupo em relagado a multiplicacdo em Q.
Definicao 5.4 Um triplo (A, +,-) € chamado um corpo se:

1. (A, +,-) é um anel comutativo
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2. (A*,-*) éumgrupo, onde A* = A—{04}, onde 04 denota a identidade da operagao

+, e, -* denota a restricdo da operagao - para o conjunto A*.

Assim, do Teorema 5.6 e do Corolario 4, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 5.8 [Teorema 3.8 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Q, +¢, -0) € um corpo.
5.2 Ordemem@Q

Como no caso de Z, comeg¢amos introduzindo um conjunto de elemen-
tos positivos.

Denotemos Qt = {x; ab > 0z; para algum (a,b) € x}.

Teorema 5.9 [Teorema 3.9 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Se ab >; 0z e (a,b) ~ (¢, d),

entao cd >z 0y.

Demonstracao. De ad = cb, temos (cb)(ad) = (c¢b)(cb). Dai (ab)(cd) = (cb)(cb). Pelo
Teorema 4.26, (c¢b)(cb) >z 07 em Z. Mas entédo (ab)(cd) >z 0z em Z, e, desde que

ab >z 0z em Z, tem-se cd >z 07 em Z (Teorema 4.21). [ |

Corolario 5 [Corolario do Teorema 3.9 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Q* = {z; ab >4
0z, paratodo (a,b) € z}.

Teorema 5.10 [Teorema 3.10 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] Q* € um conjunto de

elementos positivos em Q.

Demonstracao. Mostraremos que Q* satisfaz (i), (ii) e (iii) da Definicao 4.10.

Se z,y € QF, entdo z = C(,4), y = C(c,q), ONd€ a, b, c,d € Z, €
ab >z 07 € cd > 07. (53)

Dai,
T +Q Y = Clap) T0 Cle,d) = Clad+eb,bd)-

Por (5.3), Teorema 4.18 e Teorema 4.15, tem-se

(ad + cb)bd = (ab)(dd) + (cd)(bb) >z 0.
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Assim, z +¢ y € QT, e por (i) da Definicdo 4.10 é satisfeita.
Também,

QY = Clap) "0 Cle.d) = Clacpa),

e por (5.3) tem-se
(ac)(bd) = (ab)(cd) >z 0y,

de modo que = -q y € QT, assim (ii) da Definicdo 4.10 é satisfeita.
Finalmente, se z = C(,;), entao, pela propriedade da tricotomia da

ordem em Z, exatamente um dos
ab >z 0z, ab =0z, —ab >z 0z
deve ser valido. Mas, pelo Teorema 5.9
ab >; 0z 8e,es80se, z € Q"

(—a)b= —ab >z 0z se,esése, C_op =—2€QF

e, desde que b # 07 e Z é um dominio integral
ab =07 se, e sO se,a=0z €ex= C(O,b) = OQ.

Portanto, Q" satisfaz (iii) da Definicao 4.10. [

Pelo item 1 do Teorema 4.23, temos:

Teorema 5.11 [Teorema 3.11 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] O conjunto 7" = {(z,y); y—

r € QT} é uma relagédo de ordem em Q.

Observacao 5.4 Escrevemos = <q y (OU y >¢ z) se (z,y) € T. Usualmente omitimos

0 subscrito Q.

Pelo item 2 do Teorema 4.23, tem-se:

Teorema 5.12 [Teorema 3.12 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] (Q, +q, ‘0, <g) € um

dominio integral ordenado.

Observacéao 5.5 Pelo Teorema 5.12 temos que (Q, +q, ‘g, <g) € um dominio integral

ordenado e pela Definicdo 4.9, temos que
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(i) parax <yem Qentdo x + z < y + 2z para todo z € Q (monotonicidade da adicao

emQ@Q), e

(i) para x < y em Q entdo = - z < y - z para todo z € QF (monotonicidade da

multiplicacdo em Q).
Definicao 5.5 Se (A, +,-, <) € um dominio integral ordenado tal que (A, +,-) é um
corpo, entdo (A, +, -, <) é chamado de corpo ordenado.

5.3 Imersoes

Mostraremos agora que o corpo ordenado (Q, +g, ‘g, <g) € uma exten-

sao do dominio integral ordenado (Z+z, -z, <z)-

Teorema 5.13 [Teorema 3.13 em (COHEN; EHRLICH, 1963)] A aplicagao F = ES de
Z em Q tal que, para cada a € Z, E(a) = C(4,1), € um isomorfismo injetivo de Z em Q

preservando a adigao, multiplicagao, e ordem.

Demonstracao. Vejamos que E € uma fungao injetiva de Z em Q. De fato, se F(a) =
E(b) coma,b € Z. Entao, C, 1y = Cp1, dai, (a,1) ~ (b,1),logoa-1="5b-1,assima = b.

Para a,b € Z,
E(a + b) = C(a+b,1) = C(a,l) + C(bJ) = E(a) + E(b)

Portanto, E preserva a adicao.

Para a,b € Z,
E(ab) = O(ab71) = C(a71) : C(b71) = E(a) : E(b)

Portanto, £ preserva a multiplicagéo.

Paraa,bcZ,a <z bse,esbése,b—acZ",isto é, se, e sb se,
Clo—a1) = Co1) — Clan) = E(b) — E(a) € QT,
se, e sb se, E(a) <g E(b). Portanto, E preserva a ordem. [ |

Observagdo 5.6 Tendo em vista os isomorfismos imersos E% e E3. Usaremos a partir

de agora a mesma notagao para elementos de Z e suas imagens em Q. Como usamos
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anteriormente n para denotar E%(n) = C(g(»)1) €M Z, agora usaremos n para denotar
EZ(E%(n)) = C(n.1) em Q. Notamos que EZ(E%(1)) = 1g, € E3(0) = 0g, de modo que
estamos justificados em escrever 1 e 0 para 1p e Og, respectivamente. Finalmente,

comoparaheZek#0emZ,

h , . , .
escrevemos z para o numero racional C(, ). Também, usamos N e Z para designar,

respectivamente, as imagens de N e Z em Q.

Neste capitulo fizemos a construgcao do conjunto dos nimeros racio-
nais por meio das classes de equivaléncias de pares ordenados de numeros inteiros
e mostramos que as operagdes de adigcdo e multiplicagdo sdo bem consistentes, pos-
suindo as propriedades associativas, comutativas e distributiva com os niumeros inteiros.
Notamos que ainda nao temos um conjunto completo dos numeros, e para o ultimo
capitulo, vamos construir o0 conjunto dos numeros reais e sera denotado por R, faremos

essa construcao via cortes de Dedekind.
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6 CONSTRUGCAO DOS NUMEROS REAIS

Neste capitulo, construiremos o conjuntos dos niumeros reais por meio
dos cortes de Dedekind tomando como base o conjunto dos numeros racionais. Mos-
traremos que o conjunto dos cortes de Dedekind € um corpo ordenado, mais ainda,
ele € completo, isto é, verifica 0 chamado axioma do supremo que afirma que todo
subconjunto ndo vazio e limitado superiormente tem supremo. A principal referéncia
utilizada foi (MOREIRA; CABRAL, 2021).

6.1 Cortes de Dedekind

Um corte de Dedekind em um conjunto ordenado consiste em dividir
esse conjunto em duas partes, de tal forma que todas as entradas na primeira parte
sdo menores do que todas as entradas na segunda parte. Essencialmente, o corte
divide o conjunto em duas metades, uma que contém todos os elementos menores que
um certo numero e outra que contém todos os elementos maiores ou iguais a esse
namero.

No contexto dos numeros reais, os cortes de Dedekind sao usados
para definir os mesmos como o conjunto de todos os cortes de Dedekind nos numeros

racionais. Cada numero real é entdo definido como um conjunto de cortes de Dedekind.
Definicao 6.1 Dizemos que A C Q é um corte se valem as seguintes propriedades:
(i) A#b0e A#Q.
(i) Sepe A,qeQeq<p, entdo g € A.
(iii) Paratodo p € A, existe ¢ € A tal que p < q.

Denotaremos o conjunto de todos os cortes por ().

Exemplo 6.1 Sejar € Q. O conjunto Z(r) = {p € Q; p < r} é um corte.
Primeiramente vamos mostrar (i) da Definicdo 6.1: Z(r) # 0 e Z(r) # Q.

De fato, basta observarque r — 1€ Z(r)er+1¢ Z(r).
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Agora vamos mostrar (ii) da Definicdo 6.1: Sep € Z(r),q € Qe g < p,
entdo ¢ € Z(r). De fato, como p € Z(r) entdo p < r e como ¢ < p por transitividade
temos que g < r com ¢ € Q. Portanto, g € Z(r).

Finalmente, vamos mostrar (iii) da Definigdo 6.1: Se p € Z(r), entdo
existe ¢ € Z(r) tal que p < ¢. De fato, como p € Z(r) entdo p < r. Desde que p,r € Q,

tomando ¢ = }% € Q,temos que p < g < r.Logo, ¢ € Z(r) com p < g.

Gracas ao Exemplo 6.1, definimos uma fungéo 7 : Q — 2 que associaacadar € Qo

corte Z(r).

Definicao 6.2 Os cortes da forma Z(r) = {p € Q; p < r}, com r € Q, séo ditos cortes

racionais.

Teorema 6.1 [Teorema 3.3 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejam A, B € Q2. Temos
AC BouB CA.

Demonstracao. Se A = B, entdo nao temos nada a mostrar. Suponhamos, entéo,
A # B. Assimtemos, A ¢ Bou B ¢ A.

« Se A ¢ B, isto é, existe ¢ € A tal que ¢ ¢ B. Vamos mostrar neste caso que
B C A. De fato, seja r € B. Suponha g < r. Se ¢ = r € B, absurdo, pois ¢ ¢ B.
Logo, ¢ < r. Como B é corte e r € B, pelo item (ii) da Definicdo 6.1, ¢ € B, 0 que
€ um absurdo, pois ¢ ¢ B. Concluimos, r < ¢. Agora, como A é corte e q € A,

pelo item (ii) da Definicdo 6.1, r € A. Portanto, B C A.

*« Se B ¢ A, isto é, existe p € B tal que p ¢ A. Analogamente ao caso anterior
vamos mostrar que A C B. De fato, seja s € A. Suponhap < s.Sep=s € A,
absurdo, pois p ¢ A. Logo, p < s. Como A é corte e s € A, pelo item (ii) da
Definicao 6.1, p € A, o que € um absurdo, pois p ¢ A. Concluimos, s < p. Agora,

como B é corte e p € B, pelo item (ii) da Definicao 6.1, S € B. Portanto, A C B. &

Seja X c Q. Denotaremos X' = Q — X chamado de complementar de X em relacdo

a Q.

Proposicao 6.1 [Proposicao 3.4 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Seja A,B € Q. O
conjunto

C={reQ;,r=p+qcompe Aeqec B}
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é corte.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar (i) da Definicdo 6.1: C # 0 e C° +#  (equi-
valentemente, C' # Q). Como A e B sao cortes, por (i) da Definicao 6.1, temos que
A+#(0eB +#0,logo existempe Aeqe B.Sejar =p+ ¢, como p,q € Q tem-se
r =p+q € Q. Portanto, r € C, assim C' # (). Também, como A e B s&o cortes, por (i)

da Definicdo 6.1, temos que A® £ () e B £ ), logo existem p' € A e ¢ € BE.

Afirmacao 6.1 p' + ¢ e C°.

De fato, suponha por absurdo que p’ + ¢’ € C, entdo existem p € A e g € B tal que
P+d=p+q (6.1)

Se p' = p € A, absurdo pois, p’ € A%. Se p' < p, como A é corte e p € A, por (ii) da

Definicdo 6.1, temos que p’ € A, o que é absurdo, pois p’ € AL. Portanto,
p<p. (6.2)

Se ¢ = ¢ € B, absurdo pois ¢ € B®. Se ¢’ < ¢, como B écortee g € B, logo ¢ € B, 0
P

que é absurdo, pois ¢ € Bt. Portanto,
q<d. (6.3)

De (6.2) e (6.3), e pela monotonicidade da adicao em Q, temosquep+q¢<p' + ¢, 0
que é absurdo por (6.1). Concluimos que p’ + ¢ € Ct.

Assim, pela Afirmacéo 6.1, Ct = 0.

Vamos mostrar agora (ii) da Definicdo 6.1: Ser € Ce s € Qcom s < r,entdo s € C.
De fato, como r € C, existem p € Ae g € Btalque r = p+ ¢. Dai, s < p+ ¢ entéo
s —q < p.Agora,comos—q € Q,p e Ae Aé corte, por (ii) da Definicdo 6.1, s — g € A.
Reescrevendo, s = (s —¢q) + ¢, coms —qg € Ae g € B,temos que s € C.

Agora, mostraremos (iii) da Definicdo 6.1: Se t € C, entéo existe r € C' tal que ¢t < r.
De fato, comot € C existemp e Aeqe Btalquet=p+q. Como Aécorteep € A,

por (iii) da Definicao 6.1, existe a € A tal que
p < a. (6.4)
Também, como B é corte e ¢ € B, por (iii) da Definicao, existe g € B tal que

q<p. (6.5)
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De (6.4) e (6.5), e usando monotonia da adicdo em Q, temosquet =p+¢q < a + f.
Sejar=a+p,comoac Ae € B,tem-sequer e Ccomt <r.

Finalmente, concluimos que C' é um corte. [

Definicao 6.3 Sejam A, B € Q. O corte C' dado na Proposi¢éo 6.1, denotado por A® B,

€ chamado de soma ou adicdo de A e B.

Observacao 6.1 Se A, B € 2 sdo tais que Z(0) C AN B, entdo Z(0) C A® B. De fato,

ser € Z(0)logor < 0em Q assim g < 0em Q dai g € Z(0) C An B. Agora, note que

T i r
r= = — .
2 2
N =~
€A €B

Portanto, r € A @ B. Concluimos, Z(0) C A& B.

Assim temos definida uma operacéao de adicao entre cortes. Mostrare-
MOoS a seguir que esta operacgao satisfaz algumas das propriedades da adicdo em um

corpo.

Teorema 6.2 [Teorema 3.6 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejam A, B, C € (). Temos

que:
(1) A® B =B A;
2) (AeB)®eC=A4A® (B O);
(3) A® Z(0) = A.
Demonstracao. As demonstragdes serao realizadas por dupla inclusao.

(1) Sejar € A® B. Logo, existem p € A e q € B tal que r = p + ¢. Agora, pela
comutatividade da soma em Q, temos que r = ¢+ p,comq € Be p € A, assim

r € B® A. Portanto,
A® B C B A. (6.6)

Analogamente, sejar € B & A. Logo, existem ¢ € Be p € Atal que r = ¢+ p.
Pela comutatividade de somaem Q, tem-sequer =p+qg,comp e Aeq € B,

dai r € B & A;. Concluimos que
B®ACA®B. (6.7)

De (6.6) e (6.7), seque-se A® B = B & A.
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Sejar e (A® B)® C.Dai,existempe A,ge Bete Ctalquer = (p+q) +1.
Pela associatividade da soma em Q, temos r = p+ (¢ +t). Assim,r € A& (Ba C).
Portanto,

(AeB)eCC A (Ba ). (6.8)

Sejarc A® (Ba (). Logo, existempe A,qec Bete Ctalquer =p+ (¢ +1).
Pela associatividade da soma em Q, temosr = (p+¢) +t. Dai,r € (A® B) & C.
Concluimos que

Ao (BeC)c (Ae B)a C. (6.9)
De (6.8) e (6.9), seque-se (A@ B)®C =Ad (Ba C).
Sejar € A®Z(0). Logo, existemp € Aeq € Z(0) talque r = p+¢q. Como g € Z(0)

tem-se ¢ < 0 em Q. Pela monotonicidade da adicdoem Q,r =p+ ¢ <p+ 0 = p.

Como A é corte e p € A, por (ii) da Definicdo 6.1, » € A. Assim, concluimos que
A® Z(0) C A. (6.10)

Reciprocamente, sejar € A. Como A é corte e r € A, por (iii) da Definicado 6.1,
existe p € Atalque r < pem Q. Logo, r —p < 0 em Q. Assim, r —p € Z(0).

Observe que, pela comutatividade da adicdo em Q, temos

€A €7(0)
Dai, r € A& Z(0). Logo,
ACA® Z(0). (6.11)
Portanto, de (6.10) e (6.11), obtemos A & Z(0) = A. [ |

Proposicao 6.2 [Proposicao 3.7 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Seja A € Q. O

conjunto

B={peQ; —pec Abeexiste ¢ € A" tal que ¢ < —p}

é corte.

Demonstracao. Vamos mostrar (i) da Definigdo 6.1: B # () e B® + . De fato, como A é

corte, por (i) da Definicdo 6.1, A + 0, logo existe ¢ € AC.

Afirmacao 6.2 —(¢+ 1) € B.
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De fato, note que ¢ + 1 € A", pois sendo ¢+ 1 € Aecomo ¢ < ¢+ 1 e A é corte, por (ii)
da Definigdo 6.1, ¢ € A, o que contradiz ¢ € A°. Logo, —(—(¢+1)) = ¢+ 1 € A® e existe
qe Altalque g < ¢+ 1 = —(—(q+ 1)). Portanto, por definicdo de B, —(q+ 1) € B.

Também, como A é corte, por (i) da Definicao 6.1, A # (), dai existe p € A.
Afirmacéo 6.3 —p ¢ B,

De fato, se —p ¢ Bt entdo —p € B. Logo, p = —(—-p) € AL, mas isso contradiz p € A.
Portanto, —p € BE.
Concluimos, da Afirmac&o 6.2 e da Afirmacao 6.3, B # () e Bt 0.
Agora vamos mostrar (ii) da Definicdo 6.1: Sep € Be g € Q com g < p,
entdo ¢ € B. De fato, como p € B tem-se que —p € Al e existe ¢ € A tal que ¢ < —p.

Como ¢ < ptemos —p < —q.
Afirmacdo 6.4 —q e AL,

De fato, se —¢ ¢ A’ tem-se que —q € A. Agora, como A é corte e —p < —¢, por (i) da
Definicdo 6.1, —p € A, o que contradiz —p € AC.

Assim, pela Afirmacdo 6.4, —q € A® e como ¢’ < —p < —¢ temos que
¢ < —qcom ¢ € A%, logo, por definicdo de B, ¢ € B.

Finalmente, vamos mostrar (iii) da Definicdo 6.1: Para todo p € B,
existe r € B tal que p < r. De fato, como p € B, —p € AL e existe ¢ € A tal que ¢ < —p.

Logo, p < —q. Note que, pela monotonicidade da adicdo em Q, tem-se

P—q
2p=p+p<p—q<—q—q=—2q=>p<T<—q-

Considere r = Z% € Q. Assim, temos que p < r < —q.
Afirmacao 6.5 r € B.

De fato, como r < —q tem-se que ¢ < —r. Suponhamos que —r € A e como A é corte,
por (ii) da Definicdo 6.1, ¢ € A o que contradiz ¢ € A, logo —r ¢ A. Portanto, —r € AL,
Agora, ¢ < —r e q € A%, pela definicdo de B, r € B.

Portanto, da Afirmacéao 6.5, r € B com p < r. [ |
Definicao 6.4 O corte B da Proposicao 6.2 é denotado © A e chamado oposto de A.

Observacao 6.2 Seja A € , as seguintes afirmagdes sao validas:
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1. 6(6A4) = 4;

2. A=27(0) < oA=2Z(0);

3. A+ Z(0) — 0A+ Z(0);

4. AD Z(0) < 6AcC Z(0);

5. AD Z(0) < 6AC Z(0).
Teorema 6.3 [Teorema 3.9 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Seja A € Q2. Temos que
A® (0A) = Z(0).

Demonstracao. Sejar € A® (SA). Logo, existem s € Aep e cAtalquer = s+ p.
Como p € OA, pela Definicdo 6.4 e a Proposicdo 6.2, temos —p € AL e existe ¢ € A®
tal que ¢ < —p. Note que s # ¢ (pois s € A e g € AL). Suponha ¢ < s. Como A é corte
e s € A, por (i) da Definicdo 6.1, ¢ € A, o que contradiz ¢ € A%, logo s < ¢. Dai, pela

monoticidade da adicdo em Q,
r=s+p<pt+q<p—-p=0,

logo r € Z(0). Portanto,

Ad (6A) C Z(0). (6.12)
Reciprocamente, seja r € Z(0) logo » < 0. Como A é corte, por (i) da Definigéo 6.1,
AL £ () dai existe s € AC.

Afirmacdo 6.6 s —r e AL,

De fato, suponha que s — r ¢ AL logo s —r € A. Como A é corte e s < s — r, por (ii) da
Definicdo 6.1, s € A, o que contradiz s € AL. Logo, s — r € AC.

Por outro lado, vamos definir o seguinte conjunto
X={neN; s—%eAC}.

Pela Afirmacdo 6.6, s — r € AL, logo 2 € X. Assim X +# (. Pelo Principio da Boa
Ordenacéao (Teorema 3.19) existe ny € N tal que ng = min X, isto é, ng € X eng <n

em N para todo n € X. Consideremos agora

2 T 2 B 2 '

Note que, como ny € X, temos que t € A°.
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Afirmacéao 6.7 p € A.

De fato, suponha p ¢ A, logo p € A®, assim s — (2et) r e AL daing — 1 € X, mas isso

contradiz a minimalidade de X, o que € um absurdo, assim p € A.
Afirmacio 6.8 ¢ ¢ AC.

De fato, suponha ¢ ¢ A%, logo ¢ € A, assim, s — ("¢H1)r € A. Como A é corte e
s < s— (") r, por (i) da Definigéo 6.1, temos que s € A, mas isto contradiz s € A°.

Portanto, ¢ € AC.

Afirmacao 6.9 —q € cA.

De fato, como —(—q) = ¢ € A" (Afirmagao 6.8) e existe t € A" tal que
t:s—% < 5— (nog_l)r:—(—q),

pela definicdo de © A, —q € ©A.

Finalmente, note que
poa= s (57— (0 (%5))
= (- -D+(mo+1)=%=r
Logo, pela Afirmagéo 6.7 e Afirmagéo 6.9,
r=p—q=p+(—q) € Ad® (0A).

Dai,

Z(0) C A (8A). (6.13)
De (6.11) e (6.12), temos Z(0) = A ® (6A). [ |
Proposicao 6.3 [Proposicao 3.10 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejam A, B €
tais que Z(0) Cc Ae Z(0) C B. O conjunto

C={reQ;r<Oour=p-qcompe A qgeB, p>0eq>0}

é corte.
Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar (i) da Definicao 6.1: C' £ () e C° £ 0.
De fato, como —1 € C, logo C' + (). Agora, como A e B s&o cortes, entdo A® £ () e

Bt £ 0, logo existem p' € AC e ¢ € BE. Como Z(0) C A, B, temos que /', ¢’ ¢ Z(0), logo
p>0eq >0.Dai, p'q > 0.
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Afirmacao 6.10 p'¢’ € CP.

De fato, suponha que p'q’ € C. Como p'¢’ > 0 temos que existemp e A, qe B,p>0¢e
q > 0 tal que
P'qd =pq. (6.14)

Se p’ = p € A, o que contradiz p’ € AL. Logo, p’ # p. Se p/ < p, como A é corte e p € A,
por (ii) da Definicdo 6.1, p’ € A, o que contradiz p’ € AL. Logo,

p<p. (6.15)

Se ¢ = q € B, o que contradiz ¢ € B®. Dai, ¢ # ¢. Se ¢’ < ¢, como B é corte e g € B,

por (ii) da Definicdo 6.1, ¢ € B o que contradiz ¢ € Bt. Assim,
q<d. (6.16)
De (6.15), (6.16) e pela monoticidade da multiplicagdo em Q, tem-se
pg <pqg<pd,

logo pq < p'q’, 0 que contradiz (6.14). Portanto, p'q’ € C*. Consequentemente, Ct £ 0.

Vamos agora mostrar (ii) da Definicdo 6.1: Ser e C,s € Qe s < r,
entdo s € C. De fato, se s < 0, por definicdo de C, s € C. Suponha agora s > 0 e,
portanto, » > 0. Como r € C, por definicdo de C, existem p € A e q € B, tal que r = pq,
comp>0eq>0. Com0p>0es<r:pq,temosque§<q.ComoBécorte,§eQ
e q € B, por (ii) da Definicao 6.1, > €B. Dai, s = p (§> compe Ae >€Be ainda
p>0e > >0,por definicdo de C, s € C.

Finalmente, mostraremos (iii) da Definicdo 6.1: Para todo r € C, existe
t € C'tal que r < t. De fato, se » < 0, tomando t = § < 0, tem-set € C comr < t. Se
r>0,comor e Ctemosquer =pg,compe A, g€ B,p>0eq>0.Como A é corte

e p € A, por (iii) da Definicdo 6.1, existe a € A tal que
p < a. (6.17)
Também, como B € corte e ¢ € B, por (iii) da Definicdo 6.1, existe g € B tal que

g < B. (6.18)
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De (6.17), (6.18) e pela monoticidade da multiplicagdo em Q, tem-se

pq < agq < ofg,

logo » = pg < af. Agora, tomando t = af, como a € A, 5 € Bcom a > 0 e f3, pela

definicdode C, t € C com r < t. [ |

Definicao 6.5 Sejam A, B € Q tais que Z(0) ¢ A e Z(0) c B. O corte C dado na

Proposicao 6.3 e denotado A x B é chamado de produto ou multiplicacao de A e B.

Observacao 6.3 Da Definicdo 6.5 segue-se que Z(0) C Ae Z(0) C B, entdo Z(0) C
AxB.

Definicao 6.6 Dado A € 2, 0 mddulo de A, denotado por | A |, é definido por

A A se Z(0) C A,
oA se AC Z(0).
Em vista da Observagéo 6.2, temos que |A| D Z(0) para todo A € .
Definicao 6.7 Sejam A, B € (). Definimos A ® B por:
AxB seZ(0)cC Ae Z(0) C B,
o(Ax|B|) seZ(0)c Ae B < Z(0),

S(|Al*B) se AC Z(0)e Z(0) C B,
|A|«|B| se AC Z(0)e B C Z(0).

AGOB=

Teorema 6.4 [Teorema 3.14 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejam A, B,C € €.

Temos que:
1. A©B=B® A4;
2. (A®B) 0 C=A06(B6oC);
3. Ao Z(1) = A,onde Z(1) = {p € Q; p < 1} (Definicdo 6.2).

Demonstracao. Vamos supor inicialmente que Z(0) c An BN C.
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Sejar € Ax B. Se r < 0, por definicdo de B « A, tem-se r € Bx A. Se r > 0,
comor € Ax B logo existemp € A, g€ B,p>0eq > 0tal que r = pq. Pela
comutatividade do produto em Q, temos r =gp,comqg e B,pe A,q>0ep > 0.
Logo, » € B x A. Portanto,

A% B C Bx A. (6.19)

Analogamente, sejar € B x A, se r < 0, por definicdo de A x B, entdo é imediato
quer € AxB.Ser >0,comor € BxA,logoexistemqge B,pe A,q>0ep=>0
tal que r = ¢gp. Pela comutatividade do produto em Q, » = pq. Assim, r € A x B.
Consequentemente,

BxAC AxB. (6.20)

De (6.19) e (6.20), temos que A« B = B x A.

Sejar € (A*B)x(C.Ser < 0, por definicdo de A x (B x C), € imediato que
reAx(BxC).Ser>0,comor e (AxB)«Cexistemme AxB,t€C,m>0
et>0talquer =mt. Comome AxBem > 0,existempe A, qge B,p >0
e ¢ > 0 tal que m = pq. Dai, r = mt = (pq)t. Pela associatividade de produto
em Q, temos r = p(qt),comp e A,qe B,t € C,p>0, g >0et > 0. Assim,
re Ax (B xC). Logo,

(AxB)«C C Ax(B=xC). (6.21)

Analogamente, sejar € Ax (B xC). Se r < 0, por definicdo de (A« B) x C, é
imediatoque r € (AxB)«C.Ser >0,comor € Ax(BxC)existemp € A, q € B,
teC,p>0,qg>0et>0tal que r = p(qt). Pela associatividade de produto em

Q, tem-se r = (pq)t. Portanto, r € (A x B) « C, e dai
Ax(B*xC) C (AxB)*C. (6.22)
De (6.21) e (6.22), concluimos que (A* B) «C = Ax (B x ().

Sejare AxZ(1).Ser <0entdaor € Z(0) ecomo Z(0) C A, tem-ser € A. Se
r>0.Comorc AxZ(1)existempec A, g Z(1),p > 0eq > 0tal quer = pq.
Dai, como g € Z(1),temosque 0 < ¢<1.Sep=0entdor=0=pe A.Sep > 0,
logo, pela monoticidade da multiplicagdo em Q, r = pg < p- 1 = p. Assim, r < p.

Como A é corte e p € A, por (ii) da Definicao 6.1, r € A. Em qualquer caso, r € A.
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Portanto
AxZ(1) C A. (6.23)

Reciprocamente, se r € A. Se r < 0, por definicdo de A« Z(1),r € Ax Z(1). Se
r > 0,comor € Ae A é corte, por (iii) da Definicao 6.1, existe p € A tal que

0<r<p.Logo, - <lassim Z(1). Agora, desde que r = p (g) compe Ae

= € Z(1), por definicdo de A x Z(q), temos que r € A« Z(1). Dai,
AC AxZ(1). (6.24)
Portanto, de (6.23) e (6.24), temos A x Z(1) = A.
Vamos mostrar o caso geral do item 1.
(1.a) Se Z(0) c Ae B ¢ Z(0). Entao, pela Definicdo 6.7, temos

A®B=6(|A|xB)=6(Bx*|A|) =B0o A.

(1.b) Se A C Z(0) e Z(0) C B. Entao, pela Definicdo 6.7, temos

A®B=0(A|*B)=c(Bx|A|) =Bo A

(1.c) Se AC Z(0) e B < Z(0). Entao, pela Definigao 6.7, temos

A®B=|A|%|B| = |B|«|A] = B A.

Agora, mostraremos o caso geral do item 2.
(2.a) Se Z(0) c A, B< Z(0) e Z(0) C C. Entéo, pela Definicao 6.7, temos

(AoB)oC= (6(Ax|B])©C=06(o(Ax|B[)+C)
= o(e(e(Ax[B]))xC) =o((Ax|B]) xC)
= o(Ax(|B|x0)) = c(Ax (o(a(|B| x())))
= o(dx[e(IB|x0)) = Ao (a(|B|+0))
= A0 (BoO).

(2.b) Se Z(0) c A, BC Z(0) e C < Z(0). Entao, pela Definicédo 6.7, temos
(AOB)oC= (6(Ax[B])©C = (Ax|B|)||C]|
= (e(e(Ax|B|) *|C| = (Ax[B]) «|C]
= Ax (B[ x|C]) = Ao (|B]«[C])
= A®(BOO).
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(2.c) Se Z(0) C A, Z(0) c Be C ¢ Z(0). Entao, pela Definigéo 6.7, temos

(A@B)©C= (AxB)®C =06((AxB)*|C|)
= o(Ax (B*[C]) = 6(A* (©(0(B * [C]))
— o(4x|eBx[C))) = Ae (a(B+[C))
— A0 (BoCO).

(2.d) Se AC Z(0), Z(0) c Be C ¢ Z(0). Entéo, pela Definicao 6.7, temos

(AoB)oC= (o(A|*B)oC=|6 (JAl*B)|*|C]|
= (e(e(|A]« B))) = |C| = (|A] * B) = |C|
= A= (B *[C]) = |A] x (6(S(B x|C])))
= |Alx|o(B*[C))|=Ae (e(B*C]))
= AG(BOC).

(2.e) Se AC Z(0), Z(0) C Be Z(0) C C. Entéo, pela Definicao 6.7, temos

(AoB)oC= (o(lAl+B)) o C=o( e (|Al+ B)|+C)
= o(e(e(4lxB))) « C) = o((|A] « B) x C)
= S(|Al*x(BxC))=A06 (BxC)
= AG(BoO).
(2.f) Se A C Z(0), B< Z(0) e Z(0) C C. Entéo, pela Definicao 6.7, temos
(A0B)©C= (JA[[B])©C = (|A]*|B|) « C
= [A[x([B]+ C) = [A] x (o(o(|B] * ()))
= [Alx[e (B[« C)|=Ac (e(B| *C))
= A0 (BoO).
(2.9) Se A C Z(0), BC Z(0) e C ¢ Z(0). Entao, pela Definicdo 6.7, temos
(A0B)oC= (JA[*|B[)©C=o((Al*|B]) *|C])
= o(Al= (Bl «|C))) = Ao (1B «[C])
= Ao (BoO).
Finalmente, mostraremos o ultimo caso do item 3. Se A C Z(0). Entao, pela Definicao
6.7, temos
A® Z(1) = (A * Z(1)) = ©(|4]) = 6(04) = A.

Portanto, A ® Z(1) = A. [
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Proposicao 6.4 [Proposicdo 3.5 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Seja A € Q) tal que
Z(0) € A. O conjunto

B={peQ; p<ooup’ec Aleexiste g c Atalque ¢ < p~'}
€ corte.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar (i) da Definicdo 6.1: B +# () e Bt £ 0.
De fato, como —1 € B, dai B # (). Agora, como por hipétese Z(0) C A, logo existe
g€ Atalque q ¢ Z(0), isto €, g € A com g > 0. Note também, como A é corte e g € A,

por (iii) da Definicao 6.1, existe p € Atalque 0 < ¢ < p. Logo, p € Acom p > 0.
Afirmacéo 6.11 p~' ¢ B.

De fato, se p~! € B, como p~' > 0, por definicdo de B, temos p = (p~')~" € A, mas
isso contradiz que p € A. Portanto p~! ¢ B.

Logo, pela Afirmacdo 6.11, p—* € B, assim temos Bt + 0.

Vamos agora mostrar (ii) da Definicdo 6.1: Sep e B, g€ Qe q < p,
entdo ¢ € B. De fato, se ¢ < 0, por definicdo de B, é imediato que ¢ € B. Se ¢ > 0,
como 0 < ¢ < pentdo p > 0 e p € B, por definicdo de B, p~* € AL e existe r ¢ AL tal
quer <pt.Como0 < ¢q<pentido p~! < ¢ !. Suponhamos que ¢! € Aecomo A é
corte, por (i) da Definicdo 6.1, p~* € A, mas isso contradiz p~! € AL. Portanto, ¢! € AC.
Agora, como r < p~' < ¢! entdo r < ¢! e desde que r € AL, por definicao de B,
tem-se ¢ € B.

Finalmente, vamos mostrar (iii) da Definicao 6.1: Para todo p € B existe

q € B tal que p < ¢. Primeiramente mostremos a seguinte afirmacéo:
Afirmacgao 6.12 Existe ¢ € B com ¢ > 0.

De fato, como A é corte, por (i) da Definicdo 6.1, A® = 0, logo existe m € A’ e como
Z(0) € A, temos que m ¢ Z(0), isto é, m > 0. Logo,m+1>1>0,daim+1 > 0.
Consideremos ¢ = (m+1)"'. Noteque ¢ >0em <m+1=¢ ' comm e AL. Agora,
suponha que ¢~ € A, como A é corte, por (ii) da Definicdo 6.1, m € A o que contradiz
que m € AL. Logo, ¢! € AC. Portanto, ¢ € B.

Por outro lado, seja p € B. Se p < 0, pela Afirmagéo 6.12, existe ¢ € B

comqg > 0,daiqge Bep < q Sep>0,comop e B, por definicdo de B, p~! € AL
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e existe r € A tal que < p~!. Consideremos s = % Dai, pela monoticidade da

adicdioem Q,2r =r+r<r+pt<pl+p =2p! logo
r<s<p. (6.25)

Suponha que s < 0, logo por (6.25), » < 0, assim r € Z(0), e como por hip6tese
Z(0) C A, r € Ao que contradiz que r € A%, Dai, s > 0. Suponhamos agora que s € A.
Por (6.25), r < s, e como A é corte, por (ii) da Definicdo 6.1, »r € A o que contradiz
novamente que r € AL, Portanto, s € A’ com s > 0. Consideremos ¢ = s', desde
que s > 0 temos que ¢ > 0. Como s € A" temos que ¢! = s € AC. Agora, por (6.25),
tem-se que r < ¢~! com r € AL. Logo, por definicdo de B, ¢ € B. Também, por (6.25),

p < s~1 = ¢. Portanto, existe ¢ € B com p < q. [ |

Definicao 6.8 Seja A € Q) tal que A # Z(0). Se Z(0) ¢ A, entdo o corte B da
Proposicao 6.4 é denotado A°! e chamado inverso de A. Se A C Z(0), entéo definimos
A% = (A7),

Teorema 6.5 [Teorema 3.17 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Seja A € Q tal que
A+ Z(0). Temos A ® (A = Z(1).

Demonstragao. Suponhamos inicialmente que Z(0) C A. Mostraremos que A x A®! =
Z(1).

Sejar € Ax(A°').Ser <0, entdor € Z(1). Se r > 0, por definicdo do
produto, existem s € Aep € A° com s > 0e p > 0 tal que r = sp. Dai, como p € A°!,
logo p~! € AL e existe ¢ € ACtal que ¢ < p~L. Como s € A e q € AL, temos que s # g.
Se ¢ < s,como A é corte e s € A, por (ii) da Definicdo 6.1, ¢ € A 0 que é contradiz
q € A%, Logo, 0 < s < ¢q. Agora, como ¢ < p~!, pela monoticidade da multiplicacdo em
Q, obtemos p < ¢!, dair = sp < sg”!', e sendo ¢ > 0 com s < g tem-se r < 2 <L

Logo, r < 1, dai r € Z(1). Portanto,
Ax A% C Z(1). (6.26)

Reciprocamente, seja r € Z(1). Dai r < 1. Aqui temos as seguintes

possibilidades:

« Se r < 0, por definicdo do produto, r € A x A°L,
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« Ser =0,como Z(0) C A, existe s € A, talque s > 0. Se s = 0, entdo 0 € A.
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Ses>0,comose A, 0< se Aécorte, por (ii) da Definicdo 6.1, 0 € A. Logo,
em qualquer caso, 0 € A. Note também que, por definicdo de A!, 0 € A®L. Dai,
r=0-0€ Ax(A%).

Se 0 < r < 1. Como ja vimos no caso anterior 0 € A, dai como A é corte, por (iii)

da Definicdo 6.1, existe s € A tal que s > 0.
Afirmacao 6.13 Existe n € N tal que s(r~1)" € AL

De fato, suponha que s(r~!)" € A para todo n € N (hipétese auxiliar). Como A é
corte, por (i) da Definicdo 6.1, A £ (), logo existe ¢ € AL. Como 0 € A, dai ¢ # 0.
Se ¢ < 0,como A é corte e 0 € A, por (ii) da Definicao 6.1, / € A o que contradiz
¢ e AL. Logo, ¢ € A% com ¢ > 0. Agora, desde que 0 < r < 1 entdo lim 7" = 0 em

n—0o0

Q (Exemplo 6 do Capitulo 3 em (LIMA, 2014)). Assim para % > 0 em QQ temos
que existe m € N tal que ™ < % logo ¢ < s(r~1)™ e, pela hipétese auxiliar temos
que s(r~1H)™ € A. Como A é corte, por (ii) da Definigdo 6.1, ¢ € A o que contradiz

que ¢ € AL, Portanto, existe n € N tal que s(r—)" € AL
Consideremos agora
X={peN; s(r 1)y eA}.

Pela Afirmacao 6.13, X é ndo vazio e X C N. Pelo Principio da Boa Ordenacao
(Teorema 3.19), existe n, € N, tal que ny = min X. Logo, temos ¢ = s(r—)" e AL
e p; = s(r~!)"~! € A. Por outro lado, como A é corte, por (iii) da Defini¢do 6.1,

existe p € A, tal que p; < p. Denotemos, ¢ =t p~Ip,.
Afirmacdo 6.14 ¢ ' € AC.

De fato, sendo 0 < p; < ptemos que 1 < pp;* dait < tpp;' = ¢ 1. Se ¢! € A,
como A é corte, por (ii) da Definicdo 6.1, ¢t € A, o que contradiz ¢ € A°. Logo,
gt e Al

Note que, como ¢ ' € A et < ¢! com ¢t € AL entdo g € A°'. Assim obtemos que

pg=p(t'p pr) =t pr = (s(r7 1)) (s(rm )T =

Comopec Aeqgec A entdor € A x A°L,
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Portanto, em qualquer caso,
Z(1) C Ax A% (6.27)

De (6.26) e (6.27), temos que A x Aol = Z(1).
Vamos agora considerar o caso A € Z(0). Temos que, pela Definicao
A®L Z(0) € A®L. Assim, pela definigdo de produto, definicdo do inverso e usando o

caso anterior, obtemos:
A A% = A« |A% = Al x| o (JAI"Y)] = |A| * (6(6(JAI7Y)) = |A| * [A]?' = Z(1). ®

Teorema 6.6 [Teorema 3.18 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejam A, B,C € Q.
Temos que
(AeB)oC=(AcC)a(Bo0).

Demonstracao. Vamos supor inicialmente Z(0) c An BN C.
Sejare (Ad B)+«C.Ser <0, entdo r € Z(0) e pela Observagéo 6.1,
re(AxC) @ (BxC).Ser >0, por definicdo de produto, r = pgcomp € A® B, q € C,

p>0eq>0.Agora, como ¢q > 0 temos duas possibilidades:

*» Se ¢ = 0 entdo 0 € C dai, por definicdo de produto, 0 € A x C, B x C. Logo,

podemos escrever

r=0=_0 4+ 0 €(AxC)® (B=xC).
cAxC eBxC

*Seqg>0,comop e A® B existemm € Aen € B tais que p = m + n, logo
r = (m+n)p. Se mq < 0, por definicdo de produto, mq € A x C. Se mq > 0, como
g > 0 temos que m > 0, dai, obtemos mq € A x C. Em qualquer caso, mqg € A x C.
Analogamente, se ng < 0, por definicdo de produto, nqg € B x C'. Se ng > 0, como
g > 0 temos que n > 0, dai, obtemos ng € B x C'. Em qualquer caso, nqg € A x C.

Agora, pela distributividade em Q, temos

r=(m+n)g= mqg + ng € (AxC)d (BxC).
~— =
cAxC eB+C

Em qualquer caso, r € (A« C) & (B x C). Portanto,

(A®B)*C C (AxC) @ (B*C). (6.28)
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Reciprocamente, seja r € (AxC) @& (B = C). Se r < 0, por definicdo de produto,
re€ (A® B)xC.Suponhar > 0,comor € (AxC)® (BxC)existemm € AxC e

n € Bx(C talque r = m + n.
» Ser=0,logom=—n.

— Sem<0entdon >0.Comonc BxCexistempe B,qec C,p>0eq>0

tais que n = pq. Aqui temos,
r:O:m—%n:m—l—pq:(mq*l‘i‘p)Q- (6.29)

Como ¢ > 0, por (6.29), tem-se mq~! + p = 0. Também, como mq~! < 0

entdo mqg~' € Z(0) C A,logomq~' € A, p e Beqe C,temos que
r=0=0-q=(mqg ' +p)ge (A® B)*C.

—Sem=0entdon =0.Comomec AxCenc Bx(C existemac A, bc B,
c,d e C,a,bc,d>0taisque 0 =m =ace 0=n=bd. Como ac = 0 entdo

a=0o0uc=0. Também, como bd = 0 entdo b = 0 ou d = 0.

« Sec=00ud=0,neste casotemos 0 € C,logor =0= (a+b)-0, onde

a+be Ao Bcoma+b>0.Dai,re (Ad B)«xC.

«+Sea=b=0ecd>0,neste caso,0 € Ae 0 € B, logo temos que

r=0=(0+0)c,com0+0c A®BeceC.Logo,rec (A® B)*C.

—Sem>0entdon <0.Comome AxCexistempe A,qeC,p>0eq>0

tais que m = pq. Aqui temos,
r=0=m+n=pg+n=(p+ng g (6.30)

Como ¢ > 0, por (6.30), tem-se p +ng~* = 0. Também, como ng~! < 0 entdo

ng '€ Z(0) C B,logong' € B,pe Aeqe C,temos que
r=0=0-qg=(p+ng )ge (A®B)*C.
* Ser > 0,logor =m+n > 0. Aqui temos os seguintes casos.

- Sem < 0en < 0. Temos que m +n < 0 0 que contradiz » > 0. Este caso

nao acontece.
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- Sem<0en>0.Comone Bx(Cexistempe B,geC,p>0eq >0 tais
que n = pq.
= Se ¢ = 0 entdo n = 0. Logo, r = m < 0, assim, pela definicao de produto,
re (Ao B)xC.

+» Se ¢ > 0, temos
r=m+n=m+pq=(mqg*+pq. (6.31)

Agora, como m < 0 e ¢g~' > 0 temos que mqg~! < 0, portanto mq! €
Z(0) C A. Logo, mq~! € A. Note também, como r > 0 e ¢ > 0, por (6.31),
obtemos mq~! +p > 0 e como p € B, por (6.31) tem-se r € (A® B) x C.
-Sem>0en<0.Comome AxCexistempe A, qge C,p>0eq>0tais
que m = pq.
« Se ¢ = 0 entdo m = 0. Logo, r = n < 0, assim, pela definicdo de produto,
re(AeB)xC.

» Se g > 0, temos
r=m+n=pg+n=(p+ng g (6.32)

Agora, comon < 0 e ¢! > 0 temos que ng~! < 0, portanto ng=! €
Z(0) € B. Logo, ng~! € B. Note também, como r > 0 e ¢ > 0, por (6.32),
obtemos p +ng™' > 0 e como p € A, por (6.32) tem-se r € (A® B) x C.

-Sem>0en>0.Comomec AxCene€ BxC existema € A, b € B,
c¢,d e C,a,b,c,d>0taisque m =acen = bd.
« Sem=0en=0entdo logo r =m +n =0 0 que contradiz » > 0. Este
caso nao acontece.
« Sem>0en >0.Logo, a,b,c,d > 0. Note que, ¢c,d >0ec,d e C.

- Sec=dentdor = ac+bc = (a+b)c,comoa € A,be Bece C,

entdor € (A® B) «C.

- Sed < centdo dc™! <1, e como b > 0logo bdc~* < b. Agora, como

B é corte e b € B, por (ii) da Definicao 6.1, bdc~* € B. Dai, temos

r=ac+bd=(a+ bdcil)c. (6.33)
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Note também, como r > 0 e ¢ > 0, por (6.33), obtemos a + bdc=! > 0.
Desde que a € A, bdc™! € B e q € C, por (6.33), tem-se que
re(AeB)xC.

- Sec<dentdocd™! < 1,ecomoa > 0logo acd™! < a. Agora, como

A é corte e a € A, por (ii) da Definicdo 6.1, acd~! € A. Dai, temos
r = ac+bd = (acd™' + b)d. (6.34)

Note também, como r > 0 e d > 0, por (6.34), obtemos acd~! +b > 0.
Desde que acd™' € A, b € A, e d € C, por (6.34), tem-se que
re(A®e B)xC.

« Sem >0en=0.Logo, 0 € BxC.Agora, como B xC é corte, por (iii) da
Definicdo 6.1, existe n’ € Bx(C'talque 0 < n’. Note que r = m+0 < m+n/
e, pelo caso anterior m +n' € (A® B) «C, e como (A& B) = C € corte,
entdor € (A® B) xC.

+ Sem=0en>0.Logo, 0 € AxC. Agora, como Ax*C é corte, por (iii) da
Definicdo 6.1, existe m’ € AxC'talque 0 < m/. Note que r = 0+n < m'+n
e, pelo caso anterior m’ +n € (A@ B) «C, e como (A& B) = C € corte,
entdor € (A® B) xC.

Em qualquer caso, r € (A« C) @ (B x C). Portanto,
(AxC)a (B*xC)C (A® B) = C. (6.35)

De (6.28) e (6.35), temos que (A+xC) @ (BxC) = (A® B) xC.

Cada um dos outros casos (para os quais nao vale Z(0) C A, Z(0) ¢ B
e Z(0) C C) é tratado de maneira analoga ou € consequéncia deste que acabamos de
demonstrar. [ |

Pelo Teorema 6.2, Teorema 6.3, Teorema 6.4, Teorema 6.5 e Teorema
6.6 temos que (€2, &, ®) é um corpo. Além disto, a relagdo de inclusdo C é uma relagéo
de ordem em ().

Para concluirmos que (Q, &, ®, C) € um corpo ordenado falta estabele-

cer a monotonia das operacdes. Este é o assunto do proximo teorema.

Teorema 6.7 [Teorema 3.19 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejam A, B,C € Q.

Temos:
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SeAcCcB,entaoAeC Cc B C,
SeAcBeZ(0)cC,entdo A0 C C Bo C;

SeAcBeCcCZ(0),entato BoC C Ao C.

Demonstracao.

1.
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Sejare A@ C,entdoexistempec Aeqe Ctalquer =p+q.Como AC Be
pe€ A logop e B,dair=p+qcompe Beqge C,assimtemosr € Bd C.
Portanto, A C c B® C.

. Pelo item anterior, temos que A ® (©6A) C B ® (©A). Dai, pelo Teorema 6.3,

Z(0) € B® (6A). Da Observagéo 6.3 e pelo Teorema 6.6, temos

Z(0)C(B® (0A)OC=(BoC)d ((6A)®0),
dai novamente pelo item anterior

ZO)a(AoO)c(BoO)a(BA o) (AG )
agora, usando o Teorema 6.6 e os itens 2 e 3 do Teorema 6.2, obtemos
AoCcCc(BoO)a(BA o) (AcC)=(Bol)a (A e A e).
Logo, pelo Teorema 6.3,
AcCC(BoC)® (Z(0)oO)
e, como por definicdo de produto, Z(0) ® C' = Z(0), obtemos
AocCc(BoO)s Z(0)

dai, pelo item 2 do Teorema 6.2,tem-se A© C C B® C.

Pelo item 1, temos que A® (6A) C B® (©A). Dai, pelo Teorema 6.3, Z(0) C B&®
(6A). Agora, como C' C Z(0), pela Observagéo 6.2, Z(0) C ©C. Da Observacao

6.3 e pelo Teorema 6.6, temos

Z(0)Cc (Ba (6A) o (6eC)=(Bo (6e0))a ((8A) o (e0)),
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novamente usando o item 1, obtemos
Z0O)@e(Bol)cCc (Be(el)a ((8A) o ()@ (Boe0),

usando o item 1 e item 3 do Teorema 6.2, temos

BolCc (Ao GO)ae(Boe (el)a (BoeO),
dai, pelo item 2 do Teorema 6.2, tem-se

BoCcCc(BAoBO)a(Be©GO)a (B6O)),
e, usando o item 1 do Teorema 6.4,

BoCcC((BA) e E0)ad (((eC)oB)ad (Co B)),
assim, pelo Teorema 6.6 tem-se

BoCC ((8A) e (©0)a ((eC)® C)® B),
logo pelo Teorema 6.3,
BoC cC((BA) o ©0)a® (Z(0)e B),
e, como por defini¢ao de produto, Z(0)® B = Z(0) e (6A)® (&C) = A® C, temos
BoCcC(AoC)® Z(0),

dai, pelo item 3 do Teorema 6.2, obtemos B& C Cc A® C. [ |

Proposicao 6.5 [Proposicdao 3.20 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] A fungdo 7 é
injetiva. Além disso Z € um homomorfismo de corpos ordenados, isto €, para todo

p,q € Q, temos:
1. p<qse,esbdse, Z(p) C Z(q);
2. Zip+q)=Z(p) ® Z(q);

3. Z(p-q) = Z(p) © Z(q).
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Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que Z € injetiva. Sejam m,n € Q tais

que Z(m) = Z(n). Suponha que m # n, logo ou m > n ou m < n. Se n < m, temos que

m-+n

<
" 2

<m

min € Z(m), mas m

o ¢ Z(n), dai Z(m) # Z(n), o que contradiz Z(m) =

logo
9 2

Z(n). Se m < n, temos que
m+n

m < <n

mEn € Z(n), mas m

logo ;n ¢ Z(m), assim Z(m) # Z(n) o que contradiz Z(m) =

Z(n). Portanto, m = n. Logo, Z é injetiva.

1. Sep <q. Sejax € Z(p) logo z < pe como p < qgtem-se z < g dai z € Z(q).
Portanto, Z(p) C Z(q). Reciprocamente, se Z(p) C Z(q). Suponha, por absurdo,
que ¢ < pdai Z(q) C Z(p) e como Z(p) C Z(q) temos que Z(p) = Z(q). Agora,

como Z é injetiva, obtemos que p = ¢, 0 que contradiz ¢ < p. Portanto, p < q.
2. Sejar e Z(p+q),entédor < p+ ¢. Dai, r — p — g < 0. Assim, temos que

r—p—gq r=r—d

m=p+ 5 <p € n=gq+ 5 <q

dai, m € Z(p) e n € Z(q). Além disso, tem-se que

;= (p+$) ; (qﬂ‘gj) —m+neZ(p) e Zq).

Portanto,
Z(p+q) C Z(p) ® Z(q). (6.36)

Reciprocamente, seja r € Z(p) ® Z(q) logo existem m € Z(p) e n € Z(q) tais que
r =m +n. Como m < p en < p, pela monoticidade da adicdo em Q, tem-se

r=m+n<p+gq,logor e Z(p+ q). Portanto,
Z(p)®Z(q) C Z(p+4q). (6.37)

De (6.36) e (6.37), obtemos Z(p) ® Z(q) = Z(p + q).

3. Suponhamos inicialmente que p > 0 e ¢ > 0. Dai, Z(0) C Z(p) N Z(q). Seja

reZ(p-q)logor <p-q.Ser < 0entdor € Z(0), assim pela Observacao 6.3,
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Z(0) C Z(p) * Z(q). Logo, r € Z(p) * Z(q). Se r > 0, como r € Z(p - q), temos que

. . r+p-q
0<r<p-qlogop-q>0,daip>0eq>0.Consideremos s =

, logo

tem-se r < s < p-¢. Observe agora que podemos escrever r da seguinte maneira

0

como . <le—— < 1,temos 0 <p- L D, I090p~f € Z(p), e também temos
S D-q S S

0<gq- o q, logo ¢q - EyS Z(q). Dai, r € Z(p) * Z(q). Portanto, em qualquer
D-q D-q

caso,

Z(p-q) C Z(p) * Z(q) (6.38)

Reciprocamente, sejar € Z(p) * Z(q). Ser < 0,dair<0<p-qgentdor <p-q.
Logor € Z(p-q). Ser > 0,como r € Z(p) x Z(q), existem m € Z(p), n € Z(q),
m>0en>0taisquer =m-n.Como0<m <pe0<n < q, pela monoticidade
da multiplicagdo em Q, r = m-n < p-q, assimr € Z(p - q). Concluimos, em
qualquer caso,

Z(p)*Z(q) € Z(p-q) (6.39)

De (6.37) e (6.38) temos a igualdade.

Vamos mostrar os outros casos. Se p < 0 e ¢ < 0. Dai, tem-se que —p >0e —q >
0, assim temos que Z(0) C Z(—p) e Z(0) C Z(—q),logo Z(0) C Z(—p) N Z(—q), €

usando o caso anterior, temos que
Z(—p)*Z(—q) = Z((-p) - (=q)) = Z(p- q). (6.40)

Por outro lado, note que ©7(a) = Z(—a) para qualquer a € Q. De fato, pelo item
2 temos que
Z(0) = Z(a+ (=a)) = Z(a) ® Z(—a)

e, pela unicidade o elemento inverso aditivo, temos que Z(—a) = ©Z(a).
Agora, como Z(p), Z(q) C Z(0) e pela definicdo de produto, obtemos
Z(p) © Z(q) = |Z(p)| *|Z(q)| = (62(p)) * (©Z(q)) = Z(—p) * Z(—q) = Z(p- @)

Agora vejamos o caso p > 0 e g < 0. Dai, —¢ > 0, assim temos que Z(0) C Z(p) e
Z(0) € Z(—q).Logo, Z(0) C Z(p)nZ(—q). Assim,como Z(0) C Z(p) e Z(q) C Z(0)
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e pela definicdo de produto, tem-se

Z(p)© Z(q) = o(Z(p) *1Z2(9)]) = &(Z(p) * (62(q)))
= o(Z(p)* Z(—q)) =Z(p- (—q))
= eZ(-(p-q) = Zp-q) = Z(p-q).

Finalmente, se p < 0 e ¢ > 0. Pelo item 1 do Teorema 6.4, o0 caso anterior e

comutatividade em Q, obtemos

Portanto, Z € homomorfismo de corpos ordenados. [

Definicao 6.9 Seja ' C 2, ndo vazio. Se existir S € 2 que seja a menor cota superior

de T, isto &,
(i) Ac Sparatodo A €T
(i) se R € cota superiorde I', entdo S C R;

entdo dizemos que S € supremo (finito) de T", e escrevemos supl’ = S. Quando I" é
ilimitado superiormente (ndo existe cota superior para I'), dizemos que o supremo de I’

€ mais infinito e escrevemos sup I' = +o0.

Exemplo 6.2 [Exemplo 3.2 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] Sejal’ = {A € Q; AC
Z(0)}. Entédo Z(0) € o supremo de I'.
De fato, seja A € ', entdo A C Z(0). Portanto, A C Z(0), paratodo A € I'. Assim, I" é
limitado superiormente por Z(0) € €2. Por outro lado, se M € () & cota superior de T',
entao

AC M, paratodo A €T (6.41)

Note que Z(0) € Q e Z(0) C Z(0), logo Z(0) € I'. Em particular, em (6.41), tem-se
Z(0) € M. Portanto, pela Definicdo 6.9, Z(0) € a menor cota superior de I". Assim, Z(0)

€ osupremodel.

Teorema 6.8 [Teorema 3.22 em (MOREIRA; CABRAL, 2021)] O corpo ordenado
(Q,®,®,C) &€ completo, isto €, todo subconjunto de 2 nao vazio e limitado superi-

ormente tem supremo finito.
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Demonstracao. Seja I' C 2 ndo vazio e limitado superiormente. Consideremos, S =

U A. Claramente, A C S, paratodo A € I'. Seja M € ) tal que M é cota superior de

Ael
I', entdo A C M, paratodo A € I'. Logo,

S=JAacm

Ael

S6 nos resta provar que S € ). Primeiramente, vamos mostrar (i) da Definicdo 6.1:
S £ (e St (. Defato, como I # (), existe A € I' C Q logo A é corte, entdo A £ 0 e,
existe p € A. Agora, como A € I'temos que A C S e,como p € A, daip € S, assim
temos S # (). Por outro lado, como I" C 2 é limitado superiormente, entao existe M €
cota superior de I'. Pelo visto anteriormente, S ¢ M logo Mt c St e, como M € Q
entdo M°® # (), dai S® £ (.

Vamos mostrar (ii) da Definicdo 6.1: Sep € S, g € Qe ¢ < p, entdo q € S. De fato,

comopeS= U A, entdo existe A e T'talquep € A.Como A eT' C Qtemos que A é

AeT
corte e, como g < p com g € Q, por (ii) da Definicdo 6.1, p € Aentdoq € A,logo g € S.

Finalmente, vamos mostrar (iii) da Definicdo 6.1: Se p € S, entéo existe ¢ € S tal que

p < q. De fato, comop € S = U A, entdo existe A € I' tal que p € A e, como A é corte,

Aerl
por (iii) da Definicdo 6.1, existe ¢ € A tal que p < ¢, logo ¢q € S. Portanto S é corte. B

Desta maneira concluimos nosso trabalho de mostrar que (2, &, ®, C)
€ um corpo ordenado completo. Agora, vamos mudar as notacdes e nomenclaturas.
Mudando para notac¢des familiares, um corte serd chamado de numero real, o conjunto
(2 passa a ser denotado por R e sera chamado de conjunto dos numeros reais. Os
simbolos & e ® serao substituidos por + e -, respectivamente. Em relacdo ao ordem nos
cortes, passamos a escrever = < y ao inves de x C y. Observamos que, rigorosamente
falando, um numero racional ndo € namero real. De fato, um namero racional é um
elemento do conjunto Q, enquanto que um numero real € um subconjunto de Q. No
entanto, através da fungcédo Z (Definicdo 6.2) passamos de um numero racional r ao
nuamero real Z(r). Sendo Z injetiva (Proposicéo 6.5) temos que o conjunto Z(Q) é
um subconjunto de R que € uma espécie de “copia” ou “clone” de Q. Esta nogao
€ estabelecida matematicamente pelo fato de Z ser um homomorfismo injetivo (ver
proposicao 6.5). Por esta razdo, podemos, e faremos, 0s seguintes abusos de notacao
e de linguagem: “Q C R” ou “todo numero racional &€ numero real”. E ainda, Z(0) passa

a ser denotado como 0 e Z(1) passa a ser denotado como 1, e assim por diante.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos os conjuntos dos nameros inteiros e
dos numeros racionais, a partir da axiomatizacdo do conjunto dos niumeros naturais.
Também, apresentamos 0s numeros reais através dos cortes de Dedekind, partindo da
axiomatizagao do conjuntos dos numeros racionais. A construgdo dos numeros naturais
por meio do axioma de Dedekind trouxe a existéncia deste conjunto, assegurando
que sempre existe um sucessor para cada numero natural. Garantindo que a adicao,
subtracao e multiplicacdo entre dois numeros naturais resultam em outro nimero natural,
assim o conjunto dos numeros naturais € fechado em relagéo a essas operagdes. Um
resultado essencial da construgdo dos numeros naturais € o principio de inducéo,
permitindo fazer afirmacdes validas para todos os numeros naturais e ordenagéo total
entre 0s numeros naturais, o que significa que é possivel comparar e ordenar qualquer
par de numeros naturais.

A construcao dos numeros inteiros por meio de classes de equivaléncia
ofereceu uma abordagem precisa e rigorosa para ampliar o conjunto dos numeros
naturais. Essa construcao estabelece a estrutura algébrica dos numeros inteiros, per-
mitindo a realizacado de operagdes. Além disso, 0s numeros inteiros formam um anel, o
que significa que as operagdes de adicdo e multiplicacdo sao fechadas e obedecem a
varias propriedades fundamentais, como associatividade, comutatividade e existéncia
de elemento neutro.

A construgao dos numeros racionais por meio de classes de equiva-
léncia € um processo que permite a inclusédo de fragdes no sistema numérico, nota-se
que a estrutura algébrica do conjunto dos racionais obedecem a varias propriedades
algébricas, como associatividade, comutatividade, existéncia de elemento neutro e
inverso.

A construcao dos numeros reais feita por Richard Dedekind de forma
rigorosa baseia-se no conceito de divisdo do conjunto dos nimeros racionais em duas
partes e na identificacdo de um numero real como um “corte” entre essas partes. Uma
das principais conclusdes da construcdo dos numeros reais via cortes de Dedekind
€ a obtencao de um conjunto numérico que é completo e ordenado. Isso significa

que as operagdes estao definidas e obedecem a todas as propriedades algébricas e
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ordenadas esperadas. A completude dos numeros reais significa que nao ha lacunas
no conjunto, ou seja, qualgquer sequéncia de nimeros reais que esteja “aproximando-se”
de um valor limite tem esse limite pertencente ao conjunto dos numeros reais.

E por fim, ap6s toda essa construcdo numeérica, no final de cada
capitulo, observa-se a imersao dos conjuntos dos numeros naturais no conjunto dos
nameros inteiro, a imersdo do conjunto dos numeros inteiros para o conjunto dos
nameros racionais e finalmente a imersédo do conjunto dos nimeros racionais para o

conjunto dos numeros reais.
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