Tesi di Laurea A.A. 2003-2004

Dipendenza reale analitica da
perturbazioni del supporto e della densita dei
potenziali elastici di semplice e doppio strato

Relatore: Ch.mo Prof. Massimo Lanza de Cristoforis

Controrelatore: Ch.mo Dott. Paolo Ciatti

Laureando: Matteo Dalla Riva

Universita degli Studi di Padova

Facolta di Scienze MM.FF.NN.
Dipartimento di Matematica Pura ed Applicata
Corso di Laurea in Matematica






Tesi di Laurea A.A. 2003-2004

Dipendenza reale analitica da
perturbazioni del supporto e della
densita dei potenziali elastici di
semplice e doppio strato

Relatore: Ch.mo Prof. Massimo Lanza de Cristoforis

Controrelatore: Ch.mo Dott. Paolo Ciatti

Laureando: Matteo Dalla Riva

Universita degli Studi di Padova
Facolta di Scienze MM.FF.NN.

Dipartimento di Matematica Pura ed Applicata
Corso di Laurea in Matematica






a Tita, Gigi, Giulio, Andrea






Indice

Introduzione

Ringraziamenti

1 Preliminari tecnici e notazioni

2 Analiticita reale dei potenziali elastici di strato

A Teoria del potenziale per le equazioni dell’elastostatica
B 1l problema di Dirichlet

Bibliografia

vii

ix

25

41

51






Introduzione

Il proposito di questa Tesi e di studiare la dipendenza dei potenziali elastici di
semplice e doppio strato dall’ipersuperfice di integrazione, cioe dal supporto. As-
sumeremo che tale ipersuperficie di integrazione sia di tipo sfera. Ovvero che,
posto che sia B,, = {:17 c R ‘ x| < 1} la palla unitaria aperta in R™, con n > 2, la
nostra ipersuperficie sia individuata da un diffeomorfismo ¢ di 9B, su ¢ (0B,,) C
R™. In questo modo ¢ (9B,,) sara una varieta (n — 1)-dimensionale immersa in
R™. Considereremo poi l'insieme Agp, delle ¢ ammissibili (vedi Lemma 1.5), e
lo spazio di Schauder C"™® (0B,,,R"). L’insieme C™ (0B,,,R™) N Asp, ¢ aperto
in C"™* (0B,,,R™) e possiamo pensare a ¢ come ad un punto di questo insieme.
Sia f € C™(9B,,R"), allora la funzione f o ¢(~1) & definita su ¢ (9B,). Se
A(0z)u + g = 0 e l'equazione di equilibrio di un mezzo elastico omogeneo ed
isotropo (u = (uq,...,uy) si chiama vettore di spostamento e g = (g1,...,9n) € la
forza che agisce sui punti di €, vedi Kupradze [KGBB, I, §12]) ha senso considerare
il potenziale di semplice e doppio strato

ol F1(€) /¢ o =950 Doy Ve €608,

w(e, f1(£)

/¢ 05, (f 0 61 (n) (T dr) (s — €)> e (77)]) io,

j=1,...n

V€ € ¢ (0By) ,

dove T'(:) ¢ la soluzione fondamentale dell'operatore A(d,) in R, T e T'U) sono
definiti nel Capitolo 2 e v & la normale esterna dell’insieme J[¢] limitato da ¢ (0B,,)
(vedi Capitolo 1). Possiamo poi considerare le funzioni

Vig, fl(x) = oo, flod(x)  Vx € IB,, (0.1)
Wip, fl(z) = wlp, f]oo(x) Vo € 0B, . (0.2)

V[-,-] & allora un operatore di (C™ (9B,,R")NAgg,) x O™ 1%(0B,,R") in
C™% (0B,,,R™) e manda (¢, f) nella funzione Vg, f]; W|[-,:] ¢ un operatore non
lineare di (C™“ (0B,,,R™) NAgg, ) x C™*(0B,,R"™) in C"™* (0B,,,R") e manda
(¢, f) nella funzione Wo, f].

Il proposito di questa Tesi ¢ di mostrare che questi operatori (non lineari)
V[-,:] e W[, ] sono reali analitici (vedi Teorema 2.11). Fatto questo calcoleremo
il differenziale di ogni ordine di V' e W (vedi Proposizione 2.13). Il problema qui
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trattato € gia stato risolto da Lanza e Rossi in [LR] per i potenziali di strato relativi
all’operatore Laplaciano e noi seguiremo la traccia del loro lavoro.
Per primo considereremo l'operatore V-, -]. Infatti saremo in grado di esprimere
loperatore W |-, -] tramite V[-,:] e gli operatori corrispondenti a V[-,-] e W[, ]
costruiti usando la soluzione fondamentale dell’operatore Laplaciano, in modo tale
che T'analiticita di W[-,] potra essere dedotta da quella di V[-,-], gid provata, e
da quella dei corrispondenti operatori relativi all’operatore Laplaciano provata da
Lanza e Rossi in [LR].
Descriviamo brevemente la nostra strategia.
Data una coppia (¢, fo) in (C™ (0B, R") N Agg, ) x C™ 1 (OB,,, R") esiste un
0 < 6 < 1 ed un intorno aperto Wy di ¢, tali che ogni ¢ appartenente a Wy si
puo estendere ad un diffeomormismo Eg,[¢], della stessa regolarita di ¢, definito
dall’anello

As={zeR"|1-6<|z| <14}

su un intorno di ¢(9B,,). Porremo
Af={zeR" |1-éd<|z| <1}, Aj={zeR"|1<|z|<1+46},

e mostreremo che v[¢, f] ¢ univocamente determinato da due funzioni v* e v~
definite su Ey,[¢](A}) e Eg, [#](Ay ) rispettivamente e tali che la coppia (v, v7) &
I'unica soluzione di un problema accoppiato con dati al bordo (vedi Teorema 2.4).
Trasformeremo poi questo problema, che ¢ definito su un dominio che dipende da
E4,[#], in un problema accoppiato con dati al bordo definito su un dominio fisso.
La soluzione di quest’ultimo sard una coppia di funzioni (V,V ™) che determina
univocamente V¢, f] e tale che V™ e V™ sono definite su A; e Ay rispettiva-
mente. Il passo successivo sara di riformulare il problema con dato al bordo per
(V*T,V7) in un’equazione funzionale astratta in spazi di Banach e di analizzare
questa tramite il Teorema della Funzione Implicita (sara fatto nella dimostrazione
della Proposizione 2.10). Potremo cosi dedurre la reale analiticita di (V7,V ™) e
quindi di V[, .

La Tesi & organizzata come segue. Il Capitolo 1 & un capitolo di preliminari e
notazioni il cui scopo ¢ di definire alcuni degli oggetti che verranno poi usati. Nes-
suna delle dimostrazioni ¢ qui svolta; essendo i risultati citati tutti gia conosciuti
verranno solo dati dei riferimenti bibliografici per le dimostrazioni. Nel capito-
lo 2 per prima cosa elencheremo alcune proprieta dei potenziali elastici di strato
(Teorema 2.1), poi introdurremo i problemi con dato al bordo per (v*,v™) e per
(V*T,V7) e quindi dimostreremo il nostro principale Teorema 2.11. Infine nella
Proposizione 2.13, calcoleremo il differenziale di ogni ordine di V e W. Nell’Ap-
pendice A dedurremo per comodita del lettore i risultati elencati nel Teorema 2.1
tramite la Teoria del Potenziale classica. Nell’Appendice B ci occuperemo della
risolubilita del problema di Dirichlet per 'operatore A(9,).
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Capitolo 1

Preliminari tecnici e notazioni

Denoteremo la norma dello spazio normato X con || - ||x. Dati due spazi normati
X e Y forniremo lo spazio prodotto X x Y della norma definita da ||(z,y)|xxy =
|||+ ||y|ly per ogni (z,y) € X x Y, mentre in R™ useremo la norma euclidea. Per
le definizioni standard di calcolo negli spazi normati faremo riferimento a Prodi
e Ambrosetti [PA]. Il simbolo N indica I'insieme dei numeri naturali compreso lo
0. In tutta la Tesi n sara un elemento di N\ {0,1}. La funzione inversa di una
funzione invertibile f si denotera con f(~1), mentre il reciproco di una funzione a
valori complessi g, o I'inversa di una matrice A, saranno denotate con g~' e A7,
rispettivamente. Un puntino “-” denotera il prodotto scalare in R™. Se A & una
matrice, indicheremo con A’ la matrice trasposta di A, con tr A la traccia di A,
con det A il determinante di A e con A;; I'elemento di posto (7,7) di A. Se inoltre
A & invertibile, porremo A7t = (A‘l)t. L’insieme delle matrici r x s ad elementi
reali si indichera con M,y s(R). Se x € R", x; sara la j-esima coordinata di z, |z| la
norma euclidea di z, porremo poi (z/,z,) = x con 2’ = (x1,...,2,-1). Sex € R" e
A € M, x,, (R) scriveremo A intendendo z! A, notiamo che tale scrittura non crea
ambiguita. Se D C R"™ denoteremo con clD la chiusura di D, se poi z € R™ sara
dist(z, D) = inf {|y — 2|y € D}. Se B C R" ¢ Lebesgue-misurabile indicheremo
con |B| la sua misura n-dimensionale di Lebesgue. Per ogni R > 0 e z € R",
B, (z, R) sara la palla {y € R" ||y — 2| < R}. Per brevita porremo B,, = B, (0, 1).
Sia  un sottoinsieme aperto di R™. Lo spazio delle funzioni a valori reali m volte
differenziabili con continuta si denotera con C™ (2, R), o piu semplicemente con
Cc™ (), se g € C™(R) si indichera con Vg il vettore gradiente di g e cioe il vet-
tore (g—i),-:17,,,7n. D(§2) denotera lo spazio delle funzioni di C*°(€2) con supporto
compatto. Il duale D’(€2) denotera lo spazio delle distribuzioni in Q, se g € D'(Q)
e ¢ € D() indicheremo con (g, ) la valutazione di g su ¢; con §y indicheremo
la distribuzione delta di Dirac, definita da (g, ) = ¢(0), per ogni ¢ € D(Q). Sia
f e Ccm™(Q,R") = (C™(NN))". La s-esima componente di f si indichera con f,
e Df denotera la matrice gradiente (gﬁ) g Sian = (m,...,nn) € N,
S,l= n

JSo=1,...

ol Si denotera con C™(clQ?) il sot-

M nn *
Ox,"...0xy"

Il =m + -+ +n,. Allora D"f sara



2 Preliminari tecnici

tospazio di C"(Q2) delle funzioni f estendibili con continuita a clQ) assieme alle
loro derivate D" f di ordine || < m. Il sottospazio di C"(cl?) le cui funzioni han-
no derivate di ordine m Holder continue con esponente « €]0, 1], si denotera con
C™(clf)), (vedi ad esempio Gilbarg e Trudinger [GT, §4.1]). Sia D C R™. Allo-
ra C™(clQ), D) denotera {f € (C™(clQ))" | f(cI2) CD}. C™*(clQ, M, xs(R))
denotera lo spazio delle funzioni di clf2 in M, s(R) le cui componenti sono di classe
C™. Sia ) un sottoinsieme aperto e limitato di R™. Allora C™(cl2) con la norma
[fllm = > p1<m SUPagq [ D" f| & uno spazio di Banach. Se f € C%(clQ), allora il

10 |y € 10,0 # y} Lo spazio

C™(cI) con la norma || f{|lm,a = [|fllm + > j=m [P" fla, € uno spazio di Banach.
Diremo che un sottoinsieme aperto e limitato di R™ & di classe C™ o di classe C"™%
se € una varieta con bordo immersa in R™ di classe C" o C"™% rispettivamente
(vedi ad esempio Gilbarg e Trudinger [GT, §6.2]). Per rendere piti compatte le
nostre notazioni porremo C™% = C™ .

suo quoziente di Holder |f : Q, & sup{

Raccogliamo nella prossima proposizione alcune poprieta conosciute degli spazi
di Schauder di cui avremo bisogno nel seguito (vedi ad esempio Gilbarg e Trudinger
[GT, §4.2] e Lanza [L, §2, Lemmi 3.1, 4.26, Teorema 4.28]).

Lemma 1.1 Siano m, r € N, r > 0; o, 3 €]0,1]. Siano Q, Q1 aperti connessi e
limitati R™ di classe C'. Allora

(i) 1l prodotto puntuale é continuo in C™%(clf2).
(i) Limmersione di C™1(clQ) in C™1(clQ) & continua.
(iii) Se o > B3, Uimmersione di C™(clQ) in C™P(cl) & compatta.
(iv) Sem >0 e (p,9) € C™¥(clfdy) x C™*(clf2, cl2y), allora ¢pop € C™*(cl?).

(v) Sem >0, ¢ € C™(clQ,R"™), ¢ ¢& iniettiva e detD¢ # 0 in clf), allora la
funzione inversa ¢~V € C™*(clp(Q), R™).

(vi) Il prodotto matriciale puntuale é bilineare e continuo, e quindi reale analitico,
dallo spazio C™%(clQ, My« (R)) xC"*(clQ, M.« - (R)) nello spazio C™*(cl€2,
M, (R)).

(vii) La mappa F + F~' ¢ reale analitica dall’insieme {F € C™*(c1 €, My, (R)) |
det F' # 0 su clQ} in se stesso, ed il suo differenziale in Fy ¢ dato dalla
mappa M — —FO_1 - M - Fo_l.

Notiamo che nel seguito “analitico” significhera sempre “reale analitico”. Per
la definizione e le proprieta degli operatori analitici facciamo riferimento a Prodi
e Ambrosetti [PA, p. 89].

Come annunciato nell’Introduzione avremo a che fare con diffeomorfismi fra
sottoinsiemi aperti di R™. Ci servira il seguente Lemma (vedi [L, Corollario 4.24,
Prop. 4.29)).



Lemma 1.2 Sia Q un sottoinsieme limitato e aperto di R™ di classe C'. Allora
l'insieme

Aan = {® € C'(cl,R") | @ & iniettiva, det D®(z) # 0, Vz € I}
¢ aperto in C'(cl2,R™).

Sia ora m € N\ {0}, a € [0,1]. E ben noto che un sottoinsieme M di R”
¢ una varieta differenziale di dimensione s e classe C"» immersa in R" se, per
ogni P € M, esistono un intorno W di P in R", ed una parametrizzazione ¢ €
C"™ (clBg, R™) tali che ¢ & un omeomorfismo di Bs su W N M, ¢(0) = P, e Dy
ha rango s in tutti i punti di clBs. Se supponiamo inoltre che M sia compatta,
esisteranno Pi,...,P. € M, e {¢;}i=1.,, tali che, per ogni i = 1,...,7, ¢; €
C"™ (clBg, R™) sia la parametrizzazione di un intorno W; N M di P; in M e che

(Wi M) = M. Denoteremo con C™* (M) lo spazio lineare delle funzioni f
di M in R"™ tali che f o; € C™ (cIB;) per ogni i = 1,...,r, e porremo

|fllemamn = sup [If oillgmaies,) — Vf € C™*(M).

i=1,...,r

E ben noto che con diverse scelte della famiglia finita di parametrizzazioni locali
si ottengono norme equivalenti. Inoltre lo spazio (C™* (M), || - [[gm.a () € com-
pleto. Abbiamo allora il seguente (vedi ad esempio Troianiello [T, Teorema 1.3,
Lemma 1.5])

Lemma 1.3 Siano m € N\ {0}, a € [0,1]. Sia Q un aperto connesso e limitato
di R™ di classe C"™*. Allora

(i) 0L € una varieta di classe C™ e codimensione 1 e la mappa di restrizione
¢ lineare e continua da C*® (clQ) in C* (0Q) per ogni k =0,...,m.

(11) Esiste un operatore di estensione F lineare e continuo definito da C™< (02)
in C™ (c1Q) tale che F[f]jaq = f per ogni f € C™ (09).

(iii) Sia R > 0 tale che clQ) C B,(0,R). Allora esiste un operatore lineare e
continuo Fr di C™ (clIQ?) in C™ (cIB, (0, R)) tale che Fg[fljaq = [ per
ogni f € C™* (clQ).

Introduciamo ora la seguente variante di [L, Prop. 4.29] (la si pud ottenere con
una leggera modifica della dimostrazione della Proposizione 4.29 [L]).

Lemma 1.4 Sia K un sottoinsieme compatto di R"™. Sia CO'(K,R") lo spazio
delle funzioni Lipschitziane di K in R™ e sia |f : K|1 la costante di Lipschitz di
f € COY(K,R"). Poniamo

=y |:E,y€K, m#y} Vf e COL(K,RM).

Allora I[] ¢ una mappa continua definita da C%'(K,R™), dotato della seminorma
| : K1, in [0, +00].



4 Preliminari tecnici

Il seguente Lemma & una variante di [L, Teorema 4.18, Prop. 4.29] dimostrata in
[LR, Lemma 2.5].

Lemma 1.5 Sia ¢ € C!(0B,,,R"). Allora lgp, [¢] > 0 se e solo se ¢ ¢ iniettiva ed
il differenziale dé(p) ¢ iniettivo per ognip € OB,,. La mappa lgp, || di C* (0B, R")
in [0, 400 é continua e linsieme

Ags, =1{¢ € C' (9B,,R") | lgg,[¢] > 0}

¢ aperto in C! (9B, R").

Notiamo che, se ¢ € Agp,,, allora, per il Teorema di separazione di Jordan-Leray
(vedi ad esempio Deimling [D, Teorema 5.2]), I'insieme R™\ ¢(9B,,) ha esattamente
due componenti connesse. Denoteremo con J[¢] la componente limitata e con &[¢]
quella illimitata. Abbiamo allora il seguente (vedi [LR, Lemma 2.6])

Lemma 1.6 Siano m € N\{0} ea € [0,1]. Se ¢ € C™(9B,,,R")NApg,,, allora
J[¢] € un aperto limitato e connesso di R™ di classe C"™%, e dI[p] = ¢p(0B,,) =
0E[P).

Riportiamo qui di seguito le Proposizioni 2.7, 2.8 ed il Lemma 2.9 di [LR]. La
prima Proposizione mostra che ogni ¢ ammissibile si puo estendere ad un diffeo-
morfismo definito su un intorno anulare di 0B,,. La seconda mostra 1’esitenza locale
di un operatore di estensione per diffeomorfismi. Il Lemma introduce l'insieme di
diffeomorfismi A7, = che ci servira in seguito.

Proposizione 1.7 Siano m € N\ {0} e a € [0,1]. Se ¢ € C"™ (IB,,,R")NApp,,,
allora esistono 6 €]0,1[ e & € C™“ (clAs, R™) N A, tali che

(i) ®(x) = ¢(z) per ogni x € IB,,.

(ii) ® (A;) e un aperto limitato e connesso di R™ di classe C™* contenuto in
¢, e 0@ (Af) =@ ((1—0)0B,) U P (IB,).

(iii) ® (Ag) e un aperto limitato e connesso di R™ di classe C™* contenuto in
g, e 00 (A7) = P (9B,) U P ((1+0)IBy).

Proposizione 1.8 Siano m € N\ {0} e a € [0,1]. Se ¢ € C"™ (IB,,,R") NAsg,,,
allora esistono 6 €]0,1[ e g € C"™ (clAs,R"™) N Aaia, soddisfacenti (i), (ii), (iii)
della Proposizione 1.7, un intorno aperto Wy di ¢g contenuto in C™ (9B, R™)N
Aoas, ed un operatore di estensione lineare e continuo Fo di C™ (0B,,R") in
C™ (clAg,R™) tali che la mappa Eg di C™ (0B, R™) in C"™* (clAs, R™) definita
da

Eol¢] = ®o + Folop — ¢o] Vo € C"™* (0B, R") (1.1)

mappa Wy in C™ (clAs,R™) N Aca,, e soddisfa le sequenti condizioni.



(i) Eold)om, = ¢, per ogni ¢ € Wo.
(i1) Eolp](z) = Po(x), per ogni x € (1 — §)0B,, U (1 + 0)0B,, e per ogni ¢ € Wo.

(117) Eg[@) (A;) e un aperto connesso e limitato di R™ di classe C™< contenuto
inJ[g], ed (Eo[qb] (A;)) =y ((1—9)0B,) U ¢ (0B,,), per ogni ¢ € Wy.

(iv) Eg[d] (Aé_) e un aperto connesso e limitato di R™ di classe C™< contenuto
in E[P], e D (Eo[qb] (Ag)) = ¢ (0B,,) UDy ((1+ 06)0B,,), per ogni ¢ € Wy.

Lemma 1.9 Siano m € N\ {0}, a € [0,1] e § €]0,1]. Allora

(’i) Se ® € -ACIA(; st ha ¢ = (I)|8IB7L € .A()Bn.

(it) L'insieme Agy, = {® € Aan, | P(AL) CI[@om,]} ¢ aperto in Aqa, e
P(Ay) C 8[<I>|aBn] per ogni ® € ‘A/CIA(;'

(iii) Se ® € C™ (clAs,R"™) N A, ., allora sia ®(A}) che ®(Ay) sono aperti di
classe C™< e

0% (A}) = ® ((1—6)IB,) U (9B,)
9P (Ay) = @ ((1+6)IB,) U (IB,,) .

Notiamo che, per come ¢ definito, 'operatore Egl-| della Proposizione 1.8 ha
valori in C™ (clAg, R™) NAL, .






Capitolo 2

Analiticita reale dei potenziali
elastici di strato

Sia T la funzione di R™ \ {0} in M,,x,, (R) definita da
RITEEDY p+X 1 &E

10 202 +A) Y © 202 + ) o €]
dove S, & la soluzione fondamentale dell’operatore Laplaciano, o, denota la misura

(n—1) dimensionale di 9B,,, \ e u sono le costanti reali di Lamé e devono soddisfare
le condizioni

VE SR\ {0}, (2.1)

w>0, 2u+nA>0. (2.2)

Allora I' ¢ la soluzione fondamentale dell’operatore
A(0;) = nA + (1 + A)Vdiv

(vedi Teorema A.1). Vedremo che le condizioni (2.2) sono necessarie e sufficenti
perché la forma bilineare B[, | canonicamente associata ad A(9,) (vedi (2.15) e
Teorema A.2) sia coerciva.

Sia T la mappa lineare di M, (R) in se stesso definita da

TA = A\trA)1, + u(A+ AY),

per ogni A € M,x, (R). Se f & una funzione differenziabile di R™ in R" e
{dx;}j=1,..n € la base canonica dello spazio delle 1-forme lineari su R porremo

Tdf(@)= (Y (TDf@)yde;) (2.3)

1=1,...,n

j=1,...n
Per ogni i =1,...,n e per ogni v € R™ risultera allora
(Tdf (x)) [v] = Adivf(z) v+ p (Df () + Df(z)") v, (2.4)

(vedi Kupradze [KGBB, I, §13]).

Raccogliamo nel seguente Teorema alcuni risultati dimostrati nell’Appendice
A (vedi Teoremi A.6, A.12, A.13 e A.11).
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8 Analiticita

Teorema 2.1 Siano m € N\ {0}, o €]0,1[. Sia Q un sottoinsieme aperto e
limitato di R™ di classe C™%. Allora si verificano le sequenti proposizioni

(i) Se ¢ € C™ L1290, R™), allora la funzione v[p] di R™ in R™ definita da

ole(€) = /a TE-eds,  VEER (2.5)

¢ continua in R™ e vale A(9;)v[p] = 0 in R™\ 9Q. La funzione vt =
vlpljan appartiene a C™(clQ,R™) e la funzione v~ = v[p|rn\q appartiene
a C™*(clB,, (0, R)\Q,R"™) per tutti gli R > 0 tali che c1Q2 C B, (0, R). Inoltre,
se vo(x) € la normale esterna di OS2 in x,

(Tdv™ (&) [va(€)] — (Tdv™ (§)[ra(€)] = —¢(€) V&€ 0. (2.6)

(it) Sia ¢ € C™*(02,R"™) e sia w[p] = (wi[g])j=1,..n la funzione di R™ \ 09 in
R™ definita per ogni j =1,...,n da

w;lel (€) = /8 )T - )], YR\ (27)

dove si ¢ posto T = (Tji)i=1,...n- Allora: A(O)w[e] =0 in R™\ 09, la
restizione w(p||q ha un’unica estensione wt € O™ (cl,R"), e la restrizione
wlp]rRm\ci ha un’unica estensione w= € C™(R™\ Q,R"), inoltre

wh () —w (€ =p() Ve (2.8)

Se £ € 090, allora, per ogni j =1,...,n,

*

WHQ) = 50O+ [ Ty - )al)doy,  (29)
o0

dove Uintegrale si intende in senso singolare (vedi ad esempio Mikhlin [M,

§5/)-
(iii) Se o € CH(OQ,R™), v[p] e wlp] sono come in (2.5), (2.7), ripettivamente,
e O] ,w[p] sono definite, per ogni & € R™, da

3lel(e) = /8 Su(€ =)ol doy (2.10)
0

WO = [ el g Si(e —n)doy. (211)

allora, se M (0y,va(n)) é definito come in (A.13),

wp](§) = w|(&) — 0l (0, va(n)) ()] (€) + 21 v[.# (D, m(n))sO(n)(] €3] ,)
2.12
per ogni & € R™.



Sia 2 un aperto limitato di R™ e sia H!(2) lo spazio di Sobolev con norma

n 1
2
llis ey = ( JIES> |az-u|2dx) .
=1

Diciamo che u € H{(£2) se e solo se esiste una successione {u;}jen C D(Q) tale che
u; — u in H{(2). E noto che, con il prodotto

(u,v) = /Qu v + tr(DuDv') dx Yu,v € (H(Q)", (2.13)

(H$(22))™ & uno spazio di Hilbert (si veda, e.g, Brezis [B, IX.4]). Notiamo poi che,
con una semplice applicazione della Disugualianza di Poincaré (vedi ad esempio
[B, IX.19 Disugualianza di Poincaré]), possiamo verificare esistenza di cq > 0
tale che

/ u-udr < CQ/ tr(Du Du') dz Yu e (HY(Q)™.
Q Q

La norma indotta da (2.13) & percio equivalente a quella indotta da
(u,v) = / tr(Du Dv') dz Vu,v € (H(Q)". (2.14)
Q

Ora, se A(0,)u =0 in [(H§(2))") avremo [, uA(d;)vdx =0 per ogni v € D"()
e questo implica che, se E ¢ definito come nel Teorema A.2,

Blu, o] = /Q E(v, u) dz (2.15)
= / Adivu divoe + gtr ((Du+ Du')(Dv+ Dv')) dz =0 Vo e (Hy(Q))".
Q

Usando la Disugualianza di Korn (vedi ad esempio Valent [V, III, §1]) ¢ facile
mostrare che, poiché A\ e p soddisfano le condizioni 2.2, B & una forma bilineare
continua e coerciva; ovvero che esiste una costante ¢ > 0, tale che

Bv.o] 2 clolfu, Vv e (HHQ)" (216)

Possiamo allora dedurre la validita dei seguenti Lemmi, il primo dei quali & di
immediata verifica.

Lemma 2.2 Se Q) ¢ un aperto limitato di R™, 'unico elemento u € (H())™ tale
che A(0,)u =0 in [(H5(Q)") ¢ u=0.

Lemma 2.3 Sia m € N\ {0,1}, a €]0,1] ed Q un aperto limitato di R™ di classe
C™2, Siano f € C™ 2% (cIQ,R") e g € C"™* (9, R™). Allora esiste ed ¢ unica
u € C™ (clQ,R"™) tale che

A(Oy)u=f inQ,
u=g su Of).
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Dimostrazione. Sia § una funzione di C"%(clQ2,R") tale che gjpo = g (vedi
Lemma 1.3). Abbiamo osservato che, poiché le costanti di Lamé X e p soddisfano le
condizioni (2.2), vale la (2.16) e quindi siamo nelle ipotesi di Valent [V, III, Teorema
7.2], esistera allora una funzione ug € C™%(cl€2, R™) tale che A (9, )ug = f—A(0:)g
in Q ed ugjpq = 0. E immediato verificare che la funzione cercata & u = ug + §.
L’unicita viene dal Lemma 2.2, infatti, se fosse v’ un’altra soluzione, u’ —u sarebbe
una soluzione del problema omogeneo associato, e quindi u’ —u = 0. O

Mostriamo ora che la coppia (v, v™) (vedi Teorema 2.1 (i)) & I'unica soluzione
di un problema accoppiato con dati al bordo.

Teorema 2.4 Siano m € N\ {0}, a €]0,1], 6 €]0,1]. Siano ® € C™* (clAs,R")
ﬂA’ClAé, ¢ = g, e sia vg la normale esterna di J[@].
Allora, se f € C™~1L%(0B,, ,R™), il problema con dati al bordo

(A9t = in (D"(® (A))),
A9~ =0 in (D"(® (Ay) ),
vt —0v™ =0 su ¢ (0B,,),
(Tdv* (€))[p ()] — (Tdv™ () [re(&)] = —f 0 ¢T(E) VE € 6 (IBy),
V(&) = [yomn TE = n)f 0V (n) doy, v € @ ((1—6)IBn),
v (€)= Jyomn TE = n)f 0N (n) doy, Ve € @ ((1+6)IBn),
(2.17)

ha un’unica soluzione (vt,v™) € C™*(cl® (Af),R™) x C™(cl® (Ay),R") e
sara

V(&) = [yom TE =) f oot (n)do, VE €@ (A]), (2.18)
v (€)= [yomy TE—mf ootV (n)doy VE €@ (AF).

Dimostrazione. Per le proprieta dei potenziali di strato elencate nel Teorema
2.1 la coppia (vT,v7), con vt e v~ definite come in (2.18), & una soluzione del
problema (2.17). Dobbiamo mostrare che tale soluzione ¢ unica.

Supponiamo che esistano due coppie di soluzioni di (2.17):

(v, v1), (v ,v5) € C™(cl® (AF) ,R™) x C™*(cl® (Ay ) ,R").
Poniamo poi u™ = v{” — vy e u™ = v] —v;. Abbiamo allora u™ = u~ su ¢(9B,,),
ut =0su ®((1—-0)0B,), u= =0su ®((1+0)IB,), (Tdu™)[vy) = (Tdu~)[vy]
su ¢(0B,), A(dy)ut = 0in @ (AY) e A(d,)u” = 0 in ® (Ay). In particolare
uT ed u~ sono ciascuna soluzione di un problema di Drichlet interno, percio,
per il Teorema B.14, sara u™ € C*(cl® (A]) ,R") N C>°(® (Af),R™) ed u~ €
Cl(cl® (A7) ,R") N C=(® (Ay) ,R™).

Sia ora u la funzione definita su ®(As) che coincide con u™ su ®(Af) e con u™ su
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®(Ay). Allora per il Teorema A.2 e per le proprieta di ut e u~ appena elencate
calcoliamo che, per ogni v € D" (P(Ay)),

(A(Op)u, v) = / uA (0¢)v d

O(As)

:/ u+A(85)vdf+/ u” A(O¢)v d€
(A7) (AF)

:/ E(v,u+)d§+/ E(v,u™)d¢
(A7) D(A;)

= / vA(d)ut d¢ +/ VA (Oc)u™ d§ =0,
(AY) DA

)

Poiché D & denso in HJ, questo significa che A(d¢)u = 0 in [(H{(®(As))"])'. Per il
Lemma 2.2 deve allora essere u = 0. g

Il problema (2.17) & definito su un dominio che dipende da ®, a noi servira
trasformarlo in un problema definito su un dominio fisso: su Ags. Dobbiamo per
questo cambiare variabile in (2.17) tramite la funzione ® ed abbiamo bisogno di
sapere come si trasformano la normale e 'area di ipersuperfice: sara il contenuto
del prossimo Lemma 2.5. C’¢ perd un problema. Infatti se m = 1 la mappa
® ¢ differenziabile con continuita solo una volta, dobbiamo percid spiegare come
intendiamo cambiare la variabile nell’operatore A(0¢) che compare in (2.17). Lo
faremo nel successivo Lemma 2.6. Entrambi i lemmi sono di facile verifica.

Lemma 2.5 Sia Q un sottoinsieme aperto e limitato di R™ di classe C*. Sia vq
la normale esterna di 92. Sia ® € C! (clQ, R")NA'aq e sia vy la normale esterna
di 09(R2). Allora:

z)) P vg(x .
(i) ve(®(x)) = % per ogni x € OS).

(i) Se w € LY (®(99)), allora
| wtdo, = [ wodwoely)ds,
®(89) o0
dove 0,[®] = | det D®|| (D®) " vg.

(iii) Se u € Ct (cl® (Q)), z € 99, allora

ou _ o ®) (z z)) (D2 ()™ v
(@(z)) = D (uo @) (z) (DP(x)) (D®(z)) ™" v

9

v

per ogni x € OS).
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Lemma 2.6 Siano m € N\ {0}, a €]0,1[ , Q un aperto connesso e limitato di
R™. Sia

gm—l,a (Q)
= {w = (wy;) € C™ 5 (clQ, My, (R)) ' / tr(w Dy') dz = 0 Vap € D™ (Q)} ,
Q
allora Y™~ (Q) ¢ un sottospazio chiuso di C™ 1 (cl), My, (R)). Sia g la
proiezione canonica di C™ 1% (clQ, My, xn(R)) sullo spazio (di Banach) quoziente
Zmhe () = C™H (e, Mpxa(R)) /Y71 (Q).

Sia Al-,] la mappa definita da (C™ (cl€2, My xn(R)) N Aaq) x C™* (clQ2,R"™) in
C™= 1 (eI, Myyxn(R)) che a (®,v) associa

A[®, 0] = (NDU (DB) ™ (D)™ + (p+ A) tr (Du (D(I))_l) (D(I))_t> | det D®| .

Sia (®,v) appartenente a (C™ (clQ, My xn(R)) N Acq) xC™ (clQ,R™) e f = (fij)
appartenente a C™ 5% (clQ, M, xn(R)). Allora avremo

Mo A[®,v] = Ilo[f] (2.19)
se e solo se, per ogni i =1,...,n,
<A(8m) <v ° <1><—1>)) = div { (f(i) o <1><—1>) <D¢(<I>(_1)))t | det D(<I>(_1))|} ,
(2.20)

nel senso delle distribuzioni in ® (Q), cioé in D' (P (Q)) (f@ ¢ la i-esima riga di
£, ovvero f = (fij)j=1,...n)-

Dimostrazione. Con un semplice argomento basato sulla convoluzione con una
famiglia di mollificatori si puo mostrare che (2.19) ¢ equivalente all’equazione

/ tr (A[®,v] D(¢o®)") do = / tr (f D(¢o®)") d Vo e D" (P(Q)) .
Q Q

(2.21)
Usando le regole del cambio di variabile per gli integrali troviamo che

/Qtr (A[®@,v] D(po ®)") dz
= [ tr (Do @) D)+ (u+ 3) (D) (Do B e,
()
per ogni ¢ € D™ (® (Q)) e v € O (cl), e che
/ tr (f D(goo<1>)t) dx
Q

:/ tr (£ o@D Da 0@ D) Dyt |det D(@)]de
3(Q)
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per ogni ¢ € D™ (P (Q)) . Possiamo allora dedurre che (2.21) & equivalente a (2.20).
O

Dal Teorema 2.4 e dai Lemmi 2.5, 2.6, segue immediatamente la validita del
prossimo

Teorema 2.7 Siano m € N\ {0}, o €]0,1], ¢ €]0,1], sia ® € C"™ (clAs,R™) N
AQIA(S e sia f € C™ L (9B, R"). Allora la coppia (v, v™) di C™ (cl<I> (A;) ,R")
x O (cl<I> (Ag) ,R”) ¢ una soluzione di (2.17) se e solo se la coppia (VT,V7) =
(vFo®, v~ 0®) appartenente a C™* (CIA;,RTL) x O (ClAE,R") e una soluzione
del sequente problema con dati al bordo

I+ [A[2, V=0 in Zm=he (AY),
I, [A[®, V7] =0 in Zm=he (AY)
VI—-V=—=0 su 0B,
B [V+, V=, CI)]
= T(D®~ dVH)[vg] — T(DD AV )ve] = —f su 9By,
V(@) = [op T (2(z) — 2(y)) f(y)on (@] (y)doy Va € (1 —6)0Bn,
“(2) = [op,T (2(2) — (y)) f(y)on [®] (y)doy Va € (1+6)0Bn,
(2.22)
dove oy, [1], Al ], HA:;, HAg sono gid stati introdotti nei Lemma 2.5, 2.6 mentre
ve ¢ definito da ve = m.

Esattamente come volevamo il problema (2.22) ¢ ora definito su un dominio fis-
so. Come annunciato nell'introduzione il prossimo passo sara di riformulare (2.22)
in un’equazione astratta in qualche spazio di Banach e di analizzarla tramite il
Teorema della Funzione Implicita. Per fare questo abbiamo bisogno di verificare
che le ipotesi del Teorema della Funzione Implicita sono verificate. In particolare
vogliamo che i secondi membri delle ultime due equazioni di (2.22) dipendano ana-
liticamente da ® e da f. Questo ¢ il contenuto del prossimo Lemma che enunciamo
senza dimostrare perché lo si puo ottenere ricalcando quanto gia fatto da Lanza e
Rossi in [LR, Lemma 3.9] per il potenziale di semplice strato relativo all’operatore
Laplaciano.

Lemma 2.8 Siano m € N\ {0}, a €]0,1[, 6 €]0,1[, r € [1 — 0,1 + 0] \ {1} e sia
® € O™ (clAgs,R™) N AL, . Allora la mappa V, di (Cm’a (clAgs,R™) ﬂA’dM) X
Cm=La (9B, R") in C™ (roB,,R") definita da

Vi1®, fl(z) = /83 ['(®(z) = ®(v)) f(W)on [®](y)doy Vo € 1B,

per ogni (@, f) € <C’m7°‘ (clAg, R™) OA’CIA6> x C™=Le (9B, R™) ¢ reale analitica.
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Il prossimo Lemma 2.9 generalizza il Lemma 2.3 e ci sara utile nella dimostra-
zione del risultato principale della tesi, assieme al Lemma 2.3 servira a mostrare
I’esistenza e 'unicita di una soluzione per il problema linearizzato associato a
(2.22). La prova si basa sull’esistenza di una soluzione regolare per il problema
di Dirichlet omogeneo, esistenza che dimostreremo nell’Appendice B grazie ad un
metodo di Mikhlin [M] ed al teorema di regolarita per i potenziali di strato ottenuto
da Miranda (vedi [Mi, Teorema 2.I]).

Lemma 2.9 Sia o €]0,1] ed Q un aperto limitato di R™ di classe CY®. Siano f €
C% (eI, My, (R)) € g € OV (9Q,R™), sia div f = (div fD,... ... ,div f™),
con fO) = (fij)j=1,..n- Allora esiste ed & unica u € CHe (eI, R™) tale che

{ A@)u=div f i [D"(Q), (2.23)

u=yg su 0f).

Dimostrazione. Sia f € C%(R",R") una funzione a supporto compatto tale
che flaq = f (vedi Troianiello [T, Teorema 1.3] ). Consideriamo la distribuzione

(T« div f), si verifica facilmente che A(8,)(T *div f) = div f e
L« div f = div (T * f).

Si avra allora (I x div f) € C%*(R™, R") (vedi ad esempio Miranda [Mi, Teorema
3.11]). Poniamo ug = (I'xdiv f)|cm, la soluzione di (2.23) cercata ¢ allora u = ug+w
con w soluzione del problema di Dirichlet omogeneo con dato al bordo g — ug|aq,
(vedi Teorema B.14). L’unicita segue con un argomento standard dal Lemma 2.2
(vedi Lemma 2.3, Dimostrazione). O

Introduciamo ora qualche notazione. Poniamo

v+anK£)EL/‘ fod V)T — &) do, VE € T[4,
$(0Bn)
vﬂ@ﬂ@ﬁ;/ fod V()T (n—€)do, VE € Eld]
$(0Bn)
per ogni ¢ € C™ (OB,,,R") N Agg,, ed f € C™ 1 (9B, R"),

doy V¢ € J[¢],

j=1,...n

wt[e, =
6. £1(6) Amﬂ

w0 = [

$(9Bn)

(£ o0Vt (- &)lvs(m))

(Fod D m(@arP - )e(]) | doy Ve e Eld)
per ogni ¢ € C"™ (OB,,,R™) N Agg, , f € C™ (9B, R™) (T'U) & definito come nel
Teorema 2.1 (ii)). Allora, per il Teorema 2.1, sappiamo che vt [¢, f], wT[9, f], e
v [, f], wT[@, f] si possono estendere con continuita a clJ[¢] e a clE[¢@], rispet-
tivamente. Denoteremo le estensioni corrispondenti con lo stesso simbolo delle
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funzioni da estendere.
La prossima Proposizione 2.10 implichera immediatamente il risultato principale
della tesi (vedi Teorema 2.11).

Proposizione 2.10 Siano m € N\ {0}, « €]0,1[, 6 €]0,1[. Allora valgono le
segquenti proposizions
(i) Perogni (®, f) € (Cm’a(clA5, R™) N ‘A/CIA(;) xC™=La (9B, R™) siano VT [®, f]
e V7[®, f] le estensioni continue a clAY ed a clAy di vT[®pp, , f]o Q‘A; e

di v™[®pp,,, f] 0 <I>‘Ag, rispettivamente. Allora le mappe
VE (O™ (clAg, R™) N Aly,) x C™ 5 (0B, R™) — C™ (clAf,R") |

V7 (C™ (clAg, R™) N Aly,) x C™ 71 (8B, R™) — C™ (clAy,R")

che mandano (®, f) in VT[®, f] ed in V[®, f], rispettivamente, sono reali
analitiche.

(ii) Per ogni (®, f) € (C’m’o‘ (clAs,R™) N A,clA5> xC™* (OB,,, R™) siano WT[®, f]
e W@, f] le estensioni continue a clA} ed a clAy di wT (@58, ] <I>‘A6+ e

di w_[‘I’ana flo CI)\AE’ rispettivamente. Allora le mappe
W (Cm’a (clAs, R™) ﬂAélA(;) x C"™ (0B,,R") — C™* (CIA(J{,R") ,

W™ (C™ (clAs, R™) N Agy, ) x C™ (0B, R") — O™ (clAj,R") ,

che mandano (®, f) in WH[®, f] ed in W~ [®, f], rispettivamente, sono reali
analitiche.

Dimostrazione. Dimostriamo prima la proposizione (i).
Siano X = C™(clAs,R") x C™ L (9B,,R") e Y = C™ (clAf,R") x
C™ (clAy,R™) . Sia A P'operatore (non lineare) di U = (O™ (clAg, R")NAY, ) X
Ccm=La (9B, R") x Y nello spazio di Banach
7 = Zm—l,a (A(—;i-) % Zm—l,a (A(g_) x O (aBnan) % Cm—l,a (aBnan)
xC"™ ((1 = 0)0B,,R") x C™*((1+ §)0B,,R") ,
definito da
@, v vT] = (T, [Afe, v, Ao, V)],
V-V B [V, V™, 9] +f,
‘/‘?_1_5)315;” - ‘/Yl—(;[q)a f]a Vv\(_l—i—é)@Bn - V1+5[(I)7 f]) )

per ogni (@, f, VT, V) € U, dove By [VT,V~,®] e Vi15[®, f] sono stati introdotti
in (2.22) e nel Lemma 2.8, rispettivamante. Per il Teorema 2.7, il grafico dell’ope-
ratore (V*[-, ], V=[,]) di (cmva (clAg, R™) N Agma) x C™=1a (9B, R™) in Y con-
cide con l'insieme su cui si annulla A. Possiamo quindi dedurre ’analiticita reale
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dell’operatore (V*[-,-],V~[-,:]) mostrando che si puo applicare il Teorema del-
la Funzione Implicita per gli operatori reali analitici (vedi ad esempio Prodi ed
Ambrosetti [PA, Teorema 11.6]) all’equazione A [®, f,V T, V"] = 0 in un intorno

di (@1, f1,VF[@1, f1], V7 [@1, fi]), per ogni (@1, 1) € (O™ (clhg, R") N AL, ) X

Ccm=1a (9B,,,R™). Il dominio U di A & chiaramente aperto in XxY. Per definizione,
II AdS 1T A5 SODO lineari e continue. Per il Lemma 1.1 e la Proposizione 1.8, A[®, Vi]

e B[V, V~,®] + f dipendono in modo reale analitico da (®, f,V*,V ™). Infine
per il Lemma 2.8, e per la linearita e continuita della mappa di restrizione pos-
siamo concludere che A ¢ reale analitico. Sara quindi sufficente mostrare che il
differenziale d(y+ y—)A [®1, fi, VF[®1, f1], V™ [®1, f1]] & un omeomorfismo lineare.
Poiché poi diy+ y-)A [P, f1, VT[®1, f1], V™ [®1, fi]] & continuo, per il Teorema
della Mappa Aperta bastera mostrare che & una biezione, ovvero che, per ogni
(F*,F~,9,91,h",h™) € Z esiste ed & unico (X+, X ™) € Y tale che

I, [A (@1, XT]]=F* in 2™ b (A]),
I~ [A[®, X7]]=F~ in Zm—be (A7),
Xt —-X" = g su 0B,,, (2‘24)
By [X+,X_,<I>1]:gl su 0B,
Xt =hnt su (1 —6)0B,,
| X~ =h" su (14 6)0B, .

Poiché TI A © HAg sono suriettivi esisteranno f+ € C™m~he (clAf{,Man (R)) e
[ e C™ b (clA} , Myxp (R)) tali che HA;[f"r] =Fte I, - [f~] = F~. Poniamo
¢1 = P19, Cambiando variabile tramite ®; (si vedano i Lemma 2.5 e 2.6), ¢
facile mostrare che (2.24) ¢ equivalente al seguente sistema

(A 0,) (Xt oa™) = div bt in [D" (@, (81))]',
A@,) (X o™ =div b in [D" (9 (A3))]',
X+o q)g—l)(_j(— o™ = go @g—(l)l) su ¢y (OBy,), 2.25)
Td(XT o @y 7)[vg] — Td(X ™ 0 &y ) [vg,] ‘
=gi10 @g_l) su ¢1 (0B,,),
Xtod{™ = ptoap{™ su ®; ((1— 6)By,),
| X0V =p=o0al™V su @y ((1+ 6)0B,,) .

dove div b* = (divd* (W, ... divb* ™) e, posto che sia f+) = (f{;)j:l,...,na

f_ @) = (fi;)jzl,...7n7
bt () = {(fi 0o a{™) (D@l(@g‘l))>t ‘det (D@™) ‘} .

Proviamo 'esistenza di una soluzione per (2.25), poi 'unicita.
Sia (F*,F~,g,91,h",h™) € Z. Per il Lemma 1.1, si vede facilmente che allora



17

bt € O L (D (AF) , Myn (R)), go @i € C™ (1 (OB, R™)), g1o®) ) €
Cm=La (¢, (OB,)), e ht o ®\7Y € ™ (&) (1% 6)0B,),R"). Per i Lemmi 2.3
e 2.9, esisteranno a~ € C"™“ (cl@l (Ag) ,]R”) ed at € O™ (cl@l (A;) ,R”) tali
che
A(3)a =divb  in [D" (@ (A;))],
“=h"o @g_l) su @ ((1+9)0B,,),

A (9;)at =div bT in [D" (9, (A}))],
at=a"+god®™Y  sudi(0B,) = ¢, (IB,),
at=hto @g_l) su @ ((1—06)0B,),

Sia. p = g1 0@\ — (Tda™)[vy,] + (Tda™)[v, ), allora ¢ € O™~ (61 (9B,) ,R"),
e, per il Teorema 2.4, v [, 0 ¢1] € C™ (cl@l (Agt,) ,]R”). Si verifica allora
che il sistema (2.25) ha una soluzione (X, X7) € Y se e solo se il sistema

(A (0,) Xt =0 i [D" (&1 (AF))],
A0) X =0 in [0 (3 (&))"
XT-X"=0 ) su ¢1 (0B,,), (2.26)
(TAXH)[y,] — (TAX g, ] =0 su o1 (9B,),
X+ = ot [61, 0 1 su @ (1 6)0B,),
[ X7 =v" [¢1,00¢1] su @1 ((1+6)0By)

ammette una soluzione (X+, X‘) e Cme (cl@l (A;) ,]R”) x O (cl@l (Ag) ,]R”),
ed in tal caso vale

X+t =Xx+ o<I>§_1) —at + ot [p1,00 ¢1]
X=X —a+v [$1,000]

Infine il sistema (2.26) ha soluzione
(XT,X7) e C™ (c1®y (A]) ,R") x O™ (cl®; (Ay) ,R")

se e solo se esiste X € C™ (cl®; (As),R") tale che

A (a )X =0 in [D" (1 (Ag))]
— ot [Brpod] su (1 0)0By), (2.27)
=v [¢ 1,<po¢1] su®; ((149)0B,),

ed in tal casE) vale X\d@l(A}) X+t X|cl<I>1( o) = X_.~
Infatti, se X ¢ una soluzione di (2.27) (X | 1<I>1(A6+)7X\c1<1>1(Ag)) ¢ una soluzione

di (2.27). Viceversa, sia (X, X~) una soluzione regolare di (2.26) e sia Y la
funzione definita su cl®q(Ay) che coincidte con X+ su clq)l(A+) e con X~

cl®;(Ay ), allora ¢ possile mostrare con un argomento che si basa sul Teorema A 2
(vedi Teorema 2.4, Dimostrazione), che Y soddisfa le equazioni del sistema (2.27).
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Per verificare che (2.26) e (2.27) sono equivalenti ci bastera allora mostrare che
Y € O™ (cl®q (As) ,R™). Sappiamo che, per il Teorema B.14, il problema (2.24)

ammette una soluzione X € C"™ (cl®; (As) ,R"™) e che tale soluzione ¢ unica. X
dovra quindi coincidere quasi ovunque con Y (vedi Lemma 2.2). Ma allora, poiche
per la terza equazione di (2.26), Y & continua, X dovrd coincidere identicamente
con Y e quindi Y € C" (cl®; (As) ,R™).

Con questo si & dimostrata 1’esistenza e 'unicita di una soluzione per il problema
(2.24), infatti, se (2.24) avesse due soluzioni distinte cosi le avrebbe (2.25), (2.26),
e, per quanto appena osservato, (2.27); allo stesso modo, se (2.24) non avesse
soluzioni neppure le avrebbe (2.27). In entrambi i casi contradiremmo il Teorema

B.14 e percio la soluzione di (2.24) esiste ed ¢ unica.

Ora dedurre la proposizione (ii) e facile. Possiamo limitarci a considerare
W[, -], per W[+, ] le cose sono del tutto analoghe. Per il Teorema 2.1 (iii) si ha
WH[®, f] = WH[®, f] = VFT(®, A f] + 2uV (D, .4 f] con VT estensione a clA} di
Tod,. e W+ estensione a clA} di &% o e (vedi [LR, Prop. 3.11)).

Sia Fr come nel Lemma 1.3 con R > 1, allora, per come ¢ definito in (A.13),
Mf = M(Frf) e la mappa di C™(9B,,R") in C"™ (0B, R") che manda f
in #(Frf) e lineare e continua, quindi reale analitica.

Lanza e Rossi in [LR, Prop. 3.11] dimostrano la dipendenza reale analitica di
VE®, fi] e WHD, fo] da (@, f1) € (C™ (clAs, R") N Aly ) x C™ (0B, R") e
da (@, f2) € (C™ (clA5,R™) N Ajy ) x C™~ 1 (9B, R"), rispettivamente, allora,
per il punto (i) appena dimostrato, la mappa che manda

(@, f1, f2) € (C™ (cl4s,R™) N Agg; ) x C™* (0B, R") x cm L (9B, R™)]

in WH[®, fi] — VH[®, fo] + 2uV T[®, fo] € C™ (0B, R"), & reale analitica. Non
resta che concludere ricordando che la composizione di mappe reali analitiche e
reale analitica (vedi Prodi e Ambrosetti [PA, Teorema 11.1]). O

Siamo ora pronti a provare il nostro risultato principale.

Teorema 2.11 Siano m € N\ {0}, «a €]0,1[. Allora sono vere le sequenti propo-
SI2L0M.

(i) La mappa V[-,-] di (C™ (0B, R") N Agg, ) x C" 1 (0B, R™) nello spazio
C™* (0B,,,R™) definita da (0.1) é reale analitica.

(ii) La mappa W{-,-] di (C™ (0B,,R™) N Agg, ) x C"™* (0B, R™) nello spazio
C™ (0B, R™) definita da (0.2) é reale analitica.

Dimostrazione. Proviamo prima la proposizione (i). Chiaramente & sufficente
mostrare che se (g0, fo) € (C™ (9B, R™) NAgg,) x C™1 (3B, R"), allora
V[, -] & reale analitica in un intorno di (¢g, fo). Ora, siano Wy, §, Eg come nella
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Proposizione 1.8. Per il Teorema 2.1 e la (2.24) abbiamo che V¢, f] = vt[¢, flod =
V+[Eo[¢], f] su OB, per ogni (¢, f) € Wy x C" 12 (§B,,,R"). E quindi sufficente
mostrare che la coppia (v [¢, flog, v [@, flo¢) dipende in modo reale analitico da
(¢, f) vicino a (¢g, fo), e questo & immediata conseguenza delle Proposizioni 1.8,
2.10. La proposizione (ii) si prova ora facilmente, basta osservare che Wgp, f] =
W, fl = Vg, A f] + 2uV ¢, 4 f] (Teorema 2.1 (iii)) e concludere la dipendenza
reale analitica di W{g, f] da (¢, f) € (C™* (9B,,R™) N Agg,) x C™* (0B, R"™)
grazie al punto (i) appena mostrato e a [LR, Teorema 3.12] (vedi Proposizione 2.10
(ii), Dimostrazione). O

Passiamo ora a calcolare i differenziali di V' e W. Useremo un’idea di Lanza e
Preciso [LP, §4]. Per chiarezza i calcoli sono stati qui riportati anche se i risultati
sono stati ottenuti seguendo passo a passo quanto fatto da Lanza e Rossi in [LR,
Prop. 3.14].

Introduciamo prima qualche notazione.

Siano m € N\ {0}, a €]0,1], ¢ € C"™* (9B,,R") N Agg,,, allora combinando la
Proposizione 1.7 ed il Lemma 2.5, si puo vedere che esiste una funzione positiva
Gn[p] € C™1 (OB, R™) tale che

/ w)dny = [ wodwaldl)do, Vo€ Ll (6(0B,)
) OB,

Poniamo
Tnlp] = (V¢ ° Q) an[d],

dove v, indica la normale esterna di J[¢]. Ovviamente,

Per la Proposizione 1.8 ed il Lemma 2.5, possiamo affermare la seguente propo-
sizione.

Proposizione 2.12 Siano m € N\ {0} e a €]0,1], allora le mappe T[] e 6,]] di
C™ (0B, R") N Agg, in C™ 5% (0B,,R"), ed in C™ 1 (0B,,), che mandano ¢
in To[@] ed in &,[@|, rispettivamente, sono reali analitiche.

Nella prossima Proposizione calcoliamo i differenziali di Ve W. Poiché V e W
sono lineari nella seconda variabile, € sufficente considerare il differenziale rispetto
alla prima variabile ¢.

Proposizione 2.13 Siano m,k € N\ {0}, « €]0,1[. Indichiamo con Gy, il gruppo
delle permutazioni di {1,...,k}. Sia d*T\(n)[] il differenziale k-esimo di T in
n € R™\ {0}. Allora:
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(i) Se (¢o, fo) € (C™ (OB, R™) N Agg, ) x C" 1 (0B, R"), il k-esimo dif-
ferenziale di V'[-,-] in (¢, fo) rispetto alla variabile ¢ é dato dalla formula

[¢07f0][h1, oy hi] () (2.28)
= [ S X T k) — ) By (o) = (o)
8]]3" 'yEG
'whw(j)(l‘)—hwa‘)(y)}dk T n[00][h(41)s - - > By fo(y) doy

per ogni x € OB,,, e per ogni (hq,...,hx) € (C"™* (OIB%n,R"))k.

(ii) Se (¢o, fo) € (C™*(0B,,,R")NAgp,) x C™ (9B, R"), allora il k-esimo
differenziale di W{-,-] in (¢o, fo) rispetto alla variablile ¢ é dato, per ogni
z € OB, e per ogni (hy,..., hy) € (C"™ (B, R™))*, dalla formula

Wldo, follhi, ..., hil(z) = /ama Z Z fo )) (2.29)

j=0 veGy,

. <T A(&TD (do(x) — do(y)) [hy 1) (4) — o) (@),

G (W) = hv(j)(x)])> [ @7l ollha 1), Pywy]] doy

dove si ¢ posto TW = (Ty;)j=1,_n.

Dimostrazione. Proviamo per prima la proposizione (i). Poiché le funzioni k-
lineari simmetriche sono determinate dai loro valori sulla diagonale, iniziamo col

calcolare ak Voo, follh, ..., h] per h € C™(0B,,,R™). Per abbreviare le nostre
k termini
—
notazioni scriveremo h* invece di h, ..., h. Per la definizione di &, e per il calcolo
standard in spazi di Banach, si ha
Vigo, fol[h*](x) (2.30)

dk
B d—&“kazo{/aﬁn I'((¢o(x) = do(y)) + £(h(z) — h(y)))

Gnlpo + eh](y) fo(y) de} Vr € OB,

e vorremmo poter portare la derivata sotto il segno di integrale. Per giustificare
questo passo si possono sfruttare le parametrizzazioni locali di dB,, oppure si pos-
sono estendere le funzioni che compaiono nell’integrando in un intorno di 0B,.
Scegliamo quest’ultimo metodo. Siano Wy, 6, Fg, Eg come nella Proposizione
1.8, ed R l'operatore di restrizione definiti da C™ (clAf) in C™ (9B,,). Per i
Teoremi 2.1 e 2.4, si ha

Vig, f]=v* (6, flo 6= R[v* 6, /] 0 Bo[#]qu
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per ogni (¢, f) € Wy x C™~ 12 (9B,,, R"™). Per le regole note di calcolo negli spazi
di Banach e per il Lemma 2.5, si ottiene

Oy (v (6, fo] © Bolg] g, ) [W1](@) (2.31)
s {/ ' (Eq[¢o + eh|(x) — Eg[oo + €h](y))
B

dek le=0

on[Eo[po + eh]](y)Folfo](y) dO’y} V€ clAf .

Chiaramente la parte a destra dell’'uguale in (2.30) non e altro che la restrizione
a 0B, della parte a destra dell'uguale di (2.31). Osserviamo ora che, per = € Ag’,
I'integrando che compare in (2.31) non ¢ singolare. Allora, per un risultato ben
noto sulla differenziazione degli integrali dipendenti da parametri, abbiamo che

V=g (U+ ¢ fol o Eo <Z>h0m5+) [P*)(z) (2.32)

-/ ()wwmmu>mmmmmww—mwmm

Jj=
d—]

e =0 {on[Eol¢o] + eFo[h]](v)} Folfol(y) doy, Vo € Ay .

Per la Proposizione 1.8, e per il Lemma 2.5, la mappa o,[Eq[]] & reale analitica
da Wy in C™1(clAg), e percio la funzione %kzo {on[Eo[¢o] + eFo[h]](y)} &
continua in y € 9B,. Si pud mostrare che, per j > 1, t € R, y € R"\ {0} e
Vi, ooy U5 e R"
dT(ty)[v1, ..., v;] = 2" AT (y)[ve, - - -, v5]
e quindi esiste ¢ > 0 tale che, per ogni y € R"\ {0}, v1,...,v; € R",
T (y)[v1, - - -, vj]]

< osuwp |@T(L

Jwr, o) < elylP T o] o]
yER™\ {0} |y

Per il Lemma 1.1 (ii), Fg[h] & Lipschitziana su clAg, e per la Proposizione 1.8,
ly A} [Eg[¢o]] > 0. Allora, per il Teorema di Vitali-Lebesgue, si puo facilmente

far vedere che il secondo membro di (2.32) dipende con continuita da x € clA;'.
Poiché il primo membro di (2.32) & continuo per = € clAT, possiamo affermare che

a@%wmmme (2.33)
AB (){wr¢o> bo)) [(h(x) — h(»)Y])
=i

deF =0 {onlgo +ehl(y)} foly)doy Yz € OB, .
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Per la (2.33), per la Lipschitzianita di hj,..., h, e per la disugualianza
lom, [¢o0] > 0, possiamo affermare che il secondo membro di (2.28), che denoteremo
con Hlhq,...,hy)(z), definisce una forma k: lineare simmetrica su (C™ (9B, R™))*
per ogni x € OB,. Ovviamente, |¢ o Vo, fo][h*] = HI[W*] per ogni
h € C™%(0B,,,R™). Poiche le forme k-lineari simmetriche sono univocamente
determinate dai loro valori sulla diagonale, possiamo concludere la validita della
proposizione (i).

Proviamo ora la proposizione (ii). E immediato osservare che, per la propo-
sizione (iii) del Teorema 2.1 si ha,

Wigo, follh, -, he](x) = O5Wgo, follha, ..., b (@)
— 5V (o, A fol [P, - - hi] () + 2p05V [Go, A fol[hn, ., b ()

per ogni x € dB,, e per ogni (hy,...,hg) € (C™ O‘(OIB%n,R"))k 11 differenziale di V/
¢ gia stato calcolato nella proposizione (i), quelli di V e W sono stati calcolati da
Lanza e Rossi in [LR, Prop. 3.14]. Avremmo cosi ottenuto una formula esplicita per
il differenziale di W ma per averla nella forma (2.29) & conveniente seguire un’altra
strada. Come per la proposizione (i), calcoliamo prima OQW[QSO, fol[hW*](x) per h €
C™ (0B, R™), e ci mettiamo nella situazione di differenziare un integrale simile
a quello di (2.30). Per affrontare questo problema notiamo che, per il Teorema 2.1

(ii) e (2.24), abbiamo
W[¢a f] = 'UJ+[§Z5, f] © ¢ - %f =R |:ZU+[¢, f] © EO[QS]‘clA; - FO[f]|clA}i| + %f
1
w* g, f] o Eg [¢]|C1A;r - <w+ (¢, 1] 0 EO[¢]|C1A;> FO[f]|C1A6+] + §f
per ogni (¢, f) € Wy x C"™*(0B,,,R™). Per brevita poniamo

Tal¢] = [det (D (Bo[g])| (D (Bolg]) ™ vs,) V¢ € Agg, -

Ora possiamo provare, con lo stesso argomento usato nella dimostrazione della
proposizione (i), la validita, per ogni i = 1,...,n della seguente

g (w16 110 Eol6]qnr - (w+[¢, 1] © Bol6)ia; Fol sy ) ) (0'](@)

- Eijo (’j) (Folfol (y) — Folfol(x))
(T a(a’T® (Bofoul(y) ~ Eoloo](2)) | (Folkl(x) — Folkl(1))’]))
dh

[dak_—j |E:07n(¢0 + Eh)(y)] doy, (2.34)

per ogni x € A;. Poiché la mappa di Wg in C™~1%(0B,,, R") che manda ¢ in 7, [¢)]
e reale analitica la funzione %kzo (Tn[Po + €h]) & continua su 0B,,. Per il Lem-
ma 1.1 (ii), (iii), Fo[h] & Lipschitz continua su clA}, e Fo[fo] & Holder continua con
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esponente « su clA Y, per il Lemma 1.8 si ha ldA? [Eo[¢o]] > 0; (D (Eq[éo])) " vB, &

continua e limitata. Ricordando la definizione (2.4) di T & facile mostrare che I'inte-
grando di (2.34) & maggiorato da c|y — x|®|y — x>y — 2] = c|y — z|*T1™™,
per qualche ¢ > 0. Allora, per il Teorema di Vitali-Lebesgue, si puo facilmente
mostrare che la parte a destra dell’'uguale in (2.34) dipende con continuita da
z € clA{. Poiché la parte a sinistra in (2.34) & continua per = € clA}, possiamo
dedurre che (2.34) vale anche per x € dB,,. Lo stesso argomento implica che la
parte a destra dell’'uguale in (2.29) definisce una forma k-lineare simmetrica su
(C™ (9B, R™))* per ogni = € dB,. Non resta che concludere come gia fatto
nella proposizione (i). O

Nella Proposizione 2.13 si vede che, per calcolare i differenziali di V', W & neces-
sario conoscere i differenziali delle funzioni &,[-], 7,[/]. A tal proposito riportiamo
qui sotto il Lemma 2.14 ed la Proposizione 2.15 (vedi Lanza e Rossi [LR, Lemma
3.15, Prop. 3.16] per le dimostrazioni). Denoteremo con A il prodotto vettoriale
standard di n — 1 vettori in R™ (vedi ad esempio Schwartz [Sch, 22, p. 250]). Se
¢ € Agg,, considereremo ¢(0B,,) orientata dalla normale esterna vy, e OB,, orien-
tatata da vgp,. Allora diremo che ¢ ha indice 1 se ¢ preserva l'orientazione, e che
¢ ha indice —1 se ¢ cambia l'orientazione. Il prossimo Lemma formalizza le note
proprieta di questo indice.

Lemma 2.14 Sia {eq,...,e,} la base canonica di R™. Sia vi(y),. .., vp—1(y) una
base ortonormale dello spazio T,,0B,, tangente a 0B, in y e tale che
VB, (y) = (v1(y) - e2)er — (v1(y) - er)ea (2.35)
ve, (y) = vi(y) A+ Avpa(y) sen>2,

per ogni y € OB,,. Se ¢ € Agp,,, allora esistono ind[¢] € {—1,1} tali che
ind[g] = sgn{v(o(y)) - ((de(y)[vi(y)] - e2)er — (dd(y)[vi(y)] - e1)ez)}

sen =2,

ind[¢] = sgn{vs(é(y)) - (do(y)[vi(W] A~ Ado(y)[vn-1(y)])}
sen>2, (2.36)

per ogni y € OB, dove si é posto sgn(t) =1 pert > 0, sgn(t) = —1 pert < 0.

Inoltre, la funzione ind[-] di Agp, in {—1,1} che manda ¢ in ind[¢] é continua.

Proposizione 2.15 Siano ey,...,e,, e v1(y),..., vo—1(y) per ogniy € OB,, come
nel Lemma 2.14. Allora si avra

To[#](y) = ind[¢] {(dp(y)[v1(y)] - e2)er — (do(y)[v1(y)] - e1)ea}
e Tuldl(y) = ind[@] {dp(y)[v1(y)] A -+ A do(y)[vn-1(y)]} sen>2,
(2.37)

per ogni y € OB,,, e per ogni ¢ € Agp,, -
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Notiamo che i differenziali di 7,, di ordine k > m sono tutti nulli, e che, per
ottenere differenziali di ordine minore di k si puo usare la regola di Leibniz. In
particolare, per k = 1, si ottiene

Rlo) = G ()] - e2)er = (@) - 1))
5 A1) = il Lk ()[en()] o)) - oty a3 +
+d¢< or (DI A - A d5)ioma(o)] A dbDins ()] 5612,

per ogni h € C™ (9B,,,R™). Infine, notiamo che

dan[B)[h] = (vy 0 @) - d7n[B][h]

per ogni h € C™% (0B,,,R").



Appendice A

Teoria del potenziale per le
equazioni dell’elastostatica

In questa appendice introdurremo i potenziali elastici di semplice e doppio strato
tramite una formula di rappresentazione per ogni v € C?(clQ, R"). Dimostrere-
mo poi le proprieta di regolarita Holderiana del potenziale di strato semplice e
quindi, grazie ad una importante formula che lega il potenziale di strato doppio al
potenziale di strato semplice e ai potenziali relativi all’'operatore di Laplace (ve-
di Teorema A.11), mostreremo la regolarita interna ed esterna del potenziale di
doppio strato e ne calcoleremo la discontinuita al bordo. Ricaveremo poi la for-
mula (A.28) che servira ad impostare in modo corretto il problema accoppiato con
dati al bordo utilizzato nella parte principale della Tesi (vedi Teorema 2.4). Molta
importanza avra anche il Teorema A.2, una specie di Formula di Green-Stokes per
loperatore dell’elastostatica.

Teorema A.1 Siano, per ogni x € R™\ {0}, 7,7 = 1,...,n e per ogni scelta
possibile di costanti di Lamé p e \ (vedi Teorema A.2),
3+ A p+X 1 &E
&) 2u(2p +X) © 2020+ A) o €]
allora A (0;)T = g1, in (D™ (R™)), dove dq € la distribuzione delta di Dirac.

VEe R\ {0}  (A.1)

Dimostrazione. Siano, per ogni j = 1,...,n, p\) = %(0,...,0, Sn,0,...,0) =
%(%»Sn)i:l,m’n e TW) = ) — 2(‘2‘:J;\)\)V(m . ¢(j)), con un facile calcolo si verifica
che A (8,)TV) = (8;;00) (vedi Villaggio [Vi, §1, 3.4, p. 53]). Poniamo, per

ognii,j=1,...,n,1; = I‘Z(-j), I" & allora la funzione cercata. O

i=1,...,n

La dimostrazione per n = 3 del seguente Teorema la si puo trovare in [KGBB,
ITI, Teorema 1.1, p. 110], & immediato trasformarla in una dimostrazione che
funziona per n qualsiasi.

25
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Teorema A.2 Siano Q un aperto limitato di R™ di classe C', u € C'(clQ) N
C%(Q), A(0y)u € LY(,R™) e v € CH(cIQ). Allora

/ vA (0z) u+ E(v,u) doe = / v (Tdu)v(y)] doy, (A.2)
Q oN
dove E : C(cI2,R™) x C1(clQ, R") — C°(clQ, R") definito da

2u+n\ | . 1 ov;  Ovj Ou; ~ Ou;
E = d d = A.
(v,u) - ive divu + 5 ; <81‘j + 02, oz, + oz, (A.3)
Py (O O (0w Ouy
+n; (8:@ axj> (81‘2- oxj )’
per ogni (v,u) € CH(clQ,R") x C1(clQ,R"™), ¢ continuo, lineare, simmetrico e,

poiché (1 e X soddisfano le condizioni (2.2) (u >0 e 2u+nX > 0) positivo, ovvero
E(u,u)(x) > 0 per ogni x € clQ e per ogni u € C(clQ) 1.

Dimostrazione.( Traccia) Basta osservare che, nelle ipotesi del Teorema,
vA(9,)u + E(v,u) = div(v T (u)),
con 7 (u) = Mdivu)l, + p(Du + Dut) e quindi div(v.7 (u)) € LY(Q,R"). Con

un argomento basato sulla convoluzione con una famiglia di mollificatori e sul
Teorema della Divergenza, possiamo allora concludere la dimostrazione. O

Dal Teorema A.2 seguono immediatamente i seguenti Corollari A.3 e A.4.il

Corollario A.3 Sia x € R™ ed Q un intorno di x in R", sia v € C1(Q,R") e
E(v,v)(z) = 0. Allora, per ogni u € C*(Q,R"), E(v,u)(z) = 0.

Corollario A.4 Siano Q un aperto limitato di R™ di classe C*, u € C1(R™\ Q)N
C3R"™\ ), A(9,)u € LY(R™\ Q,R"), v € CLR™\ Q) e, per ogni j =1,...,n,

per |z| in un intorno di co. Allora
/ vA (Oz)u+ E(v,u) doe = —/ v (Tdu)v(y)| doy,
R™\Q a0

Dimostrazione. La dimostrazione del primo Corollario si ottiene facilmente dalla
definizione (A.3), per il secondo notiamo che, se R > 0 e cl©2 C B, (0, R), allora

/ vA (0z)u+ E(v,u) dx
Br(0,R)\Q

- / o (Tdu)vs, 0.1 (4)] doy — / o (Tdw)va(y)] do,,
OB, (0,R) o0

"Vedi ad esempio Villaggio [Vi, 1, §2], Kupradze [KGBB, I, §6] per il significato fisico.
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ed il modulo del primo integrale a secondo membro tende a 0 per R tendente a
infinito. O

Come annunciato proveremo ora una formula di rappresentazione per ogni
funzione u sufficentemente regolare su clf), in essa compaiono entrambi i potenziali
elastici di semplice e doppio strato ed e evidente ’analogia con la formula di
rappresentazione di Green per l'operatore Laplaciano (vedi ad esempio Gilbarg e
Trudinger [GT, §2.4]). Qui e nel seguito dell’Appendice indicheremo con @ 1a
i-esima riga di T', ovvero, TV = (T';;)j=1. n.

Proposizione A.5 Siano Q un aperto limitato di R™ di classe C' e u € C*(cl2)N
C%(Q), A(d)u € LY (2, R™). Allora, per ogni x € ,

u () = /Q Iy — ) A@,)uly) dy (A.4)

+ </89 u(y) (Td(y — 2))[v(y)] de)

i=1,...,n

- / Iy — z) (Tdu(y))[v(y)] doy |
o0

Dimostrazione. Con una semplice applicazione del Teorema A.2 si vede che, per
ogni x € O, perognii=1,...,n e per 0 < e < dist(z,R™\ Q),

/ u(y) A@)TD (y — 2) — TO(y — ) A, )uly) dy
Q\By, (x,€)
= /m u(y) (TdLD (y — 2))[va(y)] — Ty —z) (Tdu(y))[va(y)] do,

-/ ) (R Dl 0]~ T ) (Pl 1) oy

dove vq e v, sono la normale esterna di Q e di B, (z, ), rispettivamente.
Si verifica facilmente che

lim IOy — z) (Tdu(y))vs, (y)] doy =0
=0 JoB,, (z,¢)

e quindi, passando al limite per € — 0, si ottiene

/Q Oy — 2) A, )uly) dy (A.5)

= lim u(y) (TdU9 (y — z))[vs, ()] doy,
=0 JoB,, (z,¢)

- /6 0 u(y) (T (y — 2))lva(y)] - Ty —2) (Tdu(y))[valy)]doy .
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Per avere la (A.4) bastera allora verificare che, per ogni z € Q,i=1,...,n,

i [ uy) (PO~ 2) s, ) doy = wi(o).
€=V J OB, (x,¢)

Notiamo che, per ogni vettore v € R"™ e per ogni z,y € R™, x # y, e per ogni
L,k=1,...,n

(20 + \) (Tdr@ (y — ) M)k (A.6)
_ L o mly -2k —nly—2) [ (y — )iy — )i 19
T e e LR e e A F e

ed il termine a destra dell'uguale per v = v, () = ﬁ diventa

n (y—2)ily — )i 0
O_n( +>‘) | |n 1 +N62kaysn

Occupiamoci del primo addendo: per la continuita di u e poiché, per ogni y €
Bn (1'7 6)7

(Y = 2)i(y — k| _
ly —ar+t |7 ’
possiamo mostrare che
: (y —2)ily — 2k (y—2)ily — @)
lim u(y) do, = lim ug(x) do
e—0 OBy (z,€) |y - $|n+l Ve OBy (z,€) |y - $|n+1 Y

Per alcune facili considerazioni che si possono fare sulla simmetria dell’integrado,
mostrare poi che

1 / (y —2)i(y — o)
—up(x do
Zan +(@) OBn(ze) 1Y —z["T Y

e

3B (@, )] 1‘5)| oy )10 ()i 0) oy

1

1
—_— . I . 2 p—
= (@) OB (7, €)| Jom, (z,e) (e, )i(y)I" dory = nu’(w)

Sara percio, per ogni i = 1,...,n,
(y —2)ily — )i
hm—,u—i—A / doy, = (u+ ) ui(x
LS Z om0y T a4 = A o)

e, poiché sappiamo che

0
lim wi(y) =S, doy, = pu u;(x
lim 4 S O y = 1 ui(z)
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(vedi ad esempio Gilbarg e Trudinger [GT, §2.4]) non resta che concludere inseren-
do nella (A.5) i risultati ottenuti. 0

Sia Q un aperto C' di R”, diremo potenziale elastico di semplice strato di
densita ¢ e supporto 0F) la mappa definita per ogni z € R” da

ole)() = /B )Ty —a) do, (A7)

e diremo potenziale elastico di doppio strato di densita ¢ e supporto OS2 la mappa
di R™ in R™ definita per ogni x € R™ (vedi Teorema A.7) e per ogni i = 1,...,n
da

wili)(z) = /a o) (T Oy = )lva(u)] doy, (A.5)

Teorema A.6 Siano m € N\ {0}, a €]0,1[, Q un aperto di classe C"™* di R"™
e p € O™ 19O, R™). Allora, se v|p| ¢ definita come in (A.7), v]p] & continua
su tutto R™, A(9;)v[p] = 0 in R™\ 09, la funzione vt = v[plcq appartiene a
C™ (eI, R™) e la funzione v~ = v[p|rn\q appartiene a C™(clB, (0, R) \ ©,R")
per tutti gli R > 0 tali che cIQ2 C B, (0, R).

Dimostrazione. La dimostrazione della continuita di v[p] € del tutto simile a quel-
la della continuita del potenziale di semplice strato relativo all’operatore Lapla-
ciano (vedi Cialdea [C, Teorema 14]).

Si tratta essenzialmente di osservare che, scelto un opportuno intorno U di z in R™,
la famiglia di funzioni {90QNU >y — ¢(y)I'(y — 2’) € R"},,q ¢ uniformamente
integrabile e quindi applicare il Teorema di Vitali-Lebesgue.

Osserviamo poi che, per ogni z € R™\ {0}, ¢ = 1,...,n e per ogni t reale,
0 1 0
D(tz) = — —T
0x; (tz) tn—1 0x; (z)

e che, per ogni iperpiano II passante per l'origine,

/ 0 I'(z) dop—1(z) = 0.
i

noB, OT;

Grazie ad un teorema ottenuto da Miranda (vedi [Mi, Teorema 2.I]), possiamo allo-

ra affermare che (a%iv[np])m si estende ad una funzione (a%iv[go])Jr € Cm~Lo(clQ,R")

e (a%iv[gp])mn\cm si estende a (a%iv[gp])* € Cm~La(R™\ Q,R™). Con questo & facile
concludere la dimostrazione. |

Introduciamo ora alune notazioni che ci saranno molto utili nel seguito. Siano
m € N\ {0} e a €]0,1], sia © ¢ un aperto di classe C"™ di R" e x € 09
Diremo che C(x, R,7,d) ¢ un cilindro coordinato attorno ad z e che v & la fun-
zione ad esso associata se R € Myx, (R) & una matrice ortogonale (cio¢ una
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rotazione), 7 e & sono reali positivi, C(z, R,r,6) = = + R! (B,,—1(0,7)x] — 4, 4]),
v € C™*B,-1(0,7),] — d,d]) e valgono le seguenti
C(a,R,7,0) NQ =z + R{(n,y) € Bp1(0,7)x] = 8,6 | y > ~(n)},
C(z,R,7,8) N0Q =z + R'{(n,y) € By-1(0,7)x] = 6,8[ | y =~(n)},
Oy
on;
E facile verificare per ogni x € Jf) esiste un cilindro coordinato e che, se C(x, R, 7, J)

e un cilindro coordinato attorno ad x e ~ € la funzione ad esso associata, la fun-
zione 1 che manda 1 € B,,_1(0,7) in = + R'(n,v(n)) & una parametrizzazione di

0)=0 Vi=1,...,n.

O in un intorno di x e che ———— R*(V~(n), —1) & la normale esterna ad
_ 1+ Vy(n)|?
in ¥ (n).
Teorema A.7 Siano o €]0,1], Q un aperto CH® di R™ e p € CY*(9Q,R").
Allora, per ogni x € 9, i = 1,...,n esiste lintegrale singolare
| et (PO =) piw)] do, (A.9)
Dimostrazione. Chiameremo, per ogni z,y € 00, ¢ # y,eperognii, k =1,...,n,
a vi(y)(y — @)k
o(x,y) = =t
vi(y)(y — @)
Ff T,Y) = — . >
(.0) ly — x|
0

ik = 5ikay—(y)5n(y —x),

(y—z)ily—2)p O

rd T,Yy) =
R e T

allora, ricordando la (A.6), si avra
2u+ ) ((Tdr(y —2)v(w)])

H a c

n

Sn(y - :E)v

Per prima cosa mostriamo che, per ogni ¢,k = 1,...,n esiste l'integrale singolare
fgg or(y)T¢.(z,y) do,. A tal scopo osserviamo che, se C(x, R,7,0) € un cilindro
coordinato attorno ad x e v & la funzione ad esso associata,

/ (v~ 1‘)7: doy
C(z,R,r,6)NON |y - :E|

_ (B, 7(m)),
- /Bnl(o,r) e VT VImE

Ry; i+ -+ Rep—1)i a1 + Rui (1)
=/ (1 V14 [Vy(n)? dy .
Bpn—1(0,r) |(777 '7(77))|
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E immediato verificare che esiste ¢ > 0 tale che

‘7(77)’ ’(7777(77)”_” 14+ ’V"y(n)P < C’?]|a+1_”7
e quindi

lim %\/IJery(n)P dn=0.

e=0JB,_1(0,) |(,

Invece, per vedere che

lim L T VAR dp =0,

=0Jm, 10, [, 7(M)["

si deve usare la quast disparita dell’integrando e scrivere,

T [VAmP d
0 y()[? dn
/IBSnl(O,e) (m)] VAl

|(n,
:/ (YLANAOE VIR
Faoa @9 [ (n, ()" (s v ()" ’
dove 7' = (M1, ..., Mj—1, —Nj, Mj+1,- - -, Mn—1); L'ultimo integrando ¢ maggiorato da

un multiplo di |n|®T!=" e percio Iintegrale va a 0 per e piccolo. Per conclu-

dere questo primo punto non resta che ricordare che v € C%*(9Q,R") e quindi
oV € C¥%(09), ma allora, per Cialdea [C, Teorema 24], I'esistenza dell’integrale
singolare fa*Q or(y)T.(x,y) doy & provata.

Lestenza di [}, ¢r (Y)Y (2, y) doy si mostra in modo del tutto analogo. Per I'“ e T'¢

dobbiamo invece osservare che, per [C, Teorema 7], gok(y)ayi(y)Sn(y—x) € LY(09) e,

poiché poi % € L>°(092), si avra anche (y—‘m;i(;;‘;w)k gpk(y)alfzy) Sply—z) €

LY(09). O

Introduciamo ora due operatori tangenziali che sarano utili nel seguito: Z; e
AM;j. Sipotra pensare al primo come ad una derivata parziale tangente, mentre il
secondo sara facilmente associato ad una forma esatta. Sia dunque €2 un aperto
C! di R", v la normale esterna di € e 1 una mappa C! definita in un intorno di

0L, allora, per ogni y € 92 e per ogni 4,j = 1,...,n, saranno
0 0
2i(0y,v(y))¥(y) = By (y) - Vj(y)ay—(y)w(y) ; (A.10)
0 0
Mij Oy, v(W)V(Y) = vi(y)z—v() —vi(y) 5 —v(y) - (A.11)
0y; 83/]
Se poi ¢ € CHON,R") e ¢p € CL(R",R™) & un’estensione di ¢ (che esiste per il
Lemma 1.3) si definiscono, per ogni y € 02 e per ogni i,j =1,...,n,
250y, v(W)e(y) = 20y, v(y))¥(y) , (A.12)

Mij Oy, v(W)(y) = AMij(0y, v (Y)Y (y). (A.13)
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Notiamo che Z;(0,,v(y))¢(y) risulta indipendente dall’estensione v scelta per ¢,
infatti: se {e;}i=1, .n € la base canonica di R" e v;(y) = e; —v;(y)v(y), allora v;(y)
e tangente a 90Q iny e Z;(0y, v(y))¢Y(y) = %w(y), usando un opportuno sistema
di coordinate locali per 02 in un intorno di y & facile mostrare che quest’ultima
derivata dipende solo da ¢.

Ora, %; e #;j sono legati fra loro da queste relazioni

M0y, v(Y) = vi()Zi(0y, v(y)) — vi(y)Z; 0y, v(y)) ,

n

P50y, v(y) = > vily) A0y, v(y))

i=1
e quindi anche la definizione di .#;; non dipende dall’estensione scelta per .

Lemma A.8 Se Q) ¢ un aperto Ct diR" e € C1(9R) allora, per ognii,j =1,...
.,

/ M50y, v(9))p(y) doy =0 .
o0

Dimostrazione. Basta osservare che .#;;(0y,v(y))¢(y) doy € il differenziale es-
terno della (n — 2)-forma (—1)™p(y)dzy A--- Adz; A Adzj A~ Adzy, e quindi,
poiché 02 non ha bordo, concludere con il Teorema di Stokes. O

Teorema A.9 Sia o €]0,1], Q un aperto CY* di R", ¢ € CY(0R), allora, per
ogni i,k =1,...,n e per ogni x € R™,

*

- Mip(0y,v(y)) (Sn(y — x)e(y)) doy =0, (A.14)
/ S gDy, v(w)) Ty — )ply)) doy =0 (A.15)
02 i

Dimostrazione. Per x € R™\ 0 I'enunciato ¢ immediata conseguenza del Lemma
A.8. Sia dunque x € 9Q e siano i,k =1,...,n ed r > 0. Allora, poiché I’enunciato
del Lemma A.8 rimane vero se () & un aperto con frontiera di classe C'!' a pezzi
(vedi De Marco [DM, VII, §12]), per r sufficentemente piccolo si avra,

/ M0y, v(w)) (K y — 2)p(y) dory =0,
O(QUBy (z,7))
(dove K sta per S, o I';) e percio, se proveremo che

lim M0y, v(y)) (Sn(y — 2)p(y)) doy =0 (A.16)
r=Y.JoB,, (z,r)\Q
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lim > 59y, v(y)) (Tily — 2)ely)) doy =0, (A.17)
=Y JoB, (z,r)\Q =1

potremo concludere che anche

lim M0y, v(y)) (Suly — 2)p(y)) doy =0
r=Y JOO\B,, (x,r)

n

lim > 0y, v(w)) (Tinly — x)p(y)) doy =0,

=0 Jo0\Bn (xr) {2

e con questo completare la dimostrazione del teorema.
Proviamo allora (A.16) e (A.17), per brevita nel seguito scriveremo .#;; invece di
Mi;(0y,v(y)). Per prima cosa osserviamo che

M (K(y — 2)p(y)) = Mi(K(y — 2)) (y) + K(y — x) Mipp(y)
lim K(y — x)Mipp(y) doy =0
=0 JoB,, (z,r)\Q
perché, se r ¢ sufficentemente piccolo esistera ¢ > 0 tale che

|K(y — )| <cly—2["? sen >3,
[K(y— )| <cllogly —af| sen=2,

per ogni y € OB, (x,r) e quindi esistera ¢’ > 0 tale che
/ |K (y — ) Miro(y)| doy < cr sen >3,
OB, (z,r)\Q2
/ K (y — @) Mip(y)| doy < crlog(r) sen=2.
OB (z,r)\Q2
Sara cosi sufficente mostrare che

lim M (Sn(y — z)) ¢(y) doy =0 (A.18)
=Y JoB, (z,m)\Q

lim i (Tinly — ) ¢(y) doy, =0, (A.19)
r=YJoB,, (z,r)\Q =1

ma la (A.18) & immediata perché, per y € 0B, (z,r), #(0y,v(y))Sn(y — x) =
M1 (0, ﬁ)Sn(y — z) si annulla identicamente. Sia

OB} (z,7) = {y € OB, (z,7) | va(z)- (y—z) >0}
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la semisfera rivolta verso l’esterno di Q. Il prossimo passo sara mostrare che (A.19)
equivale a

lim /W( 3ty Tty — ) 9l0) oy =0 (A.20)
n (@) i1

r—0

Per farlo osserviamo che, essendo ¢ continua e |.#;; (Dji(y — x)) | € O(ly —z|*™™),
per |y — z| tendente a 0, si avra

lim M (Uin(y — ) o(y) doy,
r— OB (z,r)\Q2

= lim p(z) / Mi; (Tijr(y —x)) doy,
r—0 OBy (x,m)\

e quest’ultimo limite, per r piccolo, coincide con il corrispondente limite dell’inte-

grale sulla semisfera OB (z,r). Infatti, se A ¢ la differenza simmetrica di insiemi,

esiste sicuramente ¢ > 0 tale che

/ 5 Uiy — )| doy (A.21)
OB (z,r) A (OB, (2,r)\Q)

< Tn—l

0B (2,1) A (OB, (2,1) \ Q)| -

Per la regolarith C1 di 9Q si calcola |0B; (z,7) A (OB, (z,7)\ Q)| < rn it
con ¢ reale positivo, e quindi il termine a destra dell’uguale in (A.21) & minore od
uguale a ’r%, per qualche ¢’ > 0.

Non resta che verificare (A.20): notiamo che per la (A.1) possiamo concentrarci

su
—2)j(y — )
hm/ E M; < J > doy, ,
=0 JoB (z,r) = ! ly — x| Y

ovvero su

Oik (y — )iy — )i
}12% I -n = doy (A.22)
OB, (z,r) Yy Yy
_ % nlim (y —x)ily — )i

2 =0 JoB (z,r) ‘y - x|n+1

doy .

Sia C(z, R, 7', d) un cilindro coordinato attorno ad z con 7’ > r, allora OB (x,r) =
x4+ R {(n,mn) € OB, (0,7) | nn >0} (quin = (n1,...,7n-1)), € quindi

/<9153+(x r) . I_z/l‘—)ﬁ/":l@k doy (A.23)
(7 (e =TP)), (& (0" =TF)),— »
Br_1(0,r) rrtl V= 2 77

n—1 2

Rllek/ m RmRnk/

" 76177 + V12— n|? dn
r Bn—1(0,r) /T n|? Br-1(0,r)

Il
\

=1
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(per ottenere quest’ultima ugualianza basta osservare che tutti i termini dispari si
annullano per simmetria). Per calcolare gli ultimi due integrali che compaiono in
(A.23) ci servira aver osservarato che:

On 1 =2

1
2 /Bnl(o,l) V1—=1nf? T VIt

Si trova cosi

w/2
dt = op_1 / sin” 29 do .
0

772 1 "2
Lo
Ba_1(0r) /T2 — [n]? n—=1Jp, 10 V1% —|n?

I 1 tm rm w/2 "o
= o dt = _ "9 4y = 2%
n—10”1/0 I n—10"1/0 i n 2’

ed analogamente

1 n
/ V2 =2 dp=r"0,_1 [ t"2/1 -2 dt = I n
anl(oﬂ’) n 2

0

Sostituendo questi risultati in (A.23) e ricordando che R'R = 1,, si ottiene

doy = 2% (S RiuRu | = 2ou .
/amamm) ly — x|+ Vg \ T )T g

e cosi, per la (A.22), si conclude che

lim zn:///,-j<(y_x)j(y_x)’f> do, =0 .

r—0 OB (1) =1 ’y - x|n

Corollario A.10 Sea €]0,1], Q ¢ un aperto CH® diR™ e p € C1(9Q,R"), allora,

/8 Q o)t (By, v(4)) (1uSu(y — 2)) do, (A.24)
— [ Suly - )0y vW))o () doy.
o0
/8 Q ()M 0y, v(y)T(y — z) dor, (A.25)

per ogni x € R™.
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Dimostrazione. Sia K = 1,5,, oppure K = I, allora, per ogni £k = 1,...,n e
r,y € R" x#y,

o(y) A (Oy,v(y) K (y — ) — K(y — )M (Oy,v(y))p(y)

n

= > i(y) i (0, v) Ky — ) — Kij(y — x)M5i(0y, v (y)) i (y)

i,j=1
= > i(y)Mij (0, v) Kjr(y — ) + Ky — x)Mi5(0y, v (y)) i (y)
i,j=1
= D M0y, v(y) (Kjily — 2)pily))
i,j=1
ed immediatamente si conclude per il Teorema A.9. a

Teorema A.11 Sia a €]0,1], Q un aperto C* di R" e p € C*(9,R"™). Siano
poi, per ogni 1 =1,...,n ed x € R™,

Bilelw) = /a Suly - #)euly) doy
0

’LUZ[QO](JJ) = 00 ayg(y) [Sn(y - IE)] ‘pl(y) dO'y :

Allora, se v[p] e w[p| sono definite come in (A.7) e (A.8), sara, per ogni x € R"™,
wlel(x) = wlpl(x) — 0 [A(9y,v(y))e] () + 2pv [ A0y, v(y))e] (x) . (A.20)

Dimostrazione. Basta osservare che, per ogni i,k =1,...,nex,y € R", x #y,

((Tdr® (y — 2))[v(y)]),

n A —x);(y—x
= Gagadgy 5oy = 2) + Sy A | e inSnly — ) — 4555 O
= Oik gty Sn (Y — @) = [ M (1nSp(y — )]y, + 20 [AT(y — 2)]

dove si ¢ scritto 4 e M per M;;(0y,v(y)) e M (0y,v(y)), rispettivamente. Per
concludere ¢ quindi sufficiente ricordare la definizione di w[g] ed usare il Corollario
A.10. 0

Siamo ora pronti ad enuciare per il potenziale elastico di doppio strato w|g]
I’analogo del Teorema A.6 che descriveva alcune proprieta del potenziale di strato
semplice v[ep].
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Teorema A.12 Siano m € N\ {0}, a €]0,1[, Q@ un aperto C™< di R", ¢ €
C"™ (90, R™) e w|p] il potenziale elastico di doppio strato definito in (A.8). Allora:
A(Oz)wlp] = 0 in R™\ 09, wlp]iq si estende in modo unico ad una funzione
wh[p] € C™(clQ,R™) e wlp]|gm\aq si estende in modo unico ad una funzione
w”[p] € C"™(R™\ Q,R™). Inoltre, per ogni x € 9Q, i =1,...,n,

1 *

wFelo) = 50() + [ o) (PO -2)b)) doy . (A20)
o0

Dimostrazione. Ovviamente si ha .# (9y, v(y))p € C™~1%(9Q,R™) e quindi, per
il Teorema A.6 e per le note proprieta di regolarita dei potenziali relativi all’oper-
atore Laplaciano (vedi ad esempio Lanza e Rossi [LR, Teorema 3.1]), esisteranno
estensioni a ¢l ed a B, (0, R) \ 2 uniche e regolari per ogni termine a secondo
membro dell’equazione (A.26), di conseguenza anche per w[p]|o e w[p] s, (0,R)\cd0-
La (A.27) viene da (A.26) osservando che v[.# y], 0[.# ¢] sono definite e continue
su tutto R™ e ricordando che

. - 1 0
lm - wlel(z) = £5¢0(z0) + / wy)3 ( )Sn(y — x0) doy
xEVi(zO) N v .'L'O
per ogni z¢ € 09 (vedi Teorema A.6 e, ad esempio, [C, Teoremi 8 e 12]). O

Il risultato del prossimo Teorema A.13 sara necessario per impostare in modo
corretto il problema accopiato con dati al bordo (2.17). Nel seguito indicheremo
con v (xg) e v (xg) gli insiemi definiti per ogni z € 99 da

v (zg) = {xg — dv(zg) | d >0 e 2o — tr(zg) € Q per ogni 0 < t < d},
v (z9) = {zo +dv(zo) | d >0 e xo+ tr(xg) € R™\ cl per ogni 0 < t < d},

dove v(zp) ¢ la normale esterna di € in xg.

Teorema A.13 Siano « €]0,1], Q un aperto CH* di R, ¢ € CH*(0Q,R") ed
xo € 0L, allora

lim  (Tdvlp](x))[v(zo)] (A.28)

z—x(
zevE (zg)

= $%<,0($U0) + /a; ; @;(y) (TdL'YD (29 — y))[V(z0)] doy -

Dimostrazione. (Traccia) Si ha, per ogni z € v*(z),

(Tdv[e]) [v(x0)] = /m ]Z:; #i(y) (TdTY) (2 — y))[p(x0)] do, |
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e,perognii,j=1,....nex,y € R" = #y,

2+ ) ((TdrD (@ - ) v (o)) (A.20)

7

B N e ) TR W
- { (M‘*')\) ]y—xP +/L52J} 8V(.’L’0)Sn( y)

+O_ﬁ {’/j(ﬂfo)M - Vz‘(l"o)(x — y)j} :

n |z —y|" |z —y|"

Sia ora C'(zg, R,r,0) un cilindro coordinato attorno ad zg e « la funzione ad esso
associata, chiaramente si ha

lim Z vily NTdTY (z — y))[v(x0)] doy

vert (o) JONC (@0, R0)

:/ Z% (TdrD (2q — y))v(z0)] do |
OO\C(zo,R,r,0)

e possiamo limitarci a studiare l'integrale su 9Q N C(zg, R,7,d). Si trova cosi

(2 )(33 —Y)i

lim v;(xg
P e —yln
o0NC(zo,R,r,0) r—=y

Z*)ZO
zevE(zg)

_ hmi _Vj($0)/ (Rt(n,’Y(n) +)d’L)z 1+ V()2 dn .
Bn—1(0,r)

d—0 |(n,v(n) +d

Oy

Grazie alla regolarita C'® di v si riesce a mostrare che quest’ultimo limite ¢ uguale
a

Jim, FriGeoiten) [ (dllm | dn +06")
—0 n—1

,T

On

=3,

con un opportuno cambio di variabili si calcola lim o+ an,l(o ") ld| |(n,d)| ™" =

e quindi

lim, vj (o) - y):; Ty
vev(zg) o0 |$‘ - y|

On * o —Y)
= q:—Vj(xo)Vi(wo) —l—/ Vj(xo)i( 0 y) dO'y .
2 o9 -

Allora banalmente si ha

. T —1Y)
lim soj(wo)vg'(wo)( )2 do,
xeui(go) o0 |IE - y|

== eieom () + [ etrom @)

Y
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ma ¢ € CH¥(9Q,R") e quindi l'integrale di (¢;(y) — ¢;(z0)) Vj(xo)fé’:;gl),i su un
opportuno intorno di xg puo essere reso arbitrariamente piccolo, uniformemente

per . E facile allora dedurre che

- (x -y
)¢ (y)v;(wo) 7 g
zGl/i(zo)
o * o —1Y)i
=3 2ot + [ el 2 o,
2 00 lzo — Y
Con la stessa argomentazione si trova poi che
: (z —y)
Jim [ eiileo) T — ,é do
zevE(zq) o

*

ZHF%%(”CO)VJ(SCO)W(%H/ ‘Pj(y)l/z'(xo)w

d
a0 lzo — y|" o

e quindi la mappa che manda x € R" in
(z —y)i (z —y); }
Pi\y) 4 VilZo — v3(To do
fps e it e =} o

¢ continua (l'integrale per z € 9N si intende in senso singolare).

Occupiamoci ora del primo addendo del secondo membro di (A.29). Si trova

lim an/ (@ =y —y); 0 Sp(x —y) do
%0 20NC(zo.Rms) 1T —yl*  Ov(wo) Y

zevE(zq)
R (n,v(n) +d)), (R (n,y(n) +d)) . (v(n) + d)
= jm _/ ( a T ) L+ [VA(n)? d
d=0%  JB,_1(0,r) [(n,7(n) + d)]
(R'(n.d)), (R'(n,d)), |d] o
= lim jF/ ’ +0(r®) = F5=6i5 + O(r®)
o Joon (") = F5,% + 0
e quindi
: (iﬂ—y)j 9 B
thg“ Jn/ Z —yl? 3V(x0)5n(x ) doy =
zevT(zq)
- (w0 —y)i(zo —y); O
i(Zo) + j Sn(xo —vy) doy, .
$ 90( 0) /a ;%(y) oy 9u(ze) (z0 — y) doy
Che sia
lim 90-(@/)7a Sn(x —y) doy =
xg;fgo) 90 1 aV(IEO) n Yy

1 0
:F?Pi(wo) + /8Q @i(y)msn(wo —y) doy ,

¢ un risultato noto (vedi Cialdea [C, Teorema 13]) e quindi, grazie a (A.29) e ai
limiti fin qui calcolati possiamo concludere I'enunciato del teorema. O






Appendice B

Il problema di Dirichlet

Vogliamo mostrare che il problema di Dirichlet omogeneo definito su un aperto €2 di
R™ di classe C"™® con dato al bordo g € C™%(9€2, R"™) ammette un’ unica soluzione
p € C™*(9Q,R™). Ovvero che esiste ed ¢ unica una soluzione u € C™*(992, R")
per il sistema

{ A(Qx)u=0 inQ, (B.1)

u=gq su 0f2.

Abbiamo gia visto che questo & vero se m € N\ {0,1} (vedi Lemma 2.3), ora ci
interessa provarlo anche per m = 1.

Il Teorema A.12 ci permette di ridurre il problema (B.1) alla soluzione di
un’equazione integrale singolare, infatti se riuscissimo a mostrare che esiste ¢ €
C"™ (90, R™) tale che

*

Klpl(z) = (%(iﬂ) + 2/@ (y)(TdTY (y — 2))[v(y)] de) =2g(x),

i=1,...,n
(B.2)
per ogni x € 91, il potenziale elastico di doppio strato w|p] sarebbe allora una
soluzione di (B.1) (vedremo che (B.1) puo pero essere risolubile anche anche se
(B.2) non lo ¢). Per (A.6) si riconosce facilmente che, per ogni z € 09,

Q

Klpl(o) = pla) + o 2 [ Koy = a)ely) doy + Bl (B3)

dove B e un operatore integrale debolmente singolare, e quindi completamente
continuo di LP(9Q,R™) (p > 1) in se stesso (vedi ad esempio [C, Teorema 3]) e,
per ogni z € 9, n € R"\ {0}, i,5 =1,...,n,

vi(z)n; — vi(z)n;
™

41
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dove v(z) & la normale esterna di © nel punto = 1. Si verifica immediatamente

che k£ & un nucleo singolare di classe Z(n — 1,m,«) (una definizione di Z(r, s, )
si trova ad esempio in Kupradze [KGBB, IV, Definizione 1.10]). K & un operatore
limitato di LP(0Q,R™) (1 < p < o) in se stesso (vedi ad esempio Mikhlin [M,
Teorema 2.1]) e si calcola grazie ad (A.29) che 'operatore K*, aggiunto di K, ¢
della forma

K*[o)(z) = ¢ / Z% (Tdr (z — y)[(2)] do,

1 2u *

= xr) — —
p(z) 2 g

k(z,y — z)p(y) doy + B [p](z),

con k definito come sopra e B* debolmente singolare.
Inoltre, se p € C™~1¥(9Q, R") risolve 1'equazione

K*[p] = 2f,

con f e C™*(INR") (e [y fdoy =0, se n = 2), allora la funzione che estende
il potenziale di semplice strato v[p]gn\10 @ R™ \ Q (vedi Teorema A.6 e Lemma
B.4) & una soluzione in C™%(cl2, R™) del problema di Neumann esterno

A(0,)v=0 in R"\ Q,
{ (Tdv)[vg] = f su 0,

con |v|(x) € O(|z|* ™) e |Dv|(x) € o(|z|*> ™) in un intorno di co.

Il nostro obbiettivo e dimostrare che 'esistenza e 'unicita di una soluzione
p € LP(02,R™) di (B.2) puo essere provata tramite il Teorema dell’Alternativa di
Fredholm e quindi di verificare 'esistenza e la regolarita di questa soluzione. Per
farlo vogliamo mostrare che K si puo regolarizzare, ovvero che esiste un operatore
K’ di LP(909Q,R™) (1 < p < c0) in se stesso, tale che

*

K'[g](x) = a/(x) () + /a Wy = )e(y) do, + Blel(@),

con a’ € C™*(00, M,,xn, (R)), k' nucleo singolare di classe Z(n — 1,m,a) e B’
operatore integrale debolmente singolare, e tale che

K'K[p] = 9o+ Clp]  Vpe LP(OQ,R"),

dove C & un operatore integrale debolmente singolare con nucleo di classe
Z(n—1—a,m,a). Questo problema ¢ di immediata soluzione se {2 ¢ un aperto del
piano R? (vedi Kupradze [KGBB, IV, §5]) ed & gia stato risolto da Mikhlin in [M,
§45] se Q & un aperto di R3. Il metodo usato da Mikhlin puo perd essere facilmente

'"Per verificare che K[p] si pud scrivere nella forma (B.3) & utile notare che il ter-

vi(y(y—z)j—v;(W)(y—x);
ly—=z[™

vi(z)(y—w)j—v;(@)(y—x);
ly—z[™

mine che compare nello sviluppo di (Tdl'V(y — z))[v(y)]; differisce da

per un O(ly — z|*~'7*).
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generalizzato ad R", con n > 3. Dobbiamo, seguendo Mikhlin, calcolare il simbolo
matriciale o di K e verificare che

ziénafQ |deto(x, ()| >0, (B.4)

CEBp—1

(vedi [M, §13, §40] per le definizioni di simbolo e simbolo matriciale). Per farlo
scegliamo un Z € 9f) ed operiamo un cambio di variabile nel nostro problema
tramite una rototraslazione in modo che, nel nuovo sistema, £ = 0, i vettori
(M, ,Mn—1,0) risultino tutti tangenti ad Q in z e (0,...,0,—1) sia la normale
uscente di © in Z. Mikhlin in [M, §21] mostra che, come conseguenza del cambio di
variabile, ogni elemento del simbolo matriciale subisce una trasformazione lineare
del secondo termine del suo argomento e quindi la stessa trasformazione subira il
secondo termine dell’argometo del determinante del simbolo matriciale. Nel caso
di una rototraslazione la trasformazione lineare ¢ data dalla rotazione. Ma allora
I'insieme dei valori assunti dal determinante del simbolo matriciale ¢ invariante
per questo cambio di variabile e possiamo dedurre la validita di (B.4) calcolando
il simbolo o(Z, () nel nuovo sistema (71, ...,m,). In queste coordinate ’equazione
(B.2) diventa, per z = Z,

_ 1 2u o ~ _ _
01(T) + ——— ——n(y) doy +Bilp|(Z) = 2¢1(7),
(z) o 2N Jog Tl (y) doy [¢](Z) (z)

_ 1 2u * Th—1 B _ _
n— - n d B,- = 2gn- )
On-1(Z) + o 2 /89 MR en(y) doy + 1lp)(7) In—1(Z)
1 2 * 1 ~
on(T) — K (1,0) - p(y) doy +Bu[d](F) = 20a(F),

on 20+ X Joq In|”

dove 0’ sta per (n1,...,Mn—1), (¥i)i=1....n, (gi)i=1,...n sono le componenti di ¢ e g
nel nuovo sistema, Béun operatore debolmente singolare.

Possiamo porre, per ogni ¢ = 1,...,n — 1, I%\ =Y;(¥), dove ¥ € 9B,,_1 e Y; ¢ la
i-esima armonica sferica (n — 1)-dimensionale di grado 1 (vedi ad esempio Folland
[F, p. 126] o Stein e Weiss [SW, IV, §2]). Denotiamo per brevita con Y (4J) il
vettore (Y1(9),...,Y,_1(9)) e con h il valore #, risultera allora

5(z,0) = < —i}zgf_tl(ﬁ) Z’hYl(é‘) ) |

(vedi [M, §13, §40]) e quindi |det o (z,9)| = % che & sicuramente diverso
da 0 per i valori di A e u consentiti (deve essere u > 0 e 2u + nA > 0, vedi (2.2)).

Ora, la matrice inversa di o(Z,1) si puo scrivere nella forma

o h? 0,1 O
7@9) 1:1"+1——h2< o 1)

+h< i&%) —ﬂ;(z?) > 2 < Y () @ Y(9) g > 7
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dove 0,,—1 & I'elemento nullo di M,,_1x,,—1(R), 0 & il vettore nullo n—1-dimensionale
e ® indica il prodotto tensore di vettori. Quindi, poiché alla somma di operatori
singolari corrisponde la somma dei loro simboli e alla composizione di operatori
singolari il prodotto dei simboli (vedi [M, §13]), (Z,49) ! & il simbolo dell’operatore
K’ definito da
h2
K'[e](z) = ple) + T (v(2) - 9(2)u()

*

+3h k(z,y — x)p(y) doy, + —hzz/ bl / (y_jz%()daydaz,

on  Joo o0 |2 —z|™ Jaq |y

per ogni ¢ € LP(0Q,R™) e per ogni z € 02 (v & la normale uscente di ).
K’ cosi definito & I'operatore che regolarizza K (vedi anche Maz’ya [MN, II, Capi-
tolo 2, Teorema 3]). Osserviamo che, grazie al teorema di Miranda [Mi, Teorema
2.1], si avra K'[f] € C™*(02,R") se © & un aperto di classe C™ 1% di R" ed
f e ™92, R™). Allora, se K[p] = f con p € LP(0Q,R") (1 < p < o0), si avra
anche

K'K[p] = ¢ + Clp] = K'[f] (B.5)

con K'[f] € C"™*(9Q,R™). Possiamo ora enunciare il seguente

Lemma B.1 Siano m € N, «a €]0,1[ ed Q un aperto di classe O™ di R",
sia f € C"™(0,R™). Allora ogni soluzione ¢ € LP(O2,R™) (1 < p < o0)
dell’equazione K|p| = f appartiene a C"*(0, R™).

Dimostrazione. Grazie al teorema [Mi, Teorema 2.I], K'[f] € C"™(9,R"™).
Notato questo, per m = 1 il Lemma si dimostra esattamente come [KGBB, IV,
Teorema 6.12]. Per m > 1 osservarviamo che, dalla (B.5), possiamo dedurre che,

per ogni j € N\ {0},
¢+ (-1YC[¢] = K'[f] - CK'[f] + - + (1)) 'O K[ f], (B.6)

dove, per ogni i € N, abbiamo indicato con C* la composizione dell’operatore C con
se stesso i volte. Osserviamo ora che C/ & un operatore debolmente singolare con
nucleo di classe Z(n—1—ja,m,a) (vedi [C, Teorema 4, Dimostrazione|) e quindi,
se 7 >ma~t, Cllp] € C™(92,R™) (vedi ad esempio [C, Teorema 22] o [KGBB,
IV, Teorema 2.7]). Occupiamoci ora del secondo membro di (B.6). Possiamo
mostrare che ogni termine della somma deve appartenere a C"™%(9Q, R™). Infatti,
per ogni ¢ € N, abbiamo

C'K'[f] + CC'K'[f] = K'’KCK'[f],

e quindi, se C'’K'[f] € C™*(0Q,R") per [Mi, Teorema 2.I] anche il secondo
membro di quest’ultima equazione deve appartenere a C"™%(9€2,R™), ma allora
CHIK'[f] € C™(052,R™). Poiche abbiamo gia osservato che K'[f] € C™(9Q, R™)
si conclude per induzione che C'K'[f] € C™(d2,R™) per ogni i € N.
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Ora dedurre che ¢ € C™%(92,R") & immediato. O

Un risultato analogo a questo si puo dimostrare anche per K*, infatti il simbolo di
K* ¢ il coniugato del simbolo di K (vedi [M, §34]). Inoltre il simbolo di K ¢ her-
mitiano e quindi, per [M, Teorema 4.40] Iindice di K & nullo, ovvero le dimensioni
degli spazi nulli di K e di K* sono identiche. E facile allora verificare il seguente

Lemma B.2 Siano m € N, a €]0,1[, Q un aperto di classe C™tH® di R" e
f e C™*(0Q,R™), allora per le equazioni K[p] = f e K*[¢] = f wvale il Teorema
di Fredholm in C"™*(0Q2,R™) .

(vedi Kupradze [KGBB, VI, Definizione 3.5]) e possiamo risolvere il problema (B.1)
con lo stesso tipo di analisi con cui si risolvono questi problemi nella teoria classica
del potenziale. Si puo trovare questo lavoro svolto per n = 3 in Kupradze [KGBB,
VI, §5] e vedremo qui sotto come ottenere gli stessi risultati per n > 2 qualsiasi.
Avremo bisogno di poter usare il Teorema A.2 anche su insiemi non limitati (vedi
Teorema B.5) e per poterlo fare in dimensione n = 2 dobbiamo prima dimostrare
i due seguenti Lemmi tecnici.

Lemma B.3 Se € LP(0L,R") (1 <p < o0) e K*[p] = 2f allora [, o(y)doy =
faQ f(y) doy.

Lemma B.4 Sia n = 2, sia ¢ € LP(OQ,R") (1 < p < o0) e sia K*[p] = 2f.
Allora il potenziale elastico di semplice strato v[p] si annulla all’infinito se e solo
se [o0 f(y)doy = 0.

Dimostrazione. (Traccia) Il primo Lemma si dimostra direttamente grazie al-
la definizione di K* ed al Teorema A.13. Per il secondo, dopo aver scritto per
esteso l'espressione di v[p] usando la (A.1), osserviamo che basta dimostrare che
S50 log(y — x)¢(y) doy & infinitesimo per |z| — oo se e solo se [, f(y) doy = 0.
Questo non ¢ altro che Folland [F, 3.35]. O

Possiamo cosi dedurre dal Corollario A.4 il seguente Teorema.

Teorema B.5 Sia ¢ € C°(0Q,R"™), K*[¢] = 2f. Allora, se n > 3 oppure n = 2
e faa f(y)doy, =0, si ha

/ B(vlg], vlg]) dz = — / ole] (Tdolg])va] dor,
Q o0

E con questo siamo pronti a mostrare che

Lemma B.6 Siano m € N e a €]0, 1], sia Q un aperto limitato di R™ di classe

C™Hha ¢ sig R™ \ Q costituito da un’unica componente connessa. Allora se ¢ €
LP(OQ,R") 1 <p<oo) e Kp] =0, p =0.
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Dimostrazione. Per i Teoremi A.13 e B.5 si ha fRn\Q E(v]g], v[¢]) dx = 0, e quindi
E(v[p], v]p]) = 0in R"\Q. Ma allora, per ogni x € R™\Q, v;[p](z) = >_; a;;z;+b;,

con a;j, b; reali, costanti e a;; = —aj;, per ogni i,j = 1,...,n (vedi Kupradze
[KGBB, III, §1, 2]). Poiché sappiamo che v[p](z) — 0 per |x| — oo deve essere
a;; =0eb; =0, per ogni ¢,j = 1,...,n. Quindi fu[gthn\Q = 0 identicamente su

R™\ Q. Allora, per il Lemma 2.2, anche v[¢]jn = 0 (infatti v[¢] & continua, nulla
su 09 e vale A(0;)v[p] =01in Q). Ora

lim = (Tdv[¢](z))va(zo)] —  lim  (Tdv[g](x))[ra(ro)] = —¢(xo)

T—x( T—T(

zEug(zo) 1:61/5(1‘0)

per ogni xgy € €2, e sara percio ¢ = 0. a

Abbiamo cosi mostrato che lo spazio nullo di K* & banale e quindi, per il Lemma
B.2 e per il Teorema di Fredholm possiamo affermare che

Teorema B.7 Se ) ¢ un aperto limitato di R™ di classe C™ 1 R™\Q & connesso
ed f € C™ (90, R™), allora esiste ed é unica ¢ € C™* (90, R™) tale che K[p] = f.

Abbiamo gia visto che lo spazio nullo di K ha la stessa dimensione di quello di
K*, & quindi chiaro che dovra anche essere

Teorema B.8 Se Q ¢ un aperto limitato di R™ di classe C™ L R™\ Q ¢ con-
nesso ed f € C"™*(0Q,R"), allora esiste ed é unica ¢ € C"™*(0Q,R™) tale che

K*[p] = f.

Siano ora H e H* gli operatori definiti, per ogni ¢ € C"™*(9, R™), da

Hipl@) = o(@)=2 [ 3 )T e - y)lvla)] doy,
j=1
) = (a0 -2 [ ey - o)) )

Allora, con le stesse argomentazioni usate dimostrare il Lemma B.2 possiamo
provare il seguente.

Lemma B.9 Sia Q un aperto di classe C™1 di R e f € C"™%(9Q,R"), al-
lora per le equazioni H*[p] = f e H[p|] = f wale il Teorema di Fredholm in
C™(9Q,R™) .

Inoltre notiamo che, se p € C™~5%(9Q, R") risolve 'equazione H[p] = —2f, con
f e C™(0Q,R"), allora la funzione che si ottiene estendendo il potenziale di
semplice strato v[¢]|q a cl2 (vedi Teorema A.6) ¢ una soluzione in C""*(cl2,R")
del problema di Neumann interno

A(0,)v=0 in clQ),
(Tdv)[vg) = f su Q.
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Nel seguito ci sara utile considerare K, K*, H, H* come operatori definiti da
L?(02,R™) in se stesso (vedi Mikhlin [M, Teorema 2.1]). Se M & un operatore di
L2(092,R™) in se stesso chiameremo N (M) lo spazio nullo di M e R(M) la sua
immagine. Inoltre se A e B sono sottospazi di L?(99, R") indicheremo con con A=+
il sottospazio di L2(952,R™) ortogonale ad A e con A @ B ¢ il sottospazio generato
da A UB. Si avra allora

Lemma B.10 La mappa che a ¢ € L*(9,R™) associa il potenziale elastico di
strato semplice v]p] e un isomorfismo tra N(K*) e N(K).

Dimostrazione. Per prima cosa proviamo che, se ¢ € N(K*), allora v[¢] € N(K).
Infatti, per il Lemma B.3 ed il Teorema B.5, si avra

[ Bl do =~ [ oll(Tdula)lva] do, = 0.
R™\Q 89

e quindi, poiché E(v[p], v[¢]) & positivo, E(v]p], v[¢]) = 0in R™\Q. Per il Corollario
A.3 dovra allora essere E(v[g], u) = 0 in R™\ Q, per ogni u € C*(R" \ Q,R"). Ma
allora per ogni x € Q e per ogni j =1,...,n,

—/ vl (y)(TdLY) (y — 2))[va(y)) doy = / E(v[e](y), TV (y — 2))dy =0,
89 R™\Q

(vedi Corollario A.4) e quindi

v z0) = lim v Uy — 2))[v Oy =
Kol o) = i, | (lelo@ad g —obaw)) | da, =0,

per ogni z¢ € 0. Questo equivale a v[p] € N(K).

Ora, abbiamo gia osservato che N(K) e N(K*) hanno la stessa dimensione. Per
concludere la dimostrazione del Lemma sara percio sufficente osservare che, per il
Teorema A.13,

lim ~ (Tdv[¢](x))va (o)l — lim  (Tdv[g](z))[va(zo)] = —¢(xo)

T—T( T—x(

zGV?{(CL‘O) :L‘Eu&(zo)

per ogni zg € Jf, e questo implica che se v[p] & nulla, cosi deve essere p. La
mappa ¢ +— v[p| € percio iniettiva, quindi un isomorfismo. a

Analogamente si prova che

Lemma B.11 La mappa che a ¢ € L*(99,R™) associa il potenziale elastico di
strato semplice v]p] e un isomorfismo tra N(H) e N(H*).

Seguendo quanto fatto da Kupradze in [KGBB, VI, §5, Teorema 5.9], siamo ora in
grado di provare la seguente
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Proposizione B.12 Siano m € N\ {0} ed « €]0,1[, sia Q un aperto limitato di
R™ di classe C™%, sia R™ \ Q connesso e sia g € C"™*(0Q,R™). Allora esiste ed
¢ unica u € C™*(cl,R™) N C>(Q,R") tale che

A(0z)u=0 in Q,
U=y su 0f2.

Dimostrazione. La soluzione u non ¢ altro che il potenziale di strato doppio w|p]
con densita ¢ soluzione di (B.2), dobbiamo verificarne la regolarita.
Consideriamo il potenziale w[g]. Per Kupradze [KGBB, V, §8] si avra, per ogni
x € 01,

lim  (Tdw(g)(z))[va(zo)] — lim (Tdwg](x))[va(zo)] = 0.

T—T( T—x(

:L‘Eug(cvo) 1:61/5(10)

Inoltre la funzione (Tdw(g])[vq] appartiene a C™ 1*(9Q, R") ed & sicuramente
ortogonale a N(K) (che ¢ banale). Proviamo che & ortogonale anche allo spazio
nullo di H*. Sia f € N(H¥), allora per il Lemma B.11 esiste ¢ € N(H) tale che
v[y)] = f, ma allora, per il Teorema A.2,

f - (Tdulg)lval do, = | B([v],wig])do
o0 Q

e, poiché & facile verificare che E(v[¢], v[¢]) = 0 in Q, per il Corollario A.3, I'ultimo
integrale scritto e nullo.

Per i Lemmi B.2 e B.9 esisteranno allora due funzioni g1, go € C™~5%(9Q, R") tali
che i potenziali di semplice strato v[g1] e v[gs] siano rispettivamente la soluzione
del problema di Neumann interno ed esterno con dato al bordo (Tdwl[g])[vq].
In particolare avremo allora w|gljq — v[g1]jo € N(H) e w[g]jrn\c10 — v[g2][rm\c10 €
N(K*). Esisteranno quindi (a;)ij=1,...n, (0i)i=1,....n, (¢ij)ij=1,..n € (di)i=1,... n reali,
costanti e tali che

w[g] (l‘) = v[gl](w) + (Z Qx5 + bi)izly,,,7n Vrec,
J
wlgl(x) = wv[g2](x) + (Z CijTi + di)i=1,..n VeeR"\Q,

(vedi Kupradze [KGBB, III, §1, 2]).

Poniamo v1(z) = v[g1](z) + (32 aijzj + bi)i=1,...n (¥ € cl2) € v = v[g1]rn\o (nO-
tiamo che c;j, d; devono essere nulli per ogni i,j = 1,...,n, infatti w(g]|rn\ca0 —
v[g2]rr\c1i0 € infinitesimo per |z| — oo0). Sia poi v = v — vy. Allora v €
C™ (99, R™) e risolve il problema di Dirichlet interno con dato al bordo g. Per
verificarlo basta osservare che, per Teorema A.12, sara, per ogni = € 0€2,

v(z) = vi(7) —v2(2) = wgl(x) — w[g)(z) = g(x).

Per il Lemma 2.2, v deve quindi coincidere con w(p]. Questo prova il nostro asserto.
O
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La Proposizione B.12 non é ancora il risultato che cercavamo, vorremo infatti poter
indebolire le ipotesi su §2 e dimostrare ’esistenza e 'unicita di una soluzione in
C™ (092, R™) anche nel caso in cui € & un aperto limitato di classe C"™* e R\ Q &
costituito da piu componenti connesse, una delle quali necessariamente illimitata.
Lo faremo seguendo Folland [F, 3, §E]. Ci servira a tale scopo il prossimo Lemma
B.13, la cui dimostrazione si pud facilmente ottenere adattando al nostro caso
quella di [F, Proposizione 3.39, Corollario 3.40].

Lemma B.13 L?(0Q,R") = (N(K))* @ N(K*) = R(K) @ N(K).

Siamo ora pronti per dedurre nel prossimo Teorema il risultato principale di questa
Appendice.

Teorema B.14 Siano m € N\ {0} ed a €]0,1[, sia Q un aperto limitato di R™ di
classe C™* e sia g € C™*(0Q,R™). Allora esiste ed é unica u € C™(clQ2,R™) N
C>®(Q,R"™) tale che
A(0x)u=0 inQ,
{ U=y su 0f2.

Dimostrazione. Basta infatti osservare che deve essere g = g1+ g2 con g1 € R(K)
e g2 € N(K). La soluzione ¢ allora u = w[p1] + v[ps2] con K[p1] = g1 e v[pa] = g2,
2 € N(K*) (vedi Lemma B.10) e non rimane che verificarne la regolarita.
Poiché ¢o € N(K*) si avra, per il Lemma B.1, ¢ € C™ 19(0Q,R") e quindi
per le proprieta del potenziale di semplice strato dimostrate nel Teorema A.6,
vlpa] € C™(cl,R™). In particolare sara allora go € C™<(0Q2,R™) e percid
g1 € C™(0Q,R™). Sia ora R"\ Q = Qo U Qq U--- U Q, la scomposizione di
R™\ © in componenti aperte e connesse e sia )y la componente illimitata (notiamo
che per la regolarita e limitatezza di {2 la scomposizione & sicuramente finita e la
componente illimitata € unica). Sia poi, per ogni i = 1,...,r, u; € C"™(clQ);, R™)
I'unica soluzione del problema

A(@m)uz =0 in Qi,
u; = g1jpq,  Su 08,

che esiste per la Proposizione B.12. Sia quindi @ la funzione definita su R™ \ Qg
che coincide con wlpi] su cl e con u; su cl€); (i =1,...,7). Allora @ & continua
e si verifica con un argomento basato sul Teorema A.2 che risolve il problema

{ A(Dr)u=0 in [DVR"\ Q)] (B.7)

u=gja0, sudfl.

Dovra quindi coincidere con 'unica soluzione ug € C"*(R™ \ Qy,R") di (B.7),
altrimenti w—wug sarebbe una soluzione non nulla del problema omogeneo associato,

e questo non puo essere per il Lemma 2.2. Si conclude allora che anche w[pq] €
C™*(clQ2, R™) e percio u = w(p1] + v[pz] € C"(cl2,R™). ]






Bibliografia

[B] H. Brezis, Analisi Funzionale. Teoria e Applicazioni, Liguori Editore, 1986.

[C] A. Cialdea Appunti di Teoria del Potenziale, (A.A. 2001-2002), Dip. di
Matematica, Universita della Basilicata.

[D] K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin, etc.,
1985.

[DM] G. De Marco, Analisi Due/2, Decibel editrice, Padova, 1993.

[F] G.B. Folland, Introduction to Partial Differential Equations, Princeton
University Press and University of Tokyo Press, Princeton, New Jersey, 1976.

[GT] D. Gilbarg e N.S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer Verlag, 1983.

[KGBB] V.D. Kupradze, T.G. Gegelia, M.O. Basheleishvili e T.V. Burchuladze,
Three-dimensional Problems of the Mathematical Theory of Elasticity and
Thermoelasticity, North-Holland Publ. Co., 1979.

[L] M. Lanza de Cristoforis, Properties and Pathologies of the Composition and
Inversion Operators in Schauder Spaces, Acc. Naz. delle Sci. detta dei XL,
15, (1991), pp. 93-109.

[LP] M. Lanza de Cristoforis e L. Preciso, On the Analyticity of the Cauchy Inte-
gral in Schauder Spaces, Journal of Integral Equations and Applications, 11,
(1999), 363-391.

[LR] M. Lanza de Cristoforis e L. Rossi, Real analytic dependence of simple and
double layer potential upon perturbation of the support and of the density,
Journal of Integral Equations and Applications, 16, (2004), 137-174.

[MN] V.G. Maz'ya e S.M. Nikol’skii, Analysis. IV. Linear and boundary inte-
gral equations, Encyclopedia of Mathematical Sciences, 27, Springer-Verlag,
Berlin, 1991.

[M] S. G. Mikhlin, Multidimensional singular integrals and integral equations,
Pergamon Press, Oxford, etc., 1965.

o1



52

[Mi] C. Miranda, Sulle proprieta di regolarita di certe trasformazioni integrali,
Memorie dell’Accademia Nazionale dei Lincei, 7, (1965), 303-336.

[PA] G. Prodi e A. Ambrosetti, Analisi non lineare, Editrice Tecnico Scientifica,
Pisa, 1973.

[SW] E. M. Stein e G. Weiss, Fourier Analysis on FEuclidean Spaces, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1971.

[Sch] L. Schwarz, Analyse IV, Applications de la théorie de la mesure, Hermann,
Parigi, 1993.

[T] G.M. Troianiello, Elliptic Differential Equations and Obstacle Problems,
Plenum Press, New York and London, 1987.

[V] T. Valent, Boundary Value Problems of Finite FElasticity, Springer-Verlag,
Berlin, etc., 1988.

[Vi] P. Villaggio, Qualitative methods in elasticity, Noordhorff Iternational
Publishing, Leyden, 1977.



Altri ringraziamenti

Per testimoniare loro la mia profonda e sincera gratitudine voglio che i nomi delle
seguenti persone compaiano nella mia Tesi di Laurea: Nonno Valente, Nonna
Itrene, Gigi, Tita, Giulio, Andrea, Dario Benetti, Stefano Marchioro, David Fac-
chini, Massimo Cerquetani, Misa, Carlo Morello, Carla Pamato, Cristiano Filippi
Farmar, Lavinia, Patrizia Laquidara, Sorin Victor Martoiu, Luca Prelli, Andrea
Isella, Paolo Scavazza, Marco Sancio, Silvana, Willy, Giordano, Ernesto e Berto,
Alberto Lovison, Lucia Rossi, Clara, Blandina, Sara, Roberta Trovato, Rober-
ta Sartori, Mr.Atoz, cugina Valentina, Tobia, Attila, F.Tomizza, il mosegagno,
Nagata, Santini, Giumbolo, sig. Bruna, Carlo, Bruno, Giorgio, Marco, Eleonora,
Agnese, Raffaella, Luca Mertens, il canarino Pippo, Sara S., Sara D., la Moscona,
Raffaele Marigo, Andrea Dalbianco, Riky, Micia, Tamara, Filippo Gatto, Daniele
Chinellato, Nicola, Silvia, Davide, Nereo, Ivano P., Giorgio C., Mingus, Val-
ter V., Gelindo, quelli della Sala Studio, Filippo, Davide M., Checheto, Loita,
Moreno Mencato, Manlio, Michele, Cristian, Marco, Neno, M.Vianello, Angelo,
Wong, Mario, Simone, Matteo, Davide, David Gugliemoni, Sona Bena!, Gnagni,
il cammello Camillo con tre gobbe,......



