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I. Wstep

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest przedstawienie teoretycz-
nych podstaw kawatkami deterministycznego procesu Markowa (nazy-
wanego dalej PDMP ze wzgledu na uzywang w pracach naukowych
oryginalna nazwe Piece-wise deterministic Markov process) oraz jego
zastosowarn w modelowaniu konkretnych zjawisk i proceséw biologicz-
nych, chociaz nie sa to jego jedyne zastosowania [19, 4, 18].

W chwili obecnej uptyneto przeszto 30 lat od sformutowania pet-
nego matematycznego opisu tej rodziny proceséw stochastycznych w
literaturze. Po raz pierwszy ich opis pojawit sie w pracach M.H.A. Da-
visa [17, 16] (jako klasy tak zwanych proceséw niedyfuzyjnych). Mo-
dele, ktore wedtug wspétczesnego stanu wiedzy mozna zaklasyfikowac
jako PDMP, powstawaly i wczesniej i pdzniej, zwtaszcza w genetyce,
dotykajac takich zagadnien, jak opis cyklu komérkowego [71], ewolucji
neuronow [69], czy ekspresji gendw [47]. Poczatkowo, prébowano opisy-
waé ewolucje w czasie poziomdw biologicznych mikroczgsteczek na dwa
sposoby: z dynamika dyskretng lub ciggta (podziat wedtug [32]). Nas
bedzie interesowaé ten drugi przypadek, ktéry dotyczy uktadéw mniej
tub bardziej skomplikowanych réwnan rézniczkowych, zadajacych ukita-
dy dynamiczne (miedzy innymi modele Volterry-Lotki, Kotmogorowa,
SIR i inne, wiele z nich zostato omdéwionych w ksigzce [65]). Koncentro-
wano sie wiec na badaniu jakosciowych wiasnosci tych uktadéw. Pézniej
pojawity sie tak zwane stochastyczne uktady hybrydowe [30], tacza-
ce ze sobg ciagte i dyskretne, regulowane stochastycznie, przestrzenie
stanéw. Matematycznym narzedziem ich opisu jest PDMP. Wprowa-
dzenie specyficznego zaburzenia o stochastycznym charakterze zmienia
spojrzenie na ewolucje modelowanych zjawisk. Omawiane zaburzenie
polega na przelgczaniu miedzy sobg dwoéch lub wiecej uktadéw dyna-
micznych z pewnymi zadanymi funkcjami intensywnosci przetgczania.
Nalezy podkresli¢, ze w procesie PDMP intensywnosci te moga zaleze¢
od aktualnego potozenia punktu w przestrzeni fazowej. Jest to powaz-
na zmiana w stosunku do sytuacji deterministycznej: dla pojedynczego
uktadu dynamicznego, startujgc z jakiego$ punktu i poruszajac sie w
sposéb zadany przez ten ukiad, w kazdej nastepnej chwili czasowej
tez jesteSmy w punkcie. Za to dla uktadéw ze stochastycznym prze-
tacznikiem, startujac z punktu, otrzymamy w dowolnej chwili rozkiad
potozenia absolutnie ciggty wzgledem miary Lebesgue’a.
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Rysunek 1. M. H. A. Davis stworzyt podstawy teore-
tyczne PDMP (1984), rysunek pochodzi ze strony [84],

Tworzac modele zjawisk biologicznych oparte o PDMP, pod wzgle-
dem matematycznym jesteSmy na obecnym etapie wiedzy zaintereso-
wani dwoma kwestiami: sprawdzeniem, ze takie modele rzeczywiscie
mozna zidentyfikowa¢ jako PDMP, a po drugie asymptotyka dtugocza-
sowg takich proceséw, to znaczy odpowiedzig na pytanie, czy jesteSmy
w stanie okresli¢ typ rozktadu procesu, gdy czas zmierza do nieskonczo-
nosci i wyznaczy¢ zbior, na ktorym taki rozktad stabilizuje sie. Okazuje
sie, ze w wielu przypadkach odpowiedz jest twierdzaca. Zatézmy, ze po-
czatkowy rozktad (w chwili t —0) jest absolutnie ciggty wzgledem mia-
ry produktowej zdefiniowanej na iloczynie kartezjanskim d-wymiarowej
przestrzeni W1 i zbioru skonczonego. Wéwczas ewolucja czasowa pro-
cesu (stan w chwili t > 0) nie zmienia charakteru tego rozktadu, a co
wiecej istnieje gestosé stacjonarna (zwana niezmienniczg), ktéra petni
role granicznego rozktadu dla procesu, gdy czas zbiega do nieskoriczo-
nosci. Osiggniecie tych wynikéw wigze sie jednak z przejsciem do teorii
potgrup Markowa, ktére postuzg do opisania zmian rozktadoéw (gesto-
éci) PDMP wraz z uptywem czasu. Podejscie przez badanie pétgrup
operatoréw o szczegélnych wlasnosciach nie jest tu nowe, gdyz byto juz
stosowane do analizy proceséw stochastycznych o podobnych cechach
jak PDMP [60, 42]. Potrzebny elementarz z teorii pétgrup Marko-
wa przedstawimy po6zniej w tej rozprawie. Ponadto, wspotczesnie coraz
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czesciej chcemy sprawdza¢ poprawnosé teoretycznych wynikéw, two-
rzac komputerowe symulacje trajektorii i rozktadéw PDMP. Ze wzgle-
du na bogactwo jezykéw programowania i wyspecjalizowanych narzedzi
z gotowymi bibliotekami do nietrywialnych analiz wtasciwosci matema-
tycznych, jest to zadanie, ktére mozna w wielu przypadkach wykonag.
Wreszcie, zastanawiamy sie nad mozliwymi uogélnieniami wynikow i
dalszymi problemami badawczymi, ktérych ze wzgledu na Swiezos¢ tej
teorii wydaje sie by¢ bardzo duzo.

Niniejsza praca jest uporzadkowana w nastepujacy sposob. W roz-
dziale Il wprowadzamy najpierw podstawowe definicje zwigzane za-
réowno z PDMP, jak i z narzedziami do badania jego rozkiadéw oraz
asyinptotyki ditugoczasowej. W drugiej czesci tego rozdziatu podaje-
my przyktady modeli biologicznych w oparciu o procesy stochastyczne
z rodziny PDMP. Opisujemy szczeg6lnie wazny dla dalszych rozwa-
zan w niniejszej rozprawie model ekspresji genéw, najpierw w wer-
sji z jednym produktem ekspresji - biatkiem, opisany w pracy [70], a
p6zniej w wersji z dwoma produktami ekspresji - mMRNA i biatkiem,
ktéry zostat zbadany w pracy [10] oraz wzmianke o gtdwnym wyniku
tej pracy. Celem badan autora rozprawy byto uzyskanie analogicznych
wynikéw w badanych przez niego modelach. W rozdziale Il znajduje
sie pierwszy ze zbadanych przez autora modeli; dwuwymiarowy model
inhibicji enzyméw, opisujacy wspoétzaleznosé dwoch typow substancji:
enzymu oraz inhibitora, ktéry na enzym dziata hamujgco. Aktywnosé
inhibitora jest sterowana przez PDMP. Matematyczne znaczenie wy-
niku dotyczy odpowiedzi na pytanie, czy pomimo opisu modelu przez
uktad réwnan rézniczkowych z zaburzeniem stochastycznym o charak-
terze PDMP, ktérego prawe strony sa tylko kawatkami rézniczkowalne,
wciaz istnieje gesto$¢ stacjonarna dla procesu. Ponadto, w ostatniej
czesci tego rozdziatu sprawdzamy poprawnos$¢ naszych wynikéw, two-
rzac symulacje rozwazanego modelu w $rodowisku Wolfram Mathema-
tica [83] w oparciu o stochastyczny algorytm Gillespiego [21], Praca
zostata opublikowana w monografii Springer Proceedings in Mathema-
tics: Semigroups of Operators [72]. Wspomniany kod natomiast, jest
wciaz rozwijany i stanowi jeden z dalszych kierunkéw pracy nad ana-
lizg takich modeli. Rozdziat 1V dotyczy drugiego ze zbadanych przez
autora modeli - modelu ekspresji genéw z trzema typami czgsteczek
(fazami dojrzewania genu): pre-mRNA, mRNA oraz biatek. Taki mo-
del stanowi rozszerzenie modelu z [10]. Uzyskano wynik podobny do
rezultatu w modelu dwufazowym, lecz trudnosci zwigzane z przenie-
sieni rozwazan do przestrzeni tréjwymiarowej spowodowaty koniecz-
nos$¢ stworzenia nowego podejscia do dowodu twierdzenia o istnieniu
gestosci stacjonarnej. Korzystamy tu z elementarnej wtasnosci zapisu
macierzy rozwazanego uktadu w bazie wektoréw wilasnych. Co wiecej,
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ze wzgledu na bogatsza dynamike takiego uktadu, pojawiaja sie pew-
ne dodatkowe efekty jakosciowe, niecbecne w przypadku dwuwymiaro-
wym, niektdre z nich zostaty zasygnalizowane w pracy [48]. Takze o
nich wspomnimy w trakcie analizy tego modelu. Zaznaczmy przy tym,
iz uzyskany wynik mozna rozszerzyé na model z wiekszg iloscig faz
biorgcych udzial w procesie ekspresji genu. W nastepnej czesci tego
rozdziatu uzyskany wynik sprawdzono symulacyjnie, przy pomocy roz-
szerzenia wspomianego wczesniej kodu na mozliwos¢ analizy modeli w
wyzszych wymiarach niz wymiar 2. W momencie ukoriczenia niniejszej
rozprawy, praca [33] poswiecona temu zagadnieniu ma status przyjetej
do druku w czasopismie Journal of Theoretical Biology. Pytanie, jakie
zawsze pojawia sie przy modelowaniu proceséw biologicznych, dotyczy
dopasowania danych eksperymentalnych do zbudowanego modelu. W
przypadku PDMP najciekawsza z praktycznego punktu widzenia wyda-
je sie kwestia, jak dobra¢ odpowiednio funkcje intensywnosci przejscia
miedzy stanami aktywnosci badz nieaktywnosci. Rozdziat V zawiera
krétkie omowienie narzedzi bioinformatycznych przygotowanych przy
wspdtudziale autora, opartych o dane eksperymentalne: Seainspectora,
wstepnie zaakceptowanego do publikacji w czasopismie BMC Bioinfor-
matics [54] i AnnoGene [73], opublikowanego w czasopismie Journal
of Applied Computer Science Methods. Ostatni rozdziat zawiera pod-
sumowanie uzyskanych wynikoéw i dalsze perspektywy badawcze, ktore
sg inspirowane przez modele [57, 27, 68]. Spis literatury i zrédet in-
ternetowych zostat umieszczony na koricu w bibliografii.



Il. PDMP i narzedzia do jego badania

1. Podstawowe definicje

W tym rozdziale oméwimy podstawowe pojecia zwigzane z kawal-
kami deterministycznym procesem Markowa w ogélnym ujeciu i narze-
dziami do badania jego asymptotyki dtugoczasowej. Przyjmujemy dla
dalszych potrzeb umowe, ze Rd bedzie oznacza¢ d—wymiarowa prze-
strzen rzeczywistg, a x = (x°,...xd) punkt z tej przestrzeni, ponadto
przez B(X) bedziemy rozumie¢ rodzine podzbioréw borelowskich X.

Definicja 1. Proces stochastyczny X(t) z czasem dyskretnym lub
ciagtym T o wartosciach w mierzalnym podzbiorze E C Rd nazywamy
procesem Markowa, jezeli spetniony jest warunek:

P(A\Jrt) = P(ANJ-=t) dlat>0iAe T>u
gdzie rozwazamy nastepujace a—algebry:
E=t= a(Xt) = {X~1(B):BeB(E)},

Pt = a(Xs:s < £),

T>t= a[Xs:s> t),
nazywane, odpowiednio, terazniejszoscig, historig i przysztoscig proce-
su X(t). Ponadto, jezeli rozwazane prawdopodobienstwa nie zaleza od
wyboru chwili czasowej t, to mamy do czynienia z procesem Markowa

jednorodnym w czasie i wiasnie takie procesy bedziemy rozwazac w tej
rozprawie.

W toku badan bedzie nas interesowaé szczegdlna wiasnos¢ proceséw
Markowa, ktéra wymaga jednak zdefiniowania waznego pojecia z teorii
proceséw stochastycznych.

Definicja 2. Niech t(u> bedzie zmienng losowa, przyjmujaca war-
tosci ze zbioru T lub oo. Jezeli dla kazdegot £ T mamy {r < t} €
to zmienng r nazywamy momentem zatrzymania lub momentem Mar-
kowa.

Zdefiniujmy a—algebre 3r= := fr(UiG "~ i)- Z momentem zatrzymania
wigzemy natomiast a—algebre

Jt {A6Jw:Vterd n{r<t}6fjgt}-
Teraz mozemy juz zdefiniowa¢ mocng wlasnos¢ Markowa.

8
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Definicja 3. Niech r bedzie momentem zatrzymania, ktéry przyj-
muje prawie na pewno skoriczone wartosci. Proces Markowa X (t) ma
mocng wiasno$¢ Markowa, gdy dla kazdego takiego r i kazdego s > 0
zachodzi rownos$é P(XT+S £ B\Tt) = P(XT+S £ B\XT).

Mimo licznych zastosowan proceséw Markowa z czasem dyskretnym
[1], w niniejszej rozprawie ograniczymy sie do proceséw Markowa z cza-
sem ciggtym. W takim przypadku, najbardziej ogélna definicja PDMP
powinna brzmie¢ nastepujgco:

Definicja 4. Proces Markowa z czasem ciggtym X = (X(t))t"o
jest PDMP, jezeli istnieje rosngcy ciag losowych czaséw (tn), zwanych
czasami skokdéw, taki, ze trajektorie X(t) sg zdefiniowane determini-
stycznie w kazdym z przedziatow (tn,tn+1).

Deterministyczng czesé¢ procesu PDMP stanowia semipotoki.
Definicja 5. Ciggle odwzorowanie .. : R+ x Rd —Rd nazywamy
semipotokiem na Rd, jezeli spetnia ono dwa warunki:
e tmx = X, dlag € Rd,
e ns+tx = Is(ntx), dla.x £ Rd,s,t £ R+.

W dalszym toku tej pracy beda nas interesowa¢ semipotoki gene-
rowane przez réwnania rézniczkowe. Skorzystamy z klasycznego twier-
dzenia Maxa Miillera [81],

Twierdzenie 1. Niech v,w £ C°([0, T], Rd) i v(t) < w(t). Zatoz-
my, ze f £ C°(K,Rd), gdzie K —{(t,x) :t £ [0,T] iv{t) < x < w(t)}

oraz ze dlai — 1 mamy odpowiednio Vv[(t) < fi{t,x), a takze
w[{t) > fi(t,x), gdy ag = vft) i Xi —wft). Wtedy, problem poczatkowy
1) u(t) = f(t,u(t)), u(0) = ¢,

gdzie v(0) < ¢ < w(0) ma rozwigzanie, spetniajace v(t) < u(t) < w(t).

W powyzszym twierdzeniu przez nieréwnosci miedzy dwoma ele-
mentami zbioru Rdrozumiemy nieréwnosci miedzy ich wszystkimi wspot-
rzednymi na odpowiadajgcych sobie pozycjach.

Nalezy wyro6zni¢ dwie istotne klasy procesow PDMP, ze wzgledu
na charakter ich zachowania w czasach skoku: procesy, ktére wtedy
zmieniajg swoja wartos¢ (ale nie dynamike), i procesy, ktére zmieniajg
swojg dynamike. W pierwszej z tych klas, potokach ze skokami ruch
punktéw pomiedzy skokami jest opisany przez semipotok n, to znaczy
7lg oznacza poczatkowe potozenie punktu x w chwili t = 0, za$ #t(r)
jego pozycje w chwili t > 0. Punkt x moze dokona¢ przeskoku z inten-
sywnoscig A(x) do punktu y, ajego pozycje po skoku opisuje funkcja
prawdopodobienstwa przejscia P(x, B). Przyktadami tych proceséw sg
modele z prac [59, 78]. Reprezentantami drugiej z klas sg wszystkie
nizej opisywane modele i do ich precyzyjnego opisu przejdziemy przy
okazji ich omawiania, w szczeg6lnosci zdefiniujemy doktadnie, wedtug
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jakiej zasady nastepuje przetaczanie miedzy semipotokami, czyli jak
wygladaja funkcje intensywnosci przejscia i funkcja prawdopodobien-
stwa przejscia.

W niniejszej rozprawie skoncentrujemy sie na podklasie proceséw
PDMP ze zmieniajgcq sie dynamika. W ogoélnej sytuacji, zatézmy, ze
mamy skonczong ilo$¢ semipotokéw n\,i E I = {1, na przestrzeni
Rd. Stan uktadu to para (x,i) E E x /. Bedac poczatkowo w dowol-
nym takim stanie, mozemy dalej poruszaé sie zgodnie z semipotokiem
Tale réwniez mozemy réwniez przetgczyé sie na stan (x,j) z pew-
ng ograniczong i cigglta intensywnosciag przejscia Qji(x). Tak opisany
proces jest procesem Markowa na E x /. Bardziej doktadny opis tej
klasy procesow PDMP byt uzywany przez autora rozprawy w jego pra-
cach. Nawigzuje on do opiséw podanych w [16, 10] i opiera sie na
koncepcji reprezentacji procesu przez ukiad réwnan rézniczkowych z
dodana funkcja przetacznikowa. Dla prostoty definicji naszego procesu
ograniczymy sie do dwoch semipotokéw, to znaczy niech I = {0,1}.
Rozwazmy nastepujacy ukiad réwnan:

F1(x1,x2,...,xd)
F2(xx,x2,...,xd)

Fi(1/(t),Xi,Xz2,...,Xd)

N = Fn(xi,x2,...,xd),

w ktérym startujemy zx° = (x°,..., ™) E Rd. O funkcjach Fi(xi, ...,xd)
zakltadamy, ze sg takie, by przy ustalonej wartosci funkcji y(i) réw-
nej 0 lub 1 zadawaty semipotok #\ Jak wiemy z teorii uktadéw dy-
namicznych, wystarczy, by funkcje Fi(x\,...,xd) byty klasy CI i ist-
niat zwarty zbior niezmienniczy dla wszystkich semipotokéw. Funkcje
7 : [0,00) —{0,1} definiujemy w nastepujacy sposob. Niech bedg da-
ne ;o £ {0,1}, Tq — 0, xg E Kd. Okreslmy 7(0) = io, a nastepnie
zdefiniujmy:

h gdy Tn”™ t < Tn+i,

©) W 1- i gdy t= Tn+i,

gdzie dla n ™ 1, Tnjest zmienng losowg o wartosciach dodatnich, spet-
niajaca zaleznos¢:
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FXs(i) = Prob(Tn- '
4
@ = 1—exp
X <~Tn 1(x"-0 -
©®) sm o\ X, gdy s = Tn,
gdzie
(6) X, = 7Tm-

Proces stochastyczny 7(t) nazywamy przetacznikiem (z angielskiego:
switching), co prowadzi do definicji nowego procesu stochastycznego,
ktéry porusza sie naprzemiennie trajektoriami wyznaczonymi przez se-
mipotoki 7T° i 7TL, a zmiana trajektorii nastepuje w kolejnych, losowych
momentach czasowych T,,, n = 1,2,... W ten wiasnie spos6b otrzymu-
jemy szczeg6lny przypadek procesu PDMP ((i), okreSlonego w kazdej
chwili t > 0 przez d+ 1—wymiarowy punkt:

@) C(0 = (*i(i). *2(0.-.*¢(0.7(0) = (*(0.7(0)-

Zbiér Rd x {0,1} nazywamy przestrzeniag stanéw procesu. Ponadto
funkcje gl nazywamy intensywnosciami skoku, a funkcja zmiany po-
tozenia procesu po skoku jest deterministyczna i zadana jako miara
Diraca W ogélnosci 7 (t) nie musi by¢ procesem Markowa, ale
£(i) jest nim, co sygnalizowane jest w [16]. Zmienna losowa Tn jest na-
zywana czasem n-tego skoku procesu. Takiego typu procesami PDMP
bedziemy sie zajmowac dalej w niniejszej rozprawie.

Bardzo konkretne procesy z rodziny PDMP zostang opisane w roz-
dziatach Il i IV. Teraz zdefiniujemy narzedzia przydatne do badan roz-
ktadow tych proceséw. Rozpoczniemy od wprowadzenia péigrup Mar-
kowa. Wiecej informacji o ich zwigzkach z procesami stochastycznymi
znajduje sie w monografii Lasoty i Mackeya [46], a takze, wraz z za-
stosowaniami w biologii, a nawet w fizyce w pracach przegladowych
[63, 55, 56], Podejscie przez pétgrupy Markowa i wykorzystanie zdefi-
niowanego nizej pojecia ich asymptotycznej stabilnosci jest czesto sku-
tecznym spososem nha badanie asymptotyki dtugoczasowej proceséw z
rodziny PDMP. Gtéwna idea rozumowania dotyczy tego, ze musimy
sprawdzi¢ nieredukowalnos$¢ pétgrupy i podaé pewne oszacowanie od
dotu przez tak zwane jadro catkowe (méwi o tym twierdzenie (2)).
Ten drugi postulat mozna sprawdzi¢ za pomocg tak zwanego warunku
Hérmandera, ktory réwniez podamy nizej. Podejscie alternatywne (bez
odnoszenia sie do pétgrup Markowa) jest oparte na rezultatach doty-
czacych charakteru rozktadéw PDMP i ich zbieznosci w pracy Bakhtina
i Hurtha [8] oraz grupy badawczej wspoétpracujacej z nimi, ktérg two-
rza Benaim, Le Borgne, Malrieu i Zitt (nalezy tu wspomnieé gtéwnie
prace [6, 7], ponadto wiekszos¢ wspbélnych wynikéw tej grupy zebrano
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w pracy przegladowej [82]), ale by skorzysta¢ z tych wynikéw, réwniez
musimy sprawdzi¢ obydwa wyzej wymienione warunki. Wprowadzmy
zatem potrzebne pojecia z teorii pétgrup Markowa.

Niech (X, E,ra) bedzie a—skoriczong przestrzenia mierzalng. Inte-
resowaé¢ nas bedag funkcje / E L1 —L*(X, £,m) okre$lone na tej prze-
strzeni. Przez nosnik takiej funkcji bedziemy rozumiec zbior

supp / = {x EX :f(x) ™ 0}.
W przeciwienstwie do klasycznej definicji nosnika, nie uwzgledniamy
tutaj topologicznego domkniecia powyzszego zbioru. Ponadto, wyro6z-
nijmy podzbiér D C L1 bedacy zbiorem gestosci, to znaczy
D={feL1:f~ 0, INl= 1.

Definicja 6. Liniowe odzorowanie P : L1—>L1 nazwiemy opera-
torem Markowa (stochastycznym), jezeli P(D) C D.

Inaczej moéwiagc, operator Markowa to taki operator, ktory prze-
ksztatca gestos¢ na gestosé.

Definicja 7. Rodzina operatoréw Markowa {P{t)}t>o, ktora spet-
nia nastepujgce warunki:

e P(0) =1d (warunek identycznosci),

e P{t+ s) = P(t)P(s) for s, t ™ 0 (warunek pétgrupowy),

e dla kazdego f E L1 funkcja t — P (t)f jest ciagta ze wzgledu
na norme w przestrzeni L1 (warunek silnej ciagtosci),

jest nazywana poétgrupg Markowa.
Wazng podklasg poétgrup Markowa sa potgrupy czesciowo-catkowe.

Definicja 8. Polgrupg Markowa {P{t)}t"o jest czesciowo-catkowa,
jezeli istnieja t0 > 0 i mierzalna funkcja k : X x X —[0, +00) takie, ze
dla kazdego f E D :

(8) b L K. a)m(dp)m(da) > O
i
9) PO f (p 1 k(p.a){a)m(da).

Interesowac nas bedzie pojecie asymptotycznej stabilnosci potgrupy
Markowa (w sensie Lasoty).

Definicja 9. Pé&lgrupa Markowa {P(t)}t>0 jest asymptotycznie
stabilna, jezeli

= istnieje gestos¢ niezmiennicza dla {P (t)}t™, to znaczy f* E D
taka, ze P(t)f* = f* dla kazdego t > 0O,
e dla kazdej gestosci f ED :

(10) Jim LR (O--11=0.
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Nastepnie definiujemy pojecie, ktore jest w pewnym sensie ,prze-
ciwne” do asymptotycznej stabilnosci, wprowadzone w [39].

Definicja 10. Pdtlgrupa Markowa {P(t)}t>0 jest wymiatajgca (ty-
pu zero) ze zbioru A € X, jezeli dla kazdego f £ D :

(12) HmJ P(t)f(x)m(dx) —O.

W pracy [61] sformutowano twierdzenie podajgce warunki wystar-
czajace na to, aby czesciowo-catkowa potgrupa Markowa byta asympto-
tycznie stabilna. Jednym z tych warunkéw jest istnienie jedynej gestosci
niezmienniczej, co w wiekszosci przypadkéw bardzo trudno udowodnic.
Okazuje sie jednak, ze mozna przyja¢ inny spos6b rozumowania. Mia-
nowicie, mozemy zredukowa¢ badanie dtugoczasowej ewolucji pétgrup
Markowa do wyboru pomiedzy asymptotyczng stabilnoscig a wymiata-
niem z wystarczajaco duzej klasy zbioréw. W swojej najbardziej ogoélnej
formie, nastepujgce twierdzenie jest prawdziwe:

Twierdzenie 2. [62] Niech X bedzie przestrzenig metryczna i X
bedzie 0 —algebra zbioréw borelowskich. Jezeli pétgrupa operatoréw Mar-
kowa {P{t)}tzo spetnia dwa warunki:

(a) dla kazdej gestosci f mamy /0° P(t)fdt > O prawie wszedzie,
(b) dla kazdego g0 £ X istnieje n > 0, t > 0 i mierzalna funkcja
n~ o, taka ze f r/dm> 0 i

P(Of(p) ™ H(p) .[£(<7Q*) f(q)m(da)

dla p £ X, gdzie B(q0, k) jest kulg o srodku O i promieniu k,

to potgrupa {P (t) }t"o spetnia Alternatywe Foguela, to znaczy jest asymp-
totycznie stabilna albo wymiatajgca ze zbioréw zwartych. Co wiecej, je-
zeli zbior X jest zwarty, to {P (1)}t jest asymptotycznie stabilna.

Formalne sprawdzenie powyzszych warunkéw w ogélnosci jest nie-
trywialne, ale obydwa dla naszych potrzeb, a wiec dla potrzeb proce-
su PDMP mozna klarownie zinterpretowaé, co w duzej czesci zostato
opisane w artykule [70], a opatrzone dodatkowymi uwagami przy two-
rzeniu pracy [72], Mianowicie, warunek (a) sprowadza sie do pytania o
istnienie zbioru, w ktérym zachodzi witasnos¢ ,komunikacji miedzy sta-
nam”, a warunek (b) do niestycznosci trajektorii uktadéw dynamicz-
nych, ktore tworza deterministyczng czesc procesu PDMP i pocigga
za sobg czeSciowa catkowos¢ poétgrupy {P(£)}t»o- Obydwa warunki zo-
stang precyzyjnie ujete ponizej. Zaznaczmy jeszcze, ze jezeli zbi6r, na
ktérym sa spetnione powyzsze warunki, nie jest zbiorem zwartym, to
jest czesto bardzo trudne do rozstrzygniecia, ktéra z dwéch mozliwosci
alternatywy Foguela jest prawdziwa. Stosuje sie wtedy dos$¢ wyrafinowe
metody do wykluczenia wymiatania, takie jak funkcje Hasminskiiego
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[26, 64], czy tez metode momentdéw ujemnych, zastosowanag w [57], ale

nie bedziemy tutaj musieli z tych wyrafinowanych narzedzi korzystadé.
Przejdzmy w tym momencie do definicji zwigzanych z obydwoma

warunkami oraz narzedziami pomocnymi w ich dowodzeniu.

Definicja 11. Niech V(M) bedzie zbiorem gtadkich po6l wektoro-
wych na rozmaitosci M na Rd. Nawiasem Liego dwéch p6l wektorowych
a,b EV (M) jest pole wektorowe dane wzorem:

Definicja 12. Zalézmy, ze mamy PDMP zdejiniowany przy po-
mocy semipotokéw danych przez réwnania x' —gi(x), i E 1 —{0,1},
k E N. Méwimy, ze warunek Hormandera jest spetniony w punkcie X,
jezeli wektory

9i{x) ~ 90(x), [90,gil{x)t[gu [gj,Qill(")i.j, ie{o.i}, wmm
rozpinajg przestrzeri Md.

DEFINICJA 13. Niech dane bedgn GN, t - 0, ponadto zdefiniujmy

r ri, 72,..., t—r, _i-———-- Ti) orazi = (zi,... ,in) beda takie, ze dla
wszystkich ke {1,..., n—1} mamy rk > 0, ik~ ik+i oraz ik E {0,1}.
Funkcja

$x,ti(r) ;= 7" M1l.. Tlo 0 === t'E

jest nazywana skumulowanym (semi)potokiem, utworzonym przez tra-
jektorie potokéw rn, , nIn z punktem poczatkowym X.

Definicja 14. Punkt x E X komunikuje sie z punktem y E X,
jezeli istniejg takien EN, t > 0, €t — (ri, r2,..., t—rn_i —eee—Ti)
orazi = (¢i,... ze ipxti{r) = vy.

Jezeli kazde dwa punkty mierzalnego zbioru X komunikuja sie, to
te wiasnos$é nazywamy komunikacjg miedzy stanami w zbiorze.

W zastosowaniach konstruujemy pétgrupe Markowa {P (t)}t"0, dzia-
tajaca w przestrzeni funkcji L1{X x /, B(X x I),dx x di), przy czym jej
analize ograniczamy do zbioru nazywanego stochastycznym atraktorem,
to znaczy takiego mierzalnego podzbioru S przestrzeni X, ze mamy:

(12) lim f P(t)f(x,i)dx di —1
t—*00JSx|

dla kazdej / E L1LX x /). Zidentyfikowanie stochastycznego atrakto-

ra pozwala nam zawezi¢ rozwazanie dziedziny pdéigrupy {P (1)}t do

funkcji / G~ (S x /).
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2. Stochastyczna ekspresja genéw - pierwsze modele

W tym podrozdziale przypomnimy model, na ktérego rozwijaniu
oraz jego modyfikacjach bedziemy sie w trakcie tej rozprawy koncen-
trowaé. Ow model, nazwany modelem stochastycznej ekspresji genu,
zostat w ogélnym ujeciu wprowadzony w [47], a nastepnie zidentyfi-
kowany jako PDMP i zbadany pod katem asymptotyki dtugoczasowej
w [10]- Nie bedziemy przy okazji wspomninania tego modelu zbyt gte-
boko wchodzié w szczegoty, pozostawiajac pewne kwestie do dysku-
sji w trakcie wprowadzania modeli rozwazanych przez autora. Model
stochastycznej ekspresji genu, analizowany w [47] opiera sie na pod-
stawowym biologicznym postulacie (,podstawowym dogmacie biologii
molekularnej”), ktéry moéwi o trzech etapach dojrzewania eukariotycz-
nego genu: jego aktywacji, transkrypcji (produkcji mRNA) i translacji
(produkcji biatek). Gen balansuje pomiedzy stanami swojej aktywno-
&ci i nieaktywnosci, a po aktywacji transkrypt jest produkowany w tak
zwanych ,migawkach” (w terminologii wspétczesnej genetyki moéwi sie
0 nich ,transcriptional bursts”). Znaczenie losowosci jest bardzo duze
na samym poczatku procesu ekspresji, w poréwnaniu do przemian za-
chodzacych po6zniej: produkcji nowych czasteczek, czy ich degradacji.
Ta koncepcja byta wprowadzana i dyskutowana przez wiele lat; mie-
dzy innymi w pracach [9, 20, 34, 36, 52]. Mozemy wiec rozwazac
rownanie rozniczkowe opisujgce zmiany w czasie poziomu czasteczek
danego typu, ,zaburzone” przez funkcje przetgczania 7, zdefiniowang
jak w uktadzie (2). Po aktywacji genu (co ma miejsce przez przytaczenie
do tak zwanych regionéw promotorowych genu czynnikéw transkryp-
cyjnych [40]), nastepuja procesy transkrypcji oraz translacji. Najpierw,
dojrzate mRNA jest produkowane w jadrze komérkowym, po czym jest
transportowane do cytoplazmy, gdzie druga faza ma miejsce i w efekcie
powstaja biatka.

W celu petnego omdéwienia i kompletnego wyszczego6towienia podej-
écia do tej problematyki, rozpocznijmy od prostszej niz w [47] wersji
tego modelu, opisanej w [70]. Mianowicie, opuszczamy etap transkryp-
cji i zaktadamy, ze translacja nastepuje od razu po aktywacji genu.
Takie podejscie jest dopuszczalne, choé nalezy wzig¢ pod uwage jego
ograniczenia badz konsekwencje ([39]i [47]). Produkcje biatek opisuje
proste réwnanie rézniczkowe, natomiast aktywnos$¢ genu jest regulo-
wana stochastycznie. Caty ten proces mozna zawrze¢ w nastepujacym
schemacie:

(13) dx " H
gt - aj(t) —hx,
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gdzie x(t) oznacza poziom biatka w czasie t, natomiast (w ogdélnosci:
dodatnie) state a oraz h sg odpowiednio tempami jego produkcji i de-
gradacji.

Tak okreslony proces stochastyczny X(t) = (x(t),'y(t)),t > 0 jest
PDMP. Poniewaz dla x(t) > | prawa strona réwnania jest ujemna, mo-
zemy zawezié przestrzen standw tego procesu do zbioru [0, |] x {0,1}.
Czasy skoku PDMP to w tym przypadku momenty, w ktérych gen
zmienia swoj stan aktywnosci. Zauwazmy, ze opisana przez nas kon-
strukcja PDMP pozwala wypisa¢ wzory na funkcje rozktadu prawdo-
podobienstw diugosci pozostawania przez proces w wybranym stanie,
co mozna zinterpretowac jako czas pozostawania przez gen zar6wno w
stanie nieaktywnosci:

(14) 1 e~fo 9(zoe NGk

jak i aktywnosci:

(15) 1_ e-/o ?i(E+(*0-E)e ")<

gdzie Xgoznacza poziom biatek w chwili przeskoku z poprzedniego sta-
nu.

Model, ktory zostat wprowadzony w [47], jest uzupetnieniem po-
wyzszego modelu o faze transkrypcji, czyli zawiera dodatkowe réwna-
nie. Caly proces opisuje wiec nastepujacy ukiad réwnan:

(16)

dt

gdzie xi(t) oznacza poziom mRNA w czasie t, analogicznie x2(t) jest po-
ziomem biatek w czasie t. State a oraz a sg tempami produkcji mMRNA
i biatek, zas h i k odpowiednio tempami ich degradacji. Zauwazmy,
ze réwniez w tej sytuacji funkcje intensywnosci przejs¢ qo i ¢i pomie-
dzy stanami mogg potencjalnie zaleze¢ od poziomoéw xi,x2 obydwu
typow czasteczek. W pracy [47] zatozono jednak to tylko w przypadku
qi(x1,x2) = ¢x2, z ¢ > 0, co nazywamy modelem samoregulujacej sie
ekspresji gendéw, gdyz w przypadku wysokiego poziomu biatka, prawdo-
podobienistwo dezaktywacji genu jest wieksze. Sg takze prace sugeruja-
ce konieczno$¢ uwzglednienia zaleznosci funkcji intensywnosci przejscia
od poziomu mRNA [35] albo, ze te funkcje powinny by¢ wielomiano-
wej postaci [28]. W celu redukcji tak duzej ilosci statych wprowadzamy
proste transformacje skalujace:

kh
a7 X*= -X,y y, t* = th.
a aa
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Po zastosowaniu powyzszej zamiany zmiennych i opuszczeniu ,gwiaz-
dek”, otrzymujemy uktad (16) w nastepujacej postaci:

90(J1,12)) J pj gl(xi,X2) j

(18)

gdzie r > 0. Gtéwny rezultat z pracy [10] dotyczy zbieznosSci rozktadu
procesu z uptywem czasu do rozktadu stacjonarnego i jest wyrazony w
jezyku teorii pétgrup Markowa:

Twierdzenie 3. Pélgrupa Markowa {P{t)}f£o odpowiadajaca dwu-
wymiarowemu procesowi ekspresji genu jest asymptotycznie stabilna.
Co wiecej, nosnikiem gestosci niezmienniczej /,, jest zbidr zdefiniowa-
ny jako i —E x {0,1}, gdzie

E = {{xux2 :0< xi < 1,xi(zi) < x2< 0i(xi)},

0c(x) = (N di+S, o iaT* T
- X\logx\ '+ Cxi, dlar = 1,

i Xxc jest obrazem fc przez odwzorowanie przeksztatcajace punkt {x\,x2)
na punkt (I —x\, 1 —x2).

Dowdéd tego twierdzenia jest oparty o rozumowania z prac [10, 11].
W nastepnych rozdziatach zadajemy sobie pytanie, jak bardzo zmieni
sie to rozumowanie, gdy bedziemy rozwazaé modele, w ktérych czesci
deterministyczne sg zadane bardziej skomplikowanymi uktadami.

Uwaga. W pracy [27] byt badany analogon modelu znanego z [47]
o0 tej samej postaci, ale z mozliwoscig wystepowania genu w N ko-
piach, czyli proces przetacznikowy 7 (t) przyjmowat wartosci 0,1,..., N,
a przejscie ze stanu i do stanu j jest opisywane przez funkcje intensyw-
nosci przejscia % (x). Pokazano tam, jak powinien wyglada¢ nos$nik
gestosci niezmienniczej (zilustrowany na rysunku 3), przy czym aby
sformutowac takie samo twierdzenie jak wyzej, powinno sie pokazac
jeszcze wiasnos$é komunikacji standéw w tym zbiorze. Jest to jednak
konsekwencja prostego rozumowania, ktére zostato wykonane w mode-
lu wyzej, a takze w nastepnym rozdziale (4).
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Rysunek 2. Zbior E — E x {0,1} jest nos$nikiem gra-
nicznej gestosci niezmienniczej procesu PDMP opisujg-
cego dwuwymiarowa ekspresje genu. Linig ciagta naryso-
wano trajektorie uktadu (18) z 7 = 0, linig przerywang
z 7 —1 (rysunek pochodzi z [65], str. 310).

Rysunek 3. Zbior Dn jest atraktorem w przypadku
modelu ekspresji genu 0 N kopiach (rysunek pochodzi
z rozprawy doktorskiej B. Hat-Plewiriskiej [27], str. 38).



I11. Model inhibicji enzymow

1. Wprowadzenie

W tym rozdziale prezentujemy model zmian poziomu enzymu w
organizmie pod wptywem dziatania jego inhibitora, stanowiacy jeden
z wynikoéw uzykanych przez autora rozprawy i opublikowany w [72],
W owym modelu rozkiad liczebnosci inhibitora jest modelowany przez
PDMP. Proponowana konstrukcja prowadzi nas do sytuacji, w ktérej
prawe strony odpowiednich réwnan rézniczkowych sag tylko kawatka-
mi rozniczkowalne (choé zachowujg ciggtosc). Z tego powodu metody
oparte o twierdzenie numer 4 z pracy [8] i zastosowane w pracy [10]
do zbadania dwuwymiarowego modelu ekspresji genu okazujg sie nie-
zupetnie wystarczajgce. Udowodnimy jednak, ze péigrupa Markowa
wygenerowana w tym przypadku jest asymptotycznie stabilna.

2. Opis biologiczny

Modelowanie reakcji biochemicznych zwigzanych z zachowaniem en-
zymoOw oraz innych substancji na nie dziatajagcych ma o wiele diuzsza
historie niz teoria procesow PDMP. Ksigzka [5] stanowi obszerne zro6-
dto informacji o takich reakcjach. Bedziemy tutaj modelowa¢ inhibicje
enzyméw. Enzymy sa substancjami (gtéwnie biatkami, lecz nie tylko)
wystepujacymi w komérkach lub ptynach ustrojowych jako wysoko wy-
specjalizowane katalizatory reakcji syntezy i rozpadu. W 1913 roku Mi-
chaelis i Menten w pracy [44] podali stynne po dzi$ dziern prawo Kine-
tyki enzyméw. Prawo to moéwi, ze zaréwno enzym, jak i substrat biorg
udziat w ztozonej reakcji (czesto odwracalnej), ktorej efektem jest dy-
socjacja na produkt i wolny enzym. Jednakze, ta podstawowa reakcja
moze ulec przerwaniu, co prowadzi do Smierci enzymu lub (co faktycz-
nie oznacza to samo) jego przeksztatceniu do formy zdegenerowanej.
Degeneracje moga spowodowaé czynniki fizjologiczne lub srodowisko-
we i w konsekwencji zmniejszy¢ poziom stezenia enzymu. Substancje,
ktore powstrzymujg enzymy, nazywamy ich inhibitorami. Ogélna idea
stojgca za procesem inhibicji jest taka, ze inhibitor przytgcza sie do
pewnego specyficznego miejsca na powierzchni molekuty enzymu i to
sprawia, ze enzym przestaje normalnie funkcjonowaé, deaktywuje sie.
Obecnie, inhibitory sg badane na szerokg skale jako cze$¢ naturalnych
proces6w metabolicznych, ale takze z powodu ich szerokich zastoso-
wan w farmakologii i farmakoterapii. Warto dodac¢, ze wigze sie pewne

19
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nadzieje z mozliwoscia powstrzymania procesu angiogenezy z pomoca
inhibitoréw w kontekscie badan nad nowotworami [15, 66, 76].

Rysunek 4. Inhibitor, na przyktad molekuta penicyliny
(popularnie nazywana ,a ball-and-stick form”) tuz przed
przywigzaniem sie do bakteryjnego enzymu transpepty-
dazy (rysunek wiasny, opis procesu w pracy [67]).

W przeszitosci, zaproponowano wiele czysto deterministycznych mo-
deli inhibicji enzyméw, opierajacych sie na mniej lub bardziej skom-
plikowanych uktadach réwnan rézniczkowych zwyczajnych (pewnymi
przyktadami tych modeli sg [3, 45, 80]). Pomimo faktu znaczacej ro-
li stochastycznego sterowania aktywnoscig genu nie tylko w procesie
inhibicji enzymoéw [2], lecz takze w szerokiej grupie proceséw zwigza-
nych z interakcja miedzy genami [47], stochastycznych modeli inhibicji
enzymow nie skonstruowano zbyt wiele, choé sygnalizowano potrzebe
takich badan, miedzy innymi w pracy [23], Nasze podejscie nawigzuje
do podejscia zaproponowanego w pracy [47]. Traktujemy enzym i jego
inhibitor jak dwa typy czasteczek (w analogii do interakcji miedzy parg
mMRNA-biatko lub biatko-biatko), a model opisuje regulowang stocha-
stycznie aktywacje genu-biatka (cho¢ niekoniecznie genu: moze to by¢
takze poziom substancji zewnetrznej, ktérej stezenie zmienia sie w cza-
sie), ktdre gra role inhibitora i wptywa negatywnie na tempo produkcji
drugiego genu badz substancji: enzymu. Co wiecej, zarédwno enzym,
jak ijego inhibitor ulegajg degradacji (w zgodzie z [34]). Zauwazmy, ze
mamy do czynienia z dwoma przeciwstawnymi sytuacjami: w modelu
rozwazanym w pracy [47], a p6zniej w [10] wzrost liczby czasteczek
MRNA oznaczal wzrost liczby czasteczek biatek. Tutaj rozwazamy sy-
tuacje odwrotng: wzrost liczby czasteczek inhibitora powoduje spadek
populacji czasteczkowej enzymu.
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W opisywanym modelu, przez x\(t) oznaczymy poziom populacji
czasteczkowej enzymu w chwili t > 0, za$ przez x2(£) poziom populacji
jego inhibitora w tym samym czasie. Inhibitor w spos6b losowy prze-
tacza sie miedzy stanami aktywnos$ci (stan umownie oznaczany przez
»17) lub nieaktywnosci (stan umownie oznaczany przez ,0”), z funk-
cjami intensywnosci przejscia odpowiednio ze stanu nieaktywnego w
stan aktywny qo{xi, x2) oraz ze stanu aktywnego w stan nieaktywny
qi(xi,x2). Innymi stowy, inhibitor pozostaje w jednym z tych dwdch
standéw przez pewien dodatni czas, a nastepnie przetgcza sie, zgodnie
z zadang funkcjg intensywnosci na stan przeciwny, co doktadnie opi-
szemy nizej. Zaktadamy, ze rozktad molekut inhibitora, w stanie jego
aktywnosci przyrasta z czestoscig A2y(t), gdzie A2jest statg dodatniag,
natomiast 7 (t) jest binarng funkcjg losowa mogaca przyja¢ wartosci 0
lub 1, co zostanie doktadnie opisane nizej. Zaktadamy tez, ze w zgodzie
z wczesniej rozwazanymi modelami ulega tez biologicznej degradacji,
zaleznej od liczby wyprodukowanych juz czgstek, to znaczy zmniejsza
sie 0 poziom d2x2, gdzie d2 réwniez jest stalg dodatnia. Nieco ina-
czej bedziemy opisywaé dynamike charakteryzujgca enzym, gdyz tutaj
musimy uwzgledni¢ nie tylko jego tempo produkcji, opisywane przez
pewna stalg dodatnig, ale ponadto odjg¢ ubytki w jego populacji po-
chodzace z dwoéch Zrodet: wiasna, biologiczna degradacja, opisywana
jak wczesniej przez sktadnik zalezny od poziomu populacji enzymu w
danej chwili: d\X1 oraz dziatanie inhibitora, co opisuje sktadnik Axx2,
gdzie Ai jest stalg dodatnig. Taki model zawiera kilka statych, ale dla
uproszczenia analizy stosujemy podobne podstawienia, jak we wzorach
(17) i pozostaja tylko dwie state dodatnie: ax i a2. Wreszcie, powinni-
Smy dodaé jeszcze jedno istotne zatozenie. Mianowicie; zaktadamy, ze
gdy stezenie inhibitora osiagnie pewien krytyczny poziom to jego
dziatanie catkowicie neutralizuje enzym, ktéry nie jest w stanie byé
produkowanym, wiec zostaje tylko efekt zwigzany z umieraniem ist-
niejacych czastek. Matematycznie oznacza to, ze bedziemy rozwazac
nastepujacy uktad

(19)

gdzie

(20)

i bada¢ go w dalszej czesci niniejszego rozdziatu. Catly ten schemat
zostat zilustrowany na rysunku (5).
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3. Asymptotyka diugoczasowa

Dla potrzeb tego rozdziatu przez bedziemy oznaczaé zbiér takich
par (Xi,X2) £ K2, ze X\ ™ 01i x2 7™ 0. Jezeli ustalimy warto$¢ funkcji
B() = i G {0,1}, to otrzymujemy deterministyczny opis dynamiki
obydwu czgsteczek, przedstawiony za pomoca nastepujgcego ukiadu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

(U fr = -ai*i + rl(x2
i % = ~a2x2+ ia2

z funkcja 1j zdefiniowang jak wyzej oraz warunkiem (stanem) poczatko-
wym Xo = (x?, £2) £ K+- Zauwazmy, ze zachowanie uktadu (21) zalezy
od wartosci parametru a\. Bez wzgledu na jego warto$¢, prosta obser-
wacja prawej strony réwnania na pochodng ™ prowadzi do wniosku,
ze analizujgc asymptotyke dtugoczasowsg, wystarczy ograniczyé x2 do
przedziatu [0,1], co z kolei pozwala nam w przypadku a\ < 1 zastgpi¢
funkcje r/ przez 1—a\X2 i mamy ukiad réwnan rézniczkowych liniowych.
Analiza pochodnej ™ pozwala natomiast na ograniczenie sie w tym
wypadku do przedziatu [A —1, A]. Reasumujgc, mozemy caty proces
rozwazac na przestrzeni [A-—1, A] x [0,1], Postuzylismy sie tutaj reduk-
Cja przestrzeni stanéw procesu, zastosowang juz w pracy [10;. Sytuacja
komplikuje sie nieco w przypadku a\ > 1, gdyz wtedy w uktadzie pozo-
staje funkcja 77, a wiec prawe strony ukitadu (21) sa co prawda ciggte, ale
tylko kawatkami rézniczkowalne (takze kawatkami liniowe), to znaczy
rézniczkowalne wszedzie, za wyjatkiem zbioru punktéw (xa, x2) takich,
ze x2 = A-. Jednakze, z powodu ich ciagtosci (a nawet lipschitzowskiej
ciagtosci) istnieje rozwigzanie uktadu (21) w klasycznym sensie. Modele
oparte o réwnania rézniczkowe z prawymi stronami jedynie kawatkami
rézniczkowalnymi, sa od wielu lat wykorzystywane w biologii i badane,
niektére z nich mozna znalez¢ w pracach [24, 25], W tym przypadku

1-Ai* Poziom inhibitora ;
gdy poziom inhibitora < 1/Ai,
~0 A2 0 w przeciwnym razie

Degradacja Degradacja

Rysunek 5. Uproszczony schemat stochastycznej inhi-
bicji enzymu.
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(powtarzajgc rozumowanie zblizone do przypadku ai < 1) nastepuje
redukcja przestrzeni stanéw do zbioru [0, x [0,1], Przyjrzyjmy sie
nastepnie istnieniu i charakterowi punktéw stacjonarnych uktadu (21)
z ustalong wartoscig i. W przypadku ai < 1 punkt (©, 0) jest punktem
stacjonarnym asymptotycznie stabilnym dla uktadu z i —0, podobnie
jak punkt (» —1,1) jest nim dla ukladu z i = 1 Tak tez rzeczy sie
majg w przypadku a\ > 1, gdzie przy ustalonym i stwierdzamy istnie-
nie jednego punktu stacjonarnego asymptotycznie stabilnego: to (©-,0)
dlai=0oraz (0,1) dlai= 1

W niniejszym rozdziale bedziemy oznacza¢ X = [d- —1, T] x [0,1],
gdy a\ < 1lub X = [0, x [0,1], gdy a\ > 1, za$ dla kazdego x0 E X
przez 7i(-"0) oznaczymy rozwigzanie uktadu (21) z wartoscig parametru
ai < 1, startujace z xq i podobnie przez ni(xo) rozwigzanie uktadu (21)
z wartoscig parametru a\ > 1, startujace z xq. Ponizej przedstawiamy
portrety fazowe semipotokéw dla przyktadowych wartosci parametru
Oi :gdy a\ < 1 (rys. (6)) i ax> 1 (rys. (7)).

Bez straty og6lnosci rozumowania dla obydwu przypadkoéw, nakresl-
my pewne uwagi, gdy ai < 1 Niech go(xi, x2) i qi{x\,X2) oznaczaja
ciggte i nieujemne funkcje zdefiniowane na R 1, a nawet wystarczy, aby
rozwazac je na X. Co wiecej, poniewaz punkty (~-,0) i (T- —1,1) sa
odpowiedni punktami stacjonarnymi potokéw 7° oraz 711, zaktadamy
wiec, ze

(c7.°) #0i9 - 1,1) ~°.

Definiujac proces stochastyczny B(t) tak samo, jak we wzorze (2), ma-
my taki proces stochastyczny, ktéry porusza sie naprzemiennie wzdtuz
trajektorii semipotokéw 7r° i 711 (za$ naprzemiennie wzdtuz trajekto-
rii semipotokéw 7igi iri, gdy a\ > 1), a zmiany nastepujg w losowych

Rysunek 6. Szkic rozwigzah ukfadu (21) #,gdy .. 1
oraz i = 0 (po lewej stronie) lub i = 1 (po prawej stro-
nie).
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momentach czasowych Tn, n — 1,2,... Mamy zatem do czynienia z
procesem PDMP opisanym przez trojke:

(22) G0 = (zi(t),x2(t),P(t)) = (x(),0(t)).

0 przestrzeni stanéw procesu X = X x{0,1}, funkcjach intensywnosci
przejscia qO i gx i funkcji rozktadu potozenia po skoku, bedacej miarg
Diraca €X4i_i). Powtarzajac rozumowanie z pracy [10], mamy ponadto
Afc —Tk—Tk~\ > 0, gdzie k ~ 1, A* < 00 oraz

(23) Ill_n»&)Tkz 00,

€0 0znhacza, ze proces jest dobrze zdefiniowany dla nieujemnych czaséw.

Przejdziemy teraz do badania asymptotyki diugoczasowej nasze-
go procesu PDMP. Wprowadzajac czastkowe gestosci naszego procesu
fi{t,xi,x2), gdzie i £ {0,1}; to znaczy funkcje zdefiniowane na zbiorze
[0, 00) x [0, ]2 takie, ze dla kazdego zbioru borelowskiego C M+xR+
mamy:

(24) Prob(x(f) £ 03, (3{t) = 0 = [\] fi(t, xi, x2) dxxdx2,

mozemy napisa¢ nastepujacy ukiad réwnan Fokkera-Plancka (w zgo-
dzie z rozumowaniem przedstawionym w pracy [10]):

- dr + +rx2)/0) +  ((—a2r2)/0) = aili - oo
@ ((—a1X1 +r20Q)) /i) + 7n—((—a2x2+ a2)/j) = qofo —9ili,

Gdybysmy potrafili rozwiaza¢ powyzszy uklad przy znanych rozkia-
dach procesu w chwili t = 0, to poznaliby$§my rozktad procesu w do-
wolnej dodatniej chwili czasowej t > 0, a takze rozktady stacjonarne, o

Rysunek 7. Szkic rozwigzan ukiadu (21) n\ gdy ai > |
oraz i = 0 (po lewej stronie) lub i — 1 (po prawej stro-
nie).
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ile istniejg (to rozwiazania tego uktadu z pochodnymi po czasie réwny-
mi zero). Jest to jednak zadanie na ogét trudne, zwitaszcza ze powin-
nismy rozwaza¢ mozliwie jak najszersza game dopuszczalnych funkcji
przetgczania <0 i <i- Z tego wiec powodu przechodzimy na jezyk teorii
pétgrup Markowa.

Teraz opiszmy skrétowo konstrukcje pétgrupy Markowa odpowiada-
jacej PDMP. Doktadny opis konstrukcji tej pétgrupy, oparty na analo-
gicznej konstrukcji, znanej wczesniej w przypadku rodziny losowo prze-
taczajacy sie uktadéw dynamicznych (procedura miedzy innymi z prac
[61, 64]), zostat podany w pracy [10]. Zwracamy jednak uwage, ze
unikalnos¢ tej konstrukcji polega na uwzglednieniu natury PDMP, za-
ktadajacej, ze w ogolnosci funkcje intensywnosci przejscia (i —0,1)
nie muszg by¢ state.

Konstrukcje mozna podzieli¢ na dwie czesci: czesci deterministycz-
nej oraz czesci zwigzanej z przetaczaniem. Dla ustalonej wartosci prze-
tacznika4 6 {0,1} iczasu t ™ 0, zaréwno 7r), jak i 't sa niesingularnymi
transformacjami (ten fakt obrazuja rysunki (1) i (2)) zbioru X. Przy-
pominamy, ze w przestrzeni z (a-skonczong) miara m transformacja
mierzalna S : X —* X jest niesingularna, jezeli z faktu, ze miara do-
wolnego mierzalnego podzbioru X wynosi zero, wynika, ze takze miara
przeciwobrazu tego zbioru przez transformacje S jest réwna zero.

A zatem, niezaleznie od wartosci parametru ai, pétgrupa {(/¢,(£)}*o
operatoréw Markowa dziatajagcych w przestrzeni Lx(X) jest poprawnie
zdefiniowana. Zauwazmy przy tym, ze nt jest kawatkami gtadka trans-
formacja, wiec wzor na polgrupe {[/;(f)}t"0jest nastepujacy (w zgodzie
z konstrukcjg opisang w [10]):

f(Altx)det [¢7ritr]  jezeli n' tx £ X,

ui(i)/(* 26
M) 0} W przeciwnym razie, (26)
gdziex £ X i X := {x £ X :x2™ d_}
Definiujemy pétgrupe 50(i)(/o,/i) := (Uo(t)fo,Ui(t)fi), a ponadto
niech A:= max {qi(x), x £ X, i —0,1}, ktére postuzy do konstrukcji

czesci zwigzanej z przetaczaniem. Z twierdzenia perturbacyjnego Phil-
lipsa [29] otrzymujemy poétgrupe {P(t)}t>0 w Tx(X) :

(27) P(t) = e~xtf; AnSN(t),

(28) Sn+i(t) = J!) Sn(t - s)QSO0(s)ds,n ~ 0

(29) Q(fo,fi) — A 1((A — 70)/0 + Qifii Qofo+ (A — <7i)/i)
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Nastepujaca uwaga jest tutaj na miejscu. Potgrupe {P(i)}t>0 wyge-
nerowang w powyzszy sposéb badamy poprzez sprawdzenie, ze spetnia
ona alternatywe Foguela na pewnym zbiorze A C X. Z twierdzenia (2)
oraz metodologii stosowanej i formalnie opisanej w pracy [10], mozemy
sformutowac nastepujacy wniosek:

W niosek 1. Jezeli istnieje zwarty podzbior A C X taki, ze pélgrupa
{P(t)}m wygenerowana przez procedure opisang powyzej spetnia trzy
warunki:

e jezeli funkcja f € L1(X) jest gestoscig, to

lim £ P(O)f(p)m(dp) = 1,

e kazde dwa punkty x, y komunikujg sie we wnetrzu zbioru A,
e dla kazdego x £ A warunek (b) z twierdzenia (2) (a zatem
warunek Hormandera) jest spetniony,

to pélgrupa {P(t)}t"o jest asymptotycznie stabilna.

Udowodnimy nastepnie dwa gtéwne twierdzenia tego rozdziatu. Roz-
poczynamy od dowodu twierdzenia o zachowaniu dtugoczasowym dla
procesu PDMP opisanego przez ukiad (19) z oj < 1 Zauwazmy, ze
startujac trajektorig semipotoku nt z punktu asymptotycznie stabilne-
go drugiego ukitadu 'n\~l, otrzymamy trajektorie, ktora taczy punkty
stabilne obydwu uktadéw. Kazdy z uktadéw wyznacza jedna taka tra-
jektorie. Na tym fakcie opieramy nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 4. Niech fi oraz fi oznaczajg te trajektorie semiu-
ktadéw dynamicznych n® i n}, ktére tacza ich punkty asymptotycznie
stabi bior

.ai ai_
i zaktadamy, ze funkcje intensywnosci przejscia qo i g\ sa scisle dodatnie
w zbiorze A. Wtedy polgrupa Markowa {P(t)}t”0 jest asymptotycznie
stabilna, to znaczy istnieje gesto$¢ niezmiennicza fQ taka, ze

lim 1IP@)/ol] =0
iA= A x{0,1} jest no$nikiem /o.

Podzielimy dowod na kilka czesci. Mianowicie, musimy najpierw po-
kazaé, ze A jest stochastycznym atraktorem, za$ A zbiorem, w ktérym
tezy wniosku (1) sag spetnione. Zazwyczaj, nie jest to trywialny zbiér i
tak tez bedzie tym razem. Najpierw zauwazmy, ze:

LEMAT 1. Dlai € {0,1} zbior A jest niezmienniczy ze wzgledu na
semipotok nl.
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Mozemy tego dowie$¢ przy pomocy twierdzenia Mullera (1), co zi-
lustrowano na rysunku (9).

Nastepny lemat moéwi, ze mozemy zawezi¢ analize asymptotyczne-
go zachowania poétgrupy {P{t)}t”0 na zbiorze Lx(X) do zbioru L1(A).
Bedzie to oznaczaé, ze zbior A jest stochastycznym atraktorem. By
tego faktu dowies¢, pokazemy, ze prawie wszystkie trajektorie procesu
wchodzg do A. Mozna to sformutowac nastepujaco:

Lemat 2. Jezeli funkcja f € L:(X) jest gestoscia, to

tli_ngoj/AP(t)f(p)m(dp) =1

Rysunek 8. A jest stochastycznym atraktorem dla pro-
cesu

Rysunek 9. Zastosowanie twierdzenia Mullera (1),
mozna odnalezé je takze w zrédle [81]. Pole wektorowe
T na brzegu zbioru A U A+ jest skierowane do wnetrza

tego zbioru.
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DOWOD. Pokazujemy, ze dla prawie kazdego 4 istnieje tO(u) takie,
ze x(t,u) GA dlat > t0. Definiujemy dwa zbiory.

zI+ = {(xi,x2) :xi G .(;L -1, iI>x) < x2a1}

a

1 1
A = {{xx,x2 :xi G -1, 0< x2< Xi)}.
{{ ) o a <>pa)}

Twierdzimy, ze istnieje t* > 0, dla ktérego jezeli x G A+, to
TP (X) G A. Niech | bedzie czescia wspo6lng zbioréw X oraz prostej
danej réwnaniem x2+ X\ —— = 0, a (xi, x2) punktem lezacym powyzej
I. Ten punkt, poruszajacy sie trajektorig 7r° dotrze do | w czasie

(zi-M(ai-a2)+X2ai \
J Int

t*{xi,x2) = 2 -
Oi — ci2 Oi — a2

j*x

Podobny wzér mozna uzyskaé¢ dla x G A~ oraz semipotoku 7IL
Teraz, niech Tn i An beda zdefiniowane jak wcze$niej. Dla i G {0,1}
funkcje intensywnosci przejscia ™ sa ograniczone i ciggte, wiec istnieje
stata A> Otaka, ze P(An> T) ™ e~XT. Wspomniane w [10] wiasnosci
tego procesu, miedzy innymi to, ze ( jest mocnym procesem Markowa,
prowadza do konkluzji, ze P(Aj ™~ T,i = I,...,n) » (1 —e~AT)n dla
n ™ 1 A zatem, trajektorie procesu ( muszg wejs¢ do zbioru A, ponadto
taczac to z lematem (1), jest on tez niezmienniczy dla procesu. To
pokazuje, ze jezeli / jest gestoscia C(0), to

Jim 1 P()f(p)m(dp) = lim P(x(i) GA) = 1

O

Nastepnie, by sprawdzi¢, ze pétgrupa {P(t)}t"o spetnia warunek (6)
z twierdzenia (2), musimy sprawdzi¢ warunek transwersalnosci trajek-
torii potok6éw numerowanych przez wartosci i —0O oraz i = 1. W kon-
sekwencji, jezeli na poczatku ustalimy i, a nastepnie wystartujemy z
jakiegos punktu x G A, to potrzebujemy co najwyzej dwoéch przetaczen,
by uzyskaé mozliwos¢ przemieszczania sie z punktu x ,we wszystkich
kierunkach” . Innymi stowy, jezeli ( startuje z jakiego$ punktu ze zbioru
A i przelgcza sie dwa razy miedzy semipotokami, to rozktad potozenia
punktu w naszej przestrzeni nie jest singularny. W pracy [8] pewne re-
zultaty zwigzane z istnieniem miar niezmienniczych o niezerowej czesci
absolutnie ciagtej dla niektdrych proceséw PDMP zostaty dowiedzione;
tam tez obszernie zinterpretowano znaczenie semipotoku zwigzanego z
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PDMP. Jak sie okaze, w naszym modelu w przypadku ai > 1 te rezul-
taty nie beda mogty zostaé¢ wykorzystane w petni. Wracajac jednak do
analizowanego przypadku, mamy nastepujacy lemat:

Lemat 3. Niech x € A, i G{0,1}, t > 0 i I — (i, 2) bedzie
wektorem czaséw takich, ze N> 0, r2> 0 i gj+ 8 ™ t. Wtedy pochodna
skumulowanego semipotoku d*x*Ar1l ma peiny rzad.

Dowoéd. Z obserwacji poczynionej w pracy [8] lub [70] ten waru-
nek jest réwnowazny warunkowi Hérmandera (12). Jest to analogon
twierdzenia Hérmandera o istnieniu gestosci funkcji prawdopodobien-
stwa przejscia dla proceséw dyfuzyjnych. Jeden z dowodéw tamtego
twierdzenia pochodzi od Malliavina [50], Liczymy nastepujace wektory:
itl(x) —ix°(x) oraz [7T°, Ad](x); gdzie [a, bl oznacza nawias Liego pél wek-
torowych a i b. Pierwszy z nich jest réwny (0,02), za$ drugi ((1102,02).
Mamy dwa liniowo niezalezne wektory, w przestrzeni wektorowej R2.
Whnioskujemy, ze te wektory rozpinajg M2. To kohczy dowdd. O

W efekcie, warunek (b) twierdzenia (2) jest spetniony. Teraz udo-
wodnimy lemat o komunikacji stanéw.

Lemat 4. Dla kazdych x G A, y Gint A orazi G {0,1}, istnieje
wektor czaséw t zdefiniowanych jak wczesniej i takich, ze fix,ti(r) —2>
to znaczy mozemy potaczy¢ punkty x oraz y trajektorig skumulowanego
semipotoku przy co najwyzej dwoch przetgczeniach miedzy semipotoka-
mi 7T°, 7TL.

Dowod. Bez straty ogélnosci prowadzimy dowdd w przypadku,
gdy startujemy z semipotoku numerowanego przez i = 0, poniewaz
w przypadku i = 1 przebieg dowodu jest taki sam. Z zatozenia wiemy,
ze funkcje intensywnosci przejscia o i o\ sg scisle dodatnie na zbiorze
A.

= Najpierw, analizujemy problem komunikacji w przypadku punk-
tow x = (T —1,1) oraz y G int A. Odbywamy podro6z tra-
jektorig fi do momentu, gdy pierwsza wspétrzedna fi znajdzie
sie odpowiednio blisko A-. Jest oczywiste, ze istnieje trajek-
toria fi* semipotoku 71 lgczaca punkty y oraz fii w punkcie
x* — (z*, #2). Zauwazmy, ze wszystkie trajektorie semipotoku
TN startujace z punktéw lezacych na krzywej fi takich, ze ich
pierwsze wspotrzedne sg wieksze niz x*; leza pomiedzy krzy-
wymi ip* i fi). Korzystajac ze standardowej wtasnosci Darboux,
stwierdzamy ze te trajektorie muszg przecig¢ krzywa fi* semi-
potoku 7Io przechodzacag przez punkt vy.

e Teraz rozwazmy dowolny punkt x — (xi,x2) 6 A. Rozpo-
czynamy podr6z od punktu x i poruszamy sie tg trajektorig
semipotoku 7Ta ktéra przechodzi przez x. Ta trajektoria musi
przecia¢ z kolei trajektorie semipotoku ztl, startujaca z punktu



30 11l. MODEL INHIBICJI ENZYMOW

X' — lezacego na krzywej i > x\. Reszta dowodu
jest konsekwencja poprzedniego punktu.

O

Dowod. (Twierdzenie (4)) Lemat (4) daje warunek (@) z twier-
dzenia (2). W konsekwencji, potgrupa {P(t)}t™o jest asymptotycznie
stabilna.

Ll

Teraz dokonamy analizy asymptotycznego zachowania potgrupy Mar-
kowa w przypadku, gdy kluczowy parametr w tym modelu, czyli aj jest
wiekszy od 1. Naszym celem jest sformutowaé i udowodnié¢ ,blizniacze”
twierdzenie do twierdzenia (4).

Twierdzenie 5. Niech f i ip oznaczajg odpowiednio trajektorie
semipotokéw df oraz nj, taczace ich punkty asymptotycznie stabilne:

i (0,1), przy wartosci parametru ai > 1. Definiujemy zbior

B —{(xi,x2) GM2:X\e 0 MR ¢j>(xi) < x2 <
. ai

Rysunek 10. Galeria réznych wariantéw, demonstrujg-
cych wiasnosé¢ komunikacji stanéw w zbiorze A, bedgacym
stochastycznym atraktorem dla procesu ( (w przypadku
ai < 1).
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i zaktadamy, ze funkcje intensywnosci przejscia §qi gj sa scisle dodatnie
w zbiorze B. Wtedy, potgrupa Markowa {P (t)}t"o jest asymptotycznie
stabilna i B = B x {0,1} jest no$nikiem gestosci niezmienniczej pét-
grupy {P(f)}t>o-

Ponownie, ze wzgledu na geometryczne wtasnosci obydwu semipo-
tokdw, stosujemy analogiczne argumenty, jak w dowodzie lematu (2) z
twierdzenia (4) by pokazaé, ze dla kazdej gestosci / E L:(X) mamy:

(30) lim £ P(D(p)m(dp) = 1

a ponadto, ze kazde dwa punkty x, y € B komunikuja sie. To stwierdze-
nie mozna dowies¢ niemal tak samo jak lemat (4) - dlai € {0,1} kazda
trajektoria semipotoku jest zbudowana z dwoéch kawatkéw i kaz-
dy z tych kawatkéw to krzywa catkowa, bedaca rozwigzaniem ukiadu
rownan rézniczkowych liniowych (ilustruje to rysunek (11)). Jednak-
ze, wiekszych trudnosci tak naprawde dostarcza sprawdzenie warunku
(b) z twierdzenia (2), poniewaz musi on byé spetniony dla wszystkich
punktéw lezacych w B. Problemem tutaj jest fakt, ze w tym przypad-
ku nie mozemy od razu skorzysta¢ z warunku Hérmandera, ktéry jest
spetniony tylko na podzbiorze B. O tym, jaki to podzbiér i co zrobi¢ z
jego czescia, ktora tego warunku nie spetnia, méwi nastepny, kluczowy
lemat.

LEMAT 5. Dla kazdego yo £ B orazi € {0,1} istniejgk > 0, t > 0
it=(T\,, t—rni—..— takie, ze

(31) P(D)T(x,i) ~ e | 1B(o0,K)IByo,Kf(y.i) dy,

dla xg = 'Oyo,i,i(r) oraz kazdej nieujemnej funkcji f E L1(B).

Rysunek 11. Zbiér B jest stochastycznym atraktorem
dla procesu £ w przypadku .\ > 1
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Dowdéd. Dla dowodu tego lematu dokonajmy podziatu zbioru B
na trzy czesci:

32 = (*| 2= -\,
(32) B, Nz = (*i,ar2) =X Y

(xux2) : Xt =0, x2> —1

(33) aiJ

w
N
It

I

(34) B3 :— B\(B1UB2).

Nastepnie, przez bo i b\ oznaczymy pola wektorowe zwigzane z se-
mipotokami iif i #j. Obliczenie nastepujacych wyrazen:

b\ —bo, [601&1]) [[8o>61], 60]) [>0?61], A1), ...
pokazuje, ze warunek Hormandera jest spetniony dla dowolnego punk-
tu x G B3. W konsekwencji, biorac xq G B3, odpowiednio mate t > 0 i
postepujac tak, jak w dowodzie lematu numer (3) z pracy [10], otrzy-
mujemy teze naszego lematu (5).

Jednakze, nie jest to prawda dla zadnego punktu x G B1} poniewaz
pola bo i bl nie sg gtadkie w zadnym takim punkcie x, a wiec nie jest
nawet mozliwe, by zastosowaé¢ tu warunek Hormandera (nie mozemy
nawet obliczy¢ nawiaséw Liego zadnego z p6l w tych punktach). Z kolei
B2jest zbiorem punktéw, dla ktérych owo kryterium nie jest spetnione
(innymi stowy, pochodna ipxti jest zdegenerowana). W tej sytuacji te
dwa przypadki analizujemy innym sposobem.

< Niech yo € B\, za wyjatkiem y0= (0, ~-) przy ustalonymi = 1
lub niech yO G B2 przy ustalonym 1 = 0. Korzystajac z réwno-
sci (27) mozemy dokonaé oszacowania potgrupy {P(L)}t>0 w
sposéb nastepujacy:

(35) P (t)f(x,i) e~xIUi(t)f(x,i).
Zauwazmy (mozna to tatwo dostrzec na rysunku (7)), ze dla
tak wybranego yO istnieje T > 0 takie, ze Y\ = nlf(y0) G B3

oraz dla punktéw znajdujacych sie w otoczeniu Y\ stosujemy
nieréwnos¢ (31), by otrzymac:

(36) P(t+ T)f(x,i) » t'JIB IB(x0,K")IB(yo,K")f{y>i) dy,

gdzie x0= % (yo),M(r").
« Niech yO G B2 lub yo = (0, 4-), w obydwu przypadkach usta-
lamy, ze i = 1. Korzystajac znéw z (27) otrzymujemy:
(37) P(t)f(x,i) ™ e~xtXSi(t)f(x,i).

Ponownie takze istniejg czasy Tj,T2 > 0, dla ktérych zachodzi
2 = (Vo)) G B3. Zdefiniujmy teraz moment czasowy
dany wzorem S \— Ti + T2. Wykorzystujemy tez fakt, ze z
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nieréwnosci (29) mamy Qf(x, 0) ™~ A 1gx(x)f(x, 1). Wreszcie,
nieréwnos¢ (31), zastosowana w otoczeniu j/2 daje:

(38) P(t+ S)f(x, i) ~ e f 1B6OK)IBYOK)(y,i) dy,

gdzie x0 = V*02(*i.i (20)%,t(T")-
Dowdd lematu zostaje zakoriczony. O

Powyzszy lemat jest w rozwazanym modelu koniecznym uzupetnie-
niem lematu (3) z pracy [10]. A zatem warunek (b) twierdzenia (2) jest
réwniez spetniony i w konsekwencji pétgrupa {P (1)}t jest asympto-
tycznie stabilna.

Komentarz. Zaprezentowane rozumowanie prowadzi do bardziej ogél
nego wniosku: mozemy wiaczy¢ do analizy asymptotyki dtugoczasowej
takze te klase modeli biologicznych, w ktérych deterministyczna czes¢
jest opisana przez uktady réwnan rézniczkowych tylko kawatkami gtad-
kie. W szczeg6lnosci, przy badaniu asymptotycznej stabilnosci zwiaza-
nej z nimi pétgrupy mozemy natrafi¢c na problem ze sprawdzeniem wa-
runkéw Hoérmandera na pewnych zbiorach. Co wiecej, te warunki moga
po prostu nie by¢ spetnione w newralgicznych punktach. Jednakze, to
nie wyklucza istnienia atraktora stochastycznego. W badanym modelu
wystarczyto, by obydwa semipotoki miaty po jednym punkcie stacjo-
narnym asymptotycznie stabilnym, a ponadto mozliwe byto wyjscie ze
sprawiajacych klopot zbiordw trajektoriami przynajmniej jednego se-
mipotoku.

4. Konfrontacja teorii z symulacjami

W niniejszym podrozdziale chcemy zilustrowaé uzyskane przez nas
wyniki, zwlaszcza odnosnie geometrycznego opisu atraktora: czy po-
stawione przez nas tezy znajduja odzwierciedlenie w dziataniu zaim-
plementowanego algorytmu, generujacego trajektorie procesu PDMP?
Ponadto, zwracamy uwage na fakt, ze co prawda wiemy o tym, ze ist-
nieje w granicy czasowej rozktad stacjonarny dla oméwionego procesu,
ale z samego faktu jego istnienia nie wiemy, jak ten rozktad choé¢by w
przyblizeniu wyglada. Posta¢ tego rozktadu moznaby uzyskaé, jak juz
wspomnieliSmy, poprzez rozwiazanie réwnan Fokkera-Plancka (25) w
sposéb analityczny, ale stopien ich komplikacji i w og6lnosci szeroka kla-
sa mozliwych funkcji intensywnosci przejscia q0i gi znaczgco utrudnia-
ja rozwigzanie. Stosujemy zatem inne podejscie. Przeprowadzamy sto-
chastyczne symulacje trajektorii procesu utozsamianego z uktadem (19)
oraz otrzymujemy z nich postaci funkcji gestosci empirycznych (w rozu-
mieniu podstawowego twierdzenia statystyki Gliwienki-Cantellego), by
sprawdzi¢ poprawnos$¢ naszych wynikdéw i dowiedzieé sie, jak w przybli-
zeniu wyglada rozklad po uptywie arbitralnie dtugiego czasu dziatania
procesu. Takie podejscie, oparte na dobrze znanym (juz od 1977 roku)
stochastycznym algorytmie autorstwa D. Gillespie [21], zostato uzyte
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w pracy [57] do potwierdzenia wynikéw uzyskanych dla procesu PDMP
w modelu réznicowania sie frakcji komdrek macierzystych. Dla potrzeb
naszych modeli, zostat przygotowany (z koniecznymi modyfikacjami)
podobny kod w Srodowisku Wolfram Mathematica (przetestowany w
wersjach o numerach 9.0 i (aktualnie dystrybuowanej) 10.0) i urucho-
miony na kilku standardowych domowych komputerach PC.

Poréwnalismy trajektorie procesu opisanego przez ukiad (19) przy
wybranych wartosSciach parametréw ai,a2 oraz oraz funkcjach inten-
sywnosci przejscia qo(x\,x2) i qi(xi,x2) (wyspecyfikowane na odpo-
wiednich rysunkach i ponizej), przyjmujac ze wzgledu na wydajnosc
procedury ograniczenie do momentu czasowego T = 150 albo po wy-
konaniu 1300 przetaczen. Przy tych zalozeniach ustaliliSmy wartos¢
parametru a2 — 2, za$ parametru ai = | tub ai = 3, wraz z warto-
sciami funkcji intensywnosci przejscia qQ — 3 i g\ — 6 z warunkiem
poczatkowym x(0) = 2],y(0) —\ w przypadku ai < 1, a z warunkiem
poczagtkowym x(0) —j —y(0) — | w przypadku oi > 1, osobno na
rysunkach (12) i (13) oraz parami (bez osi czasu) na rysunku (14).

Nie zmieniajgc ustalonych wartosci parametréow modelu, przeanali-
zowalismy rozktady otrzymane poprzez symulacje procesu (40), w przy-
padkach odpowiednio aj < 1oraz a\ > 1, co zostato zaprezentowane
na rysunku (14). By zbada¢ rozktad procesu po uptywie dostatecznie
duzego czasu, naszkicowalismy dwuwymiarowy rozktady brzegowe, to
znaczy p(i,Xi,x2), gdzie p(t,xux2) = fo(t,x1,x2) + fi(t,x1,x2). Wy-
kresy powstaty poprzez 5000 symulacji uktadu (19) do momentu cza-
sowego Tf = 100 i stad mozemy oczekiwaé (wspomina sie o tym takze
w pracy [47]), ze punkty postaci (X(Tp), y(TF), i) otrzymane w taki
sposéb beda dobrze aproksymowac rozkitad procesu w zadanej przez
nas chwili czasowej.
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10 .

Rysunek 12. Trajektorie procesu stochastycznego (19)
jako funkcje czasu. Warunkiem poczatkowym jest tutaj
rc(0) = 2],y(0) = ],7(0) = 0 z warto$ciami parametréw

a\ — |,a2 = 2,e0 —3,< = 6. Poziom enzymu u géry,
zas inhibitora na dole.

35
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rmiajy
10 e

Rysunek 13. Trajektorie procesu stochastycznego (19)
jako funkcje czasu. Warunkiem poczatkowym jest tutaj
x(0) ~ 4>2/(0) = 417(0) = 0 z wartosciami parametrow

aj = 3,a2= 2,90= 3,qi —6. Poziom enzymu u gory, zas
inhibitora na dole.
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Rysunek 14. Dwuwymiarowe realizacje procesu sto-
chastycznego (bez osi czasu) obrazujace wspoétzaleznosé
miedzy poziomem enzymu i jego inhibitora (19). Waru-

nek poczatkowy to x(0) = 5,y(0) = ],7(0) — 0 z war-
tosciami parametréw .» - | na rysunku u goéry oraz
ax — 3 na rysunku na dole, w obydwu przypadkach

a2 = 2,q0 - 3,q\ = 6

37
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RYSUNEK 15. Rozkiad brzegowy procesu stochastycz-
nego reprezentowanego przez ukiad (19), dany jako

p(t.xi,xz): fo{t.xi,x2) FT fi(t,x1,x2) ipOliCZOﬂy dla
czasu v, - 100 wraz z 5000 symulacjami tego procesu,
z wartosciami parametrow ai = | (U gory), . - 3 (na

dole), na obydwu rysunkach .. = 2, go= 3,,i —6.



IV. Model ekspresji genu z wieloma fazami

1. Wprowadzenie

W tym rozdziale oméwimy inny z modeli zbadanych przez autora
rozprawy, wspoélnie z R. Rudnickim: rozszerzony model stochastycz-
nej ekspresji genu, ktéry jest rozszerzeniem modelu wprowadzonego
w [47], W naszym modelu stochastyczne efekty wcigz pochodza od
losowych fluktuacji stanu aktywnosci badz nieaktywnosci genu, ale po-
przedzamy etap produkcji mRNA formacjg tak zwanego pierwotne-
go transkryptu, nazywanego powszechnie pre-mRNA, ktéry uzupetnia
klasyczng faze transkrypcji. Otrzymamy uktad réwnan rézniczkowych
ze stochastycznym przetgcznikiem, opisujacy ewolucje poziomoéw pre-
MRNA, mRNA i biatek. Wykonujemy analize tego modelu, zwtaszcza
dtugoczasowej asymptotyki tego procesu, ktéry ponownie okazuje sie
by¢é PDMP. Wyznaczymy podzbidr IR3, na ktérym jest skoncetrowana
gestos¢ niezmiennicza PDMP. Poréwnujemy ponownie wyniki teore-
tyczne ze stochastycznymi symulacjami. Co wiecej, badamy proces w
deterministycznym (adiabatycznym) stanie granicznym, gdy dla pew-
nych wartosci parametréw modelu okazuje on dwa specyficzne typy za-
chowan: bistabilnos$¢ oraz istnienie cyklu granicznego. Ten drugi stan
jest szczegOlnie istotny, gdyz opisuje efekt, ktéry nie jest obecny w
przypadku modelu tylko z dwoma typami czasteczek.

2. Opis biologiczny

Wiele faktéw wskazuje na to, ze bardziej precyzyjny opis ekspresji
genu powinien uwzglednia¢ wiecej faz posrednich, niz rozwazane wcze-
$niej podstawowe fazy aktywacji, transkrypcji i translacji, zwtaszcza,
gdy moéwimy o eukariotycznych komérkach [58], Dokonujemy rozwi-
niecia modelu zaproponowanego w [47], gdyz pojawia sie pytanie: do
jakiego stopnia ten uproszczony opis odpowiada rzeczywistosci? Czy
dodanie dodatkowej fazy lub nawet Kkilku faz znaczgco utrudni analize
modelu? Nawet w rozwazanej powyzej pracy sa uwagi wskazujace na
istnienie dodatkowych faz, chociazby w fazie translacji czasteczka prze-
chodzi dodatkowe przemiany, zanim powstanie dojrzate biatko. Ponad-
to, wiele specjalistycznych ksigzek [41, 75] oraz naukowych publikacji
[63, 79] podkresla, ze przynajmniej jeszcze jedna faza, opisywana ja-
ko faza przetwarzania pierwotnego transkryptu (inaczej: pre-mRNA)

39
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powinna byé rozwazona. Doktadniej, po sygnale aktywacji od czynni-
kéw transkrypcyjnych, kod DNA jest transformowany w pre-mRNA.
Nastepnie, sekwencje niekodujace (introny) sa wycinane z transkryptu.
W dalszym kroku powstaje dojrzate mRNA, ktére juz po przeniesieniu
do cytoplazmy ulega translacji do formy biatkowej. W skrocie moéwiac,
rozwazamy tréjfazowy model ekspresji genu, sktadajacy sie z trzech faz,
a wiec opisywany przez trzy zmienne przestrzenne: poziom pre-mRNA
Xi, poziom mRNA x2 oraz poziom biatek x3. Najpierw, zaktadamy, ze
pre-mRNA jest produkowane w tempie gdzie Ax to stala, a
wprowadzamy tu stochastyczna, binarng funkcje 7(t) € {0,1}, ktéra
sygnalizuje, w chwili czasowej t > 0, czy gen jest w stanie aktyw-
nym (wtedy 7(i) = 1), badz nieaktywnym (wtedy 7(t) = 0). Scisty
opis tej funkcji ma dokladnie taki sam charakter jak we wzorze (3).
Z kolei tempo produkcji mRNA jest réwne A2Xi(t), gdzie A2 jest sta-
ta i X\(t) oznacza poziom pre-mRNA w chwili t. Podobnie, translacja
biatek odbywa sie w tempie A2xx(t), gdzie x2(t) oznacza poziom czg-
steczek MRNA w chwili t. Co wiecej, wszystkie trzy typy czasteczek
przechodzg proces degradacji. Catkowita strata czgsteczek pre-mRNA
jest opisana przez d\X\ = d\xx+ A2x1, gdzie stata d\ jest tempem de-
gradacji czasteczek pre-mRNA i inna stata A2 jest tempem konwersji
pre-mRNA w czasteczki mMRNA. Oznacza to, ze dx = d\+ A2 powinno
by¢ traktowane jako catkowite tempo degradacji czateczek pre-mRNA.
Ta koncepcja bierze pod uwage fakt, ze pre-mRNA jest przeksztatcane
w MRNA [48], w przeciwienstwie do mRNA i biatek. A zatem, w pozo-
statych przypadkach stosujemy juz standardowy opis, to znaczy state
d2 i (3 oznaczaja, odpowiednio, tempa degradacji mMRNA i biatlek. To
rozszerzenie uproszczonego modelu ekspresji genu z [47] jest schema-
tycznie przedstawione na rysunku 16. Ponownie, przetgczanie miedzy
stanem genu aktywnym a nieaktywnym jest regulowane przez funkcje
intensywnosci przejscia qo \gx

Auto-regulacja (mozliwa)

Gen Gen

nieaktywny aktywny ) pre-mRNA MRNA Biatko
d, =d, +A, d2
Degradacja lub Degradacja Degradacja
konwersja na
pre-mRNA

Rysunek 16. Rozszerzony w stosunku do pracy [47]
schemat (samoregulujacej sie) ekspresji genu.

Whprowadzenie trzeciej zmiennej do modelu oznacza, ze jego geo-
metria przenosi sie do przestrzeni tréjwymiarowej R3, co wigze sie z
powaznymi trudnosciami w analizie modelu. Chociaz w ostatnich la-
tach niewatpliwie nastapit wzrost liczby modeli biologicznych opartych
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0o PDMP, to bazuja one gtéwnie albo na rezultatach i zastosowaniach w
dwuwymiarowej ciagtej przestrzeni stanéw; w szczeg6lnosci sg to [10],
[47], [57], [72], Co warto dodaé, w pracy [8] zwr6cono uwage, ze trdj-
wymiarowy ukiad réwnan Lorenza z obecnym (ze statymi funkcjami
intensywnosci przejscia) przetaczaniem ma ,obszerny, dziwny atrak-
tor”, ale tutaj koncentrujemy sie na sytuacji, gdy funkcje intensywnosci
przejscia sg niekoniecznie state i takze na zbieznosci w czasie rozkta-
déw procesu do rozkitadu stacjonarnego. Niedawno, Malrieu w pracy
[49] postawit pytanie, czy jest mozliwe zbadanie jakosciowych wiasno-
§ci procesu PDMP z tréjwymiarowag przestrzenig stanéw? Taka analiza
jest wykonywana w ponizszym modelu.

3. Asymptotyka dtugoczasowa

Z oczywistych wzgledéw, zaktadamy, ze Xj.j = 1,2,3 sa nieujem-
nymi zmiennymi. Przez R3 oznaczmy zbiér takich (. «2.«3s) € R3, ze
xi M0, x2 M 0oraz « 3™ 0. Zwr6cimy uwage na dwa szczegélne typy
funkcji intensywnos$ci przejscia: qo(x\ .x2.x3) bai(xi.x2.x3) Moga by¢
state [8], [61] lub zaleze¢ od liczby czasteczek danego rodzaju, zwy-
kle biatek. [12], [47], Jak wcze$niej, gen jest aktywowany z czestoscig
ao(xi.x2.x3) I deaktywowany z czestoscig ¢\ (x\.x2.x3). W zgodzie z
podejsciem omawianym w pracy [47], badamy ewolucje nastepujacego
uktadu réwnan rézniczkowych liniowych z przetacznikiem stochastycz-
nym:

o LX) 910 x2,13)
dx1 .,
—- = >47(i) - dini
(39)
x2 = A2Xi . d2x2
dt
dx3
= A3x2. ddXs.
dt

gdzie Ai oraz di sg nieujemnymi statymi.

Uwaga 1. Zwracamy uwage na fakt, ze standardowy model Goodwi-
na (zredukowany do trzech réwnan) oscylujacej sieci regulatorowej genu
[22] zostal wyprowadzony w podobny sposéb do naszego i moze by¢
interpretowany w ten sam spos6b [77]. Jednakze, zamiast obecnosci
procesu stochastycznego 7(f), model Goodwina zawiera bardziej skom-
plikowany, nieliniowy skiltadnik, opisujacy tempo produkcji pierwszej
z czastek. Zrodtem nieliniowosci w owym modelu jest zalezno$é¢ tego
sktadnika od poziomu biatek. W trakcie analizy naszego modelu ten
fakt bierzemy pod uwage, rozwazajac funkcje intensywnosci przejscia
go i gi jako mozliwie zalezne od poziomow x\,x2) czy tez x3.

W przypadku, gdy funkcje intensywnosci przejscia g3 i gi sa stale,
mozemy policzy¢ oczekiwane poziomy czasteczek pre-mRNA, mRNA i
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biatek:
E(xi)
d\(qo + qi)
E(x2) ] .
did2(go + qi)’
AiA2A3
E (t3)

d\ckd3(@o . G\

choé¢ poziomy te oscylujg w czasie, co bedziemy badaé. Stosujac po-
dobne skalowania, jak w pracy [10] i w poprzednich rozdziatach, otrzy-
mujemy uktad:

0 _(1‘2<_’£_i;2<_%_x_'?’>_> 1 o Axix223 1
3T =7(0 - Xi
(40) dc>l-<{—2
ot a(Xl - x2)
~ = b{x2- t3),

a,b> 0, w dodatku a ™~ b,a 7™ 1i 6™ 1. To wiasnie ten ukiad
bedziemy badaé¢ w dalszej czesci tego rozdziatu. Nasze wyniki pozostaja
prawdziwe takze, gdy a= 6luba—11lub 6=1 (uwaga 3 odnoszaca
sie do tej kwestii, znajduje sie na koricu rozdziatu).

Uwaga 2. Mozemy rozwazaé bardziej skomplikowany proces, za-
wierajacy wiekszg liczbe krokdw posrednich (wiecej typéw czasteczek),
ktéry prowadzi do réwnan, jak w uktadzie (40) i podejscie, ktére zapre-
zentujemy, nie zmieni sie. Jednakze, analizujemy uktad (40) z trzema
réwnaniami dla zwieztosci zapisu.

Zanim przejdziemy do badania asymptotyki dtugoczasowej rozkta-
du procesu, przyjrzymy sie szczeg6lnie interesujgcemu zachowaniu na-
szego modelu, ktére ma miejsce, gdy funkcje qo i qi zmierzajg do nie-
skonczonosci, ale ich stosunek jest staty. Mozemy wtedy zastgpi¢ pro-
ces stochastyczny y (i) przez jego warto$¢ oczekiwang T := E7 =
[11, 47] by otrzyma¢ stan nazywany deterministyczng lub adiabatyczng
granica. Stad, uktad (40) zostaje przetransformowany do ukiadu trzech
réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

=r(r3-

a(xi - x2)

(41)

b(x2- ¢3).

W zaleznosci od wartosci parametréw a i 6 obserwujemy specyficzne
typy zachowan uktadu [48]. Najpierw, rozwazmy przypadek pozytyw-
nej autoregulacji, to znaczy gdy T jest rosnaca funkcja zmiennej t3.
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Zat6zmy, ze réwnanie T(c) = ¢ ma trzy pierwiastki c\ < c2 < c3w
przedziale (0,1) i r'(ci) < 1, r'(c2 > 1, r'(c3) < 1 W takiej sytu-
acji ukfad (41) ma trzy punkty stacjonarne x, = (q,Cj,Cj), i = 1,2,3.
Linearyzacja uktadu (41) w punktach x, prowadzi do nastepujacego
wielomianu charakterystycznego:

P(A) - 1+ A)a+ A)6+ A - T\a)ab.

Poniewaz T'(ci) > 1, mamy P (0) < 0i P(A) > 0dla odpowiednio duze-
go A, co oznacza, ze wielomian P ma dodatni pierwiastek, wiec punkt
X 2 jest niestabilny. Teraz sprawdzamy, ze punkty Xj i x3 sg asympto-
tycznie stabilne, to znaczy wszystkie pierwiastki P majg ujemne czesci
rzeczywiste. W istocie, jezeli a = b= 1, to tak jest, gdyz:

A=r@is- ]
MR=-i +H +4i)r(c,)s,
A3= -i + (-i-4i)r'(c)U3.

Jezeli znajdziemy pewne wspétczynniki a, b takie, ze P ma pier-
wiastki o nieujemnych czeSciach rzeczywistych, to tez znajdziemy wspét
czynniki a, b takie, ze wielomian P ma pierwiastek o zerowej czesci
rzeczywistej, to znaczy A= ai, a e R. Jednakze, wtedy a —O0 lub

(a+ b+ ab) = a2i (1 + a+ b)az= (1 —T'(ci))ab.

Oba przypadki sa niemozliwe, gdy r'(cj) < 1, wiec otrzymujemy stan
bistabilny (oméwiony w [48]). W takim przypadku mozemy oczeki-
waé, ze rozkiad stacjonarny procesu bedzie bimodalny, gdy funkcje
intensywnos$ci przejscia go i gi sg skoriczone, ale odpowiednio duze.
Sprawdzamy to w nastepnym podrozdziale dokonujac symulacji nume-
rycznych rozwazanego ukiadu.

W przypadku tak zwanej negatywnej autoregulacji, to znaczy gdy T
jest malejaca funkcjg zmiennej x'3, mamy tylko jeden punkt stacjonar-
ny x = (c, ¢, ¢), gdzie c jest jedynym rozwigzaniem réwnania T(c) = c.
Zauwazmy, ze w przypadku a = b — 1 wielomian P ma jeden ujem-
ny pierwiastek rzeczywisty i dwa pierwiastki zespolone o dodatnich
czesciach rzeczywistych, jezeli r'(c) < —8. To sugeruje, ze w tym przy-
padku cykl graniczny moze sie pojawi¢. Sprawdzamy jego istnienie,
dokonujac symulacji uktadu (40) wlrnastepnym podrozdziale. Ten wia-
$nie przypadek jest szczeg6lnie interesujacy, gdyz ze standardowego
kryterium Bendixona—Dulaca wynika, ze nie jest to mozliwe w sytu-
acji, gdy sa tylko dwa réwnania. Ponownie, mozna oczekiwa¢, ze dla
odpowiednio duzych intensywnosci przejsScia g0i gi rozktad stacjonarny
procesu bedzie oscylowat wokét cyklu granicznego. Wrécimy do tego w
nastepnym podrozdziale.
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Dla ustalonego stanu genu (aktywnego lub nieaktywnego), ktéry
determinuje nam wartosé funkcji 7(i) = i, i G {0,1}, proces staje
sie deterministyczny i mamy ukiad réwnan rézniczkowych liniowych
pierwszego rzedu:

(42) <o -oaxi - x2
= b(x2-x 3)
z warunkiem poczatkowym Xo = (t?, x%x3) e gdzie zaktadamy,
zea,b>0 a”™ 6a” 1li6" 1 Rozwigzanie 7rJ(x0) tego ukitadu to:
(43) TTi(x0) = *1 + exp (M f)(x0—¢1),
gdzie 1 = [1,1,1] i
-1 0 O
M = a —a o0
0 b —b

Co wiecej, podobnie do dwuwymiarowego przypadku, analizowanego w
pracy [10], mamy:

(44) 77°%0 —1 - TRI + TOXo.

Na rysunku (17) naszkicowalismy wyglad trajektorii uktadu (42) dla
obydwu wartosci i € {0,1}. W kazdym z tych ukiadéw, istnieje jedno
rozwigzanie: dla i = 0 punkt (0,0,0) jest asymptotycznie stabilnym
stanem stacjonarnym, tak jak punkt (1,1,1) dla i = 1 Przygladajac
sie prawym stronom uktadu (42), stwierdzamy, ze jezeli « « -~ 1, to (bez
wzgledu na wartosci i), « « maleje, ponadto . .. jak i rowniez . 3 zalezy
w taki sposdb od . .. Z drugiej strony, jezeli .« < 1, to pozostaje ono
w przedziale [0,1] na zawsze, oscylujac pomiedzy 0 i 1, podobnie jak
x2 i £3. Tak wiec mozemy zredukowac ciagta czes¢ przestrzeni fazowej
procesu do szescianu X = [0, 1]3.

PrzejdZzmy do uwag na temat definicji catego procesu. Zaktadamy,
ze funkcje intensywnosci przejscia qo(xx.x2.x3) 1l ai(xi.x2.x3) S8 Cig-
gtymi, nieujemnymi funkcjami na [0, 113 takimi, ze:

g0(0,0,0)70 i ~(1,1,1)70.

Definiujgc proces stochastyczny 7 (t) tak samo, jak we wszystkich po-
przednich przypadkach, otrzymujemy ostatecznie taki proces stocha-
styczny, ktéry porusza sie naprzemiennie wzdiuz trajektorii semipo-
tokéw 7P i 7T, a zmiany dynamiki procesu poprzez zmiane semipo-
toku z jednego na drugi nastepujg w losowych momentach czasowych
Tn, n = 1,2,... Mamy zatem do czynienia z procesem PDMP opisanym
tym razem przez czworke:

(45) < «

= (x(<),.(N)
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RYSUNEK 17. Przyktadowe rozwigzania réwnania (42)
dla wartosci parametrow a= 2, 6= 3, i —0 (po stronie
lewej) ia= 2, 6= 3, (= 1 (po stronie prawej).

Przestrzenig stanéw tego procesu jest X = X x{0,1}. Pozostatymi jego
charakterystykami sa funkcje intensywnosci przejscia gdzie i = 0,1
i rozktad potozenia po skoku, bedacy miarg Diraca <&x,i— <

W analogii do poprzednich modeli, wypisujemy réwniez uktad réw-
nan Fokkera-Plancka na czastkowe gestosci fo, fi naszego procesu:
(46)

j + M-(-aalo) + ~ ("2 - %3)fo) = 91/1 - <70/0

ik + @~— + 0 AX~X + bk AR~ =

gdzie /0,/i sg funkcjami zdefiniowanymi na zbiorze [0,00) X [0, I1]3 ta-
kimi, ze dla kazdego zbioru borelowskiego 23 C M+ x R+ X R+ mamy:
(47)

Prob(.x(f) € 23, 7(i) = i) = \J\]\]/(‘,(f, Ti, x2,£3) A1 dx2dx3, i = 0,1.
S

Podobnie, jak przy analizie poprzednich proceséw, z powodu obecnosci
w tych réwnaniach trzech zmiennych przestrzennych Xi,x2,Xs i bar-
dzo szerokiej gamy mozliwych funkcji intensywnosci przejScia qQoraz
gi, uktad réwnan (46) jest trudny do rozwigzania metodami analitycz-
nymi. Jednakze, takze w tym przypadku uzyjemy péigrupy Markowa
{P(£)}tj,0 generowanej przez ten proces, by udowodnié, ze ma ona ge-
stos¢ stacjonarng, ktéra opisuje rozktad tego procesu po dostatecznie
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ditugim czasie. Sposéb konstrukcji pétgrupy Markowa dla procesu (
nie zmienia sie i mozna wykorzysta¢é metode podang w pracy [10] i
sygnalizowang przy badaniu modelu inhibicji enzymoéw. Sformutujmy
nastepujace twierdzenie, bedace gtdwnym twierdzeniem tego rozdziatu:

Twierdzenie 6. Niech gj(x) >0, i = 0,1 dlax e [0, I]3. Wtedy,
pétgrupa Markowa {P (1)}t jest asymptotycznie stabilna i nosnikiem
gestosci niezmienniczej jest zbiér A = A x {0,1}, gdzie A jest wyrazone
w bazie (49) nastepujgco:

(48) A- {(x-y +1z, xa-ya+za, xb-yb+zb) : I ~x "~y ™z 0}

Komentarz. Generalna idea stojaca za dowodem powyzszego twier-
dzenia nie zmienia sie w stosunku do idei przedstawionej w poprzednich
rozdziatach. Jednakze, nalezy podkresli¢ roznice, ze dowody w przy-
padkach dwuwymiarowych sa prostsze, poniewaz o wiele prosciej jest
znalez¢ atraktor dla procesu, a jego wiasnosci sg tez tatwiejsze do do-
wiedzenia, stosujgc geometryczne argumenty. Na przykiad, w dwoch
wymiarach dowoéd, ze odpowiednik zbioru A jest zbiorem niezmienni-
czym, wynika wrecz od razu z twierdzenia Mullera [81], a komunikacja
standéw wewnatrz zbioru A wynika z witasnosci Darboux. Poniewaz jed-
nak w tym modelu takie argumenty nie dziataja, to musimy teraz podac
doktadny wzor, by zdefiniowac zbiér A oraz udowodnié jego wiasnosci.
Doktadniej, wracajac do generalnej idei, musimy udowodni¢, ze A jest
zbiorem o nastepujacych wilasnosciach:

« A jest zbiorem niezmienniczym dla rozwazanego procesu, to
znaczy, ze jezeli (a:i(0), £2(0), £3(0), 7(0)) € A, to réwniez
(xi(t), x2(t), x3(t), 7(i)) € A dla kazdego t > 0O,

= trajektorie (xi(t),X2(t),X3(t),y(t)) procesu, startujace z do-
wolnego punktu przedziatu [0, 1]13x {0,1} zmierzaja do A, gdy
czas zbiega do nieskoriczonosci,

« nie ma mniejszego zbioru, ktory spetniatby powyzsze dwa wa-
runki (komunikacja stanéw).

Przejdzmy teraz do dowodu naszego twierdzenia.

DOWOD. Dowéd rozpoczynamy od czysto geometrycznego opisu
atraktora, dowodzac algebraicznych wzoréw pdézniej. Sposrod wszyst-
kich mozliwych rozwigzann uktadu (42) wybierzemy dwa szczegélne,
ktére sg wyznaczone w sposéb jednoznaczny. Pierwsze z nich, czyli
A1) — (4>i{t),(H2(1),(j)3(t)) jest rozwigzaniem ukiadu (42) z ustalonym
i = 0 oraz warunkiem poczatkowym (0i(O), €2(0), 03(0)) = (1,1,1).
Natomiast drugie z nich, ijj{t) = (ipi(t),”(t),”»3(f)) jest rozwigzaniem
uktadu (40) tym razem z ustalonym i = 1 oraz warunkiem poczatko-
wym (Vh(0), ip2(0), '03(0)) = (0,0,0). Wnioskujemy zatem, ze funkcje ¥
oraz ip sa odpowiednio rozwigzaniami uktadu (42) zi —Ooraz i = 1,
ktore tgcza ich punkty stacjonarne (0,0,0) i (1,1,1) w ten sposob,
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ze startujg z punktu stacjonarnego komplementarnego uktadu i wraz
z uptywajacym czasem dazg do wilasnego stanu réwnowagi. Konstru-
ujemy zbiér A w nastepujacy spos6b. Niech A0 bedzie powierzchnia,
utworzong (mozna powiedzieé: ,utkang”) przez te rozwigzania ukiadu
(42) przy ustalonym i = 1, dla ktérych punktem poczatkowym jest
punkt lezacy na krzywej 4= Podobnie postepujemy w przypadku zbioru
Ai, bedacego powierzchnig utworzong (,utkang”) przez te rozwigzania
ukiadu (42) przy ustalonym i = 0, ktére startuja z punktéw lezacych
na krzywej tp. Nastepnie definiujemy A jako podzbiér kostki [0, 1]3,
ograniczony przez powierzchnie Agi Ai. Na rysunku 18 prezentujemy
geometryczny ksztatt zbioru A.

RYSUNEK 18. Brzeg zbioru A, ztozony z dwdéch po-
wierzchni: Aq, zaznaczonej wypetnieniem i powierzchni
Ai, zaznaczonej na przezroczysto dla wartosci parame-
trow a= 2 i b= 10

Z kolei na rysunku (19) prezentujemy dwuwymiarowe projekcje
zbioru A na wybrane plaszczyzny, wygladajace jak zbiér zbadany w
pracy [47] i zaprezentowany w niniejszej rozprawie na rysunku (2).

Dla poréwnania, na rysunku (23) w nastepnym podrozdziale przed-
stawiamy szkic zbioru A, otrzymany przez numeryczne symulacje tra-
jektorii procesu. Dotychczasowy opis atraktora nie mdéwi jednak wiele
0 jego wiasnosciach. Wyprowadzimy algebraiczne formuty, ktére beda
opisywac zaréwno zbiér A, jak ijego brzeg, czyli powierzchnie AOoraz
M-
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pris-fRNA p»-mRNA

Rysunek 19. Projekcje dwuwymiarowe zbioru A opi-
sanego przez wzor (48) na plaszczyzne, z wartosciami
parametréow a = 2,6 — 3. Po lewej stronie: projekcja
na ptaszczyzne pre-mRNA i mRNA. Po prawej stronie:
projekcja na ptaszczyzne pre-mRNA i biatka.

Transformacja przebiega nastepujaco. Rozwazmy uktad (42) z usta-
long wartoscig i, i = 0,1. Réwnowaznie mozemy przepisaé go jako
x'= Mx + ¢, gdzie

-1 0 O "1
M = a —a 0 ic= 0
0 b -b 0

Zauwazmy, ze M ma trzy rézne wartosci wkasne: —1, —a, —b i mozemy
wybrac¢ wektory wiasne Vi, v2,v3w taki sposéb, ze wektor 1 = [1,1,1]
ma réwniez wspétrzedne [1,1,1] w bazie wektoréw wiasnych. Doktadnie
mowiac, wektory wiasne Vi,v2,v 3 sg dane poprzez wzory:

Vi ab
- b
-1
49 E T
(49) v2 ’a—Z
ab b
v3= 0,0,1

T @- )(b-1) (a—I)(a —8).
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Nastepnie transformujemy uktad (42) poprzez zapisanie go w nowej
bazie i otrzymujemy nowe wzory na uktad (42):

T = -*1+*
(50) <N = —ax2+ ai
= ~bx3+ bi

dla z = 0,1. Niech x = [x\,x2,x3]7 bedzie wektorem kolumnowym i
niech 7rJ(X) oznacza rozwigzanie uktadu (40) w chwili t, startujace z x.
Otrzymujemy:

(51) TR(X) = (¢ txle atx2,e bx3)
oraz
(52) TR(X) = 1+ AP(x) - 7T°,

dzie 1 oznacza teraz wektor kolumnowy [1,1, I]7. Poprzez naprzemien-
ne sktadanie tych funkcji otrzymujemy wzory:

(53) W (x) = 1+ (x) - 7RI,

jak réwniez:

(54) TR (x) = 7rel + TR+t2(x) - 7T°+t2

dla tlt ;2 > 0. Teraz, podstawiajac e 2 := a, e~(tl+tA ij dostajemy:
(655) WA2nti(x) = (a+ p(xi - 1),aa+ pa(x2- 1),ab+ pb(x3- 1)),
and

(56) Ti2at (x) = (1- a+ 0X1,1 - aa+ pax2,1- ab+ j3x3),

gdzie 1> a > j3> 0. Startujac z punktu x = (0,0, 0) we wzorze (55) i
x = (1,1,1) we wzorze (56), otrzymujemy réwnania parametryczne na
powierzchnie Aai Ax, ktdre opisaliSmy wczesniej jako brzegi zbioru A:

A0= {{a-f3,aa-p aab-pb: 1>a> @3> 0},
Ai = {1 —a+/?,1—0A+ [3a,1—octb+ /D) : 1~ a” /3" 0}.

W podobny sposéb mozemy wyprowadzi¢ wzory, skitadajac naprze-
miennie trzy takie funkcje:

nisnt2ati(X) = (- 0 + 7xi,aa- (3a+ 7X2,ab- pb+ j bx3),
WTTtMGj () = (1-a + B3+ 7(*i - 1),1- aa+ 0° + 7a(x2- 1),1- a6+ ob+ yb(x3- 1)),

gdziel>a>/3>7>0.
Teraz, zdefiniujmy zbiér V = {(x,y,z): 0 <z<y<x<1} oraz
funkcje f: V —=R3 wzorem

(57) f(x,y,z) = (x-y + z,xa- ya+ za,xb- yb+ ;).
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tatwo sprawdzié, ze funkcja f jest lokalnym dyfeomorfizmem. W szcze-
golnosci, zbior:
(58) f(V) = {x=TATT~l : \> 0, t2> o, t3> 0}

jest zbiorem otwartym i f(U) jest wnetrzem zbioru A. To pozwala nam
stwierdzi¢, ze

(59) A= {(x-y +z,xa-ya+za, xb-yb+zh : 1~ x "~y 2" 0},

oraz ze powierzchnie Ao i AX rzeczywiscie daja w sumie brzeg zbioru
A. Co wiecej, A\ jest obrazem AO (i vice versa) w symetrii wzgledem

punktu |. . Dzieki tej wiasnosci, mamy takze réwnowazng defi-
nicje zbioru A, to znaczy:
60) A={(1- (x-y+2), 1- (xa-ya+za), 1- (xb- yb+ zb)) : 1~ x "~y ~z "0}

Przechodzimy do dowodu asymptotycznej stabilnosci pétgrupy. Roz-
poczniemy od sprawdzenia warunku (b) twierdzenia (2), gdyz nie wy-
maga on jeszcze transfomacji uktadu (42). Wspomnijmy jednak wcze-
$niej o prostym fakcie, zwigzanym ze sprawdzaniem zachodzenia warun-
ku Hérmandera w ustalonej przestrzeni stanéw X . Mianowicie, jezeli
dla dowolnego punktu ga £ X istnieje punkt p € X taki, ze qo komu-
nikuje sie z p i warunek Hormandera jest spetniony w punkcie p, to o
spetnia warunek (6). Ten fakt jest prostg konsekwencjg twierdzenia 4
Z pracy [8].

Zeby wiec ten warunek sprawdzi¢, oznaczmy przez aj(x) pole wek-
torowe, reprezentujace ukiad (40) z ustalong wartoscig i € {0,1} w
punkcie x G [0, 1]3- Po krdétkich obliczeniach nastepujacych wyrazen:

oi-a0= (1,0,0), [a0,ai] = (1, —a,0), [a0,[a0,ai]] = (1,-(a2+ a),ab);

otrzymujemy trzy wektory liniowo niezalezne w przestrzeni wektorowej
R3. Z tego faktu w oczywisty spos6b wynika, ze te wektory rozpinajg
przestrzeh R3. A zatem, warunek (b) z twierdzenia (2) jest spetniony.
Jest jednak znacznie trudniejsza rzeczg sprawdzi¢ warunek (a), ponie-
waz nie jest on spetniony na catej przestrzeni [0, 113 x {0,1} (gdyby
byt, tenze zbiér nalezatoby uznac za stochastyczny atraktor). Udowod-
nimy jednak, ze warunek (a) jest spetniony na zbiorze A. Innymi stowy,
komunikacja stanéw ma miejsce we wnetrzu tego zbioru.

Teraz prowadzimy dowdd twierdzenia (6) juz w oparciu o trans-
formacje dane wzorami (49). Najpierw pokazemy, ze A jest zbiorem
niezmienniczym dla catego procesu. Wyniknie to z faktu, ze jezeli roz-
wazymy dowolny punkt x 6 A, to pozostaniemy w zbiorze A, gdy
zadziatamy na ten punkt ktérymkolwiek z semipotokéw danym przez
(40) z warunkiem poczatkowym x. Innymi stowy, sprawdzamy, ze je-
zeli wystartujemy z dowolnego punktu x e A, to wtedy dlat > 0
obydwa semipotoki 7r°(x) oraz rmj(x) nie wyprowadzg nas ze zbioru A.
Jako ze proces przetacza sie pomiedzy tymi dwoma semipotokami, jego
trajektorie nie moga opusci¢ zbioru A. Nastepnie, zdefiniujmy zbior:
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D = {(x—y+ z—w, xa—ya+ za—wa, Xb- yb+zb—wb): I"x*y~*z~w "0}.

Udowodnimy, ze zbiér D jest réwny zbiorowi A. Dla s G {1, a, 6} i
kazdego punktu postaci

do= (xo-yo + zo- wo, - Yo+ Z%- w$, xb- yb+ zb- wb) GD
mamy

-va+4 -< =*oJi Qna““ «y = Xo(xo - 20 + *0)

(xOX0)s - (x0yQ)s + (x0Zoy

gdzie druga réwnos$é jest konsekwencjg réwnowaznosci dwaéch definicji
zbioru A (wzory (59) i (60)). Wnioskujemy, ze A = D. tatwo sprawdzi¢,
ze dla kazdych t > O oraz i G {0,1} mamy w\(A) C D, wiec A jest
zbiorem niezmienniczym dla naszego procesu.

Korzystajac ze wzoru (58), znajdziemy takie czasy t® > 0, > 0,
iig > 0, ze 7Po7)0Md1 = (8, 2’ 2)’ Z powodu ciagtej zaleznosci rozwia-
zah od warunku poczatkowego, mozemy znalezé S > 0i e > 0, takie
ze dla kazdego punktu y G IR3 spetniajgcego nieréwnos¢ |ly—1]] <8
oraz t = (¢, ¢2 ¢3) spetniajgcego U —t°\ < e, gdzie i = 1,2,3; ma-
my dm2 (y) G Int A Wiecej, mianowicie istnieje to > 0 takie, ze
[I"(x) —1 4 < 5 dla kazdego punktu x G [0, I]3oraz t > t0. Stad wiasnie
M3m2atinio(x) GIntA Sdy x e [*"I]3oraz l&i- 1< e gdziei= 1.2,3
oraz t > to. Prawdopodobienstwo, ze cigg nastepujacych kolejno po
sobie momentéw skoku Tn, ..., Tn+4 ma wiasnosci Tn+l —Tn > to oraz
Tn+i+j - TnH G (t° —e, + e) dlaz= 1,2,3; jest ograniczone od dotu
(podobne rozumowanie, jak w pracy [10] i rozdziale wyzej) przez pew-
na dodatnig liczbe j > 0. Jako, ze trajektorie naszego procesu PDMP
wchodzg do szescianu [0, 113, mamy dzieki temu, ze trajektorie wchodzg
do wnetrza stochastycznego atraktora z prawdopodobienstwem réw-
nym 1, co kohczy dowdd wihasnosci. (12). Stwierdzamy zatem, ze A jest
rzeczywiscie stochastycznym atraktorem dla naszego procesu.

Teraz jesteSmy przygotowani do udowodnienia warunku (a), czyli
komunikacji miedzy stanami dla x,y G int A oraz ustalonej wartosci
i G {0,1}. Inaczej moéwigc, pokazemy, ze skumulowany potok, utwo-
rzony przez trajektorie ztozone z semipotokéw n° i nl z warunkiem
poczatkowym x G int A generuje cate wnetrze A. Powstaje wiec nie-
trywialne pytanie: czy istnieje swobodne sterowanie poprzez zwykty
(40) lub przetransformowany (50) uktad pomiedzy dwoma dowolnymi
punktami z wnetrza zbioru Al Tak postawione pytanie nie odwotuje
sie samo w sobie do probabilistycznej natury procesu, wiec natural-
ne wydaje sie, by poszuka¢ na nie odpowiedzi w takiej teorii, ktora
zajmuje sie badaniem podobnych probleméw. Zblizona problematyka,
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a wiec patrzac szerzej problem sterowania (z angielskiego: controlla-
bility theory) pomiedzy uktadami dynamicznymi generowanymi przez
liniowe ukilady réwnan rézniczkowych; byta szeroko dyskutowana w
przesztosci w literaturze poswieconej teorii sterowania (miedzy inny-
mi w ksigzkach [14], [37], [38]), ale ten bardzo specyficzny przypadek
wydaje sie wyraznie wymykaé jej ramom, bedac relatywnie dalekim
od klasycznych rezultatéw zwigzanych ze sterowalnoscia i nie daje sie
rozstrzygngé poprzez zastosowanie znanych z literatury procedur tej
teorii. Jak sie jednak okazuje, dowdd wiasnosci komunikacji stanéw we
wnetrzu stochastycznego atraktora, w tej szczegélnej sytuacji nie od-
wotuje sie do bardzo skomplikowanych metod. Jest wrecz przeciwnie:
ta nietrywalna na pierwszy rzut oka wtasnos¢, ma relatywnie nieskom-
plikowane uzasadnienie. Ze wzgledu na symetrie zbioru A, bedziemy
rozwazac te trajektorie skumulowanych semipotokéw, ktére rozpoczy-
naja swoja podréz od semipotoku 7r°. Rozumowanie w przypadku, gdy
proces rozpoczyna ruch prawami deterministycznymi zadanymi przez
semipotok 7Tl jest analogiczne. Ustalmy x € A oraz i = (0,1,0,1). Po
naprzemiennym ztozeniu czterech transformacji otrzymujemy wzor:

(x).

Teraz ustalmy e > 0 i punkty x,y,z,takie zee<z<2<x< 1
Mozemy wtedy znalez¢ takie U > 0, dla i — 1,2,3,4, by mdc napisac:
X = e~u,y —e-t3~i4, z = e~i2~i3-i4 i e —e~tlz. Z tego powodu mamy:

'Oxti= (I-x+y-z+exi,l-xatya-za+£ax2,|-x b+ yb-z b+ elx3).
Zdefiniujmy nastepujacy zbior:
Ae —{(1—x+y —z, l—xa+ya—z“,1—xb+tyb—z6): e<z<y<ar<l}

oraz dobierzmy do niego VE = (£Xi,fax2,Ebx3). Wtedy, startujac z
punktu x i sktadajac naprzemiennie cztery transformacje, mamy ko-
munikacje z kazdym punktem ze zbioru:

4 +vE:={y +vE:ye Ae).

Zauwazmy, ze Int A C U Ae, wiec wnioskujemy, ze mozemy potaczyé
£50

punkt x i kazdy punkt z wnetrza zbioru A poprzez Oxt,i (zauwazmy
tez, ze to stwierdzenie moze nie by¢ prawdziwe dla punktéw brzegowych
zbioru A). A zatem, warunek (a) twierdzenia (6) jest spetniony i jako,
ze A jest zwarty, to potgrupa {P{t)}t~o jest asymptotycznie stabilna.

Uwaga 3. Dowdd zaprezentowanego twierdzenia w ogélnym przy-
padku (to znaczy obejmujacy takze wartosci parametrow a= b, a= 1
i b= 1) jest podobny do zaprezentowanego powyzej, ale technicznie
trudniejszy. Nie dokonujemy zamiany zmiennych w uktadzie (40), lecz
definiujemy atraktor dla procesu jako domkniecie zbioru:

(61) A\ — {x —7~1 - 721+ 7T*31: 0< < s2< $3}
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lub réwnowaznie jako domkniecie zbioru:
(62) A2={x=1- 7"+ 72 - #31: 0< «i < s2< s3}.
Mamy clAj = c¢M 2, poniewaz obydwa zbiory A\ i A2 maja te same
brzegi:

cd{x=" 1-721:0<Si<S}Ucl{x=1-"1 +7%2 :0<Si<s2}

Majac te wzory na atraktor, mozna udowodni¢, ze w istocie ten zbior
jest stochastycznym atraktorem i ze kazde dwa punkty w jego wnetrzu
komunikuja sie. A zatem, takze w tym przypadku mozna dowies¢, ze
potgrupa Markowa {P{t)}t"~o jest potgrupa asymptotycznie stabilna.
[

4. Konfrontacja teorii z symulacjami

W rozwazanym modelu ekspresji genéw z udzialem pre-mRNA,
MRNA i bialek jeszcze trudniej jest rozwigzaé analitycznie réwnania
Fokkera-Plancka (46), niz w poprzednim modelu. W tym podrozdzia-
le w podobny spos6b omoéwimy stochastyczne symulacje trajektorii i
rozktadoéw procesu, utozsamianego z uktadem (40), by zilustrowac uzy-
skane wyniki. Ponizsze rezultaty zostaty uzyskane tymi samymi meto-
dami, co w poprzednim rozdziale, przy czym wymagato to modyfikacji
procedury numerycznej, by radzita sobie ze wzrostem wymiaru, co z
oczywistych wzgledow w pewnym stopniu wydtuzyto czas jej dziata-
nia.

Po raz drugi dokonaliSmy poréwnania trajektorii procesu opisanego
przez uktad (40) dla wybranych wartosci parametréw a, b oraz funkcji
intensywnosci przejscia q0(xi,x2,2:3) i <G (ti,x2,x3) (wyspecyfikowane
na odpowiednich rysunkach i ponizej), przyjmujac ze wzgledu na wy-
dajnos¢ procedury ograniczenie do momentu czasowego T = 150 albo
po wykonaniu 1300 przetgczen. Przy tych zatozeniach zilustrowalismy
ewolucje w czasie pozioméw wszystkich trzech typéw produktow eks-
presji genéw dla a= |,6 = |,eo = 3iql = 6z warunkiem poczatko-
wym x(0) = y(0) = 2(0) = |, osobno na rysunku (20) i parami (bez
osi czasu) na rysunku (22) (po jego lewej stronie). Z kolei na rysunkach
(21) i (22) (po jego prawej stronie), gdzie uzywamy tego samego zesta-
wu parametréw, jak wczesniej, z ta réznicg, ze funkcje intensywnosci
przejscia zalezg od poziomu biatek, to znaczy q\{x\,X2,Xz) = q\x2.

Zauwazmy, ze w obydwu przypadkach, zgodnie z oczekiwaniami sy-
gnalizowanymi w pracy [47], fluktuacje poziomu pre-mRNA sa zna-
czaco wieksze niz pozioméw MmRNA lub biatek. Jednakze, w sytu-
acji gdy funkcje intensywnosci przejscia sa state, wszystkie trzy po-
ziomy cechuje zmiana w nieco wezszym zakresie niz w przypadku, gdy
funkcje intensywnosci przejscia sa zalezne od poziomu biatek: warto-
éci odchylenia standardowego dla kolejnych faz sg odpowiednio réw-
ne 0.151,0.0887,0.0609 i 0.182,0.099,0.0617. Co wiecej, obliczyliSmy
wspotczynniki korelacji pomiedzy kazdymi dwoma fazami ekspresji.
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Rysunek 20. Trajektorie procesu stochastycznego (40)

jako funkcje czasu. Rozwazany jest warunek poczatkowy

x(0) = ~2(0) = |.~0) = ¢,7(0) = 0 z wartosciami
parametréw a = =

= ],00 — 3,g\ = 6. Poziom pre-
MRNA na rysunku u gory, poziom mRNA na rysunku w
srodku i poziom biatek na rysunku na dole.

Podczas gdy poziomy pre-mRNA i mMRNA (z wartosciami wspétczynni-
ka korelacji 0.555 dla statych i 0.573 dla zaleznych od poziomu biatek
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Rysunek 21. Trajektorie procesu stochastycznego (40)
jako funkcje czasu. Rozwazany jest warunek poczatkowy
x(0) = \,y{0) = ¢,z(0) = 5,7(0) = 0 z wartosciami
parametrow a= s .b— q0= 3,9\ = 6z(t).Poziom pre-
MRNA na rysunku u gory, poziom mRNA na rysunku w
srodku i poziom biatek na rysunku na dole.
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bisftso biatko

Rysunek 22. Dwuwymiarowe realizacje procesu sto-
chastycznego (40) (bez osi czasu) obrazujgce wspoiza-
leznosé poziomoéw kazdych dwéch typow produktéw eks-
presji genu (40). Rozwazany jest warunek poczatkowy
X(0) = MN2/(0) = 1,z(0) = ],7(0) = 0 z wartosciami pa-
rametréow a = |,6 = |,e0 = 3, dla statych (Q\ — 6, po
stronie lewej) i zaleznych od poziomu biatek (qi = 6x3,
po stronie prawej) funkcji intensywnosci przejscia.

funkcji intensywnosci przejscia), jak réwniez mRNA i biatek (odpo-
wiednio 0.685 i 0.668) byty znaczgco skorelowane, poziomy pre-mRNA
i biatek byty dos¢ stabo ze soba zwigzane (odpowiednio 0.07 i 0.058).
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0.8

Rysunek 23. Szkic zbioru A (atraktora), czyli wizuali-
zacja tréjwymiarowych realizacji procesu (bez osi czasu),
obrazujaca wspotzaleznosé poziomdw wszystkich trzech
typow produktéw ekspresji genu (40). Warunek poczat-
kowy to x(0) —~.2/(0) = ¥,z(0) = ],y(0) = 0 z warto-
sciami parametréw a = 2, b= 10 dla statych (Q\ —6, po
stronie lewej) i zaleznych od poziomu biatek & = 6.73,
po stronie prawej) funkcji intensywnosci przejscia.

Nie zmieniajgc ustalonych wartosci parametrow modelu, przeanali-
zowalismy rozktady otrzymane poprzez symulacje procesu (40) w dwéch
réznych przypadkach: odpowiednio ze statymi i liniowo zaleznymi od
poziomu biatka x3 funkcjami intensywnosci przejscia do stanu nieak-
tywnego qi(x\,x2,x3), co zostato zaprezentowane na rysunku (24). By
zbada¢ rozktad procesu po uptywie dostatecznie duzego czasu, na-
szkicowalismy dwuwymiarowe rozktady brzegowe, to znaczy funkcje
p(t,xi,x2), p(t,x2,x3), p(t.,xi,x3), gdzie (tak samo, jak w poprzednim
rozdziale) p(t,Xk,Xj) = fo(t,Xk,Xj) + fi(t,Xk,Xj). Nalezy jednak zwré-
ci¢ uwage, ze ze wzgledu na rozszerzenie przestrzeni fazowej procesu o
dodatkowy wymiar, znaczaco wzrosto tez zuzycie mocy obliczeniowej
komputera i czasu dziatania algorytmu. Z tego powodu, ograniczylismy
sie do czasu Tp — 15, nie zmniejszajac przy tym liczby préb. Doktad-
niej méwiac, rozklady zostaty aproksymowane przez rozktad empirycz-
ny otrzymany z 5000 symulacji uktadu (40) do momentu czasowego
Tp — 15 i stad mozemy oczekiwaé¢ (wspomina sie 0 tym takze w pracy
[47]), ze punkty postaci (x(Tp), y(TF), z(Tp), i) otrzymane w taki spo-
s6b bedg dobrze aproksymowaé rozkiad procesu w tak zadanej chwili
czasowej. Sita fluktuacji, opisana przy pomocy funkcji intensywnosci
przejscia, decyduje o obszernosci rozktadu p: silniejsze fluktuacje daja
obszerniejszy rozkiad.

W tym modelu mamy ponadto do czynienia z interesujacymi zacho-
waniami procesu przy pewnych zatozeniach. W czesci teoretycznej omo-
wilismy i stwierdziliSmy istnienie dwdch specyficznych typdw zachowa-
nia procesu w deterministycznej (adiabatycznej) granicy. W pierwszym
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przypadku oczekujemy, ze gdy funkcje intensywnosci przejscia 0 i gx
sg dostatecznie duze oraz wartos$¢ oczekiwana przetgcznika E7jest ro-

snacg funkcjg poziomu biatek
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pre mRNA
biafco

0.2

pre mRNA
0.4

pre mRNA
Rysunek 24. Prezentujemy rozktady brzegowe
p(t,xk,Xj) = fo{t,xk,Xj) + fi(t,xk,Xj), policzone
dla czasu t — 15 wraz z symulacjami procesu reprezen-

towanego przez uktad (40), powtdérzone 5000 razy dla
statych (po stronie lewej) i zaleznych od poziomu biatek
(po stronie prawej) funkcji intensywnosci przejscia.

.r3, powinnismy otrzymac¢ rezultat, ze

feiafto
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Rysunek 25. Bimodalne rozktady brzegowe
p(t,xk,Xj) - fo(t,xk,Xj) + fi(t,xk,Xj), policzone
dla czasu t = 15 wraz z symulacjami procesu reprezen-
towanego przez uktad (40) z a = b = 1 i z funkcjami
intensywnos$ci przejscia qo{x3) = 10(0.01 + x32) oraz
<= 10 m0,2.
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bf&to

MRNA
Rysunek 26. Prezentujemy rozktady brzegowe
p(t,xk,Xj) = fa(t,Xk,Xj) + fi(t,xk,Xj), policzone
dla czasu t = 15 wraz z symulacjami procesu reprezen-

towanego przez uktad (40) z a = b = 1 i z funkcjami
intensywnosci przejscia q0 — n, qi(x3) = 9 «10lonx'30 z
n = 10.
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Rysunek 27. Cykl graniczny dla wartosci parametréw
a —b — i funkcji intensywnosci przejscia = n oraz
g” (x3) = 9 «1010 n x\° w granicy adiabatycznej.

rozktad stacjonarny jest bimodalny, do czego odnosi sie rysunek 25.
Z drugiej strony, gdy obydwie funkcje intensywnosci przejscia réwniez
sg duze, ale tym razem E7 jest malejaca funkcjg poziomu biatek X3,
obserwujemy po przejsciu do granicy deterministycznej istnienie cyklu
granicznego. Jednakze, po wykonaniu symulacji procesu przez dosta-
tecznie dtugi czas, spodziewamy sie otrzymac gestos¢ skoncentrowang
blisko wspomnianego cyklu granicznego. Prezentujemy poréwnanie roz-
ktadow procesu stochastycznego (rysunek 26) ijego deterministycznej
aproksymacji w granicy adiabatycznej (rysunek 27). Ten typ zachowa-
nia zwraca szczeg6lng uwage, poniewaz nie wystepuje w modelu ztozo-
nym z dwoch réwnan i omawianym w pracy [47]. A zatem wykonana
analiza utwierdza nas w przekonaniu, ze chociaz w uktadach ztozonych
z wiekszej liczby réwnan takich, jak w uktadzie (40) wiele cech moze
pozosta¢ w analogii do uktadu dwéch réwnan, moga pojawic sie wia-
snosci, charakterystyczne tylko dla uktadéw o bogatszej dynamice.



V. Inne wyniki: aplikacje bioinformatyczne

Przy okazji budowania og6lnych modeli matematycznych proceséw
biologicznych, w ktérych wystepuja parametry (a tak jest w przypad-
ku modeli opartych o PDMP), pojawia sie pytanie, ktoére z szerokie-
go zakresu dopuszczalnych parametréw pasujga do opisu rzeczywisto-
éci. Jednakze, poza parametrami liczbowymi wystepujacymi w réwna-
niach (r w przypadku modelu dwuwymiarowego ekspresji genéw, a i
b w przypadku modelu tréjwymiarowego, flj i a2 w modelu inhibicji
enzymoéw), w procesie stochastycznym PDMP istotna role odgrywaja
rowniez funkcje intensywnosci przejScia miedzy dwoma stanami ak-
tywnosci: g0 i qi. Teza o zaleznosci tych funkcji od poziomu biatka
znajduje czesto potwierdzenie eksperymentalne. Do badania interakgji
genow stworzono przy wspotudziale autora dwa narzedzia bioinforma-
tyczne: Seaginspector [54], stuzacy do statystycznej weryfikacji wptywu
czynnikéw transkrypcyjnych na ekspresje genéw oraz AnnoGene [73]
(udziat autora rozprawy dominujacy) - identyfikujacy konkretne ge-
ny. Daje to perspektywy na dobieranie, w zaleznosci od typu i ilosci
czynnikow transkrypcyjnych indukujacych proces transkrypcji, wiasci-
wego doboru funkcji intensywnosci przejscia. Propozycja zastosowania
to zidentyfikowanie za pomocg Seainspectora i AnnoGene czynnikdéw
transkrypcyjnych genu, dobranie ze wzgledu na ich biologiczne witasno-
sci funkcji intensywnosci przejscia miedzy stanami, a nastepnie zbudo-
wanie modelu opartego o PDMP i jego analiza. Nie wchodzimy tutaj
w bezposrednio niezwigzane z tematyka rozprawy detale zwigzane z
komputerowag implementacja obydwu narzedzi, ktére zostatly opisane
w zacytowanych pracach. Konkretne przykiady sa ponadto szczego6-
towo opisane w dokumentacji tych narzedzi, dostepnej wraz z nimi
w internecie; odpowiednio na stronach http://seqginspector.cremag.org
(Seainspector) oraz http://bedanno.cremag.org (AnnoGene).
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Rysunek 28. Seainspector, [54] - narzedzie do badania
wptywu czynnikéw transkrypcyjnych na ekspresje genu,
wspomagane przez AnnoGene [73] - identyfikator genéw
ulegajacych ekspresji moga znalezé wykorzystanie przy

doborze funkgji
PDMP.

intensywnosci przejscia w procesie



V1. Podsumowanie

W niniejszej rozprawie przedstawiliSmy teoretyczne podstawy pro-
cesu stochastycznego PDMP, wraz ze skréconym rysem historycznym
oraz podziatem tej bogatej rodziny proceséw stochastycznych na pod-
klasy. Nastepnie, opisaliSmy jego liczne zastosowania biologiczne oraz
zaréwno starsze, jak i przede wszystkim nowe wyniki w tej dziedzi-
nie, ze szczegélnym uwzglednieniem badania asymptotyki dtugoczaso-
wej tych proceséw. Uzyskane wyniki sprawdziliSmy poprzez kompute-
rowe symulacje trajektorii procesu, a ponadto zaproponowaliSmy do-
datkowo narzedzia bioinformatyczne, ktére moga odegrac istotna role
w praktycznych zastosowaniach modeli do realnych gendéw lub ukia-
déw gendéw. Z oczywistych wzgledéw, nie jest to opracowanie, ktdre
catkowicie wyczerpuje temat, jednakze daje to pewien wglad w rodzi-
ne proceséw biologicznych, do modelowania ktérych to narzedzie jest
uzywane w spos6b naturalny; wszak koncepcja stochastycznego prze-
taczania sie miedzy dwoma (lub wiecej) stanami genu byta postulowa-
na przed pojawieniem sie pierwszych matematycznych modeli takich
zjawisk, o czym méwilismy. Zwracamy uwage, ze nie doktadamy zabu-
rzenia o losowym charakterze do modeli uznawanych powszechnie za
rzadzace sie wytacznie deterministycznymi prawami, czyli tam, gdzie
0 losowosci nigdy wczesniej nie méwiono. Konieczno$¢é uwzglednienia
sterowania stochastycznego ruchem czasteczek byta poruszana w pra-
cach biologicznych postulujacych taki charakter modeli, cho¢ wczesniej
nie precyzowano pod wzgledem matematycznym, jak to zaburzenie do-
ktadnie ma dziataé. W pracy [47] powigzano jednak to zaburzenie z
procesami Markowa, a w pracy [10] zidentyfikowano formalnie jako
PDMP. Obecnie wcigz powstajg nowe modele oparte o PDMP, jed-
noczesnie ciggle rozwija sie teoria odpowiedzialna za weryfikacje ich
matematycznej poprawnosci.

W tej pracy zostaty szczegétowo zbadane modele inhibicji enzyméw
oraz trojfazowej ekspresji genéw. Z wyzej wymienionych powodéw wy-
braliSmy proces stochastyczny PDMP jako matematyczne narzedzie do
ich zbudowania. W pierwszym przypadku odpowiadamy na pytanie o
mozliwos¢ analizy modeli opartych o uktady réwnan rézniczkowych ka-
watkami rézniczkowalne, a w drugim, co prawda o uktady liniowe, ale
0 trajektoriach w przestrzeni tréjwymiarowej. Po sprawdzeniu, ze w
obydwu przypadkach taka konstrukcja jest mozliwa i po jej wykonaniu,
przeszliSmy na jezyk pétgrup Markowa (cho¢ nie jest to jedyna droga),
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zeby zbada¢ dtugoczasowe zachowanie rozktaddéw procesu. W obydwu
przypadkach uzyskano wynik moéwiacy o tym, ze potgrupa Markowa jest
asymptotycznie stabilna, a zatem wiemy, ze istnieje graniczna gestos¢
stacjonarna dla procesu, czyli taka, ze startujac z rozkiadu absolut-
nie ciggtego, réwniez w granicy czasu zbiegajacego do nieskoriczonosci
proces bedzie miat rozklad absolutnie ciggly. WyznaczyliSmy zbiory,
ktore sg nosnikami (w zdefiniowanym na poczatku niniejszej rozprawy
znaczeniu) tej gestosci, a uzyskane wyniki sprawdziliSmy poprzez stwo-
rzone w Srodowisku Mathematica, a oparte na znanej idei algorytmu
Gillespie symulacje procesu PDMP, rysujac jego wybrane realizacje. W
modelu z tréjwymiarowa ciggta czescig przestrzeni stanéw przy odpo-
wiednich zatozeniach pojawity sie interesujace typy zachowan: bistabil-
nos¢ oraz istnienie cyklu granicznego. Wazng cechg jest, ze ten drugi
efekt nie wystepuje w wersji tego modelu z dwoma réwnaniami, a wiec
badanie modyfikacji nawet do$¢ prostych modeli poprzez doktadanie
analogicznych, nowych réwnan potrafi nas jeszcze zaskoczy¢. Ponadto,
wspomnieliSmy o stworzonych bioinformatycznych narzedziach; Seain-
spectorze i AnnoGene, ktdre opierajac sie na danych uzyskanych ekspe-
rymentalnie, moga stanowi¢ wskazowke w doborze funkcji intensywno-
&ci przejscia przy modelowaniu przemian zachodzacych w konkretnych
genach.

Chcielibysmy jeszcze w tym miejscu wspomnie¢ o kolejnych per-
spektywach badawczych. Rozwdj teorii procesébw PDMP w ostatnich
latach sprawia, ze nalezy zada¢ kolejne pytania, gdy pojawiajg sie kom-
plikacje innej natury, na przyktad sytuacja, gdy prawe strony réwnan
rézniczkowych charakteryzujgcych model nie sg nawet kawatkami li-
niowe. Jednym z problemoéw jest uogdlniony model réznicowania sie
komorek macierzystych kontrolowany przez substancje cytokine, prze-
badany najpierw w wersji deterministycznej w [13], a zbudowany jako
PDMP i analizowany w [57]. W tym modelu proces PDMP jest dany
réwnaniem £(£) — (X\(t), ...,xn(t),a(t)), gdzie

dxi .
= (2a(t)s(t) - Dpizi(£) -

- (2a(t)s(t) - DHhp2x2+ 2(1 - a(t)s(t))pixi(t) - p2x2
(63) dt

dxn

aq AL f(s@priixni()  pnxh

gdzie s(t) w nieliniowy sposéb zalezy od xn(t), zas a(t) to frakcja samo-
odnowy petnigca role stochastycznego przetgcznika miedzy uktadami
dynamicznymi. Techniczne zatozenia dotyczgce pozostatych parame-
trow ukiadu deterministycznego zostaty opisane w pracy [13]. Zatoze-
nia o funkcjach intensywnosci przejscia i funkcji rozktadu potozenia po
skoku pozostajg takie, jak w modelach ekspresji genéw. W pracy [57]
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ten model zostat przeanalizowany w przypadku n = 2. Powstaje pyta-
nie, czy uda sie przeprowadzi¢ zblizone badanie w wyzszych wymiarach,
gdyz podejscie zaproponowane przez autora niniejszej rozprawy w roz-
dziale IV juz dla tej klasy modeli wydaje sie by¢ nieodpowiednie. A
zatem, problem dotyczacy analizy modeli o ciggtej czesci przestrzeni
standéw wyzszego wymiaru niz 2, a postawiony przez F. Malrieu w pra-
cy [49] nie jest jeszcze w petni zbadany. Mozna prognozowac, ze jedng
z wczesnych drog analizy takich modeli bedg metody numeryczne.

Bardzo ciekawy do zbadania jest w szczegdlnosci model produk-
cji substancji subtyliny przez bakterie Bachellius subtilis [68]. W tym
modelu musimy uwzgledni¢ az pieé¢ zmiennych ciggtych: poziom po-
pulacji bakterii xj, poziom dostepnego pozywienia x2 oraz poziomy
X3, Xa, x3 koncentracji trzech biatek biorgcych udziat w produkcji sub-
tyliny: SigH, SpaRK i SpaS, odpowiednio. Komplikacje pojawiajg sie
z dwoch powoddw. Po pierwsze, zmiennosé w czasie populacji bak-
terii jest opisywana przez réwnanie nieliniowe. Po drugie, wszystkie
trzy biatka ewoluujg w sposéb zalezny od przyjmujacych tylko war-
tosci O lub 1 funkcji 73,74,75, przy czym dwie z nich regulowane sg
stochastycznie, a jedna w sposob podobny do sposobu przedstawio-
nego w rozdziale Ill: zmienia swojg warto$¢ po przekroczeniu Kkry-
tycznego poziomu. Konkretnie, rozwazamy proces PDMP dany jako
rt) = (x(t),x2{t),x3(t),x4(t),x5(t),i3(t),"y4(t),"y5(t)), gdzie:

= NN\ + k2x 3
(64) §-. ears. NX3
N — KNA —iaxa
N =~573 - kX5

w powyzszym ukiadzie rownan DA(x2) = min{”~, Dmax}, natomiast
X g, Dmax, k\,..., &, 1, I5,r sg statymi. Funkcja 73 zmienia wartos¢ z
1 na 0, gdy poziom x2 przekroczy pewien ustalony prog e > 0, za$ 74
i 75 sg stochastycznymi przelgczanikami, regulowanymi przez funkcje
intensywnos$ci przejscia miedzy stanami, ktoérych zdefiniowanie w tym
modelu, jak i funkcji rozktadu potozenia po skoku jest nieco bardziej
skomplikowane, niz w modelach rozwazanych wczesniej w niniejszej roz-
prawie, ale zostato doktadnie opisane w opracowaniu [43]. Potaczenie
metod zaprezentowanych w rozdziatach Il i IV moze, przy ewentu-
alnych dodatkowych zatozeniach, stanowi¢ punkt wyjscia do analizy
asymptotyki dtugoczasowej tego procesu.

Na koncu chcieliby$my zwr6ci¢ uwage, ze zaprezentowane inspiracje
biologiczne nie sg w zupetnosci wigzace i procesy typu PDMP moga
stuzy¢ do opisu znacznie szerszej klasy zjawisk, ktore podlegaja losowo-
sci. Uwazamy, ze duza dowolnos$¢ w doborze parametréw takich modeli
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powinna stanowi¢ motywacje do konfrontacji teoretycznych lub symu-
lowanych komputerowo wynikéw z eksperymentami, tak jak to czesto
ma miejsce, zwitaszcza gdy w gre wchodzi badanie ekspresji konkret-
nych genéw lub rodzin genéw. Ponadto, nadchodzi czas na powstanie
systematycznego opisu sposobu analizy takich modeli (przynajmniej
w wymiarze 2), gdyz na chwile obecng nie jest on jeszcze kompletny.
Nalezy na przykiad podac¢ opis konstrukcji atraktora stochastyczne-
go w zaleznosci od ilosci i typu punktéw stacjonarnych semipotokéw,
ktore stanowig deterministyczna czes¢ PDMP. Na chwile obecna, wy-
daje sie, ze nie ma na to uniwersalnego sposobu i obecnos¢ w uktadach
punktéw stacjonarnych, ktére nie sg stabilne, takich jak siodta, zmienia
sposéb konstrukcji takiego zbioru. Prace nad stworzeniem systematycz-
nego opisu, wspoélnie z P.R. Pazdziorkiem, sg obecnie dalej prowadzone.
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