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Abstrak 

Penyakit Demam Berdarah (DBD) adalah penyakit yang disebarkan oleh infeksi virus dengue melalui 

gigitan nyamuk Aedes Aegypti. Dengue adalah penyakit yang ditularkan oleh nyamuk dengan pertumbuhan 

tercepat di dunia. Nyamuk Aedes Aegypti dapat berperan sebagai vektor pada penyakit DBD. Tingginya 

kasus penyakit DBD dari tahun ke tahun menjadi masalah kesehatan yang utama di Indonesia. DBD dapat 

dimodelkan menggunakan pemodelan matematika untuk memahami dinamika penyebaran penyakit 

melalui kestabilan tiitk ekuilibrium serta pengendalian masalah optimal dari penularan penyakit DBD. 

Model DBD diklasifikasikan dalam 2 jenis kelas yaitu, kelas populasi manusia dan kelas nyamuk. Untuk 

kelas populasi manusia, ada tiga subkelas yaitu populasi rentan, populasi terinfeksi, dan populasi sembuh. 

Sementara untuk kelas populasi nyamuk, dibagi menjadi tiga subkelas yaitu populasi akuatik, populasi 

rentan, dan populasi terinfeksi. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan model matematika penyebaran 

penyakit Demam Berdarah Dengue, merekonstruksi model dengan menentukan titik ekuilibrium dan 

bilangan reproduksi dasar, menentukan bentuk kendali optimal pada penyakit DBD, dan simulasi numerik. 

Hasil dari penelitian ini adalah terbentuknya model SIR-ASI untuk penyakit DBD. Berdasarkan model 

tersebut diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit (𝐸0) dan titik ekuilibrium 

endemik (𝐸1) . Kemudian diperoleh bilangan reproduksi dasar (𝑅0)  melalui metode Next Generation 

Matrix yaitu 𝑅0 =  √
𝑘𝐵2𝛽𝑚ℎ𝛽ℎ𝑚(𝜑𝜂𝐴−𝜂𝐴𝜇𝑚− 𝜇𝐴𝜇𝑚)

𝜑𝜇𝑚
2 (𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)

.  

Kata Kunci: Demam Berdarah Dengue (DBD), Model SIR-ASI, Reproduksi Dasar (𝑅0), Aedes Aegypti 

Abstract9 

Dengue Hemorrhagic Fever (DHF) is a disease caused by dengue virus infection through the bite of the 

Aedes Aegypti mosquito. The high number of cases of DBD from year to year has become a major health 

problem in Indonesia. DBD can be modeled using mathematical modeling to understand the dynamics of 

disease spread through the stability of the equilibrium point and optimal control of the problem of DBD 

transmission. The DBD model is classified into 2 types of classes: the human population class and the 

mosquito class. There are three subclasses for the human population class: the susceptible population, the 

infected population, and the recovered population. Meanwhile, the mosquito population class is divided 

into three subclasses, namely the aquatic population, the susceptible population, and the infected 

population. The aims of this study were to determine a mathematical model for the spread of Dengue 
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Hemorrhagic Fever, to reconstruct the model, to determine the optimal control form for DBD, and to 

perform numerical simulations. The result of this study is the formation of the SIR-ASI model for DBD. 

Based on this model, two equilibrium points are obtained, namely a disease-free equilibrium point and an 

endemic equilibrium point. Then the basic reproduction number (𝑅0)  is obtained through the Next 

Generation Matrix method. 

Keywords: Dengue Fever, SIR-ASI Model, Basic Reproduction (𝑅0), Aedes Aegypti 

 

1. Pendahuluan  

Demam berdarah dengue (DBD) adalah 

penyakit yang disebabkan oleh infeksi virus 

dengue melalui gigitan nyamuk Aedes, khususnya 

Aedes Aegypti. Dengue adalah penyakit yang 

ditularkan oleh nyamuk dengan pertumbuhan 

tercepat di dunia. Gejala atau tanda pengenalan 

cepat infeksi dengue dapat menyebabkan infeksi 

tanpa gejala atau gejala, sekitar 20% di antaranya 

menimbulkan gejala.  

Demam berdarah dengue sering terjadi di 

daerah tropis dan subtropis. Data dari seluruh 

dunia menunjukkan bahwa Asia menempati urutan 

pertama dalam jumlah penderita DBD setiap 

tahunnya. Sementara itu, terhitung sejak tahun 

1968 hingga tahun 2009, World Health 

Organization (WHO) mencatat negara Indonesia 

sebagai negara dengan kasus DBD tertinggi di 

Asia Tenggara. 

Penyakit Demam berdarah dengue (DBD) 

masih menjadi masalah Kesehatan masyarakat 

yang utama di Indonesia. Dengan meningkatnya 

mobilitas dan kepadatan penduduk, maka jumlah 

penderita dan luas daerah penyebarannya 

bertambah. Di Indonesia DBD pertama kali 

terdeteksi di Kota Surabaya pada tahun 1968, 

dimana sebanyak 58 orang terinfeksi dan 24 

diantaranya meninggal dunia (tingkat kematian: 

41,3%). Penyakit ini terus menyebar ke seluruh 

Indonesia sejak tahun itu. Peningkatan kasus DBD 

terus terjadi terutama saat musim hujan. 

Kementerian Kesehatan mencatat bahwa kasus 

DBD di Indonesia hingga minggu ke-49 di tahun 

2020 menginjak pada angka 95.893 dengan jumlah 

kematian sebanyak 661 kasus. Kemudian di tahun 

2022, jumlah kumulatif kasus DBD di Indonesia 

sampai dengan minggu ke-22 dilaporkan terjadi 

45.387 kasus dengan jumlah kematian akibat DBD 

mencapai 432 kasus [1]. 

Tingginya kasus DBD merupakan masalah 

yang harus diselesaikan, sehingga beberapa jurnal 

Review secara khusus membahas hal terkait DBD 

ini [2] dan [3]. Kajian demam berdarah ini juga 

dibahas dalam berbagai penelitian. Beberapa 

makalah tentang hal itu telah dijelaskan oleh [4], 

[5], [6], [7], dan [8].  

Penyelesaian permasalahan penyebaran 

penyakit DBD dapat dimodelkan secara 

matematika dalam bentuk sistem persamaan 

diferensial biasa dengan melibatkan kompartemen 

aquatic [2]. Pemodelan matematika telah banyak 

digunakan untuk mengidentifikasi dan 

menganalisis dinamika penyebaran penyakit. 

Salah satu diantaranya adalah penyakit DBD yang 

dapat dimodelkan melibatkan kompartemen host 

dan vector [4], [5], [6], dan [8]. Ada juga yang 

hanya membahas masalah DBD pada 

kompartemen host secara khusus pada sel tubuh 

manusia [9] 

Selain itu, model matematika dapat 

memberikan peranan penting dalam menentukan 
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strategi yang tepat untuk pengendalian penyebaran 

penyakit tersebut. Permasalahan yang ada dalam 

lingkungan kehidupan dapat ditransformasikan 

dalam model matematika dengan menggunakan 

beberapa asumsi. Dari model matematika yang ada 

selanjutnya dapat dianalisis perilaku-perilaku di 

dalamnya yang kemudian dapat digunakan untuk 

menanggulangi resiko penyebaran penyakit DBD. 

2. Landasan Teori 

2.1. Persamaan Diferensial  

Berikut diberikan definisi tentang persamaan 

diferensial [10] 

Definisi 2.1.  

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan 

yang memuat suatu fungsi dari turunan-

turunannya terhadap satu atau lebih variabel 

bebas. 

Definisi 2.2.  

a. Suatu persamaan yang memuat satu atau lebih 

turunan biasa suatu fungsi terhadap satu 

variable bebasnya disebut Persamaan 

Diferensial Biasa (PDB). 

b. Suatu persamaan  yang memuat satu atau lebih 

turunan parsial satu fungsi terhadap satu 

variable bebasnya disebut Persamaan 

Diferensial Parsial (PDP) 

Definisi 2.3. 

Suatu persamaan diferensial biasa linear orde-n 

dengan y merupakan variable tak bebas dan x 

merupakan variable bebas, dapat dinyatakan 

sebagai berikut. 

𝑎0(𝑥)
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎1(𝑥)

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯ + 𝑎𝑛−1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 

(2.1) 

Dengan 𝑎0(𝑥) ≠ 0. 

2.2. Sistem Persamaan Diferensial 

Sistem persamaan diferensial merupakan 

sistem yang terdiri dari beberapa persamaan 

diferensial. Sistem persamaan diferensial dapat 

dikategorikan menjadi sistem persamaan 

diferensial linear dan sistem persamaan diferensial 

nonlinear. 

2.3. Titik Ekuilibrium (Titik Kesetimbangan) 

Titik ekuilibrium merupakan titik yang 

menyatakan kesetimbangan suatu model 

matematika. Sehingga titik ekuilibrium juga dapat 

dikenal sebagai titik kesetimbangan. Titik 

kesetimbangan merupakan titik tetap yang tidak 

berubah terhadap waktu. Misalkan suatu system 

persamaan diferensial dinaytakan sebagai berikut. 

𝑑𝒙

𝑑𝑡
= 𝒇(𝒙),          𝑥 ∈ ℝ𝑛    (2.2) 

Suatu �̂� ∈ ℝ𝑛  dikatakan titik ekuilibrium dari 

persamaan (2.2) jika 𝒇(�̂�) = 0 

2.4. Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar merupakan bilangan 

yang menyatakan banyaknya jumlah bilangan 

rentan yang dapat terinfeksi penyakit akibat 

tertular oleh individu terinfeksi.  

Definisi 2.4. 

Bilangan reproduksi dasar didefinisikan sebagai 

jumlah rata-rata kasus sekunder yang disebabkan 

oleh satu individu terinfeksi selama masa 

terinfeksinya dalam keseluruhan populasi rentan. 

3. Hasil Dan Pembahasan 

3.1. Pembentukan Model Penyakit Demam 

Berdarah Dengue 

Model matematika penyebaran penyakit DBD 

merupakan suatu model matematika yang 

menggambarkan dinamika penyebaran penyakit 

DBD antara populasi manusia dan populasi 
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nyamuk. Pembentukan model matematika 

penyakit DBD dikelompokkan ke dalam dua 

populasi yaitu populasi nyamuk (vector) dan 

manusia (host). 

Berdasarkan [8]. Populasi nyamuk dan 

populasi manusia dibagi menjadi kelompok-

kelompok terpisah. Populasi manusia dibagi 

menjadi tiga kelompok dan populasi nyamuk juga 

terbagi menjadi tiga kelompok, sebagai berikut. 

3.1.1. Populasi manusia 

1. Subpopulasi Susceptibles dinotasikan dengan 

𝑆ℎ(𝑡)  menyatakan jumlah individu manusia 

yang sehat tetapi rentan terinfeksi virus DBD 

pada saat t. 

2. Subpopulasi Infected atau infectious 

dinotasikan dengan 𝐼ℎ(𝑡) menyatakan jumlah 

individu manusia yang terinfeksi dan dapat 

menginfeksi pada saat t. 

3. Subpopulasi Recovered dinotasikan dengan 

𝑅ℎ(𝑡)  menyatakan jumlah individu manusia 

yang sembuh dari terinfeksi DBD secara 

alami dan tidak dapat tertular penyakit lagi 

pada saat t. 

3.1.2. Populasi nyamuk 

1. Subpopulasi Aquatic dinotasikan dengan 

𝐴𝑚(𝑡) menyatakan jumlah individu nyamuk 

dalam fase akuatik yang meliputi tahap telur, 

larva, dan kepompong pada saat t. 

2. Subpopulasi Susceptibles dinotasikan dengan 

𝑆𝑚(𝑡)  menyatakan jumlah individu nyamuk 

yang sehat tetapi rentan terinfeksi virus pada 

saat t. 

3. Subpopulasi Infected dinotasikan dengan 

𝐼𝑚(𝑡)  menyatakan jumlah individu nyamuk 

yang telah terinfeksi virus dan dapat 

menularkannya pada saat t. 

Berdasarkan pengelompokkan di atas, dapat 

disimpulkan bahwa total populasi manusia pada 

saat t merupakan jumlah dari subpopulasi 

Subsceptible, Infected, dan Recovered pada saat t. 

jika populasi manusia pada saat t dinotasikan 

dengan 𝑁ℎ(𝑡) , maka secara matematis 𝑁ℎ(𝑡) 

dapat ditulis sebagai berikut. 

𝑁ℎ(𝑡) = 𝑆ℎ(𝑡) + 𝐼ℎ(𝑡) + 𝑅ℎ(𝑡) 

Diperoleh model SIR-ASI untuk penyebaran 

penyakit Demam Berdarah Dengue, yaitu. 

𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝜇ℎ𝑁ℎ − (

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚(𝑡)

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ(𝑡)   (1) 

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚(𝑡)

𝑁ℎ
𝑆ℎ(𝑡) − (𝜂ℎ +  𝜇ℎ)𝐼ℎ(𝑡)   (2) 

𝑑𝑅ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) =  𝜂ℎ𝐼ℎ(𝑡) −  𝜇ℎ𝑅ℎ(𝑡)    (3) 

𝑑𝐴𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  𝜑 (1 −

𝐴𝑚(𝑡)

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚(𝑡) + 𝐼𝑚(𝑡)) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚(𝑡)  (4) 

𝑑𝑆𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  𝜂𝐴𝐴𝑚(𝑡) − (

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ(𝑡)

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚(𝑡)  (5) 

𝑑𝐼𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ(𝑡)

𝑁ℎ
𝑆𝑚(𝑡) − 𝜇𝑚𝐼𝑚(𝑡)    (6) 

Adapun parameter yang digunakan dalam 

pembahasan ini adalah sebagai berikut. 

𝑁ℎ : Total populasi manusia 

𝐵 : Rata-rata tingkat gigitan nyamuk per 

orang 

𝛽𝑚ℎ : Kemungkinan penularan dari nyamuk 

yang terinfeksi virus DBD ke manusia 

yang rentan 

𝛽ℎ𝑚 : kemungkinan penularan dari manusia 

yang terinfeksi virus DBD ke nyamuk 

yang rentan 

𝜇ℎ : Tingkat kematian manusia 

𝜇𝑚 : Tingkat kematian nyamuk 

𝜂ℎ : Tingkat pemulihan alami manusia yang 

terinfeksi virus DBD 

𝜑 : Jumlah pertumbuhan telur dari nyamuk 
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𝜇𝐴 : Tingkat kematian alami larva/telur 

nyamuk 

𝜂𝐴 : Laju pematangan dari larva menjadi 

nyamuk dewasa 

𝑘 : Jumlah larva per 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. Diagram Model SIR-ASI Penyakit 

DBD 

3.2. Analisis Kestabilan Model Penyakit 

Demam Berdarah Dengue 

3.2.1. Titik Ekuilibrium bebas penyakit 

Model penyakit Demam Berdarah Dengue 

memiliki dua titik ekulibrium, yaitu titik 

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium 

endemik. Untuk menemukan titik ekuilibrium 

harus memenuhi kondisi, 

𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑅ℎ

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐴𝑚

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑆𝑚

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼𝑚

𝑑𝑡
= 0 

Sehingga dari persamaan (1), (2), (3), (4), (5), 

dan (6) diperoleh. 

𝜇ℎ𝑁ℎ − (
𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ = 0    (7) 

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

𝑁ℎ
𝑆ℎ − (𝜂ℎ +  𝜇ℎ)𝐼ℎ = 0   (8) 

𝜂ℎ𝐼ℎ − 𝜇ℎ𝑅ℎ = 0     (9) 

𝜑 (1 −
𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚 + 𝐼𝑚) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚 = 0  (10) 

𝜂𝐴𝐴𝑚 − (
𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚 = 0   (11) 

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝐼𝑚 = 0    (12) 

dengan menyelesaikan Persamaan (7) sampai (12) 

maka akan didapatkan titik-titik yang disebut titik 

ekuilibrium. 

3.2.2. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit (𝑬𝟎) 

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah suatu 

kondisi tidak ada penyakit yang menyerang atau 

tidak ada individu yang terinfeksi penyakit, 

sehingga 

𝐼ℎ = 𝐼𝑚 = 0   (13) 

kemudian dari persamaan (7) diperoleh 

𝜇ℎ𝑁ℎ − (
𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ = 0  

𝜇ℎ𝑁ℎ − 𝜇ℎ𝑆ℎ = 0  

𝜇ℎ𝑆ℎ = 𝜇ℎ𝑁ℎ  

𝑆ℎ =
𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜇ℎ
  

𝑆ℎ = 𝑁ℎ      (14) 

lalu dari persamaan (9) diperoleh 

𝜂ℎ𝐼ℎ − 𝜇ℎ𝑅ℎ = 0   

𝜇ℎ𝑅ℎ  = 0   

𝑅ℎ = 0       (15) 

lalu dari persamaan (10) diperoleh 

𝜑 (1 −
𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚 + 𝐼𝑚) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚 = 0  

𝜑 (1 −
𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ
) (

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚 = 0   

(𝜑
𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚 −

𝜑𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚)  = (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚   

(𝜑
𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚 −

𝜑𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚) = (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚  

(𝜑
𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚) = ((𝜂𝐴 + 𝜇𝐴) + 

𝜑

𝑘𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚) 𝐴𝑚  

(
𝜑𝜂𝐴

𝜇𝑚
) = ((𝜂𝐴 + 𝜇𝐴) + 

𝜑

𝑘𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚)  

(
𝜑𝜂𝐴

𝜇𝑚
) −  (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴) = ( 

𝜑

𝑘𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚)  

(
𝜑𝜂𝐴

𝜇𝑚
) −  (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴) = ( 

𝜑

𝑘𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚)  

((
𝜑𝜂𝐴

𝜇𝑚
) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)) 

𝑘𝑁ℎ

𝜑

𝜇𝑚

𝜂𝐴
= 𝐴𝑚  

(1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ = 𝐴𝑚  
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𝐴𝑚 =  (1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ    (16) 

selanjutnya pada persamaan (11) diperoleh 

𝑑𝑆𝑚

𝑑𝑡
= 0  

 𝜂𝐴𝐴𝑚 − (
𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚 = 0   

𝑆𝑚 =
𝜂𝐴

𝜇𝑚
𝐴𝑚  

𝑆𝑚 =
𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ   (17) 

Sehingga dari persamaan (1), (2), (3), (4), (5), dan 

(6) diperoleh 

𝑆ℎ = 𝑁ℎ ,        𝑅ℎ = 0,      𝐴𝑚 =  (1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ    

𝑆𝑚 =
𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ ,            𝐼ℎ = 𝐼𝑚 = 0

  

𝐸0 = ( 𝑆ℎ, 𝑉ℎ, 𝐼ℎ, 𝑅ℎ, 𝐴𝑣 , 𝑆𝑣 , 𝐼𝑣) 

𝐸0 = ( 𝑁ℎ, 𝑝𝑁ℎ , 0, 0, (1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ ,

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ , 0) )  

yang disebut sebagai titik ekuilibrium bebas 

penyakit.  

3.2.3. Titik Ekuilibrium dengan penyakit 

(Endemik) 

Titik ekuilibrium endemik dinotasikan dengan 

𝐸1 = (𝑆ℎ
∗, 𝐼ℎ

∗ , 𝑅ℎ
∗ , 𝐴𝑚

∗ , 𝑆𝑚
∗ , 𝐼𝑚

∗ )  sehingga dari 

persamaan (1), (2), (3), (4), (5), dan (6) diperoleh. 

𝜇ℎ𝑁ℎ − (
𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

∗

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ

∗ = 0   (18) 

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
𝑆ℎ

∗ − (𝜂ℎ +  𝜇ℎ)𝐼ℎ
∗ = 0  (19) 

𝜂ℎ𝐼ℎ
∗ − 𝜇ℎ𝑅ℎ

∗ = 0     (20) 

𝜑 (1 −
𝐴𝑚

∗

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚

∗ + 𝐼𝑚
∗ ) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚

∗ = 0  (21) 

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗ − (

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚

∗ = 0   (22) 

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ
𝑆𝑚

∗ − 𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ = 0     (23) 

Dari persamaan (18) diperoleh 

𝜇ℎ𝑁ℎ − (
𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

∗

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ

∗ = 0  

(
𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

∗

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ

∗ = 𝜇ℎ𝑁ℎ  

𝑆ℎ
∗ =

𝜇ℎ𝑁ℎ

(
𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

∗

𝑁ℎ
+𝜇ℎ)

  

misalkan 𝜑ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
 

𝑆ℎ
∗ =

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

      (24) 

Kemudian dari persamaan (19) diperoleh 

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
𝑆ℎ

∗ − (𝜂ℎ +  𝜇ℎ)𝐼ℎ
∗ = 0  

(𝜂ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
𝑆ℎ

∗  

(𝜂ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
(

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

)  

(𝜂ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
(

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

)  

𝐼ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
(

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

) (
1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
)  

misalkan 𝜑ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
 

𝐼ℎ
∗ = 𝜑ℎ

∗ (
𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

) (
1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
)  

𝐼ℎ
∗ = (

𝜑ℎ
∗ 𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

) (
1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
)    (25) 

Dari persamaan (20) diperoleh 

𝜂ℎ𝐼ℎ
∗ − 𝜇ℎ𝑅ℎ

∗ = 0  

 𝜇ℎ𝑅ℎ
∗ = 𝜂ℎ𝐼ℎ

∗  

𝑅ℎ
∗ =

𝜂ℎ𝐼ℎ
∗

𝜇ℎ
  

𝑅ℎ
∗ =

𝜂ℎ(
𝜑ℎ

∗ 𝜇ℎ𝑁ℎ
𝜑ℎ

∗ +𝜇ℎ
)(

1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
)

𝜇ℎ
  

𝑅ℎ
∗ =

𝜂ℎ𝜑ℎ
∗ 𝑁ℎ

(𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ)(𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)

     (26) 

Selanjutnya dari persamaan (21) diperoleh 

𝜑 (1 −
𝐴𝑚

∗

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚

∗ + 𝐼𝑚
∗ ) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚

∗ = 0  

(𝜑 −
𝜑𝐴𝑚

∗

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚

∗ + 𝐼𝑚
∗ ) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚

∗ = 0  

 𝜑(𝑆𝑚
∗ + 𝐼𝑚

∗ ) −
𝜑𝐴𝑚

∗

𝑘𝑁ℎ
(𝑆𝑚

∗ + 𝐼𝑚
∗ ) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚

∗ = 0 

(
𝜑

𝑘𝑁ℎ
(𝑆𝑚

∗ + 𝐼𝑚
∗ ) + (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)) 𝐴𝑚

∗ = 𝜑(𝑆𝑚
∗ + 𝐼𝑚

∗ )  

(
𝜑(𝑆𝑚

∗ +𝐼𝑚
∗ )+(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝑘𝑁ℎ

𝑘𝑁ℎ
) 𝐴𝑚

∗ = 𝜑(𝑆𝑚
∗ + 𝐼𝑚

∗ )  

𝐴𝑚
∗ =

𝜑(𝑆𝑚
∗ +𝐼𝑚

∗ )𝑘𝑁ℎ

𝜑(𝑆𝑚
∗ +𝐼𝑚

∗ )+(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝑘𝑁ℎ
    (27) 
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lalu pada persamaan (22) diperoleh  

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗ − (

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚

∗ = 0  

(
𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

∗

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚

∗ = 𝜂𝐴𝐴𝑚
∗   

𝑆𝑚
∗ =

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ
+𝜇𝑚

  

Misalkan 𝜑𝑚
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
  didapat 

𝑆𝑚
∗ =

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚

      (28) 

Kemudian pada persamaan (23) diperoleh 

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ
𝑆𝑚

∗ − 𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ = 0   

𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ
𝑆𝑚

∗    

𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝑁ℎ

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚

   

𝐼𝑚
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ
∗

𝜇𝑚𝑁ℎ

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚

  dimana  

Misalkan 𝜑𝑚
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
  didapat 

𝐼𝑚
∗ =

𝜑𝑚
∗

𝜇𝑚

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

(𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚)

      (29) 

𝐸1 = (𝑆ℎ
∗, 𝐼ℎ

∗, 𝑅ℎ
∗ , 𝐴𝑚

∗ , 𝑆𝑚
∗ , 𝐼𝑚

∗ )  

dimana 

𝑆ℎ
∗ =

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

, 𝐼ℎ
∗ = (

𝜑ℎ
∗ 𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

) (
1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
) , 𝑅ℎ

∗ =
𝜂ℎ𝜑ℎ

∗ 𝑁ℎ

(𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ)(𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)

   

𝐴𝑚
∗ =

𝜑(𝑆𝑚
∗ +𝐼𝑚

∗ )𝑘𝑁ℎ

𝜑(𝑆𝑚
∗ +𝐼𝑚

∗ )+(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝑘𝑁ℎ
, 𝑆𝑚

∗ =
𝜂𝐴𝐴𝑚

∗

𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚

, 𝐼𝑚
∗ =

𝜑𝑚
∗

𝜇𝑚

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

(𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚)

    

dengan  

𝜑ℎ
∗ =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚
∗

𝑁ℎ
,         𝜑𝑚

∗ =
𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
   

Selanjutnya akan ditentukan bilangan 

reproduksi dasar (𝑅0) untuk mengetahui dinamika 

penyebaran penyakit. 

3.2.4. Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar atau yang biasa 

dinotasikan dengan 𝑅0  merupakan suatu besaran 

yang menyatakan tingkat penularan atau 

penyebaran infeksi penyakit. Untuk menentukan 

bilangan reproduksi dasar (𝑅0)  digunakan titik 

ekuilibrium bebas penyakit yaitu  

𝐸0 = ( 𝑁ℎ, 𝑝𝑁ℎ , 0, 0, (1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ ,

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ , 0) )  

Bilangan reproduksi dasar akan dicari dengan 

menggunakan metode matriks generasi mendatang 

(next generation). Pada model ini sistem 

persamaan yang digunakan adalah subpopulasi 

kelas terinfeksi  

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚(𝑡)

𝑁ℎ
𝑆ℎ(𝑡) − (𝜂ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ(𝑡)  

𝑑𝐼𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ(𝑡)

𝑁ℎ
𝑆𝑚(𝑡) − 𝜇𝑚𝐼𝑚(𝑡)  

Akan digunakan simbol 𝜑 sebagai matriks dari 

laju infeksi yang mengakibatkan bertambahnya 

infeksi dan 𝜙  sebagai laju infeksi yang 

mengakibatkan berkurangnya infeksi sebagai 

berikut 

𝜑 = (

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚

𝑁ℎ
𝑆ℎ

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ

𝑁ℎ
𝑆𝑚

)  , 𝜙 = (
(𝜂ℎ +  𝜇ℎ)𝐼ℎ

𝜇𝑚𝐼𝑚
) 

Selanjutnya dibentuk matriks jacobian untuk 

persamaan matriks di atas, sehingga hasil matriks 

jacobiannya adalah : 

𝐹 = ( 

𝜕𝜑𝐼𝑖

𝜕𝜑𝐼𝑖

𝜕𝜑𝐼𝑖

𝜕𝜑𝐼𝑣

𝜕𝜑𝐼𝑣

𝜕𝜑𝐼𝑖

𝜕𝜑𝐼𝑣

𝜕𝜑𝐼𝑣

), 𝐽(𝑉) = ( 

𝜕𝜙𝐼𝑖

𝜕𝜙𝐼𝑖

𝜕𝜙𝐼𝑖

𝜕𝜙𝐼𝑣

𝜕𝜙𝐼𝑣

𝜕𝜙𝐼𝑖

𝜕𝜙𝐼𝑣

𝜕𝜙𝐼𝑣

) 

𝐹 = ( 
0

𝐵𝛽𝑚ℎ

𝑁ℎ
𝑆ℎ

𝐵𝛽ℎ𝑚

𝑁ℎ
𝑆𝑚 0

), 𝑉 = ( 
𝜂ℎ + 𝜇ℎ 0

0 𝜇𝑚
) 

Kemudian dilakukan substitusi ke matriks F 

dan V di titik tetap bebas penyakitnya  

𝐸0 = ( 𝑁ℎ, 𝑝𝑁ℎ , 0, 0, (1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ ,

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ , 0) )  

Sehingga diperoleh : 

𝐹 = ( 
0

𝐵𝛽𝑚ℎ𝑁ℎ

𝑁ℎ

𝐵𝛽ℎ𝑚

𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ 0

)  

Mencari nilai 𝑉−1, diperoleh : 

𝑉−1 = ( 

1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
0

0
1

𝜇𝑚

)  

Selanjutnya diperoleh bentuk matriks next 
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generation sebagai berikut : 

𝐾 = 𝐹𝑉−1 =

( 
0

𝐵𝛽𝑚ℎ𝑁ℎ

𝑁ℎ

𝐵𝛽ℎ𝑚

𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ 0

) ( 

1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
0

0
1

𝜇𝑚

)   

𝐾 = ( 
0

𝐵𝛽𝑚ℎ

𝜇𝑚

𝐵𝛽ℎ𝑚

𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ (

1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
) 0

)   

Kemudian kita acari nilai eigen dari matriks 

berkut dengan det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

𝐾 = ( 
0 − 𝜆

𝐵𝛽𝑚ℎ

𝜇𝑚

𝐵𝛽ℎ𝑚

𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ (

1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
) 0 − 𝜆

) 

(−𝜆)(−𝜆) − (
𝐵𝛽𝑚ℎ

𝜇𝑚
) (

𝐵𝛽ℎ𝑚

𝑁ℎ

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ (

1

𝜂ℎ+ 𝜇ℎ
)) = 0    

𝜆2 −
𝑘𝐵2𝛽𝑚ℎ𝛽ℎ𝑚(𝜑𝜂𝐴−𝜂𝐴𝜇𝑚− 𝜇𝐴𝜇𝑚)

𝜑𝜇𝑚
2 (𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)

= 0   

𝜆2 =  
𝑘𝐵2𝛽𝑚ℎ𝛽ℎ𝑚(𝜑𝜂𝐴−𝜂𝐴𝜇𝑚− 𝜇𝐴𝜇𝑚)

𝜑𝜇𝑚
2 (𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)

  

Karena bilangan reproduksi dasar (𝑅0) adalah 

nilai eigen dominan dari matriks K, maka bilangan 

reproduksi dasar dari persamaan tersebut adalah 

sebagai berikut  

𝑅0
2 =  

𝑘𝐵2𝛽𝑚ℎ𝛽ℎ𝑚(𝜑𝜂𝐴 − 𝜂𝐴𝜇𝑚 − 𝜇𝐴𝜇𝑚)

𝜑𝜇𝑚
2 (𝜂ℎ + 𝜇ℎ)

 

𝑅0 =  √
𝑘𝐵2𝛽𝑚ℎ𝛽ℎ𝑚(𝜑𝜂𝐴−𝜂𝐴𝜇𝑚− 𝜇𝐴𝜇𝑚)

𝜑𝜇𝑚
2 (𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)

        (30) 

 

4. Kesimpulan Dan Saran 

Berdasarkan pembahasan diperoleh 

kesimpulan, sebagai berikut. 

1. Model matematika yang digunakan dalam 

dinamika penyebaran penyakit Demam 

Berdarah Dengue adalah dengan menggunakan 

metode SIR-ASI. Sebagai berikut : 

𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝜇ℎ𝑁ℎ − (

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚(𝑡)

𝑁ℎ
+ 𝜇ℎ) 𝑆ℎ(𝑡)    

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) =

𝐵𝛽𝑚ℎ𝐼𝑚(𝑡)

𝑁ℎ
𝑆ℎ(𝑡) − (𝜂ℎ +  𝜇ℎ)𝐼ℎ(𝑡)    

𝑑𝑅ℎ

𝑑𝑡
(𝑡) =  𝜂ℎ𝐼ℎ(𝑡) −  𝜇ℎ𝑅ℎ(𝑡)     

𝑑𝐴𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  𝜑 (1 −

𝐴𝑚(𝑡)

𝑘𝑁ℎ
) (𝑆𝑚(𝑡) + 𝐼𝑚(𝑡)) − (𝜂𝐴 + 𝜇𝐴)𝐴𝑚(𝑡)   

𝑑𝑆𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  𝜂𝐴𝐴𝑚(𝑡) − (

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ(𝑡)

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚) 𝑆𝑚(𝑡)   

𝑑𝐼𝑚

𝑑𝑡
(𝑡) =  

𝐵𝛽ℎ𝑚𝐼ℎ(𝑡)

𝑁ℎ
𝑆𝑚(𝑡) − 𝜇𝑚𝐼𝑚(𝑡)    

2. Dari model penyakit DBD SIR-ASI 

diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 yaitu 

𝐸0 = ( 𝑁ℎ , 𝑝𝑁ℎ , 0, 0, (1 −
(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ ,

𝜂𝐴

𝜇𝑚
(1 −

(𝜂𝐴+𝜇𝐴)𝜇𝑚

𝜑𝜂𝐴
)  𝑘𝑁ℎ , 0) )  dan titik ekuilibrium endemic 

𝐸1 yaitu  

𝐸1 =

(
𝜇

ℎ
𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

, (
𝜑

ℎ
∗

𝜇
ℎ

𝑁ℎ

𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ

) (
1

𝜂
ℎ

+ 𝜇ℎ

) ,
𝜂

ℎ
𝜑

ℎ

∗
𝑁ℎ

(𝜑ℎ
∗ +𝜇ℎ)(𝜂

ℎ
+ 𝜇ℎ)

,
𝜑(𝑆𝑚

∗
+𝐼𝑚

∗ )𝑘𝑁ℎ

𝜑(𝑆𝑚
∗ +𝐼𝑚

∗ )+(𝜂
𝐴

+𝜇𝐴)𝑘𝑁ℎ

,
𝜂𝐴𝐴𝑚

∗

𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚

,
𝜑𝑚

∗

𝜇𝑚

𝜂𝐴𝐴𝑚
∗

(𝜑𝑚
∗ +𝜇𝑚)

)    

Selain itu diperoleh juga bilangan reproduksi dasar 

(𝑅0)  dengan menggunakan metode Next 

Generation Matrix diperoleh 

 𝑅0 =  √
𝑘𝐵2𝛽𝑚ℎ𝛽ℎ𝑚(𝜑𝜂𝐴−𝜂𝐴𝜇𝑚− 𝜇𝐴𝜇𝑚)

𝜑𝜇𝑚
2 (𝜂ℎ+ 𝜇ℎ)
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