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Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittas, millaisia murtolukumerkinnan merkityksia ylaasteikai-
set oppilaat tunnistavat murtolukumerkinnalle, seka kirjallisen kielentdmisen hyddynt&mista murto-
lukutehtévien ratkaisussa. Murtolukumerkinnn merkitysten tunnistamista testattiin seka spontaa-
nisti pelkastd annetusta merkinn&sta ettd kuvien avulla. Kirjallisen kielentdmisen hy&dynt&mista
tutkittiin tarkastelemalla, millaisia kuviokielen malleja oppilaat kéyttavat tehtivan ratkaisun tukena,
seka miten oppilaat kokevat kirjallisen kielentdmisen hyddyntamisen tehtavan ratkaisussa.

Tutkimusmenetelménd kaytettiin Mixed Methods -menetelm&s (MMR), joka yhdistaa laadulli-
sen ja maérallisen tutkimuksen. Teoreetiisena viiteke hyksena tutkimuksessa hyddynnettiin murto-
lukumerkinn&n eri merkityksid seké kuviokielen malleja. Murtolukumerkinn&n eri merkityksia ovat
muun muassa suhde, jakolasku, osa kokonaisuudesta ja mitta. Kuvickielen mallit jaetaan puoles-
taan kolmeen luokkaan; pinta-alamalliin, pituusmalliin ja joukkomalliin. Lis&ksi teoreettiseen vii-
tekehykseen kuuluu tutkimuksen matemaattinen osuus, joka kasitielee murtolukujen yleistamista
kokonaisalueisiin.

Aineisto keréttiin oppilailla teetettivien tutkimuslomakkeiden avulla ja aineiston analyysissa
hyadynnettiin sisalldnanalyysia. Aineiston kerddminen toteutettiin syksylld 2022 erfén Pirkanmaa-
laisen yhtendiskoulun ylakoulun puclella. Cppilaat (M=62) tekivat yhden oppitunnin aikana tutki-
muslomakkeen, joka koostui kolmesta teht&vasta ja loppukyselysta.

Tutkimustulosten mukaan oppilaat 18ysivat eniten murtolukumerkinnalle merkityksi& osa koko-
naisuudesta ja jakolasku. Vahiten tunnistetut merkitykset olivat puolestaan mitta ja suhde. Murto-
lukumerkinn&n kuvaamiseen kuviokielell& suurin osa oppilaista k8ytti pinta-alamallia, joista suurin
osa kouluissa yleisimmin k3ytetty& "piirakkamallia”. Joukkomallia kéytti vain muutama oppilas ja
pituusmallia ei yksikaan. Oppilaiden kokemukset kirjallisen kielentamisen hyddyntamisesta tehta-
van ratkaisussa olivat keskim&arin positiivisia. Tehtavan selittAmisen kuvickielen avulla oppilaat
kokivat luonnollisen kielen avulla selittdmiseen verraituna helpommaksi, mukavammaksi ja hy-
dyllisemmaksi.

Tutkimustulosten perusteella matematiikan opetuksessa murtolukumerkinnén eri merkitysten
esittely ja vertailu olisi tarpeen, silla oppilaiden tdmanhetkinen tietamys rajautuu 18hinn& kahteen
merkitykseen. Lis8ksi voidaan todeta, ettd murtolukumerkinnan esittdmiseen kuviokielelld olisi
hyadyllistd opetella pinta-alamallin lis&ksi my&s muiden kuviokielen mallien hyddyntamista. Ta-
ma siksi, ettd esimerkiksi tutkimuksen tehtavissa, jossa tuli jakaa isompaa lukua pienemmalla,
suurimmalla osalla oppilaista ei ollut keinoja kuvata muodostuvaa murtolukumerkintdd kuviokie-
lella. Kirjallisen kielentdmisen hyddyntamistd, etenkin kuvickielelld tapahtuvaa, voidaan tutkimuk-
sen perusteella suositella murtolukujen opiskelussa hyddynnetigviaksi, silld oppilaat kokivat taméan
hyddyllisend tehtévan ratkaisussa.
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1. JOHDANTO

Jokainen meista t6rm&a murtolukuihin arjessaan. lhminen on kosketuksissa murtolukui-
hin jo ennen kuin ymmartas, mitd murtoluvulla tarkoitetaan. Murtoluvun merkitys esiin-
tyy esimerkiksi tilanteessa, kun lapsi miettii kaupassa, kuinka monta 10 sentin kolikkoa
tarvitaan euron jaatelén ostamiseen. Esimerkiksi juuri rahan avulla lapsi voi oppia osan
kokonaisuudesta merkityksen murtoluvulle. Lisaksi lapsi ymmartaa murtolukuihin liittyvia
kasitteitda kuten puoclikas, vaikka ei sité viela merkintdna ymmartaisi. Lapsi ymmartaa mi-
ta tarkoittaa jonkin konkreettisen asian, esimerkiksi piirakan jakaminen kahteen osaan ja
sen, ettd jaossa syntyy kaksi puolikasta.

Siité huolimatta, vaikka lapsi ymmaértaisi murtoluvun merkityksen kaytdnnéssa, matema-
tilkan opiskelussa siirtyminen luonnollisista luvuista rationaalilukuihin on monille oppilaille
hankalaa [20]. Rationaaliluvuista tekee hankalaa oppia ensinnékin se, etta rationaalilu-
kujen merkintatavat, desimaaliluku ja etenkin murtoluku eroavat huomattavasti luonnolli-
sesta luvusta. Rationaaliluvut hallitakseen, tulee osata vaihdella sujuvasti niiden esitys-
muotojen, murtoluvun ja desimaaliluvun valilla. Murtolukujen laskutoimituksetkin voivat
tuntua oppilaasta hankalalta, silld ne eivat toimikaan samalla tavalla kuin luonnollisilla
luvuilla. Liséksi oppilaalle voi olla vaikeaa kasittaa, ettd murtolukumerkinnalla voidaan
kuvata muutakin kuin osaa kokonaisuudesta. Nain selviaa esimerkiksi Joutsenlahden ja
Perkkilan tutkimuksessa, jossa suurin osa tutkimukseen osallistuneista luokanopettajao-
piskelijoista tulkitsi murtolukumerkinnén osana kokonaisuudesta [11]. Osa kokonaisuu-
desta -merkityksen liséksi murtolukumerkintaa voidaan kayttda muun muassa suhteen ja
jakolaskun kuvaamiseen [10].

Tutkimuksen tarkoituksena on tutkia, millaisia eri merkityksia ylaasteikaiset oppilaat tun-
nistavat murtolukumerkinnélle pelkésté annetusta murtolukumerkinnésta seka annettujen
kuvien avulla. Liséksi tarkoituksena on selvittad, havaitaanko vastauksissa eroja eri vuo-
siluokkien oppilaiden vililla ja vaikuttaako aikaisempi menestys matematiikan opinnoissa
murtolukumerkinnalle |6ytyneiden merkitysten méaaraan. Tutkimuksen tarkoituksena on
liséksi selvittaa, millaisia kuviokielen malleja oppilaat hyédyntawvat murtolukutehtavien Kir-
jallisessa kielentamisessa seka, millaisena oppilaat kokevat matematiikan kirjallisen kie-
lentdmisen osana murtolukutehtévén ratkaisua. Tutkimusmenetelmaét tutkimuksessa ovat
seka kvalitatiivisia ettd kvantitatiivisia ja tulosten analysointiin hyddynnetéan siséllénana-
lyysia.



2. MATEMATIIKAN OSAAMINEN JA YMMARTAMINEN

2.1 Matematiikan osaaminen

Viime vuosikymmenten ajan Suomi on menestynyt kansainvélisissd peruskouluikiisten
matematilkan osaamisen mittauksissa. Muun muassa vuoden 2011 TIMSS (Trends in
International Mathematics and Science Study) tutkimuksessa Suomi oli kymmenen par-
haiten menestyneen maan joukossa [30, s. 49]. Kuitenkin joitakin muutoksiakin on viime
vuosikymmenten aikana osaamisessa tapahtunut. TIMSS —tutkimusten tuloksista huo-
mataan, Kuinka vuosien 1999 ja 2011 valilla kahdeksasluokkalaisten oppilaiden matema-
tilkan osaaminen on vahentynyt merkittévasti; vuonna 1999 pisteiden keskiarvo oli 520 ja
vuonna 2011 en&a 482 pistetta [30]. Taman lisdksi kansainvélisten tutkimusten tuloksista
on huomattavissa muutos tyttdjen ja poikien vélisissad osaamiseroissa.

Jotta voidaan tarkastella syvemmin matematiikan osaamista ja sen osa-alueita, tulee en-
sin maaritella, mita matematiilkan osaamisella tarkoitetaan. PISA —ohjelman maaritelmén
mukaan matematiikan osaamisella tarkoitetaan

“yksilén kykya muotoilla, kayttaa ja tulkita matematiikkaa erilaisissa tilanteis-
sa. Se pitaa siséllaan matemaattisen paattelyn seka matemaattisten tietojen,
kasitteiden, menetelmien ja valineiden kayttamisen ilmididen kuvaamisessa,
selittimise ssé ja ennustamisessa. Se auttaa yksil6ita tunnistamaan matema-
tiikan merkityksen ymparbivassa maailmassa ja tekemé&an tarvittavia perus-

teltuja paatoksia osallistuvina, rakentavina ja ajattelevina kansalaisina.” [18,
s. 22]

Taméa maaritelma pitaa sisalladn samoja osa-alueita, kuin seuraavaksi esitellyt Kilpatric-
kin ym. maérittelemat matematiikan osaamisen viisi osa-aluetta.

Kilpatrick, Swafford ja Findell [17, s. 5] jakavat matematilkan osaamisen (mathematical
proficiency viiteen toisiinsa kytkeytyneeseen osa-alueeseen. Ndma osa-alueet ovat

1. Kasitteellinen ymméartdminen (conseptual understanding): matematiikan kasittei-
den, laskutoimitusten ja niiden valisten suhteiden ymmartaminen.

2. Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency): taito toteuttaa proseduureja jous-
tavasti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti.



3. Strateginen taitavuus (sfrategic competence): kyky laatia, esittda ja ratkaista ma-
temaattisia ongelmia.

4. Mukautuva paattely (adaptive reasoning): kyky loogiseen ajatteluun, pohdintaan,
selittdmiseen ja perusteluun.

5. Yrittelidisyys (productive disposition): tendenssi nahda matematiikka kaytannolli-
send, hycdyllisena ja vaivan arvoisena seka usko oman ahkeruuden vaikutukseen.

Tarkein huomio on, ettd ndma viisi matematiikan osaamisen osa-aluetta eivat ole itsenai-
sid, vaan yhteen nivoutuneita ja muodostavat yhdessé kokonaisuuden, eikd matematiikan
osaamista pystyta saavuttamaan vain osalla naistd matematilkan osaamisen osa-alueista
[17, s. 116].

Kasitteellinen
ymmartaminen

Strateginen

taitavuus Yrittelidisyys
Mukautuva Proseduraalinen
pasttely _,/""f sujuvuus

Kuva 2. 1. Matematilkan osaamisen vilisi osa-aluetta (muokattu lhteestd [17, s. 5])

Kasitteellisella ymmartamisella tarkoitetaan kokonaisvaltaista ymmaérrystd matemaattisis-
ta kasitteista. Sellaiset oppilaat, joilla on hyva kasitteellinen ymmarrys, osaavat enemman
kuin vain yksittaisia tytapoja ja faktoja. He ymmartavat opittavan asian merkityksen ja
osaavat liittdad sen osaksi aiemmin opittua. Kasitteellista ymmarrysta osoittaa erilaisten
esitystapojen kayttd ja ymmarrys siitd, mihin kayttétarkoitukseen eri esitystavat ovat hy-
dyllisia. [17, s. 118-119]

Proseduraalinen sujuvuus tarkoittaa tietoa eri proseduureista eli menetelmista seka tai-



toa kayttaa niita joustavasti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti. Proseduraalinen suju-
vuus tukee laskutapojen yhtéalaisyyksien ja erojen tarkastelua. Se on yhteen kietoutunut
kasitteellisen ymmartamisen Kanssa, silld opittavan asian kasitteellinen ymmértaminen
helpottaa oppimista, vahentaa alttiutta virheille sekd unohtamiselle. liman proseduraa-
lista sujuvuutta, oppilaan on vaikea syventda ymmarrystaan siitd, kuinka matemaattisia
ongelmia ratkaistaan. [17, s. 121-122]

Vaikka koulumatematiikassa oppilaat saavat tyypillisesti valmiit tehtavét ratkaistavaksi,
saattavat he koulun ulkopuolella térmata tilanteisiin, joissa heidan tulee itse selvittda on-
gelma ja sen ratkaisu. Tallaisissa tilanteissa tarvitaan strategista taitavuutta. Strateginen
taitavuus, kasitteellinen ymmartaminen ja proseduraalinen sujuvuus tukevat kaikki toi-
siansa. Ratkaistaessa haastavia matemaattisia ongelmia, tarvitaan taitoa kayttaa erilai-
sia menetelmii, ja toisaalta puolestaan kokemukset ongelmanratkaisusta auttavat uusien
menetelmien oppimisessa. [17, s. 124-129]

Matematilkan osaamisen neljannella osa-alueella, mukautuvalla paattelylla tarkoitetaan
taitoa ajatella kasitteiden ja erilaisten matemaattisten tilanteiden suhteita loogisesti. Voi-
daan sanoa, ettd mukautuva paéttely on matematilkassa voima, joka pitda kaiken ka-
sassa. Mukautuvaan paattelyyn liittyy kyky perustella tekemé&ansa. Perustelu voi olla esi-
merkiksi todistamista, vaikkakaan todistaminen ei ole ainoa keino perustella. Muihin ma-
tematiikan osa-alueisiin mukautuva paésttely liittyy etenkin ongelmanratkaisussa. [17, s.
129-131]

Viimeinen osa-alue, yrittelidisyys tarkoittaa taipumusta nahda matematiikka jarkevana,
mieltda se seka hyddyllisena etta vaivan arvoisena, nahda itsensé tehokkaana matematii-
kan oppijana seka uskoa paattavaisen yrittdmisen kannattavuuteen. Muihin osa-alueisiin
yrittelidisyys liittyy siten, efta kehittdakseen muita matemaattisen osaamisen osa-alueita,
oppilaan tulee uskoa, ettd matematiikka on kasitettavaa ja, ettd sitd voi oppia, kunhan
yrittaa sinnikkaasti. [17, s. 131]

Taman tutkimuksen kannalta matematiikan osaamisen osa-alueista keskeisimpia ovat ké-
sitteellinen ymmartdminen, proseduraalinen sujuvuus sekd mukautuva paattely. Taman
tutkimuksen kolmannessa tutkimustehtavéssa oppilaiden tuli laskea murtoluvuilla. Murto-
luvuilla laskemisessa oppilaiden tuli osata useita eri laskutapoja ja ymmartaa, miksi juuri
niita laskutapoja hyddynnetaan murtoluvuilla laskiessa. Oppilaat tarvitsivat tehtavaan siis
kasitteellistd ymmarrysta. Lisdksi kasitteellistd ymmarrysta tarvittiin myds tutkimuksen en-
simmaisissa tehtavissa, silla kasitteelliseen ymmartamiseen liittyy vahvasti ymmarrys eri
esitysmuotojen yhtéldisyyksista ja eroista seka yhteyksista toisiinsa [17, s. 119]. Prosedu-
raalista sujuvuutta oppilaat tarvitsivat kaikissa tutkimuksen tehtévissa, silla sita tarvitaan
etenkin paikka-arvon ja rationaaliluvun kasitteellisen ymmaértamisen tukemiseen [17, s.
121]. Mukautuvaa péaéttelya tutkimuksessa tarvittiin erityisesti tutkimuksen viimeisessa
tehtédvassa, jossa tuli selittdd omaa ratkaisuaan sanallisesti ja kuviokielen avulla, silla



mukautuvaan paattelyyn kuuluu kyky pohtia, selittda ja perustella ratkaisuaan.

2.2 Matematiikan ymmartaminen

Tamaén tydn tavoitteena on saada kasitys siita, minkalaisia merkityksia oppilaat muodos-
tavat murtolukumerkinnalle, mika voidaan ajatella my&s, miten he ymmértavat murtolu-
kumerkinnan. Jotta tdma olisi mahdollista, tulee selvittad, mita matematiilkan ymmartami-

sella tarkoitetaan ja mitd ymmartaminen ylipdansa on.

Hiebertin ja Lefevren (1986) mukaan oppilaan matemaattisen ymmarryksen kasvu voi-
daan néhda konseptuaalisen tiedon eli kasitetiedon lisdantymisena seka proseduraalisen
tiedon eli menetelmaétiedon oppimisena [22, s. 134]. Kasitetiedon oppimisella téssa tarkoi-
tetaan késitteiden ja niiden valisten yhteyksien eli kasitesuhteiden oppimista ja tata kautta
tapahtuvien tietorakenteiden edistymista. Esimerkki tallaisesta kasitteesta voisi olla mur-
toluvun késite. Menetelmatiedon oppimisella puolestaan tarkoitetaan erilaisten toiminto-
jen ja taitojen, kuten murtolukujen laskutoimitusten oppimista. Matematiikan syvallinen
ymmartadminen vaatii menetelmétiedon ja kasitetiedon yhdistymista osaamisessa. [22, s.
134-135].

Perkins ja Plythe (1994) maarittavat ymmartamisen olevan kykya tehda aiheeseen liitty-
via ajattelua vaativia toimintoja, kuten yleistdmista, selittamista, soveltamista ja kasitellyn
aiheen esittdmista eri tavoin [2, s. 99]. Bereiter [2, s. 100] kyseenalaistaa Perkinsin ja
Plythen maaritelm&a ymmaértamisestd. Han pohtii, miksi edes keskustellaan ymmarta-
misestd, jos ymmartdminen onkin vain toimintoja. Bereiterin mukaan ymmaértaminen on
pikemminkin tila, joka mahdollistaa toimintoja, ei toiminnot itsessaan. Bereiter [2, s. 102-
104] esittaa listan havaintoja, jotka perustuvat ihmisen ymmartamiseen. Hanen mukaan-
sa listan huomautuksia voidaan ilman suurempia muokkauksia kayttad monen asian tai
tapahtuman ymméartamisen Kuvailuun. Lisdksi han esittaa, etta teoreettista ymmarrysta
voidaan hyvin esittad samaan tapaan, kuin kiytannén ymmarrysta. Listan voi siis taten
muokata esimerkiksi kuvaamaan murtolukumerkinnan ymmértamista, jolloin lista nayttai-
si seuraavanlaiselta.

1. Murtolukumerkinnén ymméartaminen riippuu henkildn suhteesta murtolukuihin. Mur-
tolukumerkinnan ymmartaminen on erilaista oppilaalle, ylaasteen matematiikan opet-
tajalle, matemaatikolle tai vaikka leipurille. On siis monta oikeaa tapaa ymmartaa
murtolukumerkintaa.

2. Ymmaérrys liittyy laheisesti kykyyn toimia alykkaasti suhteessa murtolukumerkin-
taan. Henkild osaa hyddyntaa murtolukumerkintaa erilaisissa konteksteissa ja ym-
martad sen merkityksen eri kayttotarkoituksissa.

3. Ymmarrys liittyy laheisesti myds kiinnostukseen. Vaikka poikkeuksiakin on, voidaan
paatella, ettd henkild, joka ei ole kiinnostunut murtolukumerkinnén eri merkityksista,



el mydskaan ymmarra niita.

4. Murtolukumerkinndn ymmértaminen vaatii sen, ettd ymmartaa sen suhteen muihin
kasitteisiin, kuten rationaalilukuihin, suhteeseen ja jakolaskuun.

5. Murtolukumerkinnén ymméarrys ei valttamatta tarkoita kykya selittda. Selittaminen
voi Kuitenkin olla keino, jolla kehittda ymmarrysta.

6. Vaikka ei ole yhta oikeaa, téytta tal ideaalia tapaa ymmartaa murtolukumerkintaa,
on tunnistettavissa vaaria tapoja, jotka ovat mahdollisesti korjattavissa.

7. Keskusteltaessa murtolukumerkinnésta harvoin viitataan keskustelijoiden mielenti-
loihin. Sen sijaan keskustelu keskittyy itse murtolukumerkintaan, sen sovelluksiin,
rajoituksiin ja niin edelleen.

8. Murtolukumerkinnan ymmarrys ilmenee kertoessa asioista, joissa se on padosas-
sa, kuten murtolukujen laskutoimituksissa tai jakolaskussa. Jos asiat, joita henkild
kertoo murtolukumerkinnéista vaikuttaa muista epajohdonmukaisilta, voidaan tulki-
ta, ettd henkild ei ymmarra murtolukumerkintaa.

9. Syva ymmarrys murtolukumerkinnasta tarkoittaa syvallisten asioiden ymmaértamis-
ta siitd; kuten missa eri kayttotarkoituksissa sitd voidaan hyddyntda ja mihin sita
voidaan soveltaa.

10. Murtolukumerkinnan syva ymmértaminen ilmenee eritoten siind, ettd henkild osaa
esittaa oivaltavia ratkaisuja murtolukumerkintaan liittyviin ongelmiin.

11. Murtolukumerkinnan ymmértaminen vaatii usein syvaa ja monitahoista osallistu-
mista silhen perehtymiseen.

Bereiter [2, s. 111] filvistda ajatuksensa ymmartamisesta seuraavasti

"Kasitteellisten asioiden ymmarrysta tulisi kasitellda samalla tavalla, kuin ai-
neellisten esineiden ymmarrysta; pikemminkin ihmisen ja esineen valisiin
suhteisiin kuuluvana, kuin ihmisen mielesséa sijaitsevan objektin ominaisuu-
tena”.

Merenluodon ja Pehkosen [26, s. 418] mukaan késitteen strukturaalinen eli rakenteel-
linen ymmartdminen saavutetaan vasta sen jalkeen, kun on késitteeseen on tutustuttu
operaatioissa ja opittu ymmartdmaén sen prosessina. Murtoluvun kasitteenkin voi taten
ymmartaa vasta, kun on tutustuttu, miten se kayttaylyy erilaisissa laskutoimituksissa ja
eri merkityksissaan.

2.3 Matematiikan kielentaminen

Matematiikan symbolikieltd voidaan pitdd omana kielendan [13, s. 413]. Matematiikka
eroaa Kuitenkin luonnollisista Kielista, kuten suomen kielesta siten, ett sita ei voida kéayt-
tda kaikkiin kayttotarkoituksiin, esimerkiksi tunteiden ilmaisuun [9, s. 59]. Matematiikan



opiskeluun liittyy nelja eri Kielt, jotka ovat matematiikan symbolikieli, luonnollinen kieli,
kuviokieli seka taktiilinen toiminnan kieli [13, s. 414]. Matematiikan symbolikielella tarkoi-
tetaan perinteista tapaa Kirjoittaa matematiikkaa, numeroin ja symbolein. Matematiikan il-
maisemiseen voidaan kayttda myds luonnollista kieltd, esimerkiksi suomen kielta. Kuvio-
kielella tarkoitetaan matematiikan kuvaamista kuvioiden, kuten lukusuorien tai murtokak-
kujen avulla. Naiden kolmen tutuimman Kielen lisdksi matematiikan opiskeluun liittyy nel-
jas Kieli, taktiilinen toiminnan kieli, joka tarkoittaa esimerkiksi toimintamateriaalien avulla
iimaistua matemaattista ajattelua [13, s. 414]. Taktiilinen toiminnan kieli sopii esimerkiksi
murtolukujen laskutoimitusten havainnollistamiseen murtolukupalojen avulla [13, s. 414].
Neljan matematiikan kielen avulla voidaan muodostaa matemaattisille kasitteille erilaisia
merkityksid, mika auttaa kasitteiden ymmartamisessa [12, s. 51]. Kuvioon 2.2 on esitetty
matematiikan kielen nelja osa-aluetta.

Matematiikan
symbolikieli

Taktlilinen Matemaattinen LUU""UI""E"

toiminnan kieli ajattelu kieli

Kuva 2.2. Matematiikan nelj kisltd Muokattu ldhteestd [12, s. 52]

Vygotski [43] on tuonut esille ajatuksen kielen ja ymmarryksen yhteydestd. Hanen mu-
kaansa ajatus ei ainoastaan ilmene sanassa, mutta myds toteutuu siiné [43, s. 214]. Jout-
senlahti ja Réttya [12, s. 52] maarittda matemaattisen ajattelun kielentamisen tarkoittavan
kuvan 2.2 yhden tai useamman Kielen kaytta matemaattisen ajattelun ilmaisussa. Lisak-
si matematiikan kielentamisella tarkoitetaan "matemaattisen ajattelun ilmaisemista kielen



avulla joko suullisesti tai Kirjallisesti"[13, s. 410]. Matematiikan kielentdminen voidaan ja-
kaa kirjalliseen ja suulliseen kielentamiseen. Suullisella kielentéamisella koulussa tarkoite-
taan luonnollisella kielella tapahtuvaa keskustelua ryhméssa, tehtavan ratkaisun selitta-
misté ja perustelua seka kasitteiden merkitysten rakentamista muodostamalla yhteyksia
arkielamén ilmidihin [13, s. 417]. Kirjallinen kielentdminen voi olla esimerkiksi ratkaisun
selittdmista luonnollisen kielen tai kuviokielen avulla.

Matematiikan kielentdmisella on useita hyétyja. Kielentaminen tuo oppilaan matemaatti-
sen ajattelun ilmi opettajalle seka muille lasnaolijoille [8, s. 234]. Tall6in opettajalle selvi-
da helpommin, miten oppilas on ymmartényt opiskeltavan kasitteen. Suullisessa kielen-
tdmisessé oppilaan tulee ensin jasennella ajatteluaan itselleen ja muotoilla sanottavansa
muille merkityksellisiksi lauseiksi. [13, s. 417] Talléin oman ratkaisun selittdminen aut-
taa oppilasta jasentdméaan ajatteluaan seké kehittdmaan osaamista opittavasta asiasta
[23, 5. 4]. Mybs Vygotskin [43] mukaan pelkéstdan jo siséinen puhe auttaa materiaalin
muistamisessa ja ymmarryksessa.

Oppilaat pitavat matematiikan ratkaisujen selittdmista haastavana seké pelottavana [23,
s. 79]. Kirjallisen kielentamisen hyddyt ovat kuitenkin saman kaltaiset suullisen kielenta-
misen kanssa. Viygotskin [43] mukaan Kirjoitus on viela puhetta tietoisempaa ja se pa-
kottaa lapsen toimimaan alyllisemmin. Puhumisen tavoin Kirjoittaminen auttaa oppilasta
ajatustensa ilmaisemisessa, ja siina oppilaalla on vielda enemmén aikaa miettia ja hica
ajatustaan [28, s. 233]. Lisaksi Morganin [28, s. 235] mukaan matematiikkaa opiskellessa
kirjoittaminen syventda oppimista. Matematiikan Kirjallinen kielentdminen ei pelkastaan
auta oppilasta jasentdméaan ja syventdméaan omaa ajatteluaan, mutta se hyddyttaa oppi-
lasta liséksi myShemmassa opiskelussa [7, s. 10]. Oppilaan on helppo palata aikaisempiin
ratkaisuihin, jos ratkaisun vaiheet on kirjoitettu aikaisemmin nakyviin [13, s. 419].

Kirjallista kielentamista voidaan hy6dynt&d monenlaisissa tehtavatyypeisséa. Joutsenlahti
ym. [14] esittavét nelja erilaista tehtavatyyppid, jotka hyddyntavat kirjallista kielentamis-
td. Nama tehtava tyypit ovat 1. koodinvaihtotehtévat, joissa matematiikan symbolikielella
esitetyt ratkaisut on tehtavéna kuvata luonnollisella kielella ja/tai kuviokielella, 2. tayden-
nystehtavat, joissa tehtavana on taydentia ratkaisusta puuttuvia osia, 3. virheen etsinta,
jossa annetusta ratkaisusta on tehtdvana etsia ja Korjata virheet seka 4. ratkaisusta teh-
tava, jossa annetusta ratkaisusta muodostetaan siihen sopiva tehtavananto [14]. Naita
tehtévatyyppeja voi lisdksi soveltaa monenlaisten kielentdmistda hyddyntavien tehtavien
muodostamiseen. Tassa tutkimuksessa kirjallista kielentamista hyédyntavat tehtavat ovat
tehtéavatyypiltaan koodinvaihtotehtavia, silla niissa oppilaiden tehtévana on Kirjoittaa ma-
tematiikan symbolikielinen ratkaisu seka luonnollisella kielella ettd matematiikan kuvio-
kielta hyddyntéaen.

Matematiikan kielentaminen on térkea osa peruskoulun matematiikan sisaltgja ja se mai-
nitaankin jollakin tapaa jokaisen vuosiluokan kohdalla perusopetuksen opetussuunnitel-



massa. Vuosiluokkien 1-2 matematilkan osiossa kielentdminen mainitaan seuraavasti:
"Opetus kehittaa oppilaiden kykyéa ilmaista matemaattista ajatteluaan konkreettisin vali-
nein, suullisesti, kirjallisesti ja piirtaen seka tulkiten kuvia"[34, s. 128]. Peruskoulun alim-
milla vuosiluckilla matematiikan kirjalliseen kielentdmiseen liittyy siis luonnollisen kielen
liséiksi myds kuviokieli seka taktiilinen toiminnan kieli. Vuosiluokkien 3-6 ja 7-9 matematii-
kan tavoitteista loytyy samankaltaiset maininnat. Vuosiluokkien 3-6 tavoitteissa mainitaan
seuraavasti "Kannustaa oppilasta esittdméaan paattelyaan ja ratkaisujaan muille konkreet-
tisin valinein, piirroksin, suullisesti ja kirjallisesti my&s tieto- ja viestintateknologiaa hyd-
dyntden"[34, s. 235] ja vuosiluokkien 7-9 tavoitteissa puclestaan seuraavasti: "kannustaa
oppilasta harjaantumaan téasmalliseen matemaattiseen ilmaisuun suullisesti ja kirjallises-
ti"[34, s. 374)]. Vuosiluokkien 7-9 matematiikan tavoitteissa mainitaan lisaksi, etta oppilaita
tulisi rohkaista kayttamé&an piirroksia ja vélineita ajattelun tukemiseksi [34, s. 376]. Taten
myo6s vuosiluokkien 3-6 ja 7-9 matematiikan kielentamiseen liittyvat kaikki matemaattisen
ajattelun kielet; matematiikan symbolikieli, luonnollinen kieli, kuviokieli seka taktiilinen toi-
minnan Kieli.
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3. MURTOLUVUT KOULUMATEMATIIKASSA

Rationaalilukujen ymmaértaminen on tarke&a muiden matematiikan ja tieteen osa-alueiden
ymmartamiseksi, mutta myos arki- ja tybelaméssa. liman rationaalilukujen ymméartamis-
td, monen muun asian, Kuten algebran, geometrian, tilastotieteen, kemian ja fysilkan ym-
maértaminen olisi Iahes mahdotonta [1, s. 775]. Rationaalilukujen ymmartaminen on eh-
doton taito useissa ammateissa, Kuten sairaanhoitajana ja apteekkarina, minka liséksi
se on tarkeaa arkielamén tilanteissa, kuten ruuanlaitossa ja mittaamisessa [24, s. 202].
Rationaalilukujen osaamisen on myos tutkittu ennustavan tulevaa matematiikan osaa-
mista [1, s. 775]. Vaikka rationaaliluvun ymmartaminen on tarke&a, on huomattu, ettd
se on vuosikymmenesta toiseen aiheuttanut haasteita oppilailla. Vuoden 2015 perusope-
tuksen matematiikan oppimistulosten arvicinnissa 9. vuosiluokalla murtolukuja sisaltavan
tehtdvaosuuden ratkaisuosuus oli keskiméaarin vain 46 % [16, s. 70]. Kahdessa vuosi-
kymmenessa, 1980-luvulta 2000-luvulle, esimerkiksi murtolukujen jakolaskutehtavéssa
oikein laskeneiden osuus on laskenut melkein kolmekymmenta prosenttiyksikkda [33, s.
101]. Lisaksi Hihnalan [6, s. 86] tutkimuksesta huomataan, ettad oppilaiden murtolukuo-
sion ratkaisuprosenttien keskiarvo nousi seitseméannelta luokalta kahdeksannelle luokal-
le kahdeksan prosenttiyksikkda ja kahdeksannelta luokalta yhdeksannen luokan syksyyn
vain kaksi prosenttiyksikkda. Oppilaiden murtolukujen osaaminen ei siis parantunut juu-
rikaan vuosiluokkien vililla, vaikka oppilaiden matematiikan osaamisen tulisi kasvaa joka
vuosi [17, s. 135]. Vastaavaan tulokseen tultiin myds Tuomisen [39] tutkimuksessa, jos-
sa huomattiin, ettd oppilaiden suorituksen keskiarvo parani tehtavassa, jossa laskettiin
murtolukujen erotusta. Kuitenkin tehtévéssa, jossa jaettiin ja kerrottiin murtolukua luon-
nollisella luvulla, osaaminen taantui seitsemannelta luokalta kahdeksannelle luckalle [39,
s. 132].

Mika sitten selittda rationaalilukujen heikkoa osaamista? Ensinnakin rationaaliluvun op-
pimisen haasteet johtuvat osittain rationaaliluvun monista esitystavoista ja kayttGtavoista
[17, s. 7]. Rationaaliluvut voidaan esittaa joko murtolukuna tai desimaalilukuna [37, s. 8].
Rationaaliluvun ymmartdmiseen sisaltyy lisaksi taito vaihdella rationaaliluvun eri merkin-
tatapojen vélilla desimaaliluvusta murtolukuun ja naiden graafisiin esitysmuotoihin, kuten
murtokakkuihin ja lukusuoriin [37, s. 3]. Desimaaliluvun muuttaminen murtoluvuksi ja toi-
sin pain ei kuitenkaan ole oppilaalle yksinkertainen tehtéva. Resnickin ym. (1989) tutkivat
oppilaiden taitoa muuttaa murtoluku desimaaliluvuksi. Tutkimuksessa huomattiin kolme
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yleisinta virhetyyppia muuttaessa murtolukua desimaaliluvuksi. Ensimmaisessa virhetyy-
pissa oppilaat muodostivat desimaaliluvun ainoastaan murtoluvun osoittajan perusteella,
jolloin esimerkiksi luku % muutettiin luvuksi 0,3. Toisessa virhetyypissa oppilaat eivéat puo-
lestaan huomioineet lainkaan osoittajaa, vaan muodostivat desimaaliluvun nimittajasta.
Talldin esimerkiksi luvusta 3 muodostettiin luku 0,4. Kolmannessa yleisessa virhetyypis-
sé oppilaat muuttivat murtoluvun desimaaliluvuksi vain ottamalla murtoluvusta osoittajan
ja nimittéjan ja laittamalla desimaalipilkun johonkin naiden lukujen valiin, jolloin esimer-
kiksi luku % muutettiin luvuksi 3,4. [37, s. 8]

Rationaalilukujen oppimisen haastetta lisda se, etta niita ei voida pelkastaan esittaa joko
murtolukuna tai desimaalilukuna, vaan lisdksi molemmille, murtoluvuille ja desimaalilu-
vuille on monia merkintatapoja. Yhtd murtolukua voidaan esittaa useilla eri tavoilla, esi-
merkiksi luku % = % = g = % ja niin edelleen [25, s. 15]. Murtolukumerkinta on haastava
myos siksi, etté siina on kolme osaa; osoittaja, nimittaja ja jakoviiva. Usein oppilaat ereh-
tyvat tulkitsemaan murtoluvun osoittajaa ja nimittdjaa omina lukuinaan, jolloin esimerkiksi
luku % merKkitsisi oppilaalle erillisia lukuja 2 ja 3 [24, s. 206-207). Tama johtaa murtoluku-
jen laskutoimituksissa virheisiin, esimerkiksi 2 + £ = £ [1, 5. 776].

Murtolukujen oppimista hankaloittaa lisaksi sen laskutoimitusten erilaisuus kokonaislukui-
hin verrattuna. Oppilaalle, joka on juuri oppinut kokonaisluvun kasitteen voi olla hankala
ymmartaa sen kayttéa muissa merkityksissa, esimerkiksi kokonaisten maérana tai luku-
méérand, joka kuvaa moneenko osaan kokonainen on jaettu [5]. Oppilaalle voi olla han-
kalaa ymmaértad, miksi murtolukujen yhteen- ja vahennyslaskussa nimittajien tulee olla
samat, mutta Kerto- ja jakolaskun voi tehda keskenaén eri nimittajilla [24, s. 208]. Naiden
murtolukujen peruslaskutoimitusten ominaisuuksien liséksi oppilaan tulee hallita murtolu-
kujen sieventaminen ja laventaminen, murtoluvun muuttaminen sekaluvuksi ja toisin péin
seka muistaa, missa murtolukujen laskutoimituksissa nimittdja pysyy samana ja milloin se
muuttuu laskutoimituksen my6ta [24, s. 210]. Liséksi oppilaalle voi olla ennen ndkematsn-
té ajatella rationaalilukua yksittdisena kokonaisuutena tai pisteené lukusuoralla; oppilaalle
on tavanomaisempaa ajatella, etta rationaaliluku tarkoittaa aina jotakin osaa kokonaisuu-
desta [17, s. 235). Tata harhakasitysta vahvistaa luultavasti se, kuinka koulussa murtolu-
kuja kuvataan usein esimerkiksi osittain véritettyina kuvioina. Monet oppilaat yhdistavat
murtoluvut juuri naihin Kuvioihin, kuten ympyradiagrammeihin, tai tutummin murtokakkui-
hin [29, s. 320]. Huonoa murtokakuissa on Kuitenkin se, etta niista syntyy usein oppilaalle
sellainen kasitys, ettd kuvion varitetty osuus kuvastaisi aina nimittdjaa ja palasten maara
osoittajaa, vaikka néin ei kuitenkaan aina ole [29, s. 320].

3.1  Murtolukumerkinnan eri merkitykset

Murtolukumerkintaa voidaan kayttdd monen eri asian kuvaamiseen, eli silla on monta eri
merkitystd. Murtolukuja ymmaértaskseen oppilaiden tulisi ymmartda murtolukumerkintaa
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monessa eri konseptissa [41, s. 290]. Joutsenlahden ja Perkkilan [10] mukaan murto-
lukumerkinta % voidaan kasittda ensinnakin murtolukuna, jolloin merkinta kuvastaa kah-
ta kolmasosaa. Tamén lisaksi merkinta % voidaan ajatella suhteena "kahden suhde kol-
meen"seka jakolaskuna "kaksi jaettuna kolmella"[10].

Myos Murdock-Stewart on esitellyt murtolukumerkinnalle eri merkityksia. Han esittelee
murtolukumerkinnalle viisi eri merkitysté, jotka ovat osa kokonaisuudesta, mitta, operaat-
tori, osaméara seké suhde [31]. Murdock-Stewart [31] méérittelee osa kokonaisuudesta
-merkityksen tarkoittavan osan suhdetta kokonaiseen. Esimerkiksi murtolukumerkinnal-
la % voidaan Kuvata neljdén osaan jaettua kakkua, josta kolme palasta on sydty. Mital-
la viitataan puolestaan luvun paikkaan lukusuoralla tai mittanauhalla. Murdock-Stewartin
[31] mukaan murtolukumerkinta voidaan nahda lisdksi operaattorina silloin kun otetaan
murto-osa, esimerkiksi % jostakin. Talléin esimerkiksi % 12 ihmisestd on kolme. Osaméaa-
réan merkityksella tarkoitetaan tulosta, joka saadaan, kun esimerkiksi kolme keksia jae-
taan neljdlle ihmiselle. Suhteen merkityksen Murdock-Stewart méaarittelee hieman eri lail-
la kuin Joutsenlahti ja Perkkila. Hanen mukaansa murtoluku kuvastaa suhdetta ainoas-
taan silloin, kun se muodostetaan osan suhteesta kokonaiseen, ei kahden osan valilla.
Hanen mukaansa kaikki suhteet eivat ole murtolukuja [31]. Joutsenlahden ja Perkkilan
[10] mukaan suhteella sen sijaan tarkoitetaan yleisimmin kahden lukumaéran valista suh-
detta, esimerkiksi mittakaavaa, jossa verrataan kahden eri luvun suhdetta toisiinsa. Myds
Van de Wallen ym. [41, s. 291] mukaan suhde voidaan muodostaa osasta ja kokonaisuu-
desta, mutta myds kahdesta eri kokonaisuudesta, esimerkiksi kuvaamaan luokan tyttéjen
maaran suhdetta luokan poikien maéraan.

3.2 Murtolukuja kuviokielella

Murtolukujen esittamiseen voidaan hyodyntaa erilaisia kuviokielen ja taktiilisen toiminnan
kielen malleja. Van de Walle, Karp ja Bay-Williams [41] jakavat ndma mallit kolmeen ka-
tegoriaan: pinta-alamalli, pituusmalli seka joukkomalli. Pinta-alamallia voidaan hyodyntaa
esimerkiksi, kun halutaan havainnollistaa % ympyrésté. Pituusmalli toimii puolestaan lu-
kusuoralla tai, kun halutaan ottaa esimerkiksi % metrista. Joukkomallilla puclestaan kuva-
taan nimensa mukaisesti jostakin kokonaisuudesta joukon ottamista, esimerkiksi ottaessa
:—1 luckan oppilaista. [41]

Seuraavat kuvat ovat Van de Wallen ym. [41] esittdmé&t mallit murtoluvuille. Kuvassa 3.1

on esiteltyna pinta-alamalli murtoluvulle.

Kuvasta ndhdaan, etta pinta-alamalliin lukeutuu ympyradiagrammin muotoiset "piirakka-
mallia"hyddyntavét kappaleet, suorakulmion muotoiset kappaleet, geolauta, piirrokset ruu-
dukkoon, muut kuviomallit sekéa paperin taittelu osiin. Piirakkamallia hyddyntavat kappa-
leet ja geolauta ovat luultavasti monelle tutut alakoulun matematiikan opiskelusta, mutta
niita voidaan hyddyntéa toki mybs ylaasteella.
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Kuva 3.1. Pinta-alamalli {41, 5. 293]

Kuva 3.2 esittaa erilaisia pituusmalleja.
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Kuva 3.2. Pituusmalli [41, s. 294]

Pituusmalliin kuuluu Cuisenaire -varisauvat, mittavalineet, kuten lukusuora ja viivain seka

pituussuunnassa taitellut paperit. Kuvassa 3.3 on esiteltyna joukkomalli.

Joukkomalliin voidaan kayttaa laajalti monenlaisia objekteja, joista kuvassa esimerkkeina
erivariset ympyrat seka autot.
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Kuva 3.3. Joukkomalli {41, s. 295]

Eri esitysmallien avulla opitaan eri asioita murtoluvuista ja erilaisten mallien kaytté syven-
tda oppilaiden ymmarrysta. Pinta-alamallin avulla oppilaat oppivat hahmottamaan, kuin-
ka murtolukumerkinnélla voidaan kuvata osaa kokonaisesta. Pituusmalli sen sijaan aut-
taa oppilaita ymmaértaméaan, kuinka jokaisen kahden murtoluvun valista voidaan loytaa
aina uusi murtoluku. Pituusmallissa vertaillaan alueen sijaan pituutta, jota voidaan esit-
tda joko piirretyilla lukusuorilla tai mittaa kuvaavilla fyysisillda materiaaleilla. Lukusuoran
kayttdminen auttaa oppilasta hahmottamaan murtoluvun suuruutta verrattuna muihin lu-
kuihin, mika ei ole yhta helppoa esimerkiksi pinta-alamallia kaytettaessa. Joukkomallissa
kokonainen nahdaén joukkona objekieja, ja osa tdstd joukosta muodostaa murtoluvun.
Esimerkiksi 3 objektia on % 12 objektin joukosta. Joukkomalli on siita hyddyllinen, etta se
auttaa ldytdma&n murtoluvun ja suhteen kasitteille arkielaman yhteyksia. [41] Seuraavaan
taulukkoon on esitelty Van de Wallen ym. [41] esitys murtolukumallien ominaisuuksista.

Taulukosta 3.1 ndhdaan, etta pinta-alamallissa murtoluvulle kokonaisen maérittelee tietyn
alueen, esimerkiksi ympyran pinta-ala. Osat pinta-alamallissa maarittelee alueen saman-
kokoiset osat, esimerkiksi ympyran nelja samankokoista osaa ja murtoluvulla kuvataan
pinta-alamallissa tietyn osan tai osien suhdetta kokonaiseen eli esimerkiksi yhden ym-
pyran osan suhdetta kaikkiin neljaan osaan. Pituusmallissa kokonaisen maérittelee pituu-
den yksikkd tai jokin luku lukusuoralla, esimerkiksi 1 m mittanauhalla. Osat pituusmallissa
méérittelee pituuden saman pituiset osat, esimerkiksi metri voisi olla jaettuna kymmenen
sentin vélein osiin. Pituusmallissa murtoluvulla kuvataan pisteen sijainnin suhdetta lukuun
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Taulukko 3.1. Kuviokielen mallit murtoluvuille (muckattu Van de Wallin, Karpin ja Bay-
Williamsin tecksesta [41])

Malli Mikd maéarittelee koko- | Mik& maarittelee osat | Mitd murtoluvulla Kuva-
naisen taan

Pinta-ala | Tietyn alueen pinta-ala | Alueen samankokoi- | Osan/osien suhde ko-
set osat konaiseen

Pituus Pituuden yksikké / luku | Pituuden samanpitui- | Pisteen sijainnin suhde

lukusuoralla set osat lukuun 0 ja muihin lu-
kusuoran arvoihin
Joukko Maaritelty joukko Joukon objektien | Osan joukosta suhde
maara koko joukkoon

0, esimerkiksi 10 em on 1 metrin mittanauhalla 1—10. Joukkomallissa kokonaisen méaaritte-
lee maaritelty joukko, esimerkiksi kourallinen puuhelmia. Osat joukkomallissa maérittelee
joukon objektien maéra, esimerkiksi 12 puuhelmea. Murtoluvulla kuvataan joukkomallis-
sa osan jouKosta suhdetta koko joukkoon, esimerkiksi jos puuhelmista 3 olisi valkoisia,
olisi valkoisten puuhelmien suhde kaikkiin puuhelmiin %.

3.3 Murtoluvut opetussuunnitelmassa

Murtolukuja voidaan pitda osana peruskoulun matematiilkan keskeisimpia sisaltsja, sil-
la niista |6ytyy maininnat jokaisen vuosiluokan matematiikan siséllistéd perusopetuksen
opetussuunnitelmasta [34]. Alkuopetuksen, eli 1-2 vuosiluokkien sisalldissd murtoluvut
mainitaan siséltalueessa Luvut ja laskutoimitukset seuraavasti: "Pohjustetaan murtolu-
vun késitettd jakamalla kokonainen yhtd suuriin osiin.” [34, s. 129]. Oppilaan murtolu-
kukasitysta lahdetaan siis rakentamaan peruskoulun alimmilla luokilla jakolaskun kautta.
Vuosiluokkien 3-6 tavoitteisiin liittyvissa siséllGissa mainitaan murtoluvut seuraavassa yh-
teydessa:

"Opitaan murtoluvun Kkasite ja harjoitellaan murtolukujen peruslaskutoimituk-
sia eri tilanteissa...Perehdytaan prosentin kasitteeseen...Hyddynnetdaan mur-
toluvun, desimaaliluvun ja prosentin valisia yhteyksia."[34, s. 236]

Koska prosentteja laskiessa lasketaan jotakin osaa kokonaisesta, voidaan sanoa, ettd
siséltd liittyy murtolukumerkinnan merkitykseen osa kokonaisuudesta. Vuosiluokkien 7-9
sisélldissa murtolukuihin liittyy seuraava tavoite: "Vahvistetaan laskutaitoa murtoluvuilla ja
opitaan murtoluvun kertominen ja jakaminen murtoluvulla®[34, s. 375]. Kaikki maininnat
murtoluvusta perusopetuksen opetussuunnitelmassa liittyvat jollakin tapaa laskutoimituk-
siin, eika siitd 16ydy mainintaa murtolukumerkinnan eri merkityksista lainkaan. Jakolas-
kun merkitys murtolukumerkinnélle tulee ilmi 1-2 vuosiluokkien matematiikan siséllsista,
mutta suhteen merkitysta ei mainita lainkaan. Kuitenkin suhdetta hyédynnetdaan esimer-
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kiksi mittakaavoissa ja verrannollisuudessa, joista |Gytyy joitakin mainintoja matematiikan

oppiaineen sisallbista.

3.4 Aikaisemmat tutkimukset

Murtolukumerkinnan eri merkitysten tuntemista on tutkittu aikaisemmin useissa tutkimuk-
sissa useilla ikéluokilla. Esimerkiksi Joutsenlahti ja Perkkila [11] tutkivat tutkimuksessaan
"Sustainability Development in Mathematics Education - A Case Study of What Kind of
Meaning Do Prospective Class Teahers Find for the Mathematical Symbol “%'?', min-
kalaisia merkityksia luokanopettajaopiskelijat |Gytavat merkinnalle “%'. Tamén liséksi he
tutkivat, minkalaisen yhteyden opiskelijat |6ytavat tutkimuksessa annettujen kuvien seka
merkinnén "3"valille [11]. Taman tutkimuksen kaksi ensimmaista tehtavéa on muodos-
tettu Joutsenlahden ja Perkkilan kyseisen tutkimuksen tehtavien pohjalta. Tutkimuksessa
huomattiin, ettd tutkimuksen toinen tehtéva, jossa oli merkinnan “%'Iiséksi kuvia, tuotti
enemman vastauksia, kuin pelkka matemaattinen merkinta [11]. Tyypillisin tulkinta murto-
“%“c-li tutkimuksessa murtoluku, mika selittyy silla, ettd se on myds ope-
tussuunnitelmassa ja oppikirjoissa eniten kaytetty merkitys [11].

lukumerkinnalle

Joutsenlahden ja Perkkilan tutkimuksen kanssa vastaavaan tulokseen on paasty myds
Novitan ym. [32] tutkimuksessa, joka toteutettin my&s luokanopettajaopiskelijoilla. Tut-
kimukseen osallistui 112 luokanopettajaopiskelijaa kahdesta yksityisesta yliopistosta In-
donesiasta. Osallistujien tehtavana oli vastata kyselylomakkeen tehtéviin, jotka liittyivat
murtolukumerkinnan merkityksiin. Tutkimuksessa huomattiin, ettd osallistujien yleisin tul-
kinta murtoluvulle oli osa kokonaisuudesta -merkitys. Muut nelja merkitysta, tassa tutki-
muksessa suhde, osamaéra, mitta ja operaattori, mainittiin vastauksissa hyvin harvoin tai
ei lainkaan. [32]

Luokanopettajaopiskelijoiden lisdksi mybs valmiiden luokanopettajien tietdmysta murto-
luvun eri merkityksisté ja niiden vélisista yhteyksista on tutkittiu aiemmin. Doganin ja Ter-
temizin [3] tutkimukseen osallistui yhteensa 266 peruskoulun opettajaa Turkista. Tutki-
muksen tuloksena saatiin selville, etta opettajilla oli eniten tietamysta murtoluvun merki-
tyksistéd operaattori ja osa kokonaisuudesta. Mitan, osamaéran ja suhteen merkityksista
opettajilla oli vahiten tietamysta. [3]

Opettajien ja opettajaopiskelijoiden liséksi murtolukumerkinnén eri merkitysten tuntemista
on tutkittu my&s oppilailla. Stewart [31] tutki kuudesluokkalaisten murtolukujen merkitys-
ten ymméarrysta. Tutkimukseen osallistui 20 kuudesluckkalaista Yhdysvalloissa Floridan
osavaltiossa. Tutkimuksessa selvisi, etta oppilailla oli hyvin vahan ymmérrysta murtolu-
vuista ja sen merkityksistd sen merkitsemistapaa lukuun ottamatta. Kuitenkin tutkimuk-
sessa yllattden yhta lukuun ottamatta yksikdan oppilas ei kuvaillut murtolukua osa koko-
naisesta -merkityksella. Murtolukuja kuviokielella kuvatessaan oppilaat kayttivat paaosin
pinta-alamallia ja yksi oppilas joukkomallia. [31]
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Vaikka murtolukumerkinnan merkitysten tuntemista on tutkittu aikaisemmin useilla kou-
luasteilla, aiheesta on tehty hyvin vahan opinnaytetdita etenkin ylakouluikaisista oppilais-
ta. Vihervaara [42] tutki pro gradu -tutkimuksessaan, mita eri rationaaliluvun represen-
taatioita ylakouluikaiset oppilaat tuntevat, seka millainen on yhteys eri representaatioiden
tuntemisen ja matematiikan opinnoissa menestymisen valilla. Tutkimukseen osallistui 69
seitsemannen ja kahdeksannen luokan oppilasta. Tutkimuksessa kaksi ensimmaista tutki-
muslomakkeen tehtévaa olivat vastaavat tdssa tutkimuksessa kaytettyjen tehtavien kans-
sa. Tutkimuslomakkeen kolmas tutkimustehtava tutki oppilaiden suhteen ymmarrysta ja
neljas tehtava oppilaiden taitoa vertailla murtolukujen suuruuksia. Vihervaaran tutkimuk-
sessa havaittiin, etta oppilaille tutuin merkitys oli osa kokonaisuudesta, jonka vastasi 54
oppilasta. Vahiten tunnetut merkitykset olivat suhde kuudella vastauksella ja mitta neljal-
la vastauksella. Vastaavasti kuitenkin annetuista kuvista suhteen merkityksen 16ysi vain
yksi oppilas. ([42] Vihervaaran tutkimukseen osallistui vain 7. ja 8. luokan oppilaita, jo-
ten siina ei vertailtu kaikkien ylékoulun luokka-asteiden murtolukumerkinnan merkitysten
tietdmyksen eroja. Lisdksi tdma tutkimus eroaa Vihervaaran tutkimuksesta sillé, etta tut-
kimuksessa halutaan tutkia liséksi murtolukujen kirjallista kielentamista seka oppilaiden
kokemuksia kirjallisesta kielentamisesta.



18

4. MURTOLUKUJEN YLEISTAMINEN
KOKONAISALUEISIIN

Tassa luvussa kasitellaén tutkimuksen aihetta, murtolukuja yliopistomatematiikan tasolla.
Luvussa esitellyt m&aaritelmét, lauseet ja esimerkit pohjautuvat paaasiassa Judsonin teok-
seen Abstract Algebra: Theory and Applications [15). Liséksi luvun lahteena on kaytetty
Sharman teosta Algebra I: a basic course in absiract algebra [36].

Tutkimuksessa oppilaat pohtivat murtolukumerkinnélle eri merkityksia ja laskivat yksin-
kertaisia murtolukutehtavia. Tassa luvussa esitellyt asiat eivét vastaa tutkimukseen osal-
listuneiden tekemia tehtévia, vaan luvussa kasitellaan murtolukuja huomattavasti syvem-
mélla tasolla. Luku on jaettu neljaén alalukuun; aluksi esitellaan lyhyena pohjustuksena
algebralliset struktuurit ryhma ja Abelin ryhma. Toisessa alaluvussa esitellaén renkaan
mééritelma seka joitakin renkaisiin liittyviad ominaisuuksia ja esimerkkeja erilaisista ren-
kaista. Kolmas alaluku kasittelee kokonaisalueita ja kuntia. Alaluvussa kasitelladn koko-
naisalueita ja Kuntia useiden esimerkkien kautta seka siina esitelladn joitakin néiden al-
gebrallisten struktuurien ominaisuuksia. Luvun viimeisessa alaluvussa esitelladn murto-
lukujen yleistaminen kokonaisalueisiin.

4.1 Ryhma

Maaritelma 4.1. Laskutoimitus o joukossa G on funktio G x G — G, jota merkitdanaob
tai ab. [15, s. 33]

Maaritelmé 4.2. Olkoon G joukko, joka on varusteltu laskutoimituksella o. Pari (G, o) on

ryhm&, jos seuraavat ehdot ovat voimassa.
1. Operaatio o on liitdnnéinen, eli (a o b) o ¢ = a o (b o ¢) kaikilla a, b, ¢ € G.

2. On olemassa sellainen alkio e € G, ettd e ca = a o e = a Kalkilla o € . Alkiota e
kutsutaan neutraalialkioksi.

3. Jokaista alkiota a € G kohti on olemassa sellainen alkio a1, ettda a 0 a~! =

a1 oa = e. Alkiota a~! kutsutaan alkion a vasta-alkioksi.

[15, s. 33-34]



19

Maaritelma 4.3. Ryhmaa kutsutaan Abelin ryhméksi, jos sille patee lisdksi, efta a o b =
boakaikillaa,b € G.[15, s. 34]

4.2 Renkaat

Maaritelma 4.4. Epétyhja joukko R on rengas, jos siind on maéritelty yhteenlasku ja
kertolasku seuraavien ehtojen ollessa voimassa.

1. a+b=>b+akaikilaa,be R.

2. (a+b)+c=a+ (b+ c) kaikila a,b,c € R.

3. On olemassa sellainen alkio 0 € R, jolle a + 0 = a kaikillaa € R.

4. Jokaiselle alkiolle a € R on olemassa sellainen alkio —a € R, eftd a + (—a) = 0.

5. (ab)ec = a(bc) kaikilla a, b, c € R.

6. a(b+ ¢) = ab + ac kaikilla a, b,c € R ja (a + b)e = ac + be kaikilla a, b, ¢ € R.
[15, s. 190]

Huomautus. Listan nelja ensimméista ehtoa tarkoittaa sitd, ettd rengas on Abelin ryhma
yhteenlaskun suhteen. Renkaan voitaisiin siis maéritella olevan Abelin ryhma (R, +), joka
liséksi toteuttaa ylla esitetyt viidennen ja kuudennen ehdon kertolaskun suhteen. [15, s.
190]

Maaritelma 4.5. Rengas R

1. on kommmutatiivinen, jos ab = ba kaikilla a,b € K.

2. siséltaa ykkdsalkion tai yksikén, jos on olemassa sellainen alkio1 € R, etta 1 £ 0
jala = al = a kaikilla a € R.

3. on kokonaisalue, jos se on kommutatiivinen, se siséltaa ykkosalkion seka, jos kai-
killa a, b € R, joille ab = 0 pétee joko a =0 tai b = 0.

4. on jakorengas, jos se sisaltaa ykkosalkion ja jokaista alkiota a € R, jolle a # 0,

1

kohti on olemassa sellainen yksikasitteinen alkio =1, ettd a—1a = aa=1 = 1.

5. on Kunta, jos se on kommutatiivinen jakorengas.
[15, s. 190-191]

Alla olevaan kuvioon on esitetty renkaiden, kokonaisalueiden, jakorenkaiden ja kuntien
suhteet toisiinsa. Kuviota luetaan ylh&alta alaspain. Kuviossa ylakasitteend on renkaat,
jolhin sisaltyy kaikki alla olevat kasitteet. Renkaat jaetaan kommutatiivisiin renkaisiin ja
renkaisiin, joilla on identiteetti. Liséksi sellaiset renkaat, jotka ovat kommutatiivisia ja, joilla
on identiteetti, ovat kokonaisalueita. Jakorenkaat ovat alakasite sellaisille renkaille, joilla

on identiteetti. Lopuksi rengas on kunta, jos se on kokonaisalue ja jakorengas.



Renkaat

Kommutatiiviset Renkaat, joilla
renkaat on identiteetti

Kokonaisalueet Jakorenkaat

Kunnat

_.J.

Kuva 4.1. Erilaisia renkaita {muokattu ldhteests [15, 5. 191])

Esimerkki 4.1. Kokonaisluvut muodostavat renkaan. ltse asiassa kokonaislukujen joukko
Z on kokonaisalue. Nimittéin jos ab = 0, kun a,b € Z joko a = 0 tai b = 0. Silii
kokonaislukujen joukko Z ei ole kunta. Tama on seurausta siitd, ettd ei ole olemassa
kokonaislukua, joka olisi esimerkiksi luvun 2 kdanteisluku. Ainoat kokonaisluvut, joiden
kaanteisluku on kokonaisluku ovat luvut 1 ja -1.[15, s. 191]

Esimerkki 4.2. Rationaalilukujen joukko (@, reaalilukujen joukko R ja kompleksilukujen
joukko C ovat renkaita yhteen- ja kertolaskulla varustettuna. [15, s. 191]

Esimerkki 4.3. Kokonaislukujen joukkoa modulo 1 voidaan merkita Z,,. Esimerkiksi jou-
kossa Zj3, 5- 7 = 11 (mod 12). Tama tulo tekee Abelin ryhmasta Z,, renkaan. Rengas
Z,, on kommutatiivinen rengas, mutta se ei kuitenkaan valttdmatta ole kokonaisalue. Tar-
kasteltaessa esimerkiksi yhtdl6a 3 - 4 = 0 (mod 12) renkaassa Z;,, huomataan, ettd
renkaassa kahden nollasta poikkeavan alkion tulo voi olla nolla. [15, s. 191]

Maaritelma 4.6. Nollasta poikkeavaa alkiota a kommutatiivisessa renkaassa R kutsutaan
nollanjakajaksi, jos on olemassa sellainen nollasta poikkeava alkio b renkaassa R, etta
ab = 0. Edellisesséa esimerkissa luvut 3 ja 4 ovat nollanjakajia renkaassa Zy,. [15, s. 191]
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Esimerkki 4.4. Matriisi [2 %] on nollanjakaja renkaassa M;(R), missé operaatiot ovat
matriisien yhteenlasku ja matriisitulo, silla

3 6 2 —4 00
. = . (4.1)

6 12 -1 2 00
Esimerkki 4.5. Differentiaali- ja integraalilaskennassa jatkuvat reaaliarvoiset funktiot va-
lilla [a, b] muodostavat kommutatiivisen renkaan. Kahden funktion yhteen- tai kertolasku
tapahtuu lisdamalla tai kertomalla funktion arvot keskenaan. Jos esimerkiksi f(z) = z°

ja g(x) = cosz, niin silloin
(f +9)(z) = f(z) + g(z) = 2* + cosx (4.2)

ja
(f9)(z) = f(z)g(z) = 2* cos . (4.3)
[15, s. 191]

Esimerkki 4.6. Sellaiset 2 x 2 -matriisit, joiden alkiot Kuuluvat reaalilukujen joukkoon,
muodostavat renkaan yhteenlaskulla ja matriisien kertolaskulla varustettuna. Téllainen
rengas ei ole vaihdannainen, silla useimmiten AB # BA. Tama péatee esimerkiksi mat-
riiseille
r 0], 0y
A= jaB= Ty #£ 0. (4.4)
0 0 00

Lisaksi tassa tapauksessa voi olla AB = 0, vaikka kumpikaan matriiseista A tai B ei olisi
nollamatriisi, eli sellainen matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia. [15, s. 191]

Esimerkki 4.7. Esitetdadn esimerkki ei-kommutatiivisesta jakorenkaasta. Tassa esimer-
kissé kaytetadn kompleksisia 2 x 2 -matriiseja, joissa merkinta i tarkoittaa kompleksilu-
vun imaginaariyksikkéa. Olkoon

SN a=" o= T e
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missé i* = —1. Naille matriiseille pétee seuraavat yhtalst:

22 k=1

=k

jk=i

Ki=j (4.6)
ji=—k

kj = —i

ik =—j

Olkoon H joukko, joka koostuu sellaisista matriiseista, jotka ovat muctoa a + bi + ¢f +
dk, missa a,b, c ja d ovat reaalilukuja. Yhtapitavasti voidaan joukon H maaéritella olevan
joukko 2 x 2 -matriiseja, jotka ovat muotoa

a f
_Eﬁ

. (4.7)

missd a = a +di ja 8 = b+ ci ovat kompleksilukuja ja @ seka 3 niita vastaavat komplek-
sikonjugaatit @ = a — di ja § = b — ci. Yhteenlasku ja kertolasku joukossa H voidaan
mééritelld joko tavanomaisilla matriisioperaatiolla tai virittéjien 1, 1, j ja k avulla seuraavas-
ti:

(@y + byl + ¢4 + diK) + (ag + bal + eof + dak)

=(a1 +a2) + (b + b)i + (c1 + e2)f + (di + da)k “s
ja
(a1 + bl + c1] + dik) (a2 + bai + 2] + dok) = @ + Bi + 7 + dk, (4.9)
missé
o = ayag — byby — ¢y
B = aiby + agby + e1dy + dica (4.10)

Y = ayeg — bydy + 109 + diby
8 = aqds + biea — e1ba + dias.

Rengasta H kutsutaan kvaternioksi.

Jotta kvaterniot voidaan osoittaa jakorenkaiksi, tulee l6ytaa kaanteisalkiot kullekin nollas-
ta poikkeavalle alkiolle. Huomataan, etta

(a+bi+cf + dk)(a — bi — cf — dk) = a® + b* + & + d°. (4.11)
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Tama alkio voi olla nolla aincastaan silloin, kuna =b=c=d = 0. Eli, jos a + bi + ¢j +
dk # 0,
(4.12)

(a+bi+cj+dk)(ﬂ_bl_q_dk)=1.

a2 + b2 + 2+ d?
[15, s. 49, 191-192)

Lause 4.1. Olkoon R rengas ja olkoot a, b € R. Talléin on voimassa
1. ol =0a =0,
2 a(—b) = (—a)b = —abja
3. (—a)(—b) = ab.

Todistus.

1. Huomataan, ettd a0 = a(0 + 0) = a0 + a0. Nyt vahentamaélla yhtaldn molemmin
puolin a0 saadaan a0 = (. Vastaavasti Oa = 0.

2. ab+ a(—b) = a(b— b) = al = 0, jonka seurauksena —ab = a(—b). Vastaavasti
—ab = (—a)b

3. Kolmannen kohdan todistus seuraa kohdan 2 todistuksesta, silla

(—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—ab) = ab. (4.13)

[15, 5. 192-193] m|

Aivan kuten ryhmilla on aliryhmia, on myds renkailla alirenkaita.

Maéritelma 4.7. Renkaan R alirengas S on renkaan R sellainen osajoukko, joka on myds
rengas ja, jolla on samat laskutoimitukset, kuin renkaalla R. [15, s. 193]

Esimerkki 4.8. Rengas nZ, eli kokonaisluvulla n jacllisten lukujen joukko, on renkaan Z
alirengas. Vaikka renkaalla olisi identiteetti, on huomattava, etta alirenkaalla ei valttamatta
tarvitse olla. Seuraava ketju esittaa lukualueet toistensa alirenkaina:

ZcQcRcC (4.14)

[15, s. 193]

Lause 4.2 (Alirengaskriteerit). Olkoon R rengas ja S renkaan R osajoukko. Osajoukko S
on renkaan R alirengas jos, ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat.

1. S#£0.
2. rs € Skalkillar,s € S.
3. r—se Skakillar,s € 5. [15, s. 193]
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Esimerkki 4.9. Olkoon R = M3(R) 2 x 2 -matriisien rengas, joiden alkiot kuuluvat jouk-
koon . Jos T' on ylakolmiomatriisien joukko renkaassa K eli

T = ra,bceR (4.15)
0 ¢

niin T' on renkaan R alirengas. Nimittain

a b|. a b
A= jaB = (4.16)

0 e 0o ¢

ovat osajoukossa 1’ ja talléin selkedsti A — B on mybs osajoukossa T'. Liséksi

aa' ab' + b
AB = (4.17)
0 o’

on osajoukossa T'. [15, s. 193]

4.3 Kokonaisalueet ja kunnat

Téassa alaluvussa kasitellaédn tarkemmin kokonaisalueita seké kuntia muutamien lausei-
den ja esimerkkien kautta. Liséksi maéritelladn renkaan karakteristika seka esitellaan
kaksi siihen liittyvaa lausetta.

Esimerkki 4.10. Jos i = —1, niin silloin joukko Z[i] = {m + ni : m,n € Z} muodostaa
renkaan, jota kutsutaan Gaussin kokonaisluvuiksi. Gaussin kokonaisluvut ovat kompleksi-
lukujen alirengas, silla se on suljettu yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen. Gaussin koko-
naislukua kutsutaan yksikéksi, jos se jakaa luvun 1. Olkoon a = a + bi yksikko joukossa
Z[i]. Talldin luvun o« kompleksikonjugaatti @ = a — bi on myds yksikkd, silld jos af = 1,
niin myds & = 1. Jos 8 = ¢ + di, niin

1 = afap = (a® +b*)(* + d*). (4.18)

Taten a? +b? taytyy olla joko 1 tai —1, tai yhtapitavasti, a +bi = 41 tai a+bi = +4. Taten
tdmén renkaan yksikdt ovat 1 ja +i. Gaussin kokonaisluvut ei ole kunta, silla renkaassa
Z[i] kaanteisalkio on olemassa vain alkioille 1, —1,7 ja — 1. [15, s. 194] [35, s. 581]

Lause 4.3. Olkoon [} kommutatiivinen rengas, jolla on yksikké. Télléin D on kokonais-
alue, jos ja vain jos kaikilla nollasta poikkeavilla alkioilla a € D ja kaikilla b ja c, joilla

ab = arc pétee b = c.
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Todistus. = Olkoon [} kokonaisalue. Tallgin renkaalla D ei ole nollanjakajia. Olkoon

ab = ac, jolle a # 0. Talldin a(b — ¢) = 0, josta seuraa, etti b —c=0elib =c.

<« Qletetaan, ettd ab = ac edellyttad, ettd b = c. Olkoon ab = 0. Jos a # 0, niin silloin
ab = a0, joten b = 0. Taten alkio a ei voi olla nollanjakaja. [15, s. 194] O

Lause 4.4. Jokainen &drellinen kokonaisalue on kunta.

Todistus. Olkoon ) aarellinen kokonaisalue ja [* kokonaisalueen D nollasta poikkea-
vien alkioiden joukko. Taytyy osoittaa, etté jokaisella alkiolla joukossa D* on kédénteisal-
kio. Jokaiselle a € D* voidaan maaritella kuvaus A, : D* — D* A,(d) = ad. Tama
kuvaus on hyvin maaritelty, silla jos a # 0 ja d # 0, niin ad # 0. Kuvaus A, on injektio,
silla jos

ady = Ag(dy) = Ag(dy) = ady,  dy,dy € D*, (4.19)
niin lauseen 4.3 nojalla seuraa, ettd d; = d;. Koska joukko D* on &aarellinen, kuvauk-
sen A, taytyy olla myds surjektiivinen, eli talldin on olemassa sellainen d € D*, jolle
A.(d) = ad = 1. Koska kokonaisalue D on kommutatiivinen, taytyy alkion d olla alkion a
kaanteisalkio. Taman seurauksena kokonaisalue D) on Kunta. [15, s. 194] O

Esimerkki 4.11.

1. Rengas Z on kokonaisalue. Koska esimerkiksi luvulla 2 ei ole kdanteislukua, rengas
Z ei ole Kunta.

2. Rengas (Q on kokonaisalue. Lisaksi jokaisella nollasta poikkeavalla alkiclla on kaan-
teisalkio. Taten € on myds kunta.

3. Rengas R eli reaaliluvut ja rengas C eli kompleksiluvut ovat Kuntia. [36]

Esimerkki 4.12. Tarkastellaan kommutatiivista rengasta Zg. Renkaalla on yksikké, mutta
se el kuitenkaan ole kokonaisalue. Tama johtuu siité, ettd renkaalla Zg on nollanjakaja,
silla 3-3 = 0 (mod 9). Rengas Z; ei mydskaan ole kunta, silla esimerkiksi luvulle 3 € Zg
ei ole kadnteislukua. [36]

Maaritelma 4.8. Renkaan R karakteristika tarkoittaa pieninta sellaista kokonaislukua 7,

etta
nr=0, kakillarecR, (4.20)

missd nr = r +r + --- + r (n kertaa). Jos téllaista lukua ei ole olemassa, renkaan R
karakteristika maaritellaan nollaksi. Renkaan R karakteristikaa merkitdan char K. [15, s.
194]

Maaritelma 4.9. Alkion a € G kertaluku on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku n,
ettd a™ = e. [15, s. 47]



Lause 4.5. Olkoon renkaalla R yksikké. Jos alkion 1 kertaluku on n, niin renkaan R
karakteristika on n.

Todistus. Jos alkion 1 kertaluku on 7, niin silloin 1 on sellainen pienin positiivinen koko-
naisluku, ettd nl = 0. Talléin

nr =n(lr) = (nl)r =0r =0, kaikilla r € R. (4.21)

Toisaalta, jos ei ole olemassa sellaista positiivista lukua n, ettd nl = 0, niin renkaan R
karakteristika on nolla. [15, s. 195] O

Lause 4.6. Kokonaisalueen karakteristika on joko alkuluku tai nolla.

Todistus. Olkoon [} kokonaisalue ja oletetaan, ettd kokonaisalueen ) karakteristika on
1 # 0. Jos luku n ei ole alkuluku, niinn = ab, missd 1 <a < njal < b < n. Edellisen
lauseen perusteella tarvitsee tarkastella vain tapausta nl = 0. Koska 0 = nl = (ab)1 =
(al)(b1) ja, koska kokonaisalueessa D ei ole nollanjakajia, niin joko al = 0 tai b1 = 0.
Taten kokonaisalueen D) karakteristika taytyy olla pienempi kuin 1, joka on ristiriita. Taten
luvun n taytyy olla alkuluku. [15, s. 195] O

4.4 Kokonaisalueen murtolukujen kunta

Rationaaliluvut ) voidaan esittaa kahden kokonaisluvun osaméaréna. Alkio p/g € @ on
kokonaislukujen p ja g osamaara. Kuitenkin kaksi eri kokonaislukuparia voi vastata samaa
rationaalilukua. Esimerkiksi 1/2 = 2/4 = 3/6. Tiedetaén, etta

a_c (4.22)

jos ja vain jos ad = be. Tasmaéllisempi tapa on esittda murtolukuja ekvivalenssin avulla.
Alkioita rationaalilukujen joukossa () voidaan ajatella jarjestettyna parina joukossa Z x Z.
Tallin osamé&éara p/q voidaan kirjoittaa muodossa (p, q). Esimerkiksi (3, 7) esittaa mur-
tolukua 3,/7. Kuitenkin tahan liittyy joitakin ongelmia, jos mietitdén kaikkia pareja joukossa
Z x Z. Ei ole murtolukua 5/0 joka vastaisi lukuparia (5, 0). Liséksi lukuparit (3, 6) ja (2,4)
esittavit molemmat murtolukua 1/2. Ensimméinen ongelma ratkeaa silla, etta vaaditaan
lukuparin toisen koordinaatin olevan erisuuri kuin nolla. Toinen ongelma ratkeaa pitamal-
l& lukupareja (a,b) ja (c,d) ekvivalentteina, jos ad = be. Murtoluvut voidaan yleistaa
kokonaisalueisiin, kun ne esitetaan jarjestettyna parina. [15, s. 225]

Maaritelma 4.10. Olkoon [ miké tahansa kokonaisalue ja olkoon

S ={(a,b):a,be Djab+#0}. (4.23)
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Ekvivalenssirelaatio joukossa S maéritelldan asettamalla

(a,b) ~ (e, d), jos javain jos ad = be. [15, s. 225] (4.24)

Lause 4.7. Joukon S relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Koska kokonaisalue ) on vaihdannainen, eli ab = ba, on relaatio ~ refleksii-
vinen kokonaisalueessa D). Oletetaan, ettd (a,b) ~ (¢, d). Talldin ad = be eli cb = da.
Taten (¢, d) ~ (a,b) ja relaatio ~ on symmetrinen. Jotta voidaan osoittaa relaation tran-
sitiivisuus, oletetaan, ettd (a,b) ~ (c,d) ja (¢,d) ~ (e, f). Tassa tapauksessa ad = bc ja
cf = de. Kerrotaan lausekkeen ad = bec molemmat puolet termilla f, jolloin saadaan

afd = adf = bef = bde = bed. (4.25)

Koska D on kokonaisalue, voidaan paatella, ettd af = be eli (a,b) ~ (e, f). [15, s.
225-226] O

Palautetaan mieleen millainen on joukossa () murtolukujen yhteen- ja vahennyslasku:

a ¢ ad+be
3 + = (4.26)
ja
a ¢ ac
E - E - E. [4.2?}
[15, s. 226]

Merkitdéan joukon S relaation ~ ekvivalenssiluokkien joukkoa Fp. Maaritelladn yhteen-
lasku ja kertolasku joukossa F; vastaavalla tavalla.

Méaritelma 4.11. Merkitaan jarjestetyn parin (a, b) € S ekvivalenssiluokkia [a, b]. Tallin
joukon Fp yhteen- ja vahennyslasku méaaritetdan seuraavasti
[a,b] + [e, d] = [ad + be, bd] (4.28)
ja
[ﬂ’:b] ’ [C,d] = [ﬂ{.‘,bd] [429}
[15, s. 226]

Lause 4.8. Yhteen- ja kertolasku joukossa F'p ovat hyvin méariteltyja

Todistus. Osoitetaan ensin, etté yhteenlasku on hyvin méaaritelty. Olkoon [a, by] = [ag, by
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ja [c1,dy] = [ca, da]. Pitaa osoittaa, ettd
[a1dy + brey, bidy] = [agdy + baca, bads] (4.30)

eli toisin sanoen, ettd

(a1dy + bie1) (bada) = (bidy) (aada + bacs). (4.31)

Koska [ay, by] = [ag,by] ja [e1, d1] = [c9,dy], tiedetadn, ettd a;by = byay ja c1dy = dyc.
Taten

(a1dy + byey) (bady) = a1d1bady + byeybady
= a1badydy + bibacicn
= byagd,dy + bybydycy
= (bid1) (aada + baca).

(4.32)

Osoitetaan sitten, ettid kertolasku on hyvin maaéritelty. Olkoon taas [a1,b1] = [az,be] ja
[e1,di] = [e9, da]. Nyt pitad osoittaa, ettéd

[a1c1,bid1] = [azc2, bada] (4.33)
tai vastaavasti, ettd
(@161) (bady) = (bydy)(agca). (4.34)

Ny‘t koska [a’lsbl] = [ﬂ'ﬂ: bﬂ] ja [C]_,d]_] = [Cﬂ:dﬂ]! tiedetaan, etta 440y = QgCq ja bﬁdﬁ =
bid.

Taten
(a1c1)(bada) = arcibada
= batatyy (4.35)
= bidiagcy
= (bydy)(a9ca)
[15, s. 226] O

Lause 4.9. Joukon S ekvivalenssiluokkien joukke F'p on kunta yhteen- ja kertolaskulla
seuraavasti varusteltuna

[a,b] + [c,d] = [ad + be, bd]
[ﬂ':b] : [C:d] = [ﬂcsbd]

Todistus. Neutraalialkiot yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen ovat [0, 1] ja [1, 1]. Ensin-

(4.36)



nékin alkiolla [0, 1] patee
[a,b] + [0,1] = [al + b0, b1] = [a, b], (4.37)

josta huomataan, etté [0, 1] todella on neutraalialkio yhteenlaskun suhteen. Myds se, etta
[1, 1] on neutraalialkio kertolaskun suhteen, on helppo osoittaa. Olkoon [a, b] € Fp siten,
ettd a # 0. Tallsin myés [b,a] € Fp ja [a,b] - [b,a] = [1,1]. Téten [b, a] on alkion [a, b]
kaanteisalkio. Samaan tapaan alkio [—a, b] on alkion [a, b] vasta-alkio.

Osoitetaan, ettd kertolaskun liitannaisyys ja vaihdannaisuus patee joukossa Ip. Olkoot
[a,b], [c,d] ja [e, f] € Fp. Liitannéisyyden toteamiseksi tulee osoittaa, ettd

([a, 8] - [e,d]) - [e, ] = [a, b] - ([e,d] - [e, f]). (4.38)

Nyt

(4.39)

Lisaksi kertolaskun vaihdannaisuuden osocittamiseksi tulee osoittaa, etta

[{I, b] : [C,d] = [C:d] : [{I, I!'-'] (4.40)
Nyt

[{I, b] ’ [C,d]

[ac, bd]
] (4.41)

= [ca,

[e,d] - [a, b].

Kertolaskun liitdnnaisyys ja vaihdannaisuus patee siis joukossa F'p,.

Lisaksi tulee osoittaa, ettéd joukko Fp on Abelin ryhmé yhteenlaskun suhteen. Koska yl-
|4 osoitettiin, ettd joukossa Fp on olemassa neutraalialkio ja vasta-alkio yhteenlaskun
suhteen, jaa jéljelle osoittaa yhteenlaskun litannaisyys ja vaihdannaisuus. Olkoot jalleen
[a,b], [c,d] ja [e, f] € Fp. Liitannaisyyden osoittamiseksi tulee osoittaa, etta

([a, 8] + [¢,d]) + [e, f] = [a,b] + ([e, d] + [e, ]). (4.42)
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Nyt

([a, 8] + [c.d]) + [e, f] = [ad + be, bd] + [e, f]
= [(ad + be) f + bde, bdf]
= [adf + bef + bde, bdf]
= [adf + blcf + de), bdf]

= [a,b] + [cf + de, df]
= [a,b] + ([e, d] + [e, f]).

Yhteenlaskun vaihdannaisuuden osoittamiseksi tulee osoittaa, ettd

(4.43)

[a,b] + [e,d] = [c,d] + [a, b]. (4.44)
Nyt

[a, b] + [¢,d] = [ad + be, bd]
— [da + cb, db]
— [cb + da, db]

= [c,d] + [a, b].

Joukko Fp on siis Abelin ryhmé yhteenlaskun suhteen. Viimeisena kunnan ehtona on

(4.45)

osoittaa, ettd osittelulaki patee joukossa F, eli, ettd

[a, blle, f]+ [c, d]le, f] = [ae, bf] + [ce, df]
= [aedf + bfce, bdf?]

= [aed + bee, bdf] (4.46)
= [ade + bee, bdf]
= ([a,b] + [¢,d])[e, f]-
Joukko F'p on siis kunta. [15, s. 226-227] III

Maaritelma 4.12. Edellisen lauseen kuntaa IFp Kutsutaan kokonaisalueen I murioluku-
Jjen kunnaksi tai osamé&drien kunnaksi. [15, s. 227]

Tamaén luvun my6ta nahdaan, etta ylla esitellyn mukaisesti voidaan rationaalilukujen idea
yleistda mielivaltaiselle kokonaisalueelle. Seuraavassa luvussa esitellaan tutkimuksen tut-
kimusongelmat seka tutkimuskysymykset.
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5. TUTKIMUSKYSYMYKSET

Tutkimuksen ensimmaéisena tutkimusongelmana on selvittaa, minkalaisia merkityksia yla-
kouluikiiset oppilaat l6ytavat murtolukumerkinnalle. Liséksi tarkoituksena on selvittaa,
kuinka monta eri murtolukumerkinnan merkitysta oppilaat loytavat seka spontaanisti et-
ta kuvien avulla. Erityisesti on kiinnostavaa selvittad, esiintyyké vastauksissa jokin tiet-
ty murtolukumerkinnan merkitys muita useammin ja onko joitakin sellaisia merkityksia,
jotka oppilailta jaavat kokonaan keksimatta. Tutkimuksessa pyritdan myos selvittaméaan,
milla tavoin ylaasteen eri luokka-asteiden oppilaiden léytamat merkitykset murtolukumer-
kinnésta eroavat toisistaan. Esimerkiksi suhteen késitetta kasitellaan ylaasteella tarkem-
min kahdeksannella luckalla verrannon yhteydessa ja yhdeksénnella luokalla mittakaavo-
ja laskiessa, joten on mielenkiintoista selvittaa, Ioytavatko seitsemasluokkalaiset suhteen
merkityksen murtolukumerkinnélle.

Toinen tutkimusongelma on, millaisia kuviokielen malleja oppilaat kayttavat murtoluku-
tehtévien kirjallisessa kielentdmisessa. Kuten jo teoriassa mainittu; useimmiten oppilaat
kuvaavat murtolukuja ainoastaan pinta-alamallin avulla. Tarkoituksena on selvitta, pitaa-
kb vaite paikkansa myds tdssa tutkimuksessa vai hyddyntavatkd ylaasteikaiset oppilaat
muitakin Kuviokielen malleja havainnollistaessa murtolukuja kuvan avulla. Lisaksi tarkoi-
tuksena on selvittaa, mitka ovat murtolukutehtévien ratkaisuissa esiintyvat yleisimmaét vir-
heet ja mitkd ovat naiden virheiden yhteydet tehtavassa kaytettyyn luonnolliseen kieleen
ja kuvickieleen. Toisin sanottuna; tapahtuuko ratkaisuissa enemman virheité, jos niissé ei

ole hyédynnetty omin sanoin selittdmista tai ratkaisun havainnollistamista kuvan avulla.

Kolmantena tutkimusongelmana on selvittaa oppilaiden kokemuksia kirjallisen kielenta-
misen hyddyntdmisesta osana tehtavan ratkaisua. Ylaasteikaisten mielipiteita kirjallisesta
kielentdmisesta on mielenkiintoista selvittda, silla kirjallista kielentamista ei matematiikan
oppimateriaalit kannusta tekemaén, eiké se ole koulumaailmassa juurikaan kaytetty kei-
no matematiikan oppimisessa. On etenkin mielenkiintoista selvittdaa, kokevatko ylaastei-
kaiset hydtyvansa Kirjallisesta kielentdmisesta osana ratkaisua, seka tuntuuko kirjallinen
kielentaminen ylaasteikaisista vaivattomalta tai mieluisalta.

Naiden tutkimusongelmien pohjalta tutkimuskysymyksiksi muotoutuivat seuraavat kysy-
mykset alakysymyksineen:

1. Millaisia merkityksia ylakoulun oppilaat keksivat murtolukumerkinnélle %'?
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1.1. Kuinka monta merkitysta oppilaat ldytavat murtolukumerkinnalle?
1.2. Millainen yhteys on oppilaan luokka-asteen ja murtolukumerkinnélle |Gytamien
merkitysten valilla?
1.3. Millainen yhteys on oppilaan matematiikan arvosanan ja murtolukumerkinnal-
le 16ytamien merkitysten lukuméaaran valilla?
2. Millaisia merkityksia oppilaat keksivat murtolukumerkinnalle "2"annetuista kuvista?
3. Millaisia kuviokielen malleja oppilaat kayttavat murtolukutehtavien kirjallisessa kie-
lentdmisessa?
3.1. Minka tyyppisia virhepaételmia oppilaat tekivat murtolukutehtavissa seka mi-
k& on niiden yhteys tehtavissa kaytettyyn luonnolliseen kieleen ja kuviokie-
leen?
4. Millaisena oppilaat kokevat matematiikan Kirjallisen kielentdmisen osana murtolu-
kutehtavien ratkaisemista?
Tutkimusmenetelmana tutkimuksessa kaytetdan Mixed Methods (MMR) -menetelmaa.
Tutkimusmenetelmaa ja tutkimuksen etenemista Kuvaillaan tarkemmin seuraavassa lu-

VYussa.
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6. TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

6.1 Tutkimuslomake

Tutkimusaineisto keréttiin tutkimukseen oppilailla teetetyllda tutkimuslomakkeella. Tutki-
muslomakkeen ensimmaisen sivun (Liite A) aluksi on osio, johon oppilas tayttaa tietoja
itsestddn. Ensimmaisena kohtana lomakkeessa kysytaan oppilaan nimikirjaimia. Nimikir-
jaimet oppilailta kysytaén vain, jotta tutkimuslomakepaperit pystytdan yhdistamaan toi-
siinsa. Seuraavaksi lomakkeessa kysytaan oppilaan luokka-astetta. Témén on annettu
vaihtoehdoiksi lyhenteet 7k, 8lk ja 9lk. Liséksi tutkimuslomakkeessa kysytdan oppilaan
sukupuolta, johon vastausvaihtoehdoiksi annettiin vaihtoehtojen "tytté” ja "poika” liséksi
vaihtoehdot "muu” ja "en halua kertoa”. Viimeisena tutkimuslomakkeen alussa kysytaan
saako oppilaan vastauksia kayttaa tutkimukseen. Vaikka tutkimukseen osallistuvilla oppi-
lailla tulee olla huoltajan lupa, on mielestani jarkevaa kysya tutkimustehtavien kayttami-
seen myds oppilaan lupa, silla esimerkiksi lastensuojelulain mukaan yli 12-vuotiaan lap-
sen mielipidettd on kuultava, eika pelkka vanhemman suostumus riita tutkimukseen osal-
listumiseen [19]. Tutkimuslomakkeessa painotetaan oppilaille, kuinka tutkimuksen vas-
tauksia kasitellaan anonyymisti ja hyv&a tieteellista tapaa noudattaen. Lisdksi mainitaan,
etta nimikirjaimet tarvitaan ainoastaan tehtavalomakepapereiden yhdistamiseen seka, et-

ta tutkimuksen tuloksista ei pysty tunnistamaan yksittaistéa vastaajaa.

Tutkimuslomakkeessa oppilaan tietoja koskevan osuuden jalkeen on ensimmainen tehta-
va, joka on laadittu Joutsenlahden ja Perkkilan [13] aikaisemmassa tutkimuksessa. Teh-

tdvassa oppilaan on tarkoituksena kirjoittaa mahdollisimman monta eri merkitysta mer-
525
E .
lomakkeen ensimmainen tehtava on erillisella paperilla, jotta oppilaat vastaisivat siihen

kinnalle Merkinnan alla on useita riveja kirjoitustilaa oppilaan vastauksille. Tutkimus-
mahdollisimman spontaanisti, ilman toisen tehtavan kuvien antamia vihjeita. Ensimmai-
sen tehtavan tarkoituksena on tuottaa vastauksia ensimmaiseen tutkimuskysymykseen.

Tutkimuslomakkeen toinen osio (Liite A) alkaa ensimmaéisen sivun tapaan kohdalla, johon
oppilas laittaa nimikirjaimensa lomakkeiden yhdistamista varten. Liséksi toisella sivulla
kysytaan ensimmaisesta sivusta poiketen oppilaan arvosanaa matematiikassa kevatto-
distuksessa. Taman kysymyksen avulla pyritdan selvittdméaan, onko oppilaan matematii-
kan koulumenestyksen ja murtolukumerkinnélle I6ytamien merkitysten valilla yhteytta.
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Toinen tehtava on myds laadittu Joutsenlahden ja Perkkilan [13] aikaisemmassa tutki-
muksessa. Siind annetaan nelja kuvaa, joiden viereen oppilaiden on tarkoitus kirjoittaa,
miten Kuviot heiddn mielestadn kuvaavat matemaattista merkintaa "g“. Ensimmainen ku-
va on ympyra, joka on jaettu kolmeen osaan, joista yksi on varitetty, eli kuva on perinteisen
murtokakun nékéinen. Ensimmaéisella kuvalla haetaan vastauksia, jotka kuvaisivat mur-
tolukumerkinnan merkitystd osana kokonaisuudesta. Lisédksi tarkoituksena on selvittaa,
ymmartavétko oppilaat, ettd murtokakulla ilmaistussa murtoluvussa osoittaja ei aina valt-
tamétta ole varitettyjen palasten maéara, vaan se voidaan katsoa myds varittamattdmista
osista.

Tehtdavassa 2 toinen kuva esittdad lukujen 2 ja 3 suhdetta neliiden avulla. Kuvassa on
viisi neliGta perakkain, josta kaksi vasemmanpuoleista on varitetty ja loput kolme neliéta
on valkoisia. Kuvalla haetaan vastauksia, joiden mukaan kuvio kuvaisi merkintaa "%" ne-
lididen maarien suhteena. Kolmannessa kuvassa on kaksi neligita, jotka kaksi murtovii-
vaa jakaa kolmeen osaan seka ensimmaisen osan kohdalla merkinta "0,67". Talla kuvalla
haetaan erityisesti vastauksia, joiden mukaan kuvio kuvaa merkintaa "%" jakolaskuna tai
osamaéarana. Neljas kuva on lukusuora, jossa lukujen O ja 1 vilille osoittaa nuoli ja mer-
kinta "3". Talla kuvalla haetaan mittaan viittaavia vastauksia. Toisella tehtavalla pyritaan

saamaan vastauksia toiseen tutkimuskysymykseen.

Kolmas tehtéva koostuu kolmesta yksinkertaisesta murtoluvuilla tehtavasta laskutehta-
vasta, joiden ratkaisemisen lisdksi oppilaiden tehtévana on selittda ratkaisu omin sanoin
seka piirtda tehtavan ratkaisua havainnollistava kuva. Tehtédvéan tarkoituksena on selvit-
taa, millaisia kirjallisen kielentamisen malleja oppilaat kayttavat tehtavassa, minkalaisia
kasitteitd he kayttavat ratkaisuissaan seka, mitka ovat yleisimpia virheitd naissa tehtavis-
si. Tehtavan tarkoituksena on liséksi selvittaa, kuinka oppilaat hallitsevat murtolukujen
peruslaskutoimituksiin liittyvat taidot, kuten laventamisen, murtolukujen jakolaskun ja yh-
teenlaskun, ja, kuinka he hyddyntavat ratkaisuissaan kuviokieltd seka luonnollista kielta.
Kolmannella tehtévalla pyritadn saamaan vastauksia kolmanteen tutkimuskysymykseen.
Tutkimuslomakkeen lopuksi oppilaita pyydetéan vastamaan tehtavia koskeviin vaittamiin
rastittamalla kutakin vaittidmaa vastaavan vaihtoehdon. Tehtévaan kaytettiin Likert -asteik-
koa (Likert scale), silla se sopii erityisesti mittareihin, joissa vastaaja arvioi omaa kasitys-
tdan vaitteen sisallosta [27, s. 39]. Vastausvaihtoehtoja kuvataan lomakkeessa hymidin,
jotka on selitetty vastaavan vaihtoehtoja "tdysin samaa mieltd”, "samaa mieltd", "ei sa-
maa, eiké eri mieltd", "osittain eri mielta” ja "taysin eri mielta". Tutkimukseen osallistuvien
ikéaa ajatellen hymididen koettiin olevan helppotajuisempi versio vaihtoehtojen kuvauk-
seen, kuin niiden kuvaaminen esimerkiksi numeroin 1-5. Loppukyselyn tarkoituksena on
selvitida oppilaiden omat kokemukset tehtévistd sekad miten kuviokielen ja luonnollisen
kielen hyédyntaminen vaikuttaa tehtavien ratkaisuun oppilaiden kokemuksen mukaan ja
taten saada vastaukset neljanteen tutkimuskysymykseen.
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6.2 Aineistonkeruu

Aineisto kerattiin erdéssa Pirkanmaalla sijaitsevassa yhtendiskoulussa. Tutkimuksen to-
teuttamisesta sovittiin koulun rehtorin kanssa alustavasti vuoden 2022 syyskuussa ja tut-
kimuksen toteutus tapahtui loka-marraskuun vaihteessa vuonna 2022. Tutkimuksen otos
ei ollut tiysin satunnainen, vaan muodostui saatavuuden mukaan, mika on ei-satunnaisille
otoksille tyypillista [27]. Tutkimukseen osallistui kaksi seitseméannen luckan ryhmaa, kak-
si yhdekséannen luockan ryhmééa seké kolme kahdeksannen luokan ryhméaa. Kahdeksan-
nen luokan ryhmia valittiin mukaan kolme, silla niiden ryhméakoot olivat pienempia seitse-
ménnen ja yhdeksénnen luokan ryhmiin verrattuna. Tutkimukseen osallistui oppilaita eri
luokka-asteilta, silla tarkoituksena on selvittad, onko oppilaan luokka-asteella vaikutusta
murtolukumerkinnan eri merkitysten |éytamisen valilla. Naista seitsemésta tutkimukseen
valikoituneesta ryhmasta tutkimukseen osallistui 64 oppilasta, joista lopulta 62 oppilaan
vastaukset muodostivat tutkimusaineiston, silla kaksi oppilasta palautti tutkimuslomakkeet
tyhjina tai lahes tyhjina.
Taulukko 6.1. Tutkimukseen osallistuneet oppilaat sukupuolittain ja luokittain

Tyttd Poika Muu / En ha- | Yhteensa
lua kertoa

7. luokka 11 13 0 24

(17,7 %) (21,0 %) (09%) (38,7 %)
8. luokka 12 6 2 20

(19,4 %) (9,7 %) (3,2%) (32,3 %)
9. luokka 9 a8 1 18

(14,5 %) (12,9 %) (1,6 %) (29,0 %)
Yhteensa 32 27 3 62

(51,6 %) (43,5 %) (4,8 %) (100 %)

Taulukossa 6.1 on esiteltyna tutkimukseen osallistuneet oppilaat sukupuolittain seka luo-
kittain. Taulukosta néhd&aan, ettd noin puolet osallistuneista oli tytt6ja, hieman yli 40 %
poikia ja vajaa 5 % vastasi sukupuolensa olevan jokin muu tai ei halunnut kertoa suku-
puoltaan. Tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden luokka-asteet jakautuivat melko tasai-
sesti, kunkin luokka-asteen osuuden ollen noin kolmasosan osallistujista. Seitsemasluok-
kalaisia oli hieman enemman, kun taas yhdekséasluokkalaisia hieman vahemman.

Rehtorilta saadun suostumuksen jalkeen tutkimuslupaa pyydettiin kaupungin opetuspaal-
likélta, joka myénsi tutkimusluvan lokakuussa 2022. Tutkimusluvan mydntédmisen jalkeen
tutkimukseen osallistuvien ryhmien oppilaille jaettiin tutkimuslupalaput (Liite B), jotka hei-
dén tuli kayttaa huoltajillaan luettavana ja allekirjoitettavana. Koska tutkimuksesta annetut
tiedot voivat vaikuttaa ihmisten halukkuuteen osallistua tutkimukseen [19], painotettiin op-
pilaille jo lupalappuja jakaessa sité, kuinka tutkimuksen tuloksista ei pystyisi tunnistamaan
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yksittdista vastaajaa. Tutkimuslupalapussa kerrottiin lyhyesti tutkimuksesta seka ilmoitet-
tiin yhteystiedot, joista tutkimuksesta saa halutessaan lisétietoa. Kuulan [19] mukaan an-
taessa tietoa tutkimuksesta ehdottomin osa on kertoa tutkittaville, kenelta tutkimuksesta
voi pyytaa lisatietoa. Oppilaille annettiin lupalappujen palauttamiseen ennen tutkimuksen
toteutusta muutama viikko aikaa, jotta huoltajat ehtivat tutustumaan tutkimuslupalappuun
seka kysymaan lisitietoa tutkimuksesta halutessaan, ja, jotta mahdollisimman moni op-
pilas muistaisi palauttaa lupalapun ennen tutkimuksen toteutusta.

Tutkimus toteutettiin kunkin ryhmé&n kanssa yhden 45 minuuttia kestévan matematiikan
tunnin aikana opettajan kanssa. Osallistuin itse viiden ryhmaén oppitunnille, jolla tutkimus-
ta tehtiin. Kaksi muuta ryhmaéa toteutti tutkimuksen opettajalle antamani ohjeistuksen mu-
kaisesti. Tutkimusaineistoa keratessa tulee tutkittaville kertoa tutkimusaineiston kayttotar-
koituksesta [19]. Taman vuoksi oppitunnin aluksi kertasin oppilaille lyhyesti, mihin tutki-
mustuloksia kaytetdan ja mita tutkimuksessa halutaan tutkia. Oppilaille ei néhty tarpeel-
liseksi kertoa tutkimuksesta kovinkaan teoreettisesti, silla heita vaikutti pitkastyttavan tut-
kimuksen lyhytkin esittely. Kuulan [19] mukaan tutkimustavoitteiden esittaminen kannat-
taakin suunnitella kohderyhmaa ajatellen. Liséksi kavin tutkimustehtavat kohta kohdalta
lapi. Oppilaille painotettiin tutkimuksen vapaaehtoisuutta, jotta oppilaille ei tulisi tunnetta,
ettd tutkimuksen tekeminen vaikuttaisi esimerkiksi kouluarvosanoihin.

Tutkimuksen lyhyen esittelyn jalkeen jaoin tutkimuslomakkeen ensimmaisen tehtavan eril-
lisella paperilla niille oppilaille, jotka olivat saaneet hucltajalta luvan tutkimukseen osallis-
tumiseen. Oppilaat, jotka eivét olleet saaneet lupaa tutkimukseen osallistumiseen saivat
myo6s halutessaan omat tutkimuslomakkeet silmailtavaksi, mutta naita lomakkeita ei luon-
nollisesti otettu mukaan tutkimusaineistoon. Pyysin oppilaita nostamaan kéden merkiksi
siitd, ettd on saanut ensimmaéisen tehtavan valmiiksi, minka jalkeen annoin oppilaalle lo-
put tutkimuslomakkeesta tehtavaksi, eli tehtavat 2 ja 3 seka loppukyselyn. Tunnin loputtua
kerasin tutkimuslomakkeet oppilailta ja sailytin niitd kotona. Kahden ryhmén lomakkeet
kavin noutamassa heidan opettajaltaan tutkimuksen toteutuksen jalkeen.

6.3 Aineiston analyysi

Tutkimusmenetelmana kaytetdan Mixed methods -lahestymistapaa (MMR), joka yhdistaa
laadullisen ja maarallisen tutkimuksen [38]. Laadullisen aineiston analysoinnissa hyddyn-
netédan sisdllonanalyysia, joka on tekstin analyysia, jossa esimerkiksi kuvataan misséa yh-
teydessa tiettyja kasitteita kaytetdan [38). Jyvaskylan yliopiston filosofian laitoksen tutki-
jan Timo Laineen mukaan laadullisen tutkimuksen analyysissa tulisi ensin paattaa, mika
aineistossa kiinnostaa, jonka jalkeen aineisto kdydaéan lapi ja merkitaan itse& kiinnostavat
asiat [38). Tassa tutkimuksessa ennen tutkimuksen lapikayntia tiedettiin, ettd aineistos-
sa kiinnostaa oppilaiden murtolukumerkinnélle esittaméat merkitykset, kirjallisen kielenta-
misen hyddyntéminen seké mielipiteet kirjallisen kielentdmisen hy6dyntamisestd. Nama
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asiat koottiin yhteen tiedostoon, jossa aineisto luokiteltiin. Aineiston analysointiin hyddyn-
nettiin teoriachjaavaa analyysia, eli siind kaytettiin luokitteluun valmiita teoriciden esitta-
mia luokkia ja teoriasta poikkeaville vastauksille muodostettiin ylimaaraiset muu -luckat
[38]. Sisallonanalyysia jatkettiin siséllon erittelylla eli aineiston kvantifioinnilla, jossa las-
kettiin esimerkiksi, kuinka moni oppilas mainitsi saman asian vastauksessaan [4]. Aineis-
toa analysoidessa tutkimuskysymyksia muokattiin viela hieman aineistoon sopivimmaksi,
mika on tutkimusprosesseissa usein tyypillista [19].

Aineiston kasittely aloitettiin kdymalla jokainen tutkimuslomakepaperi |1api. Tassa vaihees-
sa varmistettiin oppilaiden nimikirjainten avulla, ettd jokainen tutkimukseen osallistunut
oppilas oli palauttanut molemmat tutkimuslomakkeen osat, jotka tdssa kohtaa liitettiin yh-
teen. Oppilaiden vastauspaperit numeroitiin mydhemman taulukoinnin helpottamiseksi.
Eskolan ja Suorannan [4] mukaan aineiston numerointi helpottaa sen jatkokasittelya. Pa-
lautetuista tutkimuslomakkeista karsittiin pois ne, joihin ei ollut kirjattu tehtéviin mitaan tai
lahes mitdan seka ne, joihin oppilas oli merkinnyt ruudun, jonka mukaan hénen vastauk-
siaan el saisi kayttaa tutkimukseen. Nama lomakkeet tuhottiin asianmukaisesti. Taman
karsimisen jalkeen tutkimusaineisto muodostuu lopulta 62 oppilaan vastauksista.

Vastausten kasittelyyn hyddynnettiin Microsoft Excel -taulukointiohjelmaa, johon muodos-
tettiin tehtavékohtaiset taulukot tehtévista selvitettavien tietojen helpottamiseksi. Oppilaat
jarjestettiin taulukoihin aluksi juoksevan numeroinnin mukaan, minka jalkeen oppilasnu-
merot véarikoodattiin sukupuolen ja luokka-asteen mukaan. Oppilaat jarjestettiin tauluk-
koon vérijarjestykseen, jotta yksittaistd ryhmas, esimerkiksi 7. luokan tytt6ja oli helpom-
pi tarkastella kokonaisuutena. Taulukkoon Kirjattiin myds niiden 50 oppilaan matematii-
kan arvosana, jotka olivat arvosanan tutkimuslomakkeeseen ilmoittaneet. Taulukointia
hy&dynnettiin vastausten luokitteluun, vastausten maérien laskemiseen seka taulukoiden
ja kaavioiden tekemiseen. Ensimmaéisen ja toisen tehtévan vastaukset luokiteltiin niis-
s esiintyvien murtolukumerkinnan merkitysten mukaan. Luckittelussa hyédynnettiin teo-
riassa esiteltyd Joutsenlahden esittdmaa jaottelua murtolukumerkinnan eri merkityksista.
Tassa luokittelussa oppilaiden vastauksista tehtiin tulkintoja niin, ettd ne pystyttiin luokit-
telemaan teoriacsuudessa esitellyn neljan eri murtolukumerkinnan merkityksen seka ka-
tegorian "muut” alle. Tulkinnat on esitetty seuraavassa luvussa. Kolmannen tehtavan vas-
taukset luckiteltiin tehtévan lopullisen vastauksen mukaan. Tyhjisté vastauksista ja niista,
joissa ei ollut saatu lopullista vastausta muodostettiin myds oma luokkansa. Virheellisis-
ta vastauksista Kirjattiin virhe ylds, minka jalkeen ne luokiteltiin tyypillisimpiin virhetyyp-
peihin. Naiden liséksi kolmannesta tehtavasta on mahdollista tutkia myds kielentamisen
hyodyntamista ratkaisussa, joten vastauksista luokiteltiin liséksi niissa kaytetyt kuviokie-
len mallit. Tassa luokitteluun kaytettiin teoriaosuudessa esiteltyd Van de Wallin ym. [41]
kuviokielen mallien jaottelua kolmeen eri kategoriaan.

Kyselylomakkeen analysoinnin helpottamiseksi Likert-asteikon vastaukset muutettiin nu-
meroiksi 1-5, missé 1 vastaa vastausta "Taysin eri mieltd" ja 5 vastausta "Taysin samaa
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mieltd". Vastaukset yhdistettiin viela tdman jalkeen niin, etta lopullisia luckkia tehtavéssa
oli kolme; 1 eri mielta, 2 ei samaa eika eri mieltd seka 3 samaa mielta. Luokkaan 1 jaettiin
vastaukset taysin eri mielta ja eri mielta, ja luokkaan 3 vastaukset samaa mielta ja taysin
samaa mieltd. Kyselylomakkeesta saadun méaéaréllisen aineiston analysoinnissa hyddyn-
nettiin seka Excel -taulukointichjelmaa etta IBM SPSS Statistics -ohjelmaa. Lomakkeen
seitsemaa vaittamaa tarkasteltiin frekvenssijakauman avulla.

6.3.1 Vastausten luokittelu

Oppilaiden ensimmaisen ja toisen tehtévan vastausten luokitteluun hyédynnettiin teoriao-
suudessa esiteltyja Joutsenlahden ja Perkkildn [10] esittelemia merkityksia murtoluku-
merkinnélle. Jotta vastaukset pystyttiin jakamaan naihin merkityksiin, oppilaiden vastauk-
sista tehtiin tulkintoja abduktiivisen paéttelyn keinoin, jossa tutkija yhdistelee aineiston
tuloksia aineiston valmiisiin malleihin [38]. Téassa alaluvussa esitellaén, millaisia tulkintoja
oppilaiden vastauksista tehtiin.

Osa kokonaisuudesta -luckka muodostuu kahdesta vastaustyypista. Ensimmaéisessé vas-
taustyypissa oppilas on kuvannut osan ottamista kokonaisesta eli, kuinka jokin yksi koko-
nainen jaetaan kolmeen osaan ja kolmesta osasta otetaan kaksi. Vastauksissa tyypillisin
jaettava oli jokin sydtava asia, kuten kakku oppilaan 6 vastauksessa.

"Kakku on jaettu kolmeen osaan, josta on syéty yksi pala pois. Tama jattaa
kaksi palaa kolmesta.” (T1, Oppilas 6)

Toisessa vastaustyypissa vastauksessa kuvailtiin osan ottamista kokonaisuudesta eli kah-
ta jostain kolmen joukosta. Tassakin vastaustyypissa yleisimmat vastaukset liittyivét ruo-
kaan tai muuhun oppilaan arkipaivaan liittyviin konkreettisiin asioihin, kuten harrastus- tai

kouluvalineisiin.
"Karkkeja on sydty 2 kolmesta karkista.” (T1, Oppilas 8)

Osa kokonaisuudesta -vastauksiksi tulkittiin vastaukset "kaksi kolmasosaa” ja "kaksi kol-
mesta osasta” silld jo niiden sanamuoto viittaa johonkin kokonaisuuteen tai kokonaiseen,
joka on jaettu kolmeen osaan tai kolmasosiin. Myds vastaukset "yli puolet” ja "melkein ko-
konainen” tulkittiin osaksi kokonaisuudesta. Toisen tehtévén kuvaan B ehdotetut vastauk-

set"2" ja "2" tulkittiin merkitsevéin osaa kokonaisuudesta, silla niissa kuvataan varitettyjen

tai varittamatidmien nelididen méaaraa kaikista viidesta nelista.

Jakolasku -luokkaan luckiteltiin myds kahdenlaisia vastauksia. Luokkaan otettiin mukaan
vastaukset, joissa oli jollakin tapaa mainittu sana jakolasku, mutta mybs sellaiset vastauk-
set, jotka voitiin tulkita jakolaskun tuloksena eli osamaéarana. Vastaukset "% = 0,666... =
0,67 = 67 %" ja "0,6666..." tulkittiin jakolasku -luokkaan, silla niissé on laskettu jakolasku

kaksi jaettuna kolmella.
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Murtoluvun merkityksista suhde oli kaikista vaikein tulkita. Aineistoa analysoidessa paa-
dyttiin suhteeksi tulkita sellaiset vastaukset, joista jollain tapaa ilmeni kahden eri luvun
suuruuden vertailu. Lisdksi sellaiset vastaukset, joissa esitettiin mittakaawva, tulkittiin suh-
teeksi, silla mittakaavalla ilmoitetaan jonkin pituuden kuvassa suhde pituuteen luonnossa.
Naiden tulkintojen perusteella esimerkiksi seuraavat vastaukset luokiteltiin suhteeksi.

"Laskemalla mittakaavaa voidaan saada vastaukseksi g, mutta se pitda muut-
taa oikeaan muotoon eli 2:3." (T1, Oppilas 17)

"Merkinta voi tarkoittaa, ettd vaikka toisella joukkueella on kaksi pistetta ja
toisella kolme pistettd." (T1, Oppilas 61)

"Viisi palloa, joista kaksi on mustia ja kolme valkoisia." (T1, Oppilas 6)

Murtoluvun merkitykseksi mitta tulkittiin sellaisista vastauksista, joissa oppilas kuvaili jon-
kinlaista pituus -mallia. Vastaus "Matkasta on menty tietyn verran"(T1, Oppilas 40) tulkit-
tiin mitaksi. Lisdksi koordinaatiston mainitseva vastaus "Kuva voi liittyd myds koordinaa-
tistoon"(T1, Oppilas 62}, silla koordinaatisto on nimenomaan mittoja hy6dyntava jarjestel-
ma.

Muu -luokkaan luokiteltiin sellaiset vastaukset, jotka eivat sopineet mihinkaan neljasta
muusta luokasta. Téllaisia vastauksia olivat esimerkiksi sellaiset, joissa kuvailtiin merkin-
nan ulkoasua kertomalla, ettd merkintd koostuu kahdesta luvusta ja valiviivasta. Muu -
luokkaan tulkittiin my&s vastaukset, joissa murtoluvun merkitys nahtiin kahtena erillisena
lukuna. Oppilaalle 29 sen sijaan murtoluvun merkitys luultavasti oli koulusta tuttu muisti-
saanto.

"2 on otsassa ja 3 on nenassa"(T1, Oppilas 29)

Muu -luokkaan siséllytettin my&s yhden sanan vastaukset "murtoluku”. Vastauksen aja-
teltiin olevan niin epamaarainen, etta siita olisi ollut mahdoton tulkita, mitd murtolukumer-
kinnén merkitysta oppilas silla tarkoittaa.



7. TUTKIMUSTULOKSET

7.1 Millaisia merkityksia ylakoulun oppilaat keksivat
murtolukumerkinnille "3"?

Oppilaiden keksimia merkityksia murtolukumerkinnalle '%“mitattiin tutkimuslomakkeen teh-
tavassa 1. Oppilaiden vastaukset tehtavaan vaihtelivat yhdesta sanasta muutamiin lausei-
siin. Vastaukset luokiteltiin luvussa 6.3.1 esiteltyjen tulkintojen mukaan viiteen eri luok-
kaan; osa kokonaisuudesta, jakolasku, suhde, mitta ja muu. Alla olevassa taulukossa esi-
tetadn oppilaiden vastauksissa esiintyneiden eri merkitysten saamien vastausten maarat

seka niiden suhteellinen osuus oppilaiden maaraan.

Taulukko 7.1. Murtolukumerkinnélle léytyneet merkitykset

Merkitys Osa koko- | Jakolasku | Suhde Mitta Muu
naisuudesta

Vastauksia | 54 43 8 3 35

Osuus (%) | 87,1 % 69,4 % 12,9 % 4.8 % 56,5 %

Taulukosta 7.1 néhdéan, ettda huomattavasti yleisin vastaus on osa kokonaisuudesta, jon-
ka on vastannut 54 osallistujaa eli 87,1 % oppilaista. Myds jakolasku on vastauksena
suosittu; sen on vastannut lahes 70 % oppilaista. Suhteeseen ja mittaan viittaavia vas-
tauksia on antanut 12,9 % ja 4,8 % vastaajista. Vastauksen, joissa murtoluvun merkitys
on jokin muu, on antanut yli puolet vastaajista. Naihin vastauksiin luettiin esimerkiksi sel-
laiset vastaukset, joissa on kuvailtu merkinta erillisind lukuina 2 ja 3 tai vastattu vain

epamaaraisesti merkinnan merkitsevan murtolukua.

7.1.1 Murtolukumerkinnalle loytyneiden merkitysten maarat

Ensimmaisen tutkimuskysymyksen alakysymyksena on, kuinka monta merkitysta oppilaat
I6ytavat murtolukumerkinnélle ja, millainen yhteys on oppilaan luokka-asteen ja murtolu-
kumerkinnélle I6ytamien merkitysten valilla. Seuraavaan taulukkoon on Koottuna, Kuinka
moni oppilas I6ysi tietyn maaran merkityksia, seka prosenttiosuudet kaikista oppilaista.
Taulukon merkitysten mééara vaihtelee nollasta merkityksesta kolmeen, silla murtoluvun
merkityksiksi laskettiin tassa tehtdvassa vain aiemmin esitellyista merkityksista nelja en-
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simmaista. Merkityksiksi luettiin siis osa kokonaisuudesta, jakolasku, suhde ja mitta, kun

taas muut merkitykset jatettiin tdssd kohtaa huomicimatta.

Taulukko 7.2. Murtolukumerkinnélle lGyty neiden merkilysten lukumé&arat

Merkitysten | 0 1 2 3
lukumaéra
Vastauksia 2 20 32 8

(3,2 %) (32,3 %) (51,6 %) (12,9 %)

Taulukosta 7.2 huomataan, etta lahes kaikki osallistuneista I6ysivat murtolukumerkinnélle
jonkin neljasta merkityksesta, silla ainoastaan 2 oppilasta (3,2 %) ei [6ytanyt naista mer-
kityksista yhtakaan. Oppilaista 20 eli noin kolmasosa |6ysi merkityksista yhden ja 32 el
noin puolet |16ysi kaksi merkitysta. Kolme merkitysta ldytaneita oppilaita oli 8 eli kaikista
osallistuneista 12,9 %. Yksikéaan oppilas ei l6ytanyt kaikkia neljaa murtoluvun merkitysta
ensimmaéisesté tehtévésta, joten se jatettiin tissa kohtaa kokonaan taulukoimatta.

7.1.2 Luokka-asteen yhteys murtolukumerkinnalle loytyneille
merkityksille

Ensimmaisen tutkimuskysymyksen toisen alakysymyksen tarkoituksena on selvittad, mi-
ten tutkimuslomakkeen ensimmaisen tehtdvan vastaukset eroavat seitsemés-, kahdeksas-
ja yhdeksasluokkalaisten valilla. Seuraavaan taulukkoon on Koottu oppilaiden murtoluku-
merkinnélle 16ytyneet merkitykset vuosiluokkakohtaisesti. Taulukossa esitetan merkityk-
sen |Gytdneiden oppilaiden maarat seka niiden prosenttiosuudet kaikista tietyn vuosiluo-
kan oppilaista.

Taulukko 7.3. Murtolukumerkinnélle |Gytyneet merkitykset vuosiluokittain

Osa koko- | Jakolasku | Suhde Mitta Muu

naisuudesta
7. luokka 20 13 2 0 21

(83,3 %) (54,2 %) (8,3 %) (0 %) (87,5 %)
8. luokka 19 15 3 2 3]

(95,0 %) (75,0 %) (15,0 %) (10,0%) | (30,0 %)
9. luokka 15 15 3 1 3]

(83,3 %) (83,3 %) (16,7 %) (5,6 %) (33,3 %)

Taulukosta 7.3 huomataan, kuinka osa kokonaisuudesta -merkityksen on |8ytanyt kulta-
kin vuosiluokalta suurin osa oppilaista. Seitseménnen ja yhdeksénnen luokan oppilaista
yli 80 % on léytanyt murtolukumerkinnélle osa kokonaisuudesta -merkityksen ja kahdek-
sannen luokan oppilaista vieldkin suurempi osa; 95,0 %. Jakolasku -luckassa voidaan
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huomata merkityksen loytaneiden oppilaiden osuuksien kasvavan vuosiluokalta toisel-
le. Seitsemannen luokan oppilaista hieman yli puolet on vastannut murtoluvun merkityk-
seksi jakolaskun. Kahdeksasluokkalaisista nain vastasi 75,0 % ja yhdeksasluokkalaisista
yli 80 %. Suhde -merkityksen mainitsi vastauksessaan seitsemasluokkalaisista alle 10
%. Kahdeksasluokkalaisista suhteen merkityksen I6ysi 15,0 % ja yhdeksasluokkalaisis-
ta hieman enemman; 16,7 %. Mitan merkitysta ei [6ytanyt yksik&dan seitsemésluokkalai-
nen ja kahdeksas- ja yhdeksésluokkalaisistakin vain 10,0 % seka 5,6 % oppilaista. Mui-
ta merkityksia murtolukumerkinnélle keksi eniten seitsemasluokkalaiset, joista 87,5 %
oli vastannut murtolukumerkinnélle jonkin muun kuin taulukossa esiintyvat merkitykset.
Kahdeksas- ja yhdeksésluokkalaista noin kolmasosat oppilaista 16ysi murtolukumerkin-
nalle muun merkityksen.

Aineistosta pyritaan liséksi selvittdmaan, onko oppilaiden luokka-asteella ja murtoluvulle
Iéytamien merkitysten maaralla yhteyttd. Seuraavassa diagrammissa esitetdan oppilai-
den murtolukumerkinnélle |6ytamien merkitysten lukuméaarat vuosiluokkakohtaisesti. Tie-
tyn maaran merkityksia |&ytaneiden oppilaiden lukuméarat on suhteutettu koko vuosiluo-
kan oppilaiden maéraéan, jotta tuloksia voitaisiin vertailla vuosiluokkakohtaisesti. Diagram-
min vaaka-akselilla on murtolukumerkinnélle l6ytyneiden merkitysten maéarat pienimmaés-
tad suurimpaan; vasemmalla O kpl l6ytyneitd merkityksia ja oikealla 3 kpl. Pystyakselilta
voidaan lukea tietyn maéran merkityksia Iéytaneiden oppilaiden osuudet prosentteina ko-
ko vuosiluokan oppilaista. Kukin vuosiluockka on Kuvattu diagrammiin eri varisin pylvain.
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Kuva 7.1. Murtoluvulle tietyn méadran merkityksia Iytaneiden oppilaiden osuudst koko
vuosiluokasta

Kuvan 7.1 pylvdsdiagrammista voidaan huomata, ettd kolme merkitysta IGytaneiden op-
pilaiden osuus koko vuosiluokasta on suuremmat kahdeksas- ja yhdeksasluokkalaisilla,



kuin seitsemasluokkalaisilla. Kahdeksasluokkalaisista 20 9 |6ysi kolme merkitysta murto-
lukumerkinnalle, yhdekséasluokkalaisista hieman yli 15 %. Seitsemésluokkalaisista kolme
merkitysta 16ysi puclestaan alle 5 % oppilaista.

Kahden merkityksen |dytaneiden oppilaiden osuudet koko vuosiluokasta ovat samoin suu-
remmat yhdeksas- ja kahdeksasluokkalaisilla 7. luokan oppilaisiin verrattuna. Diagram-
mista nahdaén, etta 8. luokan ja 9. luokan oppilaista noin 60 % ldysi murtolukumerkinnal-
le kaksi merkitysta. Seitsemannen luokan oppilaista alle 40 % |6ysi murtolukumerkinnan
merkityksia kaksi kappaletta, joka on 8. luokan ja 9. luokan oppilaisiin verrattuna yli 20
prosenttiyksikén ero.

Vain yhden merkityksen murtolukumerkinnélle 16ysi suuri osa seitsemasluokkalaisista.
Taulukosta voidaan nahda, ettd yhden merkityksen l&ytamia seitsemésluokkalaisia on |-
hes 60 %. Vastaavasti vain yhden merkityksen |6ytaneiden oppilaiden osuudet kahdek-
sannen ja yhdeksénnen luokan oppilaista on yli 40 prosenttiyksikkda pienemmat seit-
semésluokkalaisiin verrattuna. Kahdeksasluokkalaisista 15 % l6ysi murtolukumerkinnélle
yhden merkityksen ja yhdeksésluokkalaisista hieman yli 15 %.

Oppilaita, jotka eivét |Gytédneet murtolukumerkinnalle yhtakaan neljasta merkityksesta oli
molemmista, kahdeksas- ja yhdeksésluokkalaisista noin 5 %. Seitsemasluokkalaisista
siis jokainen onnistui l6ytdmaéan vahintdan yhden neljasta merkityksesta.

Kuvasta 7.1 voidaan huomata, ettd kahdeksannen ja yhdeksdnnen luokan oppilaat I6y-
sivdat huomattavasti enemméan merkityksia murtolukumerkinnélle seitsemé&nnen luokan
oppilaisiin verrattuna. Oppilaan vuosiluokalla nahdééan siis olevan selkea yhteys siihen,
kuinka monta merkitysta oppilas I16ytad murtolukumerkinnalle. Selkeasti oppilas, joka on
ylemmilla vuosiluokilla 16ytaa enemman merkityksia murtolukumerkinnalle alemman vuo-
siluokan oppilaaseen verrattuna. Kuitenkaan vastausten perusteella kahdeksannen ja yh-
deksannen luokan oppilaita verrattaessa el murtolukumerkinnalle IGytamien merkitysten
vililla ole huomattavaa yhteytta vuosiluokan kanssa. Yhteys on Kuitenkin selkea verrat-
taessa seitsemasluokkalaisten I6ytdmia murtolukumerkinnan merkitysten maaria ylem-
piin vuosiluokkiin.

7.1.3 Matematiikan arvosanan yhteys murtolukumerkinnalle
loytyneiden merkitysten maaraan

Ensimmaisen tutkimuskysymyksen kolmantena alakysymyksena oli selvittda matematii-
kan arvosanan mahdollista vaikutusta oppilaiden murtolukumerkinnélle I6ytamien merki-
tysten maaraan. Seuraavaan pylvasdiagrammiin on esitetty oppilaiden arvosanojen mu-
kaan eri vérein, kuinka moni oppilas on |&ytanyt minkdkin méaran merkityksia murtoluku-
merkinnélle. Diagrammin vaaka-akseli kertoo oppilaiden |6ytdmien merkitysten maaran

murtoluvulle pienempéana maarana jélleen 0 ja suurimpana 3. Pystyakseli kertoo oppi-



laiden lukumaéran. Diagrammin eri vérit kuvaavat oppilaiden matematiikan arvosanoja
valita 6-10. Yksikaan oppilas ei vastannut arvosanakseen 4 tai 5, joten ne jatettiin dia-
grammista pois. Tutkimukseen osallistuneista 62 oppilaasta 50 kertoi matematiikan arvo-
sanansa edellisessé todistuksessa.

m Arvosana 6
arvosana T
W Arvosana &
B Arvosana 9
| B Arvosana 10
3
D 11 I
(] 1 kp 2 kpl 3 kpe

ok

wn

Oppilaiden lukumaara
=

w

Léydettyjen merkitysien lukumaara

Kuva 7.2. Murtoluvulle tietyn méardn merkityksiéd l6ytdneiden oppilaiden lukum&arét ma-
tematitkan arvosanan mukaan jaoteltuna

Kuvasta 7.2 ndhdaan, ettd arvosanan 10 saaneiden oppilaiden 16ytamien murtolukumer-
kinnan merkitysten maarat painottuvat kahteen ja kolmeen kappaleeseen. Ainoastaan yk-
si arvosanan 10 todistukseensa saanut oppilas |&ysi vain yhden merkityksen, ja loput I6y-
sivat kaksi tai kolme merkitysta. Puolet arvosanan 9 saaneista oppilaista |16ysi murtoluku-
merkinnélle 2 merkitysta. Arvosanan 9 saaneista oppilaista lisidksi kolme I6ysi kolme mer-
kitysta ja viisi oppilasta yhden merkityksen. Yksikdan arvosanan 9 saaneista oppilaista ei
arvosanan 10 oppilaiden tavoin ollut sellainen, joka ei olisi I6ytanyt murtolukumerkinnalle
yhtékaan merkitysta. Arvosanan 8 saaneiden oppilaiden I6ytdmien murtolukumerkinnan
merkitysten maéra vaihtelee nollasta kahteen. Yli puclet oppilaista |16ysi murtolukumer-
kinnlle kaksi merkitysta, kaksi oppilasta ei |16ytényt yhtakaan merkitysta ja loput yhden
merkityksen. Taulukosta voidaan huomata yhden merkityksen kohdalla, etté ero arvosa-
nan 8 ja arvosanan 10 oppilaan vélilla on merkittava. Arvosanojen 7 ja 6 oppilaiden vas-
tauksista ldytyy murtolukujen merkityksia yhden ja kolmen kappaleen vaililta. Arvosanan
6 oppilaita oli ainoastaan yksi, joka l&ysi murtolukumerkinnalle kaksi merkitysta. Arvo-
sanan 7 oppilaitakin oli vahén; ainoastaan nelja kappaletta, joista yksi oppilas |6ysi jopa
kolme merkitysta murtolukumerkinnalle ja loput yhden tai kaksi merkitystd. Huomattavaa
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on, ettéd arvosanojen 6 ja 7 oppilaista jokainen I6ysi vahintdan yhden merkityksista.

Pylvéasdiagrammin liséksi oppilaan matematiikan arvosanan yhteyttd murtolukumerkin-
nalle I6ytamien merkityksen méaaraan tutkittiin IBM SPSS Statistics -ohjelman avulla kes-
kiarvoja vertaillen. Alla oleva taulukko esittad murtolukumerkinnalle tietyn maaran mer-
kityksia |Gytéaneiden oppilaiden matematiikan arvosancjen keskiarvot, oppilaiden maaran

seka keskihajonnan.

Taulukko 7.4. Murtolukumerkinnélle tietyn maérdn merkityksid I6ytdneiden oppilaiden
maarét, keskiarvot ja keskihajonnat

Loytyneiden merkitys- | Arvosanan keskiarvo Vastauksia Keskihajonta
ten maara

0 8,00 2 0,000

1 8,46 13 0,776

2 8,63 27 1,043

3 9,25 8 1,035
Yhteensa 8,66 50 0,982

Taulukosta 7.4 ndhdaén, etta kaikkien 50 arvosanansa vastanneiden oppilaiden mate-
matiikan keskiarvo on 8,66 ja naiden keskihajonta 0,982. Taulukosta voidaan huomata,
etta niiden oppilaiden, jotka |Gysivat murtolukumerkinnélle vahemméan merkityksia, arvo-
sanojen keskiarvo on matalampi, kuin enemméan merkityksia léytaneiden oppilaiden. Yh-
den ja kahden merkityksen IGytaneiden oppilaiden vélilla ei ole paljoa eroa arvosancjen
keskiarvoissa, mutta kahden ja kolmen merkityksen l6ytaneiden valilla ero on jo merkitta-
va. Keskiarvojen vertailusta voidaan paatella, ettd oppilaan arvosanalla on yhteys siihen,
kuinka monta merkitysta han murtolukumerkinnélle |6ytaa. Kuitenkaan murtolukumerkin-
nalle l16ytyneiden merkitysten maéran ja oppilaan arvosanan valista riippuvuutta ei voida
pitéa tilastollisesti merkittavana (Khiin nelid 12,368, p-arvo 0,417 ja korrelaatio 0,276).

7.2 Millaisia merkityksia oppilaat keksivat murtolukumerkinnalle

"%"annetuista kuvista?

Tutkimuksen toista tutkimuskysymysté tutkitaan oppilaiden vastauksista tutkimuslomak-
keen (Liite A) toiseen tehtavaén, jossa oppilaiden oli tehtédvana kertoa, milla tavoin nelja
eri kuvaa kuvastavat matemaattista merkintaa 3. Alla olevaan taulukkoon on eriteltyna
kuviokohtaisesti kunkin merkityksen vastanneiden oppilaiden maarat seka osuudet kai-
kista vastauksista. Merkitykset ovat aiemman tehtavan tavoin luokiteltu luokkiin osa koko-
naisuudesta, jakolasku, suhde ja mitta. Taman naista merkityksista eroaville vastauksille
luotiin luokka muu ja tyhjéksi jatetyille vastauksille oma luokkansa.

Taulukosta 7.5 ndhdaan, ettd ensimmaiseen kuvaan yleisin vastattu merkitys oli osa koko-
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Taulukko 7.5. Murtolukumerkinnélle lGytyneet merkitykset annetuista Kuvista ja niiden
prosenttiosuudet kaikista vastauksista

Merkitys | Osa Jakolasku | Suhde Mitta Muu Tyhja
kokonai-
suudesta
Kuva A 54 0 0 0 T 1
(87,1%) | (0 %) (0 %) (0 %) (11,3%) | (1,6 %)
Kuva B 18 0 3 0 29 12
(29,0 %) | (0 %) (48%) | (0%) (46,8%) | (19,4 %)
Kuva C 2 31 0 0 12 17
(3,2%) | (50,0%) | (0%) (0 %) (19,4%) | (27,4 %)
Kuva D 3 3 0 37 5 14
(4,8 %) (4,8 %) (0 %) (59,7 %) | (8,1 %) (22,6 %)

naisuudesta. Merkityksen vastasi 87,1 % oppilaista. Taman liséksi 7 oppilastaeli 11,3 %
osallistujista vastasi jonkin muun merkityksen, kuin osa kokonaisuudesta, jakolasku, suh-
de tai mitta ja yksi oppilas jatti kohdan tyhjaksi. Kuvaan A yksikaén oppilas ei vastannut
merkityksia jakolasku, suhde tai mitta.

Ensimmaéisen kuvan vastaukset koostuivat lahinna kahdenlaisesta vastaustyypista, jois-
ta molemmista murtolukumerkinnén merkitys oli osa kokonaisuudesta. Ensimmaisessa
vastaustyypissa oppilas kiisti kuvan kuvaavan merkintaa %. Useimmiten sektoridiagram-
mimallissa murtoluvun osoittajaa kuvastaa véritetty osuus ja nimittdjaa palasten maara
[29, =. 320]. Moni oppilas vaittikin ensimmaisen kuvan Kuvastavan ennemmin merkintaa

2

:—1 kuin merkintaa 2

"Se on yksi kolmasosaa, koska ympyra on jaettu kolmeen eri osaan, joista on
véritetty yksi osa” (T2.A, oppilas 25)

"Tamé Kuvio on 1/3 eli kolme palaa, joista yksi on taytetty” (T2.A, oppilas 26)

"se on yksi kolmasosa, koska ympyréssa on kolme osaa ja yksi osaa on va-
ritetty” (T2.A, oppilas 23)

Toisessa vastaustyypisséd oppilas kasitti sen, ettd kuviolla voidaan kuvata murtolukua
myds niin, ettei varitetty osuus Kuvasta murtolukumerkinnan osoittajaa. Tallaisista vas-
tauksista esimerkkeina alla olevat lainaukset.

"Sen vol joko ajatella 1/3 varillisia tai 2/3 valkoisia. Normaalisti se olisi 1/3”
(T2.A, oppilas 54)

"Siita on sydty yksi kolmasosa, joten jaljella on kaksi"(T2.A, oppilas 53)

"Kolmesta osasta valkoisia on kaksi"(T2.A, oppilas 17)
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Taulukosta 7.5 voidaan nahda, etta toisen kuvan vastauksista yleisin oli jokin muu, kuin
osa kokonaisuudesta, jakolasku, suhde tai mitta. Osa kokonaisuudesta vastauksen anta-
neita oli 18 eli noin kolmasosa oppilaista. Suhteen merkityksen Kuvasta |6ysi ainoastaan
kolme oppilasta. Jakolaskun tai mitan merkitysta ei ehdottanut toiseen kuvaan yksikaan
oppilas ja kohdan jatti tyhjaksi 12 oppilasta eli |ahes 20 % oppilaista.

Oppilaat, jotka olivat vastanneet toisen kuvan merkitykseksi osan kokonaisuudesta, ajat-
telivat tehtavan perinteisena pinta-alamallina, jossa varitettyjen osien méaéara kertoo mur-
tolukumerkinnén nimittijén ja osien maéra osoittajan. Tama paateltiin siitéd, ettd oppilaat
ehdottivat kuvan kuvastavan merkintaa g merkinnan % sijaan, joka huomataan esimerkik-
si seuraavista nostoista.

" Se on kaksi viidesosaa, koska se on jaettu viiteen eri osaan” (T2.B, oppilas
25)

"Ei kuvaa 2/3! Se kuvaa 2/5. Siina on viisi nelikulmiota"(T2.B, oppilas 38)
"Tama el kuvaa hyvin merkintaa 2/3, koska kuvassa on 2/5"(T2.B, oppilas 62)

Sen lisaksi, ettd oppilaat vastasivat usein toisen kuvan Kuvastavan jotain muuta, Kuin
merkintda %, toinen yleinen vastaus oppilailta oli kertoa kuvan kuvastavan merkintaa 2

jonka kerrottiin olevan sama kuin 3. Tasta esimerkkina oppilaan 9 vastaus "Kuvassa on
2/5 véritetty eli about kaks kolmasosaa”.

Taulukosta 7.5 voidaan huomata, etta kolmannesta kuvasta eli kuvasta C oppilaista puo-
let 16ysi murtolukumerkinnalle 2 jakolaskun merkityksen. Lisaksi kaksi oppilasta eli 3,2 %
I6ysi kuvalle osa kokonaisuudesta merkityksen. Oppilasta 12 eli 19,4 % osallistujista I6ysi
kuvasta murtolukumerkinnalle jonkin muun merkityksen, kuin osa kokonaisuudesta, jako-
lasku, suhde tai mitta. Kuvan C vastauskentan suhteellisen moni oppilas jatti tyhjaksi; yli

neljasosa ei vastannut Kuvaan mitaan.

Kuvaan D iso osa oppilaista (59,7 %) vastasi mitan merkityksen jollakin tapaa. Molem-
mat osa kokonaisuudesta seka jakolasku merkityksen |8ysi kolme oppilasta. Jonkin muun
merkityksen murtolukumerkinnélle 16ysi kuvasta D viisi oppilasta ja kohdan jatti tyhjéksi
14 oppilasta. Kuten jo kappaleessa 6.3.1 esiteltiin, mitta -luokkaan luokiteltiin sellaiset
vastaukset, joissa oli kuvailtu esimerkiksi matkaa. Matkaan liittyvat vastaukset olivat erit-
téin yleisia neljanteen kuvaan, joista esimerkkeind seuraavat lainaukset oppilaiden vas-
tauksista.

"Matkasta on menty 2/3"(T2.D, oppilas 36)

"Nuoli on kulkenut nollan ja ykksen vélisesta matkasta kaksi kolmasosaa"(T2.D,
oppilas 41)

"Kuvassa nuoli osoittaa lukusuoran kohtaa, jossa on likuttu nollasta kohti yk-
kista 2/3 matkasta” (T2.D, oppilas 22)



Kokonaisuudessaan annetuista Kuvista eniten vastauksia saanut murtolukumerkinnan
merkitys oli osa kokonaisuudesta, joka sai kaikista kuvista yhiteensa 77 vastausta. Osa
kokonaisuudesta oli my6s parhaiten tunnistettu annetusta kuvasta. Kuvan A tarkoitukse-
na oli kuvata osaa kokonaisuudesta. Merkityksista suhde oli puolestaan vahiten I6ydetty
merkitys ja kaikista kuvista se saikin yhteensé vain 3 vastausta. Kaikki naista kolmesta
vastauksesta, jotka mainitsivat suhteen, tulivat kuitenkin kuvaan B, jonka tarkoituksena oli
kuvata nimenomaan suhdetta. Jakolasku sai merkityksena melko paljon vastauksia, jois-
ta suurin osa tuli kuvaan C, jonka tarkoituksena oli kuvata nimenomaan jakolaskua. Mitan
merkitystd Kuvaavia vastauksia fuli ainoastaan kuvaan D, jolla juuri pyrittiin kuvaamaan
mittaa.

7.3 Millaisia kuviokielen malleja oppilaat kayttavat
murtolukutehtavien kirjallisessa kielentamisessa

Tutkimuksen kolmantena tutkimuskysymyksené on selvittda, millaisia kuviokielen malleja
oppilaat kéyttavat murtolukutehtéavien kirjallisessa kielentdmisessé. Seuraavaan tauluk-
koon on luokiteltuna tehtévakohtaisesti kutakin kuviokieltd kayttédneiden oppilaiden maa-
rat. Kuviokielen mallit luokiteltiin pinta-alamalliin, pituusmalliin ja joukkomallin. Muu -
luokkaan luckiteltiin ne vastaukset, jotka eivét sopineet mihinkéaén edella mainituista mal-
leista ja ei kuviota -luokkaan ne vastaukset, joissa ei ollut ollenkaan kuviokielen vastaus-
ta.

Taulukko 7.6. Murtolukutehtivissa tiettyd kuviokielen mallia kdyttdneiden oppilaiden
maérét ja osuudet kalkista osallistujista

Kuviokielen malli | Pinta-ala | Pituus Joukko Muu Ei kuviota
Tehtava 3.A 53 0 2 1 3]
(855%) | (0%) (3,2 %) (1,6 %) (9,7 %)
Tehtava 3.B 41 0 3 2 16
(66,1%) | (0%) (4,8 %) (3,2 %) (25,8 %)
Tehtava 3.C 15 0 0 24 23
(24,29%) | (09%) (0 %) (38,79%) | (37.1%)

Taulukosta 7.6 nahdaan, ettd tehtavan 3 A-kohdassa yleisin kaytetty kuviokielen malli oli
pinta-alamalli, jota kaytti vastauksessaan yli 85 % osallistuneista oppilaista. Pituusmallia
A-kohtaan ei kayttanyt yksikadn oppilaista. Oppilaista kaksi (3,2 %) kaytti A-kohdassa
murtoluvun Kuvaamiseen joukkomallia ja yksi oppilas kaytti jotakin muuta mallia. Tehtavéan
A-kohtaan kuviokielen vastauksen jatti tekeméatta vain 6 oppilasta eli 9,7 % osallistujista.

Seuraavassa kuvassa on eraan tutkimukseen osallistuneen piirtama vastaus tehtdavén 3 A
-kohtaan. Oppilas on kéayttanyt murtolukujen laskutoimituksen havainnollistamiseen osiin
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jaettuja ympyrdita.

Kuva 7.3. Oppilas 10, T3.A

Toinen kuva on mydskin erdén oppilaan piirtdma vastaus 3 A -kohtaan, hieman erityylista
pinta-mallia kayttéen.
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Kuva 7.4. Oppilas 2, T3.A

Molemmat oppilaat ovat kayttdneet kuviokielen vastauksessaan pinta-alamallia. Oppilas
10 on kayttanyt kuviona ympyréitd, jotka on jaettu murtoluvun mukaisiin osiin eli niin sa-
nottua piirakkamallia. Oppilas 2 on kayttényt pinta-alojen kuvaamisessa perakkaisista ne-
lidistd muodostuvia suorakulmioita, joista on véaritetty murtoluvun osoittajan kertoma maa-

ré osia.

Taulukosta 7.6 nahdaéan, etta myos tehtévan B-kohdassa yleisin kaytetty kuviokielen malli
oli pinta-alamalli. Pinta-alamallia tehtavaan kaytti 41 oppilasta eli 66,1 % osallistujista. En-
simmaisen kohdan tavoin, mydskaén B-kohtaan yksikaan oppilas ei kayttanyt pituusmal-
lia. Joukkomallia C-kohdassa kaytti 3 oppilasta ja jotakin muuta mallia 2 oppilasta. Toisen
kohdan jétti kuviokielen vastauksen osalta tyhjéksi huomattavasti isompi maara oppilaita
verrattuna ensimmaiseen kohtaan. Kuviokielen vastauksen jatti tekemattd 16 oppilasta,
joka on yli neljasosa osallistujista.

Kuvassa 7.5 on erdén tutkimukseen osallistuneen oppilaan Kuvickielen vastaus tehta-
van 3 B-kohtaan. Oppilas on kayttanyt murtolukumerkinnén kuvaamiseen pinta-alamallia.
Oppilas on piirtanyt murtolukua kuvaamaan ympyradiagrammin, tutummin piirakkamallin.
Lahes kaikki pinta-alamallia kéyttaneiden oppilaiden vastaukset olivat juuri piirakkamallia.
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Kuva 7.5. Oppilas 11, T3.B

Taulukosta 7.6 voidaan huomata, etta tehtavan C-kohtaan suurin osa oppilaista on vas-
tannut joko jonkin muun Kuviokielen mallin, kuin pinta-ala-, pituus- tai joukkomallin tai jat-
tanyt kuvion kokonaan piirtamatta. Oppilaista yhteensa 47 ei kayttanyt vastauksessaan
pinta-ala-, pituus- tai joukkomallia. Ainoastaan 15 oppilasta, joka vastaa 24,2 % osallistu-
jista, kaytti vastauksessaan pinta-alamallia. Iso osa oppilaista piirsi C-kohtaan kuusi jota-
kin objektia, yleisimmin ruokaa, jotka jaettiin viidelle ihmiselle. Téllaista vastausta ei nahty
min&én kolmesta kuviokielen mallista. Alla esimerkit tdman tyylisistd oppilaiden vastauk-
sista.
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Kuva 7.6. Oppilas 14, T3.C

Kuvien 7.6 ja 7.7 vastauksissa molemmat oppilaat jakoivat kuutta kokonaista ympyraa vii-
delle ihmiselle, joita kuvissa kuvastaa piirretyt tikku-ukot. Molemmat oppilaista on jakanut
ensin kokonaiset ihmisten kesken ja sitten viimeisen ympyréan viiteen osaan. Osiin jaossa
molemmat oppilaat ovat kayttanyt tuttua piirakkamallia eli jakanut ympyréan viiteen saman-
kokoiseen sektoriin. Oppilaiden vastauksista I6ytyi myés muutama sellainen vastaus, jois-
sa yhden kokonaisen ympyrén jako viiteen osaan ei tapahtunutkaan sektoreittain, vaan
esimerkiksi pystysuunnassa, jolloin jako ei mennytkédén pinta-alallisesti tasan.
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Kuva 7.7. Oppilas 1, T3.C

Kaiken kaikkiaan eniten oppilaiden kayttama kuviokielen malli oli pinta-alamalli. Pituus-
mallia sen sijaan ei kayttényt yksikdan oppilaista yhteenkéaan tehtavaan. Joukkomallia
kaytti tehtévisséd muutama oppilas. Mielenkiintoista on my&s se, kuinka paljon C-kohtaan
kaytettiin jotakin muuta mallia, kuin pinta-ala-, pituus- tai joukkomallia.

7.3.1 Oppilaiden tekemat virhepaatelmat murtolukutehtavissa

Kolmannen tutkimuskysymyksen alakysymyksena oli, minka tyyppisia virhepéaatelmia op-
pilaat tekevat murtolukutehtavissa seka mika on niiden yhteys tehtévissa kaytettyyn luon-
nolliseen kieleen ja kuviokieleen. Tassa luvussa kasitellaan tehtavassa 3 esiintyneita vir-
heitd murtolukuja laskiessa. Tehtdvéassa 3.A oli tehtdvéna laskea yhteen kaksi erinimista
murtolukua. Kohdassa esiintyi ainoastaan yksi yleinen virhetyyppi. Tassa virhetyypissa
oppilaat laskivat annetun tehtévan siten, ettd he laskivat murtolukujen osoittajat ja nimit-
tajat erikseen yhteen ilman, ettd he muuttivat lukuja aluksi samannimisiksi. Laskiessaan
laskutoimituksen 1 + 1 paatyivat he siten tulokseen 2. Taman virheen tehtévassa teki
10 oppilasta. Naiden lisdksi virheellisia vastauksia tehtavaan antoi kolme muuta oppilas-
ta, joiden lopulliset tulokset tehtavalle olivat 1,  ja 13. Naista vastauksista ei kuitenkaan
nakynyt, miten vastaukseen oli paadytty, eika niissa tehdyissa virheissd nahty yhtalai-
syyksia. Taten murtolukujen yhteenlaskussa osoittajan ja nimittéjan laskemista erikseen
yhteen voidaan pitda A-kohdan ainoana yleisena virhetyyppina.

Tehtévan 3 B -kohdassa oli tehtavana jakaa murtolukua Kokonaisluvulla. Tehtavéan ratkai-
suissa havaittiin useita erityyppisia virheitda. Naista virhetyypeista viisi oli sellaisia, jonka
teki useampi, kuin yksi oppilas. Ensimmainen ja huomattavasti yleisin virhetyyppi tehta-
vassa oli murtoluvun seka osoittajan ettd nimittajan jakaminen luvulla 2. Oppilaat ratkai-
sivat tehtavén siis seuraavasti § : 2 = %. Samaan virhetyyppiin luettiin my6s oppilaat,
jotka ensin lavensivat murtoluvun, minka jalkeen jakoivat seka osoittajan ettd nimittajan
kahdella. Talléin he paatyivat tulokseen %. Tamén virheen tehtdvassa teki kymmenen
oppilasta. Toinen virhetyyppi oli pelkan nimittajan jakaminen kahdella, jolloin ratkaisu oli
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seuraavanlainen ; : 2 = 1. Taman virheen teki kaksi oppilasta. Kolmannessa virhetyypis-
sé oppilas on jakanut pelkkaa osoittajaa kahdella, jolla on paasty periaatteessa oikeaan
vastaukseen, mutta ratkaisu virheellinen siksi, etta sita ei ole lopuksi enda lavennettu. Kol-
mannessa virhetyypissa ratkaisu on siis ollut § : 2 = "TE. Kolmannenkin virhetyypin teki
ratkaisussaan ainoastaan kaksi oppilasta. Neljannessa virhetyypissa nimittajan kertomi-
sen sijaan oppilas onkin kertonut osoittajaa kahdella. Ratkaisu on téllin ollut seuraavan-
lainen: 1 : 2 = 7. Taman virhetyypin teki kaksi oppilasta. Naiden neljan virhetyypin lisaksi
tehtévan ratkaisuissa esiintyi kaksi muuta virhetta, jotka eivat kuitenkaan olleet samanlai-
sia kesken&an eivatkd muiden virhetyyppien kanssa. Toisessa naisté oppilas oli jakanut
ensin molemmat, sekd osoittajan ettd nimittajan kahdella, minka jalkeen jakanut osoit-
tajan viela uudelleen kahdella. Toinen oppilaista oli sen sijaan kertonut osoittajaa seka

Tehtavan 3 C -kohdassa oli tehtavéna jakaa kokonaislukua kokonaisluvulla. Tehtavéssa 9
oppilasta teki jonkinlaisen virheen, mutta naista ei I6ydetty yhteytita toisiinsa. Ensinnakin
naistd vastauksista viidessa ei ollut lainkaan valivaiheita, joten niistd oli hyvin vaikeaa
paatella, minkalainen lasku- tai ajatusvirhe ratkaisussa on tapahtunut. Néissa viidessa
oppilaiden vastaukset tehtavaan olivat 13, &,1,0,75 ja 1, 5. Naiden liséksi tehtavassa
kaksi vastausta oli annettu epatarkassa muodossa, ensimmainen muodossa "1 jaa 1%ja
toinen "12%". Yksi oppilas oli merkinnyt laventavansa kokonaislukua 6 viidella, josta tuli
lavennuksen jalkeen 35. Kun 35 jaettiin luvulla 5 saatiin vastaukseksi 6. Lasku néytti siis
seuraavalta: 56 : 5 = 35 : 5 = 6. Lisaksi yksi oppilas oli yrittanyt muuttaa kokonaislukuja
murtoluvuiksi, eika ollut luultavimmin muistanut murtolukujen jakolaskun laskus&éntdja ja
zzozs E_ 6

padtynyt vaaraan vastaukseen. Hanen ratkaisunsa naytti seuraavanlaiselta: § : 2 = £ =
2

0

7.3.2 Murtolukutehtavassa tehtyjen virheiden yhteys siina
kaytettyyn luonnolliseen kieleen ja kuviokieleen

Kolmannen tutkimuskysymyksen alakohtana oli tehtavassa kaytetyn kuviokielen liséksi
tutkia, onko silla, etta tehtavan vastaus on kielennetty luonnollisella kielella tai kuviokie-
lella yhteytta siihen, onko tehtévéassa tullut virhetta. Alla olevaan taulukkoon on eritelty
tehtavakohtaisesti vastaukset sen mukaan, onko niissa tullut virhettd seka sen mukaan,
onko tehtavan ratkaisussa kaytetty luonnollista kielta tai kuviokieltad. Taulukossa prosentit

kuvaavat osuuksia kaikista tehtévaan oikein vastanneista tai vaarin vastanneet.

Taulukosta 7.7 nahdaéan, etta tehtdvan A-kohtaan oikein vastanneista 77,6 % eli 38 oppi-
lasta oli kielentanyt tehtdvan joko luonnollista kielta tai kuviokielta kayttaen ja 22,4 % el
11 oppilasta ei ollut kéyttéanyt matematiikan symbolikielen lisdksi luonnollista kielta tai ku-
viokielta ratkaisussaan. Sen sijaan tehtdvaén vaarin vastanneista vain 53,8 % eli 7 oppi-
lasta oli kielentanyt tehtévén vastauksen ja lahes puolet ei ollut kielentanyt vastaustaan.
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Taulukko 7.7. Murtolukutehtavén vastaukset jaoteltuna virheiden ja kirjallisen kielentami-

sen mukaan
Tehtava | Tehtava oikein ja | Tehtavé oikein ja | Tehtdava wvaarin | Tehtava vaérin
kielennetty ei kielennetty ja kielennetty ja el kielennetty
A 38 11 7 6
(77,6 %) (22,4 %) (53,8 %) (46,2 %)
B 29 5 10 9
(85,3 %) (14,7 %) (52,6 %) (47,4 %)
C 25 21 5 4
(54,3 %) (45,7 %) (55,6 %) (44,4 %)

Tehtavan A-kohdasta voidaan siis huomata, ettd tehtdvan oikein laskeneista suurempi
osa oli kayttanyt Kirjallista kielentémista ratkaisussaan kuin vaarin laskeneista.

Tehtavan B-kohdan osalta tulokset ovat vastaavanlaiset kuin A-kohdassa. Tehtévéan oi-
kein vastanneista 85,3 % eli 29 oppilasta oli kayttanyt ratkaisussaan matematiikan sym-
bolikielen liséksi luonnollista kielta tai kuviokielta ja 14,7 % eli 5 oppilasta ei ollut. Tehta-
vaan vaarin vastanneista puolestaan vain hieman yli puolet oli kayttanyt ratkaisunsa tuke-
na Kirjallista kielentamista ja vajaa puoclet ei laisinkaan. Ero oikein ja vaéarin vastanneiden
kirjallista kielentamista kayttaneiden osuuksista on merkittava, yli 30 prosenttiyksikkoa.

Tehtavan C -kohdan tulokset olivat vastakkaiset A ja B-kohtiin verrattuna. Tehtavéan oikein
tehneistéd 54,3 % oli kielentanyt vastauksensa ja 45,7 % ei ollut. Sen sijaan v&arin vas-
tanneista vastaavat osuudet olivat 55,6 % ja 44,4 %. Tehtavan C -kohdassa siis tehtavan
oikein laskeneista hieman pienempi osa oli kayttanyt tehtavassa kirjallista kielentamista
kuin vaarin vastanneista. Ero ei ole merkittava, mutta tulos on painvastainen ensimmai-
sen kahden kohdan tuloksiin verrattuna.

Tehtavan oikein ratkaisemisen ja kirjallisen kielentamisen valilla nahdaan yhteys tehtavan
A ja B kohdissa. Niista oppilaista, jotka olivat ratkaisseet tehtévan oikein, isompi osa oli
kayttényt ratkaisussaan joko luonncllista kielta tai kuviokieltd vaarin vastanneisiin verrat-
tuna. Sen sijaan kolmannessa kohtaa kirjallisella kielentamisella ei nayttaisi olevan vaiku-

tusta tehtévan oikein ratkaisemisen kanssa.

7.4 Millaisena oppilaat kokevat matematiikan kirjallisen
kielentamisen osana murtolukutehtavien ratkaisua?

Tutkimuksen viimeisena tehtavana oli selvittad, millaisena oppilaat kokevat matematiikan
kirjallisen kielentdmisen murtolukutehtévien ratkaisussa. Aineisto kerattiin tutkimuslomak-
keessa olleen kyselyn avulla, joka muodostui seitsemaéstéa kirjalliseen kielentamiseen liit-
tyvasta vaittaméasta. Oppilaiden vastaukset vaittamiin on esitetty pylvasdiagrammein, jois-



sa pystyakseli kertoo vaihtoehdon vastanneiden oppilaiden méarén ja vaaka-akseli vas-
tausvaihtoehdot "eri mieltd", "ei samaa, eika eri mieltd"ja "samaa mieltd". Ensimmaisena
vaittamana lomakkeessa oli: "Murtolukutehtavan selittdminen omin sanoin oli mielesténi
mukavaa". Oppilaiden vastaukset vaittdméaan on esitetty alla olevaan kaavioon.
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Kuva 7.8. Oppilaiden vastaukset vaittamaén 1: "Murtolukutehtavan selittdminen omin sa-
noin oli mielesténi mukavaa”

Kuvasta 7.8 huomataan, ettd useampi piti murtolukutehtavan selittdmistd omin sanoin
mukavana Kuin epadmukavana. Véite sai paljon neutraaleja vastauksia, mutta myds yh-
ta paljon mydntavia vastauksia. Vaittam&aan eri mielta olevien méara oli pienempi samaa
mielté oleviin verrattuna. Enemmisté oppilaista siis joko piti omin sanoin selittamista osa-
na ratkaisua joko mukavana tai neutraalina.

Toisena vaittaméana kyselylomakkeessa oli: "Murtolukutehtavan selittaminen omin sanoin
oli mielestéani helppoa". Oppilaiden vastaukset vaittdm&an on esitetty seuraavaan Kaa-
vioon.

Toisen vaittamén vastaukset ovat samankaltaiset ensimmaisen vaittaméan kanssa. Kai-
kista eniten vaittAmaan vastattiin vaihtoehtoa "ei sama, eika eri mieltd". Toiseksi eniten
vastauksia sai vastaus "samaa mieltd"ja vahiten vastaus "eri mielta". Enemmistén oppi-
laista voidaan siis sanoa pitdneen murtolukutehtavan selittdmista omin sanoin helppona
tai neutraalina.

Kahden ensimmaisen vaittdman valisen Korrelaatiokertoimen arvoksi laskettiin 0,5465.
Arvoa voidaan pitad melko korkeana [27, s. 305]. Korrelaatiokertoimesta voidaan paatella,
ettd murtolukutehtévén omin sanoin selittdmisesta pitamisella on yhteys sen helpoksi ko-
kemiseen. Liséksi khiin nelid -rilppumattomuustestisuureen arvoksi (Pearson Chi-Square)
laskettiin 20,423 ja p-arvoksi <0,001. Taten vaittdmien valista riippuvuutta voidaan pitaa
tilastollisesti merkitsevana.

Kolmas vaittama kyselylomakkeessa oli "Murtolukutehtavan selittdminen kuvan avulla oli
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Kuva 7.9. Oppilaiden vastaukset vaittamaén 2: "Murtolukutehtavan selittdminen omin sa-
noin oli mielestani helppoa”

mielesténi mukavaa". Ensimmaiset kaksi vaittamaa liittyivat omin sanoin selittdmiseen,
eli luonnollisen kielen kaytt6n osana tehtdvan ratkaisua ja seuraavat kaksi véittamaa
kuviokielen kayttddn. Alla olevaan kaavion on esitetty oppilaiden vastaukset kolmanteen
vaittamaan.
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Kuva 7.10. Oppilaiden vastaukset vailtamaan 3: "Murtolukutehtavén selittiminen kuvan
avulla oli mielesténi mukavaa"

Kolmannen véittamén vastaukset eroavat merkittavasti ensimméisen kahden vaittdman
vastauksista. Kuvan avulla murtolukutehtévan selittamista pidettiin mukavampana, kuin
omin sanoin selittdmista. Oppilaista 35 eli melkein puolet vastasi vaittamaan vaihtoehdon
"samaa mieltd". Vaihtoehdon "eri mieltd"ja "ei samaa, eika eri mielta"vastasi lahes saman
verran oppilaita, molemman vajaa 15 oppilasta.

Neljéntena vaittdmana lomakkeessa oli "Murtolukutehtavéan selittdminen kuvan avulla oli



mielesténi helppoa”. Alla olevaan kaavioon on koottuna oppilaiden vastaukset neljanteen

vaittamaan.
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Kuva 7.11. Oppilaiden vastaukset vailtamaan 4: "Murtolukutehtavén selittiminen kuvan
avulla oli mielesténi helppoa”

Kuvasta 7.11 nahdaén, etta vaittdman 4 vastaukset olivat samankaltaiset kolmannen vait-
tdmén kanssa. Kuitenkin hieman harvempi oppilas vastasi neljénteen vaittdmaén vaih-
toehdon "samaa mieltd", Kuin kolmannessa vaittdméassa. Vaittamaan vastasi "eri miel-
td"15 oppilaista ja "ei samaa, eika eri mieltd"hieman yli 15 oppilasta. Vajaa 30 oppilasta
sen sijaan vastasi vaittdman "samaa mielta".

Kolmannen ja neljannen vaittdman valiseksi korrelaatioksi laskettiin 0,6. Sita voidaan pi-
tda melko korkeana korrelaationa. Liséksi khiin nelié -riippumattomuustestisuureen arvok-
si saatiin 28,117 ja p-arvoksi <0,001, jota voidaan pitaé tilastollisesti merkitsevana. Murto-
lukutehtévan kuviokielen avulla kielentamisesta pitamiselld on siis yhteys sen kokemiseen
helpoksi. Myts ensimmaisen ja kolmannen vaittaman valiset korrelaatiot ja toisen ja nel-
jannen vaittdman valiset korrelaatiot laskettiin. Niiden arvoiksi saatiin 0,447 ja 0,6692. Li-
saksi vaittadmien 1 ja 3 valista riippuvuutta laskiessa khiin neli -riippumattomuustestisuureen
arvoksi saatiin 17,943 ja p-arvoksi 0,001. Vaittamille 2 ja 4 rilppumattomuustestisuureen
arvoksi saatiin 33,920 ja p-arvoksi <0,001. Naita riippuvuuksia voidaan molempia pitaa
tilastollisesti merkittavind. Murtolukutehtdvan omin sanoin selittamisen mukavana pité-
miselld on siis melko suuri yhteys sen kanssa, etté pitad murtolukutehtévan selittamista
kuvan avulla mukavana. Viela suurempi yhteys on néiden selitystapojen helppona pitami-
sella.

Viidentena vaittamana lomakkeessa oli "Murtolukutehtévan selittdminen omin sanoin aut-
tol minua tehtavan ymmartamisessé ja ratkaisemisessa". Seuraavaan kaavioon on esitet-
ty vaittaman 5 vastaukset.
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Kuva 7.12. Oppilaiden vastaukset véittaméaan 5: "Murtolukutehtdvén selittiminen omin
sanoin auttol minua tehtdavan ymmartdmisessé ja ratkaisemisessa”

Kuvasta 7.12 ndhdaan, ettd vastaukset vaittdmaéan jakautuivat melko tasaisesti aikaisem-
piin vaittaAmiin verrattuna. Vaihtoehdon "eri mieltd"vastasi melkein 20 oppilasta, vaihtoeh-
don "ei samaa, eikéa eri mieltd"hieman yli 20 oppilasta ja vaihtoehdon "samaa mielta"myds
hieman yli 20 oppilasta. Vaittdman vastausten perusteella ei voida tehda paatelmia siita,
oliko oppilaiden mielestd murtolukutehtévan selittdmisestd omin sanoin hydtya vaiko ei,
silla vastaukset olivat niin tasaisia eri vaihtoehtojen valilla.

Kuudes véittama lomakkeessa oli "Murtolukutehtéavasta kuvan piirtdminen auttoi minua
tehtdvan ymmartamisessa ja ratkaisemisessa". Kuudes véittdma oli siis muuten sama,
kuin viides vaittama, mutta siina selvitettin omin sanoin selittamisen hyddyn sijaan kuvio-
kielen hyddyllisyytta. Alla olevaan kaavioon on koottu oppilaiden vastaukset kuudenteen
vaittdmaan.
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Kuva 7.13. Oppilaiden vastaukset vailtaméaan 6: "Murtolukutehtévésta kuvan piirtiminen
auttol minua tehtdvdn ymmaértdmisessé ja ratkaisemisessa”



Kuudennen véittaman kuvasta 7.13 huomataan, ettd kuvan piirtmisen oppilaat kokivat
hyodyllisempana kuin omin sanoin selittdmisen. Vaittamaan vaihtoehdon "samaa miel-
ta"vastasi yli 25 oppilasta, vaihtoehdon "ei samaa, eikd eri mieltd"vajaa 20 oppilasta ja
vaihtoehdon "eri mieltd"15 oppilasta. Koska huomattavasti eniten vastauksia sai vaihtoeh-
to "samaa mieltd", voidaan paatella, etta oppilaat kokivat murtolukutehtavan ratkaisussa
kuviokielen hyédyntamisen hyddyllisena.

Seitsemdantena ja viimeisena vaittamana lomakkeessa oli "Aion jatkossa hyddyntda omin
sanoin selittdmista ja/tai kuvan piirtdmista tehtévan ratkaisussa". Seuraavaan kaavioon
on esitetty oppilaiden vastaukset vaittdmaan.
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Kuva 7.14. Oppilaiden vastaukset véittdmaan 7: "Aion jatkossa hyédyntid omin sanoin
selittdmista ja/tal kuvan piirtdmista tehtdvén ratkaisussa”

Kuvasta 7.14 voidaan ensinnakin ndhda se, etté se on aikaisempiin kaavioihin painottunut
enemman vaihtoehtoon "eri mieltd". Vaihtoehdon "eri mieltd"on nimittéin vastannut yhta
moni oppilas kuin vaihtoehdon "samaa mielta". Vaihtoehdon "ei samaa, eika eri mielta"on
vastannut hieman alle 20 oppilasta. Véittdman vastauksista huomataan, etta moni oppi-
las aikoo jatkossa hyddyntaa kirjallista kielentdmista tehtavan ratkaisussa. Kuitenkin moni
oppilas ei alo hyédyntaa omin sanoin selittdmista tai kuvan piirtdmista tehtévan ratkaisus-
sa jatkossa. Seitsemannen vaittaman vastausten valiset korrelaatiot laskettiin vaittamien
5 ja 6 vastausten kanssa. Korrelaatio vaittamien 5 ja 7 vastausten valilla on 0,7343, jo-
ta voidaan pitdd korkeana Korrelaationa [27, s. 305]. Liséksi vaittdmien vaélille lasketun
khiin neli6 -riippumattomuustestisuureen arvoksi saatiin 39,800 ja p-arvoksi <0,001. Silla,
etta oppilas on kokenut omin sanoin selittdmisen auttavan tehtavén ymmartamisessé ja
ratkaisemissa on siis yhteys sen kanssa, efta oppilas aikoo jatkossa hyddyntaa kirjallista
kielentamista tehtavan ratkaisussa. Liséksi vaittdmien 6 ja 7 vastausten véliseksi korre-
laatioksi laskettiin 0,6127, jota voidaan myds pitda korkeana korrelaationa. Khiin nelid
-testisuureen arvoksi saatiin 30,838 ja p-arvoksi <0,001. Taten myds silla, etta koki kuvan
piirtdmisen auttavan tehtédvan ymmartamisessa ja ratkaisemisessa on yhteys siihen, etta



59

aikoo jatkossakin hyddynt&a kirjallista kielentamista tehtavan ratkaisussa.

Kyselylomakkeen tuloksista voidaan paatella, etta kokonaisuudessaan oppilaiden suhtau-
tuminen Kirjallisen kielentdmisen hyddyntamiseen tehtavén ratkaisussa oli keskimaarin
positiivista. Vaikka vastauksissa oli paljon vaihtelua, yhdenkaan vaittamén vastauksissa
ei ollut enempé&a "eri mieltd"vastauksia, kuin "samaa mieltd"vastauksia. Tehtdavan selit-
tdminen Kuviokielen avulla koettiin enemmaén helpoksi, mukavaksi ja hyddylliseksi kuin
luonnollisen kielen avulla.

7.5 Tulosten tarkastelua

Tutkimuksessa paastiin vastaaviin tuloksiin kuin aikaisemmissa tutkimuksissa, muun muas-
sa murtolukumerkinnalle tunnetuin merkitys oli osa kokonaisuudesta, joka on myds muis-
sa tutkimuksissa saatu tulos. Taman liséksi tutkimuksessa huomattiin, ettd mitan ja suh-
teen merkitykset olivat muiden tutkimusten tapaan vahiten tunnetut merkitykset. Viher-
vaaran tutkimuksessa vain 8,8 prosenttia tutkimukseen osallistuneista |6ysi murtoluku-
merkinnélle suhteen merkityksen [42]. Tama tutkimus tuotti vastaavan tuloksen, silla suh-
teen merkityksen 16ysi 12,9 prosenttia osallistuneista. Myos jakolaskun merkityksen tun-
nistaneiden oppilaiden suuruusluokka oli jo etukéteen paateltévissa, silla murtolukumer-
kintaa kaytetdan melko paljon peruskoulussa jakolaskun kuvaamiseen. Eréds mielenkiin-
toinen huomio tutkimustuloksissa oli se, ettd harvempi oppilaista |6ysi suhteen merkityk-
sen murtolukumerkinnalle kuvasta kuin spontaanisti pelkan merkinnén nahtyaan. Voidaan
pohtia, onko tutkimuksessa suhteen kuvaamiseen kaytetty kuva oppilaista epaselkea ja
alisiko eri tyylisella kuvalla saatu erilaiset tulokset.

Murtolukumerkinnalle |6ytyneiden merkitysten maaralla nayttaisi tutkimuksen mukaan ole-
van yhteys oppilaan luokka-asteeseen ainakin verrattaessa seitsemasluokkalaisia kahdeksas-
ja yhdeksasluokkalaisiin, silla suurimmat erot olivat naiden valilla. Eroa selittinee se, etta
sellaiset sisallét matematiikassa, joissa esiintyy esimerkiksi suhteen merkitys, opiskel-
laan kyseisessé koulussa ylaasteella vasta myéhemmin tarkemmin. Esimerkiksi verran-
nollisuuden laskeminen kéydaan lapi kahdeksannella luokalla ja mittakaavan laskeminen
yhdeksannella luokalla. My&s oppilaan matematiikan arvosanan ja murtolukumerkinnélle
Iéytyneiden merkitysten lukuméaran valilla nahtiin jonkinlainen yhteys, mutta sita ei voida
kuitenkaan pitaa tilastollisesti merkitsevana.

Murtolukutehtavan kirjallisessa kielentamisessa oppilaat kayttivat kuvickielen vastauksis-
saan lahinna pinta-alamallia, mika ei tuloksena yllattanyt, silla pinta-alamalli on oppikir-
joissa |a taten luultavasti myds opetuksessa kaikista kaytetyin malli. Murtolukutehtéavan
kolmanteen kohtaan, jossa oli tehtdvana ratkaista lasku 6 : 5, oppilaat hyddynsivat kai-
kista vahiten kuviokieltd vastauksen selittamiseen. Syyna tdhan voidaan olettaa olevan
se, eftd oppilailla ei ollut tietoa sellaisista malleista, joilla esitetdan kokonaisia, silla ylei-
simmin tunnettu pinta-alamalli on eniten kaytetty osan kokonaisuudesta kuvaamiseen.



Murtolukutehtévan a- ja b-kohdissa Kirjallisella kielentdmisella nahtiin olevan yhteys sen
kanssa, onko tehtévén ratkaisu oikein. Kuitenkaan c-kohdassa kirjallisella kielentamisel-
la ei ollut vaikutusta tehtéavén oikein ratkaisun kanssa. Syyna voidaan néhda tehtavien
erilaisuus. Tehtavan kahdessa ensimmaisessa kohdassa tehtédvanannon luvut olivat mur-
tolukumuodossa, jotka on oppilaille helpompi havainnollistaa kuvan avulla toisin kuin c-
kohdan kokonaisluvut.

Murtolukutehtavien Kirjallisen kielentamisen oppilaat kokivat yleisesti oftaen mukava. Li-
séksi kuviokielen kayttaminen koettiin helpommaksi kuin sanallisen selittdminen. Monet
oppilaista vastasivat kirjallisen kielentamisen auttavan tehtdvan ratkaisussa, mutta silti
useat vastasivat, ettd eivat aio hyddyntaa sitd jatkossa. Tama wvoisi johtua esimerkiksi
siitd, ettd oppilailla on valmiiksi sellainen kuva matematiikasta, etta tehtavat ovat lyhyi-
td ja nopeita Kirjoittaa, joten sanallinen selittdminen voi tuntua oppilaista vaivalloiselta.
Kirjallisen kielentamisen hyddyntdmisen hyddyt eivat siis kuitenkaan ole osan oppilaista
mielesta Kirjoittamisen vaivan arvoisia.
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8. LOPUKSI

8.1 Tutkimuksen luotettavuus ja eettisyys

Tutkimuksen luotettavuutta voidaan tarkastella validiteetin ja reliabiliteetin kasitteiden kaut-
ta [38]. Validiteetilla tarkocitetaan sita, onko tutkimuksessa tutkittu sita, mita on ollut tar-
koituskin tutkia [27]. Yksi tapa arvicida tutkimuksessa validiteettia on triangulaatio, joka
yksinkertaistettuna tarkoittaa erilaisten metodien, tutkijoiden, tiedonlahteiden tai teorioi-
den yhdistémista. Triangulaatiolla pyritddn mahdollisimman objektiivisiin tuloksiin. Trian-
gulaatio voidaan jakaa Denzinin (1978) mukaan neljaédn eri paatyyppiin, jotka ovat 1)
tutkimusaineistoon liittyva triangulaatio, 2) tutkijaan liittyva triangulaatio, 3) teoriaan liit-
tyva triangulaatio ja 4) metodologinen triangulaatio. [38] Tassa tutkimuksessa toteutuu
tutkimusaineistoon liittyva triangulaatio, teoriaan liittyva triangulaatio sekd metodologi-
nen triangulaatio. Tutkimuksen luotettavuutta liséa erilaisten aineistojen kayttd ja téssa
tutkimuksessa aineisto koostuikin seka likert -asteikollisista suljettujen kysymysten vas-
tauksista seka avoimien kysymysten vastauksista. Taman tutkimuksen luotettavuutta li-
s&a myds se, etta siihen on yhdistetty monenlaisia teorioita nakékulman laajentamisek-
si. Murtolukumerkity sten teoriapohjaa muodostaessa otettiin huomioon Joutsenlahden ja
Perkkilan, Murdock-Stewartin sekd Van de Wallen esitteleméat merkitykset murtolukumer-
kinnélle. Luotettavuutta tutkimuksessa lisaa liséksi eri metodien kayttd. Aineistoa hankit-
tiin seka suljettujen ettd avointen kysymysten avulla ja sitd tulkittiin seka kvalitatiivises-
ti teemoittelun ja luokittelun keinoin, ettd kvantitatiivisesti Excel ja IBM SPSS Statistics

-ohjelmistojen avulla.

Reliabiliteetilla tarkoitetaan puclestaan tutkimuksen toistettavuutta [38]. Tutkimusta voi-
daan pitaa toistettavana, silla sen kahta ensimmaista tutkimustehtévaa on kaytetty aikai-
semmin jo ainakin kahdessa tutkimuksessa. Liséksi tutkimuksen toteuttamisen ja ana-
lysoinnin vaiheet on kuvailtu tarkkaan ja tutkimustehtavat |5ytyvét sellaisenaan liitteis-
ta, joten tutkimuksen pystyy toistamaan melko sujuvasti. Parkkila ym. (2000) méaéarittavat
erdén |luotettavuuden kriteerin, uskottavuuden (credibility) tarkoittavan sita, etta tutkimuk-
seen osallistuneet Kuvaillaan riittdvésti ja kerdtyn aineiston totuudenmukaisuutta arvioi-
daan [38]. Tassa tutkimuksessa tutkimukseen osallistuneet Kuvattiin mahdollisimman tar-
kasti, mutta kuitenkin niin, ettd heidan henkiléllisyytensa ei tutkimuksesta paljastu. Tut-
kimuksen aineistoa voidaan pitda totuudenmukaisena siksi, etta tutkimukseen osallistu-
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minen oli oppilaille vapaaehtoista, eika heilla taten ollut syyta vaaristella vastauksiaan,

esimerkiksi parempien arvosanojen toivossa.

Erds tutkimuksen luotettavuuden kriteeri on tutkimustilanteen arviointi (dependability),
jossa Tynjalan (1991) mukaan tutkijan tulee ottaa huomioon seka tutkimukseen vaihte-
lua aiheuttavat ulkoiset tekijat seka tutkimuksesta itsestaén johtuvat tekijat [38)]. Tassa
pilaiden oppikirjat ottavat kantaa murtolukumerkinnan eri merkityksiin. Liséksi se, miten
perusopetuksen opetussuunnitelma ottaa kantaa murtolukumerkinnn eri merkityksiin ja
taten myds, miten opetiajat opettavat tasta, on tutkimustuloksiin vaikuttava ulkoinen te-
kija. Tutkimuksessa tulee ottaa liséksi huomioon se, etta oppilaiden matemaattiset taidot
olivat hyvin eri tasoisia niin ryhmien, kuin oppilaidenkin kesken. Tama tosin on sellainen
tekija, joka lisda tutkimuksen luotettavuutta, silla yleisestikin oppilaiden taitotaso on vaih-
televaa. Jos tutkimus olisi toteutettu vain tietyn arvosanan saaneilla oppilailla, ei tutkimuk-
sen tuloksia voisi yleistaa suuremmille joukoille. Tutkimuksesta itsestaan johtuvia tekijoita
on muun muassa tutkimuksen ajankohta, joka vaikuttaa osaltaan siihen, missd maarin
oppilaat ovat ehtineet opiskella murtolukuja seka siihen liittyvia eri merkityksia. Tutkimus
toteutettiin syyslukukaudella, jolloin esimerkiksi seitsemasluokkalaiset olivat jo ehtineet
kayda murtolukujen laskutoimitukset ja yhdeksésluokkalaiset yhdenmuotoisuuden ohes-
sa mittakaavan. Tutkimus kuitenkin toteutettiin kaikilla osallistuneilla samojen muutaman
vilkon sisélla, minka avulla pyrittiin silhen, ettd kullakin saman luokka-asteen oppilaalla
olisi samat pohjatiedot tutkimusta tehdessa.

Tutkimuksen luotettavuutta lisdd myds sen eettisyys [38]. Tutkimuseettisen tiedekunnan
[40] mukaan tutkimus voi olla eettisesti hyvaksytidvaa ja luotettavaa ja sen tulokset voi-
vat olla uskottavia ainoastaan silloin, kun tutkimus on suoritettu hyvaa tieteellista kay-
tantda noudattaen. Hyvan tieteellisen kaytannén lahtdkohtiin kuuluu tutkimusetiikan kan-
nalta muiden muassa tutkimustydssa, tulosten tallentamisessa, esittamisessa seka tu-
losten arvioinnissa rehellisten, huolellisten ja tarkkojen toimintatapojen noudattaminen
[40]. Tamén tutkimuksen kaikissa vaiheissa noudatettiin rehellisia, huolellisia ja tarkko-
ja toimintatapoja. Aineisto kerattiin ja sailytettiin suurta huolellisuutta kayttaen. Tulokset
esitettiin sellaisenaan, eikd niitd muokattu millaén tavalla tutkimuksessa kerrotun lisdk-
si. Tutkimuksessa tulee liséksi ottaa huomioon muiden tutkijoiden ty5t ja kunnioittaa niita
ja viitata t6ihin asianmukaisesti [40]. Tassa tutkimuksessa on mahdollisimman tarkkojen
lahdeviitteiden ja niihin liittyvan lahdeluettelon avulla esitetty, mitka ajatukset ovat muiden
tutkijoiden seka mitka opinnaytetydn tekijan omia. Hyvaan tieteelliseen kaytantéén kuu-
luu lisdksi tarvittavien tutkimuslupien hankkiminen [40]. Tassa tutkimuksessa rehtorilta
saadun luvan jalkeen virallinen tutkimuslupa haettiin ensin asianmukaisesti kaupungilta,
jossa tutkimus toteutettiin. Ennen tutkimuksen toteuttamista myds osallistuneiden oppi-
laiden huoltajilta pyydettiin lupaa tutkimukseen osallistumiseen, silla oppilaat olivat kaikki
alaikaisia.



Tutkimuksen otannan ollessa suhteellisen pieni, ei tuloksia voida yleistaa kaikille ylaas-
teikaisille oppilaille, mutta niiden voidaan ajatella antavan kuitenkin hyvén kuvan ylaas-
teikaisten tunnistamista merkityksistd murtolukumerkinnalle. Mikali tutkimus toistettaisiin
saman ikiisilla oppilailla, kuin tutkimukseen osallistuneet, voidaan olettaa, ettd tulokset
olisivat samansuuntaiset. Yksildn kasitykset tietysta asiasta, tdssé tapauksessa murtolu-
kumerkinnan eri merkityksista ja murtolukutehtavien kirjallisesta kielentamisesta, ei muo-
dostu ainoastaan omien kokemusten kautta, vaan ne ovat elamamme ihmisyhteisdista ko-
toisin [21]. lhmisen kéasitykset muotoutuvat viestinnan, kasvatuksen ja opetuksen my6ta,
eivatka taten valttamatta ole omakohtaisia [21]. My6s oppilaiden kasitykset murtoluvuista
ovat muotoutuneet kasvatuksen ja opetuksen kautta ja voivat yhteisen opetussuunnitel-
man takia olla hyvinkin samankaltaiset muiden suomalaisten ylaasteikaisten oppilaiden
kanssa.

8.2 Pohdinta

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittaa, millaisia merkityksia ylakouluikaiset l6ytavat mur-
tolukumerkinnélle seka millaisia kuviokielen malleja oppilaat hyddyntavat murtolukutehta-
vien Kielentamisessa. Liséksi selvitettiin lyhyesti, miten oppilaat kokevat kirjallisen kielen-
tamisen osana tehtdvén ratkaisua. Tutkimuksella onnistuttiin saamaan vastaukset Kaik-
kiin tutkimuskysymyksiin. Tutkimuksessa keratty aineisto antaa kuvaa siitd, millainen on
ylékouluikéisen oppilaan kasitys murtolukumerkinnasta. Kuten aikaisempien tutkimusten
perusteella oletettiin, murtolukumerkinnén merkityksista osa kokonaisuudesta -merkitys
oli oppilaille huomattavasti tutuin. Oppilaat eivat juurikaan |&ytéaneet murtolukumerkinnal-
le suhteen tai mitan merkityksia, mika oli myds oletettavissa aikaisempien tutkimusten ja
oman kokemuksen perusteella. Murtolukutehtavan kirjallisessa kielentamisesséa useim-
miten kaytetty kuviokielen malli oli pinta-alamalli, joka on myds koulumaailmassa eniten
kaytetty murtolukujen kuvaamiseen. Muita malleja ei juurikaan esiintynyt vastauksissa,
mika kertoo siitd, kuinka vdhan muita malleja oppilaat ylipdansa osaavat hyédyntaa. Tu-
loksena tdma on harmillinen, silld eri kuviokielen mallien avulla oppilaalla olisi valineet
muidenkin murtolukumerkinnén merkitysten havainnollistamiseen. Tuntuu luontevammal-
ta Kuvata esimerkiksi suhdetta joukkomallin avulla pinta-alamallin sijaan. Useiden kuvio-
kielen mallien kaytdn hallitseminen olisi hyddyllista myds siksi, ettd kuten tdmankin tutki-
mus osoittaa, kuviokielen avulla selittdmisesta voisi olla apua tehtavén oikein ratkaisussa.

Tutkimuksen tuloksia pohdittua on mielekésta miettid, miten saatuja tuloksia tulee hyd-
dynnettya tulevana opettajana. Koska tutkimuksesta selvisi liséksi, ettd oppilaat kokivat
kirjallisen kielentamisen kaytén tehtévan ratkaisussa yleisesti ottaen mukavana ja autta-
van tehtavan ratkaisussa, voisi sitd hyddyntda enemmén matematiikan opiskelussa. Sen
liséksi, ettd luonnollisella kielella oman ratkaisun selittdmisella on hydtynsa seka oppi-
laalle etta opettajalle, voisi eri kuviokielen mallien opettelu ja kéyttd auttaa oppilaita my&s



eri murtolukumerkinndn merkitysten ymmaértamisessa. Esimerkiksi suhde voisi olla op-
pilaille helpompi ymmartaa, kun se esitettaisiin joukkomallin avulla. Koen, ettd oppikirjat
ovat lilan jumittuneet kuvaamaan murtolukuja perinteisten murtokakkujen avulla ja tutki-
muksen tekeminen avasi silm&ni myds muille vaihtoehdoille, joita tulen varmasti hyddyn-
tdmaan tydsséani opettajana. Uskon myds, ettd kielentdminen tulee omassa tydssani ole-
maan menetelma, josta tulen pitdmé&an kiinni. Esimerkiksi oppilaiden tydskentely pareit-
tain luokassa voi olla &arimmaisen hedelmallista, kun oppilaat paasevat suullisesti kielen-
tdm&an omia ajatuksiaan toiselle ja toisaalta my&s kuulemaan toisen oppilaan kasityksen
opittavasta asiasta.

Tutkimuslomakkeen ollessa melko laaja, saatiin tutkimusaineistosta analysoitua monia
asioita ja tdten myos tutkimuskysymyksia oli useita. Jalkikateen mietittyna tutkimuksen
olisi voinut rajata suppeammaksi esimerkiksi kasittelem&an ainoastaan murtolukumerkin-
nan eri merkityksien hallintaa. Myds tutkimustehtavien kuvia olisi voinut harkita muokkaa-
van jollakin tapaa selkeammaksi. Tutkimusta tehdessa pohdin myds ideoita jatkotutkimuk-
sille. Olisi mielenkiintoista selvittad, miten oppilaat hyédyntéisivat eri kuviokielen malleja
eri murtolukumerkinnan merkityksien kuvaamiseen, mikali heille olisi etukateen esitelty
eri murtolukumerkinnén merkitykset seka kuviokielen mallit. Lisaksi, koska tamén tutki-
muksen tulokset olivat samansuuntaisia luokanopettajaopiskelijoille tehdyn tutkimuksen
kanssa, olisi mielenkiintoista selvittaa, millaisia tuloksia saataisiin matematiikan aineen-
opettajaopiskelijcilla. Koska matematiikan aineenopettajat ovat niita, jotka jatkavat oppi-
laiden murtolukumerkinnén kasityksen muodostumista, olisi mielenkiintoista tietaa, mitka
ovat heidan kasityksensa murtolukumerkinnén eri merkityksista ja, kuinka ne eroavat luo-
kanopettajien kasityksista. Lisaksi koska oppilaat tunnistavat murtolukumerkinnalle vain
osan sen merkityksista, voisi kehitystutkimuksena luoda oppimateriaalin, jonka avulla py-
rittéisiin vahvistamaan oppilaiden tietdmysta muistakin murtolukumerkinnan merkityksis-
ta.
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LIITE A: TUTKIMUSLOMAKE

Nimikirjaimet Luokka-aste [ ]k [ ]ex HEC
Sukupugli [[wvtte [ Jeoice [ Jmuu [ ]en halua kertoa

Rastita toinen vaihtoshdoista: Vastauksiani [:I SAM KAYTTAA I:I El SAA KAYTTAA
tutkimukseen,

Tutkimuksessa vastauksia kasitelladn anonyymisti ja hyvaa tieteellista tapaa noudattaen.
Wimikirjaimet tarvitaan kyselyyn, jotta tehtdvilomakkest pystytddn yvhdistimadn toksiinsa.
Tutkimuksen tuloksista ei pysty tunnistamaan yksittaists vastaajaa.

1. Mits merkityksis alla clevalla merkinnglls mielestssi voisi olla? Voit kirjoittasa
esimerkkilauseita, joissa kBytat keksimidsi erilaisia merkityksid. Keksi mahdollisimman
monta erilaista merkitysta ja kifoita ne kuvan alla oleville numeroiduille riveille.

2
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Nimikirjaimet Luokka-aste D?m |:|Blk Dmk

Arvosanani matematiikassa kevattodistuksessa

1. Kirjoita alla clevien kuvien viereen luonnollisella kielelld (suomeksi), milld tavoin kuviot

mielestdsi kuvaavat matemaattista merkintas 5 .

A
B.
C.
| 1
0,67 | I
[ 1
| 1
| [
I 1
L] L]
D. 2
3
L l [ 1
] I ]
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2. Ratkaise tehtavat. Selitd lisdksi tehtdvien ratkaisut omin sanoin ja piirrd tehtavien
ratkaisuja havainnollistavat kuvat.

a) §+§

h]f:z
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c) 6:5
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Loppukysely

Kitos, ettd olit mukana!

Taman kyselyn awulla kerdan tietoa siitd, millaiseksi murtolukulaskut ja kirjzllisen kielentimisen
tehtavat koetaan.

Kitos vastaamisasta huolellisesti!

Jenmni Riutta

Rastiza yksi vaihtoehto viittamas kohden,
=taysin samaa mieltd

= samaa mieltd

@ = 2] samaa, eikad eri mielté

@ = psittain 2ri micha
>

® =13ysin er mieltd

- SRIEIEE

L Murtolukutehtdvan selittBminen omin sanoin oli
miekestani mukavaa.

2 Murtolukutehtgvan selittdminen ominsanoin oli
mielestani helppoa.

3.Murtolukutehtavan selittaminzn kuvan avulla oli
miekstani mukavaa.

4 Murtolukutehtavan selittaminzn kuvan avulla oli
miekestani helppoa.

5. Murtolukutehtavan selittaminzn omin sanoin
auttoi minua tehtdvan ymmartemisessa ja
ratkaisemisessa.

& Murtolukutehtavassa kuvan piirtdminen autto
minua tehtdvan ymmartamisess3a ja ratkaisemissa.

7.Alon jetkossa hyddyntdd ominsanoin selittdmistd
jaftai kuvan piiridmista tehtdavan ratkaisussa.




LIITE B: TUTKIMUSLUPALAPPU HUOLTAJILLE

HEI.'P

olen matematiikan ameenopeitajaopiskelija Tampereen yliopistosta ja teen tilla hetkelld pro gradu -
tutiielmaa Tydssini tutlan yl&astedkdiisten oppilaiden murtolulumerkommén en merlatysten
hallintas sekd mitd murtolulumerkinnén merkityk=i3 oppilaat hySdyntivit karjallisen kelentimizen
tehtivissd. Kirjallisella kielentamiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun ilmaisemista
luonnollizen kielen, matematukan symbolikaelen tai kuvickielen avulla.

Lokalmssa 2012 kerdin ainestoa tutlbimukseen lapsenne luokasta. Tarkoitukzena on, etts oppilaat
tekevit suunnittelemam tehtivat sekd vastasvat tehtiviin littyvim keysymyksin

Tutkimukseen osallistumimen on vapaaehtoista. Oppilaan nime3 tai koulua e1 mamita tutkielmassa
Aineistoa hySdynnetiin ainoastaan tissd tutkimuksessa ja =itd kiisitellian luottamulsellisesti.
Aimeisto hivitetain tutkielman jullzizun jilkeen.

Pro gradu -tutkielmani ohjaajana toimii dosentti Jorma Joutsenlahti, (jorma. joutsenlahti tom fi).
Toivon, ettd nucrenne saisi osallistua tutkimukseeni, ja pyydin teitd tayitimiin cheizen lupalapun.
Milili tuthkimulksesta heraa kysyttavai, annan mielellan hisitietoja.

Ystaviillisin terveisin
Jenni Riutta
jenni riutta@tuni fi

saa osalhistua tutiomukzeen.

ei saa ozallistua tutbamulseen

Huoltajan allelarjoitus
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LIITE C: SPSS TAULUKOT

Arvosana

Maara Mean N Std. Deviation
0 8,00 2 ,000
1 8,46 13 J76
2 8,63 27 1,043
3 9,25 8 1,035
Total 8,66 50 ,982

Kuva C.1. Murtolukumerkinnélle l&ytyneiden merkilysten maarat oppilaan keskiarvoon
verrattuna.

Chi-Square Tests

Asymptotic
Significance
Value df (2-sided)
Pearson Chi-Square 12 368° 12 FaN
Likelihood Ratio 15416 12 218

M ofValid Cases 50

a. 17 cells (85,0%) have expected count less than 5. The
minimum expected count is 04,

Kuva C.2 Murtolukumerkinnélle I6ytynsiden merkitysten méadrén ja arvosanan vélinen
riljppuvuus



Chi-Square Tests
Asymptotic

Slgnificance
Walue df (Z-sided)
Fearson Chi-Square 20,423® 4 =001
Likelihood Ratia 21515 4 =00
Linear-by-Linear 18,217 1 =00
Association
M ofWalid Cases 62

a.1 cells (11,1%) have expected count less than 5. The minimum
expected countis 413,

Kuva C.3. Viittdmien 1 ja 2 vélinen riippuvuus

Chi-Square Tests
Asymptotic

slgnificance
Walue df (2-sided)
Fearson Chi-Square 28,1172 4 =001
Likelihood Ratio 29,378 4 =001
Linear-by-Linear 21,597 1 =001
Association
M ofWalid Cases 1

a. 4 cells (44 4%) have expected count less than 5. The minimum
expected countis 2,65,

Kuva C.4. Viittdmien 3 ja 4 vélinen riippuvuus

Chi-Square Tests
Asymptotic

slgnificance
Walue df (2-sided)
Fearson Chi-Square 17,943% 4 oo
Likelihood Ratio 18,403 4 oo
Linear-by-Linear 12,186 1 =001
Association
M ofWalid Cases 62

a. 4 cells (44 4%) have expected count less than 5. The minimum
expected countis 3,35,

Kuva C.5. Véittdmien 1 ja 3 vélinen riippuvuus
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Chi-Square Tests
Asymptotic

slgnificance
Walue df 2-sided)
Fearson Chi-Square 33,920° 4 =001
Likelihood Ratio 36,338 4 =001
Linear-by-Linear 26,870 1 =001
Association
M ofWalid Cases 1

a. 2 cells (22,2%) have expected count less than 5. The minimum
expected countis 3,63,

Kuva C.6. Véittamien 2 ja 4 vélinen riippuvuus

Chi-Square Tests
Asymptotic

Slgnificance
Walue df (Z-sided)
Fearson Chi-Square 358,800° 4 =001
Likelihood Ratia 43718 4 =00
Linear-by-Linear 32,355 1 =00
Association
M ofWalid Cases 1

a. 0 cells (0,0%] have expected count less than 5. The minimum
expected countis 5,61,

Kuva C.7. Véittdmien 5 ja 7 vélinen riippuvuus
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