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T ut ki m u k s e n t ar k oit u k s e n a oli s el vitt ä ä, mill ai si a m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k si ä yl ä a st ei k äi-

s et o p pil a at t u n ni st a v at m urt ol u k u m er ki n n äll e, s e k ä kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi st ä m urt o-

l u k ut e ht ä vi e n r at k ai s u s s a. M urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n t u n ni st a mi st a t e st attii n s e k ä s p o nt a a-

ni sti p el k ä st ä a n n et u st a m er ki n n ä st ä ett ä k u vi e n a v ull a. Kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi st ä

t ut kittii n t ar k a st el e m all a, mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a o p pil a at k ä ytt ä v ät t e ht ä v ä n r at k ai s u n t u k e n a,

s e k ä mit e n o p pil a at k o k e v at kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi s e n t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a.

T ut ki m u s m e n et el m ä n ä k ä yt ettii n Mi x e d M et h o d s - m e n et el m ä ä ( M M R), j o k a y h di st ä ä l a a d ulli-

s e n j a m ä är älli s e n t ut ki m u k s e n. T e or e etti s e n a viit e k e h y k s e n ä t ut ki m u k s e s s a h y ö d y n n ettii n m urt o-

l u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si ä s e k ä k u vi o ki el e n m all ej a. M urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si ä o v at

m u u n m u a s s a s u h d e, j a k ol a s k u, o s a k o k o n ai s u u d e st a j a mitt a. K u vi o ki el e n m allit j a et a a n p u ol e s-

t a a n k ol m e e n l u o k k a a n; pi nt a- al a m allii n, pit u u s m allii n j a j o u k k o m allii n. Li s ä k si t e or e etti s e e n vii-

t e k e h y k s e e n k u ul u u t ut ki m u k s e n m at e m a atti n e n o s u u s, j o k a k ä sitt el e e m urt ol u k uj e n yl ei st ä mi st ä

k o k o n ai s al u ei sii n.

Ai n ei st o k er ättii n o p pil aill a t e et ett ä vi e n t ut ki m u sl o m a k k ei d e n a v ull a j a ai n ei st o n a n al y y si s s a

h y ö d y n n ettii n si s äll ö n a n al y y si a. Ai n ei st o n k er ä ä mi n e n t ot e ut ettii n s y k s yll ä 2 0 2 2 er ä ä n Pir k a n m a a-

l ai s e n y ht e n äi s k o ul u n yl ä k o ul u n p u ol ell a. O p pil a at ( N = 6 2) t e ki v ät y h d e n o p pit u n ni n ai k a n a t ut ki-

m u sl o m a k k e e n, j o k a k o o st ui k ol m e st a t e ht ä v ä st ä j a l o p p u k y s el y st ä.

T ut ki m u st ul o st e n m u k a a n o p pil a at l ö y si v ät e nit e n m urt ol u k u m er ki n n äll e m er kit y k si ä o s a k o k o-

n ai s u u d e st a j a j a k ol a s k u. V ä hit e n t u n ni st et ut m er kit y k s et oli v at p u ol e st a a n mitt a j a s u h d e. M urt o-

l u k u m er ki n n ä n k u v a a mi s e e n k u vi o ki el ell ä s u uri n o s a o p pil ai st a k ä ytti pi nt a- al a m alli a, j oi st a s u uri n

o s a k o ul ui s s a yl ei si m mi n k ä yt ett y ä " piir a k k a m alli a". J o u k k o m alli a k ä ytti v ai n m u ut a m a o p pil a s j a

pit u u s m alli a ei y k si k ä ä n. O p pil ai d e n k o k e m u k s et kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi s e st ä t e ht ä-

v ä n r at k ai s u s s a oli v at k e s ki m ä äri n p o sitii vi si a. T e ht ä v ä n s elitt ä mi s e n k u vi o ki el e n a v ull a o p pil a at

k o ki v at l u o n n olli s e n ki el e n a v ull a s elitt ä mi s e e n v err att u n a h el p o m m a k si, m u k a v a m m a k si j a h y ö-

d ylli s e m m ä k si.

T ut ki m u st ul o st e n p er u st e ell a m at e m atii k a n o p et u k s e s s a m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y st e n

e sitt el y j a v ert ail u oli si t ar p e e n, sill ä o p pil ai d e n t ä m ä n h et ki n e n ti et ä m y s r aj a ut u u l ä hi n n ä k a ht e e n

m er kit y k s e e n. Li s ä k si v oi d a a n t o d et a, ett ä m urt ol u k u m er ki n n ä n e sitt ä mi s e e n k u vi o ki el ell ä oli si

h y ö d ylli st ä o p et ell a pi nt a- al a m alli n li s ä k si m y ö s m ui d e n k u vi o ki el e n m alli e n h y ö d y nt ä mi st ä. T ä-

m ä si k si, ett ä e si m er ki k si t ut ki m u k s e n t e ht ä v ä s s ä, j o s s a t uli j a k a a i s o m p a a l u k u a pi e n e m m äll ä,

s u uri m m all a o s all a o p pil ai st a ei oll ut k ei n oj a k u v at a m u o d o st u v a a m urt ol u k u m er ki nt ä ä k u vi o ki e-

l ell ä. Kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi st ä, et e n ki n k u vi o ki el ell ä t a p a ht u v a a, v oi d a a n t ut ki m u k-

s e n p er u st e ell a s u o sit ell a m urt ol u k uj e n o pi s k el u s s a h y ö d y n n ett ä v ä k si, sill ä o p pil a at k o ki v at t ä m ä n

h y ö d ylli s e n ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a.

A v ai n s a n at: m at e m atii k k a, m urt ol u k u, r ati o n a alil u k u, p er u s k o ul u, ki el e nt ä mi n e n, o p pi mi n e n

T ä m ä n j ul k ai s u n al k u p er äi s y y s o n t ar k a st ett u T ur niti n Ori gi n alit y C h e c k - o hj el m all a.
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1. J O H D A N T O

J o k ai n e n m ei st ä t ör m ä ä m urt ol u k ui hi n arj e s s a a n. I h mi n e n o n k o s k et u k si s s a m urt ol u k ui-

hi n j o e n n e n k ui n y m m ärt ä ä, mit ä m urt ol u v ull a t ar k oit et a a n. M urt ol u v u n m er kit y s e sii n-

t y y e si m er ki k si til a nt e e s s a, k u n l a p si mi ettii k a u p a s s a, k ui n k a m o nt a 1 0 s e nti n k oli k k o a

t ar vit a a n e ur o n j ä ät el ö n o st a mi s e e n. E si m er ki k si j u uri r a h a n a v ull a l a p si v oi o p pi a o s a n

k o k o n ai s u u d e st a m er kit y k s e n m urt ol u v ull e. Li s ä k si l a p si y m m ärt ä ä m urt ol u k ui hi n liitt y vi ä

k ä sitt eit ä k ut e n p u oli k a s, v ai k k a ei sit ä vi el ä m er ki nt ä n ä y m m ärt äi si. L a p si y m m ärt ä ä mi-

t ä t ar k oitt a a j o n ki n k o n kr e etti s e n a si a n, e si m er ki k si piir a k a n j a k a mi n e n k a ht e e n o s a a n j a

s e n, ett ä j a o s s a s y nt y y k a k si p u oli k a st a.

Siit ä h u oli m att a, v ai k k a l a p si y m m ärt äi si m urt ol u v u n m er kit y k s e n k ä yt ä n n ö s s ä, m at e m a-

tii k a n o pi s k el u s s a siirt y mi n e n l u o n n olli si st a l u v ui st a r ati o n a alil u k ui hi n o n m o nill e o p pil aill e

h a n k al a a [ 2 0]. R ati o n a alil u v ui st a t e k e e h a n k al a a o p pi a e n si n n ä ki n s e, ett ä r ati o n a alil u-

k uj e n m er ki nt ät a v at, d e si m a alil u k u j a et e n ki n m urt ol u k u er o a v at h u o m att a v a sti l u o n n olli-

s e st a l u v u st a. R ati o n a alil u v ut h allit a k s e e n, t ul e e o s at a v ai h d ell a s uj u v a sti n äi d e n e sit y s-

m u ot oj e n, m urt ol u v u n j a d e si m a alil u v u n v älill ä. M urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u k s et ki n v oi v at

t u nt u a o p pil a a st a h a n k al alt a, sill ä n e ei v ät t oi mi k a a n s a m all a t a v all a k ui n l u o n n olli sill a

l u v uill a. Li s ä k si o p pil a all e v oi oll a v ai k e a a k ä sitt ä ä, ett ä m urt ol u k u m er ki n n äll ä v oi d a a n

k u v at a m u ut a ki n k ui n o s a a k o k o n ai s u u d e st a. N äi n s el vi ä ä e si m er ki k si J o ut s e nl a h d e n j a

P er k kil ä n t ut ki m u k s e s s a, j o s s a s u uri n o s a t ut ki m u k s e e n o s alli st u n ei st a l u o k a n o p ett aj a o-

pi s k elij oi st a t ul kit si m urt ol u k u m er ki n n ä n o s a n a k o k o n ai s u u d e st a [ 1 1]. O s a k o k o n ai s u u-

d e st a - m er kit y k s e n li s ä k si m urt ol u k u m er ki nt ä ä v oi d a a n k ä ytt ä ä m u u n m u a s s a s u ht e e n j a

j a k ol a s k u n k u v a a mi s e e n [ 1 0].

T ut ki m u k s e n t ar k oit u k s e n a o n t ut ki a, mill ai si a eri m er kit y k si ä yl ä a st ei k äi s et o p pil a at t u n-

ni st a v at m urt ol u k u m er ki n n äll e p el k ä st ä a n n et u st a m urt ol u k u m er ki n n ä st ä s e k ä a n n ett uj e n

k u vi e n a v ull a. Li s ä k si t ar k oit u k s e n a o n s el vitt ä ä, h a v ait a a n k o v a st a u k si s s a er oj a eri v u o-

sil u o k ki e n o p pil ai d e n v älill ä j a v ai k utt a a k o ai k ai s e m pi m e n e st y s m at e m atii k a n o pi n n oi s s a

m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ä ä n. T ut ki m u k s e n t ar k oit u k s e n a o n

li s ä k si s el vitt ä ä, mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a o p pil a at h y ö d y nt ä v ät m urt ol u k ut e ht ä vi e n kir-

j alli s e s s a ki el e nt ä mi s e s s ä s e k ä, mill ai s e n a o p pil a at k o k e v at m at e m atii k a n kirj alli s e n ki e-

l e nt ä mi s e n o s a n a m urt ol u k ut e ht ä v ä n r at k ai s u a. T ut ki m u s m e n et el m ät t ut ki m u k s e s s a o v at

s e k ä k v alit atii vi si a ett ä k v a ntit atii vi si a j a t ul o st e n a n al y s oi ntii n h y ö d y n n et ä ä n si s äll ö n a n a-

l y y si a.
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2. M A T E M A TII K A N O S A A MI N E N J A Y M M Ä R T Ä MI N E N

2. 1  M at e m atii k a n o s a a mi n e n

Vii m e v u o si k y m m e nt e n aj a n S u o mi o n m e n e st y n yt k a n s ai n v äli si s s ä p er u s k o ul ui k äi st e n

m at e m atii k a n o s a a mi s e n mitt a u k si s s a. M u u n m u a s s a v u o d e n 2 0 1 1 TI M S S ( Tr e n d s i n

I nt er n ati o n al M at h e m ati c s a n d S ci e n c e St u d y) t ut ki m u k s e s s a S u o mi oli k y m m e n e n p ar-

h ait e n m e n e st y n e e n m a a n j o u k o s s a [ 3 0, s. 4 9]. K uit e n ki n j oit a ki n m u ut o k si a ki n o n vii m e

v u o si k y m m e nt e n ai k a n a o s a a mi s e s s a t a p a ht u n ut. TI M S S –t ut ki m u st e n t ul o k si st a h u o-

m at a a n, k ui n k a v u o si e n 1 9 9 9 j a 2 0 1 1 v älill ä k a h d e k s a sl u o k k al ai st e n o p pil ai d e n m at e m a-

tii k a n o s a a mi n e n o n v ä h e nt y n yt m er kitt ä v ä sti; v u o n n a 1 9 9 9 pi st ei d e n k e s ki ar v o oli 5 2 0 j a

v u o n n a 2 0 1 1 e n ä ä 4 8 2 pi st ett ä [ 3 0]. T ä m ä n li s ä k si k a n s ai n v äli st e n t ut ki m u st e n t ul o k si st a

o n h u o m att a vi s s a m u ut o s t ytt öj e n j a p oi ki e n v äli si s s ä o s a a mi s er oi s s a.

J ott a v oi d a a n t ar k a st ell a s y v e m mi n m at e m atii k a n o s a a mi st a j a s e n o s a- al u eit a, t ul e e e n-

si n m ä ärit ell ä, mit ä m at e m atii k a n o s a a mi s ell a t ar k oit et a a n. PI S A – o hj el m a n m ä ärit el m ä n

m u k a a n m at e m atii k a n o s a a mi s ell a t ar k oit et a a n

“ y k sil ö n k y k y ä m u ot oill a, k ä ytt ä ä j a t ul kit a m at e m atii k k a a eril ai si s s a til a nt ei s-

s a. S e pit ä ä si s äll ä ä n m at e m a atti s e n p ä ätt el y n s e k ä m at e m a atti st e n ti et oj e n,

k ä sitt ei d e n, m e n et el mi e n j a v äli n ei d e n k ä ytt ä mi s e n il mi öi d e n k u v a a mi s e s s a,

s elitt ä mi s e s s ä j a e n n u st a mi s e s s a. S e a utt a a y k sil öit ä t u n ni st a m a a n m at e m a-

tii k a n m er kit y k s e n y m p är öi v ä s s ä m a ail m a s s a j a t e k e m ä ä n t ar vitt a vi a p er u s-

t elt uj a p ä ät ö k si ä o s alli st u vi n a, r a k e nt a vi n a j a aj att el e vi n a k a n s al ai si n a.” [ 1 8,

s. 2 2]

T ä m ä m ä ärit el m ä pit ä ä si s äll ä ä n s a m oj a o s a- al u eit a, k ui n s e ur a a v a k si e sit ell yt Kil p atri c-

ki n y m. m ä äritt el e m ät m at e m atii k a n o s a a mi s e n vii si o s a- al u ett a.

Kil p atri c k, S w aff or d j a Fi n d ell [ 1 7, s. 5] j a k a v at m at e m atii k a n o s a a mi s e n ( m at h e m ati c al

pr o fi ci e n c y viit e e n t oi sii n s a k yt k e yt y n e e s e e n o s a- al u e e s e e n. N ä m ä o s a- al u e et o v at

1. K ä sitt e elli n e n y m m ärt ä mi n e n ( c o n s e pt u al u n d er st a n di n g): m at e m atii k a n k ä sitt ei-

d e n, l a s k ut oi mit u st e n j a nii d e n v äli st e n s u ht ei d e n y m m ärt ä mi n e n.

2. Pr o s e d ur a ali n e n s uj u v u u s ( pr o c e d ur al fl u e n c y): t ait o t ot e utt a a pr o s e d u ur ej a j o u s-

t a v a sti, t e h o k k a a sti j a t ar k oit u k s e n m u k ai s e sti.
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3. Str at e gi n e n t ait a v u u s ( str at e gi c c o m p et e n c e): k y k y l a ati a, e sitt ä ä j a r at k ai st a m a-

t e m a atti si a o n g el mi a.

4. M u k a ut u v a p ä ätt el y ( a d a pti v e r e a s o ni n g): k y k y l o o gi s e e n aj att el u u n, p o h di nt a a n,

s elitt ä mi s e e n j a p er u st el u u n.

5. Yritt eli äi s y y s ( pr o d u cti v e di s p o siti o n): t e n d e n s si n ä h d ä m at e m atii k k a k ä yt ä n n ölli-

s e n ä, h y ö d ylli s e n ä j a v ai v a n ar v oi s e n a s e k ä u s k o o m a n a h k er u u d e n v ai k ut u k s e e n.

T är k ei n h u o mi o o n, ett ä n ä m ä vii si m at e m atii k a n o s a a mi s e n o s a- al u ett a ei v ät ol e it s e n äi-

si ä, v a a n y ht e e n ni v o ut u n eit a j a m u o d o st a v at y h d e s s ä k o k o n ai s u u d e n, ei k ä m at e m atii k a n

o s a a mi st a p y st yt ä s a a v utt a m a a n v ai n o s all a n äi st ä m at e m atii k a n o s a a mi s e n o s a- al u ei st a

[ 1 7, s. 1 1 6].

K u v a 2. 1. M at e m atii k a n o s a a mi s e n vii si o s a- al u ett a ( m u o k att u l ä ht e e st ä [ 1 7, s. 5])

K ä sitt e elli s ell ä y m m ärt ä mi s ell ä t ar k oit et a a n k o k o n ai s v alt ai st a y m m ärr y st ä m at e m a atti si s-

t a k ä sitt ei st ä. S ell ai s et o p pil a at, j oill a o n h y v ä k ä sitt e elli n e n y m m ärr y s, o s a a v at e n e m m ä n

k ui n v ai n y k sitt äi si ä t y öt a p oj a j a f a kt oj a. H e y m m ärt ä v ät o pitt a v a n a si a n m er kit y k s e n j a

o s a a v at liitt ä ä s e n o s a k si ai e m mi n o pitt u a. K ä sitt e elli st ä y m m ärr y st ä o s oitt a a eril ai st e n

e sit y st a p oj e n k ä ytt ö j a y m m ärr y s siit ä, mi hi n k ä ytt öt ar k oit u k s e e n eri e sit y st a v at o v at h y ö-

d ylli si ä. [ 1 7, s. 1 1 8- 1 1 9]

Pr o s e d ur a ali n e n s uj u v u u s t ar k oitt a a ti et o a eri pr o s e d u ur ei st a eli m e n et el mi st ä s e k ä t ai-
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t o a k ä ytt ä ä niit ä j o u st a v a sti, t e h o k k a a sti j a t ar k oit u k s e n m u k ai s e sti. Pr o s e d ur a ali n e n s uj u-

v u u s t u k e e l a s k ut a p oj e n y ht äl äi s y y k si e n j a er oj e n t ar k a st el u a. S e o n y ht e e n ki et o ut u n ut

k ä sitt e elli s e n y m m ärt ä mi s e n k a n s s a, sill ä o pitt a v a n a si a n k ä sitt e elli n e n y m m ärt ä mi n e n

h el p ott a a o p pi mi st a, v ä h e nt ä ä altti utt a vir h eill e s e k ä u n o ht a mi s ell e. Il m a n pr o s e d ur a a-

li st a s uj u v u utt a, o p pil a a n o n v ai k e a s y v e nt ä ä y m m ärr y st ä ä n siit ä, k ui n k a m at e m a atti si a

o n g el mi a r at k ai st a a n. [ 1 7, s. 1 2 1- 1 2 2]

V ai k k a k o ul u m at e m atii k a s s a o p pil a at s a a v at t y y pilli s e sti v al miit t e ht ä v ät r at k ai st a v a k si,

s a att a v at h e k o ul u n ul k o p u ol ell a t ör m ät ä til a nt ei sii n, j oi s s a h ei d ä n t ul e e it s e s el vitt ä ä o n-

g el m a j a s e n r at k ai s u. T äll ai si s s a til a nt ei s s a t ar vit a a n str at e gi st a t ait a v u utt a. Str at e gi n e n

t ait a v u u s, k ä sitt e elli n e n y m m ärt ä mi n e n j a pr o s e d ur a ali n e n s uj u v u u s t u k e v at k ai k ki t oi-

si a n s a. R at k ai st a e s s a h a a st a vi a m at e m a atti si a o n g el mi a, t ar vit a a n t ait o a k ä ytt ä ä eril ai-

si a m e n et el mi ä, j a t oi s a alt a p u ol e st a a n k o k e m u k s et o n g el m a nr at k ai s u st a a utt a v at u u si e n

m e n et el mi e n o p pi mi s e s s a. [ 1 7, s. 1 2 4- 1 2 9]

M at e m atii k a n o s a a mi s e n n elj ä n n ell ä o s a- al u e ell a, m u k a ut u v all a p ä ätt el yll ä t ar k oit et a a n

t ait o a aj at ell a k ä sitt ei d e n j a eril ai st e n m at e m a atti st e n til a nt ei d e n s u ht eit a l o o gi s e sti. V oi-

d a a n s a n o a, ett ä m u k a ut u v a p ä ätt el y o n m at e m atii k a s s a v oi m a, j o k a pit ä ä k ai k e n k a-

s a s s a. M u k a ut u v a a n p ä ätt el y y n liitt y y k y k y p er u st ell a t e k e m ä ä n s ä. P er u st el u v oi oll a e si-

m er ki k si t o di st a mi st a, v ai k k a k a a n t o di st a mi n e n ei ol e ai n o a k ei n o p er u st ell a. M ui hi n m a-

t e m atii k a n o s a- al u ei sii n m u k a ut u v a p ä ätt el y liitt y y et e n ki n o n g el m a nr at k ai s u s s a. [ 1 7, s.

1 2 9- 1 3 1]

Vii m ei n e n o s a- al u e, yritt eli äi s y y s t ar k oitt a a t ai p u m u st a n ä h d ä m at e m atii k k a j är k e v ä n ä,

mi elt ä ä s e s e k ä h y ö d ylli s e n ä ett ä v ai v a n ar v oi s e n a, n ä h d ä it s e n s ä t e h o k k a a n a m at e m atii-

k a n o p pij a n a s e k ä u s k o a p ä ätt ä v äi s e n yritt ä mi s e n k a n n att a v u ut e e n. M ui hi n o s a- al u ei sii n

yritt eli äi s y y s liitt y y sit e n, ett ä k e hitt ä ä k s e e n m uit a m at e m a atti s e n o s a a mi s e n o s a- al u eit a,

o p pil a a n t ul e e u s k o a, ett ä m at e m atii k k a o n k ä sit ett ä v ä ä j a, ett ä sit ä v oi o p pi a, k u n h a n

yritt ä ä si n ni k k ä ä sti. [ 1 7, s. 1 3 1]

T ä m ä n t ut ki m u k s e n k a n n alt a m at e m atii k a n o s a a mi s e n o s a- al u ei st a k e s k ei si m pi ä o v at k ä-

sitt e elli n e n y m m ärt ä mi n e n, pr o s e d ur a ali n e n s uj u v u u s s e k ä m u k a ut u v a p ä ätt el y. T ä m ä n

t ut ki m u k s e n k ol m a n n e s s a t ut ki m u st e ht ä v ä s s ä o p pil ai d e n t uli l a s k e a m urt ol u v uill a. M urt o-

l u v uill a l a s k e mi s e s s a o p pil ai d e n t uli o s at a u s eit a eri l a s k ut a p oj a j a y m m ärt ä ä, mi k si j u uri

niit ä l a s k ut a p oj a h y ö d y n n et ä ä n m urt ol u v uill a l a s ki e s s a. O p pil a at t ar vit si v at t e ht ä v ä ä n sii s

k ä sitt e elli st ä y m m ärr y st ä. Li s ä k si k ä sitt e elli st ä y m m ärr y st ä t ar vittii n m y ö s t ut ki m u k s e n e n-

si m m äi si s s ä t e ht ä vi s s ä, sill ä k ä sitt e elli s e e n y m m ärt ä mi s e e n liitt y y v a h v a sti y m m ärr y s eri

e sit y s m u ot oj e n y ht äl äi s y y k si st ä j a er oi st a s e k ä y ht e y k si st ä t oi sii n s a [ 1 7, s. 1 1 9]. Pr o s e d u-

r a ali st a s uj u v u utt a o p pil a at t ar vit si v at k ai ki s s a t ut ki m u k s e n t e ht ä vi s s ä, sill ä sit ä t ar vit a a n

et e n ki n p ai k k a- ar v o n j a r ati o n a alil u v u n k ä sitt e elli s e n y m m ärt ä mi s e n t u k e mi s e e n [ 1 7, s.

1 2 1]. M u k a ut u v a a p ä ätt el y ä t ut ki m u k s e s s a t ar vittii n erit yi s e sti t ut ki m u k s e n vii m ei s e s s ä

t e ht ä v ä s s ä, j o s s a t uli s elitt ä ä o m a a r at k ai s u a a n s a n alli s e sti j a k u vi o ki el e n a v ull a, sill ä
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m u k a ut u v a a n p ä ätt el y y n k u ul u u k y k y p o hti a, s elitt ä ä j a p er u st ell a r at k ai s u a a n.

2. 2  M at e m atii k a n y m m ärt ä mi n e n

T ä m ä n t y ö n t a v oitt e e n a o n s a a d a k ä sit y s siit ä, mi n k äl ai si a m er kit y k si ä o p pil a at m u o d o s-

t a v at m urt ol u k u m er ki n n äll e, mi k ä v oi d a a n aj at ell a m y ö s, mit e n h e y m m ärt ä v ät m urt ol u-

k u m er ki n n ä n. J ott a t ä m ä oli si m a h d olli st a, t ul e e s el vitt ä ä, mit ä m at e m atii k a n y m m ärt ä mi-

s ell ä t ar k oit et a a n j a mit ä y m m ärt ä mi n e n yli p ä ä n s ä o n.

Hi e b erti n j a L ef e vr e n ( 1 9 8 6) m u k a a n o p pil a a n m at e m a atti s e n y m m ärr y k s e n k a s v u v oi-

d a a n n ä h d ä k o n s e pt u a ali s e n ti e d o n eli k ä sit eti e d o n li s ä ä nt y mi s e n ä s e k ä pr o s e d ur a ali s e n

ti e d o n eli m e n et el m äti e d o n o p pi mi s e n a [ 2 2, s. 1 3 4]. K ä sit eti e d o n o p pi mi s ell a t ä s s ä t ar k oi-

t et a a n k ä sitt ei d e n j a nii d e n v äli st e n y ht e y k si e n eli k ä sit e s u ht ei d e n o p pi mi st a j a t ät ä k a utt a

t a p a ht u vi e n ti et or a k e nt ei d e n e di st y mi st ä. E si m er k ki t äll ai s e st a k ä sitt e e st ä v oi si oll a m ur-

t ol u v u n k ä sit e. M e n et el m äti e d o n o p pi mi s ell a p u ol e st a a n t ar k oit et a a n eril ai st e n t oi mi nt o-

j e n j a t ait oj e n, k ut e n m urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u st e n o p pi mi st a. M at e m atii k a n s y v älli n e n

y m m ärt ä mi n e n v a atii m e n et el m äti e d o n j a k ä sit eti e d o n y h di st y mi st ä o s a a mi s e s s a. [ 2 2, s.

1 3 4- 1 3 5].

P er ki n s j a Pl yt h e ( 1 9 9 4) m ä äritt ä v ät y m m ärt ä mi s e n ol e v a n k y k y ä t e h d ä ai h e e s e e n liitt y-

vi ä aj att el u a v a ati vi a t oi mi nt oj a, k ut e n yl ei st ä mi st ä, s elitt ä mi st ä, s o v elt a mi st a j a k ä sit ell y n

ai h e e n e sitt ä mi st ä eri t a v oi n [ 2, s. 9 9]. B er eit er [ 2, s. 1 0 0] k y s e e n al ai st a a P er ki n si n j a

Pl yt h e n m ä ärit el m ä ä y m m ärt ä mi s e st ä. H ä n p o htii, mi k si e d e s k e s k u st ell a a n y m m ärt ä-

mi s e st ä, j o s y m m ärt ä mi n e n o n ki n v ai n t oi mi nt oj a. B er eit eri n m u k a a n y m m ärt ä mi n e n o n

pi k e m mi n ki n til a, j o k a m a h d olli st a a t oi mi nt oj a, ei t oi mi n n ot it s e s s ä ä n. B er eit er [ 2, s. 1 0 2-

1 0 4] e sitt ä ä li st a n h a v ai nt oj a, j ot k a p er u st u v at i h mi s e n y m m ärt ä mi s e e n. H ä n e n m u k a a n-

s a li st a n h u o m a ut u k si a v oi d a a n il m a n s u ur e m pi a m u o k k a u k si a k ä ytt ä ä m o n e n a si a n t ai

t a p a ht u m a n y m m ärt ä mi s e n k u v ail u u n. Li s ä k si h ä n e sitt ä ä, ett ä t e or e etti st a y m m ärr y st ä

v oi d a a n h y vi n e sitt ä ä s a m a a n t a p a a n, k ui n k ä yt ä n n ö n y m m ärr y st ä. Li st a n v oi sii s t ät e n

m u o k at a e si m er ki k si k u v a a m a a n m urt ol u k u m er ki n n ä n y m m ärt ä mi st ä, j oll oi n li st a n ä ytt äi-

si s e ur a a v a nl ai s elt a.

1. M urt ol u k u m er ki n n ä n y m m ärt ä mi n e n rii p p u u h e n kil ö n s u ht e e st a m urt ol u k ui hi n. M ur-

t ol u k u m er ki n n ä n y m m ärt ä mi n e n o n eril ai st a o p pil a all e, yl ä a st e e n m at e m atii k a n o p et-

t aj all e, m at e m a ati k oll e t ai v ai k k a l ei p urill e. O n sii s m o nt a oi k e a a t a p a a y m m ärt ä ä

m urt ol u k u m er ki nt ä ä.

2. Y m m ärr y s liitt y y l ä h ei s e sti k y k y y n t oi mi a äl y k k ä ä sti s u ht e e s s a m urt ol u k u m er ki n-

t ä ä n. H e n kil ö o s a a h y ö d y nt ä ä m urt ol u k u m er ki nt ä ä eril ai si s s a k o nt e k st ei s s a j a y m-

m ärt ä ä s e n m er kit y k s e n eri k ä ytt öt ar k oit u k si s s a.

3. Y m m ärr y s liitt y y l ä h ei s e sti m y ö s kii n n o st u k s e e n. V ai k k a p oi k k e u k si a ki n o n, v oi d a a n

p ä ät ell ä, ett ä h e n kil ö, j o k a ei ol e kii n n o st u n ut m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si st ä,
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ei m y ö s k ä ä n y m m ärr ä niit ä.

4. M urt ol u k u m er ki n n ä n y m m ärt ä mi n e n v a atii s e n, ett ä y m m ärt ä ä s e n s u ht e e n m ui hi n

k ä sitt ei sii n, k ut e n r ati o n a alil u k ui hi n, s u ht e e s e e n j a j a k ol a s k u u n.

5. M urt ol u k u m er ki n n ä n y m m ärr y s ei v ältt ä m ätt ä t ar k oit a k y k y ä s elitt ä ä. S elitt ä mi n e n

v oi k uit e n ki n oll a k ei n o, j oll a k e hitt ä ä y m m ärr y st ä.

6. V ai k k a ei ol e y ht ä oi k e a a, t ä ytt ä t ai i d e a ali a t a p a a y m m ärt ä ä m urt ol u k u m er ki nt ä ä,

o n t u n ni st ett a vi s s a v ä äri ä t a p oj a, j ot k a o v at m a h d olli s e sti k orj att a vi s s a.

7. K e s k u st elt a e s s a m urt ol u k u m er ki n n ä st ä h ar v oi n viit at a a n k e s k u st elij oi d e n mi el e nti-

l oi hi n. S e n sij a a n k e s k u st el u k e s kitt y y it s e m urt ol u k u m er ki nt ä ä n, s e n s o v ell u k sii n,

r aj oit u k sii n j a nii n e d ell e e n.

8. M urt ol u k u m er ki n n ä n y m m ärr y s il m e n e e k ert o e s s a a si oi st a, j oi s s a s e o n p ä ä o s a s-

s a, k ut e n m urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u k si s s a t ai j a k ol a s k u s s a. J o s a si at, j oit a h e n kil ö

k ert o o m urt ol u k u m er ki n n öi st ä v ai k utt a a m ui st a e p äj o h d o n m u k ai silt a, v oi d a a n t ul ki-

t a, ett ä h e n kil ö ei y m m ärr ä m urt ol u k u m er ki nt ä ä.

9. S y v ä y m m ärr y s m urt ol u k u m er ki n n ä st ä t ar k oitt a a s y v älli st e n a si oi d e n y m m ärt ä mi s-

t ä siit ä; k ut e n mi s s ä eri k ä ytt öt ar k oit u k si s s a sit ä v oi d a a n h y ö d y nt ä ä j a mi hi n sit ä

v oi d a a n s o v elt a a.

1 0. M urt ol u k u m er ki n n ä n s y v ä y m m ärt ä mi n e n il m e n e e erit ot e n sii n ä, ett ä h e n kil ö o s a a

e sitt ä ä oi v alt a vi a r at k ai s uj a m urt ol u k u m er ki nt ä ä n liitt y vii n o n g el mii n.

1 1. M urt ol u k u m er ki n n ä n y m m ärt ä mi n e n v a atii u s ei n s y v ä ä j a m o nit a h oi st a o s alli st u-

mi st a sii h e n p er e ht y mi s e e n.

B er eit er [ 2, s. 1 1 1] tii vi st ä ä aj at u k s e n s a y m m ärt ä mi s e st ä s e ur a a v a sti

” K ä sitt e elli st e n a si oi d e n y m m ärr y st ä t uli si k ä sit ell ä s a m all a t a v all a, k ui n ai-

n e elli st e n e si n ei d e n y m m ärr y st ä; pi k e m mi n ki n i h mi s e n j a e si n e e n v äli sii n

s u ht ei sii n k u ul u v a n a, k ui n i h mi s e n mi el e s s ä sij ait s e v a n o bj e kti n o mi n ai s u u-

t e n a”.

M er e nl u o d o n j a P e h k o s e n [ 2 6, s. 4 1 8] m u k a a n k ä sitt e e n str u kt ur a ali n e n eli r a k e nt e el-

li n e n y m m ärt ä mi n e n s a a v ut et a a n v a st a s e n j äl k e e n, k u n o n k ä sitt e e s e e n o n t ut u st utt u

o p er a ati oi s s a j a o pitt u y m m ärt ä m ä ä n s e n pr o s e s si n a. M urt ol u v u n k ä sitt e e n ki n v oi t ät e n

y m m ärt ä ä v a st a, k u n o n t ut u st utt u, mit e n s e k ä ytt ä yt y y eril ai si s s a l a s k ut oi mit u k si s s a j a

eri m er kit y k si s s ä ä n.

2. 3  M at e m atii k a n ki el e nt ä mi n e n

M at e m atii k a n s y m b oli ki elt ä v oi d a a n pit ä ä o m a n a ki el e n ä ä n [ 1 3, s. 4 1 3]. M at e m atii k k a

er o a a k uit e n ki n l u o n n olli si st a ki eli st ä, k ut e n s u o m e n ki el e st ä sit e n, ett ä sit ä ei v oi d a k ä yt-

t ä ä k ai k kii n k ä ytt öt ar k oit u k sii n, e si m er ki k si t u nt ei d e n il m ai s u u n [ 9, s. 5 9]. M at e m atii k a n
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o pi s k el u u n liitt y y n elj ä eri ki elt ä, j ot k a o v at m at e m atii k a n s y m b oli ki eli, l u o n n olli n e n ki eli,

k u vi o ki eli s e k ä t a ktiili n e n t oi mi n n a n ki eli [ 1 3, s. 4 1 4]. M at e m atii k a n s y m b oli ki el ell ä t ar k oi-

t et a a n p eri nt ei st ä t a p a a kirj oitt a a m at e m atii k k a a, n u m er oi n j a s y m b ol ei n. M at e m atii k a n il-

m ai s e mi s e e n v oi d a a n k ä ytt ä ä m y ö s l u o n n olli st a ki elt ä, e si m er ki k si s u o m e n ki elt ä. K u vi o-

ki el ell ä t ar k oit et a a n m at e m atii k a n k u v a a mi st a k u vi oi d e n, k ut e n l u k u s u ori e n t ai m urt o k a k-

k uj e n a v ull a. N äi d e n k ol m e n t ut ui m m a n ki el e n li s ä k si m at e m atii k a n o pi s k el u u n liitt y y n el-

j ä s ki eli, t a ktiili n e n t oi mi n n a n ki eli, j o k a t ar k oitt a a e si m er ki k si t oi mi nt a m at eri a ali e n a v ull a

il m ai st u a m at e m a atti st a aj att el u a [ 1 3, s. 4 1 4]. T a ktiili n e n t oi mi n n a n ki eli s o pii e si m er ki k si

m urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u st e n h a v ai n n olli st a mi s e e n m urt ol u k u p al oj e n a v ull a [ 1 3, s. 4 1 4].

N elj ä n m at e m atii k a n ki el e n a v ull a v oi d a a n m u o d o st a a m at e m a atti sill e k ä sitt eill e eril ai si a

m er kit y k si ä, mi k ä a utt a a k ä sitt ei d e n y m m ärt ä mi s e s s ä [ 1 2, s. 5 1]. K u vi o o n 2. 2 o n e sit ett y

m at e m atii k a n ki el e n n elj ä o s a- al u ett a.

K u v a 2. 2. M at e m atii k a n n elj ä ki elt ä. M u o k att u l ä ht e e st ä [ 1 2, s. 5 2]

V y g ot s ki [ 4 3] o n t u o n ut e sill e aj at u k s e n ki el e n j a y m m ärr y k s e n y ht e y d e st ä. H ä n e n m u-

k a a n s a aj at u s ei ai n o a st a a n il m e n e s a n a s s a, m utt a m y ö s t ot e ut u u sii n ä [ 4 3, s. 2 1 4]. J o ut-

s e nl a hti j a R ätt y ä [ 1 2, s. 5 2] m ä äritt ä ä m at e m a atti s e n aj att el u n ki el e nt ä mi s e n t ar k oitt a v a n

k u v a n 2. 2 y h d e n t ai u s e a m m a n ki el e n k ä ytt ö ä m at e m a atti s e n aj att el u n il m ai s u s s a. Li s ä k-

si m at e m atii k a n ki el e nt ä mi s ell ä t ar k oit et a a n " m at e m a atti s e n aj att el u n il m ai s e mi st a ki el e n
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a v ull a j o k o s u ulli s e sti t ai kirj alli s e sti"[ 1 3, s. 4 1 0]. M at e m atii k a n ki el e nt ä mi n e n v oi d a a n j a-

k a a kirj alli s e e n j a s u ulli s e e n ki el e nt ä mi s e e n. S u ulli s ell a ki el e nt ä mi s ell ä k o ul u s s a t ar k oit e-

t a a n l u o n n olli s ell a ki el ell ä t a p a ht u v a a k e s k u st el u a r y h m ä s s ä, t e ht ä v ä n r at k ai s u n s elitt ä-

mi st ä j a p er u st el u a s e k ä k ä sitt ei d e n m er kit y st e n r a k e nt a mi st a m u o d o st a m all a y ht e y k si ä

ar ki el ä m ä n il mi öi hi n [ 1 3, s. 4 1 7]. Kirj alli n e n ki el e nt ä mi n e n v oi oll a e si m er ki k si r at k ai s u n

s elitt ä mi st ä l u o n n olli s e n ki el e n t ai k u vi o ki el e n a v ull a.

M at e m atii k a n ki el e nt ä mi s ell ä o n u s eit a h y öt yj ä. Ki el e nt ä mi n e n t u o o p pil a a n m at e m a atti-

s e n aj att el u n il mi o p ett aj all e s e k ä m uill e l ä s n ä olij oill e [ 8, s. 2 3 4]. T äll öi n o p ett aj all e s el vi-

ä ä h el p o m mi n, mit e n o p pil a s o n y m m ärt ä n yt o pi s k elt a v a n k ä sitt e e n. S u ulli s e s s a ki el e n-

t ä mi s e s s ä o p pil a a n t ul e e e n si n j ä s e n n ell ä aj att el u a a n it s ell e e n j a m u ot oill a s a n ott a v a n s a

m uill e m er kit y k s elli si k si l a u s ei k si. [ 1 3, s. 4 1 7] T äll öi n o m a n r at k ai s u n s elitt ä mi n e n a ut-

t a a o p pil a st a j ä s e nt ä m ä ä n aj att el u a a n s e k ä k e hitt ä m ä ä n o s a a mi st a o pitt a v a st a a si a st a

[ 2 3, s. 4]. M y ö s V y g ot s ki n [ 4 3] m u k a a n p el k ä st ä ä n j o si s äi n e n p u h e a utt a a m at eri a ali n

m ui st a mi s e s s a j a y m m ärr y k s e s s ä.

O p pil a at pit ä v ät m at e m atii k a n r at k ai s uj e n s elitt ä mi st ä h a a st a v a n a s e k ä p el ott a v a n a [ 2 3,

s. 7 9]. Kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d yt o v at k uit e n ki n s a m a n k alt ai s et s u ulli s e n ki el e nt ä-

mi s e n k a n s s a. V y g ot s ki n [ 4 3] m u k a a n kirj oit u s o n vi el ä p u h ett a ti et oi s e m p a a j a s e p a-

k ott a a l a p s e n t oi mi m a a n äl ylli s e m mi n. P u h u mi s e n t a v oi n kirj oitt a mi n e n a utt a a o p pil a st a

aj at u st e n s a il m ai s e mi s e s s a, j a sii n ä o p pil a all a o n vi el ä e n e m m ä n ai k a a mi etti ä j a hi o a

aj at u st a a n [ 2 8, s. 2 3 3]. Li s ä k si M or g a ni n [ 2 8, s. 2 3 5] m u k a a n m at e m atii k k a a o pi s k ell e s s a

kirj oitt a mi n e n s y v e nt ä ä o p pi mi st a. M at e m atii k a n kirj alli n e n ki el e nt ä mi n e n ei p el k ä st ä ä n

a ut a o p pil a st a j ä s e nt ä m ä ä n j a s y v e nt ä m ä ä n o m a a aj att el u a a n, m utt a s e h y ö d ytt ä ä o p pi-

l a st a li s ä k si m y ö h e m m ä s s ä o pi s k el u s s a [ 7, s. 1 0]. O p pil a a n o n h el p p o p al at a ai k ai s e m pii n

r at k ai s ui hi n, j o s r at k ai s u n v ai h e et o n kirj oit ett u ai k ai s e m mi n n ä k y vii n [ 1 3, s. 4 1 9].

Kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä v oi d a a n h y ö d y nt ä ä m o n e nl ai si s s a t e ht ä v ät y y p ei s s ä. J o ut s e nl a hti

y m. [ 1 4] e sitt ä v ät n elj ä eril ai st a t e ht ä v ät y y p pi ä, j ot k a h y ö d y nt ä v ät kirj alli st a ki el e nt ä mi s-

t ä. N ä m ä t e ht ä v ä t y y pit o v at 1. k o o di n v ai ht ot e ht ä v ät, j oi s s a m at e m atii k a n s y m b oli ki el ell ä

e sit et yt r at k ai s ut o n t e ht ä v ä n ä k u v at a l u o n n olli s ell a ki el ell ä j a/t ai k u vi o ki el ell ä, 2. t ä y d e n-

n y st e ht ä v ät, j oi s s a t e ht ä v ä n ä o n t ä y d e nt ä ä r at k ai s u st a p u utt u vi a o si a, 3. vir h e e n et si nt ä,

j o s s a a n n et u st a r at k ai s u st a o n t e ht ä v ä n ä et si ä j a k orj at a vir h e et s e k ä 4. r at k ai s u st a t e h-

t ä v ä, j o s s a a n n et u st a r at k ai s u st a m u o d o st et a a n sii h e n s o pi v a t e ht ä v ä n a nt o [ 1 4]. N äit ä

t e ht ä v ät y y p p ej ä v oi li s ä k si s o v elt a a m o n e nl ai st e n ki el e nt ä mi st ä h y ö d y nt ä vi e n t e ht ä vi e n

m u o d o st a mi s e e n. T ä s s ä t ut ki m u k s e s s a kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä h y ö d y nt ä v ät t e ht ä v ät o v at

t e ht ä v ät y y pilt ä ä n k o o di n v ai ht ot e ht ä vi ä, sill ä nii s s ä o p pil ai d e n t e ht ä v ä n ä o n kirj oitt a a m a-

t e m atii k a n s y m b oli ki eli n e n r at k ai s u s e k ä l u o n n olli s ell a ki el ell ä ett ä m at e m atii k a n k u vi o-

ki elt ä h y ö d y nt ä e n.

M at e m atii k a n ki el e nt ä mi n e n o n t är k e ä o s a p er u s k o ul u n m at e m atii k a n si s ält öj ä j a s e m ai-

nit a a n ki n j oll a ki n t a p a a j o k ai s e n v u o sil u o k a n k o h d all a p er u s o p et u k s e n o p et u s s u u n nit el-
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m a s s a. V u o sil u o k ki e n 1- 2 m at e m atii k a n o si o s s a ki el e nt ä mi n e n m ai nit a a n s e ur a a v a sti:

" O p et u s k e hitt ä ä o p pil ai d e n k y k y ä il m ai st a m at e m a atti st a aj att el u a a n k o n kr e etti si n v äli-

n ei n, s u ulli s e sti, kirj alli s e sti j a piirt ä e n s e k ä t ul kit e n k u vi a"[ 3 4, s. 1 2 8]. P er u s k o ul u n ali m-

mill a v u o sil u o kill a m at e m atii k a n kirj alli s e e n ki el e nt ä mi s e e n liitt y y sii s l u o n n olli s e n ki el e n

li s ä k si m y ö s k u vi o ki eli s e k ä t a ktiili n e n t oi mi n n a n ki eli. V u o sil u o k ki e n 3- 6 j a 7- 9 m at e m atii-

k a n t a v oitt ei st a l ö yt y y s a m a n k alt ai s et m ai ni n n at. V u o sil u o k ki e n 3- 6 t a v oitt ei s s a m ai nit a a n

s e ur a a v a sti " k a n n u st a a o p pil a st a e sitt ä m ä ä n p ä ätt el y ä ä n j a r at k ai s uj a a n m uill e k o n kr e et-

ti si n v äli n ei n, piirr o k si n, s u ulli s e sti j a kirj alli s e sti m y ö s ti et o- j a vi e sti nt ät e k n ol o gi a a h y ö-

d y nt ä e n"[ 3 4, s. 2 3 5] j a v u o sil u o k ki e n 7- 9 t a v oitt ei s s a p u ol e st a a n s e ur a a v a sti: " k a n n u st a a

o p pil a st a h arj a a nt u m a a n t ä s m älli s e e n m at e m a atti s e e n il m ai s u u n s u ulli s e sti j a kirj alli s e s-

ti"[ 3 4, s. 3 7 4]. V u o sil u o k ki e n 7- 9 m at e m atii k a n t a v oitt ei s s a m ai nit a a n li s ä k si, ett ä o p pil ait a

t uli si r o h k ai st a k ä ytt ä m ä ä n piirr o k si a j a v äli n eit ä aj att el u n t u k e mi s e k si [ 3 4, s. 3 7 6]. T ät e n

m y ö s v u o sil u o k ki e n 3- 6 j a 7- 9 m at e m atii k a n ki el e nt ä mi s e e n liitt y v ät k ai k ki m at e m a atti s e n

aj att el u n ki el et; m at e m atii k a n s y m b oli ki eli, l u o n n olli n e n ki eli, k u vi o ki eli s e k ä t a ktiili n e n t oi-

mi n n a n ki eli.
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3. M U R T O L U V U T K O U L U M A T E M A TII K A S S A

R ati o n a alil u k uj e n y m m ärt ä mi n e n o n t är k e ä ä m ui d e n m at e m atii k a n j a ti et e e n o s a- al u ei d e n

y m m ärt ä mi s e k si, m utt a m y ö s ar ki- j a t y ö el ä m ä s s ä. Il m a n r ati o n a alil u k uj e n y m m ärt ä mi s-

t ä, m o n e n m u u n a si a n, k ut e n al g e br a n, g e o m etri a n, til a st oti et e e n, k e mi a n j a f y sii k a n y m-

m ärt ä mi n e n oli si l ä h e s m a h d ot o nt a [ 1, s. 7 7 5]. R ati o n a alil u k uj e n y m m ärt ä mi n e n o n e h-

d ot o n t ait o u s ei s s a a m m at ei s s a, k ut e n s air a a n h oit aj a n a j a a pt e e k k ari n a, mi n k ä li s ä k si

s e o n t är k e ä ä ar ki el ä m ä n til a nt ei s s a, k ut e n r u u a nl ait o s s a j a mitt a a mi s e s s a [ 2 4, s. 2 0 2].

R ati o n a alil u k uj e n o s a a mi s e n o n m y ö s t ut kitt u e n n u st a v a n t ul e v a a m at e m atii k a n o s a a-

mi st a [ 1, s. 7 7 5]. V ai k k a r ati o n a alil u v u n y m m ärt ä mi n e n o n t är k e ä ä, o n h u o m att u, ett ä

s e o n v u o si k y m m e n e st ä t oi s e e n ai h e utt a n ut h a a st eit a o p pil aill a. V u o d e n 2 0 1 5 p er u s o p e-

t u k s e n m at e m atii k a n o p pi mi st ul o st e n ar vi oi n ni s s a 9. v u o sil u o k all a m urt ol u k uj a si s ält ä v ä n

t e ht ä v ä o s u u d e n r at k ai s u o s u u s oli k e s ki m ä äri n v ai n 4 6 % [ 1 6, s. 7 0]. K a h d e s s a v u o si-

k y m m e n e s s ä, 1 9 8 0-l u v ult a 2 0 0 0-l u v ull e, e si m er ki k si m urt ol u k uj e n j a k ol a s k ut e ht ä v ä s s ä

oi k ei n l a s k e n ei d e n o s u u s o n l a s k e n ut m el k ei n k ol m e k y m m e nt ä pr o s e ntti y k si k k ö ä [ 3 3, s.

1 0 1]. Li s ä k si Hi h n al a n [ 6, s. 8 6] t ut ki m u k s e st a h u o m at a a n, ett ä o p pil ai d e n m urt ol u k u o-

si o n r at k ai s u pr o s e ntti e n k e s ki ar v o n o u si s eit s e m ä n n elt ä l u o k alt a k a h d e k s a n n ell e l u o k al-

l e k a h d e k s a n pr o s e ntti y k si k k ö ä j a k a h d e k s a n n elt a l u o k alt a y h d e k s ä n n e n l u o k a n s y k s y y n

v ai n k a k si pr o s e ntti y k si k k ö ä. O p pil ai d e n m urt ol u k uj e n o s a a mi n e n ei sii s p ar a nt u n ut j u u-

ri k a a n v u o sil u o k ki e n v älill ä, v ai k k a o p pil ai d e n m at e m atii k a n o s a a mi s e n t uli si k a s v a a j o k a

v u o si [ 1 7, s. 1 3 5]. V a st a a v a a n t ul o k s e e n t ultii n m y ö s T u o mi s e n [ 3 9] t ut ki m u k s e s s a, j o s-

s a h u o m attii n, ett ä o p pil ai d e n s u orit u k s e n k e s ki ar v o p ar a ni t e ht ä v ä s s ä, j o s s a l a s k ettii n

m urt ol u k uj e n er ot u st a. K uit e n ki n t e ht ä v ä s s ä, j o s s a j a ettii n j a k err ottii n m urt ol u k u a l u o n-

n olli s ell a l u v ull a, o s a a mi n e n t a a nt ui s eit s e m ä n n elt ä l u o k alt a k a h d e k s a n n ell e l u o k all e [ 3 9,

s. 1 3 2].

Mi k ä sitt e n s elitt ä ä r ati o n a alil u k uj e n h ei k k o a o s a a mi st a ? E n si n n ä ki n r ati o n a alil u v u n o p-

pi mi s e n h a a st e et j o ht u v at o sitt ai n r ati o n a alil u v u n m o ni st a e sit y st a v oi st a j a k ä ytt öt a v oi st a

[ 1 7, s. 7]. R ati o n a alil u v ut v oi d a a n e sitt ä ä j o k o m urt ol u k u n a t ai d e si m a alil u k u n a [ 3 7, s. 8].

R ati o n a alil u v u n y m m ärt ä mi s e e n si s ält y y li s ä k si t ait o v ai h d ell a r ati o n a alil u v u n eri m er ki n-

t ät a p oj e n v älill ä d e si m a alil u v u st a m urt ol u k u u n j a n äi d e n gr a a fi sii n e sit y s m u ot oi hi n, k ut e n

m urt o k a k k ui hi n j a l u k u s u orii n [ 3 7, s. 3]. D e si m a alil u v u n m u utt a mi n e n m urt ol u v u k si j a t oi-

si n p äi n ei k uit e n k a a n ol e o p pil a all e y k si n k ert ai n e n t e ht ä v ä. R e s ni c ki n y m. ( 1 9 8 9) t ut ki v at

o p pil ai d e n t ait o a m u utt a a m urt ol u k u d e si m a alil u v u k si. T ut ki m u k s e s s a h u o m attii n k ol m e
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yl ei si nt ä vir h et y y p pi ä m u utt a e s s a m urt ol u k u a d e si m a alil u v u k si. E n si m m äi s e s s ä vir h et y y-

pi s s ä o p pil a at m u o d o sti v at d e si m a alil u v u n ai n o a st a a n m urt ol u v u n o s oitt aj a n p er u st e ell a,

j oll oi n e si m er ki k si l u k u 3
4

m u ut ettii n l u v u k si 0, 3. T oi s e s s a vir h et y y pi s s ä o p pil a at ei v ät p u o-

l e st a a n h u o mi oi n e et l ai n k a a n o s oitt aj a a, v a a n m u o d o sti v at d e si m a alil u v u n ni mitt äj ä st ä.

T äll öi n e si m er ki k si l u v u st a 3
4

m u o d o st ettii n l u k u 0, 4. K ol m a n n e s s a yl ei s e s s ä vir h et y y pi s-

s ä o p pil a at m u utti v at m urt ol u v u n d e si m a alil u v u k si v ai n ott a m all a m urt ol u v u st a o s oitt aj a n

j a ni mitt äj ä n j a l aitt a m all a d e si m a ali pil k u n j o h o n ki n n äi d e n l u k uj e n v älii n, j oll oi n e si m er-

ki k si l u k u 3
4

m u ut ettii n l u v u k si 3, 4. [ 3 7, s. 8]

R ati o n a alil u k uj e n o p pi mi s e n h a a st ett a li s ä ä s e, ett ä niit ä ei v oi d a p el k ä st ä ä n e sitt ä ä j o k o

m urt ol u k u n a t ai d e si m a alil u k u n a, v a a n li s ä k si m ol e m mill e, m urt ol u v uill e j a d e si m a alil u-

v uill e o n m o ni a m er ki nt ät a p oj a. Y ht ä m urt ol u k u a v oi d a a n e sitt ä ä u s eill a eri t a v oill a, e si-

m er ki k si l u k u 2
3

= 4
6

= 6
9

= 8
1 2

j a nii n e d ell e e n [ 2 5, s. 1 5]. M urt ol u k u m er ki nt ä o n h a a st a v a

m y ö s si k si, ett ä sii n ä o n k ol m e o s a a; o s oitt aj a, ni mitt äj ä j a j a k o vii v a. U s ei n o p pil a at er e h-

t y v ät t ul kit s e m a a n m urt ol u v u n o s oitt aj a a j a ni mitt äj ä ä o mi n a l u k ui n a a n, j oll oi n e si m er ki k si

l u k u 2
3

m er kit si si o p pil a all e erilli si ä l u k uj a 2 j a 3 [ 2 4, s. 2 0 6- 2 0 7]. T ä m ä j o ht a a m urt ol u k u-

j e n l a s k ut oi mit u k si s s a vir h ei sii n, e si m er ki k si 2
3

+ 3
5

= 5
8

[ 1, s. 7 7 6].

M urt ol u k uj e n o p pi mi st a h a n k al oitt a a li s ä k si s e n l a s k ut oi mit u st e n eril ai s u u s k o k o n ai sl u k ui-

hi n v err att u n a. O p pil a all e, j o k a o n j u uri o p pi n ut k o k o n ai sl u v u n k ä sitt e e n v oi oll a h a n k al a

y m m ärt ä ä s e n k ä ytt ö ä m ui s s a m er kit y k si s s ä, e si m er ki k si k o k o n ai st e n m ä är ä n ä t ai l u k u-

m ä är ä n ä, j o k a k u v a a m o n e e n k o o s a a n k o k o n ai n e n o n j a ett u [ 5]. O p pil a all e v oi oll a h a n-

k al a a y m m ärt ä ä, mi k si m urt ol u k uj e n y ht e e n- j a v ä h e n n y sl a s k u s s a ni mitt äji e n t ul e e oll a

s a m at, m utt a k ert o- j a j a k ol a s k u n v oi t e h d ä k e s k e n ä ä n eri ni mitt äjill ä [ 2 4, s. 2 0 8]. N äi d e n

m urt ol u k uj e n p er u sl a s k ut oi mit u st e n o mi n ai s u u k si e n li s ä k si o p pil a a n t ul e e h allit a m urt ol u-

k uj e n si e v e nt ä mi n e n j a l a v e nt a mi n e n, m urt ol u v u n m u utt a mi n e n s e k al u v u k si j a t oi si n p äi n

s e k ä m ui st a a, mi s s ä m urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u k si s s a ni mitt äj ä p y s y y s a m a n a j a mill oi n s e

m u utt u u l a s k ut oi mit u k s e n m y öt ä [ 2 4, s. 2 1 0]. Li s ä k si o p pil a all e v oi oll a e n n e n n ä k e m ät ö n-

t ä aj at ell a r ati o n a alil u k u a y k sitt äi s e n ä k o k o n ai s u ut e n a t ai pi st e e n ä l u k u s u or all a; o p pil a all e

o n t a v a n o m ai s e m p a a aj at ell a, ett ä r ati o n a alil u k u t ar k oitt a a ai n a j ot a ki n o s a a k o k o n ai s u u-

d e st a [ 1 7, s. 2 3 5]. T ät ä h ar h a k ä sit y st ä v a h vi st a a l u ult a v a sti s e, k ui n k a k o ul u s s a m urt ol u-

k uj a k u v at a a n u s ei n e si m er ki k si o sitt ai n v ärit ett yi n ä k u vi oi n a. M o n et o p pil a at y h di st ä v ät

m urt ol u v ut j u uri n äi hi n k u vi oi hi n, k ut e n y m p yr ä di a gr a m m ei hi n, t ai t ut u m mi n m urt o k a k k ui-

hi n [ 2 9, s. 3 2 0]. H u o n o a m urt o k a k ui s s a o n k uit e n ki n s e, ett ä nii st ä s y nt y y u s ei n o p pil a all e

s ell ai n e n k ä sit y s, ett ä k u vi o n v ärit ett y o s u u s k u v a st ai si ai n a ni mitt äj ä ä j a p al a st e n m ä är ä

o s oitt aj a a, v ai k k a n äi n ei k uit e n k a a n ai n a ol e [ 2 9, s. 3 2 0].

3. 1  M urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k s et

M urt ol u k u m er ki nt ä ä v oi d a a n k ä ytt ä ä m o n e n eri a si a n k u v a a mi s e e n, eli sill ä o n m o nt a eri

m er kit y st ä. M urt ol u k uj a y m m ärt ä ä k s e e n o p pil ai d e n t uli si y m m ärt ä ä m urt ol u k u m er ki nt ä ä
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m o n e s s a eri k o n s e pti s s a [ 4 1, s. 2 9 0]. J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n [ 1 0] m u k a a n m urt o-

l u k u m er ki nt ä 2
3

v oi d a a n k ä sitt ä ä e n si n n ä ki n m urt ol u k u n a, j oll oi n m er ki nt ä k u v a st a a k a h-

t a k ol m a s o s a a. T ä m ä n li s ä k si m er ki nt ä 2
3

v oi d a a n aj at ell a s u ht e e n a " k a h d e n s u h d e k ol-

m e e n" s e k ä j a k ol a s k u n a " k a k si j a ett u n a k ol m ell a"[ 1 0].

M y ö s M ur d o c k- St e w art o n e sit ell yt m urt ol u k u m er ki n n äll e eri m er kit y k si ä. H ä n e sitt el e e

m urt ol u k u m er ki n n äll e vii si eri m er kit y st ä, j ot k a o v at o s a k o k o n ai s u u d e st a, mitt a, o p er a at-

t ori, o s a m ä är ä s e k ä s u h d e [ 3 1]. M ur d o c k- St e w art [ 3 1] m ä äritt el e e o s a k o k o n ai s u u d e st a

- m er kit y k s e n t ar k oitt a v a n o s a n s u h d ett a k o k o n ai s e e n. E si m er ki k si m urt ol u k u m er ki n n äl-

l ä 3
4

v oi d a a n k u v at a n elj ä ä n o s a a n j a ett u a k a k k u a, j o st a k ol m e p al a st a o n s y öt y. Mit al-

l a viit at a a n p u ol e st a a n l u v u n p ai k k a a n l u k u s u or all a t ai mitt a n a u h all a. M ur d o c k- St e w arti n

[ 3 1] m u k a a n m urt ol u k u m er ki nt ä v oi d a a n n ä h d ä li s ä k si o p er a att ori n a sill oi n k u n ot et a a n

m urt o- o s a, e si m er ki k si 1
4

j o st a ki n. T äll öi n e si m er ki k si 1
4

1 2 i h mi s e st ä o n k ol m e. O s a m ä ä-

r ä n m er kit y k s ell ä t ar k oit et a a n t ul o st a, j o k a s a a d a a n, k u n e si m er ki k si k ol m e k e k si ä j a e-

t a a n n elj äll e i h mi s ell e. S u ht e e n m er kit y k s e n M ur d o c k- St e w art m ä äritt el e e hi e m a n eri l ail-

l a k ui n J o ut s e nl a hti j a P er k kil ä. H ä n e n m u k a a n s a m urt ol u k u k u v a st a a s u h d ett a ai n o a s-

t a a n sill oi n, k u n s e m u o d o st et a a n o s a n s u ht e e st a k o k o n ai s e e n, ei k a h d e n o s a n v älill ä.

H ä n e n m u k a a n s a k ai k ki s u ht e et ei v ät ol e m urt ol u k uj a [ 3 1]. J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n

[ 1 0] m u k a a n s u ht e ell a s e n sij a a n t ar k oit et a a n yl ei si m mi n k a h d e n l u k u m ä är ä n v äli st ä s u h-

d ett a, e si m er ki k si mitt a k a a v a a, j o s s a v err at a a n k a h d e n eri l u v u n s u h d ett a t oi sii n s a. M y ö s

V a n d e W all e n y m. [ 4 1, s. 2 9 1] m u k a a n s u h d e v oi d a a n m u o d o st a a o s a st a j a k o k o n ai s u u-

d e st a, m utt a m y ö s k a h d e st a eri k o k o n ai s u u d e st a, e si m er ki k si k u v a a m a a n l u o k a n t ytt öj e n

m ä är ä n s u h d ett a l u o k a n p oi ki e n m ä är ä ä n.

3. 2  M urt ol u k uj a k u vi o ki el ell ä

M urt ol u k uj e n e sitt ä mi s e e n v oi d a a n h y ö d y nt ä ä eril ai si a k u vi o ki el e n j a t a ktiili s e n t oi mi n n a n

ki el e n m all ej a. V a n d e W all e, K ar p j a B a y- Willi a m s [ 4 1] j a k a v at n ä m ä m allit k ol m e e n k a-

t e g ori a a n: pi nt a- al a m alli, pit u u s m alli s e k ä j o u k k o m alli. Pi nt a- al a m alli a v oi d a a n h y ö d y nt ä ä

e si m er ki k si, k u n h al ut a a n h a v ai n n olli st a a 1
4

y m p yr ä st ä. Pit u u s m alli t oi mii p u ol e st a a n l u-

k u s u or all a t ai, k u n h al ut a a n ott a a e si m er ki k si 3
4

m etri st ä. J o u k k o m allill a p u ol e st a a n k u v a-

t a a n ni m e n s ä m u k ai s e sti j o st a ki n k o k o n ai s u u d e st a j o u k o n ott a mi st a, e si m er ki k si ott a e s s a
1
3

l u o k a n o p pil ai st a. [ 4 1]

S e ur a a v at k u v at o v at V a n d e W all e n y m. [ 4 1] e sitt ä m ät m allit m urt ol u v uill e. K u v a s s a 3. 1

o n e sit elt y n ä pi nt a- al a m alli m urt ol u v ull e.

K u v a st a n ä h d ä ä n, ett ä pi nt a- al a m allii n l u k e ut u u y m p yr ä di a gr a m mi n m u ot oi s et " piir a k k a-

m alli a" h y ö d y nt ä v ät k a p p al e et, s u or a k ul mi o n m u ot oi s et k a p p al e et, g e ol a ut a, piirr o k s et r u u-

d u k k o o n, m u ut k u vi o m allit s e k ä p a p eri n t aitt el u o sii n. Piir a k k a m alli a h y ö d y nt ä v ät k a p p a-

l e et j a g e ol a ut a o v at l u ult a v a sti m o n ell e t ut ut al a k o ul u n m at e m atii k a n o pi s k el u st a, m utt a

niit ä v oi d a a n h y ö d y nt ä ä t o ki m y ö s yl ä a st e ell a.
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K u v a 3. 1. Pi nt a- al a m alli [ 4 1, s. 2 9 3]

K u v a 3. 2 e sitt ä ä eril ai si a pit u u s m all ej a.

K u v a 3. 2. Pit u u s m alli [ 4 1, s. 2 9 4]

Pit u u s m allii n k u ul u u C ui s e n air e - v äri s a u v at, mitt a v äli n e et, k ut e n l u k u s u or a j a vii v ai n s e k ä

pit u u s s u u n n a s s a t ait ell ut p a p erit. K u v a s s a 3. 3 o n e sit elt y n ä j o u k k o m alli.

J o u k k o m allii n v oi d a a n k ä ytt ä ä l a aj alti m o n e nl ai si a o bj e kt ej a, j oi st a k u v a s s a e si m er k k ei n ä

eri v äri s et y m p yr ät s e k ä a ut ot.
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K u v a 3. 3. J o u k k o m alli [ 4 1, s. 2 9 5]

Eri e sit y s m alli e n a v ull a o pit a a n eri a si oit a m urt ol u v ui st a j a eril ai st e n m alli e n k ä ytt ö s y v e n-

t ä ä o p pil ai d e n y m m ärr y st ä. Pi nt a- al a m alli n a v ull a o p pil a at o p pi v at h a h m ott a m a a n, k ui n-

k a m urt ol u k u m er ki n n äll ä v oi d a a n k u v at a o s a a k o k o n ai s e st a. Pit u u s m alli s e n sij a a n a ut-

t a a o p pil ait a y m m ärt ä m ä ä n, k ui n k a j o k ai s e n k a h d e n m urt ol u v u n v äli st ä v oi d a a n l ö yt ä ä

ai n a u u si m urt ol u k u. Pit u u s m alli s s a v ert aill a a n al u e e n sij a a n pit u utt a, j ot a v oi d a a n e sit-

t ä ä j o k o piirr et yill ä l u k u s u orill a t ai mitt a a k u v a a vill a f y y si sill ä m at eri a al eill a. L u k u s u or a n

k ä ytt ä mi n e n a utt a a o p pil a st a h a h m ott a m a a n m urt ol u v u n s u ur u utt a v err att u n a m ui hi n l u-

k ui hi n, mi k ä ei ol e y ht ä h el p p o a e si m er ki k si pi nt a- al a m alli a k ä yt ett ä e s s ä. J o u k k o m alli s s a

k o k o n ai n e n n ä h d ä ä n j o u k k o n a o bj e kt ej a, j a o s a t ä st ä j o u k o st a m u o d o st a a m urt ol u v u n.

E si m er ki k si 3 o bj e kti a o n 1
4

1 2 o bj e kti n j o u k o st a. J o u k k o m alli o n siit ä h y ö d ylli n e n, ett ä s e

a utt a a l ö yt ä m ä ä n m urt ol u v u n j a s u ht e e n k ä sitt eill e ar ki el ä m ä n y ht e y k si ä. [ 4 1] S e ur a a v a a n

t a ul u k k o o n o n e sit elt y V a n d e W all e n y m. [ 4 1] e sit y s m urt ol u k u m alli e n o mi n ai s u u k si st a.

T a ul u k o st a 3. 1 n ä h d ä ä n, ett ä pi nt a- al a m alli s s a m urt ol u v ull e k o k o n ai s e n m ä äritt el e e ti et y n

al u e e n, e si m er ki k si y m p yr ä n pi nt a- al a. O s at pi nt a- al a m alli s s a m ä äritt el e e al u e e n s a m a n-

k o k oi s et o s at, e si m er ki k si y m p yr ä n n elj ä s a m a n k o k oi st a o s a a j a m urt ol u v ull a k u v at a a n

pi nt a- al a m alli s s a ti et y n o s a n t ai o si e n s u h d ett a k o k o n ai s e e n eli e si m er ki k si y h d e n y m-

p yr ä n o s a n s u h d ett a k ai k kii n n elj ä ä n o s a a n. Pit u u s m alli s s a k o k o n ai s e n m ä äritt el e e pit u u-

d e n y k si k k ö t ai j o ki n l u k u l u k u s u or all a, e si m er ki k si 1 m mitt a n a u h all a. O s at pit u u s m alli s s a

m ä äritt el e e pit u u d e n s a m a n pit ui s et o s at, e si m er ki k si m etri v oi si oll a j a ett u n a k y m m e n e n

s e nti n v äl ei n o sii n. Pit u u s m alli s s a m urt ol u v ull a k u v at a a n pi st e e n sij ai n ni n s u h d ett a l u k u u n
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T a ul u k k o 3. 1. K u vi o ki el e n m allit m urt ol u v uill e ( m u o k att u V a n d e W alli n, K ar pi n j a B a y-

Willi a m si n t e o k s e st a [ 4 1])

M alli Mi k ä m ä äritt el e e k o k o-

n ai s e n

Mi k ä m ä äritt el e e o s at Mit ä m urt ol u v ull a k u v a-

t a a n

Pi nt a- al a Ti et y n al u e e n pi nt a- al a Al u e e n s a m a n k o k oi-

s et o s at

O s a n/ o si e n s u h d e k o-

k o n ai s e e n

Pit u u s Pit u u d e n y k si k k ö / l u k u

l u k u s u or all a

Pit u u d e n s a m a n pit ui-

s et o s at

Pi st e e n sij ai n ni n s u h d e

l u k u u n 0 j a m ui hi n l u-

k u s u or a n ar v oi hi n

J o u k k o M ä ärit elt y j o u k k o J o u k o n o bj e kti e n

m ä är ä

O s a n j o u k o st a s u h d e

k o k o j o u k k o o n

0, e si m er ki k si 1 0 c m o n 1 m etri n mitt a n a u h all a 1
1 0

. J o u k k o m alli s s a k o k o n ai s e n m ä äritt e-

l e e m ä ärit elt y j o u k k o, e si m er ki k si k o ur alli n e n p u u h el mi ä. O s at j o u k k o m alli s s a m ä äritt el e e

j o u k o n o bj e kti e n m ä är ä, e si m er ki k si 1 2 p u u h el m e ä. M urt ol u v ull a k u v at a a n j o u k k o m alli s-

s a o s a n j o u k o st a s u h d ett a k o k o j o u k k o o n, e si m er ki k si j o s p u u h el mi st ä 3 oli si v al k oi si a,

oli si v al k oi st e n p u u h el mi e n s u h d e k ai k kii n p u u h el mii n 1
4
.

3. 3  M urt ol u v ut o p et u s s u u n nit el m a s s a

M urt ol u k uj a v oi d a a n pit ä ä o s a n a p er u s k o ul u n m at e m atii k a n k e s k ei si m pi ä si s ält öj ä, sil-

l ä nii st ä l ö yt y y m ai ni n n at j o k ai s e n v u o sil u o k a n m at e m atii k a n si s äll öi st ä p er u s o p et u k s e n

o p et u s s u u n nit el m a st a [ 3 4]. Al k u o p et u k s e n, eli 1- 2 v u o sil u o k ki e n si s äll öi s s ä m urt ol u v ut

m ai nit a a n si s ält ö al u e e s s a L u v ut j a l a s k ut oi mit u k s et s e ur a a v a sti: " P o hj u st et a a n m urt ol u-

v u n k ä sit ett ä j a k a m all a k o k o n ai n e n y ht ä s u urii n o sii n." [ 3 4, s. 1 2 9]. O p pil a a n m urt ol u-

k u k ä sit y st ä l ä h d et ä ä n sii s r a k e nt a m a a n p er u s k o ul u n ali m mill a l u o kill a j a k ol a s k u n k a utt a.

V u o sil u o k ki e n 3- 6 t a v oitt ei sii n liitt y vi s s ä si s äll öi s s ä m ai nit a a n m urt ol u v ut s e ur a a v a s s a y h-

t e y d e s s ä:

" O pit a a n m urt ol u v u n k ä sit e j a h arj oit ell a a n m urt ol u k uj e n p er u sl a s k ut oi mit u k-

si a eri til a nt ei s s a... P er e h d yt ä ä n pr o s e nti n k ä sitt e e s e e n... H y ö d y n n et ä ä n m ur-

t ol u v u n, d e si m a alil u v u n j a pr o s e nti n v äli si ä y ht e y k si ä."[ 3 4, s. 2 3 6]

K o s k a pr o s e ntt ej a l a s ki e s s a l a s k et a a n j ot a ki n o s a a k o k o n ai s e st a, v oi d a a n s a n o a, ett ä

si s ält ö liitt y y m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k s e e n o s a k o k o n ai s u u d e st a. V u o sil u o k ki e n 7- 9

si s äll öi s s ä m urt ol u k ui hi n liitt y y s e ur a a v a t a v oit e: " V a h vi st et a a n l a s k ut ait o a m urt ol u v uill a j a

o pit a a n m urt ol u v u n k ert o mi n e n j a j a k a mi n e n m urt ol u v ull a"[ 3 4, s. 3 7 5]. K ai k ki m ai ni n n at

m urt ol u v u st a p er u s o p et u k s e n o p et u s s u u n nit el m a s s a liitt y v ät j oll a ki n t a p a a l a s k ut oi mit u k-

sii n, ei k ä siit ä l ö y d y m ai ni nt a a m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si st ä l ai n k a a n. J a k ol a s-

k u n m er kit y s m urt ol u k u m er ki n n äll e t ul e e il mi 1- 2 v u o sil u o k ki e n m at e m atii k a n si s äll öi st ä,

m utt a s u ht e e n m er kit y st ä ei m ai nit a l ai n k a a n. K uit e n ki n s u h d ett a h y ö d y n n et ä ä n e si m er-
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ki k si mitt a k a a v oi s s a j a v err a n n olli s u u d e s s a, j oi st a l ö yt y y j oit a ki n m ai ni nt oj a m at e m atii k a n

o p pi ai n e e n si s äll öi st ä.

3. 4  Ai k ai s e m m at t ut ki m u k s et

M urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y st e n t u nt e mi st a o n t ut kitt u ai k ai s e m mi n u s ei s s a t ut ki m u k-

si s s a u s eill a i k äl u o kill a. E si m er ki k si J o ut s e nl a hti j a P er k kil ä [ 1 1] t ut ki v at t ut ki m u k s e s s a a n

" S u st ai n a bilit y D e v el o p m e nt i n M at h e m ati c s E d u c ati o n - A C a s e St u d y of W h at Ki n d of

M e a ni n g D o Pr o s p e cti v e Cl a s s T e a h er s Fi n d f or t h e M at h e m ati c al S y m b ol " 2
3
" ?", mi n-

k äl ai si a m er kit y k si ä l u o k a n o p ett aj a o pi s k elij at l ö yt ä v ät m er ki n n äll e " 2
3
". T ä m ä n li s ä k si h e

t ut ki v at, mi n k äl ai s e n y ht e y d e n o pi s k elij at l ö yt ä v ät t ut ki m u k s e s s a a n n ett uj e n k u vi e n s e k ä

m er ki n n ä n " 2
3
" v älill e [ 1 1]. T ä m ä n t ut ki m u k s e n k a k si e n si m m äi st ä t e ht ä v ä ä o n m u o d o s-

t ett u J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n k y s ei s e n t ut ki m u k s e n t e ht ä vi e n p o hj alt a. T ut ki m u k s e s s a

h u o m attii n, ett ä t ut ki m u k s e n t oi n e n t e ht ä v ä, j o s s a oli m er ki n n ä n " 2
3
"li s ä k si k u vi a, t u otti

e n e m m ä n v a st a u k si a, k ui n p el k k ä m at e m a atti n e n m er ki nt ä [ 1 1]. Ty y pilli si n t ul ki nt a m urt o-

l u k u m er ki n n äll e "2
3
" oli t ut ki m u k s e s s a m urt ol u k u, mi k ä s elitt y y sill ä, ett ä s e o n m y ö s o p e-

t u s s u u n nit el m a s s a j a o p pi kirj oi s s a e nit e n k ä yt ett y m er kit y s [ 1 1].

J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n t ut ki m u k s e n k a n s s a v a st a a v a a n t ul o k s e e n o n p ä ä st y m y ö s

N o vit a n y m. [ 3 2] t ut ki m u k s e s s a, j o k a t ot e ut ettii n m y ö s l u o k a n o p ett aj a o pi s k elij oill a. T ut-

ki m u k s e e n o s alli st ui 1 1 2 l u o k a n o p ett aj a o pi s k elij a a k a h d e st a y k sit yi s e st ä yli o pi st o st a I n-

d o n e si a st a. O s alli st uji e n t e ht ä v ä n ä oli v a st at a k y s el yl o m a k k e e n t e ht ä vii n, j ot k a liitt yi v ät

m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k sii n. T ut ki m u k s e s s a h u o m attii n, ett ä o s alli st uji e n yl ei si n t ul-

ki nt a m urt ol u v ull e oli o s a k o k o n ai s u u d e st a - m er kit y s. M u ut n elj ä m er kit y st ä, t ä s s ä t ut ki-

m u k s e s s a s u h d e, o s a m ä är ä, mitt a j a o p er a att ori, m ai nittii n v a st a u k si s s a h y vi n h ar v oi n t ai

ei l ai n k a a n. [ 3 2]

L u o k a n o p ett aj a o pi s k elij oi d e n li s ä k si m y ö s v al mii d e n l u o k a n o p ett aji e n ti et ä m y st ä m urt o-

l u v u n eri m er kit y k si st ä j a nii d e n v äli si st ä y ht e y k si st ä o n t ut kitt u ai e m mi n. D oğ a ni n j a T er-

t e mi zi n [ 3] t ut ki m u k s e e n o s alli st ui y ht e e n s ä 2 6 6 p er u s k o ul u n o p ett aj a a T ur ki st a. T ut ki-

m u k s e n t ul o k s e n a s a atii n s el vill e, ett ä o p ett ajill a oli e nit e n ti et ä m y st ä m urt ol u v u n m er ki-

t y k si st ä o p er a att ori j a o s a k o k o n ai s u u d e st a. Mit a n, o s a m ä är ä n j a s u ht e e n m er kit y k si st ä

o p ett ajill a oli v ä hit e n ti et ä m y st ä. [ 3]

O p ett aji e n j a o p ett aj a o pi s k elij oi d e n li s ä k si m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y st e n t u nt e mi st a

o n t ut kitt u m y ö s o p pil aill a. St e w art [ 3 1] t ut ki k u u d e sl u o k k al ai st e n m urt ol u k uj e n m er kit y s-

t e n y m m ärr y st ä. T ut ki m u k s e e n o s alli st ui 2 0 k u u d e sl u o k k al ai st a Y h d y s v all oi s s a Fl ori d a n

o s a v alti o s s a. T ut ki m u k s e s s a s el vi si, ett ä o p pil aill a oli h y vi n v ä h ä n y m m ärr y st ä m urt ol u-

v ui st a j a s e n m er kit y k si st ä s e n m er kit s e mi st a p a a l u k u u n ott a m att a. K uit e n ki n t ut ki m u k-

s e s s a yll ätt ä e n y ht ä l u k u u n ott a m att a y k si k ä ä n o p pil a s ei k u v aill ut m urt ol u k u a o s a k o k o-

n ai s e st a - m er kit y k s ell ä. M urt ol u k uj a k u vi o ki el ell ä k u v at e s s a a n o p pil a at k ä ytti v ät p ä ä o si n

pi nt a- al a m alli a j a y k si o p pil a s j o u k k o m alli a. [ 3 1]
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V ai k k a m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n t u nt e mi st a o n t ut kitt u ai k ai s e m mi n u s eill a k o u-

l u a st eill a, ai h e e st a o n t e ht y h y vi n v ä h ä n o pi n n ä yt et öit ä et e n ki n yl ä k o ul ui k äi si st ä o p pil ai s-

t a. Vi h er v a ar a [ 4 2] t ut ki pr o gr a d u -t ut ki m u k s e s s a a n, mit ä eri r ati o n a alil u v u n r e pr e s e n-

t a ati oit a yl ä k o ul ui k äi s et o p pil a at t u nt e v at, s e k ä mill ai n e n o n y ht e y s eri r e pr e s e nt a ati oi d e n

t u nt e mi s e n j a m at e m atii k a n o pi n n oi s s a m e n e st y mi s e n v älill ä. T ut ki m u k s e e n o s alli st ui 6 9

s eit s e m ä n n e n j a k a h d e k s a n n e n l u o k a n o p pil a st a. T ut ki m u k s e s s a k a k si e n si m m äi st ä t ut ki-

m u sl o m a k k e e n t e ht ä v ä ä oli v at v a st a a v at t ä s s ä t ut ki m u k s e s s a k ä yt ett yj e n t e ht ä vi e n k a n s-

s a. T ut ki m u sl o m a k k e e n k ol m a s t ut ki m u st e ht ä v ä t ut ki o p pil ai d e n s u ht e e n y m m ärr y st ä j a

n elj ä s t e ht ä v ä o p pil ai d e n t ait o a v ert aill a m urt ol u k uj e n s u ur u u k si a. Vi h er v a ar a n t ut ki m u k-

s e s s a h a v aittii n, ett ä o p pil aill e t ut ui n m er kit y s oli o s a k o k o n ai s u u d e st a, j o n k a v a st a si 5 4

o p pil a st a. V ä hit e n t u n n et ut m er kit y k s et oli v at s u h d e k u u d ell a v a st a u k s ell a j a mitt a n elj äl-

l ä v a st a u k s ell a. V a st a a v a sti k uit e n ki n a n n et ui st a k u vi st a s u ht e e n m er kit y k s e n l ö y si v ai n

y k si o p pil a s. ([ 4 2] Vi h er v a ar a n t ut ki m u k s e e n o s alli st ui v ai n 7. j a 8. l u o k a n o p pil ait a, j o-

t e n sii n ä ei v ert ailt u k ai k ki e n yl ä k o ul u n l u o k k a- a st ei d e n m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n

ti et ä m y k s e n er oj a. Li s ä k si t ä m ä t ut ki m u s er o a a Vi h er v a ar a n t ut ki m u k s e st a sill ä, ett ä t ut-

ki m u k s e s s a h al ut a a n t ut ki a li s ä k si m urt ol u k uj e n kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä s e k ä o p pil ai d e n

k o k e m u k si a kirj alli s e st a ki el e nt ä mi s e st ä.
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4. M U R T O L U K U J E N Y L EI S T Ä MI N E N

K O K O N AI S A L U EI SII N

T ä s s ä l u v u s s a k ä sit ell ä ä n t ut ki m u k s e n ai h ett a, m urt ol u k uj a yli o pi st o m at e m atii k a n t a s oll a.

L u v u s s a e sit ell yt m ä ärit el m ät, l a u s e et j a e si m er kit p o hj a ut u v at p ä ä a si a s s a J u d s o ni n t e o k-

s e e n A b str a ct Al g e br a: T h e or y a n d A p pli c ati o n s [ 1 5]. Li s ä k si l u v u n l ä ht e e n ä o n k ä yt ett y

S h ar m a n t e o st a Al g e br a I: a b a si c c o ur s e i n a b str a ct al g e br a [ 3 6].

T ut ki m u k s e s s a o p pil a at p o hti v at m urt ol u k u m er ki n n äll e eri m er kit y k si ä j a l a s ki v at y k si n-

k ert ai si a m urt ol u k ut e ht ä vi ä. T ä s s ä l u v u s s a e sit ell yt a si at ei v ät v a st a a t ut ki m u k s e e n o s al-

li st u n ei d e n t e k e mi ä t e ht ä vi ä, v a a n l u v u s s a k ä sit ell ä ä n m urt ol u k uj a h u o m att a v a sti s y v e m-

m äll ä t a s oll a. L u k u o n j a ett u n elj ä ä n al al u k u u n; al u k si e sit ell ä ä n l y h y e n ä p o hj u st u k s e n a

al g e br alli s et str u kt u urit r y h m ä j a A b eli n r y h m ä. T oi s e s s a al al u v u s s a e sit ell ä ä n r e n k a a n

m ä ärit el m ä s e k ä j oit a ki n r e n k ai sii n liitt y vi ä o mi n ai s u u k si a j a e si m er k k ej ä eril ai si st a r e n-

k ai st a. K ol m a s al al u k u k ä sitt el e e k o k o n ai s al u eit a j a k u nti a. Al al u v u s s a k ä sit ell ä ä n k o k o-

n ai s al u eit a j a k u nti a u s ei d e n e si m er k ki e n k a utt a s e k ä sii n ä e sit ell ä ä n j oit a ki n n äi d e n al-

g e br alli st e n str u kt u uri e n o mi n ai s u u k si a. L u v u n vii m ei s e s s ä al al u v u s s a e sit ell ä ä n m urt o-

l u k uj e n yl ei st ä mi n e n k o k o n ai s al u ei sii n.

4. 1  R y h m ä

M ä ärit el m ä 4. 1. L a s k ut oi mit u s ◦ j o u k o s s a G o n f u n kti o G × G → G , j ot a m er kit ä ä n a ◦ b

t ai a b . [ 1 5, s. 3 3]

M ä ärit el m ä 4. 2. Ol k o o n G j o u k k o, j o k a o n v ar u st elt u l a s k ut oi mit u k s ell a ◦ . P ari (G, ◦ ) o n

r y h m ä, j o s s e ur a a v at e h d ot o v at v oi m a s s a.

1. O p er a ati o ◦ o n liit ä n n äi n e n, eli (a ◦ b ) ◦ c = a ◦ (b ◦ c ) k ai kill a a, b, c ∈ G .

2. O n ol e m a s s a s ell ai n e n al ki o e ∈ G , ett ä e ◦ a = a ◦ e = a k ai kill a a ∈ G . Al ki ot a e

k ut s ut a a n n e utr a ali al ki o k si .

3. J o k ai st a al ki ot a a ∈ G k o hti o n ol e m a s s a s ell ai n e n al ki o a − 1 , ett ä a ◦ a − 1 =

a − 1 ◦ a = e . Al ki ot a a − 1 k ut s ut a a n al ki o n a v a st a- al ki o k si .

[ 1 5, s. 3 3- 3 4]
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M ä ärit el m ä 4. 3. R y h m ä ä k ut s ut a a n A b eli n r y h m ä k si , j o s sill e p ät e e li s ä k si, ett ä a ◦ b =

b ◦ a k ai kill a a, b ∈ G . [ 1 5, s. 3 4]

4. 2  R e n k a at

M ä ärit el m ä 4. 4. E p ät y hj ä j o u k k o R o n r e n g a s, j o s sii n ä o n m ä ärit elt y y ht e e nl a s k u j a

k ert ol a s k u s e ur a a vi e n e ht oj e n oll e s s a v oi m a s s a.

1. a + b = b + a k ai kill a a, b ∈ R .

2. (a + b ) + c = a + ( b + c ) k ai kill a a, b, c ∈ R .

3. O n ol e m a s s a s ell ai n e n al ki o 0 ∈ R , j oll e a + 0 = a k ai kill a a ∈ R .

4. J o k ai s ell e al ki oll e a ∈ R o n ol e m a s s a s ell ai n e n al ki o − a ∈ R , ett ä a + ( − a ) = 0 .

5. (a b )c = a (b c ) k ai kill a a, b, c ∈ R .

6. a (b + c ) = a b + a c k ai kill a a, b, c ∈ R j a (a + b )c = a c + b c k ai kill a a, b, c ∈ R .

[ 1 5, s. 1 9 0]

H u o m a ut u s. Li st a n n elj ä e n si m m äi st ä e ht o a t ar k oitt a a sit ä, ett ä r e n g a s o n A b eli n r y h m ä

y ht e e nl a s k u n s u ht e e n. R e n k a a n v oit ai sii n sii s m ä ärit ell ä ol e v a n A b eli n r y h m ä (R, +) , j o k a

li s ä k si t ot e utt a a yll ä e sit et yt vii d e n n e n j a k u u d e n n e n e h d o n k ert ol a s k u n s u ht e e n. [ 1 5, s.

1 9 0]

M ä ärit el m ä 4. 5. R e n g a s R

1. o n k o m m ut atii vi n e n , j o s a b = b a k ai kill a a, b ∈ R .

2. si s ält ä ä y k k ö s al ki o n t ai y k si k ö n , j o s o n ol e m a s s a s ell ai n e n al ki o 1 ∈ R , ett ä 1 ≠ 0

j a 1 a = a 1 = a k ai kill a a ∈ R .

3. o n k o k o n ai s al u e , j o s s e o n k o m m ut atii vi n e n, s e si s ält ä ä y k k ö s al ki o n s e k ä, j o s k ai-

kill a a, b ∈ R , j oill e a b = 0 p ät e e j o k o a = 0 t ai b = 0 .

4. o n j a k or e n g a s, j o s s e si s ält ä ä y k k ö s al ki o n j a j o k ai st a al ki ot a a ∈ R , j oll e a ≠ 0 ,

k o hti o n ol e m a s s a s ell ai n e n y k si k ä sitt ei n e n al ki o a − 1 , ett ä a − 1 a = a a − 1 = 1 .

5. o n k u nt a , j o s s e o n k o m m ut atii vi n e n j a k or e n g a s.

[ 1 5, s. 1 9 0- 1 9 1]

All a ol e v a a n k u vi o o n o n e sit ett y r e n k ai d e n, k o k o n ai s al u ei d e n, j a k or e n k ai d e n j a k u nti e n

s u ht e et t oi sii n s a. K u vi ot a l u et a a n yl h ä ält ä al a s p äi n. K u vi o s s a yl ä k ä sitt e e n ä o n r e n k a at,

j oi hi n si s ält y y k ai k ki all a ol e v at k ä sitt e et. R e n k a at j a et a a n k o m m ut atii vi sii n r e n k ai sii n j a

r e n k ai sii n, j oill a o n i d e ntit e etti. Li s ä k si s ell ai s et r e n k a at, j ot k a o v at k o m m ut atii vi si a j a, j oill a

o n i d e ntit e etti, o v at k o k o n ai s al u eit a. J a k or e n k a at o v at al a k ä sit e s ell ai sill e r e n k aill e, j oill a

o n i d e ntit e etti. L o p u k si r e n g a s o n k u nt a, j o s s e o n k o k o n ai s al u e j a j a k or e n g a s.
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K u v a 4. 1. Eril ai si a r e n k ait a ( m u o k att u l ä ht e e st ä [ 1 5, s. 1 9 1])

E si m er k ki 4. 1. K o k o n ai sl u v ut m u o d o st a v at r e n k a a n. It s e a si a s s a k o k o n ai sl u k uj e n j o u k k o

Z o n k o k o n ai s al u e. Ni mitt äi n j o s a b = 0 , k u n a, b ∈ Z , j o k o a = 0 t ai b = 0 . Silti

k o k o n ai sl u k uj e n j o u k k o Z ei ol e k u nt a. T ä m ä o n s e ur a u st a siit ä, ett ä ei ol e ol e m a s s a

k o k o n ai sl u k u a, j o k a oli si e si m er ki k si l u v u n 2 k ä ä nt ei sl u k u. Ai n o at k o k o n ai sl u v ut, j oi d e n

k ä ä nt ei sl u k u o n k o k o n ai sl u k u o v at l u v ut 1 j a - 1. [ 1 5, s. 1 9 1]

E si m er k ki 4. 2. R ati o n a alil u k uj e n j o u k k o Q , r e a alil u k uj e n j o u k k o R j a k o m pl e k sil u k uj e n

j o u k k o C o v at r e n k ait a y ht e e n- j a k ert ol a s k ull a v ar u st ett u n a. [ 1 5, s. 1 9 1]

E si m er k ki 4. 3. K o k o n ai sl u k uj e n j o u k k o a m o d ul o n v oi d a a n m er kit ä Z n . E si m er ki k si j o u-

k o s s a Z 1 2 , 5 · 7 ≡ 1 1 ( m o d 1 2) . T ä m ä t ul o t e k e e A b eli n r y h m ä st ä Z n r e n k a a n. R e n g a s

Z n o n k o m m ut atii vi n e n r e n g a s, m utt a s e ei k uit e n k a a n v ältt ä m ätt ä ol e k o k o n ai s al u e. T ar-

k a st elt a e s s a e si m er ki k si y ht äl ö ä 3 · 4 ≡ 0 ( m o d 1 2) r e n k a a s s a Z 1 2 , h u o m at a a n, ett ä

r e n k a a s s a k a h d e n n oll a st a p oi k k e a v a n al ki o n t ul o v oi oll a n oll a. [ 1 5, s. 1 9 1]

M ä ärit el m ä 4. 6. N oll a st a p oi k k e a v a a al ki ot a a k o m m ut atii vi s e s s a r e n k a a s s a R k ut s ut a a n

n oll a nj a k aj a k si , j o s o n ol e m a s s a s ell ai n e n n oll a st a p oi k k e a v a al ki o b r e n k a a s s a R , ett ä

a b = 0 . E d elli s e s s ä e si m er ki s s ä l u v ut 3 j a 4 o v at n oll a nj a k aji a r e n k a a s s a Z 1 2 . [ 1 5, s. 1 9 1]
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E si m er k ki 4. 4. M atrii si
[︁

3 6
6 1 2

]︁
o n n oll a nj a k aj a r e n k a a s s a M 2 (R ), mi s s ä o p er a ati ot o v at

m atrii si e n y ht e e nl a s k u j a m atrii sit ul o, sill ä




3 6

6 1 2



 ·




2 − 4

− 1 2



 =




0 0

0 0



 . ( 4. 1)

E si m er k ki 4. 5. Diff er e nti a ali- j a i nt e gr a alil a s k e n n a s s a j at k u v at r e a ali ar v oi s et f u n kti ot v ä-

lill ä [a, b ] m u o d o st a v at k o m m ut atii vi s e n r e n k a a n. K a h d e n f u n kti o n y ht e e n- t ai k ert ol a s k u

t a p a ht u u li s ä ä m äll ä t ai k ert o m all a f u n kti o n ar v ot k e s k e n ä ä n. J o s e si m er ki k si f (x ) = x 2

j a g (x ) = c os x , nii n sill oi n

(f + g )(x ) = f (x ) + g (x ) = x 2 + c os x ( 4. 2)

j a

(f g )(x ) = f (x )g (x ) = x 2 c os x. ( 4. 3)

[ 1 5, s. 1 9 1]

E si m er k ki 4. 6. S ell ai s et 2 × 2 - m atrii sit, j oi d e n al ki ot k u ul u v at r e a alil u k uj e n j o u k k o o n,

m u o d o st a v at r e n k a a n y ht e e nl a s k ull a j a m atrii si e n k ert ol a s k ull a v ar u st ett u n a. T äll ai n e n

r e n g a s ei ol e v ai h d a n n ai n e n, sill ä u s ei m mit e n A B ≠ B A . T ä m ä p ät e e e si m er ki k si m at-

rii s eill e

A =




x 0

0 0



 j a B =




0 y

0 0



 , x y ≠ 0 . ( 4. 4)

Li s ä k si t ä s s ä t a p a u k s e s s a v oi oll a A B = 0 , v ai k k a k u m pi k a a n m atrii s ei st a A t ai B ei oli si

n oll a m atrii si, eli s ell ai n e n m atrii si, j o n k a k ai k ki al ki ot o v at n olli a. [ 1 5, s. 1 9 1]

E si m er k ki 4. 7. E sit et ä ä n e si m er k ki ei- k o m m ut atii vi s e st a j a k or e n k a a st a. T ä s s ä e si m er-

ki s s ä k ä yt et ä ä n k o m pl e k si si a 2 × 2 - m atrii s ej a, j oi s s a m er ki nt ä i t ar k oitt a a k o m pl e k sil u-

v u n i m a gi n ä äri y k si k k ö ä. Ol k o o n

1 =




1 0

0 1



 , i =




0 1

− 1 0



 , j =




0 i

i 0



 , k =




i 0

0 − i



 , ( 4. 5)
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mi s s ä i2 = − 1 . N äill e m atrii s eill e p ät e e s e ur a a v at y ht äl öt:

i2 = j2 = k 2 = − 1

ij = k

j k = i

ki = j

ji = − k

kj = − i

i k = − j

( 4. 6)

Ol k o o n H j o u k k o, j o k a k o o st u u s ell ai si st a m atrii s ei st a, j ot k a o v at m u ot o a a + b i + c j +

d k , mi s s ä a, b, c j a d o v at r e a alil u k uj a. Y ht ä pit ä v ä sti v oi d a a n j o u k o n H m ä ärit ell ä ol e v a n

j o u k k o 2 × 2 - m atrii s ej a, j ot k a o v at m u ot o a




α β

− β α



 , ( 4. 7)

mi s s ä α = a + di j a β = b + ci o v at k o m pl e k sil u k uj a j a α s e k ä β niit ä v a st a a v at k o m pl e k-

si k o nj u g a atit α = a − di j a β = b − ci . Y ht e e nl a s k u j a k ert ol a s k u j o u k o s s a H v oi d a a n

m ä ärit ell ä j o k o t a v a n o m ai sill a m atrii si o p er a ati oll a t ai viritt äji e n 1 , i, j j a k a v ull a s e ur a a v a s-

ti:

(a 1 + b 1 i + c 1 j + d 1 k ) + (a 2 + b 2 i + c 2 j + d 2 k )

=( a 1 + a 2 ) + (b 1 + b 2 )i + ( c 1 + c 2 )j + ( d 1 + d 2 )k
( 4. 8)

j a

(a 1 + b 1 i + c 1 j + d 1 k )(a 2 + b 2 i + c 2 j + d 2 k ) = α + β i + γ j + δ k , ( 4. 9)

mi s s ä

α = a 1 a 2 − b 1 b 2 − c 1 c 2

β = a 1 b 2 + a 2 b 1 + c 1 d 2 + d 1 c 2

γ = a 1 c 2 − b 1 d 2 + c 1 a 2 + d 1 b 2

δ = a 1 d 2 + b 1 c 2 − c 1 b 2 + d 1 a 2 .

( 4. 1 0)

R e n g a st a H k ut s ut a a n k v at er ni o k si .

J ott a k v at er ni ot v oi d a a n o s oitt a a j a k or e n k ai k si, t ul e e l ö yt ä ä k ä ä nt ei s al ki ot k ull e ki n n oll a s-

t a p oi k k e a v all e al ki oll e. H u o m at a a n, ett ä

(a + b i + c j + d k )(a − b i − c j − d k ) = a 2 + b 2 + c 2 + d 2 . ( 4. 1 1)



2 3

T ä m ä al ki o v oi oll a n oll a ai n o a st a a n sill oi n, k u n a = b = c = d = 0 . Eli, j o s a + b i + c j +

d k ≠ 0 ,

(a + b i + c j + d k )

[︁
a − b i − c j − d k

a 2 + b 2 + c 2 + d 2

]︁

= 1 . ( 4. 1 2)

[ 1 5, s. 4 9, 1 9 1 – 1 9 2]

L a u s e 4. 1. Ol k o o n R r e n g a s j a ol k o ot a, b ∈ R . T äll öi n o n v oi m a s s a

1. a 0 = 0 a = 0 ,

2. a (− b ) = (− a )b = − a b j a

3. (− a )(− b ) = a b .

T o di st u s.

1. H u o m at a a n, ett ä a 0 = a ( 0 + 0) = a 0 + a 0 . N yt v ä h e nt ä m äll ä y ht äl ö n m ol e m mi n

p u oli n a 0 s a a d a a n a 0 = 0 . V a st a a v a sti 0 a = 0 .

2. a b + a (− b ) = a (b − b ) = a 0 = 0 , j o n k a s e ur a u k s e n a − a b = a (− b ). V a st a a v a sti

− a b = ( − a )b

3. K ol m a n n e n k o h d a n t o di st u s s e ur a a k o h d a n 2 t o di st u k s e st a, sill ä

(− a )(− b ) = − (a (− b )) = − (− a b ) = a b. ( 4. 1 3)

[ 1 5, s. 1 9 2- 1 9 3]

Ai v a n k ut e n r y h mill ä o n alir y h mi ä, o n m y ö s r e n k aill a alir e n k ait a.

M ä ärit el m ä 4. 7. R e n k a a n R alir e n g a s S o n r e n k a a n R s ell ai n e n o s aj o u k k o, j o k a o n m y ö s

r e n g a s j a, j oll a o n s a m at l a s k ut oi mit u k s et, k ui n r e n k a all a R . [ 1 5, s. 1 9 3]

E si m er k ki 4. 8. R e n g a s n Z , eli k o k o n ai sl u v ull a n j a olli st e n l u k uj e n j o u k k o, o n r e n k a a n Z

alir e n g a s. V ai k k a r e n k a all a oli si i d e ntit e etti, o n h u o m att a v a, ett ä alir e n k a all a ei v ältt ä m ätt ä

t ar vit s e oll a. S e ur a a v a k etj u e sitt ä ä l u k u al u e et t oi st e n s a alir e n k ai n a:

Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C ( 4. 1 4)

[ 1 5, s. 1 9 3]

L a u s e 4. 2 ( Alir e n g a s krit e erit). Ol k o o n R r e n g a s j a S r e n k a a n R o s aj o u k k o. O s aj o u k k o S

o n r e n k a a n R alir e n g a s j o s, j a v ai n j o s s e ur a a v at e h d ot t ot e ut u v at.

1. S ≠ ∅ .

2. r s ∈ S k ai kill a r, s ∈ S .

3. r − s ∈ S k ai kill a r, s ∈ S . [ 1 5, s. 1 9 3]
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E si m er k ki 4. 9. Ol k o o n R = M 2 (R ) 2 × 2 - m atrii si e n r e n g a s, j oi d e n al ki ot k u ul u v at j o u k-

k o o n R . J o s T o n yl ä k ol mi o m atrii si e n j o u k k o r e n k a a s s a R eli

T =









a b

0 c



 : a, b, c ∈ R





, ( 4. 1 5)

nii n T o n r e n k a a n R alir e n g a s. Ni mitt äi n

A =




a b

0 c



 j a B =




a ′ b ′

0 c ′



 ( 4. 1 6)

o v at o s aj o u k o s s a T j a t äll öi n s el k e ä sti A − B o n m y ö s o s aj o u k o s s a T . Li s ä k si

A B =




a a ′ a b ′ + b c ′

0 c c ′



 ( 4. 1 7)

o n o s aj o u k o s s a T . [ 1 5, s. 1 9 3]

4. 3  K o k o n ai s al u e et j a k u n n at

T ä s s ä al al u v u s s a k ä sit ell ä ä n t ar k e m mi n k o k o n ai s al u eit a s e k ä k u nti a m u ut a mi e n l a u s ei-

d e n j a e si m er k ki e n k a utt a. Li s ä k si m ä ärit ell ä ä n r e n k a a n k ar a kt eri sti k a s e k ä e sit ell ä ä n

k a k si sii h e n liitt y v ä ä l a u s ett a.

E si m er k ki 4. 1 0. J o s i2 = − 1 , nii n sill oi n j o u k k o Z [i] = { m + ni : m, n ∈ Z } m u o d o st a a

r e n k a a n, j ot a k ut s ut a a n G a u s si n k o k o n ai sl u v ui k si . G a u s si n k o k o n ai sl u v ut o v at k o m pl e k si-

l u k uj e n alir e n g a s, sill ä s e o n s ulj ett u y ht e e nl a s k u n j a k ert ol a s k u n s u ht e e n. G a u s si n k o k o-

n ai sl u k u a k ut s ut a a n y k si k ö k si , j o s s e j a k a a l u v u n 1. Ol k o o n α = a + bi y k si k k ö j o u k o s s a

Z [i]. T äll öi n l u v u n α k o m pl e k si k o nj u g a atti α = a − bi o n m y ö s y k si k k ö, sill ä j o s α β = 1 ,

nii n m y ö s α β = 1 . J o s β = c + di , nii n

1 = α β α β = ( a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ). ( 4. 1 8)

T ät e n a 2 + b 2 t ä yt y y oll a j o k o 1 t ai − 1 , t ai y ht ä pit ä v ä sti, a + bi = ± 1 t ai a + bi = ± i. T ät e n

t ä m ä n r e n k a a n y k si k öt o v at ± 1 j a ± i. G a u s si n k o k o n ai sl u v ut ei ol e k u nt a, sill ä r e n k a a s s a

Z [i] k ä ä nt ei s al ki o o n ol e m a s s a v ai n al ki oill e 1 , − 1 , i j a − 1 . [ 1 5, s. 1 9 4] [ 3 5, s. 5 8 1]

L a u s e 4. 3. Ol k o o n D k o m m ut atii vi n e n r e n g a s, j oll a o n y k si k k ö. T äll öi n D o n k o k o n ai s-

al u e, j o s j a v ai n j o s k ai kill a n oll a st a p oi k k e a vill a al ki oill a a ∈ D j a k ai kill a b j a c , j oill a

a b = a c p ät e e b = c .
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T o di st u s. ⇒ Ol k o o n D k o k o n ai s al u e. T äll öi n r e n k a all a D ei ol e n oll a nj a k aji a. Ol k o o n

a b = a c , j oll e a ≠ 0 . T äll öi n a (b − c ) = 0 , j o st a s e ur a a, ett ä b − c = 0 eli b = c .

⇐ Ol et et a a n, ett ä a b = a c e d ell ytt ä ä, ett ä b = c . Ol k o o n a b = 0 . J o s a ≠ 0 , nii n sill oi n

a b = a 0 , j ot e n b = 0 . T ät e n al ki o a ei v oi oll a n oll a nj a k aj a. [ 1 5, s. 1 9 4]

L a u s e 4. 4. J o k ai n e n ä är elli n e n k o k o n ai s al u e o n k u nt a.

T o di st u s. Ol k o o n D ä är elli n e n k o k o n ai s al u e j a D ∗ k o k o n ai s al u e e n D n oll a st a p oi k k e a-

vi e n al ki oi d e n j o u k k o. T ä yt y y o s oitt a a, ett ä j o k ai s ell a al ki oll a j o u k o s s a D ∗ o n k ä ä nt ei s al-

ki o. J o k ai s ell e a ∈ D ∗ v oi d a a n m ä ärit ell ä k u v a u s λ a : D ∗ → D ∗ , λ a (d ) = a d . T ä m ä

k u v a u s o n h y vi n m ä ärit elt y, sill ä j o s a ≠ 0 j a d ≠ 0 , nii n a d ≠ 0 . K u v a u s λ a o n i nj e kti o,

sill ä j o s

a d 1 = λ a (d 1 ) = λ a (d 2 ) = a d 2 , d1 , d2 ∈ D ∗ , ( 4. 1 9)

nii n l a u s e e n 4. 3 n oj all a s e ur a a, ett ä d 1 = d 2 . K o s k a j o u k k o D ∗ o n ä är elli n e n, k u v a u k-

s e n λ a t ä yt y y oll a m y ö s s urj e ktii vi n e n, eli t äll öi n o n ol e m a s s a s ell ai n e n d ∈ D ∗ , j oll e

λ a (d ) = a d = 1 . K o s k a k o k o n ai s al u e D o n k o m m ut atii vi n e n, t ä yt y y al ki o n d oll a al ki o n a

k ä ä nt ei s al ki o. T ä m ä n s e ur a u k s e n a k o k o n ai s al u e D o n k u nt a. [ 1 5, s. 1 9 4]

E si m er k ki 4. 1 1.

1. R e n g a s Z o n k o k o n ai s al u e. K o s k a e si m er ki k si l u v ull a 2 ei ol e k ä ä nt ei sl u k u a, r e n g a s

Z ei ol e k u nt a.

2. R e n g a s Q o n k o k o n ai s al u e. Li s ä k si j o k ai s ell a n oll a st a p oi k k e a v all a al ki oll a o n k ä ä n-

t ei s al ki o. T ät e n Q o n m y ö s k u nt a.

3. R e n g a s R eli r e a alil u v ut j a r e n g a s C eli k o m pl e k sil u v ut o v at k u nti a. [ 3 6]

E si m er k ki 4. 1 2. T ar k a st ell a a n k o m m ut atii vi st a r e n g a st a Z 9 . R e n k a all a o n y k si k k ö, m utt a

s e ei k uit e n k a a n ol e k o k o n ai s al u e. T ä m ä j o ht u u siit ä, ett ä r e n k a all a Z 9 o n n oll a nj a k aj a,

sill ä 3 ·3 ≡ 0 ( m o d 9) . R e n g a s Z 9 ei m y ö s k ä ä n ol e k u nt a, sill ä e si m er ki k si l u v ull e 3 ∈ Z 9

ei ol e k ä ä nt ei sl u k u a. [ 3 6]

M ä ärit el m ä 4. 8. R e n k a a n R k ar a kt eri sti k a t ar k oitt a a pi e ni nt ä s ell ai st a k o k o n ai sl u k u a n ,

ett ä

n r = 0 , k ai kill a r ∈ R , ( 4. 2 0)

mi s s ä n r = r + r + · · · + r (n k ert a a). J o s t äll ai st a l u k u a ei ol e ol e m a s s a, r e n k a a n R

k ar a kt eri sti k a m ä ärit ell ä ä n n oll a k si. R e n k a a n R k ar a kt eri sti k a a m er kit ä ä n c h ar R . [ 1 5, s.

1 9 4]

M ä ärit el m ä 4. 9. Al ki o n a ∈ G k ert al u k u o n pi e ni n s ell ai n e n p o sitii vi n e n k o k o n ai sl u k u n ,

ett ä a n = e . [ 1 5, s. 4 7]
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L a u s e 4. 5. Ol k o o n r e n k a all a R y k si k k ö. J o s al ki o n 1 k ert al u k u o n n, nii n r e n k a a n R

k ar a kt eri sti k a o n n .

T o di st u s. J o s al ki o n 1 k ert al u k u o n n , nii n sill oi n n o n s ell ai n e n pi e ni n p o sitii vi n e n k o k o-

n ai sl u k u, ett ä n 1 = 0 . T äll öi n

n r = n ( 1r ) = (n 1) r = 0 r = 0 , k ai kill a r ∈ R. ( 4. 2 1)

T oi s a alt a, j o s ei ol e ol e m a s s a s ell ai st a p o sitii vi st a l u k u a n , ett ä n 1 = 0 , nii n r e n k a a n R

k ar a kt eri sti k a o n n oll a. [ 1 5, s. 1 9 5]

L a u s e 4. 6. K o k o n ai s al u e e n k ar a kt eri sti k a o n j o k o al k ul u k u t ai n oll a.

T o di st u s. Ol k o o n D k o k o n ai s al u e j a ol et et a a n, ett ä k o k o n ai s al u e e n D k ar a kt eri sti k a o n

n ≠ 0 . J o s l u k u n ei ol e al k ul u k u, nii n n = a b , mi s s ä 1 < a < n j a 1 < b < n . E d elli s e n

l a u s e e n p er u st e ell a t ar vit s e e t ar k a st ell a v ai n t a p a u st a n 1 = 0 . K o s k a 0 = n 1 = ( a b ) 1 =

(a 1)( b 1) j a, k o s k a k o k o n ai s al u e e s s a D ei ol e n oll a nj a k aji a, nii n j o k o a 1 = 0 t ai b 1 = 0 .

T ät e n k o k o n ai s al u e e n D k ar a kt eri sti k a t ä yt y y oll a pi e n e m pi k ui n n , j o k a o n ri stiriit a. T ät e n

l u v u n n t ä yt y y oll a al k ul u k u. [ 1 5, s. 1 9 5]

4. 4  K o k o n ai s al u e e n m urt ol u k uj e n k u nt a

R ati o n a alil u v ut Q v oi d a a n e sitt ä ä k a h d e n k o k o n ai sl u v u n o s a m ä är ä n ä. Al ki o p / q ∈ Q o n

k o k o n ai sl u k uj e n p j a q o s a m ä är ä. K uit e n ki n k a k si eri k o k o n ai sl u k u p ari a v oi v a st at a s a m a a

r ati o n a alil u k u a. E si m er ki k si 1 / 2 = 2 / 4 = 3 / 6 . Ti e d et ä ä n, ett ä

a

b
=

c

d
( 4. 2 2)

j o s j a v ai n j o s a d = b c . T ä s m älli s e m pi t a p a o n e sitt ä ä m urt ol u k uj a e k vi v al e n s si n a v ull a.

Al ki oit a r ati o n a alil u k uj e n j o u k o s s a Q v oi d a a n aj at ell a j ärj e st ett y n ä p ari n a j o u k o s s a Z × Z .

T äll öi n o s a m ä är ä p / q v oi d a a n kirj oitt a a m u o d o s s a (p, q ). E si m er ki k si ( 3, 7) e sitt ä ä m ur-

t ol u k u a 3 / 7 . K uit e n ki n t ä h ä n liitt y y j oit a ki n o n g el mi a, j o s mi etit ä ä n k ai k ki a p ar ej a j o u k o s s a

Z × Z . Ei ol e m urt ol u k u a 5 / 0 j o k a v a st ai si l u k u p ari a ( 5, 0) . Li s ä k si l u k u p arit ( 3, 6) j a (2 , 4)

e sitt ä v ät m ol e m m at m urt ol u k u a 1 / 2 . E n si m m äi n e n o n g el m a r at k e a a sill ä, ett ä v a a dit a a n

l u k u p ari n t oi s e n k o or di n a ati n ol e v a n eri s u uri k ui n n oll a. T oi n e n o n g el m a r at k e a a pit ä m äl-

l ä l u k u p ar ej a (a, b ) j a (c, d ) e k vi v al e ntt ei n a, j o s a d = b c . M urt ol u v ut v oi d a a n yl ei st ä ä

k o k o n ai s al u ei sii n, k u n n e e sit et ä ä n j ärj e st ett y n ä p ari n a. [ 1 5, s. 2 2 5]

M ä ärit el m ä 4. 1 0. Ol k o o n D mi k ä t a h a n s a k o k o n ai s al u e j a ol k o o n

S = { (a, b ) : a, b ∈ D j a b ≠ 0 } . ( 4. 2 3)
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E k vi v al e n s sir el a ati o j o u k o s s a S m ä ärit ell ä ä n a s ett a m all a

(a, b ) ∼ (c, d ), j o s j a v ai n j o s a d = b c. [ 1 5, s. 2 2 5] ( 4. 2 4)

L a u s e 4. 7. J o u k o n S r el a ati o ∼ o n e k vi v al e n s sir el a ati o.

T o di st u s. K o s k a k o k o n ai s al u e D o n v ai h d a n n ai n e n, eli a b = b a , o n r el a ati o ∼ r e fl e k sii-

vi n e n k o k o n ai s al u e e s s a D . Ol et et a a n, ett ä (a, b ) ∼ (c, d ). T äll öi n a d = b c eli c b = d a .

T ät e n (c, d ) ∼ (a, b ) j a r el a ati o ∼ o n s y m m etri n e n. J ott a v oi d a a n o s oitt a a r el a ati o n tr a n-

sitii vi s u u s, ol et et a a n, ett ä (a, b ) ∼ (c, d ) j a (c, d ) ∼ (e, f ). T ä s s ä t a p a u k s e s s a a d = b c j a

c f = d e . K err ot a a n l a u s e k k e e n a d = b c m ol e m m at p u ol et t er mill ä f , j oll oi n s a a d a a n

a f d = a df = b c f = b d e = b e d. ( 4. 2 5)

K o s k a D o n k o k o n ai s al u e, v oi d a a n p ä ät ell ä, ett ä a f = b e eli (a, b ) ∼ (e, f ). [ 1 5, s.

2 2 5- 2 2 6]

P al a ut et a a n mi el e e n mill ai n e n o n j o u k o s s a Q m urt ol u k uj e n y ht e e n- j a v ä h e n n y sl a s k u:

a

b
+

c

d
=

a d + b c

b d
( 4. 2 6)

j a
a

b
·

c

d
=

a c

b d
. ( 4. 2 7)

[ 1 5, s. 2 2 6]

M er kit ä ä n j o u k o n S r el a ati o n ∼ e k vi v al e n s sil u o k ki e n j o u k k o a F D . M ä ärit ell ä ä n y ht e e n-

l a s k u j a k ert ol a s k u j o u k o s s a F D v a st a a v all a t a v all a.

M ä ärit el m ä 4. 1 1. M er kit ä ä n j ärj e st et y n p ari n (a, b ) ∈ S e k vi v al e n s sil u o k ki a [a, b ]. T äll öi n

j o u k o n F D y ht e e n- j a v ä h e n n y sl a s k u m ä ärit et ä ä n s e ur a a v a sti

[a, b ] + [c, d ] = [a d + b c, b d ] ( 4. 2 8)

j a

[a, b ] · [c, d ] = [a c, b d ] ( 4. 2 9)

[ 1 5, s. 2 2 6]

L a u s e 4. 8. Y ht e e n- j a k ert ol a s k u j o u k o s s a F D o v at h y vi n m ä ärit elt yj ä.

T o di st u s. O s oit et a a n e n si n, ett ä y ht e e nl a s k u o n h y vi n m ä ärit elt y. Ol k o o n [a 1 , b1 ] = [a 2 , b2 ]
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j a [c 1 , d1 ] = [c 2 , d2 ]. Pit ä ä o s oitt a a, ett ä

[a 1 d 1 + b 1 c 1 , b1 d 1 ] = [a 2 d 2 + b 2 c 2 , b2 d 2 ] ( 4. 3 0)

eli t oi si n s a n o e n, ett ä

(a 1 d 1 + b 1 c 1 )(b 2 d 2 ) = (b 1 d 1 )(a 2 d 2 + b 2 c 2 ). ( 4. 3 1)

K o s k a [a 1 , b1 ] = [a 2 , b2 ] j a [c 1 , d1 ] = [c 2 , d2 ], ti e d et ä ä n, ett ä a 1 b 2 = b 1 a 2 j a c 1 d 2 = d 1 c 2 .

T ät e n

(a 1 d 1 + b 1 c 1 )(b 2 d 2 ) = a 1 d 1 b 2 d 2 + b 1 c 1 b 2 d 2

= a 1 b 2 d 1 d 2 + b 1 b 2 c 1 c 2

= b 1 a 2 d 1 d 2 + b 1 b 2 d 1 c 2

= ( b 1 d 1 )(a 2 d 2 + b 2 c 2 ).

( 4. 3 2)

O s oit et a a n sitt e n, ett ä k ert ol a s k u o n h y vi n m ä ärit elt y. Ol k o o n t a a s [a 1 , b1 ] = [a 2 , b2 ] j a

[c 1 , d1 ] = [c 2 , d2 ]. N yt pit ä ä o s oitt a a, ett ä

[a 1 c 1 , b1 d 1 ] = [a 2 c 2 , b2 d 2 ] ( 4. 3 3)

t ai v a st a a v a sti, ett ä

(a 1 c 1 )(b 2 d 2 ) = (b 1 d 1 )(a 2 c 2 ). ( 4. 3 4)

N yt k o s k a [a 1 , b1 ] = [a 2 , b2 ] j a [c 1 , d1 ] = [c 2 , d2 ], ti e d et ä ä n, ett ä a 1 c 1 = a 2 c 2 j a b 2 d 2 =

b 1 d 1 .

T ät e n

(a 1 c 1 )(b 2 d 2 ) = a 1 c 1 b 2 d 2

= b 2 d 2 a 1 c 1

= b 1 d 1 a 2 c 2

= ( b 1 d 1 )(a 2 c 2 )

( 4. 3 5)

[ 1 5, s. 2 2 6]

L a u s e 4. 9. J o u k o n S e k vi v al e n s sil u o k ki e n j o u k k o F D o n k u nt a y ht e e n- j a k ert ol a s k ull a

s e ur a a v a sti v ar u st elt u n a

[a, b ] + [c, d ] = [a d + b c, b d ]

[a, b ] · [c, d ] = [a c, b d ].
( 4. 3 6)

T o di st u s. N e utr a ali al ki ot y ht e e nl a s k u n j a k ert ol a s k u n s u ht e e n o v at [ 0, 1] j a [ 1, 1] . E n si n-
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n ä ki n al ki oll a [ 0, 1] p ät e e

[a, b ] + [ 0, 1] = [ a 1 + b 0 , b1] = [ a, b ], ( 4. 3 7)

j o st a h u o m at a a n, ett ä [ 0, 1] t o d ell a o n n e utr a ali al ki o y ht e e nl a s k u n s u ht e e n. M y ö s s e, ett ä

[ 1, 1] o n n e utr a ali al ki o k ert ol a s k u n s u ht e e n, o n h el p p o o s oitt a a. Ol k o o n [a, b ] ∈ F D sit e n,

ett ä a ≠ 0 . T äll öi n m y ö s [b, a ] ∈ F D j a [a, b ] · [b, a ] = [ 1, 1] . T ät e n [b, a ] o n al ki o n [a, b ]

k ä ä nt ei s al ki o. S a m a a n t a p a a n al ki o [− a, b ] o n al ki o n [a, b ] v a st a- al ki o.

O s oit et a a n, ett ä k ert ol a s k u n liit ä n n äi s y y s j a v ai h d a n n ai s u u s p ät e e j o u k o s s a F D . Ol k o ot

[a, b ], [c, d ] j a [e, f ] ∈ F D . Liit ä n n äi s y y d e n t ot e a mi s e k si t ul e e o s oitt a a, ett ä

([a, b ] · [c, d ]) · [e, f ] = [a, b ] · ([c, d ] · [e, f ]). ( 4. 3 8)

N yt

([a, b ] · [c, d ]) · [e, f ] = [a c, b d ] · [e, f ]

= [ a c e, b df ]

= [ a, b ] · [c e, df ]

= [ a, b ] · ([c, d ] · [e, f ]).

( 4. 3 9)

Li s ä k si k ert ol a s k u n v ai h d a n n ai s u u d e n o s oitt a mi s e k si t ul e e o s oitt a a, ett ä

[a, b ] · [c, d ] = [c, d ] · [a, b ]. ( 4. 4 0)

N yt

[a, b ] · [c, d ] = [a c, b d ]

= [ c a, d b ]

= [ c, d ] · [a, b ].

( 4. 4 1)

K ert ol a s k u n liit ä n n äi s y y s j a v ai h d a n n ai s u u s p ät e e sii s j o u k o s s a F D .

Li s ä k si t ul e e o s oitt a a, ett ä j o u k k o F D o n A b eli n r y h m ä y ht e e nl a s k u n s u ht e e n. K o s k a yl-

l ä o s oit ettii n, ett ä j o u k o s s a F D o n ol e m a s s a n e utr a ali al ki o j a v a st a- al ki o y ht e e nl a s k u n

s u ht e e n, j ä ä j älj ell e o s oitt a a y ht e e nl a s k u n liit ä n n äi s y y s j a v ai h d a n n ai s u u s. Ol k o ot j äll e e n

[a, b ], [c, d ] j a [e, f ] ∈ F D . Liit ä n n äi s y y d e n o s oitt a mi s e k si t ul e e o s oitt a a, ett ä

([a, b ] + [c, d ]) + [e, f ] = [a, b ] + ([c, d ] + [e, f ]). ( 4. 4 2)
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N yt

([a, b ] + [c, d ]) + [e, f ] = [a d + b c, b d ] + [e, f ]

= [( a d + b c )f + b d e, b df ]

= [ a df + b c f + b d e, b df ]

= [ a df + b (c f + d e ), b df]

= [ a, b ] + [c f + d e, df ]

= [ a, b ] + ([c, d ] + [e, f ]).

( 4. 4 3)

Y ht e e nl a s k u n v ai h d a n n ai s u u d e n o s oitt a mi s e k si t ul e e o s oitt a a, ett ä

[a, b ] + [c, d ] = [c, d ] + [a, b ]. ( 4. 4 4)

N yt

[a, b ] + [c, d ] = [a d + b c, b d ]

= [ d a + c b, d b ]

= [ c b + d a, d b ]

= [ c, d ] + [a, b ].

( 4. 4 5)

J o u k k o F D o n sii s A b eli n r y h m ä y ht e e nl a s k u n s u ht e e n. Vii m ei s e n ä k u n n a n e ht o n a o n

o s oitt a a, ett ä o sitt el ul a ki p ät e e j o u k o s s a F D eli, ett ä

[a, b ][e, f ] + [c, d ][e, f ] = [a e, b f ] + [c e, df ]

= [ a e df + b f c e, b df 2 ]

= [ a e d + b c e, b df ]

= [ a d e + b c e, b df ]

= ([ a, b ] + [c, d ])[e, f ].

( 4. 4 6)

J o u k k o F D o n sii s k u nt a. [ 1 5, s. 2 2 6- 2 2 7]

M ä ärit el m ä 4. 1 2. E d elli s e n l a u s e e n k u nt a a F D k ut s ut a a n k o k o n ai s al u e e n D m urt ol u k u-

j e n k u n n a k si t ai o s a m ä äri e n k u n n a k si . [ 1 5, s. 2 2 7]

T ä m ä n l u v u n m y öt ä n ä h d ä ä n, ett ä yll ä e sit ell y n m u k ai s e sti v oi d a a n r ati o n a alil u k uj e n i d e a

yl ei st ä ä mi eli v alt ai s ell e k o k o n ai s al u e ell e. S e ur a a v a s s a l u v u s s a e sit ell ä ä n t ut ki m u k s e n t ut-

ki m u s o n g el m at s e k ä t ut ki m u s k y s y m y k s et.
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5. T U T KI M U S K Y S Y M Y K S E T

T ut ki m u k s e n e n si m m äi s e n ä t ut ki m u s o n g el m a n a o n s el vitt ä ä, mi n k äl ai si a m er kit y k si ä yl ä-

k o ul ui k äi s et o p pil a at l ö yt ä v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e. Li s ä k si t ar k oit u k s e n a o n s el vitt ä ä,

k ui n k a m o nt a eri m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st ä o p pil a at l ö yt ä v ät s e k ä s p o nt a a ni sti et-

t ä k u vi e n a v ull a. Erit yi s e sti o n kii n n o st a v a a s el vitt ä ä, e sii nt y y k ö v a st a u k si s s a j o ki n ti et-

t y m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y s m uit a u s e a m mi n j a o n k o j oit a ki n s ell ai si a m er kit y k si ä,

j ot k a o p pil ailt a j ä ä v ät k o k o n a a n k e k si m ätt ä. T ut ki m u k s e s s a p yrit ä ä n m y ö s s el vitt ä m ä ä n,

mill ä t a v oi n yl ä a st e e n eri l u o k k a- a st ei d e n o p pil ai d e n l ö yt ä m ät m er kit y k s et m urt ol u k u m er-

ki n n ä st ä er o a v at t oi si st a a n. E si m er ki k si s u ht e e n k ä sit ett ä k ä sit ell ä ä n yl ä a st e ell a t ar k e m-

mi n k a h d e k s a n n ell a l u o k all a v err a n n o n y ht e y d e s s ä j a y h d e k s ä n n ell ä l u o k all a mitt a k a a v o-

j a l a s ki e s s a, j ot e n o n mi el e n kii nt oi st a s el vitt ä ä, l ö yt ä v ät k ö s eit s e m ä sl u o k k al ai s et s u ht e e n

m er kit y k s e n m urt ol u k u m er ki n n äll e.

T oi n e n t ut ki m u s o n g el m a o n, mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a o p pil a at k ä ytt ä v ät m urt ol u k u-

t e ht ä vi e n kirj alli s e s s a ki el e nt ä mi s e s s ä. K ut e n j o t e ori a s s a m ai nitt u; u s ei m mit e n o p pil a at

k u v a a v at m urt ol u k uj a ai n o a st a a n pi nt a- al a m alli n a v ull a. T ar k oit u k s e n a o n s el vitt ä ä, pit ä ä-

k ö v äit e p ai k k a n s a m y ö s t ä s s ä t ut ki m u k s e s s a v ai h y ö d y nt ä v ät k ö yl ä a st ei k äi s et o p pil a at

m uit a ki n k u vi o ki el e n m all ej a h a v ai n n olli st a e s s a m urt ol u k uj a k u v a n a v ull a. Li s ä k si t ar k oi-

t u k s e n a o n s el vitt ä ä, mit k ä o v at m urt ol u k ut e ht ä vi e n r at k ai s ui s s a e sii nt y v ät yl ei si m m ät vir-

h e et j a mit k ä o v at n äi d e n vir h ei d e n y ht e y d et t e ht ä v ä s s ä k ä yt ett y y n l u o n n olli s e e n ki el e e n

j a k u vi o ki el e e n. T oi si n s a n ott u n a; t a p a ht u u k o r at k ai s ui s s a e n e m m ä n vir h eit ä, j o s nii s s ä ei

ol e h y ö d y n n ett y o mi n s a n oi n s elitt ä mi st ä t ai r at k ai s u n h a v ai n n olli st a mi st a k u v a n a v ull a.

K ol m a nt e n a t ut ki m u s o n g el m a n a o n s el vitt ä ä o p pil ai d e n k o k e m u k si a kirj alli s e n ki el e nt ä-

mi s e n h y ö d y nt ä mi s e st ä o s a n a t e ht ä v ä n r at k ai s u a. Yl ä a st ei k äi st e n mi eli pit eit ä kirj alli s e st a

ki el e nt ä mi s e st ä o n mi el e n kii nt oi st a s el vitt ä ä, sill ä kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä ei m at e m atii k a n

o p pi m at eri a alit k a n n u st a t e k e m ä ä n, ei k ä s e ol e k o ul u m a ail m a s s a j u uri k a a n k ä yt ett y k ei-

n o m at e m atii k a n o p pi mi s e s s a. O n et e n ki n mi el e n kii nt oi st a s el vitt ä ä, k o k e v at k o yl ä a st ei-

k äi s et h y öt y v ä n s ä kirj alli s e st a ki el e nt ä mi s e st ä o s a n a r at k ai s u a, s e k ä t u nt u u k o kirj alli n e n

ki el e nt ä mi n e n yl ä a st ei k äi si st ä v ai v att o m alt a t ai mi el ui s alt a.

N äi d e n t ut ki m u s o n g el mi e n p o hj alt a t ut ki m u s k y s y m y k si k si m u ot o ut ui v at s e ur a a v at k y s y-

m y k s et al a k y s y m y k si n e e n:

1. Mill ai si a m er kit y k si ä yl ä k o ul u n o p pil a at k e k si v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e " 2
3
" ?
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1. 1. K ui n k a m o nt a m er kit y st ä o p pil a at l ö yt ä v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e ?

1. 2. Mill ai n e n y ht e y s o n o p pil a a n l u o k k a- a st e e n j a m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt ä mi e n

m er kit y st e n v älill ä ?

1. 3. Mill ai n e n y ht e y s o n o p pil a a n m at e m atii k a n ar v o s a n a n j a m urt ol u k u m er ki n n äl-

l e l ö yt ä mi e n m er kit y st e n l u k u m ä är ä n v älill ä ?

2. Mill ai si a m er kit y k si ä o p pil a at k e k si v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e " 2
3
" a n n et ui st a k u vi st a ?

3. Mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a o p pil a at k ä ytt ä v ät m urt ol u k ut e ht ä vi e n kirj alli s e s s a ki e-

l e nt ä mi s e s s ä ?

3. 1. Mi n k ä t y y p pi si ä vir h e p ä ät el mi ä o p pil a at t e ki v ät m urt ol u k ut e ht ä vi s s ä s e k ä mi-

k ä o n nii d e n y ht e y s t e ht ä vi s s ä k ä yt ett y y n l u o n n olli s e e n ki el e e n j a k u vi o ki e-

l e e n ?

4. Mill ai s e n a o p pil a at k o k e v at m at e m atii k a n kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n o s a n a m urt ol u-

k ut e ht ä vi e n r at k ai s e mi st a ?

T ut ki m u s m e n et el m ä n ä t ut ki m u k s e s s a k ä yt et ä ä n Mi x e d M et h o d s ( M M R) - m e n et el m ä ä.

T ut ki m u s m e n et el m ä ä j a t ut ki m u k s e n et e n e mi st ä k u v aill a a n t ar k e m mi n s e ur a a v a s s a l u-

v u s s a.
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6. T U T KI M U K S E N T O T E U T U S

6. 1  T ut ki m u sl o m a k e

T ut ki m u s ai n ei st o k er ättii n t ut ki m u k s e e n o p pil aill a t e et et yll ä t ut ki m u sl o m a k k e ell a. T ut ki-

m u sl o m a k k e e n e n si m m äi s e n si v u n ( Liit e A) al u k si o n o si o, j o h o n o p pil a s t ä ytt ä ä ti et oj a

it s e st ä ä n. E n si m m äi s e n ä k o ht a n a l o m a k k e e s s a k y s yt ä ä n o p pil a a n ni mi kirj ai mi a. Ni mi kir-

j ai m et o p pil ailt a k y s yt ä ä n v ai n, j ott a t ut ki m u sl o m a k e p a p erit p y st yt ä ä n y h di st ä m ä ä n t oi-

sii n s a. S e ur a a v a k si l o m a k k e e s s a k y s yt ä ä n o p pil a a n l u o k k a- a st ett a. T ä m ä n o n a n n ett u

v ai ht o e h d oi k si l y h e nt e et 7l k, 8l k j a 9l k. Li s ä k si t ut ki m u sl o m a k k e e s s a k y s yt ä ä n o p pil a a n

s u k u p u olt a, j o h o n v a st a u s v ai ht o e h d oi k si a n n ettii n v ai ht o e ht oj e n ”t ytt ö” j a ” p oi k a” li s ä k si

v ai ht o e h d ot ” m u u” j a ” e n h al u a k ert o a”. Vii m ei s e n ä t ut ki m u sl o m a k k e e n al u s s a k y s yt ä ä n

s a a k o o p pil a a n v a st a u k si a k ä ytt ä ä t ut ki m u k s e e n. V ai k k a t ut ki m u k s e e n o s alli st u vill a o p pi-

l aill a t ul e e oll a h u olt aj a n l u p a, o n mi el e st ä ni j är k e v ä ä k y s y ä t ut ki m u st e ht ä vi e n k ä ytt ä mi-

s e e n m y ö s o p pil a a n l u p a, sill ä e si m er ki k si l a st e n s u oj el ul ai n m u k a a n yli 1 2- v u oti a a n l a p-

s e n mi eli pi d ett ä o n k u ult a v a, ei k ä p el k k ä v a n h e m m a n s u o st u m u s riit ä t ut ki m u k s e e n o s al-

li st u mi s e e n [ 1 9]. T ut ki m u sl o m a k k e e s s a p ai n ot et a a n o p pil aill e, k ui n k a t ut ki m u k s e n v a s-

t a u k si a k ä sit ell ä ä n a n o n y y mi sti j a h y v ä ä ti et e elli st ä t a p a a n o u d att a e n. Li s ä k si m ai nit a a n,

ett ä ni mi kirj ai m et t ar vit a a n ai n o a st a a n t e ht ä v äl o m a k e p a p er ei d e n y h di st ä mi s e e n s e k ä, et-

t ä t ut ki m u k s e n t ul o k si st a ei p y st y t u n ni st a m a a n y k sitt äi st ä v a st a aj a a.

T ut ki m u sl o m a k k e e s s a o p pil a a n ti et oj a k o s k e v a n o s u u d e n j äl k e e n o n e n si m m äi n e n t e ht ä-

v ä, j o k a o n l a a ditt u J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n [ 1 3] ai k ai s e m m a s s a t ut ki m u k s e s s a. T e h-

t ä v ä s s ä o p pil a a n o n t ar k oit u k s e n a kirj oitt a a m a h d olli si m m a n m o nt a eri m er kit y st ä m er-

ki n n äll e ” 2
3
”. M er ki n n ä n all a o n u s eit a ri v ej ä kirj oit u stil a a o p pil a a n v a st a u k sill e. T ut ki m u s-

l o m a k k e e n e n si m m äi n e n t e ht ä v ä o n erilli s ell ä p a p erill a, j ott a o p pil a at v a st ai si v at sii h e n

m a h d olli si m m a n s p o nt a a ni sti, il m a n t oi s e n t e ht ä v ä n k u vi e n a nt a mi a vi hj eit ä. E n si m m äi-

s e n t e ht ä v ä n t ar k oit u k s e n a o n t u ott a a v a st a u k si a e n si m m äi s e e n t ut ki m u s k y s y m y k s e e n.

T ut ki m u sl o m a k k e e n t oi n e n o si o ( Liit e A) al k a a e n si m m äi s e n si v u n t a p a a n k o h d all a, j o h o n

o p pil a s l aitt a a ni mi kirj ai m e n s a l o m a k k ei d e n y h di st ä mi st ä v art e n. Li s ä k si t oi s ell a si v ull a

k y s yt ä ä n e n si m m äi s e st ä si v u st a p oi k et e n o p pil a a n ar v o s a n a a m at e m atii k a s s a k e v ätt o-

di st u k s e s s a. T ä m ä n k y s y m y k s e n a v ull a p yrit ä ä n s el vitt ä m ä ä n, o n k o o p pil a a n m at e m atii-

k a n k o ul u m e n e st y k s e n j a m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt ä mi e n m er kit y st e n v älill ä y ht e ytt ä.
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T oi n e n t e ht ä v ä o n m y ö s l a a ditt u J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n [ 1 3] ai k ai s e m m a s s a t ut ki-

m u k s e s s a. Sii n ä a n n et a a n n elj ä k u v a a, j oi d e n vi er e e n o p pil ai d e n o n t ar k oit u s kirj oitt a a,

mit e n k u vi ot h ei d ä n mi el e st ä ä n k u v a a v at m at e m a atti st a m er ki nt ä ä ” 2
3
”. E n si m m äi n e n k u-

v a o n y m p yr ä, j o k a o n j a ett u k ol m e e n o s a a n, j oi st a y k si o n v ärit ett y, eli k u v a o n p eri nt ei s e n

m urt o k a k u n n ä k öi n e n. E n si m m äi s ell ä k u v all a h a et a a n v a st a u k si a, j ot k a k u v ai si v at m ur-

t ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st ä o s a n a k o k o n ai s u u d e st a. Li s ä k si t ar k oit u k s e n a o n s el vitt ä ä,

y m m ärt ä v ät k ö o p pil a at, ett ä m urt o k a k ull a il m ai st u s s a m urt ol u v u s s a o s oitt aj a ei ai n a v ält-

t ä m ätt ä ol e v ärit ett yj e n p al a st e n m ä är ä, v a a n s e v oi d a a n k at s o a m y ö s v äritt ä m ätt ö mi st ä

o si st a.

T e ht ä v ä s s ä 2 t oi n e n k u v a e sitt ä ä l u k uj e n 2 j a 3 s u h d ett a n eli öi d e n a v ull a. K u v a s s a o n

vii si n eli öt ä p er ä k k äi n, j o st a k a k si v a s e m m a n p u ol ei st a o n v ärit ett y j a l o p ut k ol m e n eli öt ä

o n v al k oi si a. K u v all a h a et a a n v a st a u k si a, j oi d e n m u k a a n k u vi o k u v ai si m er ki nt ä ä ” 2
3
” n e-

li öi d e n m ä äri e n s u ht e e n a. K ol m a n n e s s a k u v a s s a o n k a k si n eli öit ä, j ot k a k a k si m urt o vii-

v a a j a k a a k ol m e e n o s a a n s e k ä e n si m m äi s e n o s a n k o h d all a m er ki nt ä ” 0, 6 7”. T äll ä k u v all a

h a et a a n erit yi s e sti v a st a u k si a, j oi d e n m u k a a n k u vi o k u v a a m er ki nt ä ä ” 2
3
” j a k ol a s k u n a t ai

o s a m ä är ä n ä. N elj ä s k u v a o n l u k u s u or a, j o s s a l u k uj e n 0 j a 1 v älill e o s oitt a a n u oli j a m er-

ki nt ä ” 2
3
”. T äll ä k u v all a h a et a a n mitt a a n viitt a a vi a v a st a u k si a. T oi s ell a t e ht ä v äll ä p yrit ä ä n

s a a m a a n v a st a u k si a t oi s e e n t ut ki m u s k y s y m y k s e e n.

K ol m a s t e ht ä v ä k o o st u u k ol m e st a y k si n k ert ai s e st a m urt ol u v uill a t e ht ä v ä st ä l a s k ut e ht ä-

v ä st ä, j oi d e n r at k ai s e mi s e n li s ä k si o p pil ai d e n t e ht ä v ä n ä o n s elitt ä ä r at k ai s u o mi n s a n oi n

s e k ä piirt ä ä t e ht ä v ä n r at k ai s u a h a v ai n n olli st a v a k u v a. T e ht ä v ä n t ar k oit u k s e n a o n s el vit-

t ä ä, mill ai si a kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n m all ej a o p pil a at k ä ytt ä v ät t e ht ä v ä s s ä, mi n k äl ai si a

k ä sitt eit ä h e k ä ytt ä v ät r at k ai s ui s s a a n s e k ä, mit k ä o v at yl ei si m pi ä vir h eit ä n äi s s ä t e ht ä vi s-

s ä. T e ht ä v ä n t ar k oit u k s e n a o n li s ä k si s el vitt ä ä, k ui n k a o p pil a at h allit s e v at m urt ol u k uj e n

p er u sl a s k ut oi mit u k sii n liitt y v ät t ai d ot, k ut e n l a v e nt a mi s e n, m urt ol u k uj e n j a k ol a s k u n j a y h-

t e e nl a s k u n, j a, k ui n k a h e h y ö d y nt ä v ät r at k ai s ui s s a a n k u vi o ki elt ä s e k ä l u o n n olli st a ki elt ä.

K ol m a n n ell a t e ht ä v äll ä p yrit ä ä n s a a m a a n v a st a u k si a k ol m a nt e e n t ut ki m u s k y s y m y k s e e n.

T ut ki m u sl o m a k k e e n l o p u k si o p pil ait a p y y d et ä ä n v a st a m a a n t e ht ä vi ä k o s k e vii n v äitt ä mii n

r a stitt a m all a k ut a ki n v äitt ä m ä ä v a st a a v a n v ai ht o e h d o n. T e ht ä v ä ä n k ä yt ettii n Li k ert - a st ei k-

k o a ( Li k ert s c al e ), sill ä s e s o pii erit yi s e sti mitt ar ei hi n, j oi s s a v a st a aj a ar vi oi o m a a k ä sit y s-

t ä ä n v äitt e e n si s äll ö st ä [ 2 7, s. 3 9]. V a st a u s v ai ht o e ht oj a k u v at a a n l o m a k k e e s s a h y mi öi n,

j ot k a o n s elit ett y v a st a a v a n v ai ht o e ht oj a ”t ä y si n s a m a a mi elt ä”, ” s a m a a mi elt ä”, ” ei s a-

m a a, ei k ä eri mi elt ä”, ” o sitt ai n eri mi elt ä” j a ”t ä y si n eri mi elt ä”. T ut ki m u k s e e n o s alli st u vi e n

i k ä ä aj at ell e n h y mi öi d e n k o ettii n ol e v a n h el p p ot aj ui s e m pi v er si o v ai ht o e ht oj e n k u v a u k-

s e e n, k ui n nii d e n k u v a a mi n e n e si m er ki k si n u m er oi n 1- 5. L o p p u k y s el y n t ar k oit u k s e n a o n

s el vitt ä ä o p pil ai d e n o m at k o k e m u k s et t e ht ä vi st ä s e k ä mit e n k u vi o ki el e n j a l u o n n olli s e n

ki el e n h y ö d y nt ä mi n e n v ai k utt a a t e ht ä vi e n r at k ai s u u n o p pil ai d e n k o k e m u k s e n m u k a a n j a

t ät e n s a a d a v a st a u k s et n elj ä nt e e n t ut ki m u s k y s y m y k s e e n.
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6. 2  Ai n ei st o n k er u u

Ai n ei st o k er ättii n er ä ä s s ä Pir k a n m a all a sij ait s e v a s s a y ht e n äi s k o ul u s s a. T ut ki m u k s e n t o-

t e utt a mi s e st a s o vittii n k o ul u n r e ht ori n k a n s s a al u st a v a sti v u o d e n 2 0 2 2 s y y s k u u s s a j a t ut-

ki m u k s e n t ot e ut u s t a p a ht ui l o k a- m arr a s k u u n v ai ht e e s s a v u o n n a 2 0 2 2. T ut ki m u k s e n ot o s

ei oll ut t ä y si n s at u n n ai n e n, v a a n m u o d o st ui s a at a v u u d e n m u k a a n, mi k ä o n ei- s at u n n ai sill e

ot o k sill e t y y pilli st ä [ 2 7]. T ut ki m u k s e e n o s alli st ui k a k si s eit s e m ä n n e n l u o k a n r y h m ä ä, k a k-

si y h d e k s ä n n e n l u o k a n r y h m ä ä s e k ä k ol m e k a h d e k s a n n e n l u o k a n r y h m ä ä. K a h d e k s a n-

n e n l u o k a n r y h mi ä v alittii n m u k a a n k ol m e, sill ä nii d e n r y h m ä k o ot oli v at pi e n e m pi ä s eit s e-

m ä n n e n j a y h d e k s ä n n e n l u o k a n r y h mii n v err att u n a. T ut ki m u k s e e n o s alli st ui o p pil ait a eri

l u o k k a- a st eilt a, sill ä t ar k oit u k s e n a o n s el vitt ä ä, o n k o o p pil a a n l u o k k a- a st e ell a v ai k ut u st a

m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y st e n l ö yt ä mi s e n v älill ä. N äi st ä s eit s e m ä st ä t ut ki m u k s e e n

v ali k oit u n e e st a r y h m ä st ä t ut ki m u k s e e n o s alli st ui 6 4 o p pil a st a, j oi st a l o p ult a 6 2 o p pil a a n

v a st a u k s et m u o d o sti v at t ut ki m u s ai n ei st o n, sill ä k a k si o p pil a st a p al a utti t ut ki m u sl o m a k k e et

t y hji n ä t ai l ä h e s t y hji n ä.

T a ul u k k o 6. 1. T ut ki m u k s e e n o s alli st u n e et o p pil a at s u k u p u olitt ai n j a l u o kitt ai n

Tytt ö P oi k a M u u / E n h a-

l u a k ert o a

Y ht e e n s ä

7. l u o k k a 1 1 1 3 0 2 4

( 1 7, 7 %) ( 2 1, 0 %) ( 0 %) ( 3 8, 7 %)

8. l u o k k a 1 2 6 2 2 0

( 1 9, 4 %) ( 9, 7 %) ( 3, 2 %) ( 3 2, 3 %)

9. l u o k k a 9 8 1 1 8

( 1 4, 5 %) ( 1 2, 9 %) ( 1, 6 %) ( 2 9, 0 %)

Y ht e e n s ä 3 2 2 7 3 6 2

( 5 1, 6 %) ( 4 3, 5 %) ( 4, 8 %) ( 1 0 0 %)

T a ul u k o s s a 6. 1 o n e sit elt y n ä t ut ki m u k s e e n o s alli st u n e et o p pil a at s u k u p u olitt ai n s e k ä l u o-

kitt ai n. T a ul u k o st a n ä h d ä ä n, ett ä n oi n p u ol et o s alli st u n ei st a oli t ytt öj ä, hi e m a n yli 4 0 %

p oi ki a j a v aj a a 5 % v a st a si s u k u p u ol e n s a ol e v a n j o ki n m u u t ai ei h al u n n ut k ert o a s u k u-

p u olt a a n. T ut ki m u k s e e n o s alli st u n ei d e n o p pil ai d e n l u o k k a- a st e et j a k a ut ui v at m el k o t a s ai-

s e sti, k u n ki n l u o k k a- a st e e n o s u u d e n oll e n n oi n k ol m a s o s a n o s alli st uji st a. S eit s e m ä sl u o k-

k al ai si a oli hi e m a n e n e m m ä n, k u n t a a s y h d e k s ä sl u o k k al ai si a hi e m a n v ä h e m m ä n.

R e ht orilt a s a a d u n s u o st u m u k s e n j äl k e e n t ut ki m u sl u p a a p y y d ettii n k a u p u n gi n o p et u s p ä äl-

li k ölt ä, j o k a m y ö n si t ut ki m u sl u v a n l o k a k u u s s a 2 0 2 2. T ut ki m u sl u v a n m y ö nt ä mi s e n j äl k e e n

t ut ki m u k s e e n o s alli st u vi e n r y h mi e n o p pil aill e j a ettii n t ut ki m u sl u p al a p ut ( Liit e B), j ot k a h ei-

d ä n t uli k ä ytt ä ä h u olt ajill a a n l u ett a v a n a j a all e kirj oit ett a v a n a. K o s k a t ut ki m u k s e st a a n n et ut

ti e d ot v oi v at v ai k utt a a i h mi st e n h al u k k u ut e e n o s alli st u a t ut ki m u k s e e n [ 1 9], p ai n ot ettii n o p-

pil aill e j o l u p al a p p uj a j a k a e s s a sit ä, k ui n k a t ut ki m u k s e n t ul o k si st a ei p y st yi si t u n ni st a m a a n
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y k sitt äi st ä v a st a aj a a. T ut ki m u sl u p al a p u s s a k err ottii n l y h y e sti t ut ki m u k s e st a s e k ä il m oit et-

tii n y ht e y sti e d ot, j oi st a t ut ki m u k s e st a s a a h al ut e s s a a n li s äti et o a. K u ul a n [ 1 9] m u k a a n a n-

t a e s s a ti et o a t ut ki m u k s e st a e h d ott o mi n o s a o n k ert o a t ut kitt a vill e, k e n elt ä t ut ki m u k s e st a

v oi p y yt ä ä li s äti et o a. O p pil aill e a n n ettii n l u p al a p p uj e n p al a utt a mi s e e n e n n e n t ut ki m u k s e n

t ot e ut u st a m u ut a m a vii k k o ai k a a, j ott a h u olt aj at e hti v ät t ut u st u m a a n t ut ki m u sl u p al a p p u u n

s e k ä k y s y m ä ä n li s äti et o a t ut ki m u k s e st a h al ut e s s a a n, j a, j ott a m a h d olli si m m a n m o ni o p-

pil a s m ui st ai si p al a utt a a l u p al a p u n e n n e n t ut ki m u k s e n t ot e ut u st a.

T ut ki m u s t ot e ut ettii n k u n ki n r y h m ä n k a n s s a y h d e n 4 5 mi n u utti a k e st ä v ä n m at e m atii k a n

t u n ni n ai k a n a o p ett aj a n k a n s s a. O s alli st ui n it s e vii d e n r y h m ä n o p pit u n nill e, j oll a t ut ki m u s-

t a t e htii n. K a k si m u ut a r y h m ä ä t ot e utti t ut ki m u k s e n o p ett aj all e a nt a m a ni o hj ei st u k s e n m u-

k ai s e sti. T ut ki m u s ai n ei st o a k er ät e s s ä t ul e e t ut kitt a vill e k ert o a t ut ki m u s ai n ei st o n k ä ytt öt ar-

k oit u k s e st a [ 1 9]. T ä m ä n v u o k si o p pit u n ni n al u k si k ert a si n o p pil aill e l y h y e sti, mi hi n t ut ki-

m u st ul o k si a k ä yt et ä ä n j a mit ä t ut ki m u k s e s s a h al ut a a n t ut ki a. O p pil aill e ei n ä ht y t ar p e el-

li s e k si k ert o a t ut ki m u k s e st a k o vi n k a a n t e or e etti s e sti, sill ä h eit ä v ai k utti pit k ä st ytt ä v ä n t ut-

ki m u k s e n l y h yt ki n e sitt el y. K u ul a n [ 1 9] m u k a a n t ut ki m u st a v oitt ei d e n e sitt ä mi n e n k a n n at-

t a a ki n s u u n nit ell a k o h d er y h m ä ä aj at ell e n. Li s ä k si k ä vi n t ut ki m u st e ht ä v ät k o ht a k o h d alt a

l ä pi. O p pil aill e p ai n ot ettii n t ut ki m u k s e n v a p a a e ht oi s u utt a, j ott a o p pil aill e ei t uli si t u n n ett a,

ett ä t ut ki m u k s e n t e k e mi n e n v ai k utt ai si e si m er ki k si k o ul u ar v o s a n oi hi n.

T ut ki m u k s e n l y h y e n e sitt el y n j äl k e e n j a oi n t ut ki m u sl o m a k k e e n e n si m m äi s e n t e ht ä v ä n eril-

li s ell ä p a p erill a niill e o p pil aill e, j ot k a oli v at s a a n e et h u olt aj alt a l u v a n t ut ki m u k s e e n o s alli s-

t u mi s e e n. O p pil a at, j ot k a ei v ät oll e et s a a n e et l u p a a t ut ki m u k s e e n o s alli st u mi s e e n s ai v at

m y ö s h al ut e s s a a n o m at t ut ki m u sl o m a k k e et sil m äilt ä v ä k si, m utt a n äit ä l o m a k k eit a ei l u o n-

n olli s e sti ot ett u m u k a a n t ut ki m u s ai n ei st o o n. P y y si n o p pil ait a n o st a m a a n k ä d e n m er ki k si

siit ä, ett ä o n s a a n ut e n si m m äi s e n t e ht ä v ä n v al mii k si, mi n k ä j äl k e e n a n n oi n o p pil a all e l o-

p ut t ut ki m u sl o m a k k e e st a t e ht ä v ä k si, eli t e ht ä v ät 2 j a 3 s e k ä l o p p u k y s el y n. T u n ni n l o p utt u a

k er ä si n t ut ki m u sl o m a k k e et o p pil ailt a j a s äil yti n niit ä k ot o n a. K a h d e n r y h m ä n l o m a k k e et

k ä vi n n o ut a m a s s a h ei d ä n o p ett aj alt a a n t ut ki m u k s e n t ot e ut u k s e n j äl k e e n.

6. 3  Ai n ei st o n a n al y y si

T ut ki m u s m e n et el m ä n ä k ä yt et ä ä n Mi x e d m et h o d s -l ä h e st y mi st a p a a ( M M R), j o k a y h di st ä ä

l a a d ulli s e n j a m ä är älli s e n t ut ki m u k s e n [ 3 8]. L a a d ulli s e n ai n ei st o n a n al y s oi n ni s s a h y ö d y n-

n et ä ä n si s äll ö n a n al y y si a, j o k a o n t e k sti n a n al y y si a, j o s s a e si m er ki k si k u v at a a n mi s s ä y h-

t e y d e s s ä ti ett yj ä k ä sitt eit ä k ä yt et ä ä n [ 3 8]. J y v ä s k yl ä n yli o pi st o n fil o s o fi a n l ait o k s e n t ut ki-

j a n Ti m o L ai n e e n m u k a a n l a a d ulli s e n t ut ki m u k s e n a n al y y si s s a t uli si e n si n p ä ätt ä ä, mi k ä

ai n ei st o s s a kii n n o st a a, j o n k a j äl k e e n ai n ei st o k ä y d ä ä n l ä pi j a m er kit ä ä n it s e ä kii n n o st a v at

a si at [ 3 8]. T ä s s ä t ut ki m u k s e s s a e n n e n t ut ki m u k s e n l ä pi k ä y nti ä ti e d ettii n, ett ä ai n ei st o s-

s a kii n n o st a a o p pil ai d e n m urt ol u k u m er ki n n äll e e sitt ä m ät m er kit y k s et, kirj alli s e n ki el e nt ä-

mi s e n h y ö d y nt ä mi n e n s e k ä mi eli pit e et kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi s e st ä. N ä m ä
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a si at k o ottii n y ht e e n ti e d o st o o n, j o s s a ai n ei st o l u o kit eltii n. Ai n ei st o n a n al y s oi ntii n h y ö d y n-

n ettii n t e ori a o hj a a v a a a n al y y si a, eli sii n ä k ä yt ettii n l u o kitt el u u n v al miit a t e ori oi d e n e sitt ä-

mi ä l u o k ki a j a t e ori a st a p oi k k e a vill e v a st a u k sill e m u o d o st ettii n yli m ä är äi s et m u u -l u o k at

[ 3 8]. Si s äll ö n a n al y y si a j at k ettii n si s äll ö n eritt el yll ä eli ai n ei st o n k v a nti fi oi n nill a, j o s s a l a s-

k ettii n e si m er ki k si, k ui n k a m o ni o p pil a s m ai nit si s a m a n a si a n v a st a u k s e s s a a n [ 4]. Ai n ei s-

t o a a n al y s oi d e s s a t ut ki m u s k y s y m y k si ä m u o k attii n vi el ä hi e m a n ai n ei st o o n s o pi vi m m a k si,

mi k ä o n t ut ki m u s pr o s e s s ei s s a u s ei n t y y pilli st ä [ 1 9].

Ai n ei st o n k ä sitt el y al oit ettii n k ä y m äll ä j o k ai n e n t ut ki m u sl o m a k e p a p eri l ä pi. T ä s s ä v ai h e e s-

s a v ar mi st ettii n o p pil ai d e n ni mi kirj ai nt e n a v ull a, ett ä j o k ai n e n t ut ki m u k s e e n o s alli st u n ut

o p pil a s oli p al a utt a n ut m ol e m m at t ut ki m u sl o m a k k e e n o s at, j ot k a t ä s s ä k o ht a a liit ettii n y h-

t e e n. O p pil ai d e n v a st a u s p a p erit n u m er oitii n m y ö h e m m ä n t a ul u k oi n ni n h el p ott a mi s e k si.

E s k ol a n j a S u or a n n a n [ 4] m u k a a n ai n ei st o n n u m er oi nti h el p ott a a s e n j at k o k ä sitt el y ä. P a-

l a ut et ui st a t ut ki m u sl o m a k k ei st a k ar sittii n p oi s n e, j oi hi n ei oll ut kirj att u t e ht ä vii n mit ä ä n t ai

l ä h e s mit ä ä n s e k ä n e, j oi hi n o p pil a s oli m er ki n n yt r u u d u n, j o n k a m u k a a n h ä n e n v a st a u k-

si a a n ei s ai si k ä ytt ä ä t ut ki m u k s e e n. N ä m ä l o m a k k e et t u h ottii n a si a n m u k ai s e sti. T ä m ä n

k ar si mi s e n j äl k e e n t ut ki m u s ai n ei st o m u o d o st u u l o p ult a 6 2 o p pil a a n v a st a u k si st a.

V a st a u st e n k ä sitt el y y n h y ö d y n n ettii n Mi cr o s oft E x c el -t a ul u k oi nti o hj el m a a, j o h o n m u o d o s-

t ettii n t e ht ä v ä k o ht ai s et t a ul u k ot t e ht ä vi st ä s el vit ett ä vi e n ti et oj e n h el p ott a mi s e k si. O p pil a at

j ärj e st ettii n t a ul u k oi hi n al u k si j u o k s e v a n n u m er oi n ni n m u k a a n, mi n k ä j äl k e e n o p pil a s n u-

m er ot v äri k o o d attii n s u k u p u ol e n j a l u o k k a- a st e e n m u k a a n. O p pil a at j ärj e st ettii n t a ul u k-

k o o n v ärij ärj e st y k s e e n, j ott a y k sitt äi st ä r y h m ä ä, e si m er ki k si 7. l u o k a n t ytt öj ä oli h el p o m-

pi t ar k a st ell a k o k o n ai s u ut e n a. T a ul u k k o o n kirj attii n m y ö s nii d e n 5 0 o p pil a a n m at e m atii-

k a n ar v o s a n a, j ot k a oli v at ar v o s a n a n t ut ki m u sl o m a k k e e s e e n il m oitt a n e et. T a ul u k oi nti a

h y ö d y n n ettii n v a st a u st e n l u o kitt el u u n, v a st a u st e n m ä äri e n l a s k e mi s e e n s e k ä t a ul u k oi d e n

j a k a a vi oi d e n t e k e mi s e e n. E n si m m äi s e n j a t oi s e n t e ht ä v ä n v a st a u k s et l u o kit eltii n nii s-

s ä e sii nt y vi e n m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n m u k a a n. L u o kitt el u s s a h y ö d y n n ettii n t e o-

ri a s s a e sit elt y ä J o ut s e nl a h d e n e sitt ä m ä ä j a ott el u a m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si st ä.

T ä s s ä l u o kitt el u s s a o p pil ai d e n v a st a u k si st a t e htii n t ul ki nt oj a nii n, ett ä n e p y st yttii n l u o kit-

t el e m a a n t e ori a o s u u d e s s a e sit ell y n n elj ä n eri m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k s e n s e k ä k a-

t e g ori a n ” m u ut” all e. T ul ki n n at o n e sit ett y s e ur a a v a s s a l u v u s s a. K ol m a n n e n t e ht ä v ä n v a s-

t a u k s et l u o kit eltii n t e ht ä v ä n l o p ulli s e n v a st a u k s e n m u k a a n. Ty hji st ä v a st a u k si st a j a nii st ä,

j oi s s a ei oll ut s a at u l o p ulli st a v a st a u st a m u o d o st ettii n m y ö s o m a l u o k k a n s a. Vir h e elli si s-

t ä v a st a u k si st a kirj attii n vir h e yl ö s, mi n k ä j äl k e e n n e l u o kit eltii n t y y pilli si m pii n vir h et y y p-

p ei hi n. N äi d e n li s ä k si k ol m a n n e st a t e ht ä v ä st ä o n m a h d olli st a t ut ki a m y ö s ki el e nt ä mi s e n

h y ö d y nt ä mi st ä r at k ai s u s s a, j ot e n v a st a u k si st a l u o kit eltii n li s ä k si nii s s ä k ä yt et yt k u vi o ki e-

l e n m allit. T ä s s ä l u o kitt el u u n k ä yt ettii n t e ori a o s u u d e s s a e sit elt y ä V a n d e W alli n y m. [ 4 1]

k u vi o ki el e n m alli e n j a ott el u a k ol m e e n eri k at e g ori a a n.

K y s el yl o m a k k e e n a n al y s oi n ni n h el p ott a mi s e k si Li k ert- a st ei k o n v a st a u k s et m u ut ettii n n u-

m er oi k si 1- 5, mi s s ä 1 v a st a a v a st a u st a ” T ä y si n eri mi elt ä” j a 5 v a st a u st a ” T ä y si n s a m a a
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mi elt ä”. V a st a u k s et y h di st ettii n vi el ä t ä m ä n j äl k e e n nii n, ett ä l o p ulli si a l u o k ki a t e ht ä v ä s s ä

oli k ol m e; 1 eri mi elt ä, 2 ei s a m a a ei k ä eri mi elt ä s e k ä 3 s a m a a mi elt ä. L u o k k a a n 1 j a ettii n

v a st a u k s et t ä y si n eri mi elt ä j a eri mi elt ä, j a l u o k k a a n 3 v a st a u k s et s a m a a mi elt ä j a t ä y si n

s a m a a mi elt ä. K y s el yl o m a k k e e st a s a a d u n m ä är älli s e n ai n ei st o n a n al y s oi n ni s s a h y ö d y n-

n ettii n s e k ä E x c el -t a ul u k oi nti o hj el m a a ett ä I B M S P S S St ati sti c s - o hj el m a a. L o m a k k e e n

s eit s e m ä ä v äitt ä m ä ä t ar k a st eltii n fr e k v e n s sij a k a u m a n a v ull a.

6. 3. 1 V a st a u st e n l u o kitt el u

O p pil ai d e n e n si m m äi s e n j a t oi s e n t e ht ä v ä n v a st a u st e n l u o kitt el u u n h y ö d y n n ettii n t e ori a o-

s u u d e s s a e sit elt yj ä J o ut s e nl a h d e n j a P er k kil ä n [ 1 0] e sitt el e mi ä m er kit y k si ä m urt ol u k u-

m er ki n n äll e. J ott a v a st a u k s et p y st yttii n j a k a m a a n n äi hi n m er kit y k sii n, o p pil ai d e n v a st a u k-

si st a t e htii n t ul ki nt oj a a b d u ktii vi s e n p ä ätt el y n k ei n oi n, j o s s a t ut kij a y h di st el e e ai n ei st o n

t ul o k si a ai n ei st o n v al mii sii n m all ei hi n [ 3 8]. T ä s s ä al al u v u s s a e sit ell ä ä n, mill ai si a t ul ki nt oj a

o p pil ai d e n v a st a u k si st a t e htii n.

O s a k o k o n ai s u u d e st a -l u o k k a m u o d o st u u k a h d e st a v a st a u st y y pi st ä. E n si m m äi s e s s ä v a s-

t a u st y y pi s s ä o p pil a s o n k u v a n n ut o s a n ott a mi st a k o k o n ai s e st a eli, k ui n k a j o ki n y k si k o k o-

n ai n e n j a et a a n k ol m e e n o s a a n j a k ol m e st a o s a st a ot et a a n k a k si. V a st a u k si s s a t y y pilli si n

j a ett a v a oli j o ki n s y öt ä v ä a si a, k ut e n k a k k u o p pil a a n 6 v a st a u k s e s s a.

” K a k k u o n j a ett u k ol m e e n o s a a n, j o st a o n s y öt y y k si p al a p oi s. T ä m ä j ätt ä ä

k a k si p al a a k ol m e st a.” ( T 1, O p pil a s 6)

T oi s e s s a v a st a u st y y pi s s ä v a st a u k s e s s a k u v ailtii n o s a n ott a mi st a k o k o n ai s u u d e st a eli k a h-

t a j o st ai n k ol m e n j o u k o st a. T ä s s ä ki n v a st a u st y y pi s s ä yl ei si m m ät v a st a u k s et liitt yi v ät r u o-

k a a n t ai m u u h u n o p pil a a n ar ki p äi v ä ä n liitt y vii n k o n kr e etti sii n a si oi hi n, k ut e n h arr a st u s- t ai

k o ul u v äli n ei sii n.

” K ar k k ej a o n s y öt y 2 k ol m e st a k ar ki st a.” ( T 1, O p pil a s 8)

O s a k o k o n ai s u u d e st a - v a st a u k si k si t ul kittii n v a st a u k s et ” k a k si k ol m a s o s a a” j a ” k a k si k ol-

m e st a o s a st a” sill ä j o nii d e n s a n a m u ot o viitt a a j o h o n ki n k o k o n ai s u ut e e n t ai k o k o n ai s e e n,

j o k a o n j a ett u k ol m e e n o s a a n t ai k ol m a s o sii n. M y ö s v a st a u k s et ” yli p u ol et” j a ” m el k ei n k o-

k o n ai n e n” t ul kittii n o s a k si k o k o n ai s u u d e st a. T oi s e n t e ht ä v ä n k u v a a n B e h d ot et ut v a st a u k-

s et ” 2
5
” j a ” 3

5
” t ul kittii n m er kit s e v ä n o s a a k o k o n ai s u u d e st a, sill ä nii s s ä k u v at a a n v ärit ett yj e n

t ai v äritt ä m ätt ö mi e n n eli öi d e n m ä är ä ä k ai ki st a vii d e st ä n eli ö st ä.

J a k ol a s k u -l u o k k a a n l u o kit eltii n m y ö s k a h d e nl ai si a v a st a u k si a. L u o k k a a n ot ettii n m u k a a n

v a st a u k s et, j oi s s a oli j oll a ki n t a p a a m ai nitt u s a n a j a k ol a s k u, m utt a m y ö s s ell ai s et v a st a u k-

s et, j ot k a v oitii n t ul kit a j a k ol a s k u n t ul o k s e n a eli o s a m ä är ä n ä. V a st a u k s et ” 2
3

= 0, 6 6 6... ≈

0, 6 7 = 6 7 %” j a ” 0, 6 6 6 6...” t ul kittii n j a k ol a s k u -l u o k k a a n, sill ä nii s s ä o n l a s k ett u j a k ol a s k u

k a k si j a ett u n a k ol m ell a.
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M urt ol u v u n m er kit y k si st ä s u h d e oli k ai ki st a v ai k ei n t ul kit a. Ai n ei st o a a n al y s oi d e s s a p ä ä-

d yttii n s u ht e e k si t ul kit a s ell ai s et v a st a u k s et, j oi st a j oll ai n t a p a a il m e ni k a h d e n eri l u v u n

s u ur u u d e n v ert ail u. Li s ä k si s ell ai s et v a st a u k s et, j oi s s a e sit ettii n mitt a k a a v a, t ul kittii n s u h-

t e e k si, sill ä mitt a k a a v all a il m oit et a a n j o n ki n pit u u d e n k u v a s s a s u h d e pit u ut e e n l u o n n o s s a.

N äi d e n t ul ki nt oj e n p er u st e ell a e si m er ki k si s e ur a a v at v a st a u k s et l u o kit eltii n s u ht e e k si.

" L a s k e m all a mitt a k a a v a a v oi d a a n s a a d a v a st a u k s e k si 2
3
, m utt a s e pit ä ä m u ut-

t a a oi k e a a n m u ot o o n eli 2: 3." ( T 1, O p pil a s 1 7)

" M er ki nt ä v oi t ar k oitt a a, ett ä v ai k k a t oi s ell a j o u k k u e ell a o n k a k si pi st ett ä j a

t oi s ell a k ol m e pi st ett ä." ( T 1, O p pil a s 6 1)

" Vii si p all o a, j oi st a k a k si o n m u sti a j a k ol m e v al k oi si a." ( T 1, O p pil a s 6)

M urt ol u v u n m er kit y k s e k si mitt a t ul kittii n s ell ai si st a v a st a u k si st a, j oi s s a o p pil a s k u v aili j o n-

ki nl ai st a pit u u s - m alli a. V a st a u s " M at k a st a o n m e nt y ti et y n v err a n"( T 1, O p pil a s 4 0) t ul kit-

tii n mit a k si. Li s ä k si k o or di n a ati st o n m ai nit s e v a v a st a u s " K u v a v oi liitt y ä m y ö s k o or di n a a-

ti st o o n"( T 1, O p pil a s 6 2), sill ä k o or di n a ati st o o n ni m e n o m a a n mitt oj a h y ö d y nt ä v ä j ärj e st el-

m ä.

M u u -l u o k k a a n l u o kit eltii n s ell ai s et v a st a u k s et, j ot k a ei v ät s o pi n e et mi hi n k ä ä n n elj ä st ä

m u u st a l u o k a st a. T äll ai si a v a st a u k si a oli v at e si m er ki k si s ell ai s et, j oi s s a k u v ailtii n m er ki n-

n ä n ul k o a s u a k ert o m all a, ett ä m er ki nt ä k o o st u u k a h d e st a l u v u st a j a v äli vii v a st a. M u u -

l u o k k a a n t ul kittii n m y ö s v a st a u k s et, j oi s s a m urt ol u v u n m er kit y s n ä htii n k a ht e n a erilli s e n ä

l u k u n a. O p pil a all e 2 9 s e n sij a a n m urt ol u v u n m er kit y s l u ult a v a sti oli k o ul u st a t utt u m ui sti-

s ä ä nt ö.

" 2 o n ot s a s s a j a 3 o n n e n ä s s ä"( T 1, O p pil a s 2 9)

M u u -l u o k k a a n si s äll yt ettii n m y ö s y h d e n s a n a n v a st a u k s et " m urt ol u k u". V a st a u k s e n aj a-

t eltii n ol e v a n nii n e p ä m ä är äi n e n, ett ä siit ä oli si oll ut m a h d ot o n t ul kit a, mit ä m urt ol u k u m er-

ki n n ä n m er kit y st ä o p pil a s sill ä t ar k oitt a a.
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7. T U T KI M U S T U L O K S E T

7. 1  Mill ai si a m er kit y k si ä yl ä k o ul u n o p pil a at k e k si v ät

m urt ol u k u m er ki n n äll e " 2
3 " ?

O p pil ai d e n k e k si mi ä m er kit y k si ä m urt ol u k u m er ki n n äll e " 2
3
" mit attii n t ut ki m u sl o m a k k e e n t e h-

t ä v ä s s ä 1. O p pil ai d e n v a st a u k s et t e ht ä v ä ä n v ai ht eli v at y h d e st ä s a n a st a m u ut a mii n l a u s ei-

sii n. V a st a u k s et l u o kit eltii n l u v u s s a 6. 3. 1 e sit elt yj e n t ul ki nt oj e n m u k a a n viit e e n eri l u o k-

k a a n; o s a k o k o n ai s u u d e st a, j a k ol a s k u, s u h d e, mitt a j a m u u. All a ol e v a s s a t a ul u k o s s a e si-

t et ä ä n o p pil ai d e n v a st a u k si s s a e sii nt y n ei d e n eri m er kit y st e n s a a mi e n v a st a u st e n m ä är ät

s e k ä nii d e n s u ht e elli n e n o s u u s o p pil ai d e n m ä är ä ä n.

T a ul u k k o 7. 1. M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n e et m er kit y k s et

M er kit y s O s a k o k o-

n ai s u u d e st a

J a k ol a s k u S u h d e Mitt a M u u

V a st a u k si a 5 4 4 3 8 3 3 5

O s u u s ( %) 8 7, 1 % 6 9, 4 % 1 2, 9 % 4, 8 % 5 6, 5 %

T a ul u k o st a 7. 1 n ä h d ä ä n, ett ä h u o m att a v a sti yl ei si n v a st a u s o n o s a k o k o n ai s u u d e st a, j o n-

k a o n v a st a n n ut 5 4 o s alli st uj a a eli 8 7, 1 % o p pil ai st a. M y ö s j a k ol a s k u o n v a st a u k s e n a

s u o sitt u; s e n o n v a st a n n ut l ä h e s 7 0 % o p pil ai st a. S u ht e e s e e n j a mitt a a n viitt a a vi a v a s-

t a u k si a o n a nt a n ut 1 2, 9 % j a 4, 8 % v a st a aji st a. V a st a u k s e n, j oi s s a m urt ol u v u n m er kit y s

o n j o ki n m u u, o n a nt a n ut yli p u ol et v a st a aji st a. N äi hi n v a st a u k sii n l u ettii n e si m er ki k si s el-

l ai s et v a st a u k s et, j oi s s a o n k u v ailt u m er ki nt ä ä erilli si n ä l u k ui n a 2 j a 3 t ai v a st att u v ai n

e p ä m ä är äi s e sti m er ki n n ä n m er kit s e v ä n m urt ol u k u a.

7. 1. 1 M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ät

E n si m m äi s e n t ut ki m u s k y s y m y k s e n al a k y s y m y k s e n ä o n, k ui n k a m o nt a m er kit y st ä o p pil a at

l ö yt ä v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e j a, mill ai n e n y ht e y s o n o p pil a a n l u o k k a- a st e e n j a m urt ol u-

k u m er ki n n äll e l ö yt ä mi e n m er kit y st e n v älill ä. S e ur a a v a a n t a ul u k k o o n o n k o ott u n a, k ui n k a

m o ni o p pil a s l ö y si ti et y n m ä är ä n m er kit y k si ä, s e k ä pr o s e ntti o s u u d et k ai ki st a o p pil ai st a.

T a ul u k o n m er kit y st e n m ä är ä v ai ht el e e n oll a st a m er kit y k s e st ä k ol m e e n, sill ä m urt ol u v u n

m er kit y k si k si l a s k ettii n t ä s s ä t e ht ä v ä s s ä v ai n ai e m mi n e sit ell yi st ä m er kit y k si st ä n elj ä e n-
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si m m äi st ä. M er kit y k si k si l u ettii n sii s o s a k o k o n ai s u u d e st a, j a k ol a s k u, s u h d e j a mitt a, k u n

t a a s m u ut m er kit y k s et j ät ettii n t ä s s ä k o ht a a h u o mi oi m att a.

T a ul u k k o 7. 2. M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n l u k u m ä är ät

M er kit y st e n

l u k u m ä är ä

0 1 2 3

V a st a u k si a 2 2 0 3 2 8

( 3, 2 %) ( 3 2, 3 %) ( 5 1, 6 %) ( 1 2, 9 %)

T a ul u k o st a 7. 2 h u o m at a a n, ett ä l ä h e s k ai k ki o s alli st u n ei st a l ö y si v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e

j o n ki n n elj ä st ä m er kit y k s e st ä, sill ä ai n o a st a a n 2 o p pil a st a ( 3, 2 %) ei l ö yt ä n yt n äi st ä m er-

kit y k si st ä y ht ä k ä ä n. O p pil ai st a 2 0 eli n oi n k ol m a s o s a l ö y si m er kit y k si st ä y h d e n j a 3 2 eli

n oi n p u ol et l ö y si k a k si m er kit y st ä. K ol m e m er kit y st ä l ö yt ä n eit ä o p pil ait a oli 8 eli k ai ki st a

o s alli st u n ei st a 1 2, 9 %. Y k si k ä ä n o p pil a s ei l ö yt ä n yt k ai k ki a n elj ä ä m urt ol u v u n m er kit y st ä

e n si m m äi s e st ä t e ht ä v ä st ä, j ot e n s e j ät ettii n t ä s s ä k o ht a a k o k o n a a n t a ul u k oi m att a.

7. 1. 2 L u o k k a- a st e e n y ht e y s m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n eill e

m er kit y k sill e

E n si m m äi s e n t ut ki m u s k y s y m y k s e n t oi s e n al a k y s y m y k s e n t ar k oit u k s e n a o n s el vitt ä ä, mi-

t e n t ut ki m u sl o m a k k e e n e n si m m äi s e n t e ht ä v ä n v a st a u k s et er o a v at s eit s e m ä s-, k a h d e k s a s-

j a y h d e k s ä sl u o k k al ai st e n v älill ä. S e ur a a v a a n t a ul u k k o o n o n k o ott u o p pil ai d e n m urt ol u k u-

m er ki n n äll e l ö yt y n e et m er kit y k s et v u o sil u o k k a k o ht ai s e sti. T a ul u k o s s a e sit et ä ä n m er kit y k-

s e n l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n m ä är ät s e k ä nii d e n pr o s e ntti o s u u d et k ai ki st a ti et y n v u o sil u o-

k a n o p pil ai st a.

T a ul u k k o 7. 3. M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n e et m er kit y k s et v u o sil u o kitt ai n

O s a k o k o-

n ai s u u d e st a

J a k ol a s k u S u h d e Mitt a M u u

7. l u o k k a 2 0 1 3 2 0 2 1

( 8 3, 3 %) ( 5 4, 2 %) ( 8, 3 %) ( 0 %) ( 8 7, 5 %)

8. l u o k k a 1 9 1 5 3 2 6

( 9 5, 0 %) ( 7 5, 0 %) ( 1 5, 0 %) ( 1 0, 0 %) ( 3 0, 0 %)

9. l u o k k a 1 5 1 5 3 1 6

( 8 3, 3 %) ( 8 3, 3 %) ( 1 6, 7 %) ( 5, 6 %) ( 3 3, 3 %)

T a ul u k o st a 7. 3 h u o m at a a n, k ui n k a o s a k o k o n ai s u u d e st a - m er kit y k s e n o n l ö yt ä n yt k ult a-

ki n v u o sil u o k alt a s u uri n o s a o p pil ai st a. S eit s e m ä n n e n j a y h d e k s ä n n e n l u o k a n o p pil ai st a

yli 8 0 % o n l ö yt ä n yt m urt ol u k u m er ki n n äll e o s a k o k o n ai s u u d e st a - m er kit y k s e n j a k a h d e k-

s a n n e n l u o k a n o p pil ai st a vi el ä ki n s u ur e m pi o s a; 9 5, 0 %. J a k ol a s k u -l u o k a s s a v oi d a a n
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h u o m at a m er kit y k s e n l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n o s u u k si e n k a s v a v a n v u o sil u o k alt a t oi s el-

l e. S eit s e m ä n n e n l u o k a n o p pil ai st a hi e m a n yli p u ol et o n v a st a n n ut m urt ol u v u n m er kit y k-

s e k si j a k ol a s k u n. K a h d e k s a sl u o k k al ai si st a n äi n v a st a si 7 5, 0 % j a y h d e k s ä sl u o k k al ai si st a

yli 8 0 %. S u h d e - m er kit y k s e n m ai nit si v a st a u k s e s s a a n s eit s e m ä sl u o k k al ai si st a all e 1 0

%. K a h d e k s a sl u o k k al ai si st a s u ht e e n m er kit y k s e n l ö y si 1 5, 0 % j a y h d e k s ä sl u o k k al ai si s-

t a hi e m a n e n e m m ä n; 1 6, 7 %. Mit a n m er kit y st ä ei l ö yt ä n yt y k si k ä ä n s eit s e m ä sl u o k k al ai-

n e n j a k a h d e k s a s- j a y h d e k s ä sl u o k k al ai si st a ki n v ai n 1 0, 0 % s e k ä 5, 6 % o p pil ai st a. M ui-

t a m er kit y k si ä m urt ol u k u m er ki n n äll e k e k si e nit e n s eit s e m ä sl u o k k al ai s et, j oi st a 8 7, 5 %

oli v a st a n n ut m urt ol u k u m er ki n n äll e j o n ki n m u u n k ui n t a ul u k o s s a e sii nt y v ät m er kit y k s et.

K a h d e k s a s- j a y h d e k s ä sl u o k k al ai st a n oi n k ol m a s o s at o p pil ai st a l ö y si m urt ol u k u m er ki n-

n äll e m u u n m er kit y k s e n.

Ai n ei st o st a p yrit ä ä n li s ä k si s el vitt ä m ä ä n, o n k o o p pil ai d e n l u o k k a- a st e ell a j a m urt ol u v ull e

l ö yt ä mi e n m er kit y st e n m ä är äll ä y ht e ytt ä. S e ur a a v a s s a di a gr a m mi s s a e sit et ä ä n o p pil ai-

d e n m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt ä mi e n m er kit y st e n l u k u m ä är ät v u o sil u o k k a k o ht ai s e sti. Ti e-

t y n m ä är ä n m er kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n l u k u m ä är ät o n s u ht e ut ett u k o k o v u o sil u o-

k a n o p pil ai d e n m ä är ä ä n, j ott a t ul o k si a v oit ai sii n v ert aill a v u o sil u o k k a k o ht ai s e sti. Di a gr a m-

mi n v a a k a- a k s elill a o n m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ät pi e ni m m ä s-

t ä s u uri m p a a n; v a s e m m all a 0 k pl l ö yt y n eit ä m er kit y k si ä j a oi k e all a 3 k pl. P y st y a k s elilt a

v oi d a a n l u k e a ti et y n m ä är ä n m er kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n o s u u d et pr o s e ntt ei n a k o-

k o v u o sil u o k a n o p pil ai st a. K u ki n v u o sil u o k k a o n k u v att u di a gr a m mii n eri v äri si n p yl v äi n.

K u v a 7. 1. M urt ol u v ull e ti et y n m ä är ä n m er kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n o s u u d et k o k o

v u o sil u o k a st a

K u v a n 7. 1 p yl v ä s di a gr a m mi st a v oi d a a n h u o m at a, ett ä k ol m e m er kit y st ä l ö yt ä n ei d e n o p-

pil ai d e n o s u u s k o k o v u o sil u o k a st a o n s u ur e m m at k a h d e k s a s- j a y h d e k s ä sl u o k k al ai sill a,
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k ui n s eit s e m ä sl u o k k al ai sill a. K a h d e k s a sl u o k k al ai si st a 2 0 % l ö y si k ol m e m er kit y st ä m urt o-

l u k u m er ki n n äll e, y h d e k s ä sl u o k k al ai si st a hi e m a n yli 1 5 %. S eit s e m ä sl u o k k al ai si st a k ol m e

m er kit y st ä l ö y si p u ol e st a a n all e 5 % o p pil ai st a.

K a h d e n m er kit y k s e n l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n o s u u d et k o k o v u o sil u o k a st a o v at s a m oi n s u u-

r e m m at y h d e k s ä s- j a k a h d e k s a sl u o k k al ai sill a 7. l u o k a n o p pil ai sii n v err att u n a. Di a gr a m-

mi st a n ä h d ä ä n, ett ä 8. l u o k a n j a 9. l u o k a n o p pil ai st a n oi n 6 0 % l ö y si m urt ol u k u m er ki n n äl-

l e k a k si m er kit y st ä. S eit s e m ä n n e n l u o k a n o p pil ai st a all e 4 0 % l ö y si m urt ol u k u m er ki n n ä n

m er kit y k si ä k a k si k a p p al ett a, j o k a o n 8. l u o k a n j a 9. l u o k a n o p pil ai sii n v err att u n a yli 2 0

pr o s e ntti y k si k ö n er o.

V ai n y h d e n m er kit y k s e n m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö y si s u uri o s a s eit s e m ä sl u o k k al ai si st a.

T a ul u k o st a v oi d a a n n ä h d ä, ett ä y h d e n m er kit y k s e n l ö yt ä mi ä s eit s e m ä sl u o k k al ai si a o n l ä-

h e s 6 0 %. V a st a a v a sti v ai n y h d e n m er kit y k s e n l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n o s u u d et k a h d e k-

s a n n e n j a y h d e k s ä n n e n l u o k a n o p pil ai st a o n yli 4 0 pr o s e ntti y k si k k ö ä pi e n e m m ät s eit-

s e m ä sl u o k k al ai sii n v err att u n a. K a h d e k s a sl u o k k al ai si st a 1 5 % l ö y si m urt ol u k u m er ki n n äll e

y h d e n m er kit y k s e n j a y h d e k s ä sl u o k k al ai si st a hi e m a n yli 1 5 %.

O p pil ait a, j ot k a ei v ät l ö yt ä n e et m urt ol u k u m er ki n n äll e y ht ä k ä ä n n elj ä st ä m er kit y k s e st ä oli

m ol e m mi st a, k a h d e k s a s- j a y h d e k s ä sl u o k k al ai si st a n oi n 5 %. S eit s e m ä sl u o k k al ai si st a

sii s j o k ai n e n o n ni st ui l ö yt ä m ä ä n v ä hi nt ä ä n y h d e n n elj ä st ä m er kit y k s e st ä.

K u v a st a 7. 1 v oi d a a n h u o m at a, ett ä k a h d e k s a n n e n j a y h d e k s ä n n e n l u o k a n o p pil a at l ö y-

si v ät h u o m att a v a sti e n e m m ä n m er kit y k si ä m urt ol u k u m er ki n n äll e s eit s e m ä n n e n l u o k a n

o p pil ai sii n v err att u n a. O p pil a a n v u o sil u o k all a n ä h d ä ä n sii s ol e v a n s el k e ä y ht e y s sii h e n,

k ui n k a m o nt a m er kit y st ä o p pil a s l ö yt ä ä m urt ol u k u m er ki n n äll e. S el k e ä sti o p pil a s, j o k a o n

yl e m mill ä v u o sil u o kill a l ö yt ä ä e n e m m ä n m er kit y k si ä m urt ol u k u m er ki n n äll e al e m m a n v u o-

sil u o k a n o p pil a a s e e n v err att u n a. K uit e n k a a n v a st a u st e n p er u st e ell a k a h d e k s a n n e n j a y h-

d e k s ä n n e n l u o k a n o p pil ait a v err att a e s s a ei m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt ä mi e n m er kit y st e n

v älill ä ol e h u o m att a v a a y ht e ytt ä v u o sil u o k a n k a n s s a. Y ht e y s o n k uit e n ki n s el k e ä v err at-

t a e s s a s eit s e m ä sl u o k k al ai st e n l ö yt ä mi ä m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n m ä äri ä yl e m-

pii n v u o sil u o k kii n.

7. 1. 3 M at e m atii k a n ar v o s a n a n y ht e y s m urt ol u k u m er ki n n äll e

l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ä ä n

E n si m m äi s e n t ut ki m u s k y s y m y k s e n k ol m a nt e n a al a k y s y m y k s e n ä oli s el vitt ä ä m at e m atii-

k a n ar v o s a n a n m a h d olli st a v ai k ut u st a o p pil ai d e n m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt ä mi e n m er ki-

t y st e n m ä är ä ä n. S e ur a a v a a n p yl v ä s di a gr a m mii n o n e sit ett y o p pil ai d e n ar v o s a n oj e n m u-

k a a n eri v är ei n, k ui n k a m o ni o p pil a s o n l ö yt ä n yt mi n k ä ki n m ä är ä n m er kit y k si ä m urt ol u k u-

m er ki n n äll e. Di a gr a m mi n v a a k a- a k s eli k ert o o o p pil ai d e n l ö yt ä mi e n m er kit y st e n m ä är ä n

m urt ol u v ull e pi e n e m p ä n ä m ä är ä n ä j äll e e n 0 j a s u uri m p a n a 3. P y st y a k s eli k ert o o o p pi-
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l ai d e n l u k u m ä är ä n. Di a gr a m mi n eri v ärit k u v a a v at o p pil ai d e n m at e m atii k a n ar v o s a n oj a

v älilt ä 6- 1 0. Y k si k ä ä n o p pil a s ei v a st a n n ut ar v o s a n a k s e e n 4 t ai 5, j ot e n n e j ät ettii n di a-

gr a m mi st a p oi s. T ut ki m u k s e e n o s alli st u n ei st a 6 2 o p pil a a st a 5 0 k ert oi m at e m atii k a n ar v o-

s a n a n s a e d elli s e s s ä t o di st u k s e s s a.

K u v a 7. 2. M urt ol u v ull e ti et y n m ä är ä n m er kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n l u k u m ä är ät m a-

t e m atii k a n ar v o s a n a n m u k a a n j a ot elt u n a

K u v a st a 7. 2 n ä h d ä ä n, ett ä ar v o s a n a n 1 0 s a a n ei d e n o p pil ai d e n l ö yt ä mi e n m urt ol u k u m er-

ki n n ä n m er kit y st e n m ä är ät p ai n ott u v at k a ht e e n j a k ol m e e n k a p p al e e s e e n. Ai n o a st a a n y k-

si ar v o s a n a n 1 0 t o di st u k s e e n s a s a a n ut o p pil a s l ö y si v ai n y h d e n m er kit y k s e n, j a l o p ut l ö y-

si v ät k a k si t ai k ol m e m er kit y st ä. P u ol et ar v o s a n a n 9 s a a n ei st a o p pil ai st a l ö y si m urt ol u k u-

m er ki n n äll e 2 m er kit y st ä. Ar v o s a n a n 9 s a a n ei st a o p pil ai st a li s ä k si k ol m e l ö y si k ol m e m er-

kit y st ä j a vii si o p pil a st a y h d e n m er kit y k s e n. Y k si k ä ä n ar v o s a n a n 9 s a a n ei st a o p pil ai st a ei

ar v o s a n a n 1 0 o p pil ai d e n t a v oi n oll ut s ell ai n e n, j o k a ei oli si l ö yt ä n yt m urt ol u k u m er ki n n äll e

y ht ä k ä ä n m er kit y st ä. Ar v o s a n a n 8 s a a n ei d e n o p pil ai d e n l ö yt ä mi e n m urt ol u k u m er ki n n ä n

m er kit y st e n m ä är ä v ai ht el e e n oll a st a k a ht e e n. Yli p u ol et o p pil ai st a l ö y si m urt ol u k u m er-

ki n n äll e k a k si m er kit y st ä, k a k si o p pil a st a ei l ö yt ä n yt y ht ä k ä ä n m er kit y st ä j a l o p ut y h d e n

m er kit y k s e n. T a ul u k o st a v oi d a a n h u o m at a y h d e n m er kit y k s e n k o h d all a, ett ä er o ar v o s a-

n a n 8 j a ar v o s a n a n 1 0 o p pil a a n v älill ä o n m er kitt ä v ä. Ar v o s a n oj e n 7 j a 6 o p pil ai d e n v a s-

t a u k si st a l ö yt y y m urt ol u k uj e n m er kit y k si ä y h d e n j a k ol m e n k a p p al e e n v älilt ä. Ar v o s a n a n

6 o p pil ait a oli ai n o a st a a n y k si, j o k a l ö y si m urt ol u k u m er ki n n äll e k a k si m er kit y st ä. Ar v o-

s a n a n 7 o p pil ait a ki n oli v ä h ä n; ai n o a st a a n n elj ä k a p p al ett a, j oi st a y k si o p pil a s l ö y si j o p a

k ol m e m er kit y st ä m urt ol u k u m er ki n n äll e j a l o p ut y h d e n t ai k a k si m er kit y st ä. H u o m att a v a a
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o n, ett ä ar v o s a n oj e n 6 j a 7 o p pil ai st a j o k ai n e n l ö y si v ä hi nt ä ä n y h d e n m er kit y k si st ä.

P yl v ä s di a gr a m mi n li s ä k si o p pil a a n m at e m atii k a n ar v o s a n a n y ht e ytt ä m urt ol u k u m er ki n-

n äll e l ö yt ä mi e n m er kit y k s e n m ä är ä ä n t ut kittii n I B M S P S S St ati sti c s - o hj el m a n a v ull a k e s-

ki ar v oj a v ert aill e n. All a ol e v a t a ul u k k o e sitt ä ä m urt ol u k u m er ki n n äll e ti et y n m ä är ä n m er-

kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n m at e m atii k a n ar v o s a n oj e n k e s ki ar v ot, o p pil ai d e n m ä är ä n

s e k ä k e s ki h aj o n n a n.

T a ul u k k o 7. 4. M urt ol u k u m er ki n n äll e ti et y n m ä är ä n m er kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n

m ä är ät, k e s ki ar v ot j a k e s ki h aj o n n at

L ö yt y n ei d e n m er kit y s-

t e n m ä är ä

Ar v o s a n a n k e s ki ar v o V a st a u k si a K e s ki h aj o nt a

0 8, 0 0 2 0, 0 0 0

1 8, 4 6 1 3 0, 7 7 6

2 8, 6 3 2 7 1, 0 4 3

3 9, 2 5 8 1, 0 3 5

Y ht e e n s ä 8, 6 6 5 0 0, 9 8 2

T a ul u k o st a 7. 4 n ä h d ä ä n, ett ä k ai k ki e n 5 0 ar v o s a n a n s a v a st a n n ei d e n o p pil ai d e n m at e-

m atii k a n k e s ki ar v o o n 8, 6 6 j a n äi d e n k e s ki h aj o nt a 0, 9 8 2. T a ul u k o st a v oi d a a n h u o m at a,

ett ä nii d e n o p pil ai d e n, j ot k a l ö y si v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e v ä h e m m ä n m er kit y k si ä, ar v o-

s a n oj e n k e s ki ar v o o n m at al a m pi, k ui n e n e m m ä n m er kit y k si ä l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n. Y h-

d e n j a k a h d e n m er kit y k s e n l ö yt ä n ei d e n o p pil ai d e n v älill ä ei ol e p alj o a er o a ar v o s a n oj e n

k e s ki ar v oi s s a, m utt a k a h d e n j a k ol m e n m er kit y k s e n l ö yt ä n ei d e n v älill ä er o o n j o m er kitt ä-

v ä. K e s ki ar v oj e n v ert ail u st a v oi d a a n p ä ät ell ä, ett ä o p pil a a n ar v o s a n all a o n y ht e y s sii h e n,

k ui n k a m o nt a m er kit y st ä h ä n m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt ä ä. K uit e n k a a n m urt ol u k u m er ki n-

n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ä n j a o p pil a a n ar v o s a n a n v äli st ä rii p p u v u utt a ei v oi d a

pit ä ä til a st olli s e sti m er kitt ä v ä n ä ( K hii n n eli ö 1 2, 3 6 8, p- ar v o 0, 4 1 7 j a k orr el a ati o 0, 2 7 6).

7. 2  Mill ai si a m er kit y k si ä o p pil a at k e k si v ät m urt ol u k u m er ki n n äll e

" 2
3 " a n n et ui st a k u vi st a ?

T ut ki m u k s e n t oi st a t ut ki m u s k y s y m y st ä t ut kit a a n o p pil ai d e n v a st a u k si st a t ut ki m u sl o m a k-

k e e n ( Liit e A) t oi s e e n t e ht ä v ä ä n, j o s s a o p pil ai d e n oli t e ht ä v ä n ä k ert o a, mill ä t a v oi n n elj ä

eri k u v a a k u v a st a v at m at e m a atti st a m er ki nt ä ä 2
3
. All a ol e v a a n t a ul u k k o o n o n erit elt y n ä

k u vi o k o ht ai s e sti k u n ki n m er kit y k s e n v a st a n n ei d e n o p pil ai d e n m ä är ät s e k ä o s u u d et k ai-

ki st a v a st a u k si st a. M er kit y k s et o v at ai e m m a n t e ht ä v ä n t a v oi n l u o kit elt u l u o k kii n o s a k o k o-

n ai s u u d e st a, j a k ol a s k u, s u h d e j a mitt a. T ä m ä n n äi st ä m er kit y k si st ä er o a vill e v a st a u k sill e

l u otii n l u o k k a m u u j a t y hj ä k si j ät et yill e v a st a u k sill e o m a l u o k k a n s a.

T a ul u k o st a 7. 5 n ä h d ä ä n, ett ä e n si m m äi s e e n k u v a a n yl ei si n v a st att u m er kit y s oli o s a k o k o-
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T a ul u k k o 7. 5. M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n e et m er kit y k s et a n n et ui st a k u vi st a j a nii d e n

pr o s e ntti o s u u d et k ai ki st a v a st a u k si st a

M er kit y s O s a

k o k o n ai-

s u u d e st a

J a k ol a s k u S u h d e Mitt a M u u Ty hj ä

K u v a A 5 4 0 0 0 7 1

( 8 7, 1 %) ( 0 %) ( 0 %) ( 0 %) ( 1 1, 3 %) ( 1, 6 %)

K u v a B 1 8 0 3 0 2 9 1 2

( 2 9, 0 %) ( 0 %) ( 4, 8 %) ( 0 %) ( 4 6, 8 %) ( 1 9, 4 %)

K u v a C 2 3 1 0 0 1 2 1 7

( 3, 2 %) ( 5 0, 0 %) ( 0 %) ( 0 %) ( 1 9, 4 %) ( 2 7, 4 %)

K u v a D 3 3 0 3 7 5 1 4

( 4, 8 %) ( 4, 8 %) ( 0 %) ( 5 9, 7 %) ( 8, 1 %) ( 2 2, 6 %)

n ai s u u d e st a. M er kit y k s e n v a st a si 8 7, 1 % o p pil ai st a. T ä m ä n li s ä k si 7 o p pil a st a eli 1 1, 3 %

o s alli st uji st a v a st a si j o n ki n m u u n m er kit y k s e n, k ui n o s a k o k o n ai s u u d e st a, j a k ol a s k u, s u h-

d e t ai mitt a j a y k si o p pil a s j ätti k o h d a n t y hj ä k si. K u v a a n A y k si k ä ä n o p pil a s ei v a st a n n ut

m er kit y k si ä j a k ol a s k u, s u h d e t ai mitt a.

E n si m m äi s e n k u v a n v a st a u k s et k o o st ui v at l ä hi n n ä k a h d e nl ai s e st a v a st a u st y y pi st ä, j oi s-

t a m ol e m mi st a m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y s oli o s a k o k o n ai s u u d e st a. E n si m m äi s e s s ä

v a st a u st y y pi s s ä o p pil a s kii sti k u v a n k u v a a v a n m er ki nt ä ä 2
3
. U s ei m mit e n s e kt ori di a gr a m-

mi m alli s s a m urt ol u v u n o s oitt aj a a k u v a st a a v ärit ett y o s u u s j a ni mitt äj ä ä p al a st e n m ä är ä

[ 2 9, s. 3 2 0]. M o ni o p pil a s v äitti ki n e n si m m äi s e n k u v a n k u v a st a v a n e n n e m mi n m er ki nt ä ä
1
3

k ui n m er ki nt ä ä 2
3
.

” S e o n y k si k ol m a s o s a a, k o s k a y m p yr ä o n j a ett u k ol m e e n eri o s a a n, j oi st a o n

v ärit ett y y k si o s a.” ( T 2. A, o p pil a s 2 5)

” T ä m ä k u vi o o n 1/ 3 eli k ol m e p al a a, j oi st a y k si o n t ä yt ett y” ( T 2. A, o p pil a s 2 6)

” s e o n y k si k ol m a s o s a, k o s k a y m p yr ä s s ä o n k ol m e o s a a j a y k si o s a a o n v ä-

rit ett y” ( T 2. A, o p pil a s 2 3)

T oi s e s s a v a st a u st y y pi s s ä o p pil a s k ä sitti s e n, ett ä k u vi oll a v oi d a a n k u v at a m urt ol u k u a

m y ö s nii n, ett ei v ärit ett y o s u u s k u v a st a m urt ol u k u m er ki n n ä n o s oitt aj a a. T äll ai si st a v a s-

t a u k si st a e si m er k k ei n ä all a ol e v at l ai n a u k s et.

” S e n v oi j o k o aj at ell a 1/ 3 v ärilli si ä t ai 2/ 3 v al k oi si a. N or m a ali sti s e oli si 1/ 3”

( T 2. A, o p pil a s 5 4)

" Siit ä o n s y öt y y k si k ol m a s o s a, j ot e n j älj ell ä o n k a k si"( T 2. A, o p pil a s 5 3)

" K ol m e st a o s a st a v al k oi si a o n k a k si"( T 2. A, o p pil a s 1 7)
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T a ul u k o st a 7. 5 v oi d a a n n ä h d ä, ett ä t oi s e n k u v a n v a st a u k si st a yl ei si n oli j o ki n m u u, k ui n

o s a k o k o n ai s u u d e st a, j a k ol a s k u, s u h d e t ai mitt a. O s a k o k o n ai s u u d e st a v a st a u k s e n a nt a-

n eit a oli 1 8 eli n oi n k ol m a s o s a o p pil ai st a. S u ht e e n m er kit y k s e n k u v a st a l ö y si ai n o a st a a n

k ol m e o p pil a st a. J a k ol a s k u n t ai mit a n m er kit y st ä ei e h d ott a n ut t oi s e e n k u v a a n y k si k ä ä n

o p pil a s j a k o h d a n j ätti t y hj ä k si 1 2 o p pil a st a eli l ä h e s 2 0 % o p pil ai st a.

O p pil a at, j ot k a oli v at v a st a n n e et t oi s e n k u v a n m er kit y k s e k si o s a n k o k o n ai s u u d e st a, aj at-

t eli v at t e ht ä v ä n p eri nt ei s e n ä pi nt a- al a m alli n a, j o s s a v ärit ett yj e n o si e n m ä är ä k ert o o m ur-

t ol u k u m er ki n n ä n ni mitt äj ä n j a o si e n m ä är ä o s oitt aj a n. T ä m ä p ä ät eltii n siit ä, ett ä o p pil a at

e h d otti v at k u v a n k u v a st a v a n m er ki nt ä ä 2
5

m er ki n n ä n 2
3

sij a a n, j o k a h u o m at a a n e si m er ki k-

si s e ur a a vi st a n o st oi st a.

” S e o n k a k si vii d e s o s a a, k o s k a s e o n j a ett u viit e e n eri o s a a n” ( T 2. B, o p pil a s

2 5)

" Ei k u v a a 2/ 3! S e k u v a a 2/ 5. Sii n ä o n vii si n eli k ul mi ot a"( T 2. B, o p pil a s 3 8)

" T ä m ä ei k u v a a h y vi n m er ki nt ä ä 2/ 3, k o s k a k u v a s s a o n 2/ 5"( T 2. B, o p pil a s 6 2)

S e n li s ä k si, ett ä o p pil a at v a st a si v at u s ei n t oi s e n k u v a n k u v a st a v a n j ot ai n m u ut a, k ui n

m er ki nt ä ä 2
3
, t oi n e n yl ei n e n v a st a u s o p pil ailt a oli k ert o a k u v a n k u v a st a v a n m er ki nt ä ä 2

5
,

j o n k a k err ottii n ol e v a n s a m a k ui n 2
3
. T ä st ä e si m er k ki n ä o p pil a a n 9 v a st a u s " K u v a s s a o n

2/ 5 v ärit ett y eli a b o ut k a k s k ol m a s o s a a" .

T a ul u k o st a 7. 5 v oi d a a n h u o m at a, ett ä k ol m a n n e st a k u v a st a eli k u v a st a C o p pil ai st a p u o-

l et l ö y si m urt ol u k u m er ki n n äll e 2
3

j a k ol a s k u n m er kit y k s e n. Li s ä k si k a k si o p pil a st a eli 3, 2 %

l ö y si k u v all e o s a k o k o n ai s u u d e st a m er kit y k s e n. O p pil a st a 1 2 eli 1 9, 4 % o s alli st uji st a l ö y si

k u v a st a m urt ol u k u m er ki n n äll e j o n ki n m u u n m er kit y k s e n, k ui n o s a k o k o n ai s u u d e st a, j a k o-

l a s k u, s u h d e t ai mitt a. K u v a n C v a st a u s k e nt ä n s u ht e elli s e n m o ni o p pil a s j ätti t y hj ä k si; yli

n elj ä s o s a ei v a st a n n ut k u v a a n mit ä ä n.

K u v a a n D i s o o s a o p pil ai st a ( 5 9, 7 %) v a st a si mit a n m er kit y k s e n j oll a ki n t a p a a. M ol e m-

m at o s a k o k o n ai s u u d e st a s e k ä j a k ol a s k u m er kit y k s e n l ö y si k ol m e o p pil a st a. J o n ki n m u u n

m er kit y k s e n m urt ol u k u m er ki n n äll e l ö y si k u v a st a D vii si o p pil a st a j a k o h d a n j ätti t y hj ä k si

1 4 o p pil a st a. K ut e n j o k a p p al e e s s a 6. 3. 1 e sit eltii n, mitt a -l u o k k a a n l u o kit eltii n s ell ai s et

v a st a u k s et, j oi s s a oli k u v ailt u e si m er ki k si m at k a a. M at k a a n liitt y v ät v a st a u k s et oli v at erit-

t äi n yl ei si ä n elj ä nt e e n k u v a a n, j oi st a e si m er k k ei n ä s e ur a a v at l ai n a u k s et o p pil ai d e n v a s-

t a u k si st a.

" M at k a st a o n m e nt y 2/ 3"( T 2. D, o p pil a s 3 6)

" N u oli o n k ul k e n ut n oll a n j a y k k ö s e n v äli s e st ä m at k a st a k a k si k ol m a s o s a a"( T 2. D,

o p pil a s 4 1)

" K u v a s s a n u oli o s oitt a a l u k u s u or a n k o ht a a, j o s s a o n lii k utt u n oll a st a k o hti y k-

k ö st ä 2/ 3 m at k a st a” ( T 2. D, o p pil a s 2 2)
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K o k o n ai s u u d e s s a a n a n n et ui st a k u vi st a e nit e n v a st a u k si a s a a n ut m urt ol u k u m er ki n n ä n

m er kit y s oli o s a k o k o n ai s u u d e st a, j o k a s ai k ai ki st a k u vi st a y ht e e n s ä 7 7 v a st a u st a. O s a

k o k o n ai s u u d e st a oli m y ö s p ar h ait e n t u n ni st ett u a n n et u st a k u v a st a. K u v a n A t ar k oit u k s e-

n a oli k u v at a o s a a k o k o n ai s u u d e st a. M er kit y k si st ä s u h d e oli p u ol e st a a n v ä hit e n l ö y d ett y

m er kit y s j a k ai ki st a k u vi st a s e s ai ki n y ht e e n s ä v ai n 3 v a st a u st a. K ai k ki n äi st ä k ol m e st a

v a st a u k s e st a, j ot k a m ai nit si v at s u ht e e n, t uli v at k uit e n ki n k u v a a n B, j o n k a t ar k oit u k s e n a oli

k u v at a ni m e n o m a a n s u h d ett a. J a k ol a s k u s ai m er kit y k s e n ä m el k o p alj o n v a st a u k si a, j oi s-

t a s u uri n o s a t uli k u v a a n C, j o n k a t ar k oit u k s e n a oli k u v at a ni m e n o m a a n j a k ol a s k u a. Mit a n

m er kit y st ä k u v a a vi a v a st a u k si a t uli ai n o a st a a n k u v a a n D, j oll a j u uri p yrittii n k u v a a m a a n

mitt a a.

7. 3  Mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a o p pil a at k ä ytt ä v ät

m urt ol u k ut e ht ä vi e n kirj alli s e s s a ki el e nt ä mi s e s s ä

T ut ki m u k s e n k ol m a nt e n a t ut ki m u s k y s y m y k s e n ä o n s el vitt ä ä, mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a

o p pil a at k ä ytt ä v ät m urt ol u k ut e ht ä vi e n kirj alli s e s s a ki el e nt ä mi s e s s ä. S e ur a a v a a n t a ul u k-

k o o n o n l u o kit elt u n a t e ht ä v ä k o ht ai s e sti k ut a ki n k u vi o ki elt ä k ä ytt ä n ei d e n o p pil ai d e n m ä ä-

r ät. K u vi o ki el e n m allit l u o kit eltii n pi nt a- al a m allii n, pit u u s m allii n j a j o u k k o m allii n. M u u -

l u o k k a a n l u o kit eltii n n e v a st a u k s et, j ot k a ei v ät s o pi n e et mi hi n k ä ä n e d ell ä m ai nit ui st a m al-

l ei st a j a ei k u vi ot a -l u o k k a a n n e v a st a u k s et, j oi s s a ei oll ut oll e n k a a n k u vi o ki el e n v a st a u s-

t a.

T a ul u k k o 7. 6. M urt ol u k ut e ht ä vi s s ä ti ett y ä k u vi o ki el e n m alli a k ä ytt ä n ei d e n o p pil ai d e n

m ä är ät j a o s u u d et k ai ki st a o s alli st uji st a

K u vi o ki el e n m alli Pi nt a- al a Pit u u s J o u k k o M u u Ei k u vi ot a

T e ht ä v ä 3. A 5 3 0 2 1 6

( 8 5, 5 %) ( 0 %) ( 3, 2 %) ( 1, 6 %) ( 9, 7 %)

T e ht ä v ä 3. B 4 1 0 3 2 1 6

( 6 6, 1 %) ( 0 %) ( 4, 8 %) ( 3, 2 %) ( 2 5, 8 %)

T e ht ä v ä 3. C 1 5 0 0 2 4 2 3

( 2 4, 2 %) ( 0 %) ( 0 %) ( 3 8, 7 %) ( 3 7, 1 %)

T a ul u k o st a 7. 6 n ä h d ä ä n, ett ä t e ht ä v ä n 3 A- k o h d a s s a yl ei si n k ä yt ett y k u vi o ki el e n m alli oli

pi nt a- al a m alli, j ot a k ä ytti v a st a u k s e s s a a n yli 8 5 % o s alli st u n ei st a o p pil ai st a. Pit u u s m alli a

A- k o ht a a n ei k ä ytt ä n yt y k si k ä ä n o p pil ai st a. O p pil ai st a k a k si ( 3, 2 %) k ä ytti A- k o h d a s s a

m urt ol u v u n k u v a a mi s e e n j o u k k o m alli a j a y k si o p pil a s k ä ytti j ot a ki n m u ut a m alli a. T e ht ä v ä n

A- k o ht a a n k u vi o ki el e n v a st a u k s e n j ätti t e k e m ätt ä v ai n 6 o p pil a st a eli 9, 7 % o s alli st uji st a.

S e ur a a v a s s a k u v a s s a o n er ä ä n t ut ki m u k s e e n o s alli st u n e e n piirt ä m ä v a st a u s t e ht ä v ä n 3 A

- k o ht a a n. O p pil a s o n k ä ytt ä n yt m urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u k s e n h a v ai n n olli st a mi s e e n o sii n
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j a ett uj a y m p yr öit ä.

K u v a 7. 3. O p pil a s 1 0, T 3. A

T oi n e n k u v a o n m y ö s ki n er ä ä n o p pil a a n piirt ä m ä v a st a u s 3 A - k o ht a a n, hi e m a n erit y yli st ä

pi nt a- m alli a k ä ytt ä e n.

K u v a 7. 4. O p pil a s 2, T 3. A

M ol e m m at o p pil a at o v at k ä ytt ä n e et k u vi o ki el e n v a st a u k s e s s a a n pi nt a- al a m alli a. O p pil a s

1 0 o n k ä ytt ä n yt k u vi o n a y m p yr öit ä, j ot k a o n j a ett u m urt ol u v u n m u k ai sii n o sii n eli nii n s a-

n ott u a piir a k k a m alli a. O p pil a s 2 o n k ä ytt ä n yt pi nt a- al oj e n k u v a a mi s e s s a p er ä k k äi si st ä n e-

li öi st ä m u o d o st u vi a s u or a k ul mi oit a, j oi st a o n v ärit ett y m urt ol u v u n o s oitt aj a n k ert o m a m ä ä-

r ä o si a.

T a ul u k o st a 7. 6 n ä h d ä ä n, ett ä m y ö s t e ht ä v ä n B- k o h d a s s a yl ei si n k ä yt ett y k u vi o ki el e n m alli

oli pi nt a- al a m alli. Pi nt a- al a m alli a t e ht ä v ä ä n k ä ytti 4 1 o p pil a st a eli 6 6, 1 % o s alli st uji st a. E n-

si m m äi s e n k o h d a n t a v oi n, m y ö s k ä ä n B- k o ht a a n y k si k ä ä n o p pil a s ei k ä ytt ä n yt pit u u s m al-

li a. J o u k k o m alli a C- k o h d a s s a k ä ytti 3 o p pil a st a j a j ot a ki n m u ut a m alli a 2 o p pil a st a. T oi s e n

k o h d a n j ätti k u vi o ki el e n v a st a u k s e n o s alt a t y hj ä k si h u o m att a v a sti i s o m pi m ä är ä o p pil ait a

v err att u n a e n si m m äi s e e n k o ht a a n. K u vi o ki el e n v a st a u k s e n j ätti t e k e m ätt ä 1 6 o p pil a st a,

j o k a o n yli n elj ä s o s a o s alli st uji st a.

K u v a s s a 7. 5 o n er ä ä n t ut ki m u k s e e n o s alli st u n e e n o p pil a a n k u vi o ki el e n v a st a u s t e ht ä-

v ä n 3 B- k o ht a a n. O p pil a s o n k ä ytt ä n yt m urt ol u k u m er ki n n ä n k u v a a mi s e e n pi nt a- al a m alli a.

O p pil a s o n piirt ä n yt m urt ol u k u a k u v a a m a a n y m p yr ä di a gr a m mi n, t ut u m mi n piir a k k a m alli n.

L ä h e s k ai k ki pi nt a- al a m alli a k ä ytt ä n ei d e n o p pil ai d e n v a st a u k s et oli v at j u uri piir a k k a m alli a.
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K u v a 7. 5. O p pil a s 1 1, T 3. B

T a ul u k o st a 7. 6 v oi d a a n h u o m at a, ett ä t e ht ä v ä n C- k o ht a a n s u uri n o s a o p pil ai st a o n v a s-

t a n n ut j o k o j o n ki n m u u n k u vi o ki el e n m alli n, k ui n pi nt a- al a-, pit u u s- t ai j o u k k o m alli n t ai j ät-

t ä n yt k u vi o n k o k o n a a n piirt ä m ätt ä. O p pil ai st a y ht e e n s ä 4 7 ei k ä ytt ä n yt v a st a u k s e s s a a n

pi nt a- al a-, pit u u s- t ai j o u k k o m alli a. Ai n o a st a a n 1 5 o p pil a st a, j o k a v a st a a 2 4, 2 % o s alli st u-

ji st a, k ä ytti v a st a u k s e s s a a n pi nt a- al a m alli a. I s o o s a o p pil ai st a piir si C- k o ht a a n k u u si j ot a-

ki n o bj e kti a, yl ei si m mi n r u o k a a, j ot k a j a ettii n vii d ell e i h mi s ell e. T äll ai st a v a st a u st a ei n ä ht y

mi n ä ä n k ol m e st a k u vi o ki el e n m alli st a. All a e si m er kit t ä m ä n t y yli si st ä o p pil ai d e n v a st a u k-

si st a.

K u v a 7. 6. O p pil a s 1 4, T 3. C

K u vi e n 7. 6 j a 7. 7 v a st a u k si s s a m ol e m m at o p pil a at j a k oi v at k u utt a k o k o n ai st a y m p yr ä ä vii-

d ell e i h mi s ell e, j oit a k u vi s s a k u v a st a a piirr et yt ti k k u- u k ot. M ol e m m at o p pil ai st a o n j a k a n ut

e n si n k o k o n ai s et i h mi st e n k e s k e n j a sitt e n vii m ei s e n y m p yr ä n viit e e n o s a a n. O sii n j a o s s a

m ol e m m at o p pil a at o v at k ä ytt ä n yt t utt u a piir a k k a m alli a eli j a k a n ut y m p yr ä n viit e e n s a m a n-

k o k oi s e e n s e kt orii n. O p pil ai d e n v a st a u k si st a l ö yt yi m y ö s m u ut a m a s ell ai n e n v a st a u s, j oi s-

s a y h d e n k o k o n ai s e n y m p yr ä n j a k o viit e e n o s a a n ei t a p a ht u n ut k a a n s e kt or eitt ai n, v a a n

e si m er ki k si p y st y s u u n n a s s a, j oll oi n j a k o ei m e n n yt k ä ä n pi nt a- al alli s e sti t a s a n.
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K u v a 7. 7. O p pil a s 1, T 3. C

K ai k e n k ai k ki a a n e nit e n o p pil ai d e n k ä ytt ä m ä k u vi o ki el e n m alli oli pi nt a- al a m alli. Pit u u s-

m alli a s e n sij a a n ei k ä ytt ä n yt y k si k ä ä n o p pil ai st a y ht e e n k ä ä n t e ht ä v ä ä n. J o u k k o m alli a

k ä ytti t e ht ä vi s s ä m u ut a m a o p pil a s. Mi el e n kii nt oi st a o n m y ö s s e, k ui n k a p alj o n C- k o ht a a n

k ä yt ettii n j ot a ki n m u ut a m alli a, k ui n pi nt a- al a-, pit u u s- t ai j o u k k o m alli a.

7. 3. 1 O p pil ai d e n t e k e m ät vir h e p ä ät el m ät m urt ol u k ut e ht ä vi s s ä

K ol m a n n e n t ut ki m u s k y s y m y k s e n al a k y s y m y k s e n ä oli, mi n k ä t y y p pi si ä vir h e p ä ät el mi ä o p-

pil a at t e k e v ät m urt ol u k ut e ht ä vi s s ä s e k ä mi k ä o n nii d e n y ht e y s t e ht ä vi s s ä k ä yt ett y y n l u o n-

n olli s e e n ki el e e n j a k u vi o ki el e e n. T ä s s ä l u v u s s a k ä sit ell ä ä n t e ht ä v ä s s ä 3 e sii nt y n eit ä vir-

h eit ä m urt ol u k uj a l a s ki e s s a. T e ht ä v ä s s ä 3. A oli t e ht ä v ä n ä l a s k e a y ht e e n k a k si eri ni mi st ä

m urt ol u k u a. K o h d a s s a e sii nt yi ai n o a st a a n y k si yl ei n e n vir h et y y p pi. T ä s s ä vir h et y y pi s s ä

o p pil a at l a s ki v at a n n et u n t e ht ä v ä n sit e n, ett ä h e l a s ki v at m urt ol u k uj e n o s oitt aj at j a ni mit-

t äj ät eri k s e e n y ht e e n il m a n, ett ä h e m u utti v at l u k uj a al u k si s a m a n ni mi si k si. L a s ki e s s a a n

l a s k ut oi mit u k s e n 1
2

+ 1
3

p ä ät yi v ät h e sit e n t ul o k s e e n 2
5
. T ä m ä n vir h e e n t e ht ä v ä s s ä t e ki

1 0 o p pil a st a. N äi d e n li s ä k si vir h e elli si ä v a st a u k si a t e ht ä v ä ä n a nt oi k ol m e m u ut a o p pil a s-

t a, j oi d e n l o p ulli s et t ul o k s et t e ht ä v äll e oli v at 1 , 2
3

j a 1 1
3
. N äi st ä v a st a u k si st a ei k uit e n k a a n

n ä k y n yt, mit e n v a st a u k s e e n oli p ä ä d ytt y, ei k ä nii s s ä t e h d yi s s ä vir h ei s s ä n ä ht y y ht äl äi-

s y y k si ä. T ät e n m urt ol u k uj e n y ht e e nl a s k u s s a o s oitt aj a n j a ni mitt äj ä n l a s k e mi st a eri k s e e n

y ht e e n v oi d a a n pit ä ä A- k o h d a n ai n o a n a yl ei s e n ä vir h et y y p pi n ä.

T e ht ä v ä n 3 B - k o h d a s s a oli t e ht ä v ä n ä j a k a a m urt ol u k u a k o k o n ai sl u v ull a. T e ht ä v ä n r at k ai-

s ui s s a h a v aittii n u s eit a erit y y p pi si ä vir h eit ä. N äi st ä vir h et y y p ei st ä vii si oli s ell ai si a, j o n k a

t e ki u s e a m pi, k ui n y k si o p pil a s. E n si m m äi n e n j a h u o m att a v a sti yl ei si n vir h et y y p pi t e ht ä-

v ä s s ä oli m urt ol u v u n s e k ä o s oitt aj a n ett ä ni mitt äj ä n j a k a mi n e n l u v ull a 2. O p pil a at r at k ai-

si v at t e ht ä v ä n sii s s e ur a a v a sti 1
4

: 2 = 0 ,5
2

. S a m a a n vir h et y y p pii n l u ettii n m y ö s o p pil a at,

j ot k a e n si n l a v e n si v at m urt ol u v u n, mi n k ä j äl k e e n j a k oi v at s e k ä o s oitt aj a n ett ä ni mitt äj ä n

k a h d ell a. T äll öi n h e p ä ät yi v ät t ul o k s e e n 1
4
. T ä m ä n vir h e e n t e ht ä v ä s s ä t e ki k y m m e n e n

o p pil a st a. T oi n e n vir h et y y p pi oli p el k ä n ni mitt äj ä n j a k a mi n e n k a h d ell a, j oll oi n r at k ai s u oli
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s e ur a a v a nl ai n e n 1
4

: 2 = 1
2
. T ä m ä n vir h e e n t e ki k a k si o p pil a st a. K ol m a n n e s s a vir h et y y pi s-

s ä o p pil a s o n j a k a n ut p el k k ä ä o s oitt aj a a k a h d ell a, j oll a o n p ä ä st y p eri a att e e s s a oi k e a a n

v a st a u k s e e n, m utt a r at k ai s u vir h e elli n e n si k si, ett ä sit ä ei ol e l o p u k si e n ä ä l a v e n n ett u. K ol-

m a n n e s s a vir h et y y pi s s ä r at k ai s u o n sii s oll ut 1
4

: 2 = 0 ,5
4

. K ol m a n n e n ki n vir h et y y pi n t e ki

r at k ai s u s s a a n ai n o a st a a n k a k si o p pil a st a. N elj ä n n e s s ä vir h et y y pi s s ä ni mitt äj ä n k ert o mi-

s e n sij a a n o p pil a s o n ki n k ert o n ut o s oitt aj a a k a h d ell a. R at k ai s u o n t äll öi n oll ut s e ur a a v a n-

l ai n e n: 1
4

: 2 = 1
2
. T ä m ä n vir h et y y pi n t e ki k a k si o p pil a st a. N äi d e n n elj ä n vir h et y y pi n li s ä k si

t e ht ä v ä n r at k ai s ui s s a e sii nt yi k a k si m u ut a vir h ett ä, j ot k a ei v ät k uit e n k a a n oll e et s a m a nl ai-

si a k e s k e n ä ä n ei v ät k ä m ui d e n vir h et y y p pi e n k a n s s a. T oi s e s s a n äi st ä o p pil a s oli j a k a n ut

e n si n m ol e m m at, s e k ä o s oitt aj a n ett ä ni mitt äj ä n k a h d ell a, mi n k ä j äl k e e n j a k a n ut o s oit-

t aj a n vi el ä u u d ell e e n k a h d ell a. T oi n e n o p pil ai st a oli s e n sij a a n k ert o n ut o s oitt aj a a s e k ä

ni mitt äj ä ä m ol e m pi a k a h d ell a.

T e ht ä v ä n 3 C - k o h d a s s a oli t e ht ä v ä n ä j a k a a k o k o n ai sl u k u a k o k o n ai sl u v ull a. T e ht ä v ä s s ä 9

o p pil a st a t e ki j o n ki nl ai s e n vir h e e n, m utt a n äi st ä ei l ö y d ett y y ht e ytt ä t oi sii n s a. E n si n n ä ki n

n äi st ä v a st a u k si st a vii d e s s ä ei oll ut l ai n k a a n v äli v ai h eit a, j ot e n nii st ä oli h y vi n v ai k e a a

p ä ät ell ä, mi n k äl ai n e n l a s k u- t ai aj at u s vir h e r at k ai s u s s a o n t a p a ht u n ut. N äi s s ä vii d e s s ä

o p pil ai d e n v a st a u k s et t e ht ä v ä ä n oli v at 1 1
2
, 6

3 0
, 1 , 0 , 7 5 j a 1 , 5 . N äi d e n li s ä k si t e ht ä v ä s s ä

k a k si v a st a u st a oli a n n ett u e p ät ar k a s s a m u o d o s s a, e n si m m äi n e n m u o d o s s a " 1 j ä ä 1"j a

t oi n e n "1 2 0
1 0 0

". Y k si o p pil a s oli m er ki n n yt l a v e nt a v a n s a k o k o n ai sl u k u a 6 vii d ell ä, j o st a t uli

l a v e n n u k s e n j äl k e e n 3 5. K u n 3 5 j a ettii n l u v ull a 5 s a atii n v a st a u k s e k si 6. L a s k u n ä ytti sii s

s e ur a a v alt a: 5 ) 6 : 5 = 3 5 : 5 = 6 . Li s ä k si y k si o p pil a s oli yritt ä n yt m u utt a a k o k o n ai sl u k uj a

m urt ol u v ui k si, ei k ä oll ut l u ult a vi m mi n m ui st a n ut m urt ol u k uj e n j a k ol a s k u n l a s k u s ä ä nt öj ä j a

p ä ät y n yt v ä är ä ä n v a st a u k s e e n. H ä n e n r at k ai s u n s a n ä ytti s e ur a a v a nl ai s elt a: 6
6

: 5
5

= 6
3 0

=
2
1 0

.

7. 3. 2 M urt ol u k ut e ht ä v ä s s ä t e ht yj e n vir h ei d e n y ht e y s sii n ä

k ä yt ett y y n l u o n n olli s e e n ki el e e n j a k u vi o ki el e e n

K ol m a n n e n t ut ki m u s k y s y m y k s e n al a k o ht a n a oli t e ht ä v ä s s ä k ä yt et y n k u vi o ki el e n li s ä k si

t ut ki a, o n k o sill ä, ett ä t e ht ä v ä n v a st a u s o n ki el e n n ett y l u o n n olli s ell a ki el ell ä t ai k u vi o ki e-

l ell ä y ht e ytt ä sii h e n, o n k o t e ht ä v ä s s ä t ull ut vir h ett ä. All a ol e v a a n t a ul u k k o o n o n erit elt y

t e ht ä v ä k o ht ai s e sti v a st a u k s et s e n m u k a a n, o n k o nii s s ä t ull ut vir h ett ä s e k ä s e n m u k a a n,

o n k o t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a k ä yt ett y l u o n n olli st a ki elt ä t ai k u vi o ki elt ä. T a ul u k o s s a pr o s e ntit

k u v a a v at o s u u k si a k ai ki st a t e ht ä v ä ä n oi k ei n v a st a n n ei st a t ai v ä äri n v a st a n n e et.

T a ul u k o st a 7. 7 n ä h d ä ä n, ett ä t e ht ä v ä n A- k o ht a a n oi k ei n v a st a n n ei st a 7 7, 6 % eli 3 8 o p pi-

l a st a oli ki el e nt ä n yt t e ht ä v ä n j o k o l u o n n olli st a ki elt ä t ai k u vi o ki elt ä k ä ytt ä e n j a 2 2, 4 % eli

1 1 o p pil a st a ei oll ut k ä ytt ä n yt m at e m atii k a n s y m b oli ki el e n li s ä k si l u o n n olli st a ki elt ä t ai k u-

vi o ki elt ä r at k ai s u s s a a n. S e n sij a a n t e ht ä v ä ä n v ä äri n v a st a n n ei st a v ai n 5 3, 8 % eli 7 o p pi-

l a st a oli ki el e nt ä n yt t e ht ä v ä n v a st a u k s e n j a l ä h e s p u ol et ei oll ut ki el e nt ä n yt v a st a u st a a n.
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T a ul u k k o 7. 7. M urt ol u k ut e ht ä v ä n v a st a u k s et j a ot elt u n a vir h ei d e n j a kirj alli s e n ki el e nt ä mi-

s e n m u k a a n

T e ht ä v ä T e ht ä v ä oi k ei n j a

ki el e n n ett y

T e ht ä v ä oi k ei n j a

ei ki el e n n ett y

T e ht ä v ä v ä äri n

j a ki el e n n ett y

T e ht ä v ä v ä äri n

j a ei ki el e n n ett y

A 3 8 1 1 7 6

( 7 7, 6 %) ( 2 2, 4 %) ( 5 3, 8 %) ( 4 6, 2 %)

B 2 9 5 1 0 9

( 8 5, 3 %) ( 1 4, 7 %) ( 5 2, 6 %) ( 4 7, 4 %)

C 2 5 2 1 5 4

( 5 4, 3 %) ( 4 5, 7 %) ( 5 5, 6 %) ( 4 4, 4 %)

T e ht ä v ä n A- k o h d a st a v oi d a a n sii s h u o m at a, ett ä t e ht ä v ä n oi k ei n l a s k e n ei st a s u ur e m pi

o s a oli k ä ytt ä n yt kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä r at k ai s u s s a a n k ui n v ä äri n l a s k e n ei st a.

T e ht ä v ä n B- k o h d a n o s alt a t ul o k s et o v at v a st a a v a nl ai s et k ui n A- k o h d a s s a. T e ht ä v ä ä n oi-

k ei n v a st a n n ei st a 8 5, 3 % eli 2 9 o p pil a st a oli k ä ytt ä n yt r at k ai s u s s a a n m at e m atii k a n s y m-

b oli ki el e n li s ä k si l u o n n olli st a ki elt ä t ai k u vi o ki elt ä j a 1 4, 7 % eli 5 o p pil a st a ei oll ut. T e ht ä-

v ä ä n v ä äri n v a st a n n ei st a p u ol e st a a n v ai n hi e m a n yli p u ol et oli k ä ytt ä n yt r at k ai s u n s a t u k e-

n a kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä j a v aj a a p u ol et ei l ai si n k a a n. Er o oi k ei n j a v ä äri n v a st a n n ei d e n

kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä k ä ytt ä n ei d e n o s u u k si st a o n m er kitt ä v ä, yli 3 0 pr o s e ntti y k si k k ö ä.

T e ht ä v ä n C - k o h d a n t ul o k s et oli v at v a st a k k ai s et A j a B- k o htii n v err att u n a. T e ht ä v ä n oi k ei n

t e h n ei st ä 5 4, 3 % oli ki el e nt ä n yt v a st a u k s e n s a j a 4 5, 7 % ei oll ut. S e n sij a a n v ä äri n v a s-

t a n n ei st a v a st a a v at o s u u d et oli v at 5 5, 6 % j a 4 4, 4 %. T e ht ä v ä n C - k o h d a s s a sii s t e ht ä v ä n

oi k ei n l a s k e n ei st a hi e m a n pi e n e m pi o s a oli k ä ytt ä n yt t e ht ä v ä s s ä kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä

k ui n v ä äri n v a st a n n ei st a. Er o ei ol e m er kitt ä v ä, m utt a t ul o s o n p äi n v a st ai n e n e n si m m äi-

s e n k a h d e n k o h d a n t ul o k sii n v err att u n a.

T e ht ä v ä n oi k ei n r at k ai s e mi s e n j a kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n v älill ä n ä h d ä ä n y ht e y s t e ht ä v ä n

A j a B k o h di s s a. Nii st ä o p pil ai st a, j ot k a oli v at r at k ai s s e et t e ht ä v ä n oi k ei n, i s o m pi o s a oli

k ä ytt ä n yt r at k ai s u s s a a n j o k o l u o n n olli st a ki elt ä t ai k u vi o ki elt ä v ä äri n v a st a n n ei sii n v err at-

t u n a. S e n sij a a n k ol m a n n e s s a k o ht a a kirj alli s ell a ki el e nt ä mi s ell ä ei n ä ytt äi si ol e v a n v ai k u-

t u st a t e ht ä v ä n oi k ei n r at k ai s e mi s e n k a n s s a.

7. 4  Mill ai s e n a o p pil a at k o k e v at m at e m atii k a n kirj alli s e n

ki el e nt ä mi s e n o s a n a m urt ol u k ut e ht ä vi e n r at k ai s u a ?

T ut ki m u k s e n vii m ei s e n ä t e ht ä v ä n ä oli s el vitt ä ä, mill ai s e n a o p pil a at k o k e v at m at e m atii k a n

kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n m urt ol u k ut e ht ä vi e n r at k ai s u s s a. Ai n ei st o k er ättii n t ut ki m u sl o m a k-

k e e s s a oll e e n k y s el y n a v ull a, j o k a m u o d o st ui s eit s e m ä st ä kirj alli s e e n ki el e nt ä mi s e e n liit-

t y v ä st ä v äitt ä m ä st ä. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä mii n o n e sit ett y p yl v ä s di a gr a m m ei n, j oi s-
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s a p y st y a k s eli k ert o o v ai ht o e h d o n v a st a n n ei d e n o p pil ai d e n m ä är ä n j a v a a k a- a k s eli v a s-

t a u s v ai ht o e h d ot " eri mi elt ä", " ei s a m a a, ei k ä eri mi elt ä"j a " s a m a a mi elt ä". E n si m m äi s e n ä

v äitt ä m ä n ä l o m a k k e e s s a oli: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n o mi n s a n oi n oli mi el e st ä ni

m u k a v a a". O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n o n e sit ett y all a ol e v a a n k a a vi o o n.

K u v a 7. 8. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 1: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n o mi n s a-

n oi n oli mi el e st ä ni m u k a v a a"

K u v a st a 7. 8 h u o m at a a n, ett ä u s e a m pi piti m urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi st ä o mi n s a n oi n

m u k a v a n a k ui n e p ä m u k a v a n a. V äit e s ai p alj o n n e utr a al ej a v a st a u k si a, m utt a m y ö s y h-

t ä p alj o n m y ö nt ä vi ä v a st a u k si a. V äitt ä m ä ä n eri mi elt ä ol e vi e n m ä är ä oli pi e n e m pi s a m a a

mi elt ä ol e vii n v err att u n a. E n e m mi st ö o p pil ai st a sii s j o k o piti o mi n s a n oi n s elitt ä mi st ä o s a-

n a r at k ai s u a j o k o m u k a v a n a t ai n e utr a ali n a.

T oi s e n a v äitt ä m ä n ä k y s el yl o m a k k e e s s a oli: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n o mi n s a n oi n

oli mi el e st ä ni h el p p o a". O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n o n e sit ett y s e ur a a v a a n k a a-

vi o o n.

T oi s e n v äitt ä m ä n v a st a u k s et o v at s a m a n k alt ai s et e n si m m äi s e n v äitt ä m ä n k a n s s a. K ai-

ki st a e nit e n v äitt ä m ä ä n v a st attii n v ai ht o e ht o a " ei s a m a, ei k ä eri mi elt ä". T oi s e k si e nit e n

v a st a u k si a s ai v a st a u s " s a m a a mi elt ä"j a v ä hit e n v a st a u s " eri mi elt ä". E n e m mi st ö n o p pi-

l ai st a v oi d a a n sii s s a n o a pit ä n e e n m urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi st ä o mi n s a n oi n h el p p o n a

t ai n e utr a ali n a.

K a h d e n e n si m m äi s e n v äitt ä m ä n v äli s e n k orr el a ati o k ert oi m e n ar v o k si l a s k ettii n 0, 5 4 6 5.

Ar v o a v oi d a a n pit ä ä m el k o k or k e a n a [ 2 7, s. 3 0 5]. K orr el a ati o k ert oi m e st a v oi d a a n p ä ät ell ä,

ett ä m urt ol u k ut e ht ä v ä n o mi n s a n oi n s elitt ä mi s e st ä pit ä mi s ell ä o n y ht e y s s e n h el p o k si k o-

k e mi s e e n. Li s ä k si k hii n n eli ö -rii p p u m att o m u u st e sti s u ur e e n ar v o k si ( P e ar s o n C hi- S q u ar e)

l a s k ettii n 2 0, 4 2 3 j a p- ar v o k si < 0, 0 0 1. T ät e n v äitt ä mi e n v äli st ä rii p p u v u utt a v oi d a a n pit ä ä

til a st olli s e sti m er kit s e v ä n ä.

K ol m a s v äitt ä m ä k y s el yl o m a k k e e s s a oli " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n k u v a n a v ull a oli
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K u v a 7. 9. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 2: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n o mi n s a-

n oi n oli mi el e st ä ni h el p p o a"

mi el e st ä ni m u k a v a a". E n si m m äi s et k a k si v äitt ä m ä ä liitt yi v ät o mi n s a n oi n s elitt ä mi s e e n,

eli l u o n n olli s e n ki el e n k ä ytt ö ö n o s a n a t e ht ä v ä n r at k ai s u a j a s e ur a a v at k a k si v äitt ä m ä ä

k u vi o ki el e n k ä ytt ö ö n. All a ol e v a a n k a a vi o n o n e sit ett y o p pil ai d e n v a st a u k s et k ol m a nt e e n

v äitt ä m ä ä n.

K u v a 7. 1 0. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 3: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n k u v a n

a v ull a oli mi el e st ä ni m u k a v a a"

K ol m a n n e n v äitt ä m ä n v a st a u k s et er o a v at m er kitt ä v ä sti e n si m m äi s e n k a h d e n v äitt ä m ä n

v a st a u k si st a. K u v a n a v ull a m urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi st ä pi d ettii n m u k a v a m p a n a, k ui n

o mi n s a n oi n s elitt ä mi st ä. O p pil ai st a 3 5 eli m el k ei n p u ol et v a st a si v äitt ä m ä ä n v ai ht o e h d o n

" s a m a a mi elt ä". V ai ht o e h d o n " eri mi elt ä"j a " ei s a m a a, ei k ä eri mi elt ä" v a st a si l ä h e s s a m a n

v err a n o p pil ait a, m ol e m m a n v aj a a 1 5 o p pil a st a.

N elj ä nt e n ä v äitt ä m ä n ä l o m a k k e e s s a oli " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n k u v a n a v ull a oli
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mi el e st ä ni h el p p o a". All a ol e v a a n k a a vi o o n o n k o ott u n a o p pil ai d e n v a st a u k s et n elj ä nt e e n

v äitt ä m ä ä n.

K u v a 7. 1 1. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 4: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n k u v a n

a v ull a oli mi el e st ä ni h el p p o a"

K u v a st a 7. 1 1 n ä h d ä ä n, ett ä v äitt ä m ä n 4 v a st a u k s et oli v at s a m a n k alt ai s et k ol m a n n e n v äit-

t ä m ä n k a n s s a. K uit e n ki n hi e m a n h ar v e m pi o p pil a s v a st a si n elj ä nt e e n v äitt ä m ä ä n v ai h-

t o e h d o n " s a m a a mi elt ä", k ui n k ol m a n n e s s a v äitt ä m ä s s ä. V äitt ä m ä ä n v a st a si " eri mi el-

t ä" 1 5 o p pil ai st a j a " ei s a m a a, ei k ä eri mi elt ä" hi e m a n yli 1 5 o p pil a st a. V aj a a 3 0 o p pil a st a

s e n sij a a n v a st a si v äitt ä m ä n " s a m a a mi elt ä".

K ol m a n n e n j a n elj ä n n e n v äitt ä m ä n v äli s e k si k orr el a ati o k si l a s k ettii n 0, 6. Sit ä v oi d a a n pi-

t ä ä m el k o k or k e a n a k orr el a ati o n a. Li s ä k si k hii n n eli ö -rii p p u m att o m u u st e sti s u ur e e n ar v o k-

si s a atii n 2 8, 1 1 7 j a p- ar v o k si < 0, 0 0 1, j ot a v oi d a a n pit ä ä til a st olli s e sti m er kit s e v ä n ä. M urt o-

l u k ut e ht ä v ä n k u vi o ki el e n a v ull a ki el e nt ä mi s e st ä pit ä mi s ell ä o n sii s y ht e y s s e n k o k e mi s e e n

h el p o k si. M y ö s e n si m m äi s e n j a k ol m a n n e n v äitt ä m ä n v äli s et k orr el a ati ot j a t oi s e n j a n el-

j ä n n e n v äitt ä m ä n v äli s et k orr el a ati ot l a s k ettii n. Nii d e n ar v oi k si s a atii n 0, 4 4 7 j a 0, 6 6 9 2. Li-

s ä k si v äitt ä mi e n 1 j a 3 v äli st ä rii p p u v u utt a l a s ki e s s a k hii n n eli ö -rii p p u m att o m u u st e sti s u ur e e n

ar v o k si s a atii n 1 7, 9 4 3 j a p- ar v o k si 0, 0 0 1. V äitt ä mill e 2 j a 4 rii p p u m att o m u u st e sti s u ur e e n

ar v o k si s a atii n 3 3, 9 2 0 j a p- ar v o k si < 0, 0 0 1. N äit ä rii p p u v u u k si a v oi d a a n m ol e m pi a pit ä ä

til a st olli s e sti m er kitt ä vi n ä. M urt ol u k ut e ht ä v ä n o mi n s a n oi n s elitt ä mi s e n m u k a v a n a pit ä-

mi s ell ä o n sii s m el k o s u uri y ht e y s s e n k a n s s a, ett ä pit ä ä m urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi st ä

k u v a n a v ull a m u k a v a n a. Vi el ä s u ur e m pi y ht e y s o n n äi d e n s elit y st a p oj e n h el p p o n a pit ä mi-

s ell ä.

Vii d e nt e n ä v äitt ä m ä n ä l o m a k k e e s s a oli " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n o mi n s a n oi n a ut-

t oi mi n u a t e ht ä v ä n y m m ärt ä mi s e s s ä j a r at k ai s e mi s e s s a". S e ur a a v a a n k a a vi o o n o n e sit et-

t y v äitt ä m ä n 5 v a st a u k s et.
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K u v a 7. 1 2. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 5: " M urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi n e n o mi n

s a n oi n a utt oi mi n u a t e ht ä v ä n y m m ärt ä mi s e s s ä j a r at k ai s e mi s e s s a"

K u v a st a 7. 1 2 n ä h d ä ä n, ett ä v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n j a k a ut ui v at m el k o t a s ai s e sti ai k ai s e m-

pii n v äitt ä mii n v err att u n a. V ai ht o e h d o n " eri mi elt ä" v a st a si m el k ei n 2 0 o p pil a st a, v ai ht o e h-

d o n " ei s a m a a, ei k ä eri mi elt ä" hi e m a n yli 2 0 o p pil a st a j a v ai ht o e h d o n " s a m a a mi elt ä" m y ö s

hi e m a n yli 2 0 o p pil a st a. V äitt ä m ä n v a st a u st e n p er u st e ell a ei v oi d a t e h d ä p ä ät el mi ä siit ä,

oli k o o p pil ai d e n mi el e st ä m urt ol u k ut e ht ä v ä n s elitt ä mi s e st ä o mi n s a n oi n h y öt y ä v ai k o ei,

sill ä v a st a u k s et oli v at nii n t a s ai si a eri v ai ht o e ht oj e n v älill ä.

K u u d e s v äitt ä m ä l o m a k k e e s s a oli " M urt ol u k ut e ht ä v ä st ä k u v a n piirt ä mi n e n a utt oi mi n u a

t e ht ä v ä n y m m ärt ä mi s e s s ä j a r at k ai s e mi s e s s a". K u u d e s v äitt ä m ä oli sii s m u ut e n s a m a,

k ui n vii d e s v äitt ä m ä, m utt a sii n ä s el vit ettii n o mi n s a n oi n s elitt ä mi s e n h y ö d y n sij a a n k u vi o-

ki el e n h y ö d ylli s y ytt ä. All a ol e v a a n k a a vi o o n o n k o ott u o p pil ai d e n v a st a u k s et k u u d e nt e e n

v äitt ä m ä ä n.

K u v a 7. 1 3. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 6: " M urt ol u k ut e ht ä v ä st ä k u v a n piirt ä mi n e n

a utt oi mi n u a t e ht ä v ä n y m m ärt ä mi s e s s ä j a r at k ai s e mi s e s s a"



5 8

K u u d e n n e n v äitt ä m ä n k u v a st a 7. 1 3 h u o m at a a n, ett ä k u v a n piirt ä mi s e n o p pil a at k o ki v at

h y ö d ylli s e m p ä n ä k ui n o mi n s a n oi n s elitt ä mi s e n. V äitt ä m ä ä n v ai ht o e h d o n " s a m a a mi el-

t ä" v a st a si yli 2 5 o p pil a st a, v ai ht o e h d o n " ei s a m a a, ei k ä eri mi elt ä" v aj a a 2 0 o p pil a st a j a

v ai ht o e h d o n " eri mi elt ä" 1 5 o p pil a st a. K o s k a h u o m att a v a sti e nit e n v a st a u k si a s ai v ai ht o e h-

t o " s a m a a mi elt ä", v oi d a a n p ä ät ell ä, ett ä o p pil a at k o ki v at m urt ol u k ut e ht ä v ä n r at k ai s u s s a

k u vi o ki el e n h y ö d y nt ä mi s e n h y ö d ylli s e n ä.

S eit s e m ä nt e n ä j a vii m ei s e n ä v äitt ä m ä n ä l o m a k k e e s s a oli " Ai o n j at k o s s a h y ö d y nt ä ä o mi n

s a n oi n s elitt ä mi st ä j a/t ai k u v a n piirt ä mi st ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a". S e ur a a v a a n k a a vi o o n

o n e sit ett y o p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n.

K u v a 7. 1 4. O p pil ai d e n v a st a u k s et v äitt ä m ä ä n 7: " Ai o n j at k o s s a h y ö d y nt ä ä o mi n s a n oi n

s elitt ä mi st ä j a/t ai k u v a n piirt ä mi st ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a"

K u v a st a 7. 1 4 v oi d a a n e n si n n ä ki n n ä h d ä s e, ett ä s e o n ai k ai s e m pii n k a a vi oi hi n p ai n ott u n ut

e n e m m ä n v ai ht o e ht o o n " eri mi elt ä". V ai ht o e h d o n " eri mi elt ä" o n ni mitt äi n v a st a n n ut y ht ä

m o ni o p pil a s k ui n v ai ht o e h d o n " s a m a a mi elt ä". V ai ht o e h d o n " ei s a m a a, ei k ä eri mi elt ä" o n

v a st a n n ut hi e m a n all e 2 0 o p pil a st a. V äitt ä m ä n v a st a u k si st a h u o m at a a n, ett ä m o ni o p pi-

l a s ai k o o j at k o s s a h y ö d y nt ä ä kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a. K uit e n ki n m o ni

o p pil a s ei ai o h y ö d y nt ä ä o mi n s a n oi n s elitt ä mi st ä t ai k u v a n piirt ä mi st ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s-

s a j at k o s s a. S eit s e m ä n n e n v äitt ä m ä n v a st a u st e n v äli s et k orr el a ati ot l a s k ettii n v äitt ä mi e n

5 j a 6 v a st a u st e n k a n s s a. K orr el a ati o v äitt ä mi e n 5 j a 7 v a st a u st e n v älill ä o n 0, 7 3 4 3, j o-

t a v oi d a a n pit ä ä k or k e a n a k orr el a ati o n a [ 2 7, s. 3 0 5]. Li s ä k si v äitt ä mi e n v älill e l a s k et u n

k hii n n eli ö -rii p p u m att o m u u st e sti s u ur e e n ar v o k si s a atii n 3 9, 8 0 0 j a p- ar v o k si < 0, 0 0 1. Sill ä,

ett ä o p pil a s o n k o k e n ut o mi n s a n oi n s elitt ä mi s e n a utt a v a n t e ht ä v ä n y m m ärt ä mi s e s s ä j a

r at k ai s e mi s s a o n sii s y ht e y s s e n k a n s s a, ett ä o p pil a s ai k o o j at k o s s a h y ö d y nt ä ä kirj alli st a

ki el e nt ä mi st ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a. Li s ä k si v äitt ä mi e n 6 j a 7 v a st a u st e n v äli s e k si k orr e-

l a ati o k si l a s k ettii n 0, 6 1 2 7, j ot a v oi d a a n m y ö s pit ä ä k or k e a n a k orr el a ati o n a. K hii n n eli ö

-t e sti s u ur e e n ar v o k si s a atii n 3 0, 8 3 8 j a p- ar v o k si < 0, 0 0 1. T ät e n m y ö s sill ä, ett ä k o ki k u v a n

piirt ä mi s e n a utt a v a n t e ht ä v ä n y m m ärt ä mi s e s s ä j a r at k ai s e mi s e s s a o n y ht e y s sii h e n, ett ä
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ai k o o j at k o s s a ki n h y ö d y nt ä ä kirj alli st a ki el e nt ä mi st ä t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a.

K y s el yl o m a k k e e n t ul o k si st a v oi d a a n p ä ät ell ä, ett ä k o k o n ai s u u d e s s a a n o p pil ai d e n s u ht a u-

t u mi n e n kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi s e e n t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a oli k e s ki m ä äri n

p o sitii vi st a. V ai k k a v a st a u k si s s a oli p alj o n v ai ht el u a, y h d e n k ä ä n v äitt ä m ä n v a st a u k si s s a

ei oll ut e n e m p ä ä " eri mi elt ä" v a st a u k si a, k ui n " s a m a a mi elt ä" v a st a u k si a. T e ht ä v ä n s elit-

t ä mi n e n k u vi o ki el e n a v ull a k o ettii n e n e m m ä n h el p o k si, m u k a v a k si j a h y ö d ylli s e k si k ui n

l u o n n olli s e n ki el e n a v ull a.

7. 5  T ul o st e n t ar k a st el u a

T ut ki m u k s e s s a p ä ä stii n v a st a a vii n t ul o k sii n k ui n ai k ai s e m mi s s a t ut ki m u k si s s a, m u u n m u a s-

s a m urt ol u k u m er ki n n äll e t u n n et ui n m er kit y s oli o s a k o k o n ai s u u d e st a, j o k a o n m y ö s m ui s-

s a t ut ki m u k si s s a s a at u t ul o s. T ä m ä n li s ä k si t ut ki m u k s e s s a h u o m attii n, ett ä mit a n j a s u h-

t e e n m er kit y k s et oli v at m ui d e n t ut ki m u st e n t a p a a n v ä hit e n t u n n et ut m er kit y k s et. Vi h er-

v a ar a n t ut ki m u k s e s s a v ai n 8, 8 pr o s e ntti a t ut ki m u k s e e n o s alli st u n ei st a l ö y si m urt ol u k u-

m er ki n n äll e s u ht e e n m er kit y k s e n [ 4 2]. T ä m ä t ut ki m u s t u otti v a st a a v a n t ul o k s e n, sill ä s u h-

t e e n m er kit y k s e n l ö y si 1 2, 9 pr o s e ntti a o s alli st u n ei st a. M y ö s j a k ol a s k u n m er kit y k s e n t u n-

ni st a n ei d e n o p pil ai d e n s u ur u u sl u o k k a oli j o et u k ät e e n p ä ät elt ä vi s s ä, sill ä m urt ol u k u m er-

ki nt ä ä k ä yt et ä ä n m el k o p alj o n p er u s k o ul u s s a j a k ol a s k u n k u v a a mi s e e n. Er ä s mi el e n kii n-

t oi n e n h u o mi o t ut ki m u st ul o k si s s a oli s e, ett ä h ar v e m pi o p pil ai st a l ö y si s u ht e e n m er kit y k-

s e n m urt ol u k u m er ki n n äll e k u v a st a k ui n s p o nt a a ni sti p el k ä n m er ki n n ä n n ä ht y ä ä n. V oi d a a n

p o hti a, o n k o t ut ki m u k s e s s a s u ht e e n k u v a a mi s e e n k ä yt ett y k u v a o p pil ai st a e p ä s el k e ä j a

oli si k o eri t y yli s ell ä k u v all a s a at u eril ai s et t ul o k s et.

M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är äll ä n ä ytt äi si t ut ki m u k s e n m u k a a n ol e-

v a n y ht e y s o p pil a a n l u o k k a- a st e e s e e n ai n a ki n v err att a e s s a s eit s e m ä sl u o k k al ai si a k a h d e k s a s-

j a y h d e k s ä sl u o k k al ai sii n, sill ä s u uri m m at er ot oli v at n äi d e n v älill ä. Er o a s elitt ä n e e s e, ett ä

s ell ai s et si s äll öt m at e m atii k a s s a, j oi s s a e sii nt y y e si m er ki k si s u ht e e n m er kit y s, o pi s k el-

l a a n k y s ei s e s s ä k o ul u s s a yl ä a st e ell a v a st a m y ö h e m mi n t ar k e m mi n. E si m er ki k si v err a n-

n olli s u u d e n l a s k e mi n e n k ä y d ä ä n l ä pi k a h d e k s a n n ell a l u o k all a j a mitt a k a a v a n l a s k e mi n e n

y h d e k s ä n n ell ä l u o k all a. M y ö s o p pil a a n m at e m atii k a n ar v o s a n a n j a m urt ol u k u m er ki n n äll e

l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n l u k u m ä är ä n v älill ä n ä htii n j o n ki nl ai n e n y ht e y s, m utt a sit ä ei v oi d a

k uit e n k a a n pit ä ä til a st olli s e sti m er kit s e v ä n ä.

M urt ol u k ut e ht ä v ä n kirj alli s e s s a ki el e nt ä mi s e s s ä o p pil a at k ä ytti v ät k u vi o ki el e n v a st a u k si s-

s a a n l ä hi n n ä pi nt a- al a m alli a, mi k ä ei t ul o k s e n a yll ätt ä n yt, sill ä pi nt a- al a m alli o n o p pi kir-

j oi s s a j a t ät e n l u ult a v a sti m y ö s o p et u k s e s s a k ai ki st a k ä yt et yi n m alli. M urt ol u k ut e ht ä v ä n

k ol m a nt e e n k o ht a a n, j o s s a oli t e ht ä v ä n ä r at k ai st a l a s k u 6 : 5 , o p pil a at h y ö d y n si v ät k ai-

ki st a v ä hit e n k u vi o ki elt ä v a st a u k s e n s elitt ä mi s e e n. S y y n ä t ä h ä n v oi d a a n ol ett a a ol e v a n

s e, ett ä o p pil aill a ei oll ut ti et o a s ell ai si st a m all ei st a, j oill a e sit et ä ä n k o k o n ai si a, sill ä yl ei-

si m mi n t u n n ett u pi nt a- al a m alli o n e nit e n k ä yt ett y o s a n k o k o n ai s u u d e st a k u v a a mi s e e n.
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M urt ol u k ut e ht ä v ä n a- j a b- k o h di s s a kirj alli s ell a ki el e nt ä mi s ell ä n ä htii n ol e v a n y ht e y s s e n

k a n s s a, o n k o t e ht ä v ä n r at k ai s u oi k ei n. K uit e n k a a n c- k o h d a s s a kirj alli s ell a ki el e nt ä mi s el-

l ä ei oll ut v ai k ut u st a t e ht ä v ä n oi k ei n r at k ai s u n k a n s s a. S y y n ä v oi d a a n n ä h d ä t e ht ä vi e n

eril ai s u u s. T e ht ä v ä n k a h d e s s a e n si m m äi s e s s ä k o h d a s s a t e ht ä v ä n a n n o n l u v ut oli v at m ur-

t ol u k u m u o d o s s a, j ot k a o n o p pil aill e h el p o m pi h a v ai n n olli st a a k u v a n a v ull a t oi si n k ui n c-

k o h d a n k o k o n ai sl u v ut.

M urt ol u k ut e ht ä vi e n kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n o p pil a at k o ki v at yl ei s e sti ott a e n m u k a v a. Li-

s ä k si k u vi o ki el e n k ä ytt ä mi n e n k o ettii n h el p o m m a k si k ui n s a n alli s e n s elitt ä mi n e n. M o n et

o p pil ai st a v a st a si v at kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n a utt a v a n t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a, m utt a silti

u s e at v a st a si v at, ett ä ei v ät ai o h y ö d y nt ä ä sit ä j at k o s s a. T ä m ä v oi si j o ht u a e si m er ki k si

siit ä, ett ä o p pil aill a o n v al mii k si s ell ai n e n k u v a m at e m atii k a st a, ett ä t e ht ä v ät o v at l y h yi-

t ä j a n o p eit a kirj oitt a a, j ot e n s a n alli n e n s elitt ä mi n e n v oi t u nt u a o p pil ai st a v ai v all oi s elt a.

Kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n h y ö d y nt ä mi s e n h y ö d yt ei v ät sii s k uit e n k a a n ol e o s a n o p pil ai st a

mi el e st ä kirj oitt a mi s e n v ai v a n ar v oi si a.
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8. L O P U K SI

8. 1  T ut ki m u k s e n l u ot ett a v u u s j a e etti s y y s

T ut ki m u k s e n l u ot ett a v u utt a v oi d a a n t ar k a st ell a v ali dit e eti n j a r eli a bilit e eti n k ä sitt ei d e n k a ut-

t a [ 3 8]. V ali dit e etill a t ar k oit et a a n sit ä, o n k o t ut ki m u k s e s s a t ut kitt u sit ä, mit ä o n oll ut t ar-

k oit u s ki n t ut ki a [ 2 7]. Y k si t a p a ar vi oi d a t ut ki m u k s e s s a v ali dit e etti a o n tri a n g ul a ati o, j o k a

y k si n k ert ai st ett u n a t ar k oitt a a eril ai st e n m et o di e n, t ut kij oi d e n, ti e d o nl ä ht ei d e n t ai t e ori oi-

d e n y h di st ä mi st ä. Tri a n g ul a ati oll a p yrit ä ä n m a h d olli si m m a n o bj e ktii vi sii n t ul o k sii n. Tri a n-

g ul a ati o v oi d a a n j a k a a D e n zi ni n ( 1 9 7 8) m u k a a n n elj ä ä n eri p ä ät y y p pii n, j ot k a o v at 1)

t ut ki m u s ai n ei st o o n liitt y v ä tri a n g ul a ati o, 2) t ut kij a a n liitt y v ä tri a n g ul a ati o, 3) t e ori a a n liit-

t y v ä tri a n g ul a ati o j a 4) m et o d ol o gi n e n tri a n g ul a ati o. [ 3 8] T ä s s ä t ut ki m u k s e s s a t ot e ut u u

t ut ki m u s ai n ei st o o n liitt y v ä tri a n g ul a ati o, t e ori a a n liitt y v ä tri a n g ul a ati o s e k ä m et o d ol o gi-

n e n tri a n g ul a ati o. T ut ki m u k s e n l u ot ett a v u utt a li s ä ä eril ai st e n ai n ei st oj e n k ä ytt ö j a t ä s s ä

t ut ki m u k s e s s a ai n ei st o k o o st ui ki n s e k ä li k ert - a st ei k olli si st a s ulj ett uj e n k y s y m y st e n v a s-

t a u k si st a s e k ä a v oi mi e n k y s y m y st e n v a st a u k si st a. T ä m ä n t ut ki m u k s e n l u ot ett a v u utt a li-

s ä ä m y ö s s e, ett ä sii h e n o n y h di st ett y m o n e nl ai si a t e ori oit a n ä k ö k ul m a n l a aj e nt a mi s e k-

si. M urt ol u k u m er kit y st e n t e ori a p o hj a a m u o d o st a e s s a ot ettii n h u o mi o o n J o ut s e nl a h d e n j a

P er k kil ä n, M ur d o c k- St e w arti n s e k ä V a n d e W all e n e sitt el e m ät m er kit y k s et m urt ol u k u m er-

ki n n äll e. L u ot ett a v u utt a t ut ki m u k s e s s a li s ä ä li s ä k si eri m et o di e n k ä ytt ö. Ai n ei st o a h a n kit-

tii n s e k ä s ulj ett uj e n ett ä a v oi nt e n k y s y m y st e n a v ull a j a sit ä t ul kittii n s e k ä k v alit atii vi s e s-

ti t e e m oitt el u n j a l u o kitt el u n k ei n oi n, ett ä k v a ntit atii vi s e sti E x c el j a I B M S P S S St ati sti c s

- o hj el mi st oj e n a v ull a.

R eli a bilit e etill a t ar k oit et a a n p u ol e st a a n t ut ki m u k s e n t oi st ett a v u utt a [ 3 8]. T ut ki m u st a v oi-

d a a n pit ä ä t oi st ett a v a n a, sill ä s e n k a ht a e n si m m äi st ä t ut ki m u st e ht ä v ä ä o n k ä yt ett y ai k ai-

s e m mi n j o ai n a ki n k a h d e s s a t ut ki m u k s e s s a. Li s ä k si t ut ki m u k s e n t ot e utt a mi s e n j a a n a-

l y s oi n ni n v ai h e et o n k u v ailt u t ar k k a a n j a t ut ki m u st e ht ä v ät l ö yt y v ät s ell ai s e n a a n liitt ei s-

t ä, j ot e n t ut ki m u k s e n p y st y y t oi st a m a a n m el k o s uj u v a sti. P ar k kil a y m. ( 2 0 0 0) m ä äritt ä v ät

er ä ä n l u ot ett a v u u d e n krit e eri n, u s k ott a v u u d e n ( cr e di bilit y ) t ar k oitt a v a n sit ä, ett ä t ut ki m u k-

s e e n o s alli st u n e et k u v aill a a n riitt ä v ä sti j a k er ät y n ai n ei st o n t ot u u d e n m u k ai s u utt a ar vi oi-

d a a n [ 3 8]. T ä s s ä t ut ki m u k s e s s a t ut ki m u k s e e n o s alli st u n e et k u v attii n m a h d olli si m m a n t ar-

k a sti, m utt a k uit e n ki n nii n, ett ä h ei d ä n h e n kil ölli s y yt e n s ä ei t ut ki m u k s e st a p alj a st u. T ut-

ki m u k s e n ai n ei st o a v oi d a a n pit ä ä t ot u u d e n m u k ai s e n a si k si, ett ä t ut ki m u k s e e n o s alli st u-
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mi n e n oli o p pil aill e v a p a a e ht oi st a, ei k ä h eill ä t ät e n oll ut s y yt ä v ä äri st ell ä v a st a u k si a a n,

e si m er ki k si p ar e m pi e n ar v o s a n oj e n t oi v o s s a.

Er ä s t ut ki m u k s e n l u ot ett a v u u d e n krit e eri o n t ut ki m u stil a nt e e n ar vi oi nti ( d e p e n d a bilit y ),

j o s s a Ty nj äl ä n ( 1 9 9 1) m u k a a n t ut kij a n t ul e e ott a a h u o mi o o n s e k ä t ut ki m u k s e e n v ai ht e-

l u a ai h e utt a v at ul k oi s et t e kij ät s e k ä t ut ki m u k s e st a it s e st ä ä n j o ht u v at t e kij ät [ 3 8]. T ä s s ä

t ut ki m u k s e s s a t ut ki m u st ul o k sii n v ai k utt a vi a ul k oi si a t e kij öit ä o n e si m er ki k si s e, mit e n o p-

pil ai d e n o p pi kirj at ott a v at k a nt a a m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k sii n. Li s ä k si s e, mit e n

p er u s o p et u k s e n o p et u s s u u n nit el m a ott a a k a nt a a m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k sii n j a

t ät e n m y ö s, mit e n o p ett aj at o p ett a v at t ä st ä, o n t ut ki m u st ul o k sii n v ai k utt a v a ul k oi n e n t e-

kij ä. T ut ki m u k s e s s a t ul e e ott a a li s ä k si h u o mi o o n s e, ett ä o p pil ai d e n m at e m a atti s et t ai d ot

oli v at h y vi n eri t a s oi si a nii n r y h mi e n, k ui n o p pil ai d e n ki n k e s k e n. T ä m ä t o si n o n s ell ai n e n

t e kij ä, j o k a li s ä ä t ut ki m u k s e n l u ot ett a v u utt a, sill ä yl ei s e sti ki n o p pil ai d e n t ait ot a s o o n v ai h-

t el e v a a. J o s t ut ki m u s oli si t ot e ut ett u v ai n ti et y n ar v o s a n a n s a a n eill a o p pil aill a, ei t ut ki m u k-

s e n t ul o k si a v oi si yl ei st ä ä s u ur e m mill e j o u k oill e. T ut ki m u k s e st a it s e st ä ä n j o ht u vi a t e kij öit ä

o n m u u n m u a s s a t ut ki m u k s e n aj a n k o ht a, j o k a v ai k utt a a o s alt a a n sii h e n, mi s s ä m ä äri n

o p pil a at o v at e hti n e et o pi s k ell a m urt ol u k uj a s e k ä sii h e n liitt y vi ä eri m er kit y k si ä. T ut ki m u s

t ot e ut ettii n s y y sl u k u k a u d ell a, j oll oi n e si m er ki k si s eit s e m ä sl u o k k al ai s et oli v at j o e hti n e et

k ä y d ä m urt ol u k uj e n l a s k ut oi mit u k s et j a y h d e k s ä sl u o k k al ai s et y h d e n m u ot oi s u u d e n o h e s-

s a mitt a k a a v a n. T ut ki m u s k uit e n ki n t ot e ut ettii n k ai kill a o s alli st u n eill a s a m oj e n m u ut a m a n

vii k o n si s äll ä, mi n k ä a v ull a p yrittii n sii h e n, ett ä k ull a ki n s a m a n l u o k k a- a st e e n o p pil a all a

oli si s a m at p o hj ati e d ot t ut ki m u st a t e h d e s s ä.

T ut ki m u k s e n l u ot ett a v u utt a li s ä ä m y ö s s e n e etti s y y s [ 3 8]. T ut ki m u s e etti s e n ti e d e k u n n a n

[ 4 0] m u k a a n t ut ki m u s v oi oll a e etti s e sti h y v ä k s ytt ä v ä ä j a l u ot ett a v a a j a s e n t ul o k s et v oi-

v at oll a u s k ott a vi a ai n o a st a a n sill oi n, k u n t ut ki m u s o n s u orit ett u h y v ä ä ti et e elli st ä k ä y-

t ä nt ö ä n o u d att a e n. H y v ä n ti et e elli s e n k ä yt ä n n ö n l ä ht ö k o htii n k u ul u u t ut ki m u s etii k a n k a n-

n alt a m ui d e n m u a s s a t ut ki m u st y ö s s ä, t ul o st e n t all e nt a mi s e s s a, e sitt ä mi s e s s ä s e k ä t u-

l o st e n ar vi oi n ni s s a r e h elli st e n, h u ol elli st e n j a t ar k k oj e n t oi mi nt at a p oj e n n o u d att a mi n e n

[ 4 0]. T ä m ä n t ut ki m u k s e n k ai ki s s a v ai h ei s s a n o u d at ettii n r e h elli si ä, h u ol elli si a j a t ar k k o-

j a t oi mi nt at a p oj a. Ai n ei st o k er ättii n j a s äil yt ettii n s u urt a h u ol elli s u utt a k ä ytt ä e n. T ul o k s et

e sit ettii n s ell ai s e n a a n, ei k ä niit ä m u o k att u mill ä ä n t a v all a t ut ki m u k s e s s a k err ot u n li s ä k-

si. T ut ki m u k s e s s a t ul e e li s ä k si ott a a h u o mi o o n m ui d e n t ut kij oi d e n t y öt j a k u n ni oitt a a niit ä

j a viit at a t öi hi n a si a n m u k ai s e sti [ 4 0]. T ä s s ä t ut ki m u k s e s s a o n m a h d olli si m m a n t ar k k oj e n

l ä h d e viitt ei d e n j a nii hi n liitt y v ä n l ä h d el u ett el o n a v ull a e sit ett y, mit k ä aj at u k s et o v at m ui d e n

t ut kij oi d e n s e k ä mit k ä o pi n n ä yt et y ö n t e kij ä n o mi a. H y v ä ä n ti et e elli s e e n k ä yt ä nt ö ö n k u u-

l u u li s ä k si t ar vitt a vi e n t ut ki m u sl u pi e n h a n k ki mi n e n [ 4 0]. T ä s s ä t ut ki m u k s e s s a r e ht orilt a

s a a d u n l u v a n j äl k e e n vir alli n e n t ut ki m u sl u p a h a ettii n e n si n a si a n m u k ai s e sti k a u p u n gilt a,

j o s s a t ut ki m u s t ot e ut ettii n. E n n e n t ut ki m u k s e n t ot e utt a mi st a m y ö s o s alli st u n ei d e n o p pi-

l ai d e n h u olt ajilt a p y y d ettii n l u p a a t ut ki m u k s e e n o s alli st u mi s e e n, sill ä o p pil a at oli v at k ai k ki

al ai k äi si ä.
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T ut ki m u k s e n ot a n n a n oll e s s a s u ht e elli s e n pi e ni, ei t ul o k si a v oi d a yl ei st ä ä k ai kill e yl ä a s-

t ei k äi sill e o p pil aill e, m utt a nii d e n v oi d a a n aj at ell a a nt a v a n k uit e n ki n h y v ä n k u v a n yl ä a s-

t ei k äi st e n t u n ni st a mi st a m er kit y k si st ä m urt ol u k u m er ki n n äll e. Mi k äli t ut ki m u s t oi st ett ai sii n

s a m a n i k äi sill ä o p pil aill a, k ui n t ut ki m u k s e e n o s alli st u n e et, v oi d a a n ol ett a a, ett ä t ul o k s et

oli si v at s a m a n s u u nt ai s et. Y k sil ö n k ä sit y k s et ti et y st ä a si a st a, t ä s s ä t a p a u k s e s s a m urt ol u-

k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si st ä j a m urt ol u k ut e ht ä vi e n kirj alli s e st a ki el e nt ä mi s e st ä, ei m u o-

d o st u ai n o a st a a n o mi e n k o k e m u st e n k a utt a, v a a n n e o v at el ä m ä m m e i h mi s y ht ei s öi st ä k o-

t oi si n [ 2 1]. I h mi s e n k ä sit y k s et m u ot o ut u v at vi e sti n n ä n, k a s v at u k s e n j a o p et u k s e n m y öt ä,

ei v ät k ä t ät e n v ältt ä m ätt ä ol e o m a k o ht ai si a [ 2 1]. M y ö s o p pil ai d e n k ä sit y k s et m urt ol u v ui st a

o v at m u ot o ut u n e et k a s v at u k s e n j a o p et u k s e n k a utt a j a v oi v at y ht ei s e n o p et u s s u u n nit el-

m a n t a ki a oll a h y vi n ki n s a m a n k alt ai s et m ui d e n s u o m al ai st e n yl ä a st ei k äi st e n o p pil ai d e n

k a n s s a.

8. 2  P o h di nt a

T ut ki m u k s e n t ar k oit u k s e n a oli s el vitt ä ä, mill ai si a m er kit y k si ä yl ä k o ul ui k äi s et l ö yt ä v ät m ur-

t ol u k u m er ki n n äll e s e k ä mill ai si a k u vi o ki el e n m all ej a o p pil a at h y ö d y nt ä v ät m urt ol u k ut e ht ä-

vi e n ki el e nt ä mi s e s s ä. Li s ä k si s el vit ettii n l y h y e sti, mit e n o p pil a at k o k e v at kirj alli s e n ki el e n-

t ä mi s e n o s a n a t e ht ä v ä n r at k ai s u a. T ut ki m u k s ell a o n ni st uttii n s a a m a a n v a st a u k s et k ai k-

kii n t ut ki m u s k y s y m y k sii n. T ut ki m u k s e s s a k er ätt y ai n ei st o a nt a a k u v a a siit ä, mill ai n e n o n

yl ä k o ul ui k äi s e n o p pil a a n k ä sit y s m urt ol u k u m er ki n n ä st ä. K ut e n ai k ai s e m pi e n t ut ki m u st e n

p er u st e ell a ol et ettii n, m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k si st ä o s a k o k o n ai s u u d e st a - m er kit y s

oli o p pil aill e h u o m att a v a sti t ut ui n. O p pil a at ei v ät j u uri k a a n l ö yt ä n e et m urt ol u k u m er ki n n äl-

l e s u ht e e n t ai mit a n m er kit y k si ä, mi k ä oli m y ö s ol et ett a vi s s a ai k ai s e m pi e n t ut ki m u st e n j a

o m a n k o k e m u k s e n p er u st e ell a. M urt ol u k ut e ht ä v ä n kirj alli s e s s a ki el e nt ä mi s e s s ä u s ei m-

mit e n k ä yt ett y k u vi o ki el e n m alli oli pi nt a- al a m alli, j o k a o n m y ö s k o ul u m a ail m a s s a e nit e n

k ä yt ett y m urt ol u k uj e n k u v a a mi s e e n. M uit a m all ej a ei j u uri k a a n e sii nt y n yt v a st a u k si s s a,

mi k ä k ert o o siit ä, k ui n k a v ä h ä n m uit a m all ej a o p pil a at yli p ä ä n s ä o s a a v at h y ö d y nt ä ä. T u-

l o k s e n a t ä m ä o n h ar milli n e n, sill ä eri k u vi o ki el e n m alli e n a v ull a o p pil a all a oli si v äli n e et

m ui d e n ki n m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n h a v ai n n olli st a mi s e e n. T u nt u u l u o nt e v a m m al-

t a k u v at a e si m er ki k si s u h d ett a j o u k k o m alli n a v ull a pi nt a- al a m alli n sij a a n. U s ei d e n k u vi o-

ki el e n m alli e n k ä yt ö n h allit s e mi n e n oli si h y ö d ylli st ä m y ö s si k si, ett ä k ut e n t ä m ä n ki n t ut ki-

m u s o s oitt a a, k u vi o ki el e n a v ull a s elitt ä mi s e st ä v oi si oll a a p u a t e ht ä v ä n oi k ei n r at k ai s u s s a.

T ut ki m u k s e n t ul o k si a p o h ditt u a o n mi el e k ä st ä mi etti ä, mit e n s a at uj a t ul o k si a t ul e e h y ö-

d y n n ett y ä t ul e v a n a o p ett aj a n a. K o s k a t ut ki m u k s e st a s el vi si li s ä k si, ett ä o p pil a at k o ki v at

kirj alli s e n ki el e nt ä mi s e n k ä yt ö n t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a yl ei s e sti ott a e n m u k a v a n a j a a utt a-

v a n t e ht ä v ä n r at k ai s u s s a, v oi si sit ä h y ö d y nt ä ä e n e m m ä n m at e m atii k a n o pi s k el u s s a. S e n

li s ä k si, ett ä l u o n n olli s ell a ki el ell ä o m a n r at k ai s u n s elitt ä mi s ell ä o n h y öt y n s ä s e k ä o p pi-

l a all e ett ä o p ett aj all e, v oi si eri k u vi o ki el e n m alli e n o p ett el u j a k ä ytt ö a utt a a o p pil ait a m y ö s
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eri m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y st e n y m m ärt ä mi s e s s ä. E si m er ki k si s u h d e v oi si oll a o p-

pil aill e h el p o m pi y m m ärt ä ä, k u n s e e sit ett äi sii n j o u k k o m alli n a v ull a. K o e n, ett ä o p pi kirj at

o v at lii a n j u mitt u n e et k u v a a m a a n m urt ol u k uj a p eri nt ei st e n m urt o k a k k uj e n a v ull a j a t ut ki-

m u k s e n t e k e mi n e n a v a si sil m ä ni m y ö s m uill e v ai ht o e h d oill e, j oit a t ul e n v ar m a sti h y ö d y n-

t ä m ä ä n t y ö s s ä ni o p ett aj a n a. U s k o n m y ö s, ett ä ki el e nt ä mi n e n t ul e e o m a s s a t y ö s s ä ni ol e-

m a a n m e n et el m ä, j o st a t ul e n pit ä m ä ä n kii n ni. E si m er ki k si o p pil ai d e n t y ö s k e nt el y p ar eit-

t ai n l u o k a s s a v oi oll a ä äri m m äi s e n h e d el m älli st ä, k u n o p pil a at p ä ä s e v ät s u ulli s e sti ki el e n-

t ä m ä ä n o mi a aj at u k si a a n t oi s ell e j a t oi s a alt a m y ö s k u ul e m a a n t oi s e n o p pil a a n k ä sit y k s e n

o pitt a v a st a a si a st a.

T ut ki m u sl o m a k k e e n oll e s s a m el k o l a aj a, s a atii n t ut ki m u s ai n ei st o st a a n al y s oit u a m o ni a

a si oit a j a t ät e n m y ö s t ut ki m u s k y s y m y k si ä oli u s eit a. J äl ki k ät e e n mi etitt y n ä t ut ki m u k s e n

oli si v oi n ut r aj at a s u p p e a m m a k si e si m er ki k si k ä sitt el e m ä ä n ai n o a st a a n m urt ol u k u m er ki n-

n ä n eri m er kit y k si e n h alli nt a a. M y ö s t ut ki m u st e ht ä vi e n k u vi a oli si v oi n ut h ar kit a m u o k k a a-

v a n j oll a ki n t a p a a s el k e ä m m ä k si. T ut ki m u st a t e h d e s s ä p o h di n m y ö s i d e oit a j at k ot ut ki m u k-

sill e. Oli si mi el e n kii nt oi st a s el vitt ä ä, mit e n o p pil a at h y ö d y nt äi si v ät eri k u vi o ki el e n m all ej a

eri m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k si e n k u v a a mi s e e n, mi k äli h eill e oli si et u k ät e e n e sit elt y

eri m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k s et s e k ä k u vi o ki el e n m allit. Li s ä k si, k o s k a t ä m ä n t ut ki-

m u k s e n t ul o k s et oli v at s a m a n s u u nt ai si a l u o k a n o p ett aj a o pi s k elij oill e t e h d y n t ut ki m u k s e n

k a n s s a, oli si mi el e n kii nt oi st a s el vitt ä ä, mill ai si a t ul o k si a s a at ai sii n m at e m atii k a n ai n e e n-

o p ett aj a o pi s k elij oill a. K o s k a m at e m atii k a n ai n e e n o p ett aj at o v at niit ä, j ot k a j at k a v at o p pi-

l ai d e n m urt ol u k u m er ki n n ä n k ä sit y k s e n m u o d o st u mi st a, oli si mi el e n kii nt oi st a ti et ä ä, mit k ä

o v at h ei d ä n k ä sit y k s e n s ä m urt ol u k u m er ki n n ä n eri m er kit y k si st ä j a, k ui n k a n e er o a v at l u o-

k a n o p ett aji e n k ä sit y k si st ä. Li s ä k si k o s k a o p pil a at t u n ni st a v at m urt ol u k u m er ki n n äll e v ai n

o s a n s e n m er kit y k si st ä, v oi si k e hit y st ut ki m u k s e n a l u o d a o p pi m at eri a ali n, j o n k a a v ull a p y-

ritt äi sii n v a h vi st a m a a n o p pil ai d e n ti et ä m y st ä m ui st a ki n m urt ol u k u m er ki n n ä n m er kit y k si s-

t ä.
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[ 4 1] V a n d e W all e, J. A., K ar p, K. S. j a B a y- Willi a m s, J. M. El e m e nt ar y a n d mi d dl e s c h o ol

m at h e m ati c s: T e a c hi n g D e v el o p m e nt all y, Ei g ht e diti o n . P e ar s o n, 2 0 1 4.

[ 4 2] Vi h er v a ar a, S a mi. ” R ati o n a alil u v u n j a s e n eri m er kit y st e n h alli nt a yl ä k o ul u s s a”. T ut-

ki el m a. T a m p er e e n yli o pi st o, 2 0 1 8. U R L : htt p s : / / tr e p o. t u ni . fi / bit str e a m / h a n dl e /

1 0 0 2 4/ 1 0 4 2 9 5/ 1 5 3 7 4 2 7 4 7 5. p df ? s e q u e n c e = 1 &i s All o w e d = y.

[ 4 3] V y g ot s ki, L. S. Aj att el u j a ki eli . E s p o o: W eili n + G ö ö s, 1 9 8 2.

https://helda.helsinki.fi/bitstream/handle/10138/174336/AD11-v2.pdf?sequence=3&#page=112
https://helda.helsinki.fi/bitstream/handle/10138/174336/AD11-v2.pdf?sequence=3&#page=112
https://helda.helsinki.fi/bitstream/handle/10138/174336/AD11-v2.pdf?sequence=3&#page=112
https://www.tenk.fi/sites/tenk.fi/files/HTK_ohje_2012.pdf
https://trepo.tuni.fi/bitstream/handle/10024/104295/1537427475.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://trepo.tuni.fi/bitstream/handle/10024/104295/1537427475.pdf?sequence=1&isAllowed=y
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LII T E A: T U T KI M U S L O M A K E
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LII T E B: T U T KI M U S L U P A L A P P U H U O L T A JI L L E
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LII T E C: S P S S T A U L U K O T

K u v a C. 1. M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ät o p pil a a n k e s ki ar v o o n

v err att u n a.

K u v a C. 2. M urt ol u k u m er ki n n äll e l ö yt y n ei d e n m er kit y st e n m ä är ä n j a ar v o s a n a n v äli n e n

rii p p u v u u s
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K u v a C. 3. V äitt ä mi e n 1 j a 2 v äli n e n rii p p u v u u s

K u v a C. 4. V äitt ä mi e n 3 j a 4 v äli n e n rii p p u v u u s

K u v a C. 5. V äitt ä mi e n 1 j a 3 v äli n e n rii p p u v u u s
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K u v a C. 6. V äitt ä mi e n 2 j a 4 v äli n e n rii p p u v u u s

K u v a C. 7. V äitt ä mi e n 5 j a 7 v äli n e n rii p p u v u u s
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