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Tadmén tutkielman aihepiiri liittyy koesuunnitteluun. Koesuunnittelussa sovelletaan tilastollisia
menetelmid kokeiden suunnitteluun ja koetulosten analysointiin. Erityisesti regressioanalyysi on
keskeinen tilastollinen menetelméd koesuunnittelun kannalta. Regressioanalyysissa muodostetaan
niin kutsuttu mallimatriisi, joka puolestaan muodostetaan koejarjestelyd kuvaavan koeasetelman
ja valitun regressiomallin perusteella. Muodostetun mallimatriisin perusteella sovitetaan joukko
sovituskertoimia kokeiden tuloksiin. Sovituskertoimien estimaattien arvojen perusteella voidaan
arvioida eri koeparametrien vaikutus havaittuihin koetuloksiin. Lisdksi sovituskertoimien
estimaatteihin  liittyvdd  epdvarmuutta kuvaa niin  kutsuttu  yhteisluottamusvali.
Yhteisluottamusvilin voidaan osoittaa riippuvan niin kutsutun hajontamatriisin determinantista.
Edelleen, hajontamatriisi voidaan puolestaan muodostaa mallimatriisin perusteella.

Tyossé esitellddn koesuunnitteluun liittyvid keskeisid késitteitd ja tilastollisia menetelmia.
Néiden perusteella esitetdfin D-optimaalisuuden mééritelmé: D-optimaalisen koeasetelmaan
liittyvén hajontamatriisin determinantti on pienin mahdollinen. Tutkielmassa havainnollistetaan
sitd, ettd D-optimaalisen koeasetelman etsiminen saattaa osoittautua laskennallisesti haastavaksi
niissd tapauksissa, joissa mallimatriisin koko on riittdvin suuri. Johtopddtoksend on, etti
laskennan nopeuttamiseksi tarvitaan sopivia algoritmeja.

Tutkielmassa esitellddn joukko D-optimaalisiin koeasetelmiin liittyvid algoritmeja ja
vertaillaan niiden suorituskykya saatavilla olevan kirjallisuuden perusteella. Néissd algoritmeissa
optimoitavaa mallimatriisia pdivitetddn rivi kerrallaan hyddyntden niin kutsuttuja
rivinvaihtotekniikoita. Kirjallisuudessa esiintyvien tarkastelujen perusteella todetaan, ettd
tarkastelluista algoritmeista k- ja k/-vaihtoalgoritmit tarjoavat parhaan kompromissin tarkkuuden
ja laskennallisen tehokkuuden vililli. Tdmé perustuu osittain siihen, ettd ne ovat yleistyksid
erdisti toisesta tutkielmassa esitellystd algoritmista. Liséksi mainitut algoritmit sisdltdvét ns.
vapaita parametreja (k ja [), joiden arvoja voidaan sdidtdd tapauskohtaisesti parhaan tuloksen
saamiseksi. Kattavaa vertailua eri rivinvaihtoalgoritmien suhteellisesta suorituskyvystd ei
kuitenkaan 16ytynyt kirjallisuudesta. Siten tarvitaan lisétutkimusta tarkasteltujen algoritmien
keskindisen paremmuuden todentamiseksi.

Avainsanat: koesuunnittelu, optimiasetelma, D-optimaalisuus, laskennalliset algoritmit,
regressioanalyysi

Témén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck —ohjelmalla.



-11-

SISALLYSLUETTELO

1 JORAANLO auueeriirnniriiiiinnriinisnnricsssnnnicsssnsnesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseses 1
2  Tutkimusmenetelméi 2
3  Koesuunnittelun peruspiirteiStil.....cccccceccsericssssnrecssssnnrecsssssscsssssssssssssssssssssssssssssnns 2
3.1 Koeasetelma, tekijit ja vasteet 2

3.2 Tekij6ihin liittyvit vaikutukset 5

4 Koesuunnittelun menetelmistil ......ccceeevvercisnrcssnrcssnicssnnicssnsscsssssssssssssssssssssssssonsess 7
4.1 Lineaariset regressiomallit 7
4.1.1 Esimerkki: koeasetelmaa vastaavan mallimatriisin muodostaminen 8

4.1.2 Esimerkki: tekijan paavaikutuksen arviointi regressioanalyysin perusteella 9

4.2 Luottamusvilien arviointi 10

4.3  Yhteisluottamusvali 10

5 Optimiasetelmista A1
5.1 Taysitekijdkokeen optimaalisuus 11

5.2 Mallimatriisien muodostaminen ehdokasmatriisin perusteella 11

5.3 D-optimaalisuus 12

6 Rivinvaihtotekniikat 13
7 D-optimaalisiin koeasetelmiin liittyvid algoritmeja ........cooeevvecvuenseccsuecssnecnnces 14
7.1 DETMAX-algoritmi 14

7.2 Fedorovin algoritmi 16

7.3  Muunnettu Fedorovin algoritmi 17

7.4 k-vaihtoalgoritmi 18

7.5 kl-vaihtoalgoritmi 18

8 KESKUSLEIU cuuueeriinrrriiciinniiiniinnticnssnniicsssnsisssssssnesssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns 19
9 YREEENVELO . .cceueeeuerieenrteesnensunnssnenssncssseessnsssansssnesssesssnsssssssssesssesssssssassssassssasssnsssanes 19
| IDE 11 0 U 1T 1 ) (o RN 20




1 Johdanto

Koesuunnittelussa hyddynnetddn tilastollisia menetelmid koejérjestelyjen suunnittelussa
ja koetulosten analysoinnissa. Koesuunnittelun menetelmid sovelletaan monissa
tieteenaloissa, kuten lddketieteessd, biokemiassa ja teknillisissd tieteissd (Ilzarbe et al.,
2008; Durakovic, 2017). Koesuunnittelun avulla pyritddn saamaan tarkempia ja
luotettavampia tuloksia vihemmalla ty6lla ja kustannuksella. Erityisesti tuotekehityksen
yhteydessd koesuunnittelua hyodyntdamailld voidaan parantaa tuotteiden laatua, tehostaa
tuotantoprosessia ja viahentdd kustannuksia.

Koesuunnittelun ldhtokohtana on suorittaa sarja kokeita, joissa valittujen
koeparametrien arvoja vaihdellaan jarjestelmailliselld tavalla yksittdisten kokeiden valilla.
Téllainen koejdrjestely muodostetaan niin kutsutun koeasetelman perusteella.
Koeasetelma sisdltdd koeparametrien saamat arvot eri kokeissa, ja se voidaan esittdd myos
matriisimuodossa. Muodostetun koeasetelman perusteella voidaan edelleen muodostaa
koetuloksia vastaava tilastollinen malli. Tdma mahdollistaa koetulosten tilastollisen
analyysin sekd koeparametreihin liittyvien epdvarmuuksien ja koeparametrien
tilastollisen merkitsevyyden arvioinnin.

Niin kutsuttu optimiasetelma on sellainen koeasetelma, joka on tietyn kvantitatiivisen
kriteerin perusteella paras mahdollinen (Atkinson & Donev, 1992). Tidssd tyodssd
tarkastellaan D-optimaalisia koeasetelmia. Muitakin optimaalisuuden kriteerejd on
esitetty kirjallisuudessa (Atkinson & Donev, 1992). Todetaan kuitenkin, ettd D-
optimaalisuuden kriteeri on yksi suositummista optimaalisuuden kriteereistd
koesuunnittelun kdytdnnon sovelluksissa (de Aguiar et al.,1995; Montgomery, 2013, luku
9.6.1).

D-optimaalinen koeasetelma voidaan miirittdd koesuunnittelun yhteydessd ennen
kuin yhtdén koetta on suorittu. D-optimaalisen koeasetelman etsiminen kdymaélld 14pi
kaikki mahdolliset eri koeasetelmia vastaavat matriisit voi kuitenkin osoittautua
laskennallisesti haastavaksi. Siten D-optimaalisen koeasetelman muodostamiseksi
hy6dynnetédiankin sopivia algoritmeja.

Téssd tyOssd luodaan katsaus joukkoon kirjallisuudessa esiintyviin ns.
rivinvaihtotekniikoita hyddyntdviin algoritmeihin, joita kéytetddn D-optimaalisen
koeasetelmien 10ytdmiseksi. Lisdksi esiteltyjen algoritmien suhteellista suorituskykyd
vertaillaan kirjallisuuden perusteella. Tyon tutkimuskysymys voidaan siten esittdd
seuraavasti:  “mikd  tarkastelluista, = D-optimaalista  koeasetelmaa  etsivistd
rivinvaihtoalgoritmeista on suorituskyvyltddn paras?”.

Tutkielma on luonteeltaan kirjallisuuskatsaus. Luvussa 2 kuvaillaan tyon
tutkimusmenetelmad, eli kdytetyt tiedonhaun menetelmét. Luvuissa 3 ja 4 esitellddn

koesuunnittelun keskeisia piirteitd (luku 3) ja menetelmid (luku 4). Luvussa 5 késitelldén



optimiasetelmia, erityisesti D-optimaalisia koeasetelmia. Luvussa 6 esitellddn puolestaan
rivinvaihtotekniikat, joihin luvussa 7 esitellyt algoritmit perustuvat. Lisdksi luku 8
sisdltdd tutkielman tuloksiin ja sen aihepiiriin liittyvén keskustelun. Lopuksi luvussa 9

esitetddn tyon yhteenveto.

2 Tutkimusmenetelma
Tami tutkielma on luonteeltaan kirjallisuuskatsaus. Sen aihepiiriin liittyvid ldhteitd
etsittiin  Google Scholar-palvelun ja Tampereen yliopiston Andor-kirjastopalvelun
tietokannoista syottdmaélld hakukenttddan muun muassa seuraavia merkkijonoja:

- ”Design of experiments”

- ”Optimal designs”

- ”Optimal design of experiments”

- ”D-optimal designs”

Lisiksi ylldolevat haut toistettiin lisddmalld hakukenttddn: AND algorithms, ja AND
review. Hakutulokset rajattiin  kansainvélisissd julkaisusarjoissa julkaistuihin
artikkeleihin sekd toisaalta oppikirjoihin/monografioihin. Sopivat l4hteet noudettiin
Andor-palvelusta tai Google Scholar-hakupalvelun kautta ldhempda tarkastelua varten.
Edelleen, noudettujen julkaisujen ja kirjojen siséltdmat viitteet kdytiin kursorisesti lapi.
Siten 16ydettiin uusia, mahdollisesti kiinnostavia ldhteitd jotka noudettiin (mikali ne
olivat saatavilla) lahempai tarkastelua varten. Tétd hakuprosessia toistettiin useampaan

kertaan.

3 Koesuunnittelun peruspiirteisti
Luvuissa 3.1 ja 3.2 esitelldéin keskeisid koesuunnitteluun liittyvid késitteitd ja piirteitd

sekd havainnollistetaan niitd esimerkin avulla.

3.1 Koeasetelma, tekijit ja vasteet

Koesuunnittelulla pyritddan muodostamaan joukko kokeita niin, ettdi mahdollisimman
pienelld maiirilld kokeita saadaan mahdollisimman suuri miérd tietoa tutkitusta
koeprosessista (Montgomery, 2013). Tdma tapahtuu laatimalla koeasetelma, joka koostuu
joukosta suoritettavia kokeita. Niissd kokeissa koeparametrien eli fekijoiden arvoja
vaihdellaan systemaattisella tavalla. Yhdistdmailld laadittu koesuunnitelma sen pohjalta
laadittujen kokeiden mittaustuloksiin eli vasteisiin voidaan arvioida esimerkiksi eri
tekijoiden vaikutusta mitattuun suureeseen.

Téssd luvussa havainnollistetaan koesuunnittelun keskeisid piirteitd esimerkin avulla.
Kuva 1 (ks. alla) havainnollistaa sitd, ettd yksittiiseen kokeeseen liittyy vain yksittdinen
vaste, vaikka koeprosessiin liittyvd koejérjestely voi tuottaa havaintoja useammasta

suureesta.



Tekijg 1 ———

Mittaustulos
Tekya 2 g Koeprosessi —> (vaste)

Tekijg p ———p|

Kuva 1. Yksinkertaistettu kuvaus koesuunnitteluun perustuvasta koejarjestelysta.

Koesuunnitelmassa madritelldén kokeisiin liittyvat tekijét, jotka ovat tdssd kisitellyn
esimerkin tapauksessa seuraavat: lampdtila (tekija A), sekoitusnopeus (tekija B) ja aika
(tekija C). Kaikki muut vasteeseen vaikuttavien tekijoiden arvot oletetaan pysyvin
vakioina. Lisdksi seuraavassa esimerkissd ja yleisemmin tissd ty0ssé tarkastellaan vain
sellaisia koeasetelmia, joissa kukin tekiji voi saada korkeintaan kaksi eri arvoa.
Tekijoiden tasoja nimitetddn vastaavasti matalaksi ja korkeaksi tasoksi.

Esimerkin mukaisen koeasetelman siséltdmat tekijét ja niiden tasojen suuruudet on

esitelty taulukossa 1.

Taulukko 1. Koeasetelmaan liittyvét tekijét ja niiden tasojen arvot.

Parametri Matala | Korkea

Lampdotila 100C | 200C

Sekoitusnopeus | 20 rpm | 30 rpm

Aika 10 min | 15 min

Taulukon 1 pohjalta voidaan laatia niin kutsuttu tdysitekijikoe. Kahden tason
taysitekijdkokeen mukainen asetelma sisdltdd kaikki mahdolliset tekijoiden tasojen
yhdistelmit. Voidaan helposti paitelld, ettd kahden tason tdysitekijikoe sisdltdd 27 koetta
missd p on tekijoiden lukuméérd. Esimerkin mukaisessa tapauksessa tdmid asetelma
sisiltdi siis kahdeksan koetta (2° = 8). Esimerkin mukainen tiysitekijikoe on esitetty

taulukossa 2.



Taulukko 2. Esimerkin mukaisen koeasetelmaan liittyvét tekijét ja niiden arvot.

Koe | Lampdtila | Sekoitusnopeus Aika
1 100 C 20 rpm 10 min
2 200 C 20 rpm 10 min
3 100 C 30 rpm 10 min
4 200 C 30 rpm 10 min
5 100 C 20 rpm 15 min
6 200 C 20 rpm 15 min
7 100 C 30 rpm 15 min
8 200 C 30 rpm 15 min

Taulukon 2 mukainen koesuunnitelma voidaan esittdd matriisimuodossa merkitsemalla
tekijan matalaa tasoa luvulla -1 ja korkeaa tasoa luvulla 1. Téllaista matriisia kutsutaan

asetelmamatriisiksi A, ja se on tdssd kisitellyn esimerkin tapauksessa yhtdlon 1

mukainen.

—1 -1 -1

1 -1 -1

-1 1 -1

|1 1 -1

A= 1 -1 1t (1)

1 -1 1

-1 1 1
L1 1 1

Kuten huomataan, taulukon 2 rivit vastaavat asetelmamatriisin 4 rivejd siten, etti
esimerkiksi taulukon 1 ensimmdiselld rivilld madritelty koe vastaa matriisin A
ensimmaista rivia.

Kiésitellyssd esimerkissd jokaiseen koeasetelman mukaiseen kokeeseen liittyy
yksittdinen havainto eli vaste, joka on tdssd tapauksessa liuoksen tiheys. Esimerkin

mukaiset vasteet on esitetty taulukossa 3.



Taulukko 3. Taulukon 2 mukaisen koeasetelman tuottamat vasteet.

~
o)
o

Liuoksen tiheys

1 g/em?

1.1 g/lem?

1.2 g/lem?

1.3 g/lcm?

1.7 g/em?

1.8 g/em?

1.6 g/cm®

|| NN ||V

1.3 g/cm?

Esimerkiksi taulukon 3 ensimmdiselld rivilld ilmoitettu vaste vastaa taulukon 2
ensimmadisen rivin koetulosta. Taulukon 3 mukaiset vasteet ¥ voidaan myos esittdd

vektorimuodossa seuraavasti:

Y=1[1,11,12,13,1.7,1.8,1.6,1.3]". 2)

3.2 Tekijoihin liittyvit vaikutukset

Koeasetelman ja siithen liittyvén koeprosessin tuottamien vasteiden perusteella voidaan
arvioida sitd, mikd on yksittdisten tekijdn (tai niiden yhdistelmén) vaikutus vasteen
havaittuun  vaihteluun.  Yksittdiseen tekijdédn liittyvdd vaikutusta kutsutaan
pddvaikutukseksi. Kuvassa 2 on havainnollistettu tekijan C (lampdtila) padvaikutusta.
Kuvan 2 perusteella voidaan havaita, ettd vaste (liuoksen tiheys) on keskimédrin suurempi
niissd kokeissa, joissa tekijan C taso on korkea verrattuna niihin kokeisiin, joissa tekijén

C taso on matala.
1.7

1.6
1.5
1.4

1.3

tiheys (g / cm?3)

1.2

Keskimaarainen liuoksen

1.1

1
-1 Taso (C) 1

Kuva 2. Keskimédrdinen liuoksen tiheys ajan tason funktiona.



Tekijaan C liittyva padvaikutus effc voidaan laskea niin kutsuttujen kontrastien avulla

(ks. Montgomery, 2013, luku 6.2) seuraavasti:

Y(vasteet joissa C:n taso on korkea) Z(vasteetjoissa C:n taso on matala) (3)

effc =

vastaavien kokeiden lukumaara vastaavien kokeiden lukumaara

=(1.7+18+16+13)/4-(1.0+ 1.1+ 1.2 + 1.3)/4 = 0.1125.

Edell4 olevassa laskelmassa esiintyvét luvut on saatu taulukosta 3.

Keskimaardinen liuoksen tiheys

-1 Taso (C) 1

Kuva 3. Keskimiiriinen liuoksen tiheys (vaste) tekijan ajan tason funktiona kahdessa
eri tapauksessa: niissd kokeissa, joissa sekoittumisnopeuden taso oli korkea (B+) ja

niissd kokeissa, joissa sekoittumisnopeuden taso oli matala (B-).

Padvaikutuksien liséksi voidaan arvioida myds niin kutsuttuja yhdysvaikutuksia. Kahden
eri tekijdn (tdssd tapauksessa aika, C, ja sekoittumisnopeus, B) yhdysvaikutusta on
havainnollistettu kuvassa 3. Voidaan havaita, ettd mitattu vaste riippuu tekijan B tasosta
niin, ettd kokeissa joissa tekijd B taso oli korkea, vasteen suuruus laski tekijan C tason
mukana. Toisaalta kokeissa joissa tekijédn B taso oli matala, tulos on kuvan 2 mukainen:
liuoksen tiheys kasvoi tekijan C tason mukana.

Tekijoiden B ja C vuorovaikutukseen liittyvdn yhdysvaikutuksen suuruus effzc

voidaan laskea seuraavasti:

effec = effc(B+) — effc(B—)
= [(1.3+1.3)/2 — (1.2 + 1.6)/2] — [(1.1 + 1.8)/2 — (1.0 + 1.7)/2]= -0.1.

Edelld olevassa yhtdlossd effc(B+) ja effc(B-) ovat tekijin C péédvaikutukset niissé
kokeissa, joissa tekijan B taso on korkea ja matala, vastaavasti.



4 Koesuunnittelun menetelmisti

Seuraavassa kdydddn ldpi koesuunnittelun kannalta keskeisid tilastollisia menetelmid.
Luvussa 4.1 kisitellddn regressioanalyysid. Alaluvuissa 4.1.1 ja 4.1.2 havainnollistetaan
regressioanalyysin soveltamista edellisen luvun esimerkkiin. Luvuissa 4.2 ja 4.3
kasitellddn vaikutuksiin liittyvien estimaattien luottamusvilejd (luku 4.2) seka

estimaattien yhteisluottamusvalid (luku 4.3).

4.1 Lineaariset regressiomallit

Tassd luvussa esitelldédn regressioanalyysin péépiirteet erityisesti koesuunnittelun
kannalta. Seuraavassa tarkastellaan siten kaksitasoista koesuunnitelmaa, jossa on p
tekijad. Olkoon k regressiomallin sisdltimien sovituskertoimien (ks. alla) lukumééra.
Olkoon lisdksi N vasteiden y; lukuméérd, missd N> k.

Tarkastellaan ensin mallia, joka huomioi vain koesuunnitelman mukaiset
padvaikutukset. Vasteita y; voidaan télloin mallintaa seuraavan yhtdlon perusteella
(Montgomery, 2013, luku 10.2):

j=p-1

Yi=PBo+ z Bjxij+e&,i=1..N. “
=

Téassd muuttujat fy, ..., fp-1 ovat niin kutsuttuja sovituskertoimia ja muuttujan x;; arvo on
tekijén j taso kokeessa i (1 tai -1). Lisdksi termi & on niin kutsuttu jddnnostermi, joka
kuvaa regressiomallin ennusteen ja vasteen eroa. Regressioanalyysissa oletetaan, ettéd
jaannostermit ovat normaalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia, joiden keskiarvo
on nolla ja varianssi o°.

Vastaavasti voidaan muodostaa malleja, jotka huomioivat lisdksi muita vaikutuksia
kuin tekijoiden pddvaikutukset. Yhtdlon 4 mukaista mallia voidaan esimerkiksi laajentaa

huomioimaan kahden tekijan véliset yhdysvaikutukset:

j=p-1 j=p—-1l=p-1
yi = Po+ Z Bjxj + z z ﬁjlxi,j X+ g, = 1..N. (%)
j=1 j=1 l=j+1

Voidaan myds muodostaa malleja, jotka sisdltdvit kolmen tai useamman tekijin véliset
yhdysvaikutukset tai niin kutsuttuja kvadraattisia malleja, joissa on mukana termeja,
jotka vastaavat eri tekijoiden neliditd (Montgomery, 2013, luku 10.2).

Lineaarinen regressiomalli voidaan esittdd yleisesti matriisimuodossa (Kutner et al.,
2005):

Y = XpB + & missd (6)



1 x X e X1k
V1 x1,1 x1,2 o B, £
Y: 'Xz % :2’1 2:’2 . .' 'ﬁz : ,E = : .
: : . : £
YN 1 Xy1 Xy2 - XNk Pr N

Vektori Y koostuu vasteista (pituus on N). Lisdksi matriisin X koko on NX (k+1), ja f# on
sovituskertoimista koostuva vektori, jonka pituus on k+1. Lopuksi, vektori & sisdltda
jaannostermit (pituus on N).

Tassd tyossa regressiomalliin liittyvdd matriisia X kutsutaan mallimatriisiksi, vaikka
tilastotieteen sanaston (Alho et al., 2021) perusteella tdma ei ole vakiintunut kdannos
englanninkielisestd termistd model matrix. Valittu kdannds perustuu sithen, ettd ndin
voidaan viitata toisaalta asetelmamatriisiin 4 (ks. yhtdlo 1) ja toisaalta matriisiin X
kiyttden niisti eri termeja.

Niin  kutsutun suurimman uskottavuuden menetelmdn perusteella saadaan

sovituskertoimien f estimaatit B laskettua seuraavasti (Kutner et al., 2005):
B=X"X)"1xTy. (7)

Regressioanalyysiin ~ teorian  mukaisesti  sovituskertoimien estimaatit [ ovat
satunnaismuuttujia. Teorian mukaisten oletusten perusteella voidaan johtaa seuraava

tulos koskien estimaattien B kovarianssimatriisia, Cov(B) (Kutner et al., 2005, luku 6):
Cov(B) = 0?H, missi (8a)
H=X"x)"1 (8b)

Yhtéloistd 8a ja 8b havaitaan, ettd sovituskertoimien kovarianssimatriisi riippuu sekd
jédnnostermien ¢; varianssista, o°, ettd niin kutsutusta hajontamatriisista H (yhtilo 8b).
Todetaan, ettd estimaatin f; varianssi, Var(B;), on verrannollinen hajontamatriisin H
i:nteen diagonaalialkioon. Liséksi voidaan todeta, ettd estimaattien f; ja ,[;’j kovarianssi

Cov(f;, ﬁj) on verrannollinen hajontamatriisin H alkioon (i, j).

4.1.1 Esimerkki: koeasetelmaa vastaavan mallimatriisin muodostaminen

Havainnollistetaan edelld esitettyd teoriaa soveltamalla sitd edellisessd luvussa
kasiteltyyn esimerkkiin. Muodostetaan ensin regressiomalli, joka huomioi vain tekijéiden
A, Bja Cpiddvaikutukset. Vastaava mallimatriisi X on siten yhtéldiden 1, 4 ja 6 perusteella

S€uraava:



1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 1 1 -1
X= 1 -1 -1 1/ ©)
1 1 -1 1
1 -1 1 1
11 1 1

Huomataan, ettd esimerkin mukaisen asetelmamatriisin 4 (ks. yhtdlé 1) ja yhtdlon 9
kuvaaman mallimatriisin X erona on se, ettd yhtdloon 10 on lisdtty ensimmdaiseksi
sarakkeeksi luvuista yksi koostuva sarake.

Yhtélon 9 kuvaama regressiomalli huomioi vain tekijoiden 4, B ja C pddvaikutukset.
Mikéli halutaan arvioida kahden eri tekijoiden véliset yhdysvaikutukset (tdssd
tapauksessa siis tekijoiden 4 ja B, tekijoiden 4 ja C, sekd tekijoiden B ja C
yhdysvaikutukset), saadaan mallimatriisiksi (vrt. yhtdlo 5):

1 -1 -1 -1 1 1 17
1 1 -1 -1 -1 -1 1
1 -1 1 -1 -1 1 -1
11 1 -1 1 -1 -1
X= 1 -1 -1 1 1 -1 -1f (10)
1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 1 -1 -1 1
i1 1 1 1 1 1!

Vertailemalla yhtdloitd 9 ja 10 huomataan, ettd yhtalo 10 sisdltdd kolme lisattyd saraketta
siten, ettd yhtdlon 10 viides sarake siséltdd tekijoiden 4 ja B tasojen tulot kussakin
kokeessa. Vastaavasti yhtdlon 10 kuudes sarake siséltda tekijoiden 4 ja C tasojen tulot, ja

yhtdlon 10 seitsemis sarake sisdltdd tekijoiden B ja C tasojen tulot.

4.1.2 Esimerkki: tekijin pddvaikutuksen arviointi regressioanalyysin perusteella

Havainnollistetaan pddvaikutuksien laskemista edelld késitellyn esimerkin tapauksessa.
Sijoittamalla vasteet ¥ (yhtdlo 2) ja yhtdlon 9 mukainen mallimatriisi X yhtdloon 7,
saadaan laskettua sovituskertoimien f; estimaatit 3;. Tissé tapauksessa kerroin f; vastaa
tekyjan C padvaikutuksen suuruutta, ja sille saadaan arvoksi 0.225. Kyseistd lukua
voidaan verrata luvussa 3 arvioituun tekijdén C vaikutuksen suuruuteen, effc, joka on
0.1125 (ks. yhtils 3). Havaitaan, etti = 2X0.1125= 2 Xeffc.

Tami esimerkki havainnollistaa yleisempéd tulosta, jonka mukaan kaksitasoisen
tiysitekijikokeen tapauksessa regressioanalyysi ja luvussa 3 havainnollistettu
kontrasteihin perustuva laskennallinen menetelméd antavat keskendén yhtenevit tulokset
(Montgomery, 2013, luvut 6.7 ja 10). Tarkemmin sanoen, ndiden kahden menetelmén

PN

tuottamat arviot vaikutukselle V" poikkeavat toisistaan tekijalla kaksi, ts. f,= 2 X effv.
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4.2 Luottamusvilien arviointi

Luvussa 4.1 todettiin, ettd sovituskertoimien estimaatit 8 ovat satunnaismuuttujia. Téten
estimaatille f; voidaan arvioida niin kutsuttu luottamusvili regressioanalyysin teorian
perusteella (Montgomery, 2013, luku 10.5.1). Luottamusvili méérittdd rajat, joiden
sisdlld sovituskertoimen f; arvo on todennékoisyydelld (1—a), missd o on niin kutsuttu
merkitsevyystaso. Luottamusvilin alarajalle, CI- (8;), ja ylarajalle, CIL+ (f;), voidaan
johtaa seuraavat lausekkeet (Montgomery, 2013, luku 10.5.1):

CI_(B:) = Bi — tajan—p X se(Bi) = Bi — A(By), (ITa)

CL(B:) = Bi + tajan—p X se(B:) = Bi + A(B)). (11b)

Yhtiloiden 11a ja 11b oikealla puolella esiintyvi termi se(f;) on sovituskertoimen i
estimaatin f3; keskihajonta. Lisdksi termi fs2n, on vapausastetta N-k-/ noudattavan
Studentin t-jakauman todenndkdisyyttd o/2 vastaava kvantiili, jonka arvo saadaan

laskettua t-jakauman kertyméfunktion kdanteisfunktion perusteella.

4.3 Yhteisluottamusvili

Sovituskertoimien f; yhteisluottamusvilin voidaan tulkita kuvaavan kertoimiin liittyvaa
kokonaisvirhettd, joka johtuu valitusta koeasetelmasta ja sen pohjalta suoritettujen
kokeiden tuloksiin liittyvistd virheistd (de Aguiar et al, 1995, Iluku 3.1).
Sovituskertoimien  yhteisluottamusvélid  voidaan  havainnollistaa  geometrisesti
tapauksessa, jossa regressiomalli sisédltad kaksi sovituskerrointa Sy ja f; (kuva 4). Kuvan
4 X ja Y-akseleilla on esitetty sovituskertoimien estimaatit ja niiden luottamusvalit.

Kuvassa 4 oleva ellipsoidi kuvaa puolestaan sovituskertoimien yhteisluottamusviélid.
A

81 +AU§1)

B

B1 — A(B)

Bo — A(Bo) Bo Bo + A(Bo)

Kuva 4. Havainnollistava kuva kahden sovituskertoimen yhteisluottamusvélista

(harmaalla vérilld oleva ellipsoidi). Pisteviivat kuvaavat sovituskertoimien
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luottamusvdélejd. Lisdksi yhtendisten viivojen risteyskohta vastaa sovituskertoimien
estimaattia B =[B,, f1]"

Kuvan 4 perusteella voidaan heuristisesti padtelld, ettd mitd pienempi ellipsoidin pinta-
ala on, sitd tarkempia estimaatit B ovat. Tdmi padtelmi pitee yleisemmin useamman
sovituskertoimen tapauksessa, jossa kertoimien yhteisluottamusvdli muodostaa
hyperellipsoidin. T#lloin hyperellipsoidin tilavuus antaa mitan estimaattien f8
tarkkuudelle (Atkinson & Donev, 1992, luku 6; de Aguiar et al., 1995, luku 3). Voidaan
edelleen osoittaa, ettd hyperellipsoidin tilavuus on verrannollinen hajontamatriisin H

determinantin nelijuureen (de Aguiar et al., 1995, luku 3).

5 Optimiasetelmista

Tassd luvussa tarkastellaan kaksitasoista koeasetelmaa, joka sisdltdd p tekijda.
Lahtokohtana on, ettd koeasetelmaan liittyvid vasteita mallinnetaan valitulla
regressiomallilla. Luvussa 5.1 késitellddn tdysitekijadkokeen mukaisen koeasetelman

optimaalisuutta. Luku 5.2 taustoittaa D-optimaalisuuden mairittelyé (luku 5.3).

5.1 Taysitekijikokeen optimaalisuus

Tarkastellaan aluksi tdysitekijakoetta, joka sisdltdd kaikki tekijoiden tasojen permutaatiot
(ks. luku 3.1). Taten vastaava koesuunnitelma tarjoaa suurimman mahdollisimman
madrdn tietoa tutkitusta prosessista. Voidaan lisdksi todeta, ettd tdysitekijdkokeen
tapauksessa sovituskertoimet ovat toisistaan riippumattomia, ja ettd sovituskertoimien
yhdysvaikutuksia kuvaavan ellipsoidin tilavuus on minimaalinen (Montgomery, 2013,
luku 6.7). Téssd mielessa tdysitekijdkoe on optimiasetelma.

Kuten luvussa 3.1 todettiin, tdysitekijdkokeeseen siséltyvien kokeiden lukumééra on
2P, Suoritettavien kokeiden lukuméédrd kasvaa siis eksponentiaalisesti tekijoiden
lukumadrdn mukana. Johtuen esimerkiksi ajallisista tai materiaalisista rajoitteista, ei
kaikkia tdysikoeasetelman mukaisia kokeita voida tai haluta suorittaa, vaan pelkastdan
osa niistd. Tadméd johtaa optimointiongelmaan, jossa pyritiin muodostamaan

suppeammasta koejoukosta koostuva optimiasetelma.

5.2 Mallimatriisien muodostaminen ehdokasmatriisin perusteella

Edellisessd luvussa 5.1 esitettyjen pohdintojen nojalla tarkastellaan tilannetta, jossa
suoritettavien kokeiden lukumadriksi on valittu n, missd n on pienempi kuin kaikkien
mahdollisten koesuunnitelman mukaisten kokeiden lukumaéérd, M, eli n<M. Edellyttden,
ettd kokeiden muodostamiselle ei ole rajoituksia (jotka voivat johtua esimerkiksi
mittausteknisistd tai fysikaalisista syistd), patee M= 2”.

Voidaan siten muodostaa ehdokasmatriisi ¢{m koesuunnitelman perusteella.
Tarkemmin sanoen, matriisin ¢y rivien lukuméairi on M, ja sen yksittdinen rivi koostuu

tekijoiden tasoista kyseisessd kokeessa. Olkoon lisdksi Xy mallimatriisi, joka on
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muodostettu valitun regressiomallin ja matriisin {u perusteella. Tdten voidaan muodostaa
n rivid sisdltdvid mallimatriiseja X, siten, ettd ne koostuvat matriisin Xy eri riveista.
Edellisissd luvuissa késitellyn esimerkin tapauksessa ehdokasmatriisi on yhtdlon 1
mukainen. Oletetaan, ettd valittu regressiomalli on yhtidlon 4 mukainen ja ettd n= 4.
Talloin matriisi Xy on yhtdlon 9 mukainen. Matriisin Xy perusteella voidaan edelleen

muodostaa esimerkiksi seuraavat nelji rivid sisdltdvat mallimatriisit:

1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 1 1 -1

X1234 = 1 -1 1 -1 » X2468 = 1 1 =1 11/ (12)
1 1 1 -1 1 1 1 1

Yhtélosséd 12 esiintyvad mallimatriisi X1234 on muodostettu poimimalla matriisin Xy nelja
ensimmaista rivid ja mallimatriisi X2468 on muodostettu poimimalla matriisin X), parilliset
rivit.

5.3 D-optimaalisuus

Merkitddan symbolilla Q(X)) kaikkien niiden mallimatriisien X, joukkoa, jotka ovat
muodostettu poimimalla 7 eri rivid matriisista Xy, D-optimaalinen mallimatriisi X' on

sellainen matriisi, jolle pitee (de Aguilar et al., 1995, luku 3.1):

(X)X~ =X€1(111(1Xl}w)(IXTXI b. (13)
Vertaamalla yhtédl6d 13 yhtdl66n 8b havaitaan, ettd D-optimaalinen mallimatriisi minimoi
hajontamatriisin H determinantin. Tdten D-optimaalisuuden kriteeri voidaan tulkita niin,
ettd D-optimaalista mallimatriisia vastaavien sovituskertoimien (ko)varianssien arvot
ovat mahdollisimman pienid. Siten my0s tekijoiden vaikutusten arvioihin liittyvét
epdvarmuudet ovat mahdollisimman pienié (ks. luku 4.1.2). Liséksi luvun 4.3 perusteella
voidaan todeta, ettd D-optimaalinen mallimatriisi minimoi sovituskertoimien
yhteisluottamusvilid kuvaavan hyperellipsoidin tilavuuden.

Luvussa 5.2 Kkésitellyn esimerkin tapauksessa (M=8 ja n=4) voidaan
kombinatoriikkaan perustavalla laskelmalla todeta, ettd joukon €(Xu) alkioiden
lukumédrd on 70. Laskemalla niditd mallimatriiseja vastaavien hajontamatriisien
determinantit, 1dydetddn yhtdlon 13 perusteella D-optimaalinen mallimatriisi X"
Edelleen, matriisin X~ ja valitun regressiomallin perusteella voidaan muodostaa vastaava
D-optimaalinen asetelmamatriisi 4",

Edelld kuvatun esimerkin tapauksessa D-optimaalisen asetelmamatriisin l0ytiminen
ei ole laskennallisesti haastava tehtdvd. Toisaalta voidaan tarkastella esimerkiksi
koesuunnitelmaa, jossa M= 256 ja n= 4. Télloin joukon Q(Xy) alkioiden lukumiéird on

noin 17.5X10°. Toisin sanoen, D-optimaalisen asetelmamatriisin etsiminen siten, etti
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kdydaan ldpi kaikki koesuunnitelman mukaiset mallimatriisit ja lasketaan nditd
vastaavien hajontamatriisien determinantit, voi muodostua haasteeksi laskennallisessa

mielessa.

6 Rivinvaihtotekniikat
Tassd luvussa esitellddn luvussa 7 kisiteltyjen algoritmien kannalta keskeisid
matriisilaskentaan liittyvid tekniikoita. Ndiden tekniikoiden taustalla on havainto siit4,
ettd mallimatriisia vastaavan hajontamatriisin determinantin laskeminen (jonka
minimintiin D-optimointi perustuu; ks. yhtdlo 13) on laskennallisesti tyoldsté iteratiivisen
algoritmin yhteydessd johtuen determinantin laskemiseen liittyvistd matriisioperaatioista.
Olkoon X, joukkoon Q(Xy/) kuuluva mallimatriisi. Seuraavassa tarkastellaan sitd,
kuinka yksittdisen rivin lisddminen matriisin X, tai sithen kuuluvan rivin poistaminen
muuttaa tuloksena saadun matriisin hajontamatriisin determinanttia. T&hén liittyen,
olkoon yx matriisin Xj sisdltyvd rivi. Nyt funktio d(yx) maédritellddn seuraavasti (de
Aguiar et al., 1995, luku 5):

d(xx) = XEIX0 X, "1 X (14)

Olkoon y;j matriisin X kuuluva rivi, joka ei sisélly matriisin X,. Lisddmalld rivi y;
matriisin X, saadaan matriisi X,+;. Nyt voidaan johtaa seuraava tulos (de Aguiar et al.,
1995, luku 5):

| X511 Xn41| = IXEXL1(1 + d(x)))- (15)

Vastaavalla tavalla voidaan tarkastella rivin y; poistamista mallimatriisista Xx, jolloin

saadaan matriisi Xu-7. Téssd tapauksessa pdtee (de Aguiar et al., 1995, luku 5):
|Xn-1Xn1| = IX5Xal(1 = d(x2))- (16)

Voidaan liséksi tarkastella operaatiota, jossa matriisiin X, kuuluva rivi y; korvataan
sellaisella rivilld y;, joka ei sisdlly matriisiin X,. Operaation tuloksena saadaan matriisi
Xu, jolle pétee (de Aguiar et al., 1995, luku 6):

IX0Xyu| = 1X5X, (1 + A(xs x;)), missd (17)
A xp) = d(x;) - [dGed(xy) — d(xo x;)° ] - d o). a (18)
d(XifXj) = XiT|X£Xn|_1Xj- (19)

Yhtilon 18 vasemmalla puolella esiintyva funktio 4(yi, ;) on niin kutsuttu delta-funktio.
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Rivinvaihtotekniikat mahdollistavat sen, ettd algoritmin suorittaman mallimatriisin
paivityksen tuloksena saadun hajontamatriisin determinanttia ei tarvitse laskea
eksplisiittisesti. Riittdd siis, ettd hajontamatriisin determinantti lasketaan eksplisiittisesti

ainoastaan kerran optimoitavan mallimatriisin alustuksen yhteydessa.

7 D-optimaalisiin koeasetelmiin liittyvia algoritmeja
Téassd luvussa esitellddn joukko algoritmeja, jotka tuottavat arvion D-optimaaliselle
asetelmamatriisille ja siten D-optimaaliselle koeasetelmalle. Kaikille esitellyille
algoritmeille on yhteistd, se ettd ne hyodyntdvdt Iuvussa 6 esiteltyja
rivinvaihtotekniikoita. Korostetaan, ettd esitellyt algoritmit eivét vilttimattd tuota
yhtdlon 13 toteuttavaa D-optimaalista mallimatriisia, vaan algoritmit saattavat tuottaa
vain likiméiérdisen arvion.

Otetaan kéyttoon seuraavat merkinnit. Olkoon D optimoitava mallimatriisi, joka on
alustettu poimimalla 7 rivid matriisista Xz Lisdksi matriisi § koostuu niistd matriisin Xy

riveistd, jotka eivét kuulu matriisin D.

7.1 DETMAX-algoritmi
DETMAX-algoritmi on esitelty julkaisussa Mitchell (2000), ja sithen liittyva

pseudokoodi on esitetty alla (algoritmi 1). Lihtokohtana on optimoitava mallimatriisi D,

jonka riveja poistetaan tai sithen lisataan riveja yksi kerrallaan.
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Alusta matriisi D pommimalla satunnainen mallimatriisi.
Alusta joukko F' tyhjiksi joukoksi.
while matriisin D rivien lukumddri on vdilild n-k, n+k/ do
if matriisin D rivien lukumddird on n then
| Valitse satunnaisesti rivin poistamisen ja lisdimisen valilla
end
else if matriisin D rivien lukumddrd on suurempi kuin n then
if matriisi D ei kuulu joukkoon F' then
| Poista sellainen rivi x;, jolle d(x;) on mahdollisimman pieni
end
else
| Lisdé sellainen rivi x;, jolle d(x;) on mahdollisimman suuri
end
nd
Ise if matrisin D rivien lukumddrd on pienempi kuin n then
if matriisi D ei kuulu joukkoon F' then
| Lisdéa sellainen rivi x;, jolle d(x;) on mahdollisimman suuri
end
else
| Poista sellainen rivi x;, jolle d(x;) on mahdollisimman pieni
end
end
if matriisia D vastaavan hajontamatriisin H determinantti ei supistunut then
| Lisda matriisi D joukkoon F
end
else
| Tyhjenni joukko F
end
end

@ @

Algoritmi 1. DETMAX-algoritmi.

DETMAX-algoritmi sallii niin kutsutut ekskursiot, jonka nojalla matriisiin D rivien
lukuméérad voidaan kasvattaa tai vahentda siten, ettd matriisin D rivien lukumééra voi
vaihdella vililld n-k ja n+k, missd k= 6 (Mitchell, 2000, luku 2.2). Matriisin D rivien
lukumééridstd riippuen (ks. algoritmi 1), matriisiin D voidaan lisdtd rivi yj, siten, ettd
valittu rivi maksimoi funktion d(yx) arvon (ks. yhtdlé 15). Vastaavasti matriisista D
voidaan poistaa rivi y; siten, ettd poistettava rivi minimoi funktion d(yx) arvon (ks. yhtélo
16).

Mikéli edelld kuvatut operaatiot eivdt johda hajontamatriisin determinantin
suppenemiseen, lisdtddn kaikki ekskursion aikana luodut mallimatriisit D joukkoon F,
joka siis sisdltdd ns. epdonnistuneet koeasetelmat (a set of "failure designs”, ks. Mitchell,
2000, luku 2.2). Uuden ekskursion ldhtokohtana on poimittu joukkoon F kuuluva matriisi,
jota vastaavan hajontamatriisin determinantti on pienin mahdollinen.

Mitchell (2000, luku 3) tarkasteli DETMAX-algoritmin suorituskykya soveltamalla
sitd useisiin kaksitasoiseen koesuunnitelmiin. Néiden tulosten perusteella tehtiin
seuraavat johtopdatokset: 1) sallimalla mallimatriisien rivien méiérén vaihdella tilapéisesti

(edelld mainitut ekskursiot), voitiin erdissd tapauksissa valttdd se, ettd algoritmi 10ytda
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vain lokaalin ratkaisun optimointiongelmaan, ja 2) DETMAX-algoritmin suorituskyky
katsottiin tyydyttdvéksi tapauksissa, joissa tekijoiden lukumddrd on pienempi kuin
kahdeksan.

7.2 Fedorovin algoritmi

Fedorovin algoritmissa (de Aguilar et al., 1995, luku 6) optimoitavan mallimatriisin D
rivien lukumidrd n pidetddn vakiona, toisin kuin DETMAX-algoritmissa. Fedorovin
algoritmiin liittyva pseudokoodi on esitetty alla (algoritmi 2).

Fedorovin algoritmissa kidyddéin lépi rivipareja (yi, xj) missd y; on matriisin D rivi ja
xj on matriisin S sisdltyva rivi. Kullekin riviparille lasketaan sitd vastaavan delta-funktion
arvo (ks. yhtilo 18) ja pareista valitaan se, jota vastaava delta-funktio on arvoltaan suurin.
Mikali téllaisia pareja on useita, valitaan niistd satunnaisesti yksi. Seuraavaksi néin valitut
rivit y; ja yj vathdetaan poistamalla matriisista D rivi y; ja lisiédmalla sithen rivi yj. Lopuksi
pdivitetdin hajontamatriisin determinantti yhtdlon 17 perusteella. Tatd prosessia
toistetaan, kunnes ei endd 10ydetd sellaista paria, jolle patisi A(yi, yj) > Ae, missd 4; on

valittu kynnysarvo (esimerkiksi 107).

Alusta matriisi D poimimalla satunnainen mallimatriisi
Laske vastaava hajontamatriisi H
Luo chdokasmatriisia vastaava mallimatriisi Xy
Aseta Apae =0
while loytyy pari (xi, x;), jolle pitee A(xi,x;) > Ac do
for matriisin D rivi x; do
for matriisin S rivi x; do

laske A(xi, x5)

if A(Xi-. Xj) > Apmar then

tallenna pari (xi, x;)
paivitd A, tarvittaessa

end
end
end
if Ayge > 0 then
if useammalla parilla (xi, xj) on sama Ay g, then
| wvalitse pari satunnaisesti
end
vaihda rivit x; ja y;
piivitd hajontamatriisin determinantti
aseta Apgr = 0
end
end

Algoritmi 2. Fedorovin algoritmi.

de Aguilar et al. (1995) tarkastelivat Fedorovin algoritmin suorituskykyd tapauksessa,
jossa ehdokasmatriisin koko oli 257X 2. Lisédksi luvun » annettiin ensin vaihdella vililla

7-14. Téssé tapauksessa algoritmi tuotti parhaan arvion D-optimaaliselle koeasetelmalle
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kun luvun 7 arvo oli 10. Toisaalta kun # oli suurempi kuin 14 todettiin, ettd algoritmin
kayttiminen ei ole endd mielekéstd johtuen kasvaneista laskenta-ajoista.

Cook & Nachtsheim (1980) vertailivat keskenddn viittd eri D-optimointiin liittyvaa
algoritmia (mukaan lukien Fedorovin algoritmi) ja totesivat, ettd kohtuuttomien laskenta-
aikojen vuoksi Fedorovin algoritmia ei ole mielekdstd kdyttdd kun luku n on riittdvin
suuri. Toisaalta Fedorovin algoritmilla tuotti parempia arvioita D-optimaalisille
koeasetelmille verrattuina vastaaviin DETMAX-algoritmin tuottamiin koeasetelmiin
(Cook & Nachtsheim, 1980, taulukko 6).

7.3 Muunnettu Fedorovin algoritmi

Cook & Nachtsheim (1980, luku 2.4) esittivdt muunnoksen Fedorovin algoritmiin (ks.
algoritmi 3 alla). Tdma algoritmi perustuu siihen, ettd matriisia D ja hajontamatriisin H
determinanttia pdivitetddn heti sen jilkeen, kun matriisin D yksittéistd rivid y; vastaavat

parit (yi, xj) on kayty lapi.

Alusta matriisi D poimimalla satunnainen mallimatriisi
Laske vastaava hajontamatriisi H

Luo ehdokasmatriisia vastaava mallimatriisi X

Aseta Apar =0

while loytyy pari (xi. x;). jolle pitee A(xi, x;) > A do
for matriisin D rivi x; do

for matriisin S rivi x; do

laske A(xi, x;)

if A(Xi-. Xj) > Apar then

tallenna pari (xi, x;)

paivita A, tarvittaessa;

end

f A4 > 0 then

if useammalla parilla (xi, x;) on sama Apa, then
| wvalitse pari satunnaisesti

end

vaihda rivit x; ja x;

péivitd hajontamatriisin determinantti
aseta Apar = 0

end

end

end

end

e

Algoritmi 3. Muunnettu Fedorovin algoritmi.

Havainnollistetaan Fedorovin ja muunnetun Fedorovin algoritmien eroa tapauksessa,
jossa n=5 ja M=20. Nyt Fedorovin algorithmi kdy ldpi yhteensd 5 X (20-5)=5X15= 75
riviparia, ennen kuin matriisia D paivitetddn. Muunnettu Fedorovin algoritmi voi suorittaa
ensimmaisen paivityksen kun on kéyty ldpi 15 riviparia, toisen paivityksen kun on kéyty

1api yhteensa 30 riviparia ja niin edelleen. Muunnettu Fedorovin algoritmi voi siis johtaa
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viiteen paivitykseen verrattuna Fedorovin algoritmin yhteen piivitykseen, kun 75
riviparia on kayty lapi.

Cook & Nachtsheim (1980) vertailivat myos nédiden kahden algoritmin
suorituskykyéd. Vertailun lopputuloksena oli, ettd muunnettu Fedorovin algoritmi voi jopa
puolittaa vaaditun laskenta-ajan. Lisdksi muunnettu Fedorovin algoritmi tuotti ldhes yhta
tarkkoja arvioita D-optimaaliselle koeasetelmalle kuin Fedorovin (alkuperdinen)

algoritmi.

7.4 k-vaihtoalgoritmi

Niin kutsuttu k-vaihtoalgoritmi (k-exchange algorithm) on muunnetun Fedorovin
algoritmin yleistys (Johnson & Nachtsheim, 1983). k-vaihtoalgoritmissa valitaan luku £,
missd k< n. Erona muunnettuun Fedorovin algoritmiin on se, ettd kaikkia matriisin D
rivejd y;j ei kdydad silmukassa ldpi (vrt. algoritmi 3), vaan ainoastaan matriisin D k rivi.
Né&mai k rivid yj on valittu siten, ettd niitd vastaavat funktion d(y;j) arvot ovat pienimmét
mahdolliset. Kirjallisuudessa luvulle £ on suositeltu arvoja 3 tai 4 (Johnson &
Nachtsheim, 1983) ja lisdksi yldrajaa k< n/4 (Meyer & Nachtsheim, 1995).

Havainnollistetaan  k-vaihtoalgoritmin ja muunnetun Fedorovin algoritmin
laskennallista eroa tapauksessa, jossa n= 5, M= 20 ja k= 3. Nyt muunnettu Fedorovin
algoritmi kdy lépi yhteensd 5 X 15 riviparia ja suorittaa korkeintaan 5 piivitystd matriisin
D kaksoissilmukan suorittamisen yhteydessd. Toisaalta k-vaihtoalgoritmi kdy lipi
vastaavassa kaksoissilmukassa yhteensd 3X15 riviparia ja suorittaa sen yhteydessd
korkeintaan kolme péivitysta.

Johnson & Nachtsheim (1983, taulukko 4) suorittaman vertailun perusteella k-
vaihtoalgoritmi on laskennallisesti tehokkaampi kuin muunnettu Fedorovin algoritmi.
Toisaalta tutkimuksessa todettiin, ettd k-vaihtoalgoritmi ei tuota kaikissa tapauksissa yhti

tarkkoja arvioita D-optimaaliselle koeasetelmalle.

7.5 kl-vaihtoalgoritmi

Niin kutsutussa kl-vaihtoalgoritmissa poimitaan k rivid, missé k< n, matriisista D ja / rivid
matriisista S, missd /< M (Atkinson & Donev, 1989). Optimoitavaa matriisia D
péivitetddn samalla tavalla kuin Fedorovin algoritmissa (vrt. algoritmi 2 ylld), mutta
algoritmiin liittyvissd silmukoissa huomioidaan vain valitut matriisien D ja S rivit.
Lukujen k ja [ valintaan Atkinson & Donev (1989) esittivdat kaksi ratkaisua.
Ensimmaisessa ratkaisussa valitaan & rivid y; matriisista D siten, etti ndité rivejd vastaavat
funktion d(y;) arvot ovat pienimmaét mahdolliset. Liséksi valitaan / rivid y; matriisista S
siten, ettd nditd rivejd vastaavat funktion d(yj) arvot ovat suurimmat mahdolliset. Toinen
esitetty ratkaisu on se, ettd valitaan & rivid matriisista D ja [ rivid matriisista S

satunnaisesti.
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Havainnollistetaan k/-vaihtoalgoritmin ja Fedorovin algoritmin eroa tapauksessa,
jossa n= 5, M= 20 ja k= [= 3. Talloin edellinen algoritmi laskee vain 3X3= 9 delta-
funktion arvoa ennen matriisin D (mahdollista) pdivitystd, siind missd Fedorovin
algoritmi laskee 75 delta-funktion arvoa.

Atkinson & Donev (1989) eivit tarkastelleet kl-vaihtoalgoritmin suorituskykya
suhteessa Fedorovin algoritmiin tai k-vaihtoalgoritmiin. On kuitenkin ilmeisté, ettd kl-

vaihtoalgoritmin laskennallinen tehokkuus ja tarkkuus riippuvat lukujen & ja / arvoista.

8 Keskustelu

Kirjallisuudesta ei 10ytynyt kattavaa vertailua luvussa 7 esiteltyjen algoritmien
suhteellisesta laskennallisesta tehokkuudesta ja/tai tarkkuudesta. On myds huomattava,
ettd 16ydetyt ldhteet ovat suurilta osin 80-luvulta ja ovat siten suhteellisen vanhoja.

Tarkasteltujen algoritmien suorituskykya tulisi testata kattavasti hyddyntien nykyista
laskentakapasiteettia. Téllaisessa tarkastelussa olisi kiinnitettivd huomiota erityisesti
sithen, ettd voidaanko k- ja kl-vaihtoalgoritmeihin (ks. luvut 7.4 ja 7.5) liittyvien vapaiden
parametrien (k ja /) arvoille 16ytdd optimaaliset, koeasetelmasta riippumattomat arvot.
Kysymys siitd, ettd mikd tarkastelluista algoritmeista on suorituskyvyltdén paras, jaa siis
toistaiseksi avoimeksi.

D-optimointiin liittyvid uudempia menetelmié ovat esimerkiksi coordinate-exchange
algorithm (Meyer & Nachtsheim, 1995), geneettisiin algoritmeihin perustuva
lahestymistapa (Heredia-Langner et al., 2003), cocktail algorithm (Yu, 2011), ja
randomized exchange algorithm (Harman et al., 2020). Nédiden algoritmien késittely ja
niiden vertailu luvussa 7 esitettyihin algoritmeihin ovat tdmén tyon aihepiirin
ulkopuolella, silld mainitut algoritmit poikkeavat huomattavasti ldahtdkohdiltaan ja
toteutuksiltaan tdssé tutkielmassa kisitellyistd rivinvaihtoalgoritmeista.

Téssd tyOssd tarkastellut algoritmit perustuvat sellaisten optimiasetelmien
16ytamiseen, jotka toteuttavat D-optimaalisen koeasetelman kriteerin (ks. yhtdlo 13).
Muita optimiasetelman kriteerejd ovat esimerkiksi A-, E-, ja G- optimaalisuus (Atkinson
& Donev, 1992, luku 10). Néiden kriteerien esittely on kuitenkin tdmén tyon aihepiiriin
ulkopuolella. Tdma johtuu siité, ettd eri kriteerien késittely ja niihin liittyvien algoritmien

esittely vaatisivat erillisen, tétd tutkielmaa huomattavasti laajemman tarkastelun.

9 Yhteenveto

D-optimaalisen koeasetelman etsiminen siten, ettd kdydédén lépi kaikki koesuunnitelman
mukaiset mallimatriisit ja lasketaan néitd vastaavien hajontamatriisien determinantit, voi
osoittautua haasteeksi laskennallisessa mielessd. Tarvitaan siis algoritmeja, jotka

tuottavat likiméérédisen arvion D-optimaaliselle koeasetelmalle.
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Tassd tyossd kdytiin ldpi algoritmeja, jotka perustuvat optimoitavan matriisin
paivittdmiseen rivi kerrallaan. Esitellyistd algoritmeista k- tai kl-vaihtomenetelméa (ks.
luvut 7.4 ja 7.5) tarjoavat parhaan kompromissin tarkkuuden ja laskenta-ajan valilla
tarkasteltujen ldhteiden perusteella. Tama johtopédédtds perustuu osittain siihen, ettd
mainittuihin algoritmeihin liittyy ns. vapaita parametreja (k ja [), joiden arvoja voidaan
sdatdd tapauskohtaisesti. Liséksi k- ja A/ vaihtomenetelmédt ovat yleistyksid erdéstd
tutkielmassa esitellystd algoritmista (muunnettu Fedorovin algoritmi, ks. luku 7.3).

Kirjallisuudesta ei kuitenkaan 10ytynyt kattavaa vertailua tyOssd esiteltyjen
algoritmien suhteellisesta suorituskyvystd. Johtopdatoksend on, ettd tdllainen vertaileva

tutkimus toisi selvyyttd eri rivinvaihtoalgoritmien paremmuuteen.
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