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Tassé tutkielmassa esitetdin ja todistetaan L'Hospitalin sddnto tapauksissa 8 ja .
Ensin tutustutaan L’Hospitalin sd@nnon historiaan, minki jidlkeen syvennytdin tar-
kemmin raja-arvon médradméttomain muotoon sekd itse L"Hospitalin sdidntoon.

Luvussa 2 perehdytddn Guillaume de L' Hopitalin historiaan seké siithen, kuinka
L’Hospitalin sdinto sai alkunsa. Samalla kerrotaan my0s lyhyesti L’Hopitalin opet-
tajasta, Johann Bernoullista, ja siitd, miksi hin on tirked osa L'Hospitalin sdinnon
historiaa.

Luvussa 3 esitetddn valmistelevia raja-arvojen tuloksia. Jotta L”Hospitalin sdén-
non voi todistaa, on sithen kdytettavd muun muassa Cauchyn viliarvolausetta seka
Rollen lausetta. Lisidksi esitetddn osamaaridfunktion raja-arvotulos, jota hyddynnetdin
viliarvolauseiden lisdksi luvussa 4.

L’Hospitalin sddntoon syvennytddn tarkemmin luvussa 4. Aluksi tarkastellaan
midradamitontd muotoa, ja perehdytidn siithen, mitd se kiytannossa tarkoittaa, kes-
kittymalla tarkemmin madrddmiattomadan muotoon 8. Alaluvussa 4.1 esitetddn myos
muita mahdollisia midrddmattomida muotoja. Ensiksi todistetaan, kuinka kahden sa-
malla vililla méairitellyn funktion osaméérén raja-arvo on olemassa, mikili molem-
mat funktiot ovat derivoituvia. Seuraassa alaluvussa todistetaan L’ Hospitalin sddnto
midrddmattomélle muodolle %. Tatd lausetta hyodynnetdidn alaluvun esimerkeissa.

Seuraavassa alaluvussa, 4.3, todistetaan [’Hospitalin sdintd madrddmattomal-
le muodolle . Tdssd hyddynnetéin jéilleen Cauchyn viliarvolausetta. Todistuksen
jalkeen kaydadn vield 1api kaksi esimerkkid, joista toisessa raja-arvo tuottaa maaré-

mittdmén muodon < ja toisessa middrddmittdmén muodon 0°.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa perehdymme méédradamiattdoméin muotoisiin raja-arvoihin, seka
[’ Hospitalin sddntdon, joka auttaa kyseisenlaisten raja-arvojen ratkaisemisessa. Kay-
tannossa, mikéli osamadrdfunktion f/g osoittaja ja nimittdji ovat derivoituvia ja osa-
maidrifunktion raja-arvo on midradmatontd muotoa, voimme silti saada sen selville
derivoimalla funktiot f ja g erikseen.

Luvussa 2 tutustumme ensin Guillaume de L'Hopitalin historiaan, seké siihen,
kuinka [’ Hospitalin sdinto sai alkunsa. Tassi tekstissd kidytamme nimed L’ Hopital,
kun puhumme itse matemaatikosta Guillaume de I’Hopital. L’ Hospitalilla viit-
taamme taas itse L'Hospitalin sddntoon. Tama erottelu on tehty selkeyttididksem-
me lukijalle, kumpi on kyseessi. Lisédksi tutkielmassa kéytetyissi ldhteissd puhuttiin
L’Hospitalin sddnnostd, sekd matemaatikosta Guillaume de L"Hopital vastaavasti.

Luvussa 3 esitimme esitietoina muun muassa Cauchyn véliarvolauseen sekd Rol-
len lauseen, joiden todistukset on tédssd tutkielmassa sivuutettu. Niitd lauseita kiy-
tamme L’ Hospitalin sddnnon todistamiseen. Itse L’ Hospitalin sdédnt0on syvennymme
luvussa 4. Ensin perehdymme miirdamittomadn muotoon, seki siithen, onko silld
matemaattista merkitystd. Kun raja-arvo tuottaa tulokseksi midrddmittoméan muo-
don, esimerkiksi 8 tai =, on raja-arvoa tarkasteltava tarkemmin. Tdll6in saamme
selvitettyd, onko raja-arvoa olemassa, ja miki sen arvo télldin on.

Alaluvussa 4.2 todistamme L’ Hospitalin sidnnon méaaraamattoméalle muodolle 8.
Se antaa meille keinon selvittdd muotoa 8 olevia raja-arvoja derivoimalla osamaa-
rafunktion osoittajaa ja nimittdjdd. Alaluvussa 4.3 todistamme L’ Hospitalin sd@nnon
médradmittomille muodolle 2. Liséksi tutkielmassa on annettu esimerkkeja raja-
arvon laskemiseksi hyodyntiden L’ Hospitalin sdidntoa.

Tutkielman lukijan oletamme hallitsevan derivaatan ja raja-arvon laskusdannot,
sekd kurssin Analyysi A perusteet. Tutkielman péildhteend kdytamme Bartle &
Sherbertin kirjaa Introduction to Real Analysis [1]. L'Hopitalin historian ldhteeni

kidytamme nettisivua MacTutor [4].



2 Historiaa

Guillaume Francois-Antoine Marquis de L'Hopital syntyi
Ranskassa, Pariisissa vuonna 1661. Hanen vanhempansa tu-
livat molemmat sotilaallisista taustoista, missa hidnen isansa,
Anne-Alexandre de "Hopital oli kuninkaan armeijan kenraa-
liluutnantti. Hanen ditinsa, Elisabeth Babil, taas oli kuninkaan
armeijan intendentin tytir ja itse valtionvaltuutettu. Guillau-

me de L'Hopital seurasi vanhempiensa jalanjilkid, ja toimi

kapteenina ratsuvden rykmentissd, kunnes hin joutui luopu-

Kuva 2.1. Guillaume

maan tyostidin likindkoisyytensd vuoksi. Lopulta hidn palasi
takaisin intohimonsa, matematiikan ja luonnontieteiden, pa- de L'Hopital [6]
riin.

Vuonna 1691 L’Hopital tapasi Johann Bernoullin. Bernoulli oli sveitsildinen ma-
temaatikko Baselista [1, s. 180], ja hidn oli tullut Ranskaan pitdméaan luentoja Leib-
nizin differentiaalilaskennasta. L”Hopital, joka néihin aikoihin oli yksi Ranskan péte-
vimpid matemaatikoita, totesi voivansa oppia paljon Bernoullilta. Lopulta Bernoulli
paatyikin pitimidn luentoja ’Hopitalille ja timén kollegoille. Luennot jatkuivat
neljasti viikossa puolen vuoden ajan, kunnes L’Hopitalin tiytyi muuttaa Pariisista
Ougquesiin, jossa hdn palkkasi Bernoullin pitamiidn hédnelle yksityisid oppitunteja.
Marraskuussa 1692 Bernoulli palasi takaisin Baseliin, josta hidn jatkoi L"Hopitalin
opettamista kirjeenvaihdoilla.

Kun Bernoulli vield opetti " Hopitalia Ouquesissa vuonna 1692, I Hopital lahetti
Florimand de Beaunelle ratkaisun tdmén tehtidviin. Kyseinen ratkaisu oli kuitenkin
alun perin Bernaullin laatima, ja vaikka L’Hopital ei asiasta erikseen maininnut
mitéddn, oletti Beaune ratkaisun olevan L’Hopitalin oma. I’ Hopital julkaisi kyseisen
ratkaisun myohemmin salanimelld, mistd Beronulli sai tietdd vasta palattuaan takaisin
Baseliin, eiki ollut lainkaan tyytyvdinen. Hin katkaisi kirjeenvaihtonsa I’ Hopitalin
kanssa, ja kyseinen tauko kesti noin puoli vuotta. Maaliskuussa 1694 L"Hopital pyysi
kuitenkin kirjeessddn Bernoullia jatkamaan timén oppitunteja ennakkopalkkioita
vastaan, mihin Bernaulli lopulta suostui.

Vuonna 1696 L'Hopital julkaisi kuuluisan teoksensa Analyse des infiniment pe-
tits pour l'intelligence des lignes courbes. Teos oli ensimmadinen oppikirja, joka

kasitteli differentiaalilaskentaa. Siiti tehtiin uusia versioita jopa vuoteen 1781 asti ja



se toimi mallina tulevien sukupolvien laskentaa kasitteleville
kirjoille. Vaikka teosta ei julkaistu L Hopitalin nimelld, oli
hinen henkilokuvansa kuitenkin kirjan etukappaleessa [1, s.
180]. Esipuheessa L'Hopital mainitsi kiitollisuudenvelkansa

Bernoullille, mutta esitti teoksen tulokset silti ominaan.

L’ Hopitalin teos sisilsi raja-arvoihin liittyvét lauseet, jot-

ka myohemmin tultiin tuntemaan L’ Hospitalin sdéintoni. Ber-

Kuva 2.2. Johann

noullin mukaan kirjan sisélto oli pohjimmiltaan hinen kirjoit-
Bernoulli [5]
tamansa, mutta hin ei maininnut asiasta ennen L'Hopitalin
kuolemaa (1704). Bernoullia ei kuitenkaan juurikaan uskot-
tu, silld ’Hopital oli kunnioitettu ja suosittu matemaatikko, jonka puolelle moni
hinen kollegoistaan padtyi.
Kuitenkin, vuonna 1921 nousi esiin kopio Bernoullin kurssimateriaaleista. Niistd
selvisi, kuinka laheltd L'HoOpitalin teos seurasi materiaaleja ja kuinka riippuvainen
teos oli Bernoullin opetuksesta. Bernoullin ja L’Hopitalin véliset kirjeenvaihdot myos

julkaistiin Saksassa vuonna 1955 [1, s. 180].



3 Valmistelevia tuloksia

Alla on valmistelevia tuloksia, joita tulemme tarvitsemaan L’Hospitalin sddnnon
todistamisessa. Tassd luvussa lauseiden todistukset on sivuutettu, mutta ne 10ytyvat
merkityistd ldhteista.

Rollen lause on hyodyllinen derivaatan ja raja-arvojen ymmartamisessa.

Lause 3.1 (Rollen lause). Oletetaan, etti f on jatkuva suljetulla vililld I = [a, b],
ettd on olemassa derivaatta f’ avoimen vdlin |a, b| jokaisessa pisteessd ja ettd
f(a) = f(b) = 0. Tdalloin on olemassa ainakin yksi piste ¢ €la, b| siten, ettd

f'(c)=0.
Todistus. Sivuutetaan. Ks. [1,s. 172-173]. O

Tissé tutkielmassa on usein oletuksena, ettd késittelemiimme raja-arvoihin liit-
tyvit funktiot ovat derivoituvia. Kisitelliksemme raja-arvoja, joiden funktiot f ja g
eivit ole derivoituvia pisteessd ¢, tarvitsemme yleisemmaén version Cauchyn véliar-

volauseesta [1, s.182].

Lause 3.2 (Cauchyn viliarvolause). Olkoot f ja g jatkuvia suljetulla vdililli [a, b],
sekd derivoituvia avoimella vililld |a, b[. Oletetaan myos, ettd g'(x) # 0 kaikilla
x €la, b[. Tdllloin on olemassa ¢ €]a, b| siten, ettd

f(b) = f(a) _ f(e)

g(b) —gla) g'(c)

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [1, s. 182]. O

Alla oleva raja-arvolause osoittaa, kuinka osamaaridfunktion raja-arvo kayttiytyy.

Lause 3.3. Olkoon A C R, olkoot f ja g funktioita joukolta A joukkoon R ja olkoon
¢ € R joukon A kasautumispiste. Jos g: A — R, jos g(x) # 0 kaikille x € A ja jos
lim f = L jalim g =H # 0, niin

X—C X—C

lim (i) = £
x—c\ g H

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [1,s. 111-112]. O



4 L’Hospitalin saanto

Luvussa 4 késittelemme L'Hospitalin sddntod. Ensin perehdymme raja-arvon méa-
radmittomiin muotoon, silld se on koko L'Hospitalin sdannon perusta. Tutustumme
sen jdlkeen raja-arvon ratkaisuun, ja todistamme L’Hospitalin sddnnon tapauksessa,
jossa raja-arvo tuottaa madrddmattoman muodon %. Tilannetta havainnollistamme
esimerkkien avuin. Sen jéilkeen tutustumme raja-arvoon, joka tuottaa maarimétto-
min muodon 2, ja todistamme sitd vastaavan L'Hospitalin sdénnon. Lopuksi havain-
nollistamme tilannetta esimerkkien avuin. Luvun pédldhteend on kaytetty Bartle &

Sherbertin kirjaa Introduction to Real Analysis [1, s. 181-185].

4.1 Maiaraamaton muoto

Lauseessa 3.3 totesimme, ettd jos A := lim f(x) ja B := lim g(x) ja B # 0, niin
X—C X—C

fx) A

x—e g(x) B’

Toisaalta, jos B = 0, niin vastausta ei annettu. Tilanne, missi A = B = 0, johtaa
miidrddmattdomadn muottoon, jossa raja-arvon olemassaolo on mahdollinen, muttei
taattu. TAma riippuu tarkemmin funktioista f ja g. Yleisimmin tdtd madaraamatonta
muotoa merkitdan muodolla 8. Valitaan esimerkiksi mielivaltainen @ € R. Olkoot

sitten f(x) = ax ja g(x) := c. Nyt

im L9 i % lima = o,
x—0 g(x) x—0 X x—0

Siis midramiton muoto voi johtaa mihin tahansa reaalilukuun « raja-arvona.
On kuitenkin tirked muistaa, ettd madaraamattomat muodot, kuten aiemmin mai-
nittu g, tai g johon tutustumme myohemmin, eivit osoita, onko raja-arvoa olemassa

[3, s. 596]. Tutkitaan esimerkiksi seuraavia raja-arvoja:

2 _
fim YT g KIS s—s5a5= 10,
x—5 x—15 x—5 x—5 x—5

x—=5 . x—-5 . 1 1 1

A ~1 -
5 X2 25 a5 (x—5)(x+5) xosx45 545 10
ja

x5 . x=5 |

lim ———— = lim ——— = lim —,
x=5x2—10x+5 x=5(x—=5)% x-5x-5



joka ei ole médritelty. Kaikki kolme raja-arvoa tuottavat midraamittoméan muodon 8,
mutta eivit sisdlla mitddn muita yhtéldisyyksid. Toisin sanoen, madaraamatdn muoto g
tarkoittaa sitd, ettd osoittaja ja nimittdja lahestyvit nollaa [3, s. 596]. Jotta saisimme
tarkempia tuloksia raja-arvosta, on sitd tutkittava erikseen ldhemmin. Sama pitee
my0s méidradméttomille muodolle <. Muita mddradméattomid muotoja, joihin emme
perehdy téssa tutkielmassa, ovat esimerkiksi O - co, 00, 1, oo? ja oo — oo,

Tassd tutkielmassa keskitymme erityisesti madaradamattomiin muotoihin 8 ja

818 8lg

Muita muotoja voi kisitelld esimerkiksi muuttamalla ne ensin muotoon 8 tai

kuten teemme esimerkissi 4.4.

Lause 4.1. Olkoot f ja g vilillid [a, b] mddriteltyji funktioita ja olkoon f(a) =
g(a) = 0. Olkoon myos g(x) # 0 aina, kun a < x < b. Jos f ja g ovat derivoituvia
pisteessd a ja jos g’ (a) # 0, niin on olemassa raja-arvo pisteessd a, jolle
@ _ @
x—at g(x)  g'(a)
Todistus (vrt. [1, s. 181]). Koska f(a) = g(a) = 0, voidaan f(x)/g(x),kuna < x <

b, esittad seuraavalla tavalla:

(f(x) —f(a))
S0 _f@-f@ | x-d
gx)  gx)—g(a) (g(X) —g(a))'

X—d

Lauseen 3.3 nojalla saadaan

. f(x) - f(a)
lim f(x) _ xll>r{zl+ X—a _ f'(a) . O
x—a+ g(x) lim gx) —gla)  g'(a)

x—a+ X —a
On tirkedd, ettd raja-arvo esiintyy nimenomaan madrddmattomassd muodossa,

kuten 8, jotta voimme hyodyntié lausetta 4.1. Valitaan esimerkiksi funktiot f(x) :=

x3 +4x? ja g(x) = x% +x. Nyt

limLX) _ imx3+4x2 _8+16 _
x—2 g(x) x—2 xZ4x 4+2 ’
mutta )
lim f(x)  tim 3x° + 8x _ 12+16 _ 28 24
x—2 g’(x) -2 2x+1 4+ 1 5

10



4.2 L’Hospitalin sainto tapauksessa %

Alla on todistettu ensimmaiinen osa L’ Hospitalin sdd@nnostd. Selkeyden vuoksi tarkas-
telemme raja-arvoa, kun x — a+, vaikka kdytinnossd vasemmalta tai molemmilta
puolilta lahestyttdessd raja-arvot kisitellddn tasmélleen samalla tavalla. Sdinto itse
asiassa kasittdd myos tapauksen, missd a = —oo. Toisin kuin lauseessa 4.1, tdssa
lauseessa ei oleteta funktioiden olevan derivoituvia pisteessd a. Tulos osoittaa raja-
arvon f(x)/g(x) kéyttdytyvian samoin kuin raja-arvon f’(x)/g’(x), kun x — a+,
mukaanlukien tapauksen, missa raja-arvo on déareton. Tarked oletus on, ettd funktiot

f ja g ldhestyvit nollaa, kun x — a+.

Lause 4.2 (I’Hospitalin sdidnto 8). Olkoon —co < a < b < o ja olkoot f ja
g sellaisia derivoituvia funktioita vdlilld a, b, ettd g’(x) # O kaikille x €]a, b|[.
Oletetaan, ettd

lim f(x) =0= lim g(x).
x—a+ XxX—a+

2 Jos lim L% _ 1 e R niin tim £ 1.
x—a+ g’(x) x—a+ g(x)
by Jos Tim L) = I ¢ {—co, oo}, niin lim L& = L.,

x—a+ g’ (x) x—a+ g(x) B
Todistus (vrt. [1, s. 183—-184]). Oletetaan, ettd a < @ < B < b. Koska g’(x) # 0
kaikilla x €]a, b[, niin lauseen 3.1 mukaan g(«a) # g(B). Liséksi lauseen 3.2 nojalla
on olemassa u €]a, B[ siten, etti
fB) = f(@) _ f'(w)
g(B) —gla) g'u)

Kohta (a): Oletetaan, ettd lim f’(x)/g’(x) = L € R javalitaan mielivaltainen & > 0.
x—a+

4.1)

Nyt on olemassa sellainen ¢ €]a, b|, ettd

L—-g< f,(u) <L+eg, kunu €la,c]|.
g'(u)
Talloin yhtilostd (4.1) seuraa, ettd
4.2) L—3<M<L+s,kuna<a<ﬁsC.
g(B) —g(a)
Jos valitsemme epéyhtilon (4.2) raja-arvoksi @ — a*, saamme
L—-¢< @ < L+e¢, kun B €]a,c].
g(B)

11



Koska € on mielivaltainen, niin viite pétee.
Kohta (b): Oletetaan, ettd lim f’(x)/g’(x) = L € {—oc0, o0} ja valitaan mielivaltai-
x—a+

nen M > 0. Nyt on olemassa sellainen ¢ €]a, b[, ettd

f/(u) > M, kunu €]a,c|.
g’ (u)
Talloin yhtilostd (4.1) seuraa, ettd
4.3) M>M,kuna<a<ﬁ<c.
g(B) - gla)
Jos valitsemme yhtidlossi (4.3) raja-arvoksi @ — a*, saamme
m > M, kun B €]a, c|.
g(B)

Koska M > 0 on mielivaltainen, niin véite patee. Mikili L = —oo, tehddén todistus

vastaavalla tavalla. O

Vastaava lause vasemmanpuoleisille raja-arvoille todistetaan samalla tavalla. Li-
sdksi, jos molemmat toispuoleiset raja-arvot ovat samat, seuraa siitd myos molem-

minpuoleisen raja-arvon tulos.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan raja-arvoa

. In3
lim )
x—3 X — 3

Funktiot f(x) = In3 ja g(x) = x — 3 ovat molemmat derivoituvia pisteessd x = 3.
Lisdksi g’(a) = 1 # 0, joten lauseen 4.1 nojalla raja-arvo on olemassa. Koska

In%

lim —>
x—3x—-3

tuottaa madaraamittoméan muodon 8, voimme hyodyntidd I’ Hospitalin sddntod. Siis

& (In%)

x=3 L (x — 3)

iy U

-3 1

X
11’1§

lim
x—=3x—3

cle [[E
—_

= lim —
x—3 X

12



Esimerkki 4.2. (Vrt. [1, s. 184]) Tarkastellaan seuraavaksi raja-arvoa

. sin x
m ——-
x—0* \/)?

Nyt nimittdjd ei ole derivoituva kohdassa x = 0, joten emme voi hyodyntdi lausetta
4.1. Funktiot f(x) := sinx ja g(x) := 4/x ovat kuitenkin derivoituvia avoimella vililld
10, oo[ ja molemmat ldhestyvit nollaa, kun x — O*. Lisdksi g’(x) # 0 avoimella

vililld ]0, co[, joten voimme hyddyntidd L Hospitalin sddntod, ja raja-arvoksi saadaan

. d .
sinx H 2 (sinx)
lim —— = lim B R
+ +
S0 VT a0 (V)
. COSXx
= lim
x—0* 1
2x
= lim 2vxcosx
x—0*
=0.
Siis lauseen 4.2 nojalla
. sinx
lim — =0
x—0* \/)?

4.3 L’Hospitalin saénto tapauksessa >

Alla oleva lause on hyvin samankaltainen kuin lause 4.2. Erona on nyt nimittéja,
josta tdssd tapauksessa tulee ddreton, kun x — a+. Késittelemme jilleen vain oi-
keanpuoleisia raja-arvoja. On kuitenkin myos mahdollista, ettd a = —co. Vasemman-

ja molemminpuoleiset raja-arvot késitellddn vastaavasti.

Lause 4.3 (L'Hospitalin sd@intd ). Olkoot —c0 < a < b < oo ja olkoot f ja
g sellaisia derivoituvia funktioita vdlilld |a, b|, ettd g'(x) # O kaikille x €]a,b].
Oletetaan, ettdi

lim g(x) = oo.

X—a+
2 Jos tim 2% Z 1 e R niin tim 2% 1.
x—a+ g’ (x) x—a+ g(x)
by Jos Tim £ = 1 ¢ {—co, oo}, niin lim L& = 1.

x—a+ g’ (x) x—a+ g(x) B

Todistus (vrt. [1, s. 184-185]). Oletetaan, etta

lim g(x) = +oo.
x—a+

13



Lauseen 3.1 nojalla g(8) # g(a), kun @, 8 €]a, b[ ja @ < B. Lisiksi, lauseen 3.2

mukaan yhtalo
fB) — fla) _ f'(w)
8(B) —gla) g'(u)

patee jollekin u €]a, b|.
Kohta (a): Oletetaan, ettd lim f'(x)/g’(x) = L € R ja valitaan mielivaltainen
& > 0. Nyt on olemassa sellairfenag €la, b[, ettd lauseen 4.2 todistuksen yhtélo (4.2)
pitee, kun a < @ < 8 < ¢. Koska g(x) — oo, voimme my0s olettaa, ettd g(x) > 0.
Valitaan 8 = c, jolloin yhtélosté (4.2) saadaan:
o) - fle)
g(c) —g(a)
Koska g(c)/g(a@) — 0, kun @ — a*, voimme olettaa, ettd 0 < g(c)/g(a) < 1

4.4) L-¢ < L+eg, kuna €]a,c|.

kaikilla a €]a, c[. Tastd seuraa, etti

gla@)—gle) _, 8o

> 0, kun @ €]a, c|.

gla) gl
Jos yhtilo (4.4) kerrotaan lausekkeella % > (, saamme
o [8(a) —g(c) flo) = fl@)) (ga) —g(c) g(a) —g(c)
Lo [H) < (g<c>—g<a>)( o) < e (R )

Ensin voimme muuttaa osoittajan termin negatiiviseksi:
_ 8o f(e) - fl@)) (=(g(c) —g(@)) _8(0)
) < (5| P ) < wea -5
Nyt osoittajan, ja nimittdjdn termit kumoutuvat, ja saamme
g(c) flo-fl@))( -1 g(c)
w-ofi-55) < (P52 () < o (- 55)

Tamén jdlkeen voimme kertoa termit keskenéén, jolloin saamme

(L-¢) (1

g(e)) _ fla)—f(e) g(c)
(L_g)(l_g(a/))< @) <(L+g)(1—g(a)),
joka tuottaa lopulta epiyhtalon
gle)) _ fla) flo) g(c)
w9 w-oi- 5] S TG <wra(i-55)

Nyt, koska g(c¢)/g(a) — 0 ja f(c)/g(a) — 0, kun @ — a*, niin kaikille &,
kun 0 < 6 < 1, on olemasssa sellainen d €la,c|, ettd 0 < g(c)/g(a) < ¢ ja

|f(c)|/g(@) < ¢ kaikille @ €]a, d[. Talloin yhtdlostd (4.5) voimme havaita, etti

e\ F@ £ 2(©)
(L~e) (1 - g(a)) <@ g ~EE (1 - g(a>)'
— ~—
>1-0 <1
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T&lloin saamme seuraavan epédyhtdlon

L-e)1-8 < LD SO o
gla)  g(a)
missd —0 < % < ¢. Siis epdyhtdlo (4.5) tuottaa lopuksi tuloksen
gla
(4.6) (L—s)(l—é)—6<M<(L+8)+6.
g(a)
Valitaan ¢ := min{1, &, lLl%}. Osoitamme seuraavaksi, ettd
L-2e< L9 o pioe
g(a)

Tarkastellaan ensin epdyhtédlon (4.6) vasenta puolta ja oletetaan, ettd & < L. Koska
>

L-e>0jal—e>0jakoskad < e/(|L|+1) "2°&/(L + 1), niin

/(@) £ £
mZ(L_S)(I_L+1)_L+1
P> P>
:(L_g)_(L_g)(L+l)_L+l
:(L—s)—(L—g+1)-Li1
g &g?
:(L_S)_(L+1).L+1+L+1
——
>0
>L-¢ec—-¢
=L -2e.

Tarkastellaan seuraavaksi epdyhtidlon (4.6) oikeaa puolta. Koska 6 < &, saamme

tulokseksi
m <(L+¢e)+e
g(a)
=L +2¢.
Siis
Lo2e< D ioe
g(a)

Koska &£ > 0 on mielivaltainen, niin véitteet patevit. Tapaukset L = 0 ja L < 0
kisitelldin vastaavalla tavalla.

Kohta (b): Oletetaan, ettid xl_i)r£1+ f'(x)/g'(x) = L € {—c0,00}. Olkoon M > 1 mie-
livaltainen ja olkoon ¢ €]a, b|[ sellainen, ettd f'(u)g’(u) > M kaikille u €]a,c|.
Nyt

f(B) - f(a)

7 <) —g@)

> M, kaikillaa < @ < 8 < c.
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Koska g(x) — oo, kun x — a*, voimme myos olettaa, ettd luvulle ¢ pétee g(c) > 0,
|f(c)l/g(a) <1/2ja0 < g(c)/g(a@) < 1/2kaikille @ €]a, c[. Jos sijoitamme 8 = ¢
yhtdloon (4.7) ja kerromme sen lausekkeella 1 — g(c)/g(a@) > 1/2, saamme

f@) - (o) @)1
¢(a) g(a)) M

>M(1—

jolloin myos

S 1y S ]

g@) 2" T 2

(M -1), kun @ €]a,c|.

Koska M > 1 on mielivaltainen, seuraa siitd, ettd lim m = o0, O
a—a*t g (a)
Esimerkki 4.3. ([2, s. 599 Harjoitustehtivi 14]) Tarkastellaan raja-arvoa
o V1I+x2
lim .
X—00 X

Funktiot f(x) = VI +x2 ja g(x) = x ovat molemmat derivoituvia kaikkialla. Lisiksi

g’(x) =1 # 0, joten lauseen 4.1 nojalla raja-arvo on olemassa. Koska raja-arvo

V1 +x2
lim

X—00 X

(o)

saa madradmittoméin muodon -, voimme hyodyntdd L'Hospitalin sdantod. Siis

lauseen 4.3 nojalla

ity (V)
lim = lim ————
X—00 X g._j’ X—o00 E(x)

1 2
~(1+x
_ i 2%
xX—00 1
= lim —>
= T3 a2
. x2
_xh—>nolo 1+ x2
2
— lim al
S T
1
= lim —
X—00 x2 +1
\v
—0
B 1
V1
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Esimerkki 4.4. Tarkastellaan raja-arvoa

lim (e - 1)*
x—0+

Nyt raja-arvo saa migrdaméattomin muodon 0°. Muutetaan raja-arvo ensin sellaiseen
muotoon, ettd se saa maddrddméttomin muodon —°, jonka jilkeen voimme hyddyntia

kahdesti ”Hospitalin sddntod. Siis

lim (e* — l)x2 = lim eln(ex—l)xz = lim elen (e¥-1)

x—0+ x—0+ x—0+

Nyt

n(ef=1) [ -
lim x21n (e" — 1) = lim 7 )(: °°)

x—0+ x—0+ ( 1 ) le%)

lim (=Y
x—0+ 2e* =2 _0

. e* - 3x2
lim —
x—0+ 2e*
e?-3.02
2e0

oo ||z

jolloin lauseen 4.3 nojalla

. 2 . 2 X _
lim (e — 1)* = lim ¥ M0 =0 =1,
x—0+ x—0+

17



Lahteet

[1] Bartle, R., Sherbert, D. Introduction to Real Analysis. Fourth Edition. University
of Illinois, Urbana Champaign, 2011.

[2] Salas, S. L., Hille, E. Calculus: One and Several Variables. Sixth edition. John
Wiley & Sons Inc., 1990.

[3] Smith, R. T., Minton, R. B. Calculus. Second edition. The McGraw-Hill Com-
panies, Inc., 2002.

[4] O’Connor, J. J., Robertson, E. F. MacTutor.
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/De_LHopital/ , julkaistu
joulukuussa 2008. Luettu 16.3.2023.

[5] Picryl. https://picryl.com/media/bernoulli-johann-337911 , luettu 31.3.2023.

[6] Picryl. https://picryl.com/media/guillaume-de-lhopital-2-c5862e , luettu
16.3.2023.

18



	Johdanto
	Historiaa
	Valmistelevia tuloksia
	L'Hospitalin sääntö
	Määräämätön muoto
	L'Hospitalin sääntö tapauksessa 00
	L'Hospitalin sääntö tapauksessa ∞∞

	Lähteet

