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CAPITULO 1

Un pouco de historia

A dlxebra linear moderna ten a siia base na teoria dos espazos vectoriais ou, de forma mais
xeral, na teoria de médulos sobre un anel. Ao redor do ano 1930 esta formulacion da alxebra linear
unificou o suxeito e fixo del unha parte da dlxebra abstracta ou moderna. O estudo de sistemas
de ecuacions lineares e a investigacién dun cdlculo xeométrico intrinseco foron historicamente
as principais fontes do desenvolvemento da teoria da linearidade. A superacion da dimension 3
en xeometria, a mediados do século XIX, asi como o desenvolvemento dialéctico entre a alxebra
e a xeometria, despois da creacion da xeometria analitica, levaron a unificacion dos aspectos
lineares ao redor da nocion de determinante. Este cadro foi xeneralizado 4 dimension infinita
enumerabel cos traballos de analise funcional. A axiomatizacion realizada a finais do século
XIX, pero realmente utilizada despois de 1920, é un proceso mais longo que se inscribe nun
desenvolvemento xeral da matemadtica do século XX. Hoxe en dia a dlxebra linear é unha parte
esencial das ferramentas requiridas no estudo de moitas areas nas ciencias do comportamento,
ciencias naturais, fisicas e sociais, en enxefieria, en economia, en ciencia dos computadores e desde
logo en matematicas puras e aplicadas. Neste capitulo preténdese analizar de forma resumida
tanto as orixes histdéricas como o desenvolvemento desta disciplina da que podemos afirmar que
é a vez unha das ramas mais antigas e mais modernas da matematica.

Comezaremos esta seccidon cun breve resumo sobre a historia da alxebra, para pasar a
continuacion 4 historia propiamente dita da alxebra linear.

1.1. Evolucién histérica da dlxebra

As operacions alxébricas mais simples (operacions aritméticas con enteiros positivos e con
numeros racionais positivos) podense atopar nos textos matematicos mais antigos. Isto indica
que as propiedades fundamentais desas operacions eran cofiecidas desde épocas temperas polas
principais civilizacidns como, por exemplo, a babilonica, a exipeia ou a grega. Os primeiros docu-
mentos que se conservan sobre a matematica exipeia e babilonica demdstrannos que estas antigas
civilizacions xa posuian un sistema de regras de calculo para os naturais, os racionais positivos,
as lonxitudes e as dreas. A pesar de que a informacion que nos chegou se refire exclusivamente
a problemas con datos numeéricos concretos, non existen grandes diibidas sobre o caricter xeral
das regras empregadas e o dominio alcanzado no manexo das ecuacions de primeiro e segundo
grao. Doutra banda, nestes tempos remotos, non se atopa a menor preocupacion por xustificar
as regras empregadas e, tampouco, de dar unha definicién precisa das operaciéns que aparecen.

E na matematica grega da época clisica cando empeza a manifestarse de forma clara unha
preocupacion pola precision e o rigor en canto 4s definicions e as técnicas empregadas. A pe-
sar de non aparecer ainda un tratamento axiomatico dos enteiros naturais (tratamento que
non aparecera ata finais do século XIX), hai numerosas pasaxes dos Elementos de Euclides de
Alexandria (365-275 a.C.) nos que se inclien demostracions formais de regras de céleulo tan
evidentes intuitivamente como as de calculo con enteiros. As demostracions mais relevantes son
as que se refiren 4 teoria das magnitudes, a creacion mais importante da matematica grega equi-
valente 4 nosa teoria de niimeros naturais positivos. Naquela, por exemplo, Euclides considera o
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4 CariTuLo 1: UN POUCO DE HISTORIA

produto de dias razons de magnitudes e demostra que é independente da forma en que apare-
zan estas razons (primeiro exemplo de cociente dunha lei de composicién por unha relacion de
equivalencia) e que é conmutativa.

Con todo, non se debe ocultar que este camifio a prol do rigor vai acompanado nos traballos
de Euclides de Alexandria dun certo estancamento e, as veces, dun retroceso na técnica de
caleulo alxébrico. O predominio avasalador da xeometria deu lugar a unha paralise no crecemento
auténomo das notacions alxébricas xa que os elementos que aparecen nos calculos debianse
representar sempre de forma xeométrica. Ademais, doutra banda, as leis de composicion que
interverien non estan definidas sobre o mesmo conxunto (a suma de magnitudes non esta sempre
definida, e o produto de lonxitudes non é unha lonxitude sendn unha drea); todo isto xerou
unha serie de dificultades que fixeron moi problemitico o manexo de relacions alxébricas de
grao superior a dous.

Xa no declinar da matematica grega, a Aritmética de Diofanto de Alexandria (século III d.
C. [200/204-284/298]) é un dos textos que maior influencia tivo no desenvolvemento das ideas
alxébricas e dos seus simbolos. A Aritmética esta dedicada case exclusivamente & resolucion
exacta de ecuacions, agora ben, non é un texto de alxebra, sendn unha coleccién de problemas
sobre aplicacions da dlxebra. De feito a concepecion axiomdtica das leis de composicion parece
tan afastada da mente deste matematico como da dos seus continuadores inmediatos. Desde este
punto de vista, Diofanto de Alexandria parécese mais aos seus colegas alxebristas babilonicos,
coa condicién de que os seus miimeros son completamente abstractos e non se refiren a medidas
de gran, dimensions de campos ou unidades monetarias, como era o caso da alxebra exipcia ou
mesopotamica.

Ainda que Diofanto é tratado nalgiins lugares como pai da alxebra, o termo alxebra derivouse
do titulo do traballo mais importante do matematico arabe M. Al-Khuwérizmi (780-850). No
Al-jabr al-mugabala M. Al-Khuwérizmi describe métodos xerais para resolver problemas que se
poden reducir a ecuacions alxébricas de primeiro e de segundo grao.

A pesar de que algiins problemas alxébricos foron expostos e resoltos desde os babilonios, o
desenvolvemento da alxebra ata finais da Idade Media foi lento debido sobre todo 4 ausencia de
notacions adecuadas e ao concepto restrinxido de mimero que se manexaba. A introducién do
cero e dos niumeros negativos por parte dos matematicos indios, asi como a creacion dos miimeros
imaxinarios por parte dos alxebristas italianos do século XVI supuxeron avances fundamentais.

Se deixamos o cero 4 marxe, introducido como simbolo de numeracion antes de ser consi-
derado como nimero, o caracter comiin destas extensions é o de ser, na sia orixe, puramente
formais. Isto débese entender de forma de que os novos nimeros apareceron como o resultado
de operacions realizadas en condiciéns nas cales non terian sentido (por exemplo, a diferenza
a — b cando a < b): de al a denominacion de nimeros falsos, ficticios, imaxinarios, etc. Para os
matematicos gregos da época cldsica este tipo de extensions eran dificiles de concibir e, como
é natural, s6 podian proceder de mentes mais dispostas a depositar unha confianza case mistica
nos seus métodos e, doutra banda, coa confianza de deixarse levar polo mecanismo dos seus
calculos sen pararse a comprobar o licito de cada paso. Esta confianza quedaba xustificada e
reafirmada posteriormente pola obtencion de resultados exactos. Por exemplo, en canto a isto
ultimo, os indios xa eran conscientes da interpretacion que debe darse aos niimeros negativos
nalgins casos (por exemplo, unha débeda nun problema comercial). Parte destes avances xa
quedan patentes na obra de Aryabhata (476-550) onde o sistema de notacion posicional, visto
por primeira vez no Manuscrito Bakhshali do século II1, estaba claramente contido sendo o cero
un marcador de posicion para as potencias de dez con coeficientes nulos.

Nos séculos seguintes, na medida en que os arabes difunden os métodos da matematica grega
e india, comeza a familiaridade con estes mimeros e empézanse a dar novas interpretacions deles.
Isto &, xunto coa mellora continuada das notacions empregadas, o 1inico progreso notabel da
alxebra na Idade Media onde merece especial mencion o matematico italiano, educado no norte
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de Africa., Leonardo de Pisa Fibonacei (1170-1240) quen pasou 4 posteridade pola publicacion,
en 1202, do seu soado Liber Abacci onde entre outras cousas introduciu a numeracion hindi-
arabe. Esta obra non foi superada ata varios séculos despois e xunto co Liber quadratorum,
escrito en 1225, foron fonte de inspiracion matematica ata a actualidade.

Coa chegada de F. Viete (1540-1603) e R. Descartes (1596-1650) a dlxebra recibe un novo
impulso, sendo o principal acontecemento alxébrico da primeira metade do século XVI a resolu-
cion das ecuacions ciibica e cuartica. Estes matematicos proporcionan notacions moi parecidas
as que actualmente estin vixentes tanto para os datos e as incognitas que figuran nas ecuacions,
como para as operacions alxébricas e os expofientes (os indices non son case utilizados ata G.
W. Leibniz (1646-1716) e I. Newton (1642-1727)).

Durante este século publicaronse libros de aritmética e de dlxebra en distintos paises de
Europa. Asi en Alemarfia, a dlxebra tomou o nome de Die Coss, é dicir a cousa, nome que en
Italia designaba 4 incognita. A primeira obra publicada en alemdn vulgar, en 1525, débese a J. C.
Rudolff (1499-1545). Ali aparece, por primeira vez, o simbolo |/ para indicar a raiz cadrada. O
signo = aparece por primeira vez en The Whetstone of Witte (O aguzador do enzerio) publicado
en 1557 por R. Recorde (1510-1558), que é o primeiro tratado inglés de alxebra, onde o autor
afirma que elixin ese simbolo porque dilas cousas non poden ser mais iguais que dias rectas
paralelas. Con R. Bombelli (1530-1573), a dlxebra italiana alcanza a sia cima mdis alta. O
autor de L’algebra, parte maggiore dell’aritmetica, divisa in tre libri, en 1572, fol o primeiro
matematico, e iinico durante moito tempo, que tivo a audacia de aceptar a existencia dos niimeros
imaxinarios, achegando asi una certa claridade ao enigma do caso irredutibel das ecuacions de
terceiro grao, operando coas raices cadradas das magnitudes negativas aplicandolles as regras
elaboradas para o cédlculo das raices dos niimeros positivos.

Antes de F. Viete, os coeficientes das ecuacions eran niimeros dados explicitamente, sendo
un dos maiores méritos deste matematico, o utilizar nas cuestions alxébricas cantidades calquera
e, por tanto, a introducion do uso sistematico das letras. Ao inglés T. Harriot (1560-1621), a
quen se debe a importante innovacion no simbolismo de indicar as potencias mediante factores
repetidos, tamén se lle debe a introducion dos simbolos maior e menor, utilizando nalgunha
ocasion o punto como simbolo de multiplicacion, ainda que como tal, o punto non se difundin
ata o século XVIII grazas 4 obra de G. W. Leibniz. O simbolo x para a multiplicacién débese a
W. Oughtred (1574-1660), quen achegou entre propios e non propios 150 signos matematicos.

A alxebra renacentista enriqueceu prodixiosamente os cohecementos alxébricos, elaborou
unha notacion moi compacta e nada incomoda, pero foi incapaz de elevarse ata a nocion abstracta
de operacion alxébrica e tomar esta como centro das sias reflexions.

Nos séculos XVII e XVIII a alxebra entendeuse como a ciencia dos calculos que involucra-
ban simbolos alxébricos (transformacions de férmulas consistentes en letras, solucién de ecua-
cions alxébricas) distinguindose da aritmética que quedaba relegada aos célculos con nimeros
concretos. Un dos tratados mais importantes desta época titulado Algebra débese a L. Euler
(1707-1783). A influencia desta obra na determinacién da problematica cientifica da alxebra
e na estrutura do curso de ilxebra nas universidades foi moi grande. O caracter monografico
deste libro e os obxectivos que expufia permitian xulgar o estado da adlxebra na segunda metade
do século XVIIIL. Constaba de diias partes: na primeira, tratabase fundamentalmente de xene-
ralizar as regras de resolucion de problemas aritméticos e de desenvolver o aparello simbdlico
da alxebra. Asi, na primeira seccion, aclaranse as operacions sobre niimeros e monomios, sobre
radicais e nmimeros complexos e introdiicense os logaritmos. Ademais danse regras de extraccion
de raices dos nimeros e as expresions alxébricas (polinomiais). A segunda parte estaba dedica-
da aos métodos de resolucion de ecuacions alxébricas dos primeiros catro graos e 4 sia teoria
xeneral. Tamén, tratanse os métodos de cdlculo aproximado das raices das ecuacions alxébricas.
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As letras e, m, i, cos significados actuais, débense tamén a L. FEuler, que se relacionan cos
enteiros 0 e 1, mediante a igualdade _
€™ +1=0,

na que figuran os cinco niimeros e as mais importantes operacions das matematicas.

L. Euler
(Emanuel Handmann/Wikimedia Commons)

Un dos campos fundamentais de investigacion dentro da alxebra durante os séculos an-
teriormente citados, e que se estendera ao século XIX, foi o estudo dos polinomios e as sias
raices. Historicamente, o problema orixinario consistiu no calculo de raices de polinomios nunha
incognita, isto é, expresions da forma

anz" + an-12""" + - + ao.

Nun principio o proposito foi o de atopar formulas que expresasen as raices dos polinomios
en funcién dos seus coeficientes. Nestas formulas podian intervir a adicion, a multiplicacidn, a
subtraccion, a division e a extraccién de raices (solucién por radicais). A pesar de que a solucion
para os casos de grao un e dous eran cofiecidos desde os tempos mais temperans, non é ata
a chegada do século XVI cando se conseguen logros substanciais. Estes importantes avances
son debidos a matematicos italianos como G. Cardano (1501-1576), que atopou unha férmula
para a ecuacion de terceiro grao, ou como L. Ferrari (1522-1565) que conseguiu un método de
solucion para as ecuacions de cuarto grao. A partir de aqui fixéronse grandes esforzos para atopar
formulas similares para resolver ecuacions de graos maiores. En conexion con isto, a utilizacion
dos nimeros complexos marca un fito no posterior desenvolvemento da alxebra.

GNS6596TELE

ZEHN DEUTSCHE MARK

C. F. Gauss
(Deutsche Bundesbank /Wikimedia Commons)

Os nimeros imaxinarios apareceron, como xa o citamos, no século XVI con motivo da
resolucion das ecuacions de terceiro grao e o seu estudo foi avanzando baixo a presion das
necesidades da andalise matematica. O primeiro que elaborou (ao parecer, en interese da practica
xeodésica e cartografica) un procedemento de interpretacion xeométrica dos niimeros complexos
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como puntos do plano foi o agrimensor danés K. Wessel (1745-1818) en 1797. Con todo, o seu
traballo resultou inadvertido, asi como unha interpretacién andloga de J. R. Argand (1768-1812)
en 1806. Na segunda década do século XIX, C. F. Gauss (1777-1855) e A. L. Cauchy (1789—
1857) introduciron e fundamentaron as operacions cos nimeros de forma a+bi (o simbolo i para
designar a v/—1 foi introducido por L. Euler en 1777 e C. F. Gauss foi o primeiro que sistematizou
0 seu uso), a nocion de modulo, a de norma e a de conxugado dun niimero complexo. Isto trouxo
consigo a sia consolidacion e por extension a sia entrada dentro do mundo da alxebra.

En 1629, A. Girard (1590-1633) afirmou que toda ecuacion alxébrica de grao m posie n
raices. Este enunciado foi recollido de modo cada vez mais preciso por R. Descartes en 1637, L.
Newton en 1685 e L. Euler en 1742. Ainda que a demostracién do chamado Teorema Fundamental
da Alzebra foi acometida, entre outros, por J. D’Alambert (1717-1783) en 1746 e L. Euler en
1751. A primeira demostracion rigorosa débese a C. F. Gauss o cal presentou posteriormente
outras. O feito de que toda ecuacién alxébrica posia polo menos unha raiz, real ou imaxinaria,
achase na base das demostracions de C. F. Gauss.

Doutra banda, en 1707 viu a luz a Arithmetica universalis de I. Newton. Nesta obra atopanse
métodos diversos para determinar un limite superior das raices reais dunha ecuacion alxébrica,
asi como unha regra para determinar o limite inferior do mimero das raices imaxinarias e o
limite superior das raices positivas e negativas. [. Newton tamén prestou interese ao importante
problema da determinacion das raices dunha ecuacion f(z) = 0. O seu procedemento, utilizado
desde 1685 na Algebra de J. Wallis (1616-1703), foi lixeiramente modificado en 1690 por J.
Raphson (1648-1715) e recollido ulteriormente por J. L. de Lagrange (1736-1813) e por J-B. J.
Fourier (1768-1830).

J-B. J. Fourier dedicou boa parte da sia actividade cientifica ao estudo de ecnaciéns e
os seus resultados apareceron publicados en 1831 nun traballo postumo titulado Analyse de
equations determiées. Neste tratado, entre outras cuestions de aritmética e alxebra, perfeccionase
o método de Newton para aproximar raices reais e introdiicese un método de separacion de raices
reais aproximado, chamado de Budan-Fourier, pois o médico francés F. D. Budan (1761-1840) o
enunciara sen demostracion en 1807, época na cal J-B. J. Fourier xa o ensinaba aos seus alumnos
na Politécnica.

Cando apareceu o libro de J-B. J. Fourier o problema da separacion das raices reais estaba
resolto grazas ao teorema de J. Ch. F. Sturm (1803-1885), publicado en 1829 pero demostrado
en 1835, onde se precisa o niimero exacto de raices reais comprendidas entre dous limites dados.
Este 1ltimo manifesta que o seu descubrimento é resultado das investigacions de J-B. J. Fourier
sobre o tema. No caso das raices complexas, A. L. Cauchy anunciou en 1831 un teorema sobre
o nimero de raices reais ou complexas comprendidas no interior dun contorno pechado.

A pesar de todos estes avances o problema fundamental da dlxebra continuaba sendo o
exposto pola resolucion de ecuaciéns de grao superior ao cuarto. O estudo deste problema foi
abordado por P. Ruffini (1765-1822) e N. H. Abel (1802-1829) quen en 1824 estableceu que
as ecuacions de grao maior ou igual que cinco non se poden resolver en xeral por radicais.
Qutro dos resultados fundamentais desta época débese a E. Galois (1811-1832), cuxas ideas
non se cofieceron ata catorce anos despois da sia tempera morte cando J. Liouville (1809-
1882) os publicou. O problema estudado por E. Galois foi o de determinar cando unha ecuacién
polinémica é resoliibel por radicais. Inspirado pola demostracion de N. H. Abel da insolubilidade
das ecuacions de grao maior ou igual que cinco, descubriu que unha ecuacion alxébrica podese
resolver por radicais se, e s0 se, 0 seu grupo, é dicir, o grupo simétrico do conxunto das silas
raices, é resolibel . A obra de E. Galois non é s6 importante por facer do concepto abstracto de
grupo o centro da teoria de ecuacions, senon por conducir, a través dos descubrimentos doutros
matematicos dese século como J. W. R. Dedekind (1831-1916), L. Kronecker (1823-1891) e E.
Kummer (1810-1893), ao que poderiamos chamar o enfoque aritmético da alxebra.
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Estes estudos de ecuacions nunha variibel foron acompafiados dos de ecuacions en varias
variabeis, en particular sistemas de ecuacions lineares. Disto resultou a introducion dos con-
ceptos de matriz e de determinante. As matrices deron lugar co paso do tempo a unha teoria
independente, a alxebra de matrices, e o seu radio de aplicacion foi estendido mais alé do campo
dos sistemas de ecuacions lineares.

Tamén é importante salientar que a finais do século pasado, por influencia das ideas de F.
Klein (1849-1925) e pola obra de C. D. T. Runge (1856-1927), creouse unha rama da matematica
con métodos e caracteres propios, que tomou o nome de cilculo numeérico (con este nome a
Grande Encicopledia das Ciencias Matematicas de Leipzig dedicalle no seu primeiro tomo de
1898-1904 un artigo de case cento cincuenta pAxinas) e de matematica da aproximacion, o
nome sen dibida mais adecuado, pois diso se trata. Partindo do suposto de que en moitas
aplicacions practicas da matematica, o obxectivo final é un resultado numérico e que este por
esencia é aproximado na maior parte dos casos, ten sentido un corpo de doutrina e un campo
propio de investigacions que tende a crear e estudar os métodos numéricos, graficos e mecanicos
que permiten obter eses resultados dunha forma aproximada.

A partir de mediados do século XIX, os estudos alxébricos movéronse gradualmente desde
a teoria de ecuacidns ao ambito mais xeral das operacions alxébricas. Como vimos, os primeiros
intentos dun estudo axiomatico de operacions alxébricas datan da época de Euclides coa sia
teoria das relacions; agora ben, non é ata finais do século XIX cando se conseguen avances
significativos. Os progresos decisivos vifieron da man dunha anilise intensiva do concepto de
niimero e sobre todo da aparicion de operacions aritméticas entre obxectos totalmente distintos
aos numeros. Os primeiros exemplos podémolos atopar na composicion de formas cuadraticas
binarias de C. F. Gauss e na multiplicacién de permutacions debida a P. Ruffini e A. L. Cauchy.
Desde ese momento desenvilvense os estudos sobre os niimeros complexos, aparece a alxebra da
léxica de G. Boole (1815-1864), a alxebra exterior de H. Grassmann (1809-1877), os cuaternions
(cuaternios) de W. R. Hamilton (1805-1865) e a alxebra matricial de A. Cayley (1821-1895).
Ademais é nesta época cando M. C. Jordan (1838-1922) publica o seu maior tratado sobre
grupos de permutacions e E. H. Moore (1862-1932) e L. E. Dickson (1874-1954) a sia teoria
de corpos finitos. Tamén nestes anos aparece o concepto de alxebra de Lie, introducido por
M. S. Lie (1842-1899) e descuberto de forma independente por W. Killing (1847-1923). Doutra
banda, en 1878, G. F. Frobenius (1849-1918) demostrou que os cuaternions son a unica extension
asociativa posibel dos niimeros complexos con division. Este matematico tamén comprobou que
0s cuaternions son a 1inica extension non conmutativa posibel dos mimeros reais con division.

Estes estudos prepararon o camifio de transicion da alxebra do século XIX cara a un estado
moderno de desenvolvemento, o cal estd caracterizado pola combinacion de ideas, antes dispersas,
nunha base axiomatica comin e pola consideriabel extension dos seus campos de aplicacion. A
moderna vision da dlxebra, e da teoria xeral de operacions alxébricas, cristalizou na primeira
metade do século vinte baixo a influencia de D. Hilbert (1862-1943), E. Steinitz (1871-1928), E.
Artin (1893-1962), E. Noether (1882-1935), J. H. M. Wedderburn (1882-1948) e foi plenamente
establecida coa aparicion do libro de B. L. van der Waerden (1903-1996) Modern algebra en
1930.

O principal obxecto de interese para a dlxebra moderna son os conxuntos e as operacions
alxébricas definidas neles. Estes conxuntos dotados de operacions, cofiecidos de forma xenérica co
nome de alxebras, foron aparecendo co desenvolvemento das matemaéticas e as silas aplicacions.
Un dos tipos mais importantes de tales dlxebras, e por tanto dos que foi estudado dunha manei-
ra mais profunda, son os grupos. Un grupo é unha alxebra cunha operacién binaria asociativa,
un elemento unidade e onde todo elemento ten inverso. O concepto de grupo foi, historicamen-
te, o primeiro exemplo de Alxebra e de feito serviu, en moitos aspectos, como modelo para a
construcion da alxebra e das matematicas durante o século XIX.



1.1. EVOLUCION HISTORICA DA ALXEBRA 9

Os aneis e os corpos son outros tipos importantes de alxebras pero a diferenza dos grupos
en vez dunha operaciéon binaria débense considerar dias. Estas operacions son comunmente
chamadas adicion e multiplicacién. Un anel é un grupo abeliano para a operacion de adicion
que cumpre unhas leis distributivas da multiplicacién con respecto a adicion. Orixinalmente
s0 se estudaron os aneis con multiplicacion asociativa e de feito o requirimento de que esta
operacion sexa asociativa en moitos casos pasou a ser parte da definicion de anel. O estudo dos
aneis non asociativos é tamén nos nosos dias unha rama de gran importancia dentro da alxebra.
Doutra banda, un corpo é un anel asociativo onde o conxunto dos elementos distintos de cero
é grupo multiplicativo. Os corpos numéricos estaban implicitamente incluidos nos primeiros
estudos sobre ecuacions alxébricas. Asi mesmo, os aneis e corpos conmutativos son obxectos
fundamentais dentro da alxebra conmutativa e da xeometria alxébrica.

Outro tipo importante de alxebra con dilas operacions binarias é un reticulo. Exemplos
tipicos de reticulos son as partes dun conxunto coas operacions de interseccion e de union ou o
conxunto dos enteiros positivos tomando como operacions o minimo comun miiltiplo e 0 maximo
comun divisor. Tamén é importante resaltar que unha ilxebra de Boole é un tipo especial de
reticulo, de feito, é un reticulo distributivo e complementario.

Os espazos vectoriais e os modulos poden ser tratados como alxebras cunha operacion bina-
ria (adicion), con respecto 4 cal son grupos conmutativos, e cunha operacién de multiplicacion
por escalares que pertencen a un corpo no caso dos espazos vectoriais e a un anel no caso dos
modulos. Unha parte importante da dlxebra, que trataremos con mais detemento na seguinte
seccion, oclipase do estudo dos espazos lineares, dos mddulos, das siias transformacions lineares,
asi como dos problemas relacionados con eles. Esta parte da dlxebra recibe o nome de alxebra
linear e, como veremos, ten un dos seus puntos de orixe na teoria de ecuacions lineares e ao longo
do tempo deu lugar, entre outras ramas de interese, 4 teoria de matrices ou a xeneralizacions
como a alxebra multilinear.

Os estudos iniciais sobre a teoria xeral de alxebras arbitrarias (esta teoria foi denominada
alxebra universal e é unha das orixes da teoria de categorias) datan dos anos trinta e foron
levados a cabo por G. Birkhoff (1884-1944). Ao mesmo tempo A. I. Maltsev (1909-1967) e
A. Tarski (1901-1983) sentaron as bases da teoria de modelos, i.e., conxuntos cunhas relacions
determinadas entre eles. A union da teoria de alxebras universais e da teoria de modelos deu
lugar a unha nova disciplina intermedia entre a alxebra e a loxica matematica, chamada a teoria
de sistemas alxébricos.

Un grande nmiimero de disciplinas intermedias entre a dlxebra e outros campos das matemati-
cas foron creadas pola introducion de estruturas compatibeis coas operacions alxébricas definidas
nunha dlxebra. Como exemplos de tales casos podemos citar a dlxebra topoldxica (incluindo a
teoria de grupos topoloxicos e grupos de Lie), a teoria de aneis normados, a alxebra diferencial,
etc. A alxebra homoloxica, que se orixina grazas as influencias entre a alxebra e a topoloxia,
aparece nos anos cincuenta como unha disciplina totalmente definida e é un dos xermolos da
teoria de categorias.

O rol da dlxebra na matemaitica moderna é extremadamente importante e como conse-
cuencia existe unha tendencia bastante forte cara a unha alxebrizacion das matematicas. Neste
sentido paga a pena sinalar que un camino habitual para estudar obxectos matematicos pasa po-
la construcion de sistemas alxébricos que os modelicen, como ocorre, por exemplo, en topoloxia
ao asignar de forma canodnica a cada espazo topoloxico unhas series infinitas de homoloxia de
grupos que permiten avaliar dunha forma moi precisa as propiedades dos espazos. De feito, os
maiores descubrimentos en topoloxia foron alcanzados utilizando a alxebra como ferramenta. O
poderoso aparello de cdlculo formal alxébrico foi empregado tamén en campos tan dispares das
matematicas como a teoria de mimeros, a analise funcional, a teoria de ecuacions diferenciais,
en xeometria (por exemplo, en teoria de invariantes, xeometria proxectiva, dlxebra tensorial,
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etc...), en fisica (a teoria de representacion de grupos finitos e alxebras de Hopf é fundamen-
tal na mecanica cuantica, os grupos discretos xogan un importante lugar na cristalografia), en
cibernética (teoria de automatas), en economia (desigualdades lineares) e noutras disciplinas.

1.2. Ecuaciéns lineares

A alxebra linear naceu para satisfacer as necesidades dos calculadores practicos. De feito, a
regra de tres e a regra de falsa posicién enunciadas de forma mais ou menos confusal!, desempenan
un importante papel en todos os manuais de aritmética practica, desde o Papiro Rhind dos
exipcios (foi comprado en 1858 polo anticuario escocés H. Rhind e desde 1865 atdpase depositado
no British Museum) ata os das nosas escolas primarias, pasando por Aryabhata, os arabes,
Fibonacci e a grande cantidade de tratados de calculo elaborados durante a Idade Media e o
Renacemento.

Na matematica grega antiga, tal como aparece recollido nos Elementos de Euclides, podemos
recofiecer dilas teorias abstractas de caricter linear: a das magnitudes e a dos enteiros. Nos
babilonios, atopamos métodos moito mais proximos a nosa alxebra elemental; sabian resolver
sistemas de ecuacions de primeiro grao.

O mais importante libro chinés da antigiiidade, o chamado Chiu Chang Suan Su, datado
a mediados do século segundo antes de Cristo, trata no seu capitulo oitavo da resolucion de
sistemas de ecuacions lineares e a siia xeneralizacion a sistemas con maior mimero de incognitas
segundo se expon na regra fan-chen?, sendo no proceso de transformacién da matriz do sistema
onde os matematicos chineses introduciron os niimeros negativos.

Durante moito tempo, con todo, os progresos tiveron lugar no ambito do cilculo alxébrico;
en efecto, para reducir un sistema linear a unha ecuacién do tipo ax = b é suficiente conecer as
regras, xa enunciadas por Diofanto, para pasar os termos dun lado a outro e combinar os termos
semellantes; e se se trata de varias incognitas, basta ademais saber eliminalas sucesivamente ata
que quede s6 unha. Tamén os tratados de dlxebra ata o século XVIII danse por satisfeitos, no
referente ao primeiro grao, unha vez que expuxeron estas regras.

G. Cramer

(Biblioteca de Xenebra/Wikimedia Commons)

O primeiro exemplo de calculo explicito da solucion dun sistema de ecuacions lineares con
n incognitas, onde os coeficientes son indeterminados, foi realizado por C. Maclaurin (1698-
1746) en 1748 para n = 2 e para n = 3. Dous anos mais tarde, aparecen dous traballos que
van xogar un papel fundamental no desenvolvemento do concepto de espazo vectorial e, por
extension, no da teoria da linearidade. O primeiro é o famoso tratado Introduction a l'analyse
des courbes algébrigues de G. Cramer (1704-1752), no cal se sentan as bases para a teoria de

YO procedemento de falsa posicién seguido polos exipcios, para resolver ecuaciéns do tipo z + az = b ou do
tipo & +az+ br = ¢, consistia no seguinte: daban en primeiro lugar como solucién un nimero ao azar, comparaban
o resultado co resultado que figuraba no enunciado do problema, axustaban a solucidn que lles daba coa correcta
mediante unha proporcion e finalmente obtifian a solucion correcta.

?Esta regra é en esencia o método de eliminacién gaussiana dos nosos dias.
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determinantes3. O segundo titiilase Sur unha contradiction apparente dans a doctrine deas lignes
courbes e foi escrito por L. Euler. Neste tiltimo traballo o autor analiza o paradoxo de G. Cramer,
xa identificado anteriormente por C. MacLaurin, para curvas alxébricas, sendo un dos primeiros
en tratar a cuestion de dependencia de ecuacions lineares. Cando L. Euler estuda o caso n = 4
podense recofiecer argumentos nos cales se utiliza unha intuicién empirica da nocién de rango.
A partir do traballo de G. Cramer a teoria de determinantes converteuse nun dos campos
mais florecentes da actividade matematica, sendo despois de 1770 cando nos traballos de A. T.
Vandermonde (1735-1796) e P. S. Laplace (1749-1827) aparece a idea de definir os determinantes
de orde n por recorrencia sobre n (desenvolvemento por filas ou por columnas), asi como as sias
primeiras propiedades xerais: o ser funcions multilineares alternadas de filas e de columnas, e
a invariabilidade do determinante con respecto 4 transposicion Doutra banda, nunha memoria
presentada na Academia de Paris en 1764, e dunha maneira mais detallada no seu tratado
titulado Théorie générale des équations algébrigues, de 1779, E. Bézout (1730-1783) deu un
sistema de regras para resolver sistemas de ecuacions de n ecuacions lineares con n incognitas.

E. Bézout
(Wikimedia Commons)

A pesar de todo este desenvolvemento, as cuestions referentes 4 indeterminaciéns e sistemas
inconsistentes de ecuacions lineares foron descoidadas, xa que s6 é posibel tratalas desde un
achegamento baseado nas nocions de dependencia e rango. O concepto de rango, cuxo proceso
de formacion podemos situalo entre 1840 e 1879, é un invariante que determina o tamano do
conxunto de solucions dun sistema de ecuacions lineares (minimo nimero de xeradores/maximo
numero de solucions independentes) e por dualidade o mimero de relacions de dependencia entre
as ecuacions (minimo nimero de ecuaciéns describindo o sistema de soluciéns /méaximo nimero
de ecuacions independentes).

Para crear o concepto de rango os matematicos tiveron que vencer variados obstaculos e
cambiar o seu punto de vista sobre certas nocidns. As orixes do concepto de rango estin moi
ligados ao de determinante e mais concretamente ao de menor, de feito, na primeira metade do
século XIX, era ben conecido o método de solucién de sistemas de ecuacions lineares consistente
en illar a parte correspondente a un menor distinto de cero e de orde maximal para utilizar
despois a regra de Cramer coas outras incognitas como parametros nos segundos membros.

En 1861 H. J. S. Smith (1826-1883) publicou un traballo titulado On systems of linear
indeterminates no que demostraba que a orde dun menor maximal distinto de cero estaba rela-
cionado co nimero maximal de solucions independentes. Isto non foi unha grande axuda para
describir mellor o conxunto de solucions, pero a sia importancia radica en que a aproximacion
aos sistemas de ecuaciéns lineares faise por primeira vez desde un punto de vista tedrico e non
80 co interese de atopar camifios para resolvelos.

*E A. L. Cauchy quen en 1815 introduce o nome de determinante ademais de probar completamente as sias
propiedades fundamentais.
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E cos traballos de G. L. Frobenius cando o estudo da independencia de ecuacions se libera da
utilizacién dos determinantes. G. L. Frobenius tivo a idea orixinal de definir a independencia de
ecuacions e n-uplas sen o uso de determinantes e introduciu a nocién de sistema asociado. Dado
un sistema de n ecuacions lineares e p incognitas, cun menor maximal distinto de cero de orde r,
demostron que se poden atopar un niimero maximo de p — r solucions independentes. Dado un
destes conxuntos de solucions (unha base), construiu un sistema asociado co mesmo conxunto de
solucions do sistema inicial. O seu método utiliza resultados técnicos da teoria de determinantes,
pero moitos dos seus logros poden ser expresados sen o uso destes. Nunha publicacién do ano
1879, Uber homogene totale differentialgleichungen, é onde finalmente introduce o termo rango e
noutra de 1905, Zur theorie der linearen gleichungen, dia unha completa relacion dos resultados
referentes ao estudo tedrico dos sistemas de ecuacions lineares.

G. L. Frobenius
(Universidade de Hamburgo/Wikimedia Commons)

Outros resultados interesantes e complementarios foron os establecidos por A. Capelli (1855—
1910) entre 1886 e 1891. Este matematico italiano probou que un sistema de rango r é equivalente
a un sistema triangular de r ecuacions e entén deduciu que o rango por filas dunha matriz é igual
ao rango por columnas. Tamén se debe a matematicos da escola italiana o resultado que garante
que un sistema de ecuacions é consistente se o rango da matriz formada polos coeficientes é o
mesmo que o rango da matriz ampliada pola columna dos segundos membros.

O cofiecido como Teorema de Rouché-Frobenius enunciouse nesta época e é un dos grandes
fitos da historia da dlxebra linear xa que permite calcular o mimero de solucions dun sistema de
ecuacions lineares en funcién do rango da matriz de coeficientes e do rango da matriz ampliada.
E. Rouché (1832-1910) foi un matematico francés, cofiecido, sobre todo, por este teorema e
polo seu teorema sobre funciéns holomorfas publicado en 1862. O Teorema de Rouché-Frobenius
apareceu, primeiro, nun artigo de dias paxinas en 1875 Sur a discussion deas equations du
premier degré e despois, en 1890, foi publicada unha version mais completa no Journal de
l'Ecole Polytechnique. Posteriormente G. Fontené (1848-1923) e outros reclamaron a autoria da
demostracién. E por isto que o teorema se cofiece como Teorema de Rouché-Fontené (isto ultimo
en Francia) ou como Teorema de Kronecker-Capelli.

Por tanto, podemos concluir que o estudo dos sistemas de ecuacions lineares e dos determi-
nantes foi o contexto no cal apareceron por primeira vez conceptos como dependencia, rango,
dualidade, que mais adiante xogaran un papel fundamental na moderna teoria dos espazos vec-
toriais.

Entre 1750 e os comezos do século XX, os determinantes foron omnipresentes en todos os
problemas de tipo linear (excepto nalgins traballos relacionados coa xeometria que trataremos
mais adiante). Este feito ten unha influencia na natureza dos conceptos xa que, ainda que a
nocion de rango aparece asociada 4 de dimensién na moderna teoria axiomatica dos espazos
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vectoriais, non debemos esquecer que adquiriu o seu sentido durante case dous séculos nos que
tivo aos determinantes como soporte.

1.3. Vectores e xeometria

A relacion entre a teoria de espazos vectoriais e a xeometria parece non xerar dubidas
para moitas persoas por varios feitos como, por exemplo, o uso da representacion xeométrica
para ilustrar ideas vectoriais. A vella representacion xeométrica da suma de vectores, chamada
paralelogramo de velocidades, non foi suficiente para a creacion do concepto de segmento dirixido
ou vector?. Na antigiiidade a linearidade en xeometria referiuse 4 lifia recta, que é unha das
figuras basicas. Pero, seguindo con este tipo de argumentacion, tamén é claro que o circulo
é basico.

O método analitico introducido independentemente por R. Descartes no seu Géométrie
(1637) e por P. de Fermat (1601-1665) en Ad locos planos et solidos isagoge (1643) organizou
a xeometria dun xeito diferente seguindo novos criterios e ideas. As rectas corresponderanse
coas ecuacions de primeiro grao e ocuparan o primeiro nivel. As ecuacions de segundo grao
representaran as conicas. O cambio de coordenadas, 1itil para a anilise de invariantes de curvas,
deu lugar a un marco para o estudo das transformacions lineares. Por tanto, co uso dos métodos
analiticos en xeometria, a linearidade converteuse no punto de partida en moitos problemas
relevantes dentro da matemaética da época ®.

En 1679, nunha carta a C. Huygens (1629-1695), G. W. Leibniz critica o método analitico e
tenta, de forma infrutuosa, crear unha anilise xeométrica intrinseca. G. W. Leibniz consideraba
que era dificil o estudo de propiedades xeométricas utilizando calculos alxébricos, xa que segundo
el os nmimeros non expresaban conceptos como situacion, angulo ou direcciéon. Esta corrente
critica tivo moitos simpatizantes, de feito, ata comezos do século XIX, a investigacién orientada
a conseguir unha anilise xeométrica intrinseca foi un campo no que traballaron numerosos
matematicos. Agora ben, as criticas de G. W. Leibniz acharon unha resposta na representacion
xeométrica dos niimeros complexos. Esta resposta pode definirse como indirecta, xa que o estudo
da representacion xeométrica dos mimeros complexos estivo fundamentalmente motivada polo
intento de lexitimar o seu uso ante aqueles que os consideraban inadecuados para a realidade
matematica. O estudo da representacion xeométrica dos niimeros complexos foi iniciado por J.
Wallis® en 1693 e continuada ao longo do tempo por diversos matematicos como K. Wessel en
1799, J. R. Argand en 1806 e C. V. Mourey (1791-1830) en 1828. Con todo s0 cos traballos de
C. F. Gauss, aproximadamente en 1831, e os de A. L. Cauchy en 1848, estas teorias alcanzan o
seu grao de madurez e a aceptacion pola comunidade matematica. Os mimeros complexos deron
lugar a un modelo para a andlise da xeometria bidimensional. Nalgiins dos traballos citados
anteriormente (especialmente os de Wessel) tentouse xeneralizar estas ideas a4 dimension tres,
pero sempre se topou coa dificultade do problema da multiplicacion.

Durante o mesmo periodo de tempo, A. F. Mébius (1790-1868) e G. Bellavitis (1803-1880),
deron a cofiecer dous modelos de analise xeométrica, validos tanto para a dimension tres como
para a dimension dous, que sentaron as bases para a xeometria vectorial.

A. F. Mobius foi un dos primeiros en falar da nociéon de segmento orientado. En 1818, no
primeiro capitulo do seu Barycentrische calcul, foron concibidos os principios do mesmo, desig-
nando o segmento unindo os puntos A e B por AB e establecendo a suma de segmentos colineares
de forma que se chega a conclusion de que AB = —BA. Desde un punto de vista mais moderno,
podese afirmar que a teoria de A. F. Mobius é unha alxebra de puntos e non unha estrutura

*0 nome de vector foi establecido por W. R. Hamilton en 1845, quen o utiliza para distinguir o que el chama
a parte vector da parte escalar dun cuaternion.

*Por exemplo o traballo de G. Cramer Introduction d Uanalyse des courbes algébrigues citado na seccién
anterjor.

SEste autor foi incapaz de ilustrar a multiplicacién de niimeros complexos.
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alxébrica con todos os seus detalles. Con todo, as siias aplicacions son convincentes, numerosas e
tiveron unha grande influencia en traballos de matemsiticos posteriores. Baste citar por exemplo
que serviu de inspiracién para que K. G. C. Von Staudt (1798-1867) inventase as coordenadas
proxectivas. Finalmente, en 1862 A. F. Mobius escribiu Uber geometrische addition und mul-
tiplication. Neste traballo, publicado en 1867, definiu a suma de segmentos non colineares, a
multiplicacién por un niimero de segmentos e dous tipos de produtos entre segmentos.

Grazas aos seus traballos, A. F. Mobius gozou do recofiecemento de matematicos da sia
época como C. F. Gauss, A. L. Cauchy, H. Grassmann, C. G. K. Jacobi (1804-1851) e P. E.
G. Dirichlet (1805-1859). A sia contribucién fundamental consistiu na creacién dun método
prictico e eficiente para resolver problemas xeométricos que s6 ten o defecto de estar baseado na
percepecion intuitiva do espazo, o que dalgunha forma invalida a siia xeneralizacion a un concepto
mais amplo de espazo de vectores.

A. F. Mébius
(Adolf Neumann/Wikimedia Commons)

@G. Bellavitis pode ser considerado o primeiro matematico en definir, en 1833, a suma de
vectores no espazo no seu Calcolo delle equipollence. A siia representacion foi orixinal por dous
aspectos: os obxectos cos que traballa son puramente entidades xeométricas (non como os niime-
ros complexos) e a primeira parte do seu calculo pode ser aplicado en xeometria espacial. Con
todo, G. Bellavitis, como moitos outros, fallou ao tratar de xeneralizar o produto de vectores no
espazo. Esta xeneralizacion foi unha das principais contribuciéns de W. R. Hamilton.

W. R. Hamilton (Wikimedia Commons)
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O matematico irlandés W. R. Hamilton levaba moito tempo interesado na xeneralizacion
4 dimension tres da representacion xeométrica dos niimeros complexos, cando finalmente des-
cubriu os cuaternions en 1843. Como os seus predecesores, e dunha forma natural, considerou
ternas para as cales definiu unha suma e un produto que cumprian unhas propiedades equiva-
lentes as modernas de corpo. Despois de varios intentos, todos eles errados, W. R. Hamilton,
ao darse conta, no famoso paseo pola ponte de Brongham, de que a multiplicacion de dous vec-
tores en dimension dous estaba baseada nas sias lonxitudes e no angulo que forman, cambiou
o seu punto de partida e tivo en conta estes factores, o que lle permitiu construir o corpo dos
cuaternions. En 1848 W. R. Hamilton conseguiu por fin publicar os seus descubrimentos. Os
cuaternions H = R ¢ Hy, onde Hy = Ri + Rj + Rk é o subespazo dos cuaterniéns imaxinarios
puros, son niimeros alxébricos que tefien representacion xeométrica no espazo. A multiplicacion,
que non é conmutativa, representa ao mesmo tempo o produto escalar e o produto vectorial
mediante a formula

U-v=—uev+uxuv,

onde u,v € Hy e », x denotan respectivamente o produto escalar e vectorial en B3,

O cambio introducido na alxebra polos cuaterniéns tivo unha forte influencia na emerxente
alxebra linear. De feito, a posibilidade de dar unha interpretacion xeométrica de resultados
alxébricos supuxo un camifio de enriquecemento para esta, xa que lle deu un fondo intuitivo
e unha maior consistencia. O uso de termos xeométricos na teoria xeral de espazos vectoriais
é unha proba das fondas relaciéns que existen entre a xeometria e a alxebra linear.

1.4. Alxebra e xeometria

Os intentos descritos nas seccions anteriores para crear unha anilise xeométrica intrinseca
poden ser vistos tanto como un desexo de liberar 4 xeometria dunha invasién externa por
parte da aritmética como a vontade de introducir algiins aspectos da Alxebra na xeometria.
En calquera caso, é claro que despois do descubrimento do método analitico chegaron novos
tempos e marcouse unha nova relacion entre a alxebra e a xeometria. O uso do método analitico
en xeometria deu lugar 4 creacion de moitas das ferramentas da dlxebra de matrices grazas
ao estudo das substitucions lineares (transformacions lineares nunha linguaxe mais moderna).
Moitos dos problemas de xeometria analitica conducen 4 utilizacion de cambios de coordenadas
e, por tanto, ao transformacions lineares. E mais, as transformacions lineares aparecen noutros
campos como a aritmética ou a solucion de sistemas de ecuacions diferenciais.

En 1770 L. Euler, no seu traballo Problema algebricum ob affectiones prorsus singulares
memorabile, trata cuestions que poden ser interpretadas en termos de transformacions lineares
ortogonais. Entre 1773 e 1775 J. L. Lagrange tamén analiza o efecto de transformacions de tipo
linear en formas cuadraticas de dias varidbeis a raiz do estudo das propiedades dos miimeros
que son suma de cadrados. Sobre 1798, C. F. Gauss na obra Disquisitiones arithmeticae trata
a mesma cuestién en dias e tres varidbeis. E de resaltar que este dltimo autor introduce unha
notacion similar a unha matriz para caracterizar unha transformacion linear e establece a formula
para a composicion de dias transformacions lineares.

De todos os xeitos o concepto de matriz non aparece claramente separado do concepto de
determinante ata mediados do século XIX. En 1853, W. R. Hamilton introdiiceo mais claramente
nos seus Lectures on quaternions tendo a partir deste punto un rapido desenvolvemento. Desde
esta perspectiva, a escola inglesa, cuxas mais representativas figuras do momento son A. Cayley
e J. J. Sylvester (1814-1897), é un dos centros mais activos nesta materia. E de resaltar tamén
que se poden atopar ideas similares en Alemarfia. De feito, un dos primeiros intentos de dar
unha lista sistematica das propiedades das matrices é debido a G. M. Eisenstein (1823-1852).
Nos traballos deste autor resiltase a non conmutatividade do produto de matrices utilizandose
tamén unha tinica letra para referirse a unha matriz e para describir as operacions entre elas.
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O estudo das operacions entre matrices (cadradas ou rectangulares) ten como fundamental
punto de partida a publicacion en 1858 do famoso traballo de A. Cayley Memoir on the theory of
matrices, no cal o autor reuniu, de forma detallada e organizada, todos os resultados descubertos
nas dias décadas precedentes.

A mediados o século XIX prodiicese outro dos feitos importantes para o desenvolvemento
da teoria da linearidade. Tamén obra de A. Cayley, consistiu en dar os primeiros pasos para a
superacion do espazo de tres dimensions. No seu traballo Sur quelques résultats de géométrie de
position, publicado en 1846, demostra como se poden obter resultados na xeometria tridimen-
sional utilizando un espazo de mais de tres dimensions.

A. Cayley
(Herbert Beraud/Wikimedia Commons)

Doutra banda, o desenvolvemento das matematicas no século XIX facilita e xustifica o uso
de espazos de mais de tres dimensions. Neste sentido, dous tipos de eventos son fundamentais.
En primeiro lugar as discusions para fundamentar a xeometria, xa que o descubrimento da
xeometria non euclidiana e o desenvolvemento da xeometria proxectiva modificaron o campo
tradicional da investigacion xeométrica. En segundo lugar, o descubrimento dos cuaternions por
W. R. Hamilton acabou co principio de formas equivalentes de G. Peacock (1791-1858), o cal
establecia que a alxebra debe de ter s6 as leis aritméticas como fundamento. Isto abriu o camifio
para realizar descubrimentos de novos tipos de operacions alxébricas, dando como resultado que
nos nosos dias o desenvolvemento desta rama das matematicas é independente da aritmética.

Na segunda metade do século XIX a alxebra linear ainda non existia como un campo uni-
ficado, pero a xeometria de n dimensions estaba desenvolvida tomando como bases a xeometria
analitica e a teoria de determinantes e matrices. De feito, o estudo das formas cuadraticas, ini-
ciado por J. L. Lagrange e C. F. Gauss, converteuse nun dos eidos da actividade de numerosos
investigadores.

1.5. A orixe da axiomatizacién da dlxebra linear

En 1844, H. Grassmann publicou a primeira version da sua Lineale ausdehnunslhre (literal-
mente teoria linear da extension). Este traballo foi un dos mais brillantes e interesantes do seu
tempo e ainda en tempos recentes foi a fonte de inspiracién para teorias como a alxebra exterior
de E. Cartan (1869-1951) ou o céileulo exterior de G. C. Rota (1932-1999).

A teoria de H. Grassmann contén as bases para unificar a teoria da linearidade e introduce
con grande orixinalidade e xeneralidade conceptos tales como dependencia, base e dimension.
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Ademais, entre outros resultados, podemos atopar o teorema de cambio e unha elegante demos-
traciéon dunha formula, cofiecida como Fdrmula de Grassmann na sia honra, que, utilizando
unha linguaxe actual, liga a dimension da suma e a interseccion de subespazos do xeito seguinte:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

En moitos puntos a teoria de H. Grassmann adiantouse ao seu tempo dun xeito singular.
Cada un dos seus resultados correspondese a conceptos e teorias modernas, contribuindo a crea-
cion de moitas delas. Para a teoria de espazos vectoriais as ideas deste matematico prusiano
xogaron un papel fundamental no camifo da sia axiomatizacién, de feito a primeira definicion
proxima a de espazo vectorial debida a G. Peano (1858-1932) est4 inspirada na lectura dos
traballos de H. Grassmann.

En 1888, G. Peano publicou unha version condensada das sias lecturas sobre os traballos de
H. Grassmann titulada Calcolo geometrico. Neste tratado introduce a definicion de sistema linear,
que é a primeira definicion axiomatica de espazo vectorial realmente proxima a que cofiecemos
nos nosos dias. Ainda que os axiomas de G. Peano son moi similares 4s propiedades fundamentais
enunciadas por H. Grassmann, a principal contribucion deste matematico italiano é enunciar as
propiedades dunha operacion para definir unha estrutura, mentres que H. Grassmann tenas que
deducir da definicién das operacions nas coordenadas.

H. Grassmann

(Wikimedia Commons)

Despois de G. Peano, xa no século XX, son de destacar as contribucions de C. C. H. Weyl
(1885-1955) e J. W. R. Dedekind. A pesar de que nos traballos destes ultimos xa atopamos un
achegamento moi xeral 4s estruturas lineares”, é con E. Steinitz (1871-1928) cando se d4 un
paso decisivo no estudo e axiomatizacion das estruturas lineares.

En 1910, E. Steinitz publicou Algebraische theorie der kirper, que marcou un fito relevante
na historia da alxebra linear moderna ademais de ser unha referencia fundamental durante case
un cuarto de século. Neste traballo, E. Steinitz introduce unha definicion precisa de dependencia
linear sobre un corpo K, e define unha extension finita de orde n da seguinte maneira:

Sexa K un subcorpo de L. Dise que L € finito de orde n con respecto a K, se existen n
elementos de L linearmente independentes sobre K, mentres que calquera outro sistema
de mais de n elementos de L € linearmente dependente sobre K.

Esta definicion é idéntica 4 dada por G. Peano para o niimero de dimensions dun espazo
linear. Ainda que na obra de E. Steinitz non atopamos referencias explicitas aos traballos de
J. W. R. Dedekind, é importante resaltar que existe unha proximidade moi grande entre o
pensamento de ambos cientificos.

"No caso de J. W. R. Dedekind este prodiicese a partir do estudo das extensiéns de corpos.
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E. Steinitz probou tamén resultados que traducidos ao contexto linear dan o teorema sobre
a posibilidade de completar un sistema independente a unha base, a invariabilidade do niimero
de elementos nas bases dun espazo linear e propiedades da dimension dun subespazo dun espazo
linear de dimension finita.

1.6. Ecuacidéns diferenciais e andlise funcional

E ben cofiecido que as ecuaciéns diferenciais foron un importante punto de interese no mundo
das matematicas desde o século XVIII. De feito, o seu estudo deu lugar 4 anilise funcional nos
comezos do século XX. E mais, o estudo das ecuacions diferenciais lineares xogou un importante
papel na teorizacién da nocién de linearidade xa que aportou contextos mais amplos de dimension
non finita nos que esta apareceu dun xeito natural.

A mediados do século XVIII, J. L. D’Alembert, J. L. Lagrange e L. Euler xa conecian
que a solucion xeral dun sistema linear de ecuacions diferenciais homoxéneas de orde n podese
expresar como combinacion linear dun conxunto de n soluciéns fundamentais. Por suposto,
isto non se expresaba nestes termos modernos e tampouco se tifia unha demostracion rigorosa.
De feito, a solucion era considerada como series de potencias na contorna de cada punto, e
as suas derivadas obtifianse derivando cada termo das series. Enton, sumando termo a termo
obtense unha ecuacion linear recorrente que determina os coeficientes das series como funciéns
das n primeiras. Nese mesmo tempo, tamén era cofiecido que a solucién xeral dunha ecuacion
diferencial podiase obter como a suma dunha solucion particular e a solucién xeral da ecuacion
homoxénea. En 1777, J. L. Lagrange presentou o método de variacion de constantes para atopar
solucions particulares de ecuacions diferenciais, ainda que non é ata a chegada de A. L. Cauchy,
cando todas estas nocions quedan claras e, a0 mesmo tempo, obtéfiense demostracions rigorosas.

O desenvolvemento do estudo das ecuacions diferenciais e as ecuacions diferenciais en deri-
vadas parciais expuxo sofisticadas e complexas cuestions relacionadas coa linearidade. De feito,
algiins dos conceptos esenciais da alxebra linear naceron de problemas deste tipo. Xa en 1770,
J. L. Lagrange introduce un método chamado do operador adxunto no que se pode reconecer a
nocion de dualidade. Asi mesmo, o concepto de valor propio ou autovalor aparece co desenvol-
vemento dos sistemas de ecuacions diferenciais homoxéneas con coeficientes constantes.

En 1762, J. L. Lagrange, examinando os pequenos movementos dun sistema de n parametros
nas proximidades da posicién de equilibrio, chega a un sistema de ecuacions diferenciais da forma:

n

:r;-r Zzﬂjkl‘k 1<j<n
k=1

onde os ajr son constantes. Entén seguindo o sistema dado por L. Euler para as ecuaciéns
escalares de orde calquera, unha solucién da forma z;(t) = y;je”, onde os y; son constantes a
determinar e p un numero complexo, conduce ao sistema linear

n

PPu;=> apye 1<j<n
k=1

onde, como vemos, p? debe de ser, utilizando a terminoloxia moderna, un autovalor da matriz
(ajx). En 1774, atépase un sistema andlogo, na teoria das desigualdades seculares dos planetas
e P. S. Laplace, en 1784, estuda tamén este tipo de cuestions. Nestes problemas, as partes
imaxinarias dos expofientes p aparecen como as frecuencias dos fenomenos estudados. Ainda que
a idea xeral de valor propio dun operador non aparecera en anilise ata a chegada da teoria de
Sturm-Liouville, D. Bernoulli (1700-1782) xa a inttie cando chega 4 ecuacion da corda vibrante,
como un paso finito a partir do movemento dun mimero finito de masas repartidas pola corda
en intervalos equidistantes.
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Doutra banda, na década dos anos trinta do século pasado, matematicos da escola soviética
desenvolveron con éxito a teoria de funcions de matrices, sendo os primeiros en aplicala a in-
vestigacion de sistemas de ecuacions diferenciais lineares. Os seus resultados atopanse entre as
realizacions mais brillantes dos tultimos cincuenta anos. Dentro da teoria de funcions de matri-
ces, unha das propiedades importantes é a que garante que toda matriz cadrada satisfai a sia
ecuacion caracteristica. Este resultado tivo a sia orixe no estudo dos cuaternions e cofiécese
como o Teorema de Cayley-Hamilton.

J-B. J. Fourier, para resolver ecuacions diferenciais empregando series de potencias, foi un
dos pioneiros en estudar sistemas lineares infinitos na siia obra Théorie analytique da chaleur
publicada en 1822. Un dos primeiros textos en presentar resultados consistentes sobre o tema foi
publicado en 1886 e débese a H. Poincaré (1854-1912). Despois do traballo de H. Poincaré, moitos
matematicos como D. Hilbert, F. Riesz (1880-1956), J. Hadamard (1865-1963) e R. M. Fréchet
(1878-1973) estudaron sistemas infinitos de ecuacions lineares. De todos os xeitos os métodos
de aproximacion a estes problemas eran excesivamente técnicos e dificiles de manipular. Por
exemplo, en 1909 O. Toeplitz (1881-1940) probou certos teoremas sen o uso de determinantes,
pero cun sofisticado método de eliminacién, para obter sistemas triangulares equivalentes. Por
este motivo, produciuse un gradual cambio de orientacion ata chegar aos espazos vectoriais de
funcions. Un dos pasos mais decisivos neste sentido foi dado por F. Riesz, nun traballo publicado
en 1916. Neste traballo ddse a definicion de norma dun subespazo vectorial pechado de funcions.
En 1921, E. Helly (1884-1943) considera un espazo vectorial xeral normado marcando un novo
avance no camino cara a axiomatizacion da analise funcional. Finalmente, a etapa decisiva neste
proceso é obra de S. Banach (1892-1945) e H. Hahn (1879-1934). A estrutura basica utilizada por
S. Banach recibe ainda hoxe o nome de Espazo de Banach (isto é, un espazo vectorial normado
completo). En 1932 S. Banach publicou a obra Théorie des opérateurs linéaires onde aparecen
gran parte dos teoremas fundamentais da andlise funcional e da Alxebra linear de dimension
infinita. Este tratado tivo unha enorme popularidade e abrin unha nova era nestes dous campos
das matematicas.

1.7. Mdédulos e dlxebras sobre un corpo

O termo mddulo asi como o de ideal, ainda que non co seu significado moderno, aparecen
por primeira vez nun traballo de J. W. R. Dedekind publicado en 1871 sobre a teoria alxébrica
de niimeros. Coa palabra modulo J. W. R. Dedekind designou aos subconxuntos de niimeros
complexos pechados para a adicién e a subtraccién®.

Nos traballos deste autor, atépanse tamén os primeiros intentos de relacion entre as formas
lineares e a teoria de nimeros. De feito, J. W. R. Dedekind centrou a sila atencion nos corpos €2
de enteiros alxébricos que tefien unha base, isto é, tales que consisten en todas as combinacions
lineares de n elementos independentes con coeficientes racionais. Como vemos, desde o punto de
vista moderno, {2 non é mdis que un espazo vectorial de dimension n sobre os racionais. A nocion
de modulo finitamente xerado tamén foi introducida por J. W. R. Dedekind para referirse as
combinacions lineares dun mimero finito de elementos alxébricos con coeficientes enteiros, ou o
que é o mesmo, na terminoloxia dos nosos dias, un Z-médulo finitamente xerado. E de resaltar
que na obra de J. W. R. Dedekind aparece un concepto restrinxido de anel, chamado Ordnung,
consistente nun modulo contendo ao elemento neutro e pechado para a multiplicacion.

As contribucions de J. W. R. Dedekind non s6 se restrinxiron a teoria alxébrica de niimeros.
En 1882, publicou un artigo con H. Weber (1842-1913) onde se utilizaban conceptos similares
aos anteriormente citados no contexto de funcions alxébricas de variabel complexa co obxecto
de sentar unhas bases solidas para a teoria de Riemann. Neste traballo, J. W. R. Dedekind

#J. W. R. Dedekind utilizon a notacién a = b(Mod M) para designar que a—b € M, inspirado pola empregada
por C. F. Gauss na obra Disquisisitiones arithmeticae para representar a congruencia en Z, a = b(mod m). De
ail € de onde provén o termo moédulo.
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e H. Weber estenden o temperin concepto de mddulo. Un moddulo de funcidns é para eles
un subconxunto pechado para a adicion, a subtraccién e para a multiplicacion por calquera
polinomio complexo (hoxe en dia falariamos dun médulo sobre o anel dos polinomios C[z]).

Unha década despois, no contexto da teoria de Galois, H. Weber unificou as nociéns de
corpo existentes, (por exemplo, corpo de niimeros alxébricos, corpo de funcions alxébricas, corpo
finito) introducindo o concepto abstracto e moderno de corpo. Este concepto, en contraste cos
corpos utilizados por J. W. R. Dedekind, non tifia sempre caracteristica cero. En 1910, os corpos
abstractos de H. Weber foron analizados en profundidade por E. Steinitz, quen, como sabemos,
no curso do seu traballo utilizou a idea de independencia linear. De feito, E. Steinitz comezou
chamando a un elemento z transcendente sobre un corpo F si 1, z, 22,... eran linearmente
independentes sobre F; en caso contrario, o elemento era chamado alxébrico sobre F.

Mentres tanto, a nocién de mdédulo de Dedekind foi utilizada por D. Hilbert en 1897 nun
traballo sobre a teoria de niimeros alxébricos para a Deutsche Mathematiker- Verinigung. Neste
traballo, utilizou o termo Zahlring ou Ring para denotar os Ordnung de J. W. R. Dedekind.
Nestas estruturas, D. Hilbert puxo a énfase no paralelismo creado pola clausura: un corpo de
nimeros alxébricos F era pechado para a adicién, subtraccion, multiplicacion e division; un anel
era un conxunto de enteiros alxébricos de F pechado para a adicién, subtraccién e multiplicacion
e un modulo era un conxunto pechado para a adicion e subtraccion. Un ideal era algo intermedio,
pechado para a adicién, subtraccion e para a multiplicacion por escalares de F.

En 1914, A. A. H. Fraenkel (1891-1965), estimulado polas ideas de D. Hilbert, asi como
polos sistemas de nimeros hipercomplexos e os aneis de matrices, definiu un concepto abstracto
de anel moi préximo ao que cofiecemos hoxe en dia, de feito s6 difire deste en que ten condiciéns
especiais que concirnen aos divisores de cero. A. A. H. Fraenkel, demostrou como os aneis non
s0 xogan un papel importante na teoria de niimeros sendén que tamén o tefien noutros campos
das matematicas.

Os modernos conceptos de anel, ideal e médulo sobre un anel aparecen por primeira vez nun
traballo publicado por E. Noether en 1921 e titulado Idealtheorie in ring-bereichen. A definicion
orixinal de médulo dada por esta autora consideraba un par (X,7T), onde ¥ era un anel e T" era
0 que nos coniecemos hoxe en dia por un ¥-moédulo. Un médulo en (X, T) quedaba definido como
un subconxunto de T pechado para a subtraccion asi como para a multiplicacion pola esquerda
para escalares de ¥. Mais adiante, nos traballos publicados despois dos anos vinte, E. Noether
puxo mais a énfase na teoria de ideais que na de mddulos, desenvolvendo a teoria de aneis
non conmutativos e ademais reformulou a definicion de dlxebra sobre un corpo incorporando os
conceptos de anel e de médulo.

A nocion de alxebra sobre un corpo ten as silas orixes nas dlxebras lineares asociativas
ou sistemas de nimeros hipercomplexos utilizados por W. R. Hamilton e Ch. S. Peirce (1839—
1914). Esta nocion contemporanea difire das mais antigas en varios aspectos. Durante o século
XIX, tales alxebras eran consideradas sobre os reais ou os complexos, no canto de sobre un
corpo arbitrario, e sempre se traballaba en espazos de dimension finita. A nocién moderna foi
establecida en termos de espazos vectoriais e aneis. MAis especificamente, A é unha alxebra sobre
un corpo F se A é un espazo vectorial sobre F e un anel con unidade onde a adicion de vectores
e a multiplicacién por escalares coincide coas correspondentes operacions do anel.

L. E. Dickson (1874-1939), en 1903, foi o primeiro en propofier un concepto de alxebra
sobre un corpo arbitrario, ainda que sempre dentro do caso de dimensién finita, que modificado
seria estendido 4 dimensién infinita por J. H. M. Wedderburn en 1924. L. E. Dickson deu ao
longo da sia vida varias definicions de alxebras sobre un corpo, ainda que a mdis proxima
4 que conecemos actualmente aparece nun libro que publicou en 1923. Unha alxebra A sobre un
corpo F era definida como un sistema con dias operaciéns sobre A, adicion e multiplicacion, e
unha terceira operacion de IF sobre A; isto é, a multiplicacién por escalares. A multiplicacion, a
adicién e a multiplicacion por escalares suponianse asociativas e as dilas 1ltimas conmutativas.
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A multiplicacién por escalares debia ser ademais distributiva con respecto 4 adicion de A e F.
O requisito final é que A debia de ser finita. E de resaltar que nesta definicién, ainda que non
existe mencion algunha dos conceptos de anel, modulo e vector, a multiplicacion de matrices
xoga un importante papel.

E. Noether

(Wikimedia Commons)

A definicion actual de dlxebra sobre un corpo débese a E. Noether e aparece nun traballo
desta antora publicado en 1929. Neste traballo, establécense as relacions entre a teoria de grupos
e a teoria de modulos sobre un anel, sendo tamén importante por mor de que nel faise mencion
a unhas conexiéns atopadas por B. L. Van der Waerden (1903-1996) entre as transformacions
lineares de modulos e as matrices. De feito para B. L. Van der Waerden unha transformacion
linear é un homomorfismo de dous moédulos de formas lineares, unha matriz é unha expresion (a
representacion) dese homomorfismo unha vez feita unha eleccion de bases. Esta é a conexién mo-
derna esencial entre as nocioéns de transformacion linear, matriz e moédulo (ou espazo vectorial).
Dous anos despois B. L. Van der Waerden publicaria un libro onde expuxo todas estas relacions
a un publico mais amplo sendo este o comezo do que cofiecemos como alxebra moderna.

1.8. A dlxebra moderna

Como vimos J. W. R. Dedekind deu as primeiras definicions de tipo axiomatico de anel,
ideal, corpo e modulo. H. Weber, na siia obra Lehrbueh der algebra, publicada en 1894, deu a
primeira definicion axiomatica de grupo. No primeiros trinta anos do século XX, atopamos varios
matematicos, especialmente en Alemana, que coas silas investigacions sobre teoria de grupos e
extensions de corpos sentarian as bases do que hoxe conecemos como alxebra linear.

En 1930, B. L. Van der Waerden publicou o primeiro volume da primeira edicion da sia
obra Moderne algebra; o volume segundo foi publicado ao ano seguinte. Nesta primeira edicion,
a alxebra linear aparece centrada fundamentalmente sobre a estrutura de modulo, ainda que
0s primeiros conceptos e resultados tales como combinacions lineares, dependencia, bases e di-
mension son, de feito, establecidos nun capitulo previo sobre extensions de corpos. Este autor
define os modulos como grupos abelianos aditivos cun dominio de operadores, que forman un
anel, satisfacendo determinados axiomas. Para un anel R con unidade, os modulos, cumprindo
que lx = z, para todo z, son chamados unitarios. Os modulos unitarios finitamente xerados
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tefien unha importancia especial, denominandose como maddulos de formas lineares sobre o anel
R. Deméstrase tamén que en tales modulos os elementos poden ser tomados como n-uplas, que
seran chamados vectores.

Ainda que o termo alxebra linear xa fora utilizado por H. Weyl, é no libro xa mencionado
de B. L. Van der Waerden onde aparece asociado por primeira vez coa teoria de modulos sobre
un anel e os seus homomorfismos, isto €, as transformacions lineares entre eles. Neste contexto,
as matrices aparecen como representacions de tales homomorfismos cando se fixan unhas bases

determinadas.

B. L. Van der Waerden
(ETH Ziirich/Wikimedia Commons)

En edicions posteriores, o lugar ocupado pola alxebra linear e os espazos vectoriais pasa
a ser central. O estudo dos sistemas de ecuacidns lineares é presentado como unha aplicacion
da teoria de espazos vectoriais e o papel dos determinantes queda considerabelmente reducido.
Rapidamente, esta forma de entender a alxebra linear cambiou a forma de achegamento a moitos
problemas xa que a teoria axiomatica permitin unificar os campos de dimension finita e infinita.

G. D. Birkhoff S. Mac Lane
(Wikimedia Commons) (Konrad Jacobs/Wikimedia Commons)
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En 1941, G. D. Birkhoff e S. Mac Lane (1909-2005) publicaron Survey of modern algebra,
e no ano 1942, aparece o libro de P. R. Halmos (1916-2006) titulado Finite-dimensional spaces.
Asi mesmo, en 1947, en Francia, o colectivo N. Bourbaki publicou o segundo capitulo do libro II
dos seus Eléments de mathématique baixo o titulo de Algébre linéaire. Estes tres libros tiveron
unha influencia longa e notabel na teoria axiomatica dos espazos vectoriais asi como no seu uso

e no seu ensino. B a partir de aqui, cando podemos afirmar que a dlxebra linear alcanza a sia
maioria de idade.






CAPITULO 2

Preliminares. N1limeros reais e complexos

2.1. Propiedades bésicas dos niimeros reais

O obxectivo deste capitulo é lembrar as propiedades basicas dos conxuntos de mimeros
que utilizaremos ao longo desta obra. Por tanto, centraremos a nosa atencién no conxunto dos
numeros reais, que denotaremos por [, e no conxunto dos niimeros complexos que denotaremos
por C. Tamén manexaremos outros conxuntos numeéricos como os niimeros naturais

N={1,2,3,.},
0s numeros enteiros
Z={0,+1,42, 43 ..}
e 0s numeros racionais
Q={g | p,a€Z, q#0}.
Para os anteriores conxuntos de niimeros temos os seguintes contidos.
NCZCQCRCC.
Os contidos previos son estritos xa que, por exemplo, o niimero —3 é enteiro e non é natural.

. 1, . . . ,
O nimero 3¢ racional pero non é enteiro, o nimero v/2 é un nimero real que non se pode

representar como cociente de dous niimeros enteiros e, finalmente, a unidade imaxinaria i é un
numero complexo que non é real xa que cumpre que

i =—1.

Todo niimero real admite unha representacion decimal. Se o niimero é racional, o decimal
correspondente é periddico; por exemplo,

105, 2035 X

2 3 495

onde a lina sobre os niimeros indica que a secuencia de dixitos se repite sucesivamente. Doutra

banda, se a representacion decimal non é periddica o niimero chamase irracional e o conxunto

destes mimeros denotarase por I. Por exemplo
V2 = 1,414213562373095 ...,

m = 3,141592653589793 ...,

son mimeros irracionais. Daquela, os niimeros reais son a union dos nimeros racionais e os
irracionais:

= 0,317, g = 1,285714

R=QUL
Para cada par de niimeros reais a e b existe un 1inico niimero real chamado suma de a e b,

denotado por a + b, e un 1inico mimero real chamado produto de a e b, denotado por a - b, tales
que se cumpren as seguintes propiedades:

l)a+b=b+aea-b=b-a,VabeR.

2)a+(b+ec)=(a+b)+cea-(b-c)=(a-b)-¢,Va,bcelR.

3Ya-(b+ec)=a-b+a-c,Va,bcecR.

4) Existen dous nuimeros reais 0 e 1 talesque 0 +a=ael-a=a, YacR.

25
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5) Para todo nimero real a existe un numero real —a, chamado o oposto de a, tal que
a+(—a)=0
6) Para todo nfimero real non nulo a existe un niimero real !, chamado o inverso de a, tal
-1 _
quea-a - =1.

A primeira das propiedades indica que a suma e o produto son operacions conmutativas, a
segunda propiedade afirma que suma e produto son asociativas e a terceira expresa o caracter
distributivo do produto respecto da suma. Na cuarta propiedade temos que o nimero 0 é o
elemento neutro da suma e que o mimero 1 o é do produto. Finalmente, a quinta e a sexta
propiedades indican que todo niimero ten oposto para a suma e que todo niimero real non nulo
ten inverso para o produto. Este inverso tamén dendtase por

No que segue, por comodidade, representaremos o produto de dous ntimeros reais a e b
como ab. Das propiedades anteriores dediicese de forma ficil que 0 e 1 son 1inicos e que para
todo a real non nulo —a e a~! tamén son tnicos. Obviamente —0 = 0.

Un conxunto con dias operacions satisfacendo as propiedades anteriores chamase corpo.
Por tanto, os mimeros reais son un corpo. Os niimeros racionais tamén o son se utilizamos como
operacions a suma e o produto de niimeros racionais. Os niimeros enteiros non o son xa que,
por exemplo, o nimero 2 non ten inverso para o produto de mimeros enteiros.

Os nimeros reais podense representar mediante puntos nunha recta. Nela elixese un punto
arbitrario O, que se chama orixe, e corresponde ao mimero real 0. Cada nimero positivo = re-
preséntase mediante o punto nesa recta que estd a unha distancia de = unidades cara 4 dereita
da orixe, e cada niimero negativo —x, represéntase mediante o punto que esta r unidades 4 es-
querda da orixe. Asi, cada niimero real represéntase como un punto da recta, e cada punto da

recta corresponde a un mimero real.
—r 0] T

Os numeros reais estan ordenados. Dise que a é menor ou igual que b e escribese a < b
se b — a é un nimero non negativo. Isto significa, xeometricamente, que se a é distinto de b, a
estd 4 esquerda de b na recta numeérica anterior. Cando a < b e a e b son distintos diremos que
a € menor que b e representarémolo como a < b. A relacion < é de orde xa que se cumpren as
propiedades reflexiva

a<aVaelR,
antisimétrica
a<beb<a = a=b
e transitiva
a<beb<e=a<ec

A orde é total xa que para cada par de niimeros reais a e b tense que a < bou b < a. Doutra
banda, ciimprense as propiedades:

1) Para todo nimero real ¢, se a < b, tense que
at+c<b+ec
2) Para todo nimero real ¢ > 0, se a < b, tense que
ac < be.

Por tanto R é un corpo ordenado.
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2.2. Os niimeros complexos

Definicion 2.2.1. Un nimero complexo é unha expresion da forma z = a + bi onde a, b son
nimeros reais e ¢ é un elemento chamado unidade imaxinaria.

O niimero real a chamarase parte real de z, representado como Re(z), e o nimero real b deno-
minarase parte imaxinaria de z, representado como Im(z). Como xa vimos na seccion anterior, o
conxunto dos niimeros complexos denotarase como C e obviamente dous niimeros complexos son
iguais se tefien as silas partes reais e imaxinarias respectivas coincidentes. Da propia definicion
de niimero complexo dediicese que os niimeros reais son exactamente os niimeros complexos con
parte imaxinaria nula. Cando un nmiimero complexo tefia parte real nula chamarase imaxinario
puro.

Se z = a + bi é un nimero complexo definese o seu conxugado como

zZ=a— bi.
Doutra banda, definese 0 moédulo de z como o mimero real representado por |z| onde
|z] = +va2 + b2
Do mesmo xeito que no caso dos nimeros reais, no conxunto dos nimeros complexos pode-
mos definir unha operacion de suma e outra de produto da seguinte forma: dados dous niimeros
complexos z = a + bi, 2’ = a’ + Vi definese a suma de z e 2’ como
z+2 =(a+d)+ (b+b)i
e o seu produto estd dado por
z-2' = (aa’ — bb') + (ab’ + a'b)i.
Tendo en conta a definicion do produto de nmimeros complexos obtemos
2 = (0 +1i) - (0 + 1§) = —1,
podese demostrar facilmente a identidade
z.Z=a2 4+ b = |z
e ademais ciimprense as seguintes propiedades:
1) z+2=2"+zez.-2'=2".2,Vz2 eC.
2) z+ (242" =(z+2)+2"ez-(2"-2")=(2-2') - 2",V 2,2 ,2" e C.
3) z- (' +2")=z.2"+2.2", V222" eC
4) Existen dous niimeros complexos 0 =0+ 0iel=1+0i talesque 0+z=zel-z2=2z
VzeC
5) Para todo numero complexo z = a-+bi existe un nimero complexo —z = —a—bi, chamado
oposto de z, tal que z + (—z) = 0.

1

p . . 1
6) Para todo nimero complexo non nulo z = a + bi existe un nimero complexo z~—* (ou —)
z

tal que z - 2! = 1. Este complexo chidmase inverso de z e estd dado por

4 _Z _Z _ a b .

T 2E 0 |22 a2+ a2+521'
Do mesmo xeito que pasaba cos mimeros reais, a primeira propiedade indica que a suma e
o produto son operaciéns conmutativas, a segunda propiedade afirma que suma e produto son
asociativas e a terceira expresa o caracter distributivo do produto respecto da suma. Na cuarta
propiedade temos que o niimero 0 é o elemento neutro da suma e que o niimero 1 o é do produto.
Finalmente, a quinta e a sexta propiedades indican que todo nmiimero complexo ten oposto para

a suma e que todo niimero complexo z non nulo ten inverso para o produto.

Das propiedades anteriores dediicese de forma sinxela que 0 e 1 son 1inicos e que para todo
z complexo non nulo —z e z~! tamén o son. Obviamente, do mesmo xeito que no caso real,
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—0 = 0. Ademais B C C xa que cada nimero real a podese pensar como o niimero complexo
z = a+0i e, dado que se satisfan as propiedades da lista anterior, temos que C tamén é un corpo.
A gran diferenza con R é que C non é ordenado. No que segue, por comodidade, denotaremos o
produto de dous mimeros complexos z e z' como zz'.

Exemplos 2.2.2. Por exemplo, dados os mimeros complexos 1 — 27, 2 + 37 y —1 + 1 tense que
(1—2i)— (24 3i)(=1+i) = (1—2i) — (-5 —i) =6 —1.
Calculemos, en segundo lugar, o valor de [(3 + 2i)% + (1 —1)] %, Como
(3+2i)> =3°+3.(3)%. (20) +3-3-(2i)% + (2i)® = 27 + 54i + 36i> + 8> =
= 27 — 36 + 54i — 8i = —9 + 46i

obtemos que
[(3+2i)* + (1 — §)]% = [(—9 + 46i) + (1 — i) = [-8 + 45i]” =
(—8)% — 720 + (45i)2 = —1961 — 720i.

A existencia de inversos para o produto tamén permite calcular cocientes da seguinte forma

o - Izr|2
sendo z un complexo cualquera e 2z’ un complexo non nulo.

Exemplo 2.2.3. Por exemplo, dados os complexos z = 1 — 2i, 2’ = 2 + 3i o cociente ir é
z

1-2  (1-2i)(2-3) —4-7i 4 7,

2430 13 3 13 13"

Qutras propiedades interesantes que tefien unha facil demostracion son as seguintes:

1) 2+%Z =2Re(z) e 2 — 7 = 2Im(2)i, V2 € C.
2)z+z_z+z V2,7 eC.
3)z—z—z—z V2,7 eC.

4) zz‘_zz ,Vz,2 eC.

)

53]
w—‘-.

) = :r, W 2,z" € C sendo 2z’ non nulo.
z

Todo mimero complexo z = a+ bi podese identificar cun tinico punto do plano real R? dado
por (a, b). Reciprocamente, calquera punto (z,y) do plano real R? pédese identificar cun tinico
numero complexo dado por z = = + iy. Desta forma o eixo OX chamase eixo real e o eixo OY
eixo imaxinario. O nimero complexo i correspéndese co punto (0,1) de B2 e o niimero complexo
1 co punto (1,0) de B2 Tendo en conta todo isto, de agora en diante, poderemos pensar os
nimeros complexos como puntos de R2. M4is concretamente, se identificamos z = a + bi con
(a,b) tense que:

z = (a,b) = a(1,0) +b(0,1) = a + bi.
O oposto dun complexo z = a+ bi € a reflexion de z con respecto 4 orixe e o conxugado é a

reflexion con respecto ao eixo real. A seguinte figura ilustra estas afirmacions e as do parigrafo
previo.
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y : Eixo imaxinario

(0,b)¢-------- 0 (a,b) ==z
|| !
. r: FEixo real
(a.0)
—z = (—a,—b) (a,—b) ==

Na figura anterior podese observar que o modulo de 2 correspondese coa lonxitude do seg-
mento de extremos (0,0), (a,b). O angulo & que forma a parte positiva do eixo = co segmento
anterior chamase argumento de z. Como

a = |z|cos(a), b= |z|sen(a)
obtense que z podese representar na seguinte forma, chamada forma polar ou trigonométrica,
z = |z|(cos(a) + isen(e)).
Exemplo 2.2.4. Consideremos o nfimero complexo z = 1 + i. Tense que |z| = V2 e que

1
tan(a) = 1= 1. Daquela a = % e

z= \/E(cos[g) + isen(g)).

Por tanto todo mimero complexo esta completamente determinado polo seu médulo e o sen
argumento. A representacion polar dos niimeros complexos é especialmente 1itil para calcular
produtos e cocientes de complexos xa que se

z = |z|(cos(a) + isen(a)), 2z’ = |2'|(cos(B) + isen(S))
podemos demostrar que se cumpren as seguintes ignaldades sen méais que usar as identidades
trigonométricas que expresan o coseno e o seno da suma ou a diferenza de dous angulos:
2z’ = |2||7|(cos(a + B) + isen(a + ),

z |2 .

— = 7:(cos(a — ) + isen(c — ).

|

Como consecuencia do anterior, obtense que a potencia n-ésima de z pddese calcular como

2" = |z|"(cos(na) + isen(na)).
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Se temos en conta a férmula de Euler
€™ = cos(a) + isen(a)
un niumero complexo z = |z|(cos(c) + isen(a)) podese expresar como
z = |z|e.

Esta forma de representacion conécese como forma de Euler ou forma polar compacta. Logo
as formulas anteriores quedan reducidas a

22 — |z||zalei{a+ﬁ), Z — Mei(o:—ﬁ), 2" — |zn|emr}:‘
2 ||
Exemplo 2.2.5. Consideremos o niimero complexo z = —1 +1i. Neste exemplo calcularemos 2'°.
Temos que |z| = /2 e que tan(a) = _T = —1. Entén a = % e
3 . 3 ;3T
z= ﬁ(cos(T) +3sen[I)) =267
Graficamente
z=(—-1,1)&--------
I
| V2
I
I
|
+ T
(_lsﬂ)
Enton,

210 = (V2) 1065 = 2565 = —32i.

Para finalizar este capitulo veremos como se poden calcular raices n-ésimas de niimeros
complexos. Supofiamos que temos un nfimero complexo w = |w|e*®. Dado n € N, tritase de

atopar todas as solucions da ecuacion

2" =w.

Se z = |z|e'®, a anterior igualdade é equivalente a
|z|™(cos(nar) + isen(na)) = |w|(cos(S) + isen(3))
e, por tanto,

1
|2| = |wl|=

cos(na) = cos(f3), sen(na) = sen(f).
Xa que as funcions seno e coseno tenien periodo 2w, as dias ultimas igualdades implican
que na e [ difiren nun miltiplo enteiro de 27. Enton,

no = 3+ 2km
ou, equivalentemente,
B+ 2k
o= —7
n

Deste xeito obtense que as raices n-ésimas de w son
+ 2km . + 2k
p )+ 35311('3
n

)) = |7 )

1
2 = [w|™ (cos(
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con ke {0,1,...,n—1}.
En particular, se queremos calcular as raices n-ésimas da unidade ou, o que é o mesmo,
resolver a ecuacion z™ = 1, teremos que as soluciéns son

2kmw i 2k 2k
2 = cos(T) + 3sen[T) =é'n

con ke {0,1,...,n—1}.

Exemplos 2.2.6. En primeiro lugar calcularemos as raices ciibicas e cuartas da unidade.
As raices ciibicas da unidade seran

= F, k=0,1,2.

Isto &,

zg = €3 = cos(0)+ isen(0) =1
or 1 3
21 = eis = cos(2m/3) + isen(2m/3) = —3 + ?z’
;4w 1 3
29 = T = cos(4m/3) + isen(4w/3) = 5 ?i
= (_%1 %)

22 = (_5? 7

- 3kew
As raices cuartas da unidade serin z; —e'7 , k= 0,1,2,3. Isto &,

2 = el = cos(0) + isen(0) =1
27 = T = cos(m/2) + isen(m/2) = i
29 = T = cos(m) + isen(m) = -1
23 = T cos(3m/2) +isen(3n/2) = —i
= (Ds 1)
o
\5
3 = (_150) Z0 = (150)

zZ3 = (01 _1)
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Finalmente calculamos as raices sextas de w = —1. Dado que 6 é un niimero par o problema
non admite soluciéns reais. Como
W= Ei'n',
tense que o argumento de w é 7 e doutra banda |w| = 1. Daquela, as raices sextas de —1 seran

‘jwj:‘zkar
Zp=e 6

con k=0,1,2,3,4,5. Isto &,

T 3 1
zp = % = cos(g)+isen(f) = - + Ei
2 = T = cos(%“) +zsen(%’r) =cos(§) +isen(F) =i
. . 3 1.
29 = T = cos(%“) + isen(F) = —g + 7
;T 3 1
23 = €% = cos(%r) +z'sen(%) = —g — Ei
24 = e cos(%“) +z'sen(%r) = cos(3T) +z'sen(3T’r) =—i
1w 3 1
25 = eHE = cos(“T“) +z'sen(llT“) =5~ Ei
52 =
z2——§+%s z.):§+%z'
%
9= —§i 25 =Y — i
24 = —i

2.3. Problemas propostos

1. Comprobe que:

a) (V2 —i)—i(1—+2i)=—2i

b) (3+i)(3—é)(; 1—1{] ) =2+
5

i
c

TR O T
d) (2—3i)(—2+1i)=—1+8i.
)1+23 2—1 2

34" ki 5

f) (1—i)t= -4
2. Comprobe que os complexos z = 1 £ i satisfin a ecuacién 22 — 2z +2 = 0.
3. Resolva a ecnacién 22 + 2z +1=0.
4. Probe que:

a) Im(iz) = Re(z).

1
b m:z(z#ﬂ)

)
) Re(iz) = —Im(z).
) (—1)z = —=.



10.

11.

2.3. PROBLEMAS PROPOSTOS

. Probe que:

€) (21;’)2:3—41
d) |(2z +5)(V2 —i)| = V3|22 + 5|

a) z é real, se, e s6se, T = z.
b) z é real ou imaxinario puro, se, e s6 se, 22 = 22.

. En cada caso, caracterize o conxunto de puntos determinado pola condicion exposta:

a) |z—14+4 =1
b) |z 4+ <3.
¢) Re(z—i)=2.
d) 2z —i| =4.

. Ache o argumento de:

@) 2= ——.
) 1+ /3i

) z= —o .
—2—-2

¢) z=(V3-1i)

. Probe que:

a) i(1 —/3i)(v3+1) = 2(1 + /3i)
b) 5i/(24i) =1+ 2i.

e) (—1414)" = —8(1+1).

d) (14 v3i)710 =271 (1 4+ V/3i).

) 81/6

f) s 8v/3i) /4,

Ache as catro soluciéns da ecuacién 2* +4 = 0.

(

( .
(—16)1/4,
8

(






CAPITULO 3

Matrices e determinantes

Na primeira parte do capitulo introducirase o concepto de matriz

ai a2 Qin
az a2 agn
Aml Qm2 -+ Omn

con coeficientes a;; nun corpo K, onde K = R on K = C, e describiranse os principais tipos de
matrices, como, por exemplo, as matrices diagonais, as triangulares superiores (inferiores), as
matrices fila e columna, ete.

Posteriormente se definiran as operacions basicas que podemos realizar con matrices: suma
de matrices, produto dun escalar por unha matriz e produto de matrices. Presentaranse as
principais propiedades destas operacions, facendo especial fincapé nas dificultades que presenta
o produto de matrices como, por exemplo, a falla de conmutatividade.

A continuacion introducirase o operador trasposicion e estudaranse as sias principais pro-
piedades. O coniecemento deste operador permitiranos definir as nocions de matriz simétrica e
de matriz antisimétrica e comprobar que toda matriz cadrada pddese escribir de forma tinica
como suma dunha matriz simétrica e outra matriz antisimétrica. Dunha forma similar, can-
do os coeficientes da matriz son complexos, definiranse a trasposta conxugada dunha matriz e
introduciranse as nociéns de matriz hermitiana e antihermitiana.

O seguinte punto de interese do capitulo pasa pola definicién de matriz invertibel e o estudo
das siias propiedades fundamentais. Como caso particular deste tipo de matrices introduciranse
as nocions de matriz ortogonal e de matriz unitaria.

Manexar con soltura as operacions elementais por filas e por columnas, asi como a sia
interpretacion matricial, forma parte do corazon deste capitulo xa que estas seran utilizadas para
calcular o rango dunha matriz, calcular a sia inversa (se a ten), resolver sistemas de ecuacions,
ete. | por iso que prestaremos unha grande atencién a este tipo de operacions e sobre todo as
matrices, chamadas matrices de operacions elementais, que nos permiten mediante produtos,
ben pola dereita ben pola esquerda, realizar as operacions elementais por filas e columnas.
Finalmente, neste apartado comprobarase que as matrices de operacions elementais son todas
invertibeis.

Outro dos puntos centrais do capitulo é o calculo de rangos de matrices. Para iso intro-
duciranse as nociéns de forma graduada reducida por filas ou por columnas e a de matrices
equivalentes por filas ou por columnas. Mostrarase que cada matriz A = (a;;) € Mpnxa(K)
é equivalente por filas (columnas) a unha matriz graduada reducida por filas (columnas). Isto
é, existe unha matriz P (()) cadrada de orde m (n) que é invertibel e produto de matrices
de operacions elementais por filas (columnas), tal que PA (AQ) é graduada reducida por filas
(columnas). Como consecuencia destes feitos obterase que, dada unha matriz cadrada A con
coeficientes reais ou complexos:

1) A matriz A é equivalente por filas 4 matriz identidade I, se, e s6 se, A é invertibel.
2) Se existe unha matriz X € Muxn(K) tal que

AX =T, ouXA=1,,

35
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a matriz A é invertibel.

Grazas 4s operaciéns elementais tamén veremos que, dada unha matriz A = (a;;) €
Mmxn(K) tal que ten unha forma graduada reducida por filas B con r entradas principais,
existen matrices P € Mpyum(K) e Q € My n(K) tales que:

1) P e (Q son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
2) Cuamprese que

PAQ = I
onde
I, | er,n—r
I'::nxn _ o | _____
em—'r,'r | em—r,n—r

Esta ultima propiedade indica que as matrices A e "™ son equivalentes. A nocion de
equivalencia de matrices tamén a introduciremos neste capitulo, demostrandose que toda matriz
A = (a;;) € Mpmyxn(K) é equivalente a unha tinica matriz da forma I**". A matriz I["*"
chamarase forma reducida completa de A e o rango de A, representado como rang (A), definirase
como o numero r asociado a I7"*". Este nimero é un invariante da matriz A xa que IJ"*" é 1inica
para cada A. Doutra banda, resaltarase que o niimero r coincide co nimero de filas non nulas
da forma graduada reducida por filas de A a partir da cal se calcula IT*™ ou, equivalentemente,
co numero de entradas principais desa forma.

Como consecuencia de todas estas propiedades, obterase que diias matrices A, B € Mpxn(K)
son equivalentes, se, e s0 se, tefien 0o mesmo rango. Tamén se comprobari que o rango non varia
cando multiplicamos unha matriz pola esquerda ou pola dereita por unha matriz invertibel e
que o rango dunha matriz e o da sia trasposta son iguais. Finalmente, comprobarase que unha
matriz cadrada de orde n é invertibel se, e s0 se, é equivalente 4 matriz identidade I,,. Ademais
indicarase como calcular a sia matriz inversa utilizando operacions elementais por filas e/ou
columnas.

Na parte final do capitulo introducirase a nocién de determinante de forma indutiva pa-
ra chegar ao que se conece como desenvolvemento de Laplace do determinante pola primeira
columna da matriz. Posteriormente, veremos as propiedades fundamentais dos determinantes
resaltando en especial que, grazas a elas, garintese que o determinante dunha matriz cadrada
podese desenvolver por calquera das sias filas ou columnas.

Doutra banda, indicarase como se utilizan as operacions elementais a hora de calcular deter-
minantes, as relacions existentes entre o determinante dun produto e o produto dos determinan-
tes e canto vale o determinante da inversa dunha matriz invertibel A cofiecido o determinante
de A. Mais concretamente, se A e B son dilas matrices cadradas, tense que

det(AB) = det(A) det(B),

e ademais se A é invertibel 1

det(A)”

det(A~) =

3.1. Matrices. Operaciéns con matrices

Definiciéon 3.1.1. Definese unha matriz de orde m por n, ou de m filas e n columnas, con
coeficientes no corpo K como unha taboa rectangular

ajy aia - Aln

a1 a2 o Aan
A=
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onde a;; (o elemento colocado na fila i e na columna j) pertence a K para todo i € {1,...,m} e
je{l,...,n}
O conxunto de todas as matrices de m filas e n columnas con coeficientes en K dendtase
por My.n(K) e para os elementos deste conxunto utilizaremos a notacién abreviada A = (a;;).
Dias matrices A = (a;;) e B = (b;;) pertencentes a My, (K) son iguais, se a;; = b;; para todos
i€ {l,..,m}eje{l,..,n}. No caso de que m = n, a matriz chamarase cadrada de orde n.
Para unha matriz A chamaremos submatriz de A a toda matriz obtida dela suprimindo
algunha das sias filas ou columnas. Un bloque é unha submatriz de A onde os indices de filas e
columnas son consecutivos.
Exemplo 3.1.2. A matriz
1 2—i —-142
A= 1 2 -2+
-1 244 2—-2
é cadrada de tres filas e tres columnas con coeficientes en C. Por tanto, pertence ao conxunto
M3.3(C). Se suprimimos a primeira fila, obtemos a submatriz

1 2 —2+41i
B= ( -1 —2+i 2-2i )
que non é cadrada, pertence ao conxunto Mg, 3(C) e é un bloque de A.
A matriz

C =

Lo = =D

1
0
1
1
diias 1iltimas columnas e a terceira fila obtemos

pertence ao conxunto My, 3(R). Se eliminamos as
a submatriz de C' dada por

1
1
1
1
as
que pertence a M3z, 1(R) e non é un bloque de A.

Definicién 3.1.3. Dada unha matriz cadrada A = (a;;) € Mp.n(K), os coeficientes da forma
a;; constitien a diagonal principal da matriz. A este conxunto de elementos denotarémolo como
diag(A). Dise que unha matriz cadrada A é diagonal se todos os coeficientes fora da diagonal
principal son nulos, isto é, a;; = 0 para todo i # j. Por tanto, este tipo de matrices son da
forma:

a1 0 0
0 aga - 0
A= . )
0 0 o Opn
Cando unha matriz A diagonal cumpre que a; = a para todo i € {1,...,n} chamarase

escalar. Dentro das matrices escalares debemos resaltar o caso particular de a = 1. Esta matriz
chamase matriz identidade de orde n e representarémola como I,,. Daquela,

01 - 0
In=

Definicién 3.1.4. Unha matriz A = (a;;) € Myxn(K) é triangular superior se a;; = 0 para
todo i > j. No caso de que a;; = 0 para todo i < j, a matriz é triangular inferior.
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Exemplo 3.1.5. A matriz

311

001

A= 001

000

é triangular superior e a matriz

3 00 00
B= 3 5 0 00
3—i 9 9 00

é triangular inferior.

Definicién 3.1.6. Unha matriz A € Mj..,(K) chamase matriz fila e unha matriz B € M;,..1(K)
chamase matriz columna. Por conseguinte, estas matrices son da forma

aiy
a1

A=(an ag -~ am), B= . ;
am1

respectivamente.

Despois destas definicions preliminares, pasemos a continuacién a estudar as principais
operacions que podemos realizar con matrices. A primeira delas é a suma.

Definicién 3.1.7. Dadas dias matrices A = (aij) € Mmxn(K) e B = (bij) € Mmxa(K),

definese a suma A + B como a matriz pertencente a M, .,(K) dada por

A+B= [a,;j + bgj).

Por tanto,
ajp+byy app+ba - ag+big
as1 +bay  agp+bye - agg + by
A+B= . . . " . "
m1 + b‘ml m2 + bm2 - @mn + bmn

Obsérvese que a suma de matrices s6 esta definida para matrices de igual orde. E relativa-
mente sinxelo comprobar que o conxunto Mmxn(K) xunto coa operacion de suma de matrices
é un grupo conmutativo. Isto é, a suma de matrices cumpre as seguintes propiedades

1) ASOCIATIVA: A+ (B+C) = (A+ B)+C, ¥ A, B,C € Mp.n(K).

2) CONMUTATIVA: A+ B=B+ A, VA B € Mp,n(K).

3) ELEMENTO NEUTRO: 3 Ompn € Mmxn(K) | A+Omn=A, VA€ Mpnxa(K).
4) ELEMENTO OPOSTO: ¥V A € Mmxn(K)3 — A € Mmxn(K) | A+ (—A4) = Ompn.

Obviamente a matriz ©,, , que xoga o papel do elemento neutro é a matriz

0

00
00 0
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e, se A = (a;ij) € Mpmyn(K), a oposta de A é

—ail  —a12 - —aln
A- —fj'le —1‘122 —?2‘«1
—Om1 —Om2 - —Omn
Exemplo 3.1.8. Dadas as matrices pertencentes a Mgy, 5(C)
3 0000 3 1 1 1 i
A= 3 5000}, B= 3 -5 i 2—1 0
3—i 9 9 00 —1 0 544 1 1
a sia suma é
343 0+1 0+1 0+1 0+1
A+B= 343 5+ (-5) 04 0+2—1 040 } =
(3—i)+(—i) 940 9+(5+4d 041 0+1

6 1 1 1 i
6 0 i 2—1 0
3—2i 9 1444 1 1

A seguinte operacion interesante que podemos facer coas matrices é o produto por escalares.

Definicién 3.1.9. Dada unha matriz A = (a;;) € Mpun(K) e un escalar a € K, definese o
produto de o por A como a matriz aAd € Mp,,(K) dada por

aA = (aag;).
Por tanto,
ey q 2 [als 5P
@az] a2 - QdIn
aAd =
Q] Oy = Qlgp

Da mesma forma que coa suma de matrices, non é dificil comprobar que o conxunto
Mimxn(K) xunto coa operacion produto por escalares cumpre as seguintes propiedades:
]) DISTRIBUTIVA RESPECTO A SUMA DE ESCALARES:
(a+B)A=aA + BAV A e Mpxn(K), Va,8 e K.
2) DISTRIBUTIVA RESPECTO A SUMA DE MATRICES:
a(A+B)=aA+aBV A B Mpn(K), VacK.
3) ASOCIATIVA DO PRODUTO DE ESCALARES CO PRODUTO DE ESCALARES CON MATRICES:
(af)A = a(BA)V A e Mpn(K), Va,B ek
4) LEY DA IDENTIDADE: 14 = A, ¥V A € M. (K).

Exemplo 3.1.10. Dada a matriz
A:(S—i15+il D)
35 33 V2
o seu produto polo escalar 1 + 2i é

Sa (0 +20)(3—1) 1(1+2) (14+20)(5+4) 1(1+2) 0(1+2i) Y _
(1+21)A—( 3(1+2i) 5(1+2) 3(1+2)  3(1+2i) ﬁ(1+2i))_

545i 142 3+11i 1423 0
34+6i 5+10i 3+6i 3+6i V2+2V2i

3V
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Finalmente, neste apartado introducimos a operaciéon produto de matrices, que, como ve-
remos, & a que presenta maior mimero de diferenzas respecto ao produto de nimeros reais ou
complexos.

Definicién 3.1.11. Dadas dias matrices A = (aij) € Mmxn(K) e B = (bj1) € Mnxp(K),
definese o produto AB como a matriz pertencente a My, ,(K) dada por

n
AB = (cy), ca= Zaijb;,i! = a;1by + agpby + - + ainbn.
=1

En consecuencia, o produto de matrices s6 estd definido se o mimero de columnas de A
é coincidente co mimero de filas de B. Isto implica que, se A e B son matrices cadradas de orde
n, sempre se poden multiplicar en calquera orde e a operacién produto é interna en M, ., (K),
isto é, se A, B € Mpn(K), as matrices AB e BA pertencen a My, ,.,(K). O que acabamos de
afirmar non implica que AB e BA sexan iguais xa que, por exemplo, se

6 1 1 001
A= 6 0 0 ), B=(0 10
3 11 1 00
temos que
6-0+1-04+1-1 6-04+1-14+1-0 6-14+1-0+1-0 1 16
AB=1| 6-04+0-0+1-1 6-0+0-14+0-0 6-140-04+0-0 | =| 0 0 6
3-0+1-0+1-1 3-041-141-0 3-14+1-0+41-0 1 1 3
e, doutra banda,
0-6+0-64+1-3 0-14+0-0+1-1 0-140-0+1-1 3 11

BA=| 0-6+1-64+0-3 0-14+1-04+0-1 0-14+1-04+0-1 | = 6 0 0
1-6+0-640-3 1-14+0-040-1 1-140-040-1

[=¢]
o
ot

Por tanto, o produto de matrices non é conmutativo.
A pesar da falta de conmutatividade o produto de matrices cumpre algunhas propiedades
interesantes como, por exemplo:

1) ASOCIATIVA: A(BC) = (AB)C, ¥ A € Mmxn(K), B € Mnxp(K),C € Mpxq(K).
2) ELEMENTO NEUTRO: Al, = A =I,A, ¥V A € Mp.n(K).
3) DISTRIBUTIVA RESPECTO A SUMA DE MATRICES:

A(B+C) = AB+ AC, ¥ A € Mmxn(K), ¥ B,C € Muxp(K).
4) ASOCIATIVIDADE RESPECTO AO PRODUTO DE ESCALARES:
a(AB) = (@A)B, ¥ A € Mmxn(K), ¥V B € Mnxp(K), Va € K.

Nota 3.1.12. Débese resaltar tamén que, cando se ten que dous produtos de matrices AB e AC
coinciden, isto non implica que B = C. Por exemplo, se

a=(1 1) m=(22) e=(3 1)

4 4
AB:(4 4):AC

temos que

e A e B non son iguais.
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Nota 3.1.13. E interesante ver que no caso particular de multiplicar unha matriz A = (a;;) €
Mo (K) por unha matriz columna b = (b;1) € My.1(K) temos que Ab € My,,1(K) e ademais
é combinacion linear das columnas de A xa que:

aj;; ap - a4 b1 aj; an a,

as;  azy - Qg ba1 asy ass asy
Ab = . =bn ; + boy . + 4 bny

aml Om2 - OQmn bnl am1 Am2 Amn

Doutra banda, se A = (aij) € Mmxn(K) e B = (bji) € Mnxp(K), entén denotando a

columna [-ésima de B por
by
by
b
temos que a columna [-ésima de AB é Ab; e, como consecuencia, podemos pensar o produto das
matrices A e B como
AB = (Aby|Abs| --- | Abp).
Por tanto, cada columna de AB é combinacion linear das columnas de A.
Definicién 3.1.14. Dada unha matriz A = (a;;) € My, (K), unha descomposicion por bloques
de A esta dada por dous conxuntos de niimeros naturais
{mls wae 7mM}s {nll wany nN}s

cumprindo as ignaldades

M N
E myp =1, E ny=n,
I=1 J=1

de forma que determinan M N bloques A;; de A onde os coeficientes de A que pertencen ao
bloque A tomanse do xeito seguinte:

s Filas:
I = 1: Desde a fila 1 ata a fila mq.
I > 1: Desde a fila my + - +my_y + 1 ata a fila mq + - +my_y +my.
» Columnas:
J = 1: Desde a columna 1 ata a columna n;.
J > 1: Desde a columna ny + -+ njy_; + 1 ata a columna ny + - +nj_1 +ny.

Daquela, podemos escribir A como

An | Ap | | Aix
-— | - | —
Ay | Axm | | Asn
A= — | — | | —
| | |
— | — | | —
Ap | Ame | | Amn

onde Ary € My, sn, (K).
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Exemplo 3.1.15. Sexa a matriz

3 000
3 500
A=13_i99 0
1 190

e tomemos os naturais
my =2, me=1,;mg=1, nq =2, na =1, ng = 1.

Enton, estes niimeros determinan a seguinte descomposicion por bloques de A:

3 0] 0] 0

3 5] 0] 0

I [ R
A=ls5_ i 9 9] 0
1 1] 9] o0

Se tomasemos
m1:4, '.’I.l:], HQZ]., n3:1, 1’14:1,
obteriamos unha descomposicién en bloques para A onde cada bloque coincide coas columnas
da matriz.
Finalmente, se tomamos

mi =2, ma=2, n1=2,ng=2

a descomposicién por bloques sera

3 0] 00

3 5] 00
A= - - - -
3—i 9] 9 0
1 1] 9 0

O produto de matrices tamén admite unha formulacion por bloques.
3.1.16. Dadas dias matrices A = (a;;) € Mpxn(K) e B = (bj;) € Mp.p(K), con descom-

posicions por bloques

M N
{my,....mpr}, {n1,...,nn}, Zm;:m, Zn;:n
=1 J=1

N P
{n1,...nn}, {p1,...pp}, Y nr=n, » pr=p
J=1 L=1

respectivamente, temos que o produto AB tamén admite unha descomposicion por bloques
determinada polos mimeros naturais

M P
{mls“'7mM}s {pll"'lpp}? me:ml ZPL:p
I=1 L=1

onde
N

AB=(Crp), Ci=) ApBj=AnBip+ ApByp + -+ Ay By
J=1
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Exemplo 3.1.17. Sexa a matriz

e a descomposicion dada por
mi =2 ma=1, n1 =2, ng = 1.

Sexa a matriz

ou}
|
e
(== FL R ]

e a descomposicion dada por
n=2no=1 pp=1, p=1.
Enton, podemos facer o produto AB por bloques obtendo unha descomposicién dada por
my =2, mg=1, p1=1,p=1
onde

Cn | Ci2 I
AB=| — | 2= |
|

12 | 13
| 8| 8
_I_
4| 5

Definicion 3.1.18. Dada unha matriz cadrada A definese, para cada k € M, a potencia k-ésima
de A como
Ak — AAk—l
sendo Al = A.
De forma directa dediicense as seguintes propiedades para toda matriz cadrada A

1) APA9 = APT9; ¥ p g€ N,

2) (AP)T=AP% ¥Vp,ge N

3) Se A é unha matriz diagonal con diagonal principal ajq, ..., auy, enton ¥V p € N, AP é unha

matriz diagonal con diagonal principal af;, ..., ah,.

Se A é unha matriz cadrada de orde n, dise que é nilpotente se existe k& € N tal que
Ak = O n. Ao menor k € N tal que AF = O, n chimaselle indice de nilpotencia de A.

Por exemplo, a matriz
01
(5 0)

é nilpotente de indice dous xa que A2 = B35.
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Definicién 3.1.19. Dada unha matriz cadrada A, dise que é idempotente se A2 = A.
Por exemplo a matriz
10
A =
é idempotente xa que A2 = A.
Por tanto, se unha matriz A é idempotente A¥ = A para todo niimero natural k.

Definicién 3.1.20. Dada unha matriz A = (a;j) € Mpxn(K), definese a siia matriz trasposta,
denotada como A!, como a que obtemos intercambiando en A filas e columnas. Logo, A! €

Mnxm(K) e
A" = (bji); bji = aij.
Por exemplo, a trasposta da matriz
3—i 1 544 1 0
A_( 3 5 3 3 ﬁ)EM'zxs(C)

é a matriz
3—1 3
1 5
At=| 5+i 3 | € Msx2(Q)
1 3
0 V2

De forma inmediata (salvo a relativa ao produto que non o é, sendo en calquera caso facil
de demostrar) podense probar as seguintes propiedades:

1) (A=A, ¥V A e Mpun(K).

2) (A+B)!=A'+ B, ¥V A B € Mnxn(K).

3) (@A) = adl, VA€ Muxn(K), Vac K.

4) (AB)t = BtA!, VA € Mpn(K), VB € Mpum(K).
Definicién 3.1.21. Unha matriz cadrada A = (aij) € Mnxn(K) dise que é simétrica se At = A,
Por tanto, A é simétrica se, e s6 se, a;; = a;; para todo i # j.

Unha matriz cadrada A = (aj;) € Mpxn(K) dise que é antisimétrica se A* = —A. Por

tanto, A é antisimétrica se, e s6 se, a;j = —aji para todo i # j e, ademais, a;; = 0 para todo
ie{l,...,n}
Exemplo 3.1.22. Por exemplo a matriz
6 1 1
A= 110
1 01
é simétrica e a matriz
01 1
B= -1 0 —i
-1 1

é antisimétrica.

Nota 3.1.23. A importancia das matrices simétricas e antisimétricas radica, entre outras cousas,
en que toda matriz cadrada podese poner de forma tinica como suma dunha matriz simétrica e
outra antisimétrica. Se a matriz de partida é A, temos que

_1 o Lo gt
A_Q(A+A)+2(A A*)

onde %[A + A?) é a matriz simétrica e %(A — A') a antisimétrica.
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Definicién 3.1.24. Sexa A = (a;j) € Mpyxn(C). Chimase matriz conxugada de A e dendtase
por A 4 matriz resultante de conxugar todos os coeficientes de A. Daquela,
A = (bij); bij = a5

Con A* denotaremos 4 matriz A € Muxm(C). Para o operador * temos as seguintes

propiedades:
1) (A*)* = A VA e Mpyua(C).
2) (A+B)* =A*+ B* VA B e Mpy,..(C).
3) (ad)" =@A* VA E Mnun(C), VaeC.
4) (AB)* = B*A* ¥ A € Mpyyn(C), ¥ B € Mpym(C).

Exemplo 3.1.25. Se, por exemplo, tomamos a matriz

1—i 1 1
A= -1 0 —i
-1 i 0
temos que
1+ 11
A= -1 0 1
-1 —i 0
e, daquela,
14i -1 -1
A = 1 0 —i
1 i 0

Definicién 3.1.26. Unha matriz cadrada A = (a;;) € My.n(C) dise que é hermitiana se
A* = A. Por tanto, A é hermitiana se, e s6 se, aij = @j;. En particular isto implica que a; = @i
ou, o que é o mesmo, todos os elementos da diagonal principal son niimeros reais.

Unha matriz cadrada A = (a;;) € Mp.n(C) dise que é antihermitiana se A* = —A. Por
tanto, A é antihermitiana, se, e s6 se, —a;; = @j;. En particular isto implica que —a;; = @5 ou,
0 que é 0 mesmo, todos os elementos da diagonal principal tefien a parte real nula.

Exemplo 3.1.27. Se, por exemplo, tomamos a matriz

1 11
A= 1 0 1
1 —i 0
temos que A é hermitiana e, se B é a matriz
i 1 1
B=| -10 i,
-1 i 0

obtemos un exemplo de matriz antihermitiana.

Definicién 3.1.28. Sexa A unha matriz cadrada de orde n. Diremos que A é unha matriz
invertibel, ou que ten inversa, se existe outra matriz B da mesma orde, tal que

AB =BA=1,.

Xeralmente, a matriz B cofiécese co nome de inversa de A e denétase como A™!. As matrices
invertibeis chamanse tamén matrices regulares ou matrices non singulares.

Cando unha matriz cadrada é invertibel a sila inversa é tinica. En efecto, sexa A unha matriz
invertibel e suponiamos que existen B e C tales que

AB=BA=AC=CA=1,.
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Enton,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C.

Utilizando unicidade da inversa pddense probar de forma inmediata as seguintes propieda-

des:

1) Se A e B son matrices cadradas invertibeis, tamén o é o seu produto e cumprese que
(ABy '=B'A™L
2) Se unha matriz A é invertibel, tamén o é A~! e climprese que
(A H 1= A
3) Se o é un escalar non nulo e A é unha matriz invertibel, cimprese que a A é invertibel e
1
(@A)t =_—A"1
@
4) Se A é invertibel, tense que A* é invertibel para todo k € N. Ademais
(Ak)_l — (A—l)k_
5) Se A é invertibel, entén A’ tamén o é e
(At)—l — (A—l)t.
6) Se A € Munxn(C) é invertibel, entén A* tamén o é e
(At)—l — (A_l)t‘
Exemplo 3.1.29. Sexa A unha matriz cadrada de orde dias dada por
Ao ( a1 a2 )
az; az
e tal que a11a22 — a12a21 # 0. Daquela, A é invertibel e a sia inversa estda dada por

az2 —ai12
A_l — ajiagz —ajadz;  a11dsy — 12031
—a1 a1

ajiagz —ajadz;  a1idsy — 12421

Esta formula é un caso particular das que podemos obter de forma mais xeral segnindo
o método de Cramer. Ten o grave defecto de que, cando a matriz A é grande, o nimero de
operacions necesarias para o calculo da inversa fano inviabel, mesmo dispofiendo de grandes
recursos computacionais.

Nota 3.1.30. E importante resaltar que toda matriz que tefia unha columna ou unha fila de
ceros non pode ser invertibel. En efecto, se A € M;,..,(K) ten unha columna de ceros, enton
¥V B € Mpxn(K) tense que BA ten unha columna de ceros e non pode ser a identidade. Se A
ten unha fila de ceros, a siia trasposta ten unha columna de ceros e, por tanto, non ten inversa.
Se a trasposta non é invertibel, A tampouco o é.

Entre as matrices invertibeis debemos resaltar dous tipos.
Definicion 3.1.31. Diremos que unha matriz cadrada A é ortogonal se é invertibel e a sia
inversa é At

Unha matriz cadrada A € M,,.,(C) dise que é unitaria se é invertibel e a sua inversa
coincide con A*.
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Exemplo 3.1.32. A matriz

é ortogonal xa que A*A = AA! = 5.
A matriz

€ unitaria xa que AA* = A*A = 5.

3.2. Operacions elementais. Forma graduada reducida. Rango dunha matriz

Existen uns tipos especiais de matrices que seran de grande utilidade 4 hora de calcular
inversas e rangos. Estas matrices permitiran interpretar desde o punto de vista do produto de
matrices as operaciéns elementais sobre as filas ou as columnas dunha matriz A calquera.

Definicién 3.2.1. Sexa A € M,..n(K). Denominanse operacions elementais sobre as filas da
matriz A a calquera das seguintes transformacions:

» Permutar dias filas de A.

s Multiplicar unha fila por un escalar.

s Sumar a unha fila un miltiplo doutra fila.

Do mesmo xeito, chamanse operacions elementais sobre as columnas de A as transforma-
cions:

» Permutar dias columnas de A.

s Multiplicar unha columna por un escalar.

® Sumar a unha columna un miltiplo doutra columna.

Definicién 3.2.2. Toda matriz obtida despois de facer unha operacion elemental nunha matriz
identidade chamarase matriz de operacions elementais.

A continuacién enumeraremos todas as matrices de operacions elementais que podemos
construir asi como o significado das operaciéns elementais desde un punto de vista matricial.
As matrices de operacions elementais son as seguintes:

1) Con Fj; denotamos a matriz resultante de permutar nunha matriz identidade a fila i e a
fila j.

Por exemplo, paran =3

Fi3 =

-0 o
(== ]

1
0
0

é o resultado de intercambiar en I3 as filas primeira e terceira.
2) Con Fj(a) denotamos a matriz obtida ao multiplicar a fila i dunha matriz identidade por
un escalar o non nulo.
Por exemplo, paran =4

o O =

Fy(4) =

=]

(== =
o= oo
= o oo

é o resultado de multiplicar en I4 a fila cuarta por catro.
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3) Con Fjj(a) denotamos a matriz obtida ao sumar 4 fila ¢ dunha matriz identidade a sia

fila j multiplicada por un escalar .
Por exemplo, paran =4

Fag(m) =

oo o
[ T e T
o =3 o
= o oo

é o resultado de multiplicar en I a fila terceira por m e sumar o resultado a segunda.

Obsérvese que no exemplo anterior a matriz Fo(7) é triangular superior con uns na
diagonal principal xa que estamos a sumar a unha fila, a segunda, un multiplo doutra que
esta debaixo, isto €, un miltiplo da terceira fila. Se por exemplo, sumamos 4 fila terceira
a segunda multiplicada por 7, obtemos a matriz.

Fap(m) =

(=R ===}
(=T ]
[ I I
= o oo

que resulta ser triangular inferior con uns na diagonal principal.

Con Cj; denotamos a matriz resultante de permutar nunha matriz identidade a columna
ie a columna j.
Por exemplo, paran =3

Cip =

(=R =
==
-0 o

é o resultado de intercambiar en I3 as columnas primeira e segunda.
Con C;(a) denotamos a matriz obtida ao multiplicar a fila ¢ dunha matriz identidade por
un escalar & non nulo.

Por exemplo, para n = 4

Ca(4) =

=R ===
[ I
[ = e e
-0 oo

é o resultado de multiplicar en I a columna terceira por catro.
Con Cjj(a) denotamos a matriz obtida ao sumar 4 columna i dunha matriz identidade a
stia columna j multiplicada por un escalar a.

Por exemplo, paran =4

Cos(m) =

[ = B e T )
o3 ~o
[ B R e i
[l i e i |

é o resultado de multiplicar en I4 a columna terceira por m e sumar o resultado a segunda.

Obsérvese que no exemplo anterior a matriz Css(w) é triangular inferior con uns
na diagonal principal xa que estamos a sumar a unha columna, a segunda, un miiltiplo
doutra que esta despois, isto é, un multiplo da terceira columna. Se por exemplo, sumamos
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4 columna terceira a segunda multiplicada por m, obtemos a matriz

1000
01 7 0
CalM=190 10
0001

que resulta ser triangular superior con uns na diagonal principal.
Con estas matrices elementais, dada A € M., (K), temos o seguinte:

1) F};A é a matriz que se obtén ao permutar en A as filas i e j.

2) Fi(a)A é a matriz que se obtén ao multiplicar a fila i de A polo escalar a.

3) Fij(a)A é a matriz que se obtén ao sumar 4 fila i de A a fila j de A multiplicada polo
escalar .

4) ACj; é a matriz que se obtén ao permutar en A as columnas i e j.

5) AC;(a) é a matriz que se obtén ao multiplicar a columna i de A polo escalar a.

6) AC;j(c) é a matriz que se obtén ao sumar 4 columna i de A a columna j de A multiplicada
polo escalar a.

Por tanto, todas as operaciéns elementais pédense realizar multiplicando a matriz A, ben
pola dereita ou ben pola esquerda, pola matriz de operacions elementais axeitada. E importante
resaltar que, se A € My,.n(K), entén Fyj, Fi(a), Fjj(a) son matrices pertencentes ao con-
xunto Mpuxm(K) e, doutra banda, Cj;, Ci(a), Cjj(c) son matrices pertencentes ao conxunto

Musn(K).

Exemplo 3.2.3. Supofiamos que temos a matriz

6 2 2
A= 6 1 3
3 11
daquela
3 11 6 2 2 6 2 2
FsA=16 13, BE)A=] 18 3 o), Fp(-1)A=| 61 3
6 2 2 3 1 1 -3 0 -2
o
2 6 1 —6 2 2 6 0 2
AC,=( 16 3|, ACi(-1)=| -6 1 3 |, ACss(-1)=| 6 —2 3
1 3 2 -3 1 1 3 01

Da propia definicién obtemos o seguinte resultado.

Proposicion 3.2.4. As malrices de operacions elementais son todas invertibeis e cumprese que

F_ Fx}# F( ) Fi(a_l)7 Ft}(a)_l :F!.j(_a)|

C.. = Cj;, Ci(a )yt =Ci(e™h), Cij(a)_l = Cjj(—a).

Definicién 3.2.5. Sexa A € Mp,.(K). Supofiamos que a fila i da matriz A non ten todos
os seus elementos iguais a cero. Chamase entrada principal (ou pivote) da fila i ao primeiro
elemento da devandita fila distinto de cero. Se ese elemento é o a;; diremos, ademais, que a fila
i ten j — 1 ceros principais.

Dise que a matriz A estd en forma graduada por filas (ou abreviadamente en forma gradua-
da) se se cumpren as seguintes condicidns:

1) Se existe algunha fila de ceros esta ao final.
2) Se hai varias filas distintas de cero, enton cada fila ten méis ceros principais que a anterior.
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Exemplo 3.2.6. Se tomamos as matrices

2 00 5 100 5 (1)333
A= 010 =2 |;B=|010 2|, C=| 7, ,
001 4 011 4 00 0 1

temos que en groso estdn resaltadas as entradas principais ou pivotes. A matriz A esta en forma
graduada, a matriz B non o estd, xa que a fila tres ten tantos ceros principais como a segunda.
Finalmente, C' tampouco esta en forma graduada xa que ten unha fila de ceros entre dias que
non son nulas.

Definicién 3.2.7. Sexa A € Mpmxn(K). Dise que a matriz A esta en forma graduada reducida
por filas se se cumpren as seguintes condicions:

1) A estd en forma graduada por filas.

2) Todas as entradas principais son iguais a 1.

3) Todos os elementos que estan por enriba das entradas principais son ceros.

Exemplo 3.2.8. Dada a matriz

1 00 5
A= 01 0 -2
001 4

temos que en groso estan resaltadas as entradas principais e a matriz A esta en forma graduada
reducida.

Definicién 3.2.9. Diremos que dias matrices A, B € M,.(K) son equivalentes por filas,
e denotarémolo como A ~jy B, se se pode pasar dunha 4 outra mediante unha sucesion de
operaciéns elementais por filas. Isto é, existen matrices My, --- , My € Mmxm(K) de operaciéns
elementais tales que

B =M, MA.

Para pasar de A a B seguiremos o seguinte esquema
(A | L,)E (B | P)

onde P representa o produto de todas as operacions elementais por filas P = M, --- M emprega-
das para pasar de A a B e, por tanto, B = PA. As siglas O.E.F. significan operacions elementais
por filas.

Notese que se PA = B tense que

A=P'B=(M,- M) 'B= JVIl_1 M:IB
eentén B ~; A. Obviamente, A ~; A e ademais, se A ~y Be B ~y C, isto implica que A ~f C.
Exemplo 3.2.10. Dadas as matrices

44 2 2 3 2
A=(61 -2 |;B=[0 —2 -2
2 3 2 0 0 0
temos que
23 2100 2 3 2|0 1
F Fg1(—2), Fg1(-3)
(A | L)=|(61 2101 = 0 -8 8] 01 -3
44 2] 10 0 -2 -2 | 10 -2
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Por tanto, P = Fia(—4)Fa3F31(—2)Fa1(—3)F13 é tal que PA = B. Notese que

P! = (Fag(—4)FasFy1(—2) Fo1(—3)Fia) ™ = F3' Por(—3)  Far (—2) ' Fig' Faa(—4) ™
= F13F51(3)F31(2)FasF3a(4).

Proposicién 3.2.11. Cada matriz A = (aij) € Mmxn(K) € equivalente por filas a unha matriz
graduada reducida por filas. Isto €, existe unha matriz P cadrada de orde n que € invertibel e
produto de matrices de operacions elementais por filas, tal que PA € graduada reducida por filas.

Demostracién. O método para obter a matriz graduada reducida por filas equivalente por filas
4 matriz A pddese resumir nos seguintes pasos:
1) Ponse como primeira fila unha que tefia o primeiro coeficiente non nulo. Se todos fosen
ceros, pasamos ao segundo coeficiente e seguiriamos asi de forma sucesiva.
2) Se a entrada principal da primeira fila é a, multiplicimola por a~! para obter unha entrada
principal igual a 1.
3) Convertemos en cero os coeficientes que estdn debaixo do un do paso anterior sumandolle
a cada fila a primeira multiplicada polo escalar axeitado.
4) Repetimos os pasos anteriores coas restantes filas ata conseguir unha matriz graduada.
5) Finalmente, usando as operaciéns elementais convenientes facemos cero todos os coefi-
cientes situados enriba de cada entrada principal. Se existe unha fila de ceros pasase ao
final.

A matriz P é o produto de todas as matrices de operacions elementais usadas no proceso.
O
Exemplo 3.2.12. Dada a matriz
1111
A=11 3 4 2
3 11 3

calculamos unha matriz graduada reducida por filas equivalente por filas a A segnindo o método
proposto na proposicion anterior.

(A | L)

/1 1 11] 100 1 1 1 1] 1 00
R g 2 31 —1 10 |20 132 12| —1/2 1/2 0
0 -2 20| 301 02 2 0] -3 01

b (11 1 1] 1 00

200 1 3/2 12 | —1/2 1/2 0

00 1 1] -4 11

110 0] 5 -1 -1

Fy3(—1), Faz(—3/2)
= 010 —1 | 11/2 -1 —3/2
001 1] -4 1 1

100 1| —-1/2 0 1/2
010 —1 | 11/2 -1 —-3/2
001 1| -4 1 1
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Por tanto, temos que

1 00 1
0 1 0 —1 | =Fi(-1)Fis(—1)Fa3(—3/2)F52(2)F2(1/2)F31(—3)Fa1(—1)A
001 1
“1/2 0 1/2
P = Fia(—1)Fi3(—1)Fa3(—3/2)F32(2)F2(1/2) Fa1 (=3)Fan (1) = | 11/2 -1 -3/2
—4 1 1

Proposicion 3.2.13. Sexa A unha matriz cadrada de orde n con coeficientes en K. Enton:

1) A matriz A € equivalente por filas a I,, se, e s0 se, A € invertibel.
2) Se eriste unha matriz X tal que AX =1, ou XA =1, a matriz A € invertibel.

Demostracién. A equivalencia dada en 1) é consecuencia do seguinte: en primeiro lugar, se A
é equivalente por filas a I;, temos que existe unha matriz invertibel P, produto de matrices de
operaciéns elementais por filas, tal que PA = I,,. Entén, A = P! e, por tanto, A é invertibel.
Inversamente, se A é invertibel, existe unha matriz A—1, tal que AA~! = I,,. Se A fose equivalente
por filas a unha matriz graduada reducida B distinta da matriz identidade, esta matriz B teria
unha fila de ceros e, entdn, existe unha matriz invertibel P, produto de matrices de operacions
elementais por filas, tal que PA = B. Asi pois, P = PAA~! = BA~!. Como B ten polo menos
unha fila de ceros, P = BA~! ten unha fila de ceros e isto é un absurdo, xa que P é invertibel.
Por tanto, A ~j I,.

Para probar 2) tefiamos en conta que 1) garante que, se A non é invertibel, A é equivalente
por filas a unha matriz graduada reducida B distinta da identidade e, por tanto, B ten unha
fila de ceros. Se P é a matriz invertibel, produto de matrices de operacions elementais, tal que
PA = B, obtemos que P = PAX = BX. Como B ten polo menos unha fila de ceros, P = BX
ten unha fila de ceros e isto é un absurdo, xa que P é invertibel. Finalmente, a propiedade para
o produto X A = I, obtense traballando coa trasposta. . n}

Exemplo 3.2.14. Suponamos que temos unha matriz cadrada A de orde n coa seguinte des-
composicién por bloques
H | ©rpr
A=| — | ———
c | D
Logo, A é invertibel, se, e s6 se, 0o son H e D. Ademais cimprese que, no caso de ter inversa,
esta é

H I er,n—r H_l I er,n—r

ERR AR

HH_l | e'r,n—'r I:" | er,n—r
“\erpoien | oo ) \ewo | 1, )"

Daquela, atopamos unha matriz que multiplicada por A da a identidade. Aplicando agora
a propiedade 2) do anterior resultado obtemos que A é invertibel.
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Inversamente, se A ten inversa existe unha matriz A~! tal que AA~! = I,,. Supofiamos que
descomponiemos ambas as diias por bloques e facemos o seu produto. Logo

H | er,'n—'r Xll | X1‘2 Iv‘ | er,'n—r
— === =1 == )= 1 === | =
C | D X‘21 | X22 en—r,r | I‘n—r

Por tanto,

HXy =1, HX13=06,5_,, CX;1 +DX51 =0, ., CX12+DXopp =1, ,.

Disto deducimos, outra vez polo segundo apartado do anterior resultado, que H é invertibel,
o que implica que X193 = 60,,_,eque X1; = H —1, Disto séguese que D X9y = I,_,, 0 que implica
tamén que D é invertibel. Finalmente, obsérvese que

CX11+DX9 =6y, & CH™!'= DXy & X9y = -DICH™L.

Proposicién 3.2.15. Sexa A = (a;j) € Mpn(K) tal que ten unha forma graduada reducida
por filas B con r entradas principais. Entdn, existen matrices P € Mp,.m(K) e Q € Mpyn(K)
tales que

1) P e @ son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
2) Cumprese gue
I T | er,n—r
PAQ= —(— | —————
em—f‘,f | em—‘r n—r

Demostracién. Mediante o proceso dado na Proposicion 3.2.11 obtemos unha matriz invertibel
P € Mpm(K), produto de matrices de operacions elementais por filas, tal que PA = B sendo
B una matriz graduada reducida por filas con r entradas principais. En cada fila con entrada
principal, facendo operacions elementais coas columnas, podemos converter en ceros todos os
elementos non nulos distintos da entrada principal ou pivote. Unha vez feito isto reordenamos as
columnas para obter a matriz I.. A matriz () sera o produto de todas as matrices de operacions
elementais por columnas que usamos no proceso. Daquela, @) é invertibel e

I, | er,n—r
PAQ=| ——— | —————
em—r,'r | em—r,n—r
o
Exemplo 3.2.16. Dada a matriz
1 111
A= 1 1 4 2
1 11 3
temos que
(A | L)
o /1111] 100
LY g 031 ] —110
0002 -101
1 11 1 | 1 0 0
POZE 0 001 13 | —1/3 13 0
000 1| —1/2 0 1/2
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1110 32 0 —1/2
B 0 001 0 | —1/6 1/3 —1/6
0001|—1;2 0 1/2
100 5/3 —1/3 —1/3
010 | ~1/6  1/3 —1/6
001 | —1/2 0 1/2
Logo, tomando
P = Fip(—1)F13(—1)F23(—1/3)F5(1/2)F5(1/3)F31(—1)Fu(-1)
temos que PA é graduada reducida por filas e PA = B onde

11 00
B = 0010
0001
Fagamos a continuacion as operacions por columnas. Neste caso partimos de
B
Iy
1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
Cay(—1) — - - = Ca3, O34 - - = —
1 -1 00| =100
0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
Por tanto,
1 00 -1
Q=Can(—-1)C3C3a=1| 0 0 0 1
010 0
001 0

e temos que

1000
PAQ=(0 100 |=(1I3 | ©31).
0010

Notacion 3.2.17. A partir de agora denotaremos as matrices

IV' | 87‘ n—r

em—r,‘r‘ | em—r,'n—'r
como [M™,
Definicién 3.2.18. Sexan A, B € Mmxn(K). Diremos que A e B son matrices equivalentes se

existen matrices P € Mpyum(K) e Q € My n(K) tales que:

1) P e ( son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.

2) Cuamprese que PAQ = B.
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Cando dias matrices A e B sexan equivalentes denotarémolo por A ~ B. Obviamente se
dilas matrices son equivalentes por filas son tamén equivalentes sen mais que tomar () = I.

Doutra banda, A ~ A e, se ademais A ~ B, entén B ~ A. Finalmente, se A ~ B e B ~ (' isto
implica que A ~ C.

Proposicién 3.2.19. Toda matriz A = (a;;) € Mm.n(K) € equivalente a unha tinica matriz da
forma I,

Demostracién. Grazas 4 Proposicién 3.2.15 sabemos que existen matrices P € Mmum(K) e
Q € Mpun(K) tales que:
s P e (@ son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
» Verificase que PAQ = I7**™.
Enton,
A ~ Imx‘n
e
Se existise un natural s > r tal que A ~ IT**", obteriamos que I7"*™ ~ J™*" Por tanto,
existen matrices T € Mpm(K) e H € My n(K) tales que:
s T e H son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
w Verificase que TIM*"H = [T*" ¢, 0 que é 0 mesmo, TI™*" = ["*"R, sendo R = H™L.

Descomponendo convenientemente por bloques temos que

Ir | er,s—r | e'r,n—s Rll I Rl‘z | RIS
el e B ——— | == | -
I?XRR = es—r,'r | Is—'r | es—r,n—s R21 I R‘2‘2 | R23
— = | - | ————- e e I
en—s,r | en—s,s—r | e'n—s,n—s R3l I R3‘2 | R33
Ry Rz | Ris
R | N | N
= Ro1 | R | Ros
R I _____ I _____
en—s,r I en—s,s—r I en—s,n—s
e que
Tll | T12 Ir | er,n—r Tll I e'r,n—'r
o= -—- | == ) == | -===-- = -—— | ————-
T2 | T en—r,r | en—r;n—r T2 I en—v‘,n—r
Por tanto,
Rn | e'r,s—r | e'r,n—s
- — | _____ | _____
R= Ry | es—r,s—r | es—r,n—s
- — | _____ | _____
R31 | R32 | R33

e enton, aplicando o visto no exemplo 3.2.14, temos que R non é invertibel. Isto é un absurdo e,

daquela, a matriz
Im xn
£

é tnica. a
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Definicién 3.2.20. Dada unha matriz A = (a;;) € Mpxn(K) chamaremos forma reducida
completa (forma normal) de A 4 inica matriz I7"*" que é equivalente con A.
Chamase rango de A e represéntase como

rang (A)

ao numero r asociado a I7"*". Este nimero é un invariante da matriz A xa que IJ**" é tinica
para cada A.

Obsérvese que ese niimero r coincide co niimero de filas non nulas da forma graduada redu-
cida de A a partir da cal se caleula I7**™ ou, equivalentemente, co nimero de entradas principais
desa forma. Daquela, se existisen dias formas graduadas reducidas de A distintas terian o mes-
mo nimero de entradas principais. De feito, podese probar, mediante unha demostracion que
omitiremos, que a forma graduada reducida de A é tinica e utilizar esta propiedade para definir
o rango.

Finalmente, é evidente que

rang (A) < min{m,n}.

Teorema 3.2.21. Diias matrices A, B € My, .n(K) son eguivalentes, se, e so se, tenien o mesmo
rango.

Demostracion. Se A e B son equivalentes, as siias formas reducidas completas tamén o son
e, por tanto, son iguais. Isto implica que o rango de A coincide co de B. Ao revés, se tefien o
mesmo rango, tenien a mesma forma reducida completa e isto implica que son equivalentes.

Como consecuencia inmediata deste teorema obtemos o corolario seguinte:

Corolario 3.2.22. Dada unha matriz A € Mmxn(K) cimprese que:
1) Se P € Mmxm(K) € unha matriz invertibel, rang (PA) = rang (A).
2) Se Q € Mnxn(K) € unha matriz invertibel, rang (AQ) = rang (A).
3) rang (A) = rang (A?).

3.3. Matrices invertibeis. Calculo da matriz inversa

Grazas aos resultados probados na seccién anterior podemos obter un teorema que carac-
teriza totalmente 4s matrices invertibeis. A demostracion das equivalencias é sinxela e déixase
como exercicio.

Teorema 3.3.1. Sera A unha matriz cadrada de orden n. Son equivalentes:

1) A € invertibel.
2) A~y I
3) A~ I
4) A forma graduada reducida de A ten n entradas principais.
5) O rango de A € n.
6) A matriz A € produto de matrices de operacions elementais por filas.
7) A matriz A € produto de matrices de operacions elementais por columnas.
8) A matriz A € produto de matrices de operacions elementais por filas e columnas.
9) Erziste unha matriz invertibel P tal que PA =1,,.
)

10) FEziste unha matriz invertibel Q tal que AQ = I,,.

Tendo en conta que toda matriz cadrada A invertibel é equivalente por filas 4 matriz iden-
tidade, para calcular a inversa de A, calcularemos a matriz P, tal que PA = [, e, por tanto,
A~1 = P. Neste proceso s6 utilizamos operaciéns por filas. Vexamos un exemplo.
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Exemplo 3.3.2. Sexa a matriz

111 1
122 2
1233
123 4
Logo:
(A | L)
1111] 1000
Fg1(—1), Fa1(-1), Fay(-1) 0111| -1100
= 0122|1010
0123|1001
1111] 1 000
Fgp(-1.Fpp(-ty | O 1 1 1 | =1 1 0 0
= 0011] 0-110
0012 0-101
1111] 1 0 00
v | 011 1] -1 1 00
=~ loo11] 0-1 10
0001 ] 0 0 —11
1110] 1 0 1 -1
Fu(-1.Fy-t,Fue-n [ 0 1 1 0 | =1 1 1 -1
= 0010 0 -1 2 —1
0001 | 0 0 -1 1
1100] 1 1 -1 0
Pigt-L.F3-n ) 01 00 | -1 2 -1 0
= 0010]| 0 -1 2 —1
0001 0 0 -1 1
1000] 2 -1 0 0
Fya(—1) 0100 | -1 2 -1 0
~loo10] 0 -1 2 -1
0001] 0 0 -1 1
Daquela,
2 -1 0 0
ool -1 2 a1 0|
A= 0 o1 2 a1 |
0 0 -1 1

Fia(—1)F13(—1)F23(—1)F14(—1)F24(—1)F34(—1)
Fiya(—1)Fia(—1)F33(—1)Fu1 (—1)F51(—1)Fp1(—1).
Obsérvese que tamén podemos combinar operacions con filas con operaciéns con columnas.
Grazas aos calculos anteriores sabemos que existe unha matriz

P = Fy3(—1)Fua(—1)F32(—1)Fy1(—1)F31(—1)F (1),
tal que

PA=

o o o=
==
==
e N
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Fagamos a continuacién operacions por columnas para converter a matriz PA na matriz

identidade.

PA
Iy
/{1 0 0 0 /{1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1
Cap(—1), C31(-1), Cqy(-1) 0 0 0 1 Cga(—1), Cqa(-1) 0 0 0 1
— — — — — — — — — —
1 -1 -1 -1 1 -1 0 0
0 1 0 0 0 1 -1 -1
0 0 1 0 0 0 1 0
\ 0o 0 o0 1) 0o 0 0 1)

/{1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

Caa(-1) 0 0 0 1

— — — — —

1 -1 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 -1

\0 0 0 1)
Por tanto, PAQ = I,,, onde

1 -1 0 0
0 -1 0
Q=Ca(-1)Cau(-1)Cu(-1)Co(-1)Ca(-1)Cs(-) = | o 4 | _;
0 0 0 1

e, ademais,

A—l — (P—IQ—I)—l — QP
Nota 3.3.3. E moi importante que, no caso de usar operacions por filas e operacions por
columnas, non as mesturemos. Para as primeiras utilizaremos a matriz P e para as segundas, a
matriz ().
3.4. Determinante dunha matriz cadrada. Propiedades e calculo

Os determinantes introducirémolos mediante un proceso indutivo da forma seguinte:

Definicién 3.4.1. Para unha matriz cadrada A = (ay1) de orde 1 definese o determinante de
A, denotado por det(A) ou |A|, como
det(A) = 11.

Conecido o valor do determinante de calquera matriz cadrada de orde (n — 1), para unha
matriz cadrada de orde n
ajy aiz - Gip
azy dzy - Gap

anl Gn2 -+  dnn
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chamase cofactor do coeficiente a;;, denotado por A;;, a
Aij = (—1)™ det(Ms;)
sendo M;; a matriz matriz cadrada de orde n — 1 que resulta ao suprimir en A a fila i-ésima e

a columna j-ésima.
O determinante de A definese como

det(A) = aj1 A + - + an1 Ain.

Esta definicion que acabamos de dar de determinante cofiécese como desenvolvemento de
Laplace do determinante pola primeira columna da matriz A. Como consecuencia inmediata
desta definicion tense que

det(I,) = 1.
Exemplo 3.4.2. Para unha matriz A = (a;;) cadrada de orde dous temos que
det(A) = det| ™ M2 | = a1 Ay; + apAgy = ar1ass — arpaz.
agy A

Desta forma, como sabemos calcular determinantes de matrices cadradas de orde dous,
podemos calcular determinantes de matrices cadradas de orde tres do seguinte xeito:

ain a1z a3
det(A) = | as1 agy asy | = aj1 Ay + agAay + az Az =
az; asy ass

a2 ais
az2 azs

azz ag3
g2 ass

a2 as

ai
g2 asz

a11(agaass — agaz) — agi(ajnaszy — axaiz) + azi(aisass — axpaiz) =

a11@22a33 + A12023031 + A13021032 — 13022031 — 11023032 — 12021033
obtendo a regra de Sarrus. A continuacion calculariamos determinantes de orde catro e asi,
sucesivamente. Sexa, por exemplo,

(=R ]
[N S S
(2=
e LY b

Enton,

det(A) =0.Ay; + 1.4+ 1.A3 + 0.4y = (—1)1+2 det(Mgl) + (—1)1+3 det(M3l) =

+

|
b b
e b
Il

1
3
3

e QO
SR
(LI

—(12+6+6—-6—-9—-8)+(8+6+4—4—-6—8)=—1.

A férmula do desenvolvemento de Laplace descrita na definicién pédese optimizar se proba-
mos algunhas propiedades interesantes dos determinantes. Enunciarémolas e probarémolas nas
proposicions seguintes nas cales a fila ¢ dunha matriz cadrada A denotarase como

A; = (ai1 aiz - ain).

Proposicién 3.4.3. Seran tres matrices cadradas da mesma orde, A, A" e A", tales que terien
todas as filas iguais, salvo a filai. Se a fila i de A € a suma da filasi de A" e A", entdn

det(A) = det(A’) + det(A").
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Demostracién. A propiedade probarémola por inducion. Para n = 1 é evidente. Supofiamola
certa para n — 1 e probemos a propiedade para n. Temos que
det(A) = det(A) = annAn + - + airAit + -~ + an1An1 =
ayy(—1)" det(Myy) + - + a;n (—1)7 det(Mi1) + -+ + agn(— 1) det(Myy,).

Para k # i temos que My, M], e M} son tales que tefien todas as filas iguais salvo unha
fila. Esa fila distinta de M} é a suma das respectivas filas de M, y M}/, entén

det(Myy) = det(Mj,) + det(M},
por hipotese de inducion. Desta forma,
det(A) = apy (—1)F det(Myy) + - + a; (—1) 1 det (M) + - + agn(—1)1 " det(My,) =
an (1)1 (det(My;) + det(M7})) + - + (aiy + afy)(—1)"* det(Mir) + -
e+ an1(—1)"(det(My,) + det(Mpy)) =
(a11(=1)"*' det(M],) + - + afy (—1)"+ det(Mir) + - + an1(—1) " det(My,))
+(an (—1)F det(MT}) + - + afy (1) det(My1) + - + a1n(—1)F" det(M7},)) =
det(A') + det(A”).
o

Proposicién 3.4.4. Se unha matriz cadrada ten dias filas consecutivas iguais, o seu determi-
nante vale cero. Como consecuencia disto, se se intercambian dias filas dunha matriz cadrada
A, o seu determinante cambia de signo.

Demostracién. Vexamos en primeiro lugar que, se unha matriz cadrada ten dias filas conse-
cutivas iguais, o seu determinante vale cero. Farémolo outra vez por inducion sobre o niimero
de filas n. Para n = 2 é evidente. Supofiamos que é certo para n — 1 e probemos a propiedade
para n. Se as filas consecutivas son a fila i e a fila i + 1, temos que:

det(A) = a11Ad11 + - + aindit + airAit11 + - + an1An1.

Agora ben, para k # i, i + 1 ciimprese a igualdade Ay = (—1)"**det(My;) = 0 xa que
My ten dias filas iguais e é cadrada de orde n — 1. Doutra banda,

A = (1) det(Mir), Aip1,1 = (—1)*" det(Miy11)

e, como M1 = Miz1,1, obtense que A;1 = —A;+1,1 e isto implica que det(A) = 0.
Utilizando esta propiedade que acabamos de probar xunto coa Proposicion 3.4.3, temos que
Ay Ay Ay
0= Ai + Aiqa _ A; + Ais _
Ai+ A Ai+Aip Ai+ A
A, Ay Ay
[ A Ay Ay Ay
A; A; Aina Aina
A; Aip A; Ait

\ 4. A A A
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Ay [ A
A iy
Ain * A;
An ) An
Por tanto,

( Ay Ay
A; _ Ait1
Ain T A;
An An )

Proposicion 3.4.5. Se unha matriz cadrada ten dias filas iguais, o seu determinante vale cero.

Demostracién. Este resultado é consecuencia trivial do anterior.

Proposicion 3.4.6. Se unha matriz cadrada ten unha fila de ceros o seu determinante € nulo.

Demostracién. Como en casos anteriores, o resultado probase por inducion. Para n = 1 é evi-

dente. Supofiamos que é certo para n — 1 e probemos a propiedade para n. Se a fila nula € a fila
i temos que

det(A) = antAn + -+ 0.451 + - + an1An1.

Agora ben, para k # i ciimprese a igualdade Ay = (—1)"*det(My;) = 0, xa que My, ten
unha fila de ceros e é cadrada de orde n — 1. Isto implica que det(A) = 0. O

Proposicion 3.4.7. Se se multiplica unha fila dunha matriz cadrada A por un escalar, o deter-
minante queda multiplicado por ese escalar.

Demostracién. Outra vez utilizamos o método de inducion. Para n = 1 é evidente. Supofiamos
que é certo para n — 1 e probemos o resultado para n. Se a fila multiplicada polo escalar o é a
fila i e A’ é a matriz resultante tras esa operacién, temos que:

det(A') = ap Al + - + aaj Al + - + ap ALy

Entén, para k # i, cimprese a igualdade Aj; = aAg; por hipétese de inducién e, ademais,
i1 = A;1. Por tanto,

det(A') = aa1n A1 + - + caitAin + - + aan1 An1 = adet(A).

Proposicion 3.4.8. Se a unha fila dunha matriz cadrada sumamoslle un maltiplo doutra fila, o
valor do determinante non varia.
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Demostracién. Aplicando que unha matriz con dias filas iguais ten determinante nulo e as
Proposicions 3.4.3 e 3.4.7, tense que

Ay Ay Ay

A,; Ag‘, Ai

= +a = det(A).
Aj + ad; Aj A;

A, A, A,

Nota 3.4.9. Dos resultados anteriores séguese de forma trivial que
det(Fyj) = det(Fj;) = —1, det(F(a)) = det(Fi(a)') = a, det(Fjj(a)) = det(F;j(a)') = 1.
Ademais, para toda matriz cadrada B de orde n tense que
det(FijB) = — det(B) = det(Fi;) det(B),
det(Fi(a)B) = adet(B) = det(Fj(a)) det(B),

det(Fjj(a)B) = det(B) = det(Fj;(c)) det(B).
Proposicién 3.4.10. Unha matriz A € invertibel, se, e so se, det(A) # 0.
Demostracién. Toda matriz A invertibel é produto de matrices de operacions elementais por
filas
F.Fo_y-Fy = A.
Polo visto na nota anterior, temos que, se B é unha matriz cadrada de orde n, enton

det(F'B) = det(F') det(B) para toda matriz de operacions elementais por filas F'. Como conse-
cuencia,

det(A) = det(F}) det(Fy_y - F}) = det(F}.) det(F,_q) det(Fr_g - Fy) = - =
det(F,.) det(F,_y) det(F,._3) --- det(Fy) # 0.
Suponamos que A non é invertibel. Enton é equivalente por filas a unha matriz cadrada de
orde n graduada reducida por filas con algunha delas nula, xa que o rango de A ten que ser

menor que n. Sexa H4 a forma graduada reducida con polo menos unha fila nula. Temos que
A~y Hy e isto implica que existen matrices de operaciéns elementais por filas, tales que

FoFs_1--F1A=Hy
Isto implica que
det(Fy) det(Fs_q)---det(F}) det(A) = det(H4) =0

e, por tanto, o determinante de A é nulo.

Proposicion 3.4.11. Se A e B son diias matrices cadradas, tense que
det(AB) = det(A) det(B).
Como consecuencia, se A € invertibel
1

det(A7!) = — @
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Demostracién. Se det(A) ou det(B) son nulos, entén det(AB) tamén o é. Isto é asi xa que, se
existe (AB)™!, tense que

AB(AB)'=1,, (AB)'AB=1,
o que implica que A e B son invertibeis, o cal é un absurdo. Se A é invertibel, é produto de
matrices de operacions elementais por filas

F.F_-F=A.

Daquela,
det(F;) det(Fr—1) det(Fr—2) --- det(F1) = det(A)
o
det(AB) = det(F,) det(F,_; --- F1B) = det(F,) det(F,_;) det(F,_g --- F1B) = .. =
det(Fy) det(Fr—1) det(Fr_3) --- det(F1) det(B) = det(A) det(B).
A igualdade
1y 1
det(A™") = —det(A)

é consecuencia de que A~14 = I,,. a

Proposicion 3.4.12. O determinante dunha matriz cadrada coincide co da sia trasposta.

Demostracién. Se A non é invertibel, entén tampouco o é At e, entén, o resultado é certo xa
que det(A) = det(A!) = 0. Se A é invertibel, é produto de matrices de operaciéns elementais
por filas.
FrFrq - F1 = A
Daquela,
det(A") = det(F})-- det(F!_,) det(F}_,) det(F}) =

det(F}) - det(Fy_s) det(Fy_1) det(F}) =
det(F,) det(Fy_y) det(Fr_s) - det(F}) = det(A).
O

Utilizando a propiedade de que det(A) = det(A!), podemos demostrar de forma sinxela que
todos os resultados anteriores que involucran filas tamén as temos para columnas.

Corolario 3.4.13. Cumprese o sequinte:

1) Seran tres matrices cadradas da mesma orde, A, A' e A", tales que tefien todas as co-
lumnas iguais, salvo a columna j. Se a columna j de A € a suma das columnas j de A" e
A", enton

det(A) = det(A") + det(A").

2) Se unha matriz cadrada A ten dias columnas iguais, o seu determinante vale cero.

3) Se se intercambian dias columnas dunha matriz cadrada A, o seu determinante cambia
de signo.

4) Se unha matriz cadrada A ten unha columna de ceros, o seu determinante é nulo.

5) Se se multiplica unha columna dunha matriz cadrada A por un escalar, o determinante
queda multiplicado por ese escalar.

6) Se a unha columna dunha matriz cadrada A sumdmoslle un maltiplo doutra columna, o
valor do determinante non varia.

Proposicion 3.4.14. O determinante dunha matriz cadrada podese desenvolver por calgquera
das sias filas ou columnas.
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Demostraciéon. A demostracion é unha consecuencia das proposicions e corolarios anteriores.

]

Grazas as propiedades anteriores podemos realizar os calculos de determinantes utilizando
as operacions elementais. Vexamos un exemplo:

Exemplo 3.4.15. Sexa

01 11
1 2 2 2
A=l1233
02 3 4
Enton, restando a ultima columna 4 terceira e 4 segunda
0 0 01
1 0 0 2
det(A) = 1 1 0 3
0 -2 -1 4

Desenvolvendo o determinante pola primeira fila, temos que:

(1’ g g; 1 0 0 1 0 0
1 03:(—1)1+41—1 0|=—|1 -1 o0
0 2 1 4 0 —2 —1 0 -2 —1

Volvendo desenvolver pola primeira fila, obténense as igualdades
1 0 0

1 -t o=y ) Y=
0 -2 -1

Como o determinante de A é distinto de cero a matriz é invertibel e

det(A~1) = _il = 1.

3.5. Problemas propostos

1. Considéranse as matrices reais

2 -2
—1 2 3 g8 1 6
A:( ),B:( ) c=(-1 1],
3 —4 5 3 5 7 3 0
011 0
p=|o0oo0o 1|, E=(1,2,3), F=[o0
000 2
Calcule as seguintes matrices:
a) 3A+2B. b) B — A.
c) AC e CA. d) ED, DF, EF e FE.

¢) CBD e EDEt. f) D — (ACB).
g) AC + (AC)..  h) (A+ B)D.
i) D? e DB j) FEDC.
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. Sexa A = (a;j) € My4(R) a matriz definida por a;; = |i —j| para 1 <4i,j < 4 e sexa
B = (bij) € Myxa(R) onde
bis — ij sei#j
)1 0 sei=j.
Calcule os produtos AB e BA.

. Sexa A = (aij) € Max3(R) unha matriz estritamente triangular superior tal que a2 # 0
e consideremos a matriz

0 0 1
B=| 1 —apfa;z 0 | € Ma.3(R).
0 1 0

Calcule a matriz AB. E AB diagonal? E AB escalar?

. Considéranse as matrices complexas

1 -1 8  2-3i ,
A:(—1 —1)’ B:(2+3£ 0 )'C:("l)’

o —2 243i ,
p=( M) gl 1 o), F=(%).
—4 2—i ; 0 i

Calcule as matrices:

a) (1+14)B. b) A*, B* e E*.
) CCt e CC* . d)A+B+D,FC+DeEB+E.
¢) ABDF. £) (1 —3i)D)* e (1 + 3i)D*.

g) (FC)* e (FC)t. h) EAE! ¢ EAE®.

i)A2—B?e (A—B)(A+B). j)(A+D)?e A2 +24D+ D
. Sexan as matrices
i 1 1—24 5 1—2¢ -1
A‘(z -1 —3—5) ¢ B‘(—z 0 —3+z‘)‘
a) Determine a matriz X nas seguintes ecuacions:
al) A+ X =B.
a2) A—iX =2B.
a3) (1+4)X*—A=0.
ad) At +3X =0.
b) Atope as solucions X, Y € Ma.3(C) dos seguintes sistemas de ecuacions:
bl) 3X+Y =B
X +2Y =-A }
»2) iX-Y=-B
1-9)X+Y=—(1+4)A }
. Sexan A € Ma,3(R), B € M3.2(R) e C € M3,2(R) as matrices

1 0 3 —2
A:(i (1]3), =11 c=! 3 3.
- 0 0 11

Comprobe que AB = AC = I,. E A invertibel?
. Probe que, se A, B € Mp,n(R) verifican B # ©,,, e AB = O, entén A é singular.
. Sexan A, B € M2.4(R) as matrices:

10 0 -1 11 -1 1
A:(01—1 u)' 82(12—2 —1)'
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
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Estude cales das seguintes afirmacions son verdadeiras e cales falsas:
a) A'B é simétrica.
b) AB? — 2] é antisimétrica.
c) AA'B = 2B.
d) AB'B = —A.

. Sexan A, B € My .n(R) tales que A é simétrica e B + I é antisimétrica. Probe que AB

é simétrica, se, e 56 se, AB + BA = —2A.
Ache o valor de o € R para que a matriz

/2 12 1/2 1/2
—1/2 —-1/2  1/2 1/2
—1/2  1/2 —1/2 1/2
/2 a -1/2 1/2

A=

sexa ortogonal.
Se u € R™ é un vector tal que u'u = 1 entén a matriz

H(u) = In — 2uu® € Mpxn(R)

chamase matriz de Householder correspondente ao vector u.

a) Probe que toda matriz de Houlseholder H (u) é simétrica e ortogonal.

b) Demostre que H(u)v = —v se existe A € R tal que v = Au.

¢) Comprobe que, se v € R™ verifica que v'u = 0, entén H(u)v = v.

d) Se u = (v/3/3,—v/3/3,V3/3)t € R?, verifique que u'u = 1 e calcule a correspon-

dente matriz de Householder H(u).

Sexan A, B € Mpxn(R) e sexa M = A+ iB € Mnxn(C). Probe que M é hermitiana, se,
e s0 se, A é simétrica e B é antisimétrica.
Sexan A, B € M,,..n(RR) tales que A é ortogonal e AB = BA. Probe:

a) A'B = BAL

b) Se H=A+iB € Mnxn(C) entén HH* = H*H <= BB! = B'B.
Dada unha matriz cadrada A de orde n, definese a sia traza como a suma de todos os
elementos da diagonal principal, isto é:

tr (A) = a11 + - + ann.

Demostre que para todas A e B matrices cadradas de orde n tense o seguinte.
a) tr(A+ B) =tr(A) +tr(B).
b) tr (AB) = tr (BA).
¢) Para cada escalar o cumprese que tr (aed) = atr (A).
d) tr(A%) = tr (A).
Sexan A, B € M,,..n(R) verificando que:
a) tr(B) =0,
b) A—2B +2A' — Bt =6I.

Atope todas as matrices X € M,,,.,(R) satisfacendo a ecuacion matricial
X =tr(X)A+B.
Probe que, se A € M, 4(C) verifica tr (AA*) =0, entén A = B ,.

Sexan A, B € Muxn(R) dias matrices ortogonais.

a) Calcule a traza da matriz N = B'AB — A%,

b) Demostre que (A + B)(A* — Bt) = 6, ,, se, e s6 se, BA* é unha matriz simétrica.
Sexa A € Mpxn(R), A # Onn, e sexa B € Muxn(R) tal que (A + B)? = (A — B)%.
Demostre:

a) tr(BA)=0.

b) (AB)t = —A'B.
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¢) Se n é impar e A é invertibel, entén B non é invertibel.

19. Sexan A, B € Mnxn(R). Razoe cales das seguintes afirmaciéns son verdadeiras e cales
falsas.

a) rang (AB) = rang (BA).

b) rang (A + B) = rang (A) + rang (B).

¢) rang (AA) =rang(A4), YA e R\ {0}.

d) Se A € Myyn(R) e B = (A + A?) entén rang (A) = rang (B).
20. Calcule, segundo os distintos valores de «, 5 € R, o rango das matrices:

2 B 1 Cl*_?‘]‘ a1l 11
b 0.43! 2‘
2 B « I a0 1 1 a «a
?;(1) 15 -1 2 2 0 1 2
D=| 4,5 of| E=|21 41| F=[1-1 2 8].
L0 12 1 a 0 2 -3 a

21. Sexa S = {A € Mg,4(R) /rang (A) = 2}. Cales das seguintes afirmaciéns son verdadeiras
e cales falsas? Razoe a resposta.
a) Se Ae Se Be Msxa(R), enton AB € S.
b) Se A, Be S, entén A+ B < §5.
c) Se A€ S, entén AA € S, VA € R\ {0}.
22. Calcule a forma graduada reducida de B e determine a, 8 € R para que as matrices

10 -2 1 1 4 -6 -7
A= -2 1 1l o], B=| -11 1 -3
02 g 2 2 2 -6 -12

tefian 0 mesmo rango.
23.  a) Determine os valores dos parametros o e [ para que as matrices reais

10 -2 1 1 4 -6 =7
A= -2 1 l a|, B=|-11 1 -3
02 B 2 2 2 —6 —-12

sexan equivalentes.
b) Calcule a forma reducida completa ou normal

I T | er,4—r
I3X4 — o I _____
93—!‘,!‘ | 83—1",4—!‘
da matriz B.

¢) Para a = § = 0, ache as matrices regulares P e Q tales que Q~1AP = B.
24. Ache o rango das matrices:

a)
1 a —a?
A= ( 1 8 -5 )
1 6 —o2
b)
1 i 1414
B = 1424 2i 0

1+4 1+2i 2+
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1 -1 i
C=§ 14i i—1 1—4i j.
241 i—2 «o

o Ji—24a i-—-2
D= l1—i—«a —a i—1 |.
i —1+1 -1

— e 2
[N R —y
=R ==
o

1 B8 a 8
p_| 238 a2
=11 B 20 28

128 0 28

25. Considéranse as matrices

(3 () (1)

a) Probe que A e B son matrices regulares e caleule A~ y B~1L.
b) Resolva, se é posibel, as seguintes ecuacions matriciais:
bl) BX =C.
b2) 3BX — At =0.
b3) AX —BX =1.
bd) AXB= A+ B.
b5) A'BXt=C.
b6) A2X =1.
26. Sexa A € My.n(R). Probe que:
a) Se A é ortogonal, enton det (A) = £1.
b) Se n é impar e A é antisimétrica, enton det (4) = 0.
¢) Se P € Muxn(C) é unha matriz invertibel, enton
det (P~YAP) = det (A).
27. Sexan A, B € My, .n(R) matrices ortogonais.
a) Probe que A + B = A(A + BY)B.

b) Como consecuencia, probe que, se det (A) + det (B) =0, enton A + B é singular.
28. Probe que
1 a B+~
1 8 a+q
1 v a+p8

29. Dados a, 8 € R, considérase a matriz A = (aij) € Mnxn(R) definida por

| o sii=3j
WWT\B sii#j]

Probe que det (A) = (a — 8)* o+ (n —1)8].

=0.




3.5. PROBLEMAS PROPOSTOS

30. Calcule o determinante da matriz

a+1 1 1 3
20 a+p B B
a B B B

a+l 1+8 1+8 3+8

segundo os valores de «, 8 € R. jPara que valores de a e 3 é a matriz A regular?
31. Calcule o determinante e, se é posibel, as inversas das seguintes matrices:

A=

1 -1 2 1 1
-1 2 3 2 -1 3 2 0 (} ; ; ;
A= o012 |, B=|1 022 2|, C=|] ;33|
100 3 155 4 L9 5
1 -1 20 —4 \
111 1 1+i —i ( '1] i _(1) (1]
D= 2 21 E= 0 i 1—2i F =
1 9 4 ’ 1 1 . ! -1 0 1 -1
! \ 11 1 o0
32. Calcule os determinantes das seguintes matrices:
1 2 -1 —0,002 13522
3 8 0 —0,004 36951
A— v , B=|65742/|,
2 2 —4 —0,003 1685 0
3000 8000 —1000 —6 1463 1
128 256 384 512
1 3 1 1 5 7 6 8 5
! 3546 4
C= , D=2 3 2 4 3
11 1 4 120 22
64 64 64 64 2 4 2 4 4

2 0 —4 -12
33. Sabendo que o determinante de Vandermonde admite a expresion

1 1 1 .. 1
T1 ro Ty ... Tn
2 2 2 2
b H I I I
1 2 3 n — . .
det AR Bl § (Gl
ixj
n—1 n—1 n—1 n—1
T Ty foiry e Tp

demostre que para todo niimero k > 1 o determinante da matriz

1 2 3 .. k
1 4 9 .. kK
3
a— |1 820 .k
1 2k 3k . kk

€ non nulo.
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34. Sexa A € Myn(C) tal que A — A* = tr (A)A*. Demostre que tr (A) =0 e det(A) € R.
35. Sexa A € Mpxn(C) antisimétrica e sexa B = (I, + A)(I, — A)~L. Probe que B é unha
matriz ortogonal.

36. Razoe se as seguintes afirmacions son verdadeiras ou falsas:

a) Se A € Myyn(R) verifica que (A +I,,)(A —I,) = Oy pn, entén A =TI, ou A = —1I,,.

b) Se A € My «n(R) é unha matriz nilpotente de indice 2, entén

A(M 4+ AP = AM? ¥ M € Mpxn(R).
¢) Se A é nilpotente, entén A é singular.
d) Sexa A = (aij) € Mnxn(R) definida por a;; = o, se i + j = n+ 1, e a;; = 0 noutro
caso, onde o € R, @ # 0. Enton ciumprese que det(A) = —det(aly,).
e) Sexan A, B € M,,.,(RR) dilas matrices invertibeis. Daquela cimprese que

rang (B*A™!B) = rang (A‘A).



CAPITULO 4

Sistemas de ecuaciéns lineares

Os contidos deste capitulo son dos mais relevantes dentro da alxebra linear xa que a solucion
de sistemas de ecuacions lineares foi un dos problemas, por non dicir o problema, que deu lugar
4 sua orixe.

Comezaremos o capitulo introducindo as nociéns de ecuacion linear e de sistema de ecua-
ciéns lineares, para pasar a continuacion a dar a interpretacion matricial destes ultimos. No
seguinte punto clasificaremos os sistemas de ecuacions lineares en funcion de se tefien solucion
(compatibeis) ou se non a tefien (incompatibeis). Dentro dos compatibeis, distinguniremos en-
tre os que tefien infinitas solucidns ou unha tnica solucién. Os primeiros seran os compatibeis
indeterminados, mentres que os segundos chamaranse compatibeis determinados.

En segundo lugar, definiremos a importante nocién de sistemas equivalentes, isto é, sistemas
co mesmo conxunto de solucions. Neste capitulo recalcarase ao lector que, se nun sistema Ar =
b multiplicamos por unha matriz invertibel P, o novo sistema PAxr = Pb é equivalente ao
primeiro. Por tanto, tendo en conta a interpretaciéon matricial das operacions elementais por
filas, poderemos garantir que, se nun sistema de ecuaciéns lineares Ar — b intercambiamos diias
ecuacions, multiplicamos unha ecuacién por un escalar non nulo ou sumamos a unha ecuacion
un multiplo doutra ecuacion, obtemos un sistema de ecuaciéns equivalente. Como consecuencia
destes feitos, poderase usar a seguinte propiedade para discutir e resolver sistemas de ecuaciéns
lineares: sexa Az = b un sistema de m ecuacions lineares con n incognitas e sexa (Alb) a sia
matriz ampliada. Se C = (A'|V) é a forma graduada reducida de (A|b), tense que o sistema
A’z = b é equivalente ao sistema Az = b.

A primeira consecuencia directa do resultado enunciado nas ultimas lifas do paragrafo
precedente é o que se cofiece na literatura como Teorema de Rouché-Frobenius. Este teorema
é 0 que permitira discutir os sistemas de ecuacidns lineares sen mais que estudar os rangos da
matriz do sistema e da matriz ampliada.

Finalizaremos esta parte do capitulo introducindo as nociéns de sistema homoxéneo e non
homoxéneo recalcando que, se Az = b é un sistema de ecuacions lineares compatibel, o conxunto
de solucions do sistema obtense como a suma dunha solucién particular e as solucions do sistema
homoxéneo asociado Az = fgn sendo fxn a matriz columna con todas as siias compofientes nulas.

O primeiro método de solucion de sistemas de ecuacions lineares que se introducird é o
derivado da eliminacidon gaussiana, que, a sua vez, ten o seu fundamento na utilizacion das
operacions elementais para converter un sistema de ecuacions lineares noutro mais sinxelo de
resolver; neste caso pasariase a outro sistema equivalente con matriz asociada triangular su-
perior. Neste capitulo explicarase con rigor o procedemento de eliminacion gaussiana e, como
consecuencia, verase que se no proceso de Gauss para resolver o sistema Ar = b non temos
necesidade de intercambiar filas ou de multiplicar unha fila por un escalar non nulo, existe unha
matriz P, triangular inferior cos coeficientes da diagonal principal iguais a un, tal que PA =U
sendo U unha matriz triangular superior. Como a inversa dunha matriz triangular inferior cos
coeficientes da diagonal principal ignais a un é triangular inferior cos coeficientes da diagonal
principal iguais a un, teremos o seguinte:

A=LU, L=pP!
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onde L é unha matriz triangular inferior cos coeficientes da diagonal principal ignais a un e U
é unha matriz triangular superior; esta é a factorizacion LU da matriz A. Agora ben, nestas
condicions xerais non podemos garantir a unicidade de L e de U. Para garantir a unicidade da
factorizacion é necesario que todos os pivotes que aparezan no desenvolvemento do procedemento
de eliminacion gaussiana deben ser non nulos ou, equivalentemente, as submatrices diagonais de

A?

deben ser invertibeis para todo r € {1, ,n}.

Finalmente, neste capitulo tamén se vera como se pode aplicar a factorizacion LU 4 re-
solucion de sistemas de ecuacions lineares e comprobarase que, se A admite factorizacion LU,
enton

det(A) = det(U)
e, como U = (u;;) é triangular superior, tense que

dEt(A) = U11U22 -~ Unp-

4.1. Sistemas homoxéneos e non homoxéneos. Existencia de soluciéns
Definicion 4.1.1. Unha ecuacion linear con coeficientes no corpo K é unha expresion da forma:
a1ry + -t apr, =b

onde os a; son elementos cofiecidos do corpo que chamaremos coeficientes, as x; son simbolos
que chamaremos incdgnitas e b é outro escalar cofiecido que chamaremos termo independente.
E importante resaltar que nunha ecuacion linear non poden aparecer as incognitas elevadas ao
cadrado, nin produtos de incégnitas, nin funciéns de tipo trigonométrico, logaritmico, etc.

Unha solucion da ecnacion é unha asignacion de escalares v; para as incognitas x; de forma
que se cumpra a igualdade. Normalmente unha solucién representarémola como unha matriz
columna

0

Un

cumprindose que

(a1 ~ an)| : =ayvy + -+ apvy = b.

Un
Cando temos poucas incognitas additanse representar polas letras =, y, z, £, ....
Exemplo 4.1.2. As seguintes ecuacions
o +20y—3t=23, ir—(4+i)z—6t=0
son lineares, mentres que
2 +3y+42=6, zyz+3t=9, sen(z)+4t+5r=¢

non O son.
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Por exemplo, z =6, y =1, 2z = 0, £ = 1 é unha solucién da ecuacién = + 20y — z — 3t = 23.
Neste caso,

(120 -1 -3) =1-6+20-140-04(-3)-1=23.

[ =T =+

Definicion 4.1.3. A un conxunto de m ecuacions lineares coas mesmas incognitas
aj1ry) + -+ apTn = by
a;1T1 + - + QinTn = b;
am1T1 + - + GmnTn = by
chamaselle sistema de m ecuacidns lineares con n incognitas.
Notese que o anterior sistema admite a seguinte formulacién matricial:

ai; - - din T b1
aj; - e Qip | = b
Qm1 - - Omnp Tn b‘m
Se chamamos A 4 matriz
aiyp - - Qln
ajp -t Qg
Am1 Amn
er,ba
T b1
T; 3 bﬁ )
1"“ bm

respectivamente, o sistema esta dado polo produto matricial
Az =b.
Este é o formato mais simple para representar de forma abstracta un sistema. A matriz
A € Mpxn(K) chamarase matriz do sistema, x serd cofiecido como vector de incognitas (ao
darlle valores escalares a cada incognita temos un elemento de M, .1(K)) e b € Mp,1(K)
denominarase termo independente.

Definicion 4.1.4. Dado un sistema de m ecuacions lineares con n incognitas Az = b, chamase
matriz ampliada do sistema 4 que resulta cando se engade a A o termo independente como
columna final. Representarémola como

(AlD).
Definicién 4.1.5. Dado un sistema de m ecuacions lineares con n incognitas Ax = b, chamarase
homoxéneo se b = fm. Dado un sistema non homoxéneo Az = b, chamarase sistema homoxéneo
asociado ao sistema Axr = fgm.
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Definicién 4.1.6. Dado un sistema de m ecuacions lineares con n incognitas Ar = b, chamarase
solucidn do sistema a todo v € Mpx1(K) tal que Av = b. Nétese que se as columnas de A son

Al, - A", enton v € Mnxl(K) é solucion, se, e so se,
a e @
11 1n "
aj - v Qg ) =v Al + . 4 v, A" =b.
B : . H v
Am1 =t OGmp "

Cando isto ocorre, dise que b é combinacion linear das columnas de A. Mais adiante veremos
o sentido que ten este nome no contexto da teoria de espazos vectoriais.

Un sistema de ecuacions lineares chamarase compatibel se admite solucién. Cando é tinica,
chamarase compatibel determinado. Se temos mais dunha solucién, o sistema denominarase
compatibel indeterminado. Os sistemas incompatibeis son aqueles que non tefien solucion.

Exemplos 4.1.7. Se temos un sistema de ecuacions lineares Az — b onde A é unha matriz

invertibel, verificase que Az = b é compatibel determinado con solucién v = A~'h. Doutra

banda, todo sistema homoxéneo de n incognitas, é compatibel xa que fgn € unha solucion.
Vexamos agora exemplos concretos. Tomemos en primeiro lugar o sistema:

T+y+2=6 11 1 . 6
r+y—z=0 11 -1 10
rtz=4 110 1 vI=1 4
r+y=3 11 0 # 3

onde da 1ltima ecuacién obtemos que r = 3 — y. Ademais

{ r+y—2z=0

et —4 = 2r+y=4 = 2B8-y)+y=4 = 6—y=4 =y==2

Entén, x = 1 e z = 3. Daquela, o sistema resulta compatibel determinado.
Sexa a continuacion o sistema

rty+z=6 (11 1 A
T+y—2=0 11 —1 g =\lo )
Neste caso, sumando as dias ecuacions, obtemos que 2z + 2y = 6 ou, o que é o mesmo,
z +y = 3. Por tanto, y =3 —x e z = 2 + y = 3. Isto implica que calquera vector v tal que

a
v=| 3—a |, acR
3

é solucion do sistema. Como temos infinitas solucions o sistema é compatibel indeterminado.
Finalmente, consideremos o sistema

r4+y+z==6 1 1 1 T 6
r4+y—z=0 & 1 1 -1 Y =10
—2r—2y=1 —2 -2 0 z 1

Sumando as dias primeiras ecuacions obtemos que 2x+ 2y = 6, equivalentemente, z+y = 3.
Isto é imposibel que se cumpra ao mesmo tempo que —2z — 2y = 1 < z+y = —1/2. Por tanto,
non existe solucién e o sistema resulta incompatibel.

Definicion 4.1.8. Diremos que dous sistemas de ecuacions lineares co mesmo mimero de incogni-
tas son equivalentes, se tefien o mesmo conxunto de solucions.
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Proposicién 4.1.9. Sexa P € My, .m(R) unha matriz invertibel. Tense que todo sistema de m
ecuacions lineares con n incognitas Ax = b € equivalente a PAx = Pb.

Demostracién. Supofiamos que v € solucién de Ax = b. Enton é solucion de PAx = Pb xa que
PAv = Pb por ser Av = b. De xeito inverso, se v é solucion de PAz = Pb, temos que PAv = Pb
e multiplicando por P~! obtemos que

Av=P'PAv =P 'Pb=0.

Por tanto, v é solucion de Ax = b. a

Como consecuencia deste resultado obtemos unhas importantes propiedades que nos seran
de utilidade a hora de resolver sistemas.

Proposicién 4.1.10. Se nun sistema de ecuacions lineares Ax = b intercambianse dias ecua-
cions, multiplicase unha ecuacion por un escalar non nulo ou se suma a unha ecuacion un
maltiplo doutra ecuacidn, obtense un sistema de ecuacions equivalente.

Demostracién. Intercambiar dias ecuacions, por exemplo a ecuacion i e a ecuacion j, faise
sen méis que multiplicar o sistema pola matriz de operaciéns elementais F};. Como é invertibel,
0 novo sistema é equivalente a Ar = b. Se queremos multiplicar unha ecuacién por un escalar
« non nulo, temos que multiplicar o sistema pola matriz de operacions elementais F;(a) que
tamén é invertibel. Desta forma, neste caso, temos un novo sistema equivalente ao de partida.
Finalmente, a 1iltima operacion con ecuacions faise multiplicando por unha matriz de operacions
elementais do tipo Fjj(a) que, como é invertibel, proporciona un sistema equivalente a Ax = b

O

Corolario 4.1.11. Sexa Az = b un sistema de m ecuacions lineares con n incognitas. Sexa (A|b)
a sta matriz ampliada. Se (A'|l') € a forma graduada reducida de (A|b), tense gque o sistema
A’z =V € equivalente a Az = b.

Demostracién. E consecuencia directa da proposicién anterior. a

Corolario 4.1.12. Sexa Ax = b un sistema de m ecuacions lineares con n incognitas. Sexa
(Alb) a sia matriz ampliada. Enton:

1) Serang(A) =rang (A|b), o sistema € compatibel. Cando rang(A) = n, o sistema € deter-
minado e, serang (A) < n, € indeterminado.
2) Se rang (A) < rang (A|b), o sistema € incompatibel.

Demostracién. Calculemos a forma graduada reducida (A’|b') da matriz ampliada do sistema
(Alb). Se eliminamos a ultima columna de (A’|b'), temos unha forma graduada reducida para
a matriz A. Como podemos deducir de forma facil, o sistema é compatibel cando no sistema
A’z = b’ non aparece a ecuacién 0 = o con a un escalar non nulo, é dicir, se A’ e (A’|b) tefien
0 mesmo numero de filas non nulas, equivalentemente, rang (A) = rang (A|b).

Se rang (A) = rang (A|b) = r, o sistema resélvese despexando as r incognitas corresponden-
tes 4s r entradas principais en funcién das n—r restantes. O sistema sera determinadosen = r. O

Estes ultimos corolarios proporcionan un método, coniecido como método de Gauss-Jordan,
baseado na utilizacion das operacions elementais para simplificar os procesos de caracterizacion
do sistema e obtencion do seu conxunto de solucions no caso de que as tena. Vexamos uns
exemplos:
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Exemplos 4.1.13. Tomemos o sistema,

3z+6y—5z=0 3 6 =5 T 0
r+y+22=0 1011 2 y|l=]0
2r4+4y—3z=1 2 4 -3 z 1
Sexa a matriz ampliada do sistema
36 —5 |0
11 20
2 4 -3 | 1

e calculemos a forma praduada reducida (neste caso, a matriz onde se acumulan as operacions
elementais non nos interesa polo que non a escribimos).

11 210 11 200 11 200
F Fyg1(—2),Fgp(—3) Fy
Ap)= |36 —5 | 0| " =" 03 —-11]0|=(02 —7|1
24 -3 | 1 02 -7 |1 03 —11 | 0
11 2] o (11 2 o
P01 —r2 12 1= Lo 2| 12
03 -1 ] o0 00 —1/2 | —3/2
(11 2] o0 (10 11/2 | —1/2
ey 172 |12 | o1 —r2 ] 12
o 1] 3 oo 1] 3
100 | —17
Fg3(—11/2),Fag(7/2)
=R 010 1
001 3

Por tanto, rang (A) = rang (A|b) = 3. Daquela, o sistema orixinal é compatibel determinado
e a solucion esta dada por

r=-17
y=11
z=23
Tomenos agora o sistema
r+y+z=1 111 T
r+2y=1 = 1 20 ¥y | =
r+2z=1 1 0 2 z 1

e calculemos a forma graduada reducida da matriz ampliada

/11 11 11 11
@Ap) 2o 1 10 |20 -1 o0
0 -1 110 00 0] 0

/10 21

o1 —1 )0

00 0] 0

Entén, rang (A) = rang (A|b) = 2 < 3 e o sistema orixinal é compatibel indeterminado e

equivalente ao sistema
r+2z=1
y—z=20
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que ten como soluciéns aos u dados por

1-2a
u= a , acR.
@
Finalmente, sexa o sistema
204+ 2y+22=0 2 2 2 T 0
de+Ty+72=24 |4 7 7 y | = 24
6x + 18y + 182 =70 6 18 18 z 70

e, como nos casos anteriores, empecemos o calculo da forma graduada reducida da matriz am-

pliada.

2 2 2] 0 f222 | o0
(Ap) 2P0 3 3| 24 | [033 | u
00 0

012 12 | 70 | —26
Chegados a este punto non temos que facer nada mais, xa que se ve claramente que temos
0 = —26. O sistema é incompatibel e rang (A) = 2 < 3 = rang (A|b).

Proposicién 4.1.14. Sexa Az = b un sistema de ecuacions lineares de m ecuacions con n

incognitas tal que € compatibel. O conzunto de solucions do sistema obtense como a suma dunha

solueion particular e as solucidns do sistema homozéneo asociado Az = fym.

Demostracién. Suponamos que v é unha solucién de Az = b e que w o é de Axr = fgm. Enton,
Alv+w)=Av+Aw=b+6gm =b

e isto implica que v + w é unha solucion de Ax = b. Inversamente, se temos duas solucions de

Az = b, veu, sexaw = u — v. E claro que u = v + w e, ademais, w é solucion do sistema
homoxéneo asociado, xa que Aw = A(u—v) = Au— Av =b—b = fgm. O

Exemplo 4.1.15. Por exemplo, nun caso do exemplo anterior estudamos o sistema

r+y+z=1 111 T 1
r+2y=1 = 1 20 y | = 1
r+2z=1 1 0 2 z 1
que resultou ser compatibel indeterminado. Ten como soluciéns aos u, tales que
1—-2a
u= a ,acelR
@

Se tomamos

temos que v é unha solucién do sistema Az = b (é unha solucion particular) e que
—2a
v+ a1 ,aclR
o
é o conxunto total de solucions, onde
—20
a ,acelR
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son as solucions do sistema homoxéneo asociado.

Nota 4.1.16. Obviamente, se Ax — b é compatibel e o seu sistema homoxéneo asociado so ten
a solucion trivial, obtemos que o sistema é determinado.

4.2. Eliminacién Gaussiana. Factorizacion LU

Sexa A € Mpyun(R) e sexan Ay, Ay dias matrices tales que A = Ay Ay. A solucién dun
sistema de ecuacions lineares Ar — b podese abordar resolvendo os sistemas A1z = b, Aoz = =z,
xa que

Az = A]_AQ.T.‘ = Alz =b.

Este procedemento é especialmente 1til cando os dous sistemas A1z = b e Ayr = 2 son
moito mais faciles de resolver que o orixinal. Existen varios métodos baseados nesta idea. Na
parte final do tema veremos un dos mais clasicos.

Definicién 4.2.1. Sexa A € Mpxn(R). Diremos que A admite unha factorizacién LU se podemos
factorizar A como produto de diias matrices L e U onde L é unha matriz triangular inferior cos
elementos da diagonal principal ignais a un e U é unha matriz triangular superior.

1 0 0 0 Ul U2 e Ul n—1 Unn
lo1 1 0 0 0 wuge - U n—1 Udn
A=LU = : : T : : : : : :
lnc11 L1 - 1 0 0 0 - Upip1 Un_1n
IE1'“.'.1 En? En n-1 1 0 0 0 Unn

Se existe tal descomposicion, temos que
det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = uy1u9g - Up—1 n—1Unn-

O calculo da factorizacién LU dunha matriz A esta baseado no procedemento de eliminacion
gaussiana que consiste en converter a matriz de partida A nunha matriz triangular superior
mediante a utilizacion de operaciéns elementais con filas. O método de Gauss realizarase en
n — 1 etapas, se a matriz A ten n filas.

ETAPA 1 DO METODO DE GAUSS.

Na primeira etapa do método faranse ceros debaixo do primeiro elemento da diagonal prin-
cipal de A. Para iso distinguimos dous pasos:

Paso I: Comprobase se o elemento aqq € non nulo. Se é distinto de cero, pdsase ao paso II;
se é nulo, débese intercambiar a primeira fila con outra fila, por exemplo, a fila i-ésima (i > 1),
tal que a;1 # 0, e pasase ao paso II. Se non existise unha fila en tales condicions, pasase 4 etapa
11

Paso II: Amilanse todos os elementos colocados na primeira columna debaixo do que ocupa
a primeira posicién da diagonal principal.

A interpretacién matricial destes pasos é a seguinte:

Paso [: Multiplicamos A pola esquerda pola matriz:

I, seap #0
.P]_: Fh' 56011:0635}10.,',1;60
I, seaj; =0¥i>1
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Paso II: Sexa PPA = By = [bll_?) Se debaixo do elemento b}, todos os b}, son nulos tomamos

E, = I,,. En caso contrario, multiplicamos B pola esquerda polas matrices:

F b.‘.lil .
Jl(_b_}]) j€{2,~ ,n}

para anulalos e tomamos

bl b bl
By = Fo(—2Y) Py 1 (—2522) o Py (— 2
bll b11 bll

En calquera das dias posibilidades, obtemos que E; é unha matriz triangular inferior con
uns na diagonal principal, xa que E; = I, ou

1 0
—m
bll
B - . .
_b}b—l 1 10
L .
¥ 01
B bll
. 1
Ademais, se A; = (“ij) = F1 By, temos que
1 1 1 1
a1y 9%2 “} n—1 a’%‘n
0 A3y Gy Aon
Ay =FE1PiA= : : :
1 1
0 an_192 anfl n—1 a‘nTl n
0 an1 Apn—1 Qnp
ETAPA r DO METODO DE GAUSS.
Nesta etapa, atopamonos cunha matriz
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
Ay g Gy o a4y n-1 alnl
r— r— —
0 0 - ay vt Gagp Qo
— r—1 r—1 r—1 r—1
A (a‘ij ) 0 0 Ay Q1 Orn
) ) ’ r—.l ' 'r—l. 'r—.l
0 0 an—llr " a’n—lln—l an—ll'n
T— T— T—
0 0 Apr " Ay n—1 Apn

e temos que facer ceros debaixo do coeficiente a] . Do mesmo xeito que nas outras etapas
debemos dar dous pasos:

Paso I: Comprébase se o elemento al; ! é non nulo. Se é distinto de cero, pasase ao paso II;
se é nulo, débese intercambiar a fila r con outra fila, por exemplo, a fila i-ésima (i > r) tal que
aj ! # 0, e pasase ao paso II. Se non existise unha fila en tales condicions, pisase 4 etapa r + 1.

Paso II: Annlanse todos os elementos colocados na columna r-ésima debaixo do que ocupa
a posicion r da diagonal principal.

A interpretacién matricial destes pasos é a seguinte:
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Paso [: Multiplicamos A,_; pola esquerda pola matriz:
I, sealy1#0
P,={ Fy seal;'=0e3i>ra ' #0
I, sea:;l =0Vi>r
Paso II: Sexa PrA,_1 = B, = (bj;). Se debaixo do elemento b, todos os bj, son nulos

tomamos E, = I,. En caso contrario, multiplicamos B, pola esquerda polas matrices:
T

b
Fir(—2) j € fr1,,n)

b,
para anulalos e tomamos
b b1y b1y
E. = Fnr(_E)Fn—l r(_ b::y- )---Fle(— b;.‘,r )

En calquera das dias posibilidades, obtemos que E; é unha matriz triangular inferior con
uns na diagonal principal, xa que E, = I, ou

{10 - 0 . 00
01 -- 0 - 00
00 -- 1 00
T
E, = e s
T 00 Br
bf‘
00 - - "3:"' 0
Ff‘
bﬂf‘
\ﬂ 0 - =g = 01 )
Ademais, se A, = (a:-"j) = E,B,, temos que
r T T ™ T ™
[ a1 alp - oap @y v Gip g al, O\
T T ™ ™ ™
0 ap - ay aj.yy - Gh, Aon
T r T r
A. = E.P.A _ 0 0 Ay Ay r41 Ap p—1 [
r = LrlrAr—1 = 0 0 0 a’ O al.
r+1r+1 r+1n—1 r+in
T T T
0 0 0 Ap—1r41 " Op1p-1 Gp—1n
T T r
0 0 0 A r+1 Ay n—1 Appn

Desta maneira, tras n — 1 etapas obtense que

E, P, EPA=A, = (a,:;._l) =

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
( ay; Gy v Gy X Aypypy o O nl a‘lnl \
n— n— n— n— n—
0 ap Qar A2rt1 7 Oap1 Oop
n—1 n—1 n—1 n—1
0 0 App A g1 A1 Grp
: n—1 M
- Qi1 r+1
n—1 n—1
0 0 0 0 I R | a‘n—lln
n—
0 0 - 0 0 0 arl )
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é triangular superior. Por tanto, se chamamos P = E,,_{P,_, --- E1 P, temos que
PA=U, U=An1.

Exemplo 4.2.2. Tomemos a matriz

Vexamos como seria cada etapa do método de Gauss.

ETAPA 1 DO METODO DE GAUSS.
Paso I: Como a11 = 2 # 0, tomamos P = Is.
Paso II: By = PLA = A.

Fagamos os ceros a continuacion. Tomamos Ey = F31(1/2)F3(—1) e desta forma

2 1 1
Aj=EBi=EA=[0 0 2
0 7/2 3/2

ETAPA 2 DO METODO DE GAUSS.

Paso I: Como ady =0 e aly = 7/2 # 0, tomamos Py = Fos.

Paso II: By = P2 Ay

Fagamos os ceros a continuacién. Tomamos E» = I3 xa que debaixo do coeficiente b3, todos
0s elementos son nulos. Desta forma

2 1 1
Ay=E;By=PA = 0 7/2 3/2
0o 0 2

Daquela U = As, e, ademais, a matriz P, tal que PA = U, esta dada por

1 00
P=EyRBE P = I3F3F3(1/2)Fp (—1){3 = FoaFa1(1/2)Fn(-1)= | 1/2 0 1
1 10

Esta matriz non é triangular inferior, xa que no produto que a define figura a matriz Fog
que non o é.

Nota 4.2.3. Dos tres tipos de matrices de operaciéns elementais s6 as matrices Fi;(a) coni > j
son triangulares inferiores con uns na diagonal principal. As matrices F}; non son triangulares
inferiores nin superiores e as matrices F;(a) son diagonais, pero o elemento colocado na posicion
i da diagonal principal é «. Por tanto, se no proceso de Gauss non temos necesidade de inter-
cambiar filas ou de multiplicar unha fila por un escalar non nulo (obviamente tamén distinto de
un), a matriz P é igual a
P=E, \E, 5--E

e isto implica que P é triangular inferior con uns na diagonal principal. Como toda inversa
dunha matriz triangular inferior con uns na diagonal principal é triangular inferior con uns na
diagonal principal, temos o seguinte:

A=LU, L=P

onde L é unha matriz triangular inferior con uns na diagonal principal e U é unha matriz
triangular superior. Agora ben, nestas condicions xerais non podemos garantir a unicidade de L

edeU.
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Exemplo 4.2.4. Sexa a matriz

1111
122 2
A=1123 3
123 4

e apliquemos o proceso de eliminacion de Gauss. Neste exemplo iremos directos ao gran sen
especificar con tanto detalle o que se fai en cada etapa. Enton:

1 1 11 1 1 11
Fyq1(—1), Fa1(—1), Fay (-1} 01 1 1 Faa(-1), Faa(-1) 01 1 1
= 01 2 2 = 0011
01 2 3 001 2
1 111
Fg—}l) 0111
0011
0001
Deste xeito, temos que
1 111
0111
U= 0011
0001

P = Fy3(—1)Fip(—1)F3(—1)Fa1(—1) F31(—1)F21(—-1)
que é un produto de matrices triangulares inferiores con uns na diagonal principal. Nétese que
en ningiin momento do proceso tivemos necesidade de intercambiar dias filas ou de multiplicar
unha fila por un escalar non nulo distinto do un.
Enton,
L=pP!
= (Fi3(—1)Fg(—1)Fsp(—1)Fyy(—1)F5 (—1)F (-1)) ' =
Fo1(—1) " Fay (—1) 7 Fyg (—1) ' Fap(—1) "' Fap(—1) ' Fys(—1) ! =
1

Fo1(1)Fa1(1)Fa1(1) Faa(1) Faa (1) Faa(1) = }

1
é unha matriz triangular inferior con uns na diagonal principal tal que

A=LU.

=== O
= =0 o
= o oo

O teorema que baixo certas condiciéns garante a existencia dunha tinica factorizacion LU
é o seguinte:
Teorema 4.2.5. Sexa A = (aij) € Mnxn(R) e suporiamos que as sias submatrices diagonais
apiy - Qi
Alr,r)=1| :
ar1 - Gy

son invertibeis para todo r € {1, ...,n}. Entén A admite unha dnica factorizacion LU con L una
matriz triangular inferior con uns na diagonal principal e U unha matriz triangular superior
invertibel.
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Demostracién. Polo visto anteriormente, para garantir a existencia da factorizacion LU, debe-
mos demostrar que en cada etapa do método non é necesario intercambiar filas. A demostracion
deste feito farémola por inducién. Xa que a11 # 0 enton na primeira etapa da eliminacién gaus-
siana non temos necesidade de intercambiar filas. Supofiamos que isto é asi ata a etapa r e

comprobemos que tamén é certo para a etapa r + 1. Nesa etapa temos que

T T T T T T
A R R T P L St B P
T T ™ T ™
0 ap - ay a4, A3 n-1 Aoy
T T T r
A, = 0 0 Ay Ay r41 Ap n—1 Orp
= T T r
0o 0 0 ari1rnn Griin-1 Grpin
T T T
0 0 0 Ap1r41 " Op_1p—1 Op—1n )
T T T
\ 0 0 0 Ay r41 Apn—1 Qnn

e ademais A, = F.P.FE,._1P,_y--- E;P{ A, onde por hipotese de inducion non fixemos intercam-

bios de filas ou, o que é o mesmo, P, = P,_{ = --- P; = I;, 0 que implica

A, =E.E,_,-EA

con E, E,_; - E; = (c¢;;) matriz triangular inferior con uns na diagonal principal. Daquela:

( 1 0 0 0 0 0
1 1 - 0 0 w0 0
E.E E, = Cr1 Cr2 i 1 0 i 0 0
ror—1 &1 — 1 0 0
Cr411 Cr411 -0 Cr4dr
Cnt11 Cn412 " Cn—ir Cn—lp41l 1 0
€1 Cn2 " Car  Cuppl vt Cppe1 1
Descomponiendo por bloques temos que a igualdade
Ar = FrEr1---E1A
podémola expresar como
T T T T T T T
[ ayp @yg - A1y Q1.4 | By 0 O1p A1n
r ' T ' ' '
0 a9 - a3, as,p | A3ry2 a2 n—1 aQon
T T T T T
0 0 o Oy | | Qppya o Ay -1 Ap n
T T T T
0 0 - 0 afy,r | Gy v Giini1 OGrgan
T T T T
0 0 0 aryary1 | Gryorp2 0 Griono1 Gryon
T T r T
0 0 0 Apn1r+1 | 1,42 ™ Opin-1 Gp_1n
T T T T
\ 0 0 0 Onrg1 | Tpr42 o A n—1 Ann )




[ 1
€21
el
Cri1

Cr42

Cnt1
Cn1l

{ a11
as
ar1

ar411

Qp—-11
an1
e, por tanto,

1
21

Cr1
Cr411

Cr2
1 Cr412

1 G422

1 Cntl2
Cn2

a2
az 2
ar 2

ar 2
Ar412

An—12
an 2

Cr2
Cr412
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Aplicando determinantes 4 anterior ignaldade, obtemos que

€21

Cr1
Cr+11
e, enton,

Cr2
Cr+12

r r ™ r
ay a0y Aryq g 70

0 0 | 0 0 0\
0 0 | 0 0 0
1 0 | 0 0 0
Cr+1r 1 | 0 0 0
_ _ | _ _ _ _|*
Cr+2r  Cr42pr+1 | 1 " 0 0
Cn1r Cn-1rtl | Cn-1ry2 - 1 0
Crr enr4l | Car42 o Cnm1 1/
aj » ag r41 | ajl r42 m a1 pn—1 a1 n
aszy az r41 | as r42 m az n—1 a3 n
Qr Oy r+1 | Ay r42 o Qpn—1 Oy n
Ay r Qr r+1 | Ar r+2 ar n—1 Ay n
rylr Grglrsl | Gpylrd2 0 Griln-1 Griln
Ap—15 Op—1r4l | Ap—1r42 = Ou1in-1 Qp-1n
an r an r+1 | an r42 n n—1 nn )
ayy; ajy - Ay, A1y
T T ™
0 a3y, - ah, a3,y
T r
0 0 " Ay r Ay r41
0 0 . 0 aryirt
0 0 ap aj 2 a1y Q1p41
0 0 asy asa gy  G2p41
1 0 ar 1 ar 2 arr Qr r+1
cry1r 1 Ar411 Gr312 Ar4lr  Gr4lr+l
ajy ajy - aj, Qi
T T ™
0 a3y, - ah, a3,y
0 0 - &, ay
0 0 - 0 aryir+1
0 0 a1 a2 ar a1 r+1
0 0 aszi ass Ay A2r41
1 0 Qr 1 Qr 2 Qr y Ar r41
Cri1r 1 || Gry11 Gry12 Grplr  Qridrtd
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xa que por hipotese a submatriz diagonal A(r+1,r+ 1) é invertibel. O verdadeiramente impor-
tante de que o produto anterior sexa non nulo é que isto implica que

Gry1r41 70
e, enton, non temos necesidade de intercambiar filas na etapa r + 1 do método de Gauss.
Probemos agora a unicidade da descomposicién. Supofiamos que A admite dias factoriza-
cions
A= LlUl = L2U2
onde L e L son triangulares inferiores con uns na diagonal principal e Uy, Us son triangulares
superiores invertibeis. Enton,
Ly Ly = UsU.
Agora ben, como LEILl é triangular inferior con uns na diagonal principal e UsU;~ 1 ¢ trian-
gular superior invertibel, temos que

L'l =UhU =1,

ou, 0 que é 0 mesmo,

Ly =Ly, Uy =Us.

Exemplo 4.2.6. Sexa a matriz

2 -1 0 1
4 —4 1 5
A= —2 1 -1 0
—2 5 —4 -1
e apliquemos o proceso de eliminacion de Gauss. Enton:
2 -1 01 /2 -1 01
Fai(1), Far(1), Fa(-2) | 0 —2 1 3 | P2 | 0 -2 1 3
= 0o 01110 o0 -11
0 4 —4 0 \l] 0 -2 6
2 -1 01
Fa(-2) | 0 —2 1 3
= lo o0 -11
0 0 0 4)
Enton
2 -1 01
0 -2 1 3
U=lo o0 -1 1
0 0 0 4

P = Fy3(—2)Fy2(2)Fy1 (1) F31(1)F21(—2)
é un produto de matrices triangulares inferiores con uns na diagonal principal. Notese que en
ningiin momento do proceso tivemos necesidade de intercambiar dias filas ou de multiplicar
unha fila por un escalar non nulo distinto do un, o que garante a existencia e unicidade da
factorizacion LU como a citada no teorema anterior.
Daquela,
L=pP'=
(Fi3(—2) Fia(2) Fa1 (1) Fa1 (1) Fy (—2)) 7' =
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Fp(—2) ' Fay (1) ' Fy (1) ' Fip(2) ' Fis(—2) ' =

1 000

2 100

F51(2)F31(—1)Fu(—1)Fs(—2)F13(2) = -1 010
-1 -2 21

4.3. Problemas propostos

1. Determine a solucion xeral dos sistemas homoxéneos seguintes:

2r4+y+2=0 2r4+y+2=0
dr+2y+2=0 dx+2y+2=0

Y 6r+3y+2=0 " 2\ 6z+3y+z=0 "
Brx+4y+2=0 8xr+5y+2=0
r+2y+z+20=0 204+ 2y+22=0
c) 2r+4y+2+4+3t=0 . d) { 20 +5y+T7z=0 .
3r+6y+z+4=0 x4+ 6y+62=0

2. Determine a solucion xeral dos sistemas seguintes:

r+y+2z24+2t4+u=1

T2y +2+24=3 2 42y + 4z + 4t +3u=1

a) { 2r+4y+z+3t=4 . b)

3z+6y+z+4t=35 32 + 5y + 82 + 6 + bu = 3

r4+y—z=1 r—y+z=1
c) Jx+4y—2z=1 . d)y§ z+22=0 .
z4+2y+z=-1 3r—2y+4z+t+u=0

3. Resolva a ecuacion matricial

(22)xx(20)=(373)

4. Estude o sistema de ecuacions lineares Ar = b onde:

a)
1 2 —1 -1 1
-1 a—4 a—1 5 —2a —1
A= 2 6—a B—a 204+5—-6 |’ b=
-1 a—4 a-28-1 2—F—-2a 0
b)
1 B a B a+5+1
A= 2 38 a 208 b= 3a+28+1
11 B 2a 28 = 26 +2
128 0 28 a+28

5. Ache o conxunto de solucions dos sistemas Az = b e Bx = b, onde

111 11 1 1
A=l110},B=!1201!,b=1!1
101 102 1

204+ 2y+ 42+ 44+ 2u=2
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. Discuta e resolva, nos casos en que sexa posibel, o seguinte sistema de ecuaciéns lineares

homoxéneo segundo os distintos valores de o € R.

(a+1)z+ (a+2)z = 0,
(a+1y+(a+2)t = 0,
ar+(a—1)z = 0,
ay+ (a—1)t = 0.

. Discuta segundo os valores de «, § € R o seguinte sistema e calcule a solucion nos casos

en que sexa posibel.

a 1 1 x 1
1 0 8 z

. Discuta segundo os valores de «, 5 € R e calcule a solucion, nos casos en que sexa posibel,

dos seguintes sistemas de ecuacidns lineares.

ar+PBy+z=1 ar+y+z=1
a)s z+afy+z=04 . by z+py=1
z+By+z=1 r+pB2=1
. Ache o conxunto de soluciéns do sistema
i 144 1 T —1+1
% —2—i i y | = 2
—1 i 1 z —2—1
Considéranse as matrices
2 —1 0 1 2 1 0 1
4 —4 1 5 -2 -2 1 -2
A= 5 1 4 o | B= 2 2 1 4
—2 5 —4 -1 -2 -2 -1 -5

a) Demostre que A e B admiten factorizacion LU e calcule ditas factorizacions.
b) Utilice o apartado anterior para resolver os sistemas Ar = b, Br = ¢ onde b =
(=5,-14,1,1)t e ¢ = (0,3, -3, 4)".
Sexa o sistema de ecuacions lineares Ar = b onde

2 0 -1 1 4
-4 -1 20 -5
A= 9 9 11| b= 2
-6 3 3 3 -9

a) Discuta e resolva, se é posibel, o sistema utilizando o método de Gauss.

b) Demostre que A admite factorizacion LU e calcule dita factorizacion.

¢) Resolva, se é posibel, o sistema utilizando a factorizacién LU.
Considérase a matriz real

-1 0 -2 0
-1 -1 -2 1
A= -1 -2 -1 4
-1 -2 17

a) Estude se existe a factorizacion LU da matriz A.

b) En caso afirmativo, ache dita factorizacion e ademais:
b1) Calcule o determinante da matriz A.
b2) Atope a matriz inversa de A.
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b3) Resolva o sistema de ecuaciéns lineares Az = b sendo bt = (-5, —6,—3,4).
13. Sexa A = (aij) € Maxa(R) a matriz definida por
ai; = (1)), 1< j <4
Probe que A admite factorizacion LU e caleule dita factorizacion.
14. Calcule, se é posibel, a factorizacion LU das seguintes matrices:
3 -2 6 =5

2 1 4
24 12 41 -39
A= i_j f » B=1 r s —e2 sa |
- 9 14 15 —47
24 R
c=| 1 3 1|, p=| 5 T
51 0 -2 -1 -1 4
-3 -2 -2 6

15. Sexan A, B € Mg, 3(R), C € Ma,3(R) as matrices
(-2 -1 1 (-1 0 -1 (-2
A‘( 3 2 2)’ B_( 0 —1 2)’ C_( 6 3)'
a) Ache todas as matrices X que son solucions da ecuacién matricial
CX + AB' = BB
b) Estude se é posibel atopar unha solucién da ecuacién anterior que verifigue

X+ Xt=0.



CAPITULO 5

Espazos vectoriais e aplicacions lineares

Neste capitulo introduciremos o concepto de espazo vectorial o cal dard lugar ao ecosistema
no que viviran de forma natural gran parte das nocions estudadas nos capitulos anteriores.

Comezaremos introducindo as definiciéns de espazo e subespazo vectorial sobre un corpo
K. Despois de ver varios exemplos significativos, pasaremos a definir as nociéns de combinacion
linear dun conxunto finito de vectores e de clausura linear dun sistema de vectores. Neste punto
quedara patente a estreita relacion que existe entre ambos conceptos grazas ao seguinte resultado:
se V' é un K-espazo vectorial e T C V non é baleiro, a clausura linear de T coincide co conxunto
de todas as combinacions lineares de vectores de T. Doutra banda, grazas i clausura linear,
introduciremos a definicion de sistema xerador, ou sistema de xeradores, dun subespazo vectorial
e veremos as suas propiedades fundamentais.

Na seguinte parte do capitulo estudaranse as nociéns de dependencia e independencia linear
e de sistema libre ou ligado. Tamén neste punto introducirase a definicion de rango dun sistema
de vectores T' dun espazo vectorial V, e verase que, se V =K" e T = {vy, -+ ,v,}, orango de T
é o rango da matriz que resulta ao escribir os vectores de T ben en fila, ben en columna.

Grazas ao mencionado no paragrafo anterior poderemos falar de bases e dimension para un
espazo vectorial. A partir deste intre asumirase que os espazos vectoriais cos que traballamos son
de tipo finito. Agora ben, é importante resaltar que tamén existen espazos vectoriais que, ainda
que non son deste tipo, tefien o seu interese matematico (por exemplo, os espazos de funcions
definidas nun intervalo).

Unha vez fixadas as definicions de base e dimension e estudadas as stias principais propie-
dades, pasaremos 4 nocion de coordenadas dun vector respecto a unha base e demostraremos
que o seu calculo rediicese 4 solucién dun sistema de ecuacions lineares. Veremos que dada unha
base dun espazo vectorial e un vector do devandito espazo, sempre se poden calcular as sias
coordenadas respecto da base e que estas, xunto coa base, determinan completamente ao vector.
Dado que as coordenadas dan lugar ao que se chama vector de coordenadas e este & un vector
dun espazo K", recalcarase ao lector que esencialmente, cando traballamos con espazos vecto-
riais de tipo finito, unha vez fixada unha base, é coma se trasladisemos todos os problemas a
un espazo do tipo K™. Na parte final deste apartado verase o cambio de coordenadas asociado
a un cambio de base e a sia interpretacion matricial. Isto dara lugar 4 aparicién da matriz de
cambio de base que posteriormente poderemos utilizar como exemplo de matriz asociada a unha
aplicacion linear.

A parte final do capitulo dedicase ao estudo das aplicacions lineares e as silas principais
propiedades. Comezaremos introducindo a nocion de aplicacion linear para posteriormente ver
unha serie de exemplos dos que destacaremos especialmente aqueles que relacionan matrices e
aplicacions lineares. Despois disto pasaremos a ver cal é a informacién minima que necesitamos
para ter completamente caracterizada unha aplicacion linear. A continuacion afondaremos na
relacion existente entre matrices e aplicacions lineares, grazas a introducion da nocién de matriz
asociada a unha aplicacion linear. Estudaremos as principais propiedades das matrices asociadas
comprobando que dias matrices asociadas 4 mesma aplicacion linear son equivalentes e, por
tanto, tefien o mesmo rango. Tamén se clarificara a relacién inversa, chegando a enunciar o

89
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seguinte resultado: diias matrices son equivalentes, se, e s6 se, son matrices asociadas a unha
mesma aplicacion linear.

Neste capitulo os ultimos conceptos importantes que se introduciran son os de nicleo Ker( f)
e imaxe Im( f) dunha aplicacion linear f. Demostrarase que calcular o micleo redicese a resolver
un sistema homoxéneo e que calcular a dimension da imaxe dunha aplicacion linear rediicese a
calcular o rango de calquera das siias matrices asociadas. Finalmente comprobaremos que para
o nicleo e a imaxe dunha aplicacion linear f con dominio V' ciimprese a seguinte formula que
liga as stas dimensions:

dimg (V') = dimg(Ker(f)) + dimg (Im( f)).
5.1. Espazos e subespazos vectoriais. Sistemas de xeradores

Definicién 5.1.1. Un espazo vectorial sobre o corpo K (ou un K-espazo vectorial) é un conxunto
non baleiro V' no cal se tefien definidas dias operacions chamadas suma (denotada por +) e
produto por escalares (denotado por -)

VxV — Vv, ExV — V.
(u,v) = u+v (a,v) — a-v
satisfacendo as seguintes propiedades:
) ut+(wvt+w)=(ut+v)+w Yuv,weV.
2Q) u+v=v+4u, Yu,veV.
Jdbv eV talque vy +u=u, YueV.
) VeoeV,3 —v eV tal que v+ (—v) = by.
Ja-(u+v)=a-uta-v,Vu,veV, ack.
J(a+B8) u=a-u+pf-u, Va,FeK, ueV.
Jl-u=u, VueV.
8) (af)-u=a-(B-u),Vo,BeK, ueV.
Os elementos de V' adoditanse chamar vectores e os elementos de K, escalares. Ao vector
6 chamaselle vector nulo ou vector cero de V. Dada a amplitude de exemplos existentes de
espazo vectorial, veremos que a palabra vector acabara designando obxectos distintos dos que
usualmente chamamos por ese nome. Finalmente, por comodidade, o produto por escalares
denotarémolo a partir de agora sen o punto, isto é, a - v = awv.

-] &

Vexamos agora os exemplos de espazos vectoriais que manexaremos ao longo do libro.

Exemplo 5.1.2. 1) Un corpo K é un K-espazo vectorial coa suma e o produto de escalares.
Neste caso g = 0. Por tanto, R é un R-espazo vectorial e C é un C-espazo vectorial.
2) O corpo C é un R-espazo vectorial coa suma de nimeros complexos e o produto por
escalares dado por
ala+ bi) = aa + abi
para todo o nimero real e a + bi nimero complexo. Obviamente, neste caso, fc = 0 =
0+ 0i.
3) O conxunto
Ty
K" = : | z; e KVie{l,- ,n}
xﬂ
é un K espazo vectorial coas operacions de suma de vectores
T n T+
+ | = :

Ty Un Tp + UYn
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e produto por escalares
Iy (a5

Tn aTy,
Neste espazo vectorial fgn é o vector que ten todas as siias componentes nulas. Logo,
R"™ é un R-espazo vectorial e C" é un C-espazo vectorial. Tamén se cumpre que C™ é un
R-espazo vectorial.
4) O conxunto M,.,(K) das matrices de m filas e n columnas con coeficientes en K é un
exemplo de K-espazo vectorial, coas operacions de suma de matrices e produto de escalares
por matrices definidas no capitulo anterior. Neste caso, Oa,,, (k) = Om,n.
Se denotamos por II,(K) o conxunto de polinomios de grao menor ou ignal que n con
coeficientes en K, obtemos un novo exemplo de K-espazo vectorial onde, se cada elemento
de II,(K) escribese como

5

—

p(z) = ap + a1z + - + apz”,
a suma definese por
p(z) + q(z) = (ap + a1z + - + anz™) + (bp + biz + - + bp2™) =
(ap + bo) + (a1 + by)z + - + (an + bp)2",
e o produto por escalares por
ap(r) = aay + aaix + - + aa,z™.
Finalmente, o vector cero fyy,, (k) € o polinomio con todos os coeficientes nulos.
6) Neste exemplo veremos unha estrutura non comun de espazo vectorial. Sexa
V={zeR:z>0}
Enton, V é un R-espazo vectorial coas operacions de suma
rHy =2y
e produto por escalares
allz =2
Neste caso, o vector nulo é fy = 1.

Proposicién 5.1.3. Suponiamos que V' € un K-espazo vectorial. Cimprese o seguinte:
1) O vector 6y € tnico.
2) Para todo v € V' 0 vector —v € tnico.
3) Para todo o € K, ably = fyv.
4) Para todo v €V, Ov = fy.
5) Seav =6y, entona =0 ouv=fy.
6) Paratodo c e K eveV, (—a)v = —av = a(—wv).
7) Se av=cau ea #0, enton v = u.
8) Seau= Pu e u# by, enton a = f3.

Demostracién. A demostracion destas propiedades déixase como exercicio. a

Definicion 5.1.4. Sexa V' un K-espazo vectorial e U un subconxunto non baleiro de V. Diremos
que U é un subespazo vectorial de V', se se cumpre:

1) Para todos u,v € U tense que u —v € U.
2) Para todo o € K e u € U tense que au € U.

Nesta definicion podemos cambiar a primeira condicién por
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3) Para todos u,v € U tense que u+v € U

xa que, como se pode comprobar de forma sinxela, 1) e 2) son equivalentes a 2) e 3).
As diias condicions que aparecen na definicion tamén son equivalentes a

4) Para todo o, 3 € K e u,v € U tense que au + fv € U.

Nota 5.1.5. A anterior definicién implica que U é un subespazo vectorial de V' se ao restrinxir
a suma de vectores e o produto por escalares a U, este conxunto é un K-espazo vectorial. Isto

implica que 6y € U. Daquela, todo subconxunto de V que non contefia ao vector fy non
podera ser un subespazo de V.

Exemplos 5.1.6. 1) Tomemos V = R? e K = R. O subconxunto

v={(2)ev 1 2rums)

non é un subespazo de V', xa que

avz(g)ga

2) Tomemos V = R? e K = R. O subconxunto

o {(7)ev 1051

non é un subespazo de V', xa que

(2)=(3)e0

3) Tomemos V = R? e K = R. O subconxunto

T
U= y |eV | zy=0
z
non é un subespazo de V', xa que
0 1
1], (o],
0 0
son vectores de U e
0 1 1
1)+lo|=[1]|¢uU

=]
=
=]

4) Tomemos V = C? e K = R. O subconxunto

v={(3)ev i me =me}

é un subespazo de V.
5) Tomemos V = C? e K = C. O subconxunto

U= {( :, ) ev | Im(Z)=lm(z’)}

non é un subespazo de V', xa que
1414
(3+i)EU
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(14+i [ 1+
‘(3+z’)_(—1+3£)¢a

6) Tomemos V = R* e K = R. O subconxunto

U= eV | z+3y+z+t=0

o~ b= R

é un subespazo de V.
7) Tomemos V = Ma.2(R) e K = R. O subconxunto U = {A € V | det(A) =0} non é un

subespazo de V', xa que

=(00) 2=(s7)

son elementos de U e A+ B=1, ¢ U.
Do mesmo xeito, H = {A € V' | rang (A) = 1} non é un subespazo de V, xa que para
as matrices anteriores temos que rang (A + B) = rang (I2) = 2 e rang (A) = rang (B) = 1.
O subconxunto D = {4 € V' | det(A) # 0} tampouco é un subespazo de V, xa que
thy =G93 ¢ D.
8) Tomemos V = My.n(K) e K. Os subconxuntos das matrices simétricas e antisimétricas
son dous exemplos de subespazos.
9) Tomemos V = K" e K. Sexa A € My, .(K). Consideremos o sistema homoxéneo de m
ecuacions lineares e n incognitas, Ax = fgn. Entén o seu conxunto de solucions sempre
é un subespazo de V' (o exemplo 6) e un caso particular desta situacion mais xeral).
10) Tomemos V = IIo(R) e K = R. O subconxunto U = {p(z) € V' | p'(z) = 0} é un
subespazo de V.
11) Todo K-espazo vectorial V' sempre ten dous subespazos triviais que son o propio V e o

subespazo nulo U = {6y }.
Notacién 5.1.7. A partir deste intre, dado un K-espazo vectorial V', con
s(V)
denotaremos ao conxunto de todos os subespazos de V.

Proposicién 5.1.8. Seza V un K-espazo vectorial e sexan Uy e Uy € S§(V). Cimprese que
UynlU; e S(V).

Demostracién. Sexan a, 5 € K e u,v € U1 N Us. Entén, au + fv € Ur, xa que u,v € Uy e Up
é un subespazo de V. Do mesmo xeito, au + fv € Us, xa que u,v € Uy e Uy é un subespazo de
V. Por tanto, au + fv € Uy NUs e, como consecuencia, Uy N Uy € S(V). O

Nota 5.1.9. Aplicando o razoamento anterior, obtemos que a interseccion de calquera familia
de subespazos de V' é sempre un subespazo de V' que é distinto do baleiro (lémbrese que o vector
nulo estd en todo subespazo). Coa unién non temos tanta sorte xa que a union de subespazos
non sempre é un subespazo. Por exemplo, sexan os subespazos

oe{(5)eviemcp te(3) v iveo)

do R-espazo vectorial V = R2. Logo,

‘Ul:(?)EUICUIUUQ, ﬁgz(é)EUQCUIUUQ
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ﬂ=v1+92=(2)+(é)=(})gUluUQ

xaquev & U evélUs.

Definicién 5.1.10. Sexa V un K- espazo vectorial. Un sistema de vectores de V é calquera
subconxunto T de V.

Definicion 5.1.11. Sexa V' un K-espazo vectorial e sexa T € V non baleiro. Unha combinacion
linear de vectores de T é una expresion da forma
U] + -+ QgUs

onde a; € K e v; €T para todo i € {1,...,s}.
Notese que o vector cero de V' é sempre combinacion linear de calquera sistema non baleiro
de vectores T" (s6 temos que tomar todos escalares nulos)

Exemplo 5.1.12. Tomemos o B-espazo vectorial ¥V = 3. Sexa o sistema de vectores de V dado
por

1 6
T = 6 N 4
-1 2
Daquela,
1 6 -3
v=3| 6 |+ 4 ]|=[ 14
-1 2 -5
é unha combinacion linear de vectores de T'.
Se, por exemplo, tomamos o vector
4
U= -1 1,
8

poderemos garantir que é combinacion linear dos vectores de T, se existen escalares x e y, tales
que

1 6
uU==mx 6 | +y| 4
-1 2
ou, equivalentemente, o sistema
1 6 . 4
6 4 ( ) [
~1 2 v
ten solucion.
Tomemos a matriz ampliada do sistema
1 6 4
(Alu) = 6 4 —1
-1 2 8

e fagamos operacions elementais para determinar o seu rango xunto co rango da matriz do
sistema.
1 6 4 1 6 4
F31(1), Fa1(—6) F.
(Alw) =" 0 32 —25 | =10 8 12
0 8 12 0 —32 -25
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1 6 4
F3o(4)
=10 8 12
0 0 23
Logo, como rang (A|u) = 3 > rang (A) = 2, temos un sistema incompatibel e u non é com-

binacién linear dos vectores de T'.

Definicién 5.1.13. Sexa V un K- espazo vectorial e sexa T € V. Chamase clausura linear de
T ao subespazo mais pequeno de V' que contén a T. Denotarémola como

(T).

Nota 5.1.14. En primeiro lugar, debemos aclarar que por subespazo mais pequeno de V que
contén a T entendemos o seguinte:

Se U € un subespazo de V' tal que T C U, enton (T') C U.

E importante resaltar que a clausura linear sempre existe xa que T C V e V é un subespazo.
Doutra banda, se T =0, entén (T) = {fy }. Ademais, se U é un subespazo U = (U}, é mais,
U é un subespazo, se, e s6 se, U = (U). Finalmente, é obvio que, se S € T, entén (S} c (T).

A forma practica de calcular a clausura linear dun conxunto de vectores dediicese do seguinte
resultado.

Proposicion 5.1.15. Sexa V' un K-espazo vectorial e sexa T C V' non baleiro. A clausura linear
de T coincide co conrunto de todas as combinacions lineares de vectores de T'.

Demostracién. E evidente que, se restamos diias combinaciéns lineares de vectores de T, obte-
mos unha nova combinacion linear de vectores de T'. Tamén, se multiplicamos unha combinacion
linear de vectores de T" por un escalar, obtemos unha nova combinacién linear de vectores de T'.
Enton, o conxunto de todas as combinacions lineares de vectores de T é un subespazo. Agora
ben, se U é un subespazo que contén a T', por ser subespazo, contén a todas as combinacions
lineares de vectores de T'. Isto 1iltimo implica que o conxunto de todas as combinaciéns lineares
de vectores de T' é o subespazo mais pequeno de V' que contén a T ou, o que é o mesmo, coincide

con (T). O
Exemplos 5.1.16. 1) Tomemos o R-espazo vectorial V = R3. Sexa T o sistema de vectores
1 0 0
T=4qe1= 0 ,E3 = 1 ,e3 = 0
0 0 1
Como todo vector v € R3 cumpre que
1
v=1 vz = v1e1 + v2ez + v3es,
v3

tense a igualdade (T) = R3.

Neste mesmo espazo, se tomamos

1 0
S = e = 0 B3 = 0 ,
0 1
temos que
x x
(5) = y | €V | y | =ae; + Bes,a, FER } =



96 CAPITULO 5: ESPAZOS VECTORIAIS E APLICACIONS LINEARES

T T a z
y |leV/ |y ]|=|0],a8cR,;= y |eV |y=0
z z B z

2) Tomemos agora o R-espazo vectorial V = Ma.2(R). Sexa U o subespazo de V' dado polas
matrices de traza nula. Unha matriz

Ao ( a1 a2 )
as; az
pertence a U, se tr (4) = a11 + az2 = 0. Logo,

AeU@A:(a" a12)<:>
agy —ain

1 0 01 00
=q(o 1) (05):(3 0)p
3) Finalmente, tomemos o R-espazo vectorial V' = II3(RR). Sexa o subespazo
U={p(z)eV | p(1)=p"(-1)=0}.

Se eliximos un polinomio xenérico p(x) de grao menor ou igual que tres, sera da forma

p(z) = ag + a1z 4 as2? + azz®.

Enton,
p(l)=0&ap+a;+as+az3=0

;p"(—l) =0+« 2az — 6as = 0< as = 3as.
Dada esta ultima ignualdade, se a aplicamos en ag + a1 + as + ag = 0, implica que
ap = —a1 — 4das.
Por tanto,
p(z) € U & p(z) = —ay — dag + a1z + 3azx® + agzr® = a1 (—1 + ) + ag(—4 + 32 + z%)

e isto garante que
U=({{-1+z, —4 + 322 + :ra}}

Definiciéon 5.1.17. Sexa V un K- espazo vectorial e sexa UU un subespazo de V. Diremos que
T C V é un sistema de xeradores para U se (I') = U.

Como se pode deducir da definicién de clausura linear, (I') = U, se, e s6 se, todo vector de
U é combinacion linear de vectores de T'.

Dous sistemas de vectores S e T' de V' chamanse equivalentes se (S) = (T'). Isto significa
que todo vector de T é combinacion linear dos vectores de S e todo vector de S é combinacion
linear dos vectores de T'.

Exemplo 5.1.18. Se tomamos o R-espazo vectorial V = Mjy.o(R) e U o subespazo de V' dado
polas matrices de traza nula, probamos nos exemplos anteriores que

o= (5 2)(55)(25)p

Por tanto, o conxunto

={(5 2)-(58)(59))
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é un sistema de xeradores para U.
Finalmente, é doado comprobar que

-1 0 01 1 0
s={(1)(10).G )b
cumpre que (S) = (T') e, como consecuencia, S e T" son equivalentes.

Definicion 5.1.19. Sexa V un K-espazo vectorial e sexan Uy e Uy dous subespazos de V. Definese
o subespazo vectorial suma de U; e U; como o subespazo mais pequeno que contén a ambos.
E sinxelo comprobar que:

U1+U2={t.',1+wzfu1€U1, 'U.QEUZ}‘

Ademais, se T é un sistema de xeradores de U/; e T5 é un sistema de xeradores de Us, tense
que T; UT5 € un sistema de xeradores de Uy + Us.

Exemplo 5.1.20. Se tomamos o R-espazo vectorial V = Ma,»(R)

(3 (0D
= (0 0):(00) P
s={(5 D)2 0)(19)(4 0)}

é un sistema de xeradores de Uy + Us. Agora ben, § é equivalente a

r={(39)(53).(20)(2 )}

e isto implica que Uy + Uy = Ma,.o(R).

tense que

5.2. Independencia linear. Bases e dimension

Definicién 5.2.1. Sexan V un K-espazo vectorial e S = {vq,...,vs} un sistema de vectores de
V. Diremos que S é libre ou linearmente independente, se, dados a4, --- ,as € K tales que

vy + -+ g = By,

ciumprese que ¢ = - = ag = 0.
En caso contrario, dirase que o sistema é ligado ou linearmente dependente. Por tanto,
cando o sistema é ligado, existen escalares non todos nulos g, - ,as € K para os cales

vy + -+ e = By

Isto 1iltimo implica que alomenos un dos vectores de S é combinacién linear dos restantes.

Exemplos 5.2.2. 1) Tomemos o R-espazo vectorial V = R3. Sexa § o sistema de vectores
1 1 5
S=¢1m = 2 ,U2 = 0 ,Ug = 6
1 2 7
Tense que
1 1 5 0
oy faggtaguy =0y < ay) 2 |+l 0 j+a3) 6 =1 0 &
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a; +ag+5a3 =0 115 [a %1 0
20y + 63 =0 = 2 0 6 s =1 0
a1 + 2a9 + Tag =0 1 2 7 g 0

e, por tanto, se o anterior sistema homoxéneo é compatibel determinado, o sistema de
vectores S sera libre. Facendo operacions elementais na matriz do sistema temos que

115 1 1 5
F39(—1), Fay(—-2)
A=|2 06 | =" 0 -2 -4
127 0o 1 2
1 1 5
Fals 2 4
0 0 0

e isto implica que rang (A) = 2. Daquela, o sistema admite infinitas soluciéns (é com-
patibel indeterminado) e, como consecuencia, o sistema é ligado.

2) Tomemos o R-espazo vectorial V = Ms,.o(R). Sexa S o sistema dado por

10 11 11 11
s={a=(o0)a=(50)a=(10)a=(1 1)}
Neste caso cliimprese que

ar Ay + asAs + a3Az3 + Ay = v &

10 11 11 11 00
“1(0 0)+“2(0 u)+“3(1 u)+“4(1 1)_(0 o)ﬁ

o1 +art+as+oag=0 1 111 451 0
as+ag+ayg=0 - 0111 ag | | O
ag+ayg =0 0011 ag | | 0
ay=0 0001 o 0
Como a matriz

1 111

01 11

A= 00 11

00 01

ten rango maximo, este resulta compatibel determinado e, como consecuencia, S é libre.

Algunhas propiedades interesantes dos sistemas libres e ligados emincianse no seguinte re-

sultado:

Proposicién 5.2.3. Sezxa V un K-espazo vectorial. Verificase o seguinte:
1) Todo sisterna que conteria ao vector nulo € ligado.
2) Sev €V € un vector non nulo, o sistema T = {v} € libre.
) SeT élibre e v ¢ (T'), o sistema S =T U {v} € libre.
) SeTy € ligado e Ty C 15, 0 sistema Ty tamén € ligado.
) Todo sistema de vectores contido nun sistema libre € libre.

Demostracién. A demostracion é moi sinxela (déixase como exercicio ao lector). |

Nota 5.2.4. A propiedade 3) da proposicién anterior é interesante, xa que nos indica o proce-

demento para introducir vectores nun sistema libre T de forma que o novo sistema resultante
sexa libre.
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Definicién 5.2.5. Sexa V' un K-espazo vectorial e sexaT = {vy, ..., v, } un sistema de vectores de
V. Chamase rango de T, denotado por rang (T'), a0 maximo nimero de vectores independentes
contidos en T'.

Dagquela, o sistema T = {vq,..., v} € libre, se, e s6 se, rang (T') = r.

Proposicién 5.2.6. Sexa V' un K-espazo vectorial e seza T = {vy, ... ,v.} un sistema libre de
vectores de V. Verificanse as sequintes afirmacions.

1) O sistema resultante ao intercambiar dous vectores en T' € libre.

2) Se multiplicamos un vector de T' por un escalar non nulo, o novo sistema segue sendo
libre.

3) Se a un vector de T lle sumamos un maltiplo doutro vector de T, o sistema resultante

€ libre.
Demostraciéon. As dias primeiras propiedades son evidentes. Para probar a terceira, su-
ponamos que ao vector v; de T lle sumamos awv; con i # j. Entén,
vl + -+ aivi + - + aj(vj +avi) + -+ orvr = By S
av1 + - + (@ + aja)vi + -+ ajvy + - 4 v = By

Como o sistema T é libre, tense que

Q] = - = @ QGO = e = @ = e = =0
e, como consecuencia,
Q= =0y = =@ ==, = 0.
Por tanto, T = {vy, ..., vj, ..., v; + av;,..., v, } é libre. O

A proposicion anterior implica que en ¥V = K" podemos utilizar as operacions elementais
para calcular o rango dun sistema de vectores. Isto é:

Corolario 5.2.7. Seza V =K" e seza T = {vy,...,v,} un sistema de vectores de V. O rango de
T € o rango da matriz que resulta cando escribimos os vectores de T ben en fila, ben en columna.

Demostracién. Consecuencia evidente da Proposicion 5.2.6. a

Exemplo 5.2.8. Consideremos o R-espazo vectorial V = R%. Sexa T o sistema de vectores

1 0 1
-1 2 3
§= m = 0 s Uy = 1 sUg = 2
1 1 3
Tomemos a matriz
1 01
-1 2 3
01 2
1 1 3
e fagamos operacions elementais para calcular o seu rango. Tense que
1 01 1 01 1 01
A= -1 2 3 Fa(-1. Py | 0 2 4 Fa3 01 2
=l o012 = 01 2 02 4
1 1 3 01 2 01 2
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Fyal—1), F3a(-2)
—

=R ==l ==
[ ]
[=J=N LR

0

e isto implica que rang (A) = 2. Entén, o sistema de vectores 1" ten rango dous.

Definicién 5.2.9. Sexa V un K-espazo vectorial. Diremos que V é de tipo finito se existe un
sistema finito de vectores T = {v1,..., v}, tal que < T >=V.

Nota 5.2.10. A partir deste intre todos os espazos vectoriais seran de tipo finito. Por tanto,
cando escribamos sexa V' un K-espazo vectorial estaremos a entender que V é un K-espazo
vectorial de tipo finito.

Definiciéon 5.2.11. Sexa V un K-espazo vectorial. Diremos que un sistema de vectores B é unha
base de V' se € libre e un sistema de xeradores de V.

Teorema 5.2.12. Todo K-espazo vectorial V' admite unha base.

Demostracién. Sexa T' = {vy, ..., v}, tal que <T >= V. Se T é libre, entén T é unha base e
acabamos a proba. Se non o é, existe v‘-l € T tal que é combinacion linear dos restantes vectores
de T. Tomemos T} = T — {v}}. Ctimprese que < T} >= V e isto implica que, se T é libre,
T} é unha base, e a demostracion esta feita. En caso contrario, repetimos con T} o mesmo
razoamento que fixemos con T'. No peor dos casos chegaremos a Tr_1 = {v] }, con v} non nulo,
e tal que < T7—1 >= V. Obviamente, neste caso a base de V seria T;,—1 xa que, como v] # 6y,
o sistema é libre.

]

Exemplos 5.2.13. 1) Se V=R e K =R, unha base de V é B, = {a} sendo a un escalar
real non nulo.
2) Se V =Ce K =C, unha base de V é B, = {z} sendo z un escalar complexo non nulo.
3) Se V =Ce K =R, unha base de V é B = {1,i}.
4) Sexa o K-espazo vectorial V = K". Unha base de V é C,, = {ey, ..., e, }, sendo ¢; o vector
que ten todas as sias compofentes nulas salvo a componente i-ésima que vale 1. Esta
base chamase base canonica de K™,

5) Sexa o K-espazo vectorial V = Mpm«n(K). Unha base de V' é
B={E; | ie{l,...,m}, je{l,..,n}}

sendo E;; a matriz que ten todos os seus coeficientes nulos salvo o que ocupa o lugar de
subindices ij que vale 1.

6) Sexa o K-espazo vectorial V = II,(K). Unha base de V' é
B={1,z,..,2"}.

7) Sexa o R-espazo vectorial V = R®. Unha base do subespazo

T
U= y 1€V |y=0
z
esta dada por
1 0
B= ol.lo

=
—
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Proposicién 5.2.14. Sexa V' un K-espazo vectorial. Se L = {uy,...,u,} € un sistema libre e
B ={ei,...,en} € unha base de V, ciimprese que p < n.
Demostracién. Supofiamos que p > n e consideremos a igualdade
1y + - + Tpup = Oy,
Como B é un sistema xerador de V', temos que para todo j € {1, ,p}
n
Uj = qj€1 + -+ + Qpjén = Z €.
i=1
Por tanto,

n n
ry E Q1€ + -+ Tp E Qip€; = oy,
i=1 i=1
ou, equivalentemente,

P P
(D aszs)er + -+ (3 anszj)en = bv.
j=1 j=1
Doutra banda, como B é libre, todos os coeficientes da ignaldade anterior seran nulos. Isto

implica que
P P
Zalj:rj = .= Zaﬂjmj =0
j=1 j=1
e tamén
a1 T + - +opr, =0

1] + - + appzp =0
O anterior sistema é homoxéneo cun mimero de incognitas p maior que o niimero de ecua-
cions n. Daquela, é compatibel indeterminado e isto implica que existen escalares non todos
nulos x4, ..., z,, tales que
xiuy + - + zpup = Oy,
Por tanto, chegamos a que L é ligado, o que é un absurdo que provén de supofier que p > n. O

Corolario 5.2.15. Todas as bases dun K-espazo vectorial V' tefien o mesmo nimero de elemen-
tos.

Demostracién. Sexan B e B’ diias bases de V con n e n’ elementos respectivamente. Como B
é libre e B’ é unha base, aplicando a proposicién anterior, obtemos que n < n’. Intercambiando
os papeis de B e B’ e aplicando o mesmo razoamento chegamos a que n’ < n. Por tanto, n = n'. O

Definicién 5.2.16. Dado un K-espazo vectorial V' non nulo, chamaremos dimension de V,
denotada por dimg(V'), ao nimero de elementos dunha das sias bases.

Xa que polo corolario anterior sabemos que todas as bases de V tefien o mesmo niimero de
elementos, a dimensién de V' estd ben definida e resulta ser un invariante de V. Se V' = {6y}
definese a sia dimension como dimg (V) = 0.

Como primeira consecuencia da definicion de dimension tense que, se dimg (V') = n, todo
sistema xerador con n elementos resulta ser unha base de V' e todo sistema libre con n elementos
tamén & unha base.

Exemplos 5.2.17. Para os casos considerados en Exemplos 5.2.13 temos que:

1) Se V=R eK=R, dimg(V) = 1.
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2) SeV=CeK=C, dimg(V)=1.
3) SeV=CeK=R,dimg(V) =2.
4) Se V = K", dimg(V) = n.

5) Se V = Mpun(K), dimg (V) = mn.
6) Se V =II,(K), dimg(V)=n+1.
7)

Sexan o K-espazo vectorial V = R3 e o subespazo

z
U= y 1€V |y=0;,.
z
Enton dimg(U) = 2.

8) Sexan A € My,..n(K) e U o subespazo de K™ dado polas solucions do sistema homoxéneo
Ax = Ogn, isto é
Ty Ty 0
U= : ekK" | A : =
In I'n 0
Enton,
dimg(U) = n —rang (A).
Por exemplo, se U é o subespazo de R? dado por

{(3)= D)=

como rang (A) = 2, tense que
dimg(U) =3 —rang (A) =3—-2=1.

Teorema 5.2.18. Supofiamos que V € un K-espazo vectorial de dimension n. Se L = {uy, ... ,up}
€ un sistema libre con p < n, ezxisten upy1,...,un vectores de V tal que

B= {ul, R T T T ,un}
€ unha base de V.

Demostracién. Como p < n, tense que (L) & V. Por tanto, existe upy1 € V tal que upyy & (L).
Sexa L1 = LU{upy1}. Como Ly é libre, se p+1 = n, xa atopamos a base. Se p+1 < n, repitese
0 mesmo proceso con Lq. Despois de varios pasos finalizaremos cando se chegue 4 dimensién de
V. Nese momento teriamos engadido a L. n — p vectores de forma que o sistema

Ln—p = {uh weey Upy Up 1y - 7un}

é libre e, por tanto, a base buscada. n}

Teorema 5.2.19. (Férmula de Grassmann) Suporiamos que V € un K-espazo vectorial de
dimension n. Sexan Uy, Uy subespazos de V. Enton

dimg (U1 + Us) = dimg (U1) + dimx (Usz) — dimg (U N Us).

Demostracién. Supofiamos que dimg (U N Us) = k, que dimg(U1) = r e que dimg(Us) = s.
Sexa {eq, ..., e} unha base de U; NU;. Grazas ao teorema anterior existen vectores {ug41, ..., Uy}
e {Ukt1,..., v, } tales que

{81, wer s s U1y -en u,.}
é unha base de Uy e

{6’1, eon s Cfy U414 -o- ‘Us}
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é unha base de Us. Tendo en conta isto, o sistema de vectores

T= {Ell ey €y U1y -on Upy Uk 14 ---'Us}
é unha base de U; + U;. En efecto, claramente é un sistema de xeradores para a suma e é libre
polo seguinte. Se
@1€] + - + apep + Qppr gy + oo+ Qi + .8k+1"'-’k+1 + e+ Bevs = By
tense que
are) + -+ agep + Q11 + o+ ity = =By 1V — - — Bts

e, por tanto, Br+1vk+1 + - + PBsvs € Uy NUa. Logo Brri1vkr1 + - + Bsvs = fre1 + - + Brek e isto
implica que 8; = 0 para todo i € {1,...,k,k+ 1, ..., s}. Como consecuencia, «;j = 0 para todo
je{l,....k,k+1,..,r} e o sistema T é libre.

Como consecuencia, obtemos a formula de Grassmann xa que

d.i[EI]K(U]_ + UQ) =k+ (‘I‘ - k‘) + (S - k} =r+s—k= d]]Il]K(Ul) + dlmK(Ug) - di]Il]K(Ul n UQ)
O

5.3. Sistemas de coordenadas. Cambio de base

Teorema 5.3.1. Serxa B = {ey,...,e,} unha base dun K-espazo vectorial V. Para todo v € V
eriste un unico vector

tal que v = 1€y + - + Then.

Demostracién. Como B é un conxunto xerador de V' é evidente que para todo v € V existen
escalares xy,--- ,x, tales que v = z1e; + --- + xpe,. Se existisen outros escalares yy,...,y, para
08 que v = Y€1 + - + Yney, teriamos o seguinte:

Oy =v—v=(z161 + - + Tney) — (Y161 + - + Unn) = (T1 —v1)€1 + - + (Tn — Un)en.

Agora ben, como B é libre obtense que z; — y; = 0 para todo i € {1, ,n} ou, equivalen-
temente, z; = y; para todo i € {1,--- ,n}. O

Definicién 5.3.2. Tomemos un K-espazo vectorial V' e v € V. Chamase vector de coordenadas
de v na base B = {ey, ..., en} ao tnico vector

tal que v = x1ey + --- + Tpen.

E claro que, se cofiecemos o vector v e a base B, podemos calcular o vector de coordenadas
vpg resolvendo a ecuacion v = rye; + --- + xpe,. De xeito inverso, se cofiecemos a base B e o
vector de coordenadas vg, recuperamos v como

v =mI1€1 + - + Tpen.

Obsérvese tamén que, se cambiamos a base, o vector de coordenadas pode cambiar. No
exemplo seguinte aclaramos este comentario.
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Exemplos 5.3.3. 1) Sexa o R-espazo vectorial V = II5(R) e
B={pi(z)=14z+ 22, po(z) = 1+ z,pa(z) = 1}

unha base de V. Tomemos g(x) = 1 + 2z + 322 e calculemos o seu vector de coordenadas
respecto 4 base B. En primeiro lugar, tense que

q(z) = ymip1(z) + vopa(z) + yapa(z) &

14224322 = (y1 + 2 + u3) + (w1 + vo)z + y122
ou, equivalentemente,
ntwtyz=1

nty=2
y1=3
Se solucionamos o sistema anterior, obtemos que y; = 3, yo = —1 e y3 = —1. Por
tanto, o vector de coordenadas de g(x) na base B é
3
gz)p=| -1 | e R2
—1

Se neste mesmo exemplo cambiamos a base B pola base
C = {t1(z) = 1, t2(x) = 2, t3(x) =27}

obtemos que
1
gz)c=| 2 | eR%.
3

Desta forma queda claro que se varia a base, as coordenadas poden cambiar.
2) Sexa o R-espazo vectorial V =R" e

Cn = {e1,...,en}

a base canénica de R™ introducida no cuarto exemplo de Exemplos 5.2.13. E moi ficil ver
que para todo v € R™ tense que vg, = v. Neste caso as coordenadas de v coinciden coas
compofientes de v.

Para finalizar esta parte falaremos do cambio de base. Suponamos que
B={e1,...,en}, D={u1,...,un}
son dias bases dun K-espazo vectorial V. Sexan v € V e
I 41
v = : y Up=
mﬂ' zﬂ'
os vectores de coordenadas de v nas bases B e D respectivamente. Probaremos que é posibel
relacionar os dous vectores de coordenadas mediante unha matriz que sera chamada a matriz de
cambio de base de B a D. En primeiro lugar calculamos os vectores de coordenadas dos vectores
da base B na base D. Enton,
aj n
€;ip = , JE {1,...,n}<:>ej:al_,-ul+---+anjun22a§ju§.
) i=1
Gnj
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Doutra banda

n

n
U= 21Uy + -+ Zplp = T1€] + o+ Tpép = ﬂ?l(z ai1t;) + -+ ﬂ?n(z Qint;) =
i=1 i=1

n n
O avjziyur + - + (Y anjzs)un.
= =
Por tanto,

n
7 = E aj;rj = a11ry + -+ A pn
=

n
Zn = E ApjTj = @Qn1T1 + - + Gunln
=1

ou, equivalentemente,

z1 aiy - Qip T

Zn An1 - Gpn Tp
Daquela, vp = Pg pvp sendo
aiy - Gip
Pgp= .
anl - Qnpn
a matriz de cambio de base de B a D). As columnas da matriz anterior son os vectores de
coordenadas na base I dos vectores da base B, isto é:

Pep=(emn | = | ewn).

Esta matriz e invertibel e a sia inversa é a matriz Pp g de cambio de base de D a B.
Finalmente, nétese que, se V = K" e D = C,,, para toda base B = {ey,..., e, }, tense que

Pge,=(e | ~ | en).

Desta forma, as columnas da matriz de cambio de base son os propios vectores de B, xa
que chn = E!‘-'."

Exemplo 5.3.4. Sexa V = R*. Tomemos as bases

[ 1)

1 1 1
1 1 1 0
B = €1 = 1 263 = 1 €3 = 0 1 B4 = 0 »
1) 0 0 0
/0 0 0 1
0 0 1 1
D= U = 0 y Ug = 1 yUg = 1 2 Uy = 1
\ 1/ 1 1 1

e calculemos a matriz de cambio de base Pp p.

En primeiro lugar obtemos os vectores de coordenadas e1p, esp, esp v esp. Para iso,
resolvemos as ecuacions

ej = z1uy + Tous + Taug + Tauy, j € {1,2,3,4}
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Equivalentemente, debemos resolver os catro sistemas:

1134:] 274:1

T3+ za=1 r3t+ax4=1
ratrst+oa=1 T2 t+rzt+ra=1
r1+zot+rz+ry=1 r1+xa+x3+74=0
1134:] .'.!'.‘4:1

ra+rs=1 ra+x4=0

o +z3+T4=0 g+ 23 +14 =0
r1+xo+x3+14=0 r1+xy+x3+14=0

A solucion do primeiro é
I :0, 1132:0, $3:0, .'.!'.‘4:1

e a do segundo ven dada por
:I?]_:—], 33‘2:0, 1133:0, $4:1.

Para o terceiro temos que

.'.!'.‘1:0, 272:—1, $3:0, .'.!'.‘4:1
e 0 cuarto ten como solucion
:l'l:ﬂ, 33‘2:0, Irg = —1, Iy = 1.
Por tanto,

0 —1 0 0
| o _ 0 -1 _ 0
€1p = 0 €ap = 0 2€3p = 0 2 €4D = -1
1 1 1 1

0 -1 0 0

0 0 -1 0
Pep=1¢9 o o0 -1
1 1 1 1

Se, por exemplo, tomamos o vector

o seu vector de coordenadas na base B é
/0
g = 1

—1

1
Xa que v = eg — €3 + e4. Se queremos calcular o vector de coordenadas de v en D, como temos

a matriz de cambio de base, s6 temos que facer o produto:

0 -1 0 0 0 1
P o o0 -1 o0 1] 1
BOVE= | ¢ o o0 -1 1| = | -1

1 1 1 1 1 1
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Logo,

5.4. Aplicaciéns lineares. Matriz asociada. Niicleo, imaxe e rango

Definiciéon 5.4.1. Sexan V e W dous K-espazos vectoriais. Unha aplicacion f : V — W
chamarase linear se cumpre que

1) flu+v)=fu)+ fv), VuveV,

2) flov) =af(v),VaeK, veV.

Exemplos 5.4.2. 1) A aplicacion identidade idy : V — V é linear.
2) O segundo exemplo de aplicacién linear é o que empregaremos maéis. Sexa A € My, .(K)
e tomemos a aplicacion

fa: K" K™

I T
fal | =4] :
1"“ x’ﬂ

Enton f4 é unha aplicacion linear xa que

definida por

1 n T1 n 1 Y1
fa : - : :A( : - : =A : +A : =
Tn Yn Tn Yn In Un
T i1
fa|l ¢ | +fal :
In Un
e
i / Ty I T
fala : =Al|la : =aA : =af
Iy Iy Iy Ty

3) A aplicacién f : R* — R® definida por

T
= r+y
T+y+z+t
é linear.

4) A aplicacién f: Mpyn(K) = Mnpxm(K) dada por f(A) = A® tamén é linear.

5) A aplicacién f : Mmxn(C) - Mnxm(C) dada por f(A) = A* non é linear xa que
flaA) =aA*.

6) A aplicacion f : II,(R) — II,_1(R) dada por f(p(z)) = p’(z) é linear.

7) A aplicacion f : II,,(R) — R dada por f(p(z)) = fnl p(z)d(x) é linear.

8) A aplicacion tr : My .,(K) — K definida no problema proposto mimero 14 do terceiro
capitulo é linear.

“"I
o~ o= R

S—
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9) Tomemos un K-espazo vectorial V e sexa B = {ey, - ,e,} unha base de V. A aplicacién
coordg : V — K"
dada por
coordg(v) = vp
é unha aplicacion linear. En efecto, se u e v tefien como vectores de coordenadas a

I n

Tn Un

respectivamente, enton

n n n
utv= Zmiei + Z Yi€i = Z(fi +ui)ei
i=1 i=1

i=1
e isto implica que
1+
(u+v)g = : =ug + vpg.
Ty + Yn
Por conseguinte, coordg(u + v) = coordg(u) + coordg(v).
Doutra banda, coordg(au) = acoordg(u), xa que

n
v = Z QIr;e;
i=1
e, por tanto, (au)p = aup.

Nota 5.4.3. Como se pode comprobar de forma sinxela, as diias condiciéns dadas na definicion
de aplicacion linear equivalen a

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v), Vo, €K, u,veV.

Obsérvese que como consecuencia tense que

T T
FO i) = aif(w)
i=1 i=1
r
para toda combinacion linear Zaw,; de vectores de V.
i=1
Proposicion 5.4.4. Suporiamos que f : V — W € unha aplicacion linear entre dous K-espazos
vectoriais V e W. Ciimprese o sequinte:

1) f(0v) = Ow.
2) f(=v)=—f(v).
3) Se U € un subespazo de V', o conzunto
fU)=A{f(v) | veU}
€ un subespazo de W.
4) Se f:V =W eg: W — X son aplicacions lineares, a sia composicion go f : V — X
tamén € linear.

Demostracién. A demostracion é moi sinxela. Déixase como exercicio ao lector.
No seguinte resultado veremos que toda aplicacion linear f : V — W queda determinada
se cofiecemos as imaxes dos vectores dunha base de V.
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Proposicion 5.4.5. Suporiamos que V e W son dous K-espazos veetoriais. Tomemos unha base
B ={ei1,...,en} de V e n vectores wi,...,w, de W. Ciimprese que eziste unha tnica aplicacidn

linear f:V — W, tal que f(e;) = wi, i € {1,....n}.
Demostracién. Dado u € V, como B é unha base de V, sabemos que existen uns escalares
n

unicos 1, ..., Ty tales que u = Z rie;. Tendo en conta este feito, definimos f : V' — W como
i=1

flu) = Z TWw;.
i=1

A aplicacion definida deste xeito é linear xa que

n n

flut+v)=fO mies + Y vies) = fFOO_(zi+wi)es) =D (@i + wi)wi =
i=1 i=1

i=1 i=1

Z-Tiwi + Z viw; = f(u) + f(v)
i=1 i=1

flou) = f(aZm,;e,') = f[Za:rge,;) = Z aTiw; = az ryw; = af(u).
i=1 i=1 i=1 i=1
Doutra banda, se existise unha aplicacién linear g : V. — W tal que g(e;) = wy, i € {1,...,n},

T
para todo vector u = Z z;e; € V temos que
i=1

n n n
flu) = zw; = migles) = 9> _ zie;) = g(u)
=1 i1 izl
e, como consecuencia, f = g. O

Exemplo 5.4.6. Sexan os R-espazos vectoriais V = R* e W = B3. Tomemos a base

1 0 0 0
0 1 0 0
Ci=qe1= o |'2=|ole2=] 1 |'2=| o
0 0 0 1
candnica de V e catro vectores de W
1 1 0 0
wy = 1 , wo = 1 , w3 = 0 ], ws= 1
1 1 1 0

Enton, a tnica aplicacién linear tal que f(e;) = w; para i € {1,2,3,4} estd dada por:

T
f g = flzey + yes + zes + tey) = xwy + yws + 2wy + twy =
t
x Y 0 0 r+y
z i+t y l+l o)+ t]=| z+y+t
x Y z 0 r+y+z
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5.4.7. Anteriormente vimos que toda matriz A = (a;j) € Mupxn(K) determina unha apli-
cacion linear fa : K™ — K™ definida por

Ty T
fa| ¢ | =A
:rﬂ. 2"“
Por tanto, se C;, = {ey, - ,e,} é a base canénica de K", temos que
al‘-’.'
falej) = Ae; =
Qmj

e, 0 que é o mesmo, fa(e;) é a columna j-ésima de A.
No seguinte resultado veremos que a relacion entre aplicacions lineares e matrices é mais

profunda.

Proposicién 5.4.8. Sexan V, W dous K-espazos vectoriais e sezan B = {e1,...,en}, D =
{wi,...,wn} bases de V e W respectivamente. Sexan f : V. — W unha aplicacidn linear e
v € V. Se 0 vector de coordenadas de v respecto d base B € vg, o vector de coordenadas de f(v)
respecto a base D obtense como

f(v)p = M(f)B,pvB
onde M(f)g,p € Mmxn(K) € a matriz cuzas columnas son
M(f)ep=(fler)p | - | fen)D)-
Demostracién. Tomemos v € V. Para cada j € {1,...,n} tense que
f(ej) = arjwy + - + amjwn,
e, enton,
alj
flej)p = :
amgj
Doutra banda, como B é unha base de V', podemos expresar o vector v como
UV =T1€1 + = + Tpén
e, aplicando f, obtense a seguinte igualdade:
f(w) ==z1f(e1) + -+ znf(en).

Daquela, tendo en conta que o caleulo de coordenadas é unha aplicacion linear, obtemos as
seguintes igualdades:

f(v)p =z1f(e1)p + -+ znf(en)D =

ap a1p 1121 + - + A1pTy
N . N R =
am1 Qmn Am121 + - + GmnTn
ai; - Qip Ty
=(fler)p | = | flen)n )vB
Am1 = Qmn Tn

Deste xeito, se M(f)B,p0 € Mmxn(K) é a matriz cuxas columnas son f(e1)p,..., f(en)D.
acabamos de demostrar que

f(v)p =M(f)B,pvB.



5.4. APLICACIONS LINEARES. MATRIZ ASOCIADA. NUCLEO, IMAXE E RANGO 111

Definiciéon 5.4.9. Sexan V', W dous K-espazos vectoriais e sexan B, D) bases de V' e W respec-

tivamente. Sexa f : V — W unha aplicacion linear. A matriz M(f)p p calculada no apartado
anterior chamase matriz asociada a f respecto 4s bases B e D.

Nota 5.4.10. Un caso conecido de matriz asociada a unha aplicacion linear é a matriz de cambio
de base. Sexan V' un K-espazo vectorial e B = {ey,...,e,}, D = {uy, ..., u,} dias bases de V.
Se f = idy, repetindo a demostracion do teorema anterior, obtemos que

M (idy)p,p = Pe.p
e, se B = D, temos a igualdade

M (idy)p,p = Ppp = In.

Outro caso no cal é sinxelo o cilculo da matriz asociada é o seguinte: sexa A € Mmxn(K)
e tomemos a aplicacion linear

fa K" = K™
Enton, se C,,, C,, son as bases canodnicas de K" e K™,
M(fa)c,cm = A
Exemplo 5.4.11. Sexa a aplicacién linear f : R* — R® dada por

T
r+y
= z+y+t
r+y+z

]

Neste exemplo calcularemos M ( f

—

B,psendo B=Cje

1 1 1
D=}{w=|1|,we=|1 |,ws=1|0
1 0 0

En primeiro lugar, debemos obter as imaxes dos vectores da base Cy:

/1 /0

1 1
feo=ffol=(1]) re=1|4|=(1).
0) 1 0 ) 1
[0 /0
0 0 0 v
fe=f T =(o) se=sfo|=(1
1 0
\ 0/ \ 1)

A continuacion caleilanse os vectores de coordenadas das imaxes anteriores na base D. Para
obtelos debemos resolver os seguintes sistemas

ajy; +az +ag =1 ajp +agt+ag =1
aj +ag =1 . ajp+axp=1 )
aj; =1 ajp =1

a13 + a9g +az3 =0 a14 + a9q4 +agqg =0
ajz+azg =0 ) apy+agy =1 ;

{'.'.13:1 0.14:0
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inducidos polas ignaldades
flej) = ayjwy + agjws + agjws, j € {1,2,3,4}.
Por tanto,
aj;1 =1, az1 =0, az1 =0,

a;3 =1, azs =0, aza =0,

aj3 =1, agg = —1, azgz3 =0,
a14 =0, a4 =1, aga = —1,
e isto implica que:
11 0
M(f)gp=10 0 -1
00 0 —
Se
1
N N
v = 1 = UC4|
1

o vector de coordenadas de f(v) na base D é

11 1 0 } 3
flo)p={ 0 0 -1 1 1 = 0
00 0 -1 -1
1
Logo,

} 2

flq|=3w-w=]|3

1 3

5.4.12. A continuacion enunciamos as principais propiedades que cumpre a matriz asociada

a unha aplicacion linear. As probas obténense de xeito sinxelo.

1) Sexan f,g:V — W dias aplicacions lineares e sexan B = {ey,...,e,} e D = {wy, ...

bases de V' e W respectivamente. Enton

M(f+g)gp=M(f)sp+M(9)ep, M(af)sp=aM(f)pp, Vo e K.

2) Sexan f : V — W, g : W — X dias aplicaciéns lineares e sexan B = {ey,...
D= {w,...,wy} e E={uy,...,u,} bases de V, W y X respectivamente. Entén

M(go f)B,E = M(Q)D,EM(f)B,D-

:ﬂ%n}

|En}7

5.4.13. Neste punto estudaremos como varia a matriz asociada a unha aplicacién linear

cando cambiamos as bases.

Sexan f : V — W unha aplicacion linear e By, By dias bases de V' e Dy, Dy dilas bases de

W. Tense o seguinte diagrama conmutativo:

f

Vg, —— Wp,

Ve,
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onde o subindice indica respecto a que base estamos a realizar os calculos.
Aplicando as propiedades das matrices asociadas respecto da composicion temos que

M(f)Ba,p, = M (idw o f o idyv)By,py = M (idw o f)B,p, M (idv )., =

M (idw)p,p,M (f)B,,0,M (idv)B,B,
Por tanto,
M(f)By,py = Pp,p,M (f)B,,0,PB,B, -

Daquela, diias matrices asociadas 4 mesma aplicacion linear son equivalentes e disto dediice-
se, aplicando o Teorema 3.2.21, que tefien o mesmo rango:

rang (M(f)p,,p,) = rang (M (f) 82,02 )-

De xeito inverso, se dias matrices A, B € M,..»(K) son equivalentes, existen matrices
P e Mpuxm(K) e Q € My.n(K) invertibeis tales que PAQ = B. Como @ é invertibel, as sias
columnas forman unha base By de K" e, analogamente, as columnas de P~! forman unha base
Dy de K™. Sexa a aplicacion linear

fa K" = K™
Tense que:

n fa

¢, — K¢,

‘ i:d]](m

B, —— Kp,

é conmutativo e, logo,
M(fa)Ba,02 = PompaM (fa)Cn,0m PBycn =
Ppl M(fa)cn,0mPaac, = (P71)7'AQ = PAQ = B.
Como consecuencia destes feitos podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.4.14. Diias matrices son equivalentes, se, e so se, son malrices asociadas a unha
mesma aplicacion linear.

Definicion 5.4.15. Dada unha aplicacion linear f : V' — W entre dous K-espazos vectoriais V'
e W definense o miicleo e a imaxe de f do xeito seguinte:

Ker(f)={veV | f(v)=6w},
Im(f) = f(V).

Con esta definicion xa obtemos que Im(f) é un subespazo de W sen mais que aplicar o
apartado terceiro da Proposicion 5.4.4. De feito a imaxe de f esta dada por

Im(f)={f(v) | veV}L
Doutra banda, o micleo tamén é un subespazo, xa que, se u,v € Ker(f), temos que

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v) = abw + Bow = O

e, como consecuencia, au + fv € Ker(f).
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Exemplo 5.4.16. Sexa f : B* — R* a aplicacién linear definida por

T T
y _ T4y
f 2 | T+y
t r+y+z+t
Temos que
T 0 r=20
z=0
y | | 0O r+y=20 _
L2709 2+u=0 ﬁ{?___
t 0 T+y+z+t=0 =7
ou, equivalentemente,
* z=0
V| ke e g v=0
: t=—z2
Logo,
0 0 0
Ker(f) = O ert/zer={zf ) |ert/zer}=( b
—z -1 —1
e isto implica que dimg (Ker(f)) = 1.
A imaxe de f esta dada por
T T T
y y 4\ _ r+y _
t t r+y+z+t
1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1

e, como o0s vectores

=]

ue xeran a imaxe forman un sistema libre, temos que
dimg (Im( f)) = 3.

Proposicion 5.4.17. Dada unha aplicacion linear f : V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W tense que

dimg (V') = dimg (Ker(f)) + dimg (Im( f)).
Demostracién. Supofiamos que dimg (V) = n e que dimg(Ker(f)) = p < n. Se
dimg (Ker(f)) =n
temos que Im(f) = {fw} e a férmula cimprese trivialmente. Sexa C = {ey,...,ep} unha base
de Ker(f) e fagamos unha ampliacion ata obter unha base de V' dada por
B ={e1,...,ep,ept1, ... ,€n}.

Tense que I = {f(ep41),..., f(en)} é unha base de Im(f). En efecto, o sistema é libre xa
que, se

api1f(epr1) + - +anf(en) = Ow,
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pola linearidade de f, ciimprese que

flaprieps1 + - + anen) = Oy < apyiepr1 + - + anen € Ker(f) <
Jay, - ,0p €K [/ aje; + -+ apep = apr1€pp1 + - + 0pen &

a1€1 + - + Qpep — Qp+1€pp1 — -+ — Gmen = By,
Como B é unha base de V, oy = --- = o = apy1 = - = @, = 0. Por tanto, I é libre.
Finalmente, o sistema de vectores I é xerador. Se w € Im(f), existe un vector v € V tal
que f(v) = w e, como B é unha base de V, o vector v é combinacién linear dos vectores de B
U = ai€] + - + Qp€p + Qpp1€py1 + - + Qpén.
Enton,

w = f(v) = flajey + - + apep + apr1epyr + - + anen) =

aif(e1) + -+ opfep) + apr1f(epr1) + -+ anf(en) =

a1fw + - + apby + apr1f(epr1) + - + anflen) = apr1f(epr1) + - +anflen) &

w e ({f(eﬁl)s n sf(en)})‘

Definicion 5.4.18. Dada unha aplicacion linear f : V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W, diremos que é un monomorfismo se é inxectiva. Cando sexa sobrexectiva, chamarase
epimorfismo e, se é inxectiva e sobrexectiva, chamarémola isomorfismo.

Estes tipos de aplicacions lineares caracterizanse totalmente utilizando o micleo e a imaxe.

Proposicion 5.4.19. Dada unha aplicacion linear f : V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W wverificase o sequinte:

1) A aplicacién linear f € un monomorfismo, se, e so se, Ker(f) = 6y .

2) A aplicacion linear f € un epimorfismo, se, e so se, Im(f) =W.

3) A aplicacion linear f é un isomorfismo, se, e so se, Ker(f) =6y e Im(f) =W.

Demostracién. A demostracion da segunda afirmacion é trivial. A terceira é consecuencia da
segunda e da primeira. Por tanto, so probaremos a primeira.
Se f é un monomorfismo e f(v) = By, tense que v = fy e isto implica que Ker(f) = {fy}.

Inversamente, supofiamos que f(v) = f(u). Enton, f(v — u) = 6y ou, equivalentemente,
v —u € Ker(f). Se Ker(f) = fv, obtemos v — u = f e isto implica que os dous vectores
son iguais. Por tanto, f é un monomorfismo. a

Nota 5.4.20. Se unha aplicacion linear f : V' — W, entre dous K-espazos vectoriais V e W,
é un isomorfismo, p6dese construir a sda inversa f~': W — V como

[ (w) =vew= f(v).
Esta aplicacion tamén é linear (a comprobacion déixase como exercicio) e cumpre que

flof=idy, fof '=idy.
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Por tanto, se B = {ey,...,e,} é unha base de V e D = {wy,...,w,} é unha base de W,
temos que

In=M(idy)gp=M(f"o flas=M(f")peM(f)BD

I, = M(idw)p,p =M (fo f')pp = M(f)e,pM(f")p,5-
Por tanto, M (f)p,p é invertibel e

M(f)glp =M(f ")p,B-

Exemplo 5.4.21. Tomemos un K-espazo vectorial V' e sexa B = {ey, ..., e, } unha base de V.
Sexa a aplicacién linear considerada no exemplo noveno de Exemplos 5.4.2

coordg : V — K"

dada por

coordg(v) = vpB.

Esta aplicacion é un monomorfismo e tamén un epimorfismo. Por tanto, é un isomorfismo

cuxa inversa é

coor'dgl K" =V

T
coordz! : =T1€] + -+
B : — L1€1 T Tpfn-

Tn

Proposicion 5.4.22. Dada unha aplicacion linear f : V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W ciumprese o sequinte.

1) A aplicacion linear f é un monomorfismo, se, e sé se, transforma sistemas libres de V
en sistemas libres de W.

2) A aplicacion linear f € un epimorfismo, se, e so se, transforma sistemas zeradores de V
en sistemas zeradores de W.

3) A aplicacion linear f € un isomorfismo, se, e so se, transforma bases de V' en bases de

W.

Demostracién. A terceira afirmacion é consecuencia das diias primeiras. Probaremos en pri-
meiro lugar 1). Supofiamos que v é un vector non nulo de V. O sistema T' = {v} é libre e, se f
transforma sistemas libres de V' en sistemas libres de W, temos que f(T') = {f(v)} é libre ou,
equivalentemente, f(v) # 6y . Por tanto, Ker(f) = 6y e f é un monomorfismo.

Inversamente, supofiamos que f é un monomorfismo e que T' = {ey,...,€ep} é un sistema
libre de V. O sistema f(1') tamén é libre, xa que

aif(er) + - +apflep) = bw & flarer + -+ apep) = f(By) &
aiey + -+ apep = by
e isto implica que a1 = -~ = ap = 0 grazas a que T é libre.
Supofiamos agora que T' = {ey,...,e,} é un sistema xerador de V. Entén Im(f) = (f(T'))
e, por tanto, se f(T') é un sistema xerador de W, temos que W = (f(T")) = Im(f). Daquela, f

resulta ser un epimorfismo. Doutra banda, é evidente que, se a aplicacion linear é sobrexectiva,
enton os sistemas xeradores de V' transformanse en sistemas xeradores de W. n}

Nota 5.4.23. Volvamos ao exemplo da aplicacién linear de coordenadas coordg respecto a
unha base B = {ey, ..., e,} dun K-espazo vectorial V. Esta aplicacién é un isomorfismo e como
consecuencia, leva bases de V' en bases de K", En particular transforma sistemas libres de V' en
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sistemas libres de K™. Por tanto, temos que, se T = {vy,...,v,} é un sistema de vectores de V,
cimprese a ignaldade

rang (T') = s < rang ({v1B, ..., vrB}) = 5.

Suponamos que f : V — W é unha aplicacion linear entre dous K-espazos vectoriais e
que dimg(Im(f)) = r. Isto implica que dimg(Ker(f)) = n —r, se n é a dimensién de V. Sexa
C ={ey,...,en_r} unha base de Ker(f) e fagamos unha ampliacién ata obter unha base de V'

dada por
B= {617 w1 En—r; En—yt1; --- 7611}'

Sexa dimg (W) = m e tomemos agora unha base de W dada por D = {wy, ..., wp,}. Como
C ={ey,...,en_r} é unha base de Ker(f) temos que

M(f)sp=(0gm | = | 6xm | flenrti)p | = | flen)p)

e, entén, rang (M (f)p,p) = r, xa que {f(en—rt1),..., f(€n)} é unha base da imaxe de f e, en
particular, un sistema libre cuxo rango coincide co rango do sistema

{f(en—r+1)Ds -, flen)n}

formado polos vectores de coordenadas na base D.

Como todas as matrices asociadas a unha mesma aplicacion linear tefien o mesmo rango
por ser equivalentes, podemos enunciar o seguinte resultado cuxa demostracién atopase nas lifias
que preceden a este paragrafo.

Teorema 5.4.24. Sexa f : V — W wunha aplicacion linear entre dous K-espazos vectoriais.
Criimprese que a dimension da imaze de [ € igual ao rango de calquera das sias matrices aso-
ciadas.

Nota 5.4.25. No exemplo oitavo de Exemplos 5.2.17 vimos que se A € Mmxn(K) e U é o
subespazo de K" dado polas soluciéns do sistema homoxéneo Ax = fgn, isto é

Tl 1 0
U= ekt Al 2 | =] ,

Tn Tp 0

enton,
dimg(U) = n —rang (A4).

Utilizando o visto anteriormente podemos xustificar a férmula anterior do seguinte xeito:
tomemos a aplicacion linear f4 : K® — K™. Daquela, como

U = Ker(fa)
e A=M(fa)c,,Cm, POdese afirmar que
n = dimg(K") = dimg (Ker(f4)) + dimg (Im(f4))

é equivalente a

dimg(U) = n —rang (4).
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5.5. Problemas propostos

1. Estude cales dos seguintes conxuntos son subespazos de R*:

[ =

=97 |ert |zez s,
\ t )
(1‘

Up=o| ¥ |eR |z—2-t=1,
\ t)
(1‘

U={| Y |eRt |z—2+t=y,
\ t )
(1‘

Us=q| 7 | eR |l =1l ¢,
\ t )
(1‘

Us = g eR | 2=y +42
\ t)

2. Considérase o conxunto U = {A € M,.n(R) | A — A' =tr (A)],, }.
a) Probe que U é un subespazo vectorial de My,..n(IR).
b) Para n = 2, atope unha base e a dimension de U.

3. Considéranse os seguintes subconxuntos de Maxa(R):

Ul = {AEMQxZ(R) | rang(A)ZI},
Uy = {Ae Maa(R) | det(4)=0},
Us = {AeMoa(®) | A+A' =0},
Uy = {A:(z E)Eszz(RHtr(A):b:D},
Us = {(i E)EMQXQ(R)|G+CZQ—C:0}.

a) Estude cales son subespazos vectoriais de Ma,o(R).
b) Para cada un dos subespazos obtidos no apartado anterior, ache unha base e deter-
mine a dimension de cada un deles.
4. Sexa A € Mpxn(R). Demostre que o conxunto de solucions da ecuacion matricial

AXAt = 6Mnx n(R)

é un subespazo vectorial de M., (R).
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5. Indique cales das seguintes matrices

a(23) ae(20) o

son combinacion linear dos vectores do sistema
4 0
s={( =) (2 %) (V1
6. En R® considéranse os subespazos

] >)|

3

0

1

1

0 3) \ -4

Estude se U é un subespazo de W. Son U e W ignais?

7. No espazo vectorial R?*, considérase o subespazo vectorial

Il
~—
<
= o
S—

~

]
Il
—
[ R R
el 2 i =]
b =] L2 b2 =

o =N O
|
(=R - I )
e

T

U= |y—z—t=y—2z+4+t=0

y
z
t

a) Ache unha base e a dimension de U.
b) Estude se o conxunto

5=

(=R SR
[ i ]
== == =

é un sistema xerador de U.
¢) Atope un vector v € R* que non pertenza ao subespazo xerado polo sistema S.

3
d) Calcule unha base C de U que contefia ao vector u = i
0
e) E posibel escribir o vector

2

| -1

R

0

como combinacion linear de elementos de S de dias formas distintas? En caso de
resposta afirmativa, escriba as dias formas.
8. En II3(IR) consideramos o subespazo U = ({p;(z), pa(z), p3(z)}) onde

p(z)=a+bz+2°, pz)=2z—22°, plz)=2+p82%.
a) Calcule, segundo os distintos valores de a, 8 € R, a dimension de U.
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b) Para que valores de o e 8 se pode expresar o polinomio p(z) = 2 + 9z + 322 como
combinacién linear de p1(z), p2(z) e p3(z)?
¢) Obtefia os valores de v e 3 para os que é tinica a expresion do apartado anterior.
9. Sexa

3 0 0 1

6 -1 —8 0

B= 3|1 -1} 12 || -1
—6 0 —4 2

a) Probe que B é unha base de R
b) Atope as coordenadas do vector

respecto a base B.

¢) Calcule o vector de coordenadas respecto a base B de v =

=R =

d) Sexa o subespazo

=
I
=, o R

Ache a dimensién e unha base C' de U.
e) Ew = (0,—1,—1,0)¢ un vector de U? En caso de resposta afirmativa, atope as
coordenadas do vector w respecto da base C de U.
10. Determine se os seguintes sistemas xeran II5(R):
a) S={3+z,1—z+22% —2— 22+ 227}
b) T={2+z+422,1 — .+ 3223+ 22 + 522},
11. Ache a dimension e unha base dos subespazos

[ z r+y+z=0
. 3 Jxr+2y—2z=0
a) U= v | eR"| dr+3y—z=0 [’
# 6x+5y+2=0
[ =
. y n 3zx+y+z+t=0
b) Uz = z R | br—y+z—t=0 [’
t)
[ =
_ Y 4 _
c) Uz = . ER" | z—4y+32—t=0
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12. Ache a dimensién e unha base do subespazo xerado polos vectores:

1 -3 -1 —5
0 3 3 3
mn = 1 » U2 = 7 » Ug = 9 » U4 = 5
1 1 3 —1

Calcule as coordenadas de cada un deles respecto 4 base calculada.
13. Sexa V = {A € Ma.3(R) | MA = A} onde M = (f g) € Maxa(R).
a) Probe que V é un subespazo vectorial de Max3(R) de dimensién 3.
b) Determine os valores de «, § € R para os que o conxunto

B -2 0 2 -2 a 0 0 8 0
af = 10 -1 ) 1 a 0)°\0 a+1 0

é unha base de V.
14. En II3( R) considéranse as bases B = {1+ 2% 1+ 22,1+ 2,1} e C = {1,z,22,2%}.
a) Determine as matrices de cambio de base de C a Be de B a C.
b) Ache as coordenadas do polinomio p(z) = = + 2? + 2® respecto da base B.
15. En B3 considérase a base

() ())

Sexa B' outra base de R® tal que a matriz de cambio de coordenadas de B’ a B é

1 1 -1
Pep=|1 2 1|.
0 -1 2

a) Determine a base B’.
b) Calcule PB,BL
2
¢) Ache as coordenadas de v = 0 ) respecto das bases B y B'.
-3
d) Atope as coordenadas do vector w na base B’ sabendo que wg = (2,0, —3).
16. Sexa f : R* — R? a aplicacién linear definida por

T y—2z—t

Y —2r+3y—4z -2t
f z —z4+y—z—1t

t t

a) Ache a matriz asociada a f respecto da base canénica de R*.
b) Determine o rango de f e estude se f é un isomorfismo.
¢) Calcule unha base do nicleo de f e outra da imaxe de f.

17. Sexa f: Mayxa(R) = Mso.2(R) a aplicacion definida por f(X) = X + tr (AX)A, onde

11
(1),
a) Probe que f é linear.
b) Ache unha base de f(S), onde

S:{(m yt)Esz*z(R) | a:+y+t::r—y+t:i]}.

z
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18. Sexa f : V — V unha aplicacion linear. Dadas as aplicacions lineares g e h definidas
por g = f—idv e h = f + idy, demostre que se v1 € Ker(g) e v2 € Ker(h), enton
flo1 +v2) =v1 —v2.

19. Sexa

U= ERY |z=2+1

o, o= R

Considéranse as aplicaciéns lineares ¢ : R — B2, dada por

T
y _ r—y+z
9l 2 | =\ 2wyryst )2
t
e f:U — R* tal que
1 20
1 -1 1
M(f)B,C4: 1 1 y
1 10

onde B = {(0,1,0,0),(1,0,1,0)%,(1,0,0,1)"} é unha base de U e Cj é a base candnica
de R4

a) Ache M(g)cu,p e M(g 0 f)s,0, onde D = {(1,0), (0, 1)}.

b) Determine unha base do subespazo f(W), onde

W = ({(1,1,1,0)%,(0,0,1,—1)*}).

¢) Atope unha base de Ker(go f).
20. Sexa f : R* — R* a aplicacién linear definida por

T 3z + 4t

y 20 —y+2t
f z 20—z + 2t

t —2x — 3t

a) Calcule a matriz asociada a f respecto da base canénica Cy de R
b) Probe que f é un isomorfismo e determine M (f~!)g,.c,-

21. Sexan U = {A € My, o(R) | A=A} e f: U — Mays(R) a aplicacién linear definida

por
T Yy \ _ r—y+z wTH+y+z r Yy
f(y z)_(2m+y+22 z4+x )’V(y z)EU‘

a) Ache a matriz asociada a f respecto das bases B e C, sendo

= {(11).(Fa) (80}
{3 0)(03).(5 )0 )}

b) Calcule unha base da imaxe e outra do niucleo de f. E f inxectiva? E sobrexectiva?
Razoe a resposta.
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22. Considéranse o subespazo V' = {p(z) € II3(R) | p'(—1) = 0} e a aplicacién linear

RSV
definida por
a
flb)l=a+®-3a+2)z+ (c—bz’®+ (a—b)z’.

c

a a
a) Probe que f estd ben definida, é dicir, que f [ b | € V paratodo | b | e R®.

c c

b) Calcule a matriz asociada a f respecto das bases Cy e B, onde Cj é a base candnica
de B3 e B = {1,2z + 2%, -3z + 2*}.
¢) Sexa g : R® — V outra aplicacién linear tal que

01 -1
M(g)cgfg = 2 2 -1 .
4 1 -1

Calcule unha base de Im(f + g) e outra de (f + g)(U), onde

()G

23. Considéranse o subespazo vectorial de Mg, 3(R)
W ={A=(a;;) € Max3(R) | A= A", a;y =a;p =0}
e a aplicacion f: W — Mo, o(R) dada por:
f(Ay=NAN*, VAeW

1 01
ondeN:(D 11 )Engg(R).

a) Ache a dimension e unha base B de W.

b) Probe que f é linear.

¢) Calcule a matriz asociada a f respecto das bases B e C, sendo B a base obtida no
primeiro apartado e

1 0 01 00 00
c={(00)(50)(10)(5 1)}
d) Sexa U = {A = (aij) € W | a13 + az3 + azs = 0}. Ache unha base de f(U).
24. Sexa f : II3(R) — II5(R) a aplicacion linear definida por
f(p(=)) = [20'(0) — 2p(1)]2” + p(—1)z —p(1) , Vp(z) € Ma(R).

a) Calcule a matriz asociada a f respecto da base B = {1,2,2%}.
b) Atope unha base da imaxe de f. E f inxectiva?
25. Sexa B = {v1,v2,v3} unha base de R? e sexa

U ={A€ Mpo(R) | A=At}

Considérase a aplicacién linear f : R® — U tal que

soo=(77 5) sea=( 3 1) se=( 4 7))
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a) Calcule a matriz asociada a f respecto das bases B e D, onde

p={(50)(0)(89)})

b) Ache unha base de f(W), onde

{:0.00)



CAPITULO 6

Diagonalizacion e funciéns de matrices

Os contidos dos capitulos anteriores estiveron relacionados principalmente coas nocions
basicas da teoria de matrices, a solucién de sistemas de ecuacions lineares, a teoria de espazos
vectoriais e a de aplicacions lineares. A partir de agora centrarémonos noutro tipo de problemas.
Maiis concretamente, prestaremos a nosa atencion a aqueles relacionados con saber cando una
matriz é semellante a unha matriz triangular superior ou a unha matriz diagonal. O estudo deste
tipo de cuestions comporta a introducién das nociéns de autovalor e autovector que, como se
puxo de manifesto no eshozo histérico, apareceron asociadas a certos problemas relacionados
con sistemas de ecuacions diferenciais.

En primeiro lugar, e despois de introducir as definiciéns de autovector e autovalor, veremos
que, para toda matriz cadrada A € M., (K), os seus autovalores son xustamente as raices
dun polinomio de grao n que se chama polinomio caracteristico e que denotaremos como pa(zx).
Presentarase como se expresa este polinomio en funcién dun determinante e comprobaremos que
A é invertibel se, e s0 se, o niimero cero non é autovalor de A. Un feito relevante que se debe
salientar é que, ainda que unha matriz tefia todos os seus coeficientes reais, pode ocorrer que
aparezan autovalores complexos xa que estes non son mais nada que raices dun polinomio. Tendo
en conta isto, definirase a multiplicidade alxébrica de cada autovalor A, denotada por ma(A), e
se {A1, Az, , A, } é o conxunto de autovalores de A, onde cada un aparece tantas veces como
indica a siia multiplicidade alxébrica, utilizando as propiedades basicas das raices de polinomios,
ténense as identidades:

det(A) = Adg - An,  tr(A) = Ay + Ao+ + An.

A continuacion introducirase a nocion de subespazo propio asociado a un autovalor A e
probarase que o seu calculo rediicese 4 solucion dun sistema de ecuacions lineares homoxéneo. A
dimension deste subespazo, denotado por V (), é o que se cofiece como multiplicidade xeométrica
do autovalor A, denotada por mg(}), e esta calciilase como

mg(A) = n —rang (A — AlL,).

Cando os coeficientes de A son todos reais e A € R, tense que V(A) é un subespazo do
R-espazo vectorial R™. Agora ben, se aparecen autovalores complexos, V() é un subespazo do
C-espazo vectorial C". Finalmente, neste apartado probarase que a multiplicidade xeométrica
é sempre maior ou igual que un e menor ou igual que a multiplicidade alxébrica.

No seguinte punto do capitulo introduciremos en primeiro lugar a nocién de semellanza de
matrices e probaremos que dilas matrices semellantes tefien o mesmo polinomio caracteristico e,
por tanto, os mesmos autovalores. O resultado importante desta seccion afirma que para toda
matriz A € Muxn(K) as condicions seguintes son equivalentes:

1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(r) = (M —z)(Aa — ) (An — )
onde os escalares A; € K, i € {1,...,n} non son necesariamente distintos.
2) A matriz A é semellante a unha matriz triangular superior.
Se se cumpre algunha das anteriores condicions, os autovalores de A son os elementos da

diagonal principal da matriz triangular superior semellante a A.
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Todo o anterior preparanos para comezar a estudar o problema de diagonalizaciéon de ma-
trices. Unha matriz A € Mp.n(K) dirase que é diagonalizabel se é semellante a unha matriz
diagonal, é dicir, se existen dilas matrices P e D tales que P é invertibel, D é diagonal e

PlAP=D,
equivalentemente, AP = PD ou tamén A = PDP~1,
Se P se escribe en columnas como P = ( u | oug | - | un ) e
MO0 D
0 X - O
0 0 - A\,

tense que a igualdade AP = PD é equivalente a
(Auy | Aug | -~ | Aug )=(Awy | Aug | = | Aup ).

Como consecuencia, os autovalores de A son {A1, Ag, ..., A} e B = {uj,us,...,u,} é unha
base de K™ formada por autovectores de A xa que Au; = A\ju; para i € {1,2,...,n}.

Inversamente, se existe unha base B = {u1, us,...,un} de K" formada por autovectores de
A, tense que, tomando P a matriz cuxas columnas son os vectores da base B, obtemos unha
matriz invertibel tal que

AP=(Awy | Auz | — | Aup )= (Aur | Xuz | ~ | Agun )=PD
onde
M 0 0
0 Xy — 0
0 0 - A
ou, equivalentemente,
MO0 0
. 0 X — 0
PAP=D= S
0 0 - A,

Polo tanto, temos que A é diagonalizabel, se, e 50 se, o K-espazo vectorial K" admite unha
base formada por autovectores da matriz A.
Para obter unha condicién que nos permita verificar de forma mais ficil cando una matriz
é diagonalizabel, en primeiro lugar, demostraremos as seguintes propiedades que se cumpren
para toda matriz cadrada A.
1) Autovectores asociados a autovalores distintos son independentes.
2) Se con Sp(A) (espectro de A) denotamos o conxunto dos autovalores de A, tense que

(] V) ={0xn}.
AESp(A)
3) Se {A1,...,A.} son autovalores distintos de A e B; é unha base de V(J;), tense que o
sistema B = By U--- U B,. é libre.
Tendo en conta o anterior, poderase deducir un criterio sinxelo para saber cando una ma-

triz é diagonalizdbel ou non. Este criterio é o seguinte: para toda matriz A € M,,,.,(K), son
equivalentes:
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1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(z) = (A —2)" (A2 — 2)"2 e (A — )77

e mg(A;) = a; = ma(A;).
2) A matriz A é diagonalizabel.

Na parte final do capitulo centrarémonos na teoria de polinomios de matrices, polinomios
anuladores e funcions de matrices. De forma mais concreta, en primeiro lugar indicarase como
se pode calcular a inversa dunha matriz cadrada invertibel se cofiecemos un polinomio anulador
para ela e, en segundo lugar, introducirase o Teorema de Cayley—Hamilton o cal garante que
toda matriz cadrada admite como polinomio anulador o seu polinomio caracteristico. Como
consecuencia, se A € Mnxn(K) e p(z) é un polinomio de grao k > n, existe un polinomio r(x)
de grao menor ou igual que n tal que p(A) = r(A). Para calcular r(z) podemos proceder da
seguinte forma: se A é un autovalor de A tense que p(A) = pa(AN)t(A) + r(A) = r(A) xa que
pa(A) = 0. Isto implica que os polinomios p(z) e r(z) deben tomar o mesmo valor sobre todos
os autovalores de A. Da mesma forma probariase que, se a multiplicidade alxébrica de A é m,
tense que

PP =B

para todo k pertencente ao conxunto {1,...,m — 1}. Isto podémolo facer para cada autovalor e,
deste xeito, obtemos un sistema de ecuacions lineares compatibel determinado cuxas incégnitas
son os coeficientes de r(z).

A idea anterior ponieranos sobre a pista de como calcular funciéns de matrices para funcions
reais de variabel real que cumpran a condicion de ser analiticas, isto é, funcions que se poden
obter como limites de polinomios. Entre elas estdn as funcions racionais, as raices k-ésimas, as
funcions trigonométricas seno e coseno, a funcion exponencial, a funcion logaritmo, ete. A forma
de facer isto pasa por definir a nocién de funcién definida sobre o espectro dunha matriz.

Se A é unha matriz cadrada de n filase f: I C R — R é unha funciéon como as anteriores,
cando

pa(z) = (A —2)" (A2 — 2)"2 o (A — )77

con \; € R, i€ {1,...,r} e ma(};) = o, diremos que [ estd definida sobre o espectro de A, se
para cada A; existen

F), £/, e, FEI ().

Se f estd definida sobre o espectro de A, con

Via={fPm), | ie{l,..,r}, ke {l,...,ai —1}}

denotaremos o conxunto dos valores de f sobre o espectro de A.
Tendo en conta o anterior, sempre é posibel atopar un 1inico polinomio, chamado polinomio
interpolador de Lagrange- Sylvester,

r(z) = ag + a1z + - + ap_1z" L,

de grao menor que n, tal que
Via=Vea,
sen mais que resolver o sistema de ecuacions lineares
FON)=r®N), | ie{l,...,r}, ke {l,..,0; —1}

cuxas incognitas seran os coeficientes a; do polinomio r(zx). Por tanto, definirase f{A) = r(A).
En particular, esta definicién conduciranos 4 forma que permite introducir a exponencial et
dunha matriz A.
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Finalizase o capitulo indicando que, se

M 0 - 0
0 A - 0
0 0 -« X
é unha matriz diagonal e f é unha funcién definida sobre o espectro de A, tense que
fO) 0 0
iy | 0 s0w
0 0 - fOuw)

Por tanto, se A é diagonalizdbel e P é a matriz invertibel tal que P~YAP = D ou, equiva-
lentemente, que

A= PDP!,
obtemos as ignaldades
f(A) 0 0

f(A)y=PfD)P =P ) Pt
0 0 - f(A)
6.1. Autovalores e autovectores. Polinomio caracteristico

Definicién 6.1.1. Sexa A € M,,,.(K). Un escalar A € K chdmase autovalor ou valor propio de
A, se existe un vector v € K™ non nulo tal que

Av = Av.

O vector v # f#gn cumprindo a anterior igualdade chamase autovector, ou vector propio, de
A asociado ao autovalor A.

Destas definicions séguese facilmente que un mesmo autovector v non pode estar asociado
a dous autovalores distintos xa que, se existisen A1, A2 € K tales que

AMv = Av = Agv,

obteriamos a igualdade (A; — Ag)v = fgn, e como v é non nulo, tense que Ay — Ay = 0, ou
equivalentemente, A = As.

Doutra banda é claro que, se A é un autovector de A e v un autovector asociado a A, o vector
av tamén é un autovector asociado a A para todo a € K. Asi pois, un autovalor ten asociados
infinitos autovectores distintos.

O conxunto de todos os autovalores da matriz A chamase espectro de A e represéntase por

Sp(A).
Definicién 6.1.2. Sexa A € M,,,.,(K). O polinomio de grao n dado por
pa(z) = det(A — zl},)
chamase polinomio caracteristico de A.

Teorema 6.1.3. Para toda matriz A € My .n(K) o conzunto Sp(A) coincide coas raices de
pa(z). Dito doutra forma, os autovalores de A son as raices do seu polinomio caracteristico.
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Demostracién. Se A € Sp(A), existe un v # fg» tal que Av = Av, ou ben, tal que (A — Al )v =
Oxn. Por tanto, v € Ker(fa—ar,), co cal, dimg(Im(fa—az,)) = rang(A — Al,) < n. Por tanto
tense que A — A, non é invertibel, ou equivalentemente, det(A — Al,) = 0. Asi pois, A é unha
raiz do polinomio caracteristico.

Reciprocamente, se A € K é tal que det(A — Al,) = 0, obtemos que rang (A — AL,) < n e,
por tanto, dimg (Ker(fa_xr,)) = 1. Isto implica que existe v # flgn pertencente ao subespazo
Ker(fa—ar, ). Equivalentemente v é un autovector asociado a A xa que

fa—ar, (v) = (A — Al,)v = Ogn & Av = v,

Nota 6.1.4. Como acabamos de comprobar no anterior resultado o calculo dos autovalores
dunha matriz estda ligado ao calculo das raices do polinomio caracteristico. Se a matriz ten
coeficientes reais, o seu polinomio caracteristico tamén; agora ben, pode non ter ningunha raiz
real e, por tanto, se queremos calcular o seu espectro, temos que contar cos mimeros complexos.
Por exemplo, isto ocorre, se
0 -1
a=(% %)

—x —1
1 —=x

Xa que

palz) = =2+ 1.

Lémbrese que, se p(z) é un polinomio de grao n con coeficientes reais ou complexos, A € K
é unha raiz de p(zx), se p(A) = 0. Isto é equivalente a que p(x) sexa divisibel por z — A, ou ben,
p(z) = (z — A)g(zx), onde g(z) é un polinomio de grao n — 1.

Se os coeficientes de p(z) son complexos calquera, o Teorema Fundamental da Alxebra
afirma que

p(@) = alz — )™ (g — )% (2 — A,)*
onde A\; € C, i € {1,...,r}, son as raices de p(z) e a; € N, i € {1,...,r}, cumpren que
Q] + === + Gy = 10

Para cada raiz A; o niimero natural a; denota a siia multiplicidade alxébrica, isto é, o maior

numero natural tal que
p(z) = (z — N)"t(z).

Por tanto, un polinomio de grao n con coeficientes reais ou complexos ten como maximo n
raices distintas que poden ser reais ou complexas. Isto implica que toda matriz cadrada de orde
1, con coeficientes reais ou complexos, ten como maximo n autovalores distintos que poden ser
reais ou complexos.

Tamén se debe resaltar a seguinte propiedade das raices dos polinomios: se p(z) ten todos
os seus coeficientes reais, ciimprese que

A=a+bicSp(Ad)< A=a—bicSp(A).
Desta forma, se unha matriz A cuxos coeficientes son todos reais, ten un autovalor complexo,

o seu conxugado tamén é autovalor de A.
Finalmente, utilizando propiedades basicas das raices de polinomios téfiense as identidades:

det(A) =Ahg A, tr(A) = A+ Ao+ 4+ Ap,

onde {A1, Ag,..., A, } é o conxunto de autovalores de A contados segundo a siia multiplicidade
alxébrica.
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Exemplos 6.1.5. 1) Dada a matriz

0 -1 -2
A= 0 0 2
1 1 1
o polinomio caracteristico é
—xr -1 =2
palz) =det(A—zl)=| 0 —z 2 |=—-a+4+27-2
1 1 1—=2

Logo, como p4(—1) = 0, tense que
pa(z) = (z +1)(—2% + 22 — 2).
As rafces de —a2 + 22 — 2, que son complexas e conxugadas, vefien dadas por
L —2EVI-8 _ 242
—2 -2

Por tanto, pa(z) = (z+ 1)(z — (1 —))(z — (1 + 1)) e isto implica que o espectro de
Aé

=1=+i.

Sp(4) ={-1,1—4,1+i}
sendo
ma(—1) = ma(l — ) = ma(l +1i) = 1.
2) Se a matriz A é triangular, ben superior, ben inferior, tense que os elementos que forman
a sila diagonal principal son o seu espectro. Por exemplo, se

—1 2 1 3 4

0 -1 1 1 1
A=| 0 0 3-i -2 -3 |,
0 0 0 0 -3
0 0 0 0 -3
o polinomio caracteristico é
—1—= 2 1 3 4
0 —1—=z 1 1 1
pa(z) =det(A —zl3) = 0 0 B3—-i)—z -2 -3 =

0 0 0 —r -3
0 0 0 0 -3—=z

3+ z)(1+2)%((3—i) —z).
e, por tanto, Sp(A) = {0, —3, —1, 3—i} sendo a multiplicidade alxébrica de cada autovalor
ma(0) = ma(—3) =ma(3 —i) =1, ma(—1) =2.

Proposicién 6.1.6. Sera A € My .n(K). A matriz A € invertibel, se, e so se, 0 non pertence ao
espectro de A. Ademais, se A é invertibel, ciimprese que A € Sp(A), se, e s6 se, A~' € Sp(A~1).

Demostracién. Se 0 € Sp(A), temos que existe un vector non nulo en K" tal que Av =
Ov = fgn. Isto implica que o sistema Azr = fgn ten solucidns distintas da trivial e, por tan-
to, rang (A) < n ou, equivalentemente, A non é invertibel. Se A non é invertibel, tense que
rang (A) < n. Por tanto o sistema Axr = fgn é compatibel indeterminado e isto implica que
existe un vector non nulo en K" tal que Av = fgn = Ov. Como consecuencia, o 0 é un autovalor

de A.

A segunda equivalencia séguese dos seguintes feitos:

A€Sp(A) & Jv#fgn | Av=2v & Jv#£bga | v=A"0v &
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Ju#0xn | A0 = i'u & A lespa.
O

Definicién 6.1.7. Sexa A € Mpxn(K) e A € K un autovalor de A. Chimase subespazo vectorial
propio asociado a A ao subespazo de K™ dado por

V(A) = Ker(fa-ar,)-
Tendo en conta a definicion, temos que
T Ty 0
Vi(A) = : eK" | (A-AL) : =

Tn Tn 0

dimg (V(A)) =n —rang (A — Aly).
Cando os coeficientes de A son todos reais e A € R, tense que V(A) é un subespazo do
R-espazo vectorial R™.
Chamase multiplicidade xeométrica dun autovalor A, denotada por mg(A), 4 dimension do
subespazo propio V(A).

Exemplos 6.1.8. 1) Tomemos a matriz

O polinomio caracteristico de A é

1—=z 3 3 11—z 3 3
pa(z)=det(A—zl3)= -3 —-5—-z2 -3 |= 0 22—z -2—=z|=
3 3 1—=z 3 3 1-—=z
1—= 3 0 1 3
= 0 -2—-=z 0 =—(2+1z) Ew - =(2+2)%(1-2),
3 3 —2—=z
e isto implica que
Sp(4) = {-2,1}

sendo
ma(—2) =2, ma(l)=1.
Os subespazos propios caleilanse da seguinte forma:

eoe{()em () (3))
Alr)e (22 2) (0)-C))
:{(g)euﬁ | m+y+zll]} ﬂ
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T 0
(o nfi)
z 0

T 0 3 3 T
A= (542) ()

z 3 3 0 z
() ()

= y |ER | y+z=0=2+y}={ y | eR® | yeR
z -y

Por tanto, mg(—2) = 2 e mg(1) = 1.

2) Dada a matriz
0 -1 -2
A=|o0o o 2|,
1 1 1

no primeiro caso de Exemplos 6.1.5 demostramos que Sp(A) = {—1,1 —i,1+ i} xa que
pa(z) = (z+1)(z— (1 —1))(x— (1+1)). Neste caso os subespazos propios asociados son:

wo-{(£)eern()- 1)
) (12 E)-C))
) (e
:{(_})ew} {(5))
({3 venen 1))
A (Y _;;%)(z)_(g)}
A(F)ee BB
() eoneck=d (32}

e facendo uns calculos similares obtemos que

142
V(1+i):{{( 1—i ) ).
1

Neste exemplo mg(—1) = mg(1 —i) = mg(1 +1i) = 1.

o R

—
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Definicién 6.1.9. Sexan A, B € M,,,.,(K). Dirase que A e B son matrices semellantes, se existe
unha matriz invertibel P € Mpxn(K) tal que

P lAP=B.

Evidentemente, se dilas matrices son semellantes, son equivalentes e disto ségnese que tefien
0 mesmo rango.

Proposicion 6.1.10. Se diias matrices son semellantes, terien o mesmo polinemio caracteristico.
Por tanto terien o mesmo espectro.

Demostracién. Sexan A, B € Mpxn(K) matrices semellantes e sexa P € Mpxn(K) invertibel

tal que P~'AP = B. Por tanto:
pa(z) = det(B — zl,,) = det(P~*AP — 2P~ P) = det(P~Y(A — 2I,)P) =
det(P71)det(A — zI,) det(P) = det(P) ! det(A — zI,,) det(P) = det(P) ™! det(P) det(A — =)
=det(A — zI,) = pa(z).

Nota 6.1.11. Na anterior proposicion demostramos que, se diias matrices son semellantes, tefien
o mesmo polinomio caracteristico, o que implica que tefien o mesmo espectro. O reciproco non

é certo. As matrices A = I e
11
=0 1)

tefien 0 mesmo polinomio caracteristico e non son semellantes. Notese que se o fosen, existiria
P € Max2(R) invertibel tal que P I,P = B. Isto implica que B = I2 o que é un absurdo.

Nota 6.1.12. Existe unha interesante relacién entre os autovectores de A e os de P~1AP. Se v
é un autovector de A asociado ao autovalor A, tense que

Av= X ve P Av= P lve P1APP v = AP v

Por tanto, A é un autovalor de P~'AP e P~'v é un autovector da mesma matriz asociado

a A
Proposicién 6.1.13. Sexa A € Sp(A) sendo A € My.n(K). Enton, mg(A) < ma(A).

Demostracién. Sexa A € Sp(A) e sexa V(A) o subespazo propio asociado a A. Supofiamos que
dimg (V' (X)) = r. Tomemos unha base {e;, - ,e,} de V(A) e ampliemos dita base a unha base
B ={e1,...,er,€r41,...,€n}
de K". Por tanto, como para i € {1,...,r}, fa(e;) = Ae; = Ae;, tense que

A, | U

M(fa)sp=| —— — —
en—r,r | Q

con U € er{n—'r)(K) eQe M(n—r]x(n—r)(K)'
Daquela, como A e M(f4)p, g son semellantes, obtemos as igualdades
PA(T) = PM(fa)s.s(2) = (A —z) Pg(z)
e, por tanto,
mg(A) = r < ma(XA).
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Teorema 6.1.14. Para toda matriz A € My, (K) as condicions seguintes son equivalentes:
1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(®) = (M — ) — 2) -~ (An — 2)
onde os \; EK, i € {1,...,n}, son escalares non necesariamente distintos.
2) A matriz A € semellante a unha matriz triangular superior.
Se se cumpre algunha das anteriores condicions, os autovalores de A son os elementos da

diagonal principal da matriz triangular superior semellante a A.

Demostracién. Suponamos que a matriz A é semellante a unha matriz triangular superior

ap; aig - Ain
0 azz - aon

T =
0 0 s fpp

Por tanto, usando que dias matrices semellantes tefien o mesmo polinomio caracteristico,
obtemos as ignaldades pa(z) = pr(z) = (a11 — z)(a2 — ) - (@Gnn — x).

Para demostrar a outra implicacion usaremos un razoamento indutivo. Se n = 1, podemos
tomar P = [, xa que toda matriz cadrada de orde un é triangular superior. Supofiamos que
o enunciado é certo para toda matriz cadrada de orde n — 1 e fagamos a proba para matrices

cadradas de orde n. Sexa A € M,,..,(K) tal que
pa(z) = (M —z)(Aa — ) (An — )
cos A; non necesariamente distintos. Como p4(z) descomponse da forma anterior, admite todas
as sias raices en K. Tomemos a primeira, Ay, e un autovector vy asociado a este autovalor. Como
v1 € non nulo, tense que {v1} é un sistema libre de K™ e, por tanto, podemos completalo a unha
base
By = {v1,us,... ,un}
de K". Sexa P, a matriz cadrada invertibel de orde n cuxas columnas son os vectores da base

Bi:

Pi=(wv1 | wg | = | ua).
Daquela,
Pl_lAP = ( Pl_lAvl | Pl_lAﬂg | j-_"l_lxilt.-.ﬂ ) =
( Pl_l)\lvl | Pl_lAﬂg | j-_"l_lxilt.-.ﬂ )
Como v é a primeira columna de Pj, tense que
1 A1
1 ) 0 0
Praim=MP =X : = . f
0 0
e disto deducimos a ignaldade
A u
- —==
plap=| 0 |
ol A
0 |

onde A; é unha matriz cadrada de orde n — 1. Como consecuencia,

pa(z) = (A1 — x)pa, (z)
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e, por tanto,
pay(z) = (A2 —2) - (An — 2).

Grazas 4 1iltima igualdade podemos aplicar a hipotese de inducién para a matriz A, obtendo
que é semellante a unha matriz diagonal, isto é, existe P» € M(n_1)x(n—1)(K) invertibel tal que

aj; a1z v G1p—1
0 a2 - aznpn-1
PylAP, = "
0 0 v Op—1n-1
Tomemos agora
1 | 00
-] ===
p=| 0|
&
0 |
Logo, P é invertibel, xa que
1 |00 1] 00 1] 00
e | — ] ——-
0 | 0 | =1 0| -1,
Py N P PPyt
0 | 0 | 0 |
Ademais
1] 00 M| w 1 ] 00
| ——- -1 -1---
pipftapp=| 0 | 0 | 0 | -
S = Sl A N I =%
0 | 0 | 0 |
A | ulPy
-] —-=—=
0 |
C | BtAR
0 |

Deste xeito, como P2_1A1P2 é triangular superior, a matriz P_IPI_ 1AP,P tamén o é e
obtemos que A é semellante a unha matriz triangular superior.

Corolario 6.1.15. Toda matriz A € My,..,(C) € semellante a unha matriz triangular superior.

Demostracién. O resultado é consecuencia do teorema anterior e do Teorema Fundamental da

Alxebra. a
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6.2. Matrices diagonalizdbeis

Definicién 6.2.1. Unha matriz A € M,,,.,,(K) dirase que é diagonalizabel se é semellante a unha
matriz diagonal, é dicir, se existen dias matrices P, D € M,,..,(K) tales que P é invertibel, D
é diagonal e

P'AP=D
ou, equivalentemente,
AP = PD.
Se P admite a seguinte expresion por columnas
P=(u | ~ | un)
M 0 - 0
0 A - 0
0 0 - A\,
tense que a igualdade AP = PD é equivalente a
( Aup | Aug | - | Augn ): ( AMur | Asuwz | - | Antn )
Por tanto, B = {uj,...,u,} é unha base de K" formada por autovectores de A xa que
Au; = Mu; para i € {1,....,n}.
De xeito inverso, se existe unha base B = {uq,us, ... ,u,} de K" formada por autovectores

de A, tense que, tomando P a matriz cuxas columnas son os vectores da base B, obtemos unha
matriz invertibel tal que

AP:(Aul | Auz | - | Aun):()\lul | Asuz | - | )\nuﬂ]:PD,
onde
M0 D
0 A - 0
0 0 - A\,
ou, equivalentemente,
M 0 - 0
0 A - 0
PlAP=D= L .
0 0 - A\

Como consecuencia do anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 6.2.2. Unha matriz A € My.n(K) € diagonalizabel, se, e so se, o K-espazo vectorial
K™ admite unha base formada por autovectores de A.

Para obter unha condicién que nos permita verificar de forma facil cando una matriz é dia-
gonalizabel, en primeiro lugar, probaremos uns resultados técnicos.

Proposicién 6.2.3. Para toda matriz A € Mnun(K) cimprese que autovectores asociados a
autovalores distintos son independentes.

Demostraciéon. A demostracion farase por inducion. Sexan A, ..., A, autovalores distintos de
A e sexan vy, ..., v, vectores non nulos de K™ tales que

Avy = Mg, .nn, Avy = Aoy,
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Se r = 2, o resultado é certo xa que, se
@1v1 + agvg = Ogn,
multiplicando por A — A1, obtemos
G]K“ = (A — AIIR)G]K“ = (A — A]_In)(ctl‘ﬂl + 0'21!2) = C!l(A — A]In)tl'l -+ O‘Q(A — A]In)‘ﬂg =
a1(Ar — AJvr +ag(Az — M)ve &
(A2 — Ap)vg = fgn & a2 =0,
tendo en conta que Ay # A e que vy # fgn. Como consecuencia, cry = 0 e o sistema é libre.
Suponamos que o resultado é certo para r — 1 e tratemos de probar o mesmo para r.
Ponamos
a1 + agvg + - + oy v = fgn
e multipliquemos por A — A,.I,,. Por tanto,
Ogn = (A — A 1)0gn = (A — A LL) (oqv) + agvs + - + apuy) =
al(A - A'r‘jrift)"'-’l + QZ(A - A11'1-11)'”2 + et Ct,.(A - A!‘I‘n)v‘f‘ =
(851 (Al - A:")'U'l + 02(A2 - A11')'U‘2 + -+ G‘r(Ar - A:")"'-":" =
a1(A = ArJur +az(Ae — Ar)vg + - + ar(Arm1 — Ar)vro1.
Como, por hip6tese de inducién, {vq, - ,v,_1} é un sistema libre, tense que a;(X; —A;) = 0,
i€ {1, ,r—1}. Agora ben, como A; # A, i € {1, ,r—1}, tense que o; = 0,7 € {1, ,r—1}.
Logo, tendo en conta que v, é non nulo, o escalar a, = 0 e a demostracion queda finalizada. O

Proposicién 6.2.4. Para toda matriz A € Mpyxn(K) cimprese que n V(X)) = {6gn}.
AESp(A)

Demostracién. A demostracion é consecuencia directa da propiedade que afirma que un mes-
mo autovector non pode estar asociado a dous autovalores distintos. a

Proposicién 6.2.5. Para toda matriz A € Mnxn(K), se {A1,...,Ar} son os seus autovalores
distintos e B; € unha base de V(\;), i € {1,...,r}, tense que o sistema B = By U-.-U B, € libre.

Demostracién. Nesta demostracion tamén procederemos por inducion. Sexa
B; = {ﬂi,t}%,...,vi‘}
unha base de V(;), i € {1,...,r}. Obsérvese que estamos a tomar s; = mg(\;).
Se r = 1, o resultado é certo xa que By é unha base de V(A;). Supofiamos que o resultado

é certo para r — 1 e tratemos de probalo para r. Poiamos

—1_r—1 —1_r—1 -
ajvl + advd + - +a§lvgl+ T o - SR S VA

Sr—1 Sr—1
afv] + ojvh + - +af vy = Ogn

51 Sr—1 Sr
= Z alvl .+ Z af~lyr=l Z afv] = fgn
i=1 i=1 i=1
e multipliquemos por A — A,.I,,. Por tanto,

s1 Sr—1 sr
Oxn = (A= A Ln)bin = (A= ML) (D afv} + -+ Y af o[+ afe]) =
i=1 i=1 i=1
81 Sr—1 Sr
Y (A= MI)vf ++ Y af A= AI)i 4 ) af (A = ALp)of =

i=1 i=1 i=1
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Sr—1

Za A= A)od 44+ Dl (Aeot = AJv) 1+Za — Al =

i=1 i=1
Sr—1
Za A= Aol + -+ Y o (Armr — Ao L
i=1 i=1
Como, por hipotese de inducion, By U --- U By_1 é libre, tense que
al(M —A)=0,i¢c{1,...,5}
02( r)—O i€ {1 - 82}

ol 1()\1 A,) =0,i€{l,...,s0—1}
e, ademais, tendo en conta que os autovalores son distintos, obtemos as igualdades

al =0,ie{l,...,s1}
aﬁ_i] 16{1 .,82}

L=y, 36{1 S, Sp_1}

Como consecuencia, ajv] + ajvf + - +af vl = fgn e, como B, é un sistema libre,
podemos asegurar que
af =0,ie{l,...,s.}.
Logo, B = By U --- U B, é un sistema libre. n}

Tendo en conta os resultados anteriores podemos enunciar un teorema que da un criterio
de diagonalizacion en funcién das multiplicidades alxébricas e xeométricas dos autovalores
Teorema 6.2.6. Para toda matriz A € My (K) as condicions sequintes son equivalentes.

1) O polinomio caracteristico de A descomponse como

pa(z) = (M —2)* - (Ar —2)*7,

[A,)_a,_ma()\‘ ie{l,..,r}, ear + - +ar=n.
2) A matriz A é diagonalizdbel, 3sto €, eristen dias matrices P, D € My, .,(K) tales que P
€ invertibel, D € diagonal e

PlAP=D.

Demostracién. Suponamos que A é diagonalizabel e
M 0 - 0
0 A - 0
0 0 - A\,

a matriz diagonal 4 que é semellante. Daquela
pa(z) =pp(z) = (M —2)(Ag — 2) - (A — ).
Se no anterior polinomio agrupamos os factores que se repiten, obtemos que
pa(z) = (A —z)(Ag — )" (A — )™

con @ + -+ Qp =M.

Ademais, se P é a matriz tal que P~1AP = D, para un autovalor ); existen ¢; columnas
de P, {P},..., P} tales que AP} = AP}, ..., AP™ = \;P™. Como est4 formado por columnas
dunha matrlz invertibel, o sistema {P},... ,Pf"} é libre e logo a; > mg(A;) > ;. Por tanto,
mg(A;) = ma(A;).
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Doutra banda, supofiamos que o polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(z) = (A1 — )™ (A2 — )™ - (Ar — )™

mg(A;) = a; =ma(N), i € {1,...,7}, e @1 + - + @& = n. Se temos que B; é unha base de V' (};),
o sistema B = By U-.- U B,. é libre e estd formado por

mg(Ay) + - + mg(A,) = ma(A;) + - + ma(A.) =n

vectores. Por tanto, é unha base de K" formada por autovectores e, polo visto ao principio da
seccién, A é diagonalizabel. a

Corolario 6.2.7. Toda matriz A € My..n(K) con n autovalores distintos € diagonalizabel.

Demostracién. Se A ten n autovalores distintos A1, ... , An, 0 polinomio caracteristico é pa(z) =
(M —2z)(A2 —z) - (A, — z) e @; = 1 para todo i. Entén, mg(A;) = 1 = ma();) e, aplicando o
resultado anterior, podemos afirmar que a matriz A é diagonalizabel. a

Exemplos 6.2.8. 1) Dada a matriz

0 -1 -2
A=|lo0 o 2|,
11 1

considerada no primeiro caso de Exemplos 6.1.5, tense que non é diagonalizabel como
matriz real xa que pa(z) = (z+ 1)(z — (1 —i))(z — (1 +1)). Como matriz complexa o
espectro de A ven dado por
Sp(4) ={-1,1—4,1+1i}
e, ademais,
ma(—1) = maa(l — i) = ma(l +i) = 1.

Por tanto, A é diagonalizabel como matriz de coeficientes complexos. A matriz P tal

que
-1 0 0
PlAP=| 0 1—-i 0
0 0 141
ven dada por
0 —1-—-2{ —1+2¢
pP= -2 1414 1—1
1 1 1
onde
0 —1—24
V(-1)=( =2 4 ) V(1—1)=( 1+ )s
1 1
142§
V(i+i)={ 1—i }
1

2) Sexa a matriz

2 0 0 0
0 1 -1
A= 0 -1 -1
0 —1 2
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O seu polinomio caracteristico é

pa(z) = det(A —xly) =

25“’” 1 E z ? —01 L=z 1 1
=2-z) -1 2—-2 -1 =
0 -1 2-z -1 0 e
0 0 -1 2-=
2—=x 1 -1 2—x 1 -1
2-z)] 0 2—-2 -1 |=2-2)] 0 2—z2 -1 |[=(2-2)7>%1-2).
r—2 -1 2-—=x 0 0 l1—=z
Por tanto, podemos afirmar que
Sp(4) ={1,2}
e que ma(l) = 1, ma(2) = 3.
Neste caso tense que
0 0 0 0
. 0 -1 1 1
mg(2) = dimp(V(2)) =4 —rang (A — 2I4) =4 — rang 0 -1 0 -1 |~
0 0 —1 0

4-2=2<3=ma(2)
e, en consecuencia, A non é diagonalizabel (nin como matriz real, nin como matriz com-

plexa).
3) Tomemos a matriz

A=

e
o
et et
et et

O seu polinomio caracteristico é

pa(z) =det(A —zly) =

1—x 1 1 1 4—x 1 1 1
1 1—x 1 1 | 4—z 1—2x 1 1 _
1 1 1—=x 1 Tl 44—z 1 1—=x 1 -
1 1 1 1—x 4—x 1 1 1—x
4—x 1 1 1
0 -z 0 0| 5
0 0 -z 0 =—(4—z)z".

0 0 0 —=z
Por tanto, Sp(A) = {0,4} e ma(4) = 1, ma(0) = 3. Neste caso tense que
mg(0) = dimg(V(0)) =4 —rang (A — 0y) =4 —rang (A) =4 — 1 = 3 = ma(0)

e, como mg(4) = ma(4) = 1, A é diagonalizdbel como matriz real. Isto quere dicir que
existe unha matriz invertibel P € My, 4(R) tal que
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0000
iap [0 00O
PrAP = 0000
000 4
A matriz P obtense buscando unha base de R* formada por autovectores de A. Como
T T 0
_ Yy 4 _ y|_|0
V(o) = B ceR* / (A—-0Iy) N Il
t t 0
T 1111 T 0
)y . 1111 v | o
BRI R || o
t 1 111 t 0
T
= z ER? | z+y+z+t=0
t
T 1 ( 0 0
_ Y 4 _ 0 1 0
= s eR* | zyyzeRH = 0 s 0 , 1 )
—r—y—=z —1 -1 -1
x T /0
_ ] 4 _ vy |_| 0
V(4) = . ceR° | (A—4ly) > 1=1o
t t \ 0
x [-3 1 1 1 x 0
o y 4 1 -3 1 1 y | |0
={| =z | €® | 1 1 -3 1 2|7 o
t 1 1 1 -3 t 0

T
B Yy 4 L
= % eR” | z=y=2=t
t
o
o
o

1
s 1
€R' |zeRy=(|
1

x

a matriz invertibel P esta dada por:

P=

==
=N i~
= =0 o
e N
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Nota 6.2.9. Supofiamos que A € M,,..,(K) é diagonalizabel e que

M 0 0
0 A — O
p=| . 7
0 0 - X,

é a matriz diagonal 4 que é semellante. Logo, se P é a matriz invertibel tal que P~1AP = D,
tense que A = PDP1le

)

A" = ppp-ppP-'"-? ppp-'ppP-' = PP P!

onde
Xr 0 e O
0 AZ - 0
D" = . .
0 0 - A"

Entén, Sp(A™) = {AT, AL, ..., A"} e V(\;) = V(A?) para i = {1,...,r}.
Doutra banda, é importante salientar que, se A é diagonalizabel e invertibel, a sila inversa
tameén é diagonalizabel xa que

Al=pptp!

sendo
AT 0 -0
-1
D1 0 At o 0
0 0 - At

6.3. Polinomios anuladores. Teorema de Cayley-Hamilton
Definicién 6.3.1. Sexa p(z) = ag + a1 + - + ap_12" "' + a,z" un polinomio de grao n con

coeficientes en K. Dada A € M,,.,(K) definese a matriz p(A) como:

p(A) = apl, + a1A+ - + an_1 A" 4+, A™

Supofiamos que A € Sp(A) e que v € K™ é un autovector asociado a A. Tense que

ATv = Ar_lA'U = AAT_IJU = .= X'w

e, cOmMOo consecuencia,

p(A)v = (agly + a1 A + - + an 1 A" + 4, AN = aglpv + a1 Av + - + ap1 AV o 4 ap A" =

aov + @A + - + @ AN o+ an ™ = (a0 + a1 A + - + n_1 A"+ anA")v = p(A)v.
Logo, se A € Sp(A), obtemos que p(A) € Sp(p(A4)).

Nota 6.3.2. Supofiamos que A € M,,..,(K) é diagonalizabel e que

A 0 w0

0 A — 0

0 0 - A
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é a matriz diagonal 4 que é semellante. Sexa P a matriz invertibel tal que P~1AP = D ou,
equivalentemente, tal que A = PDP~!. Polo visto no apartado de diagonalizacién sabemos que

A" =pprp-!
onde
X0 - 0
) 0 A2 - 0
0 0 - X

Sexa p(z) = ag + a1z + - + ap_12"! 4+ a,2™ un polinomio de grao n con coeficientes en
K. Por tanto,

p(A) = aplp + a1 A + - + %_lAn—l +a, A" =
agl, + auPDP~ '+ ... 4 q, PD" 1P 4 g, PD"P~! =
agPP~' +aPDP ' 4+ .. 4, PD" P! 4 o, PD"P1 =

P(aol, + a1D + - + an_1 D" ' + a, D")P~ = Pp(D)P~! =

pA1) 0 0
pl 0 P
0 0~ P

Deste xeito obtemos que p(A) tamén é diagonalizabel e que V(A;) = V(p(A;)) para cada A;
no espectro da matriz A.

Definicién 6.3.3. Dada A € Mypyxn(K), dise que un polinomio

p(z) =ag+ ayz+ -+ An_12" " + anz™,

con coeficientes en K, é un polinomio anulador de A, se

p(A) = aplp + a1 A+ - + ap 1 AV + 4y A" = Oy
Anteriormente demostramos que, se A € Sp(A), tense que p(A) € Sp(p(A)) para todo
polinomio p(x) con coeficientes en K. Enton, se p(x) é un polinomio anulador, tense que p(A) =0
ou, 0 que é o mesmo, A é raiz de calquera polinomio anulador de A.

Nota 6.3.4. Suponamos que A € My,,»(K) e que

p(z) = a0 + a1z + - + an—12™ ' + ana”
é un polinomio anulador de A. Logo,

P(A) = aplp + a1 A+ 4 an 1 A" 4 ap A" = Oy, &

aoln + (a1l + - + an 1AV 2 + @, AVTNA = O,
Se ag # 0, a dltima igualdade pddese escribir como:

—agly = (a1l + -+ an 1 A" + 4, AV A &



144 CAPfTULO 6: DIAGONALIZACION E FUNCIONS DE MATRICES

L(alf\,‘ +otan A" 2 4 a, AV A=,
U]

Isto é equivalente a dicir que, se ap # 0, a matriz A é invertibel e a sia inversa esta dada
por

Al = %{alfn 4ot ap A 4 A,

Nota 6.3.5. Suponamos que A e B € Myxn(K) son matrices semellantes e que P € Mpn(K)
é a matriz invertibel tal que B = P~1AP. Entén, para todo polinomio

p(z) = ag + a1z + - + ap_12" ! + a,z"

de grao n con coeficientes en K tense que
p(A) = aplp + a1 A + -+ an_1 A" 4+ g A" =
agl, +ayPBP™' + - + ay_PB" 'P7! 4 a,PB"P~! =
agPP~' +a,PBP™ ' + -+ ay,_1PB" 'P~! +a,PB"P~! =

P(agl, + a1 B + - + an_1B" ! + a,B")P~! = Pp(B)P~.

Por tanto, p(A) e p(B) son semellantes e, como consecuencia, p(zx) é un polinomio anulador
para A, se, e s0 se, 0 é para B.

O seguinte teorema indicanos como obter polinomios anuladores.

Teorema 6.3.6. (Teorema de Cayley-Hamilton) Seza A € M;,.n(K) e supoiiamos que o
polinomio caracteristico de A descomponse como

pa(z) = (A1 —z)(A2 — z) - (A — ),

onde os \; €K, i € {1,...,n} son escalares non necesariamente distintos. Baizo estas condicidns
tense que o polinomio caracteristico € un polinomio anulador para A.

Demostracién. Grazas ao Teorema 6.1.14 e a nota 6.3.5 é suficiente probar o resultado para
matrices triangulares superiores. A demostracion farémola por inducion na orde de A. Para
n = 1 a propiedade é evidente. Supofiamos que o resultado é certo para n — 1 e tratemos de
probalo para n.

Sexa A unha matriz cadrada triangular superior de orde n que escribiremos como

A u

-] ===
A= 0 | ,

Sl Ay

0 |

onde A; é unha matriz cadrada triangular superior de orde n — 1. Para a matriz A tense que
pa(z) = (M — z)pa, ().

Logo,
pa(A) = (Ml — A)pa, (A) =
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| —u PAy (Al) I u
| _ _ | ———
0 | 0 [

o M -4 : | pa, (A1)
0 | 0 [

0

" pa) | w
- __ _ | ———
pa(A)=1 0 | o | =Onp,
ol Ml — Ay : [ ©On-1n1
0 | 0 [
co que a proba queda finalizada. a

Como consecuencia do Teorema Fundamental da Alxebra tense o seguinte corolario.

Corolario 6.3.7. Para toda matriz A € Mnxn(C) o seu polinomio caracteristico € un polinomio
anulador.

Exemplo 6.3.8. Dada a matriz

1 -2 1
A= 0 -1 2 |,
2 0 3
temos que
1l—=z -2 1
pa(z)=| 0 —1—-z 2 |=-2>—32°+92—3.
2 0 3—=z

Como o coeficiente de grao cero de pa(z) é non nulo, obtemos que a matriz é invertibel. A
sta inversa podese caleular, utilizando que p4(z) é un polinomio anulador para A, da seguinte
forma:

B33 =pa(A) =-A3-342 1+ 94 -3 &
—A% 3424194 =3 =

—%(AZ —8A+9)A=T & Al = —%(AZ —3A+49I) = —%AQ + A - 305

6.4. Funciéns de matrices. Matriz exponencial dunha matriz cadrada

Definicién 6.4.1. Sexan A € M,.n(R) e f : I € R — R unha funcién. Supofiamos que
Ay, . A, son os seus autovalores distintos e que

pa(z) = (A1 —2)* (A2 — 2)* - (A — 2),
onde ma(};) = a;. Diremos que f esta definida sobre o espectro de A, se para cada A; existen
F)s £/, e, FETDN).
Se f estd definida sobre o espectro de A, con

Vf}A = {fk(Ag), | i€ {1, ,'l"}, ke {1, ey O — ]}}
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denotaremos o conxunto dos valores de f sobre o espectro de A.

Nota 6.4.2. Supofiamos que nos atopamos nas condicions da definicion anterior. Sempre é posibel
atopar un tinico polinomio, chamado polinomio interpolador de Lagrange-Sylvester,
r(z) = ag + a1z + - + ap_12" L,
de grao menor que n tal que
Via = Vra.
Para atopar r(z) non temos mais que resolver o sistema de ecuacions lineares

FFa) =r ), ie{l,..,r}, ke {l,...,ai — 1}
cuxas incognitas seran os coeficientes a;, do polinomio r(z).
Definicién 6.4.3. Sexan A € Muxn(R) e f : I € R — R unha funcién. Supofiamos que
A1, , Ar son os seus autovalores distintos e que

pa(z) = (A1 —2)* (A2 — )™ - (Ar — 2)77,
onde ma();) = ;. Se f esta definida sobre o espectro de A e r(z) = ag + a1z + - + ap_1T
é 0 polinomio interpolador de Lagrange-Sylvester, definese f(A) como
f(A) =agl, + a1 A + - 4 a, A" L

n—1

Nota 6.4.4. De todas as funcions posibeis que podemos definir sobre unha matriz A, é particu-

larmente importante a exponencial de A debido a que na teoria de ecuacions diferenciais lineares

é necesario calcular ', sendo ¢ un parametro real. Se definimos a funcién f : R — R como

f(z) = e'®, observamos que f e todas as siias derivadas sucesivas estin definidas para calquera

ntimero real e grazas a isto podemos definir f(A) = et para toda A € M, ,,(R) tal que
pa(z) = (A — 2)* (Ao — )2 - (A — 2)77,

con \; e R, ie{l,....r}, ema()) = a.

E interesante salientar que €97 = [, e que a matriz e
inversa (et4)~! = et4,

O devandito para a funcién exponencial tamén se ten para outras funciéns como f(z) =
sen(zr) ou f(z) = cos(z) xa que elas e todas as sias derivadas sucesivas estan definidas para
calquera niumero real. Por tanto, sempre poderemos calcular f(A) = sen(A) ou f(A) = cos(A4),
etc.

A exponencial dunha matriz A € M,,..,(R) tamén se pode calcular no caso de que aparezan
autovalores complexos aplicando o mesmo método dado para os autovalores reais e tendo en conta
que

t4 & sempre invertibel sendo a sia

ettt — g6t = e(cos(b) + isen(b)).

Exemplos 6.4.5. 1) Sexa a matriz
0 10
A= 0 01
1 -3 3
O polinomio caracteristico da matriz A estd dado por
—z 1 0 l—z 1 0
pa(z) =det(A —zl3)=| 0 —=x 1 =|l—-2z —=z 1 =
1 -3 3—=z l—-z -3 3—=z
11—z 1 0
—z—1 1 —z—1 1
0 —zr—1 1 =(1-=) =(1- )‘ =
0 4 3_ —4 3—=z —4 3—=z
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Q—z)((z—3)(1+z)+4)=(1—2z)

Por tanto, se tomamos a funcién f(zx) = e!*, sabemos que existe a matriz f(A) = 4.
Para calculala vexamos primeiro que valores contén Vj 4. Neste caso tense que

Via={f(1) =€, 1'(1) =te', (1) = '}
e, se o polinomio interpolador ten a forma r(z) = ag + ajx + asx?, resolvendo o sistema

fl)=et=r(1)=ag+a; +as
f(1) =tet =v'(1) = a1 + 2a9
(1) = t2et = r"(1) = 2a2
obtemos que
2 2

t
—)et, ay = (t — t?)et, ag = —€t.

=(1—t—
ag = ( 5 2

Logo,
2 t2
et=(1—t— E)eﬂfg +(t—t2)eta + E.c,»fA?

2) Tomemos a matriz

1 2 1 1
0 0 1 o0
A= 1 2 3 5

-1 -2 -3 —4

e a funcién f(z) = In(z). Vexamos se existe In(A). O polinomio caracteristico da matriz
A esta dado por

-z 2 1 1 -z 2 1 1
0 -z 1 0 0 -z 1 0
pa(e)=det(d—zl)=| | o 5 5 11 2 3-2 5 |7
-1 -2 -3 44—z 0 0 —r 1—=x
l—z 22 1 1 -z 0 3 1
0 —= 1 o | | 0o —=z 1 o |_ 113: 33 ; B
1 0 8-z 5 || 1 o0 3-2z 5 |Z°F o 7% 7 %
0 0 —r 11—z 0 0 —r l1-—=x

—z((1—2)?3—2)—z+5z(1—2)-3(1-2)=—z(1—z)(1-2)3—2)+5z—-3)—2 =

—2((1 —z)(z® +2) —z) = 2*

e, por tanto, Sp(A) = {0} sendo ma(0) = 4. Como f(0) = In(0) non existe, a funcién non
esta definida sobre o espectro de A e como consecuencia non podemos calcular In(A).
Para a funcién f(z) = e'* temos que

Via = {f(0) = 1,'(0) = ¢, (0) = £, f"(0) =}

e, se o polinomio interpolador ten a forma r(z) = ag + a1z + asx® + aszx
sistema

3 resolvendo o

f(0)=1=r(0)=ao
fl0)=t=7'(0) =a1
f"(0) = > =r"(0) = 2a,
F7(0) = 2 = r'"(0) = 6ag
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obtemos que

ap=1 =t aaz—fz =
=1 a = =—. as=—
» U1 ] 97 3 6

t? t?
Deste xeito, r(z) =1+ tz + Emz + Ems e logo

2 t3
e =T +tA+ EAQ + EAB'

=(%7)

e a funcién f(z) = e!®. Vexamos se existe !4, O polinomio caracteristico da matriz A
esta dado por

3) Sexan a matriz

1—=z 2

5 1, |=0-2+4=2"—20+5

pa(z) = det(A — zl3) = '

e, por tanto, Sp(A) = {1 + 2i,1 — 2i}, sendo ma(l + 2i) = ma(l — 2i) = 1. Neste caso
temos raices complexas polo que, se

r(z) = ap + a1z,

debemos considerar o sistema

{ F(1+2i) = "2 = ¢!((cos(2t) + isen(2t)) = r(1 + 2i) = ao + a1(1 + 2i) -
F(1 —2i) = et(1=2) = ¢t ((cos(2t) — isen(2t)) = r(1 — 2i) = ag + a1(1 — 2i)
{ ap + a1(1 + 2i) = €'((cos(2t) + isen(2t)) { ap + a1 = e‘cos(2t) o
ap + ap(1 — 2i) = €'((cos(2t) — isen(2t)) 2a; = e'sen(2t)

1 1
ap = etcos(2t) — Eetsen[%), a; = Eetsen[%).
Enton,
1 1
r(z) = elcos(2t) — Ee‘sen(Zt} + Eetsen(Zt)m
e

t £
et = (efeos(2t) — %e‘sen(Zt})fg + %etsen[%)A = ( c'cos(2t) - e'sen(2t) ) .

—efsen(2t) ebcos(2t)

Nota 6.4.6. Se
M 0 - 0
0 A - 0
p=| . 7
0 0 - A\,
é unha matriz diagonal e f é unha funcién definida sobre o espectro de A, tense que
fa) 0 - 0
0 flA) - 0O
f(D)= : : - :
00— f()

Como consecuencia, se A é diagonalizdbel e P é a matriz invertibel tal que P~1AP = D
ou, equivalentemente, que A = PDP~!, obtemos a igualdade
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fO1) 0 0
f(A) = Pf(D)P1=P (_J f(fb) ) ? pL
0 0w 0w

Isto implica que, cando a matriz é diagonalizabel, o calculo de funcidns de matrices é par-
ticularmente sinxelo.

6.5. Problemas propostos

1. Ache os autovalores e os correspondentes subespazos propios das seguintes matrices. Es-
tude ademais se son diagonalizabeis.

a)
110 0
112 0
A= 021 -1
001 1
b)

1 -1 1 -1
—8 3 —4 -4
8 —4 3 -4
20 —-10 10 -—-11

cz(_g _g)

A=

2. Considérase a matriz

— = D
s
b = =

a) Probe que A é diagonalizabel.
b) Atope unha matriz diagonal D e unha matriz invertibel P tales que A = PDP~!,
¢) Calcule a expresion de A™ para cada ntumero natural n.
d) Encontre unha raiz cadrada de A.
3. Estude para que valores de o € R é diagonalizabel a matriz

1 0 24«
A= 0 -1 44+«
24a 0 1

4. Para cada o € R considérase a matriz

0 0 a «a
0 0 a «a
A=1 40 40 0 0
da 4o 0 0O

a) Estude para que valores de o a matriz A é diagonalizabel.
b) Para o = 1/4, determine unha matriz regular P e unha matriz diagonal D tales

que AP = PD



150 CAPITULO 6: DIAGONALIZACION E FUNCIONS DE MATRICES

5. Considérase a matriz

-1 2 0 -2
0 4 -2 -3
A= 02 -1 -2
03 —2 -2

a) Determine o espectro de A.
b) Estude se A é diagonalizabel.

¢) Probe que A é invertibel e determine un polinomio p(x) de grao menor que 4 tal

que p(A) = AL,
6. Considéranse as seguintes matrices:
-7 0 0 2 0 -2
A= 0 4 —12 |, 4= 10 1],
0 11 7 -2 0 2
1/2 0 1/2 310
As=| 1 1 1 ), A=[030].
1/2 0 1/2 00 2
Sexa f a funcion definida por
1+
fl@) = == + 2.

2—z
Estude se existen os valores de f sobre cada unha das matrices dadas. Nos casos
afirmativos, caleule f(A4;).
7. Considérase a matriz

2 1 0
A=4¢ -2 0 2
0 -1 -2

a) Calcule a matriz '

b) Sexa p(z) = 2+ 32° + 42°. Estude se p(A) é invertibel.
8. Considérase a matriz real

B+1 -1 1
A= a [f+1 0
1 —a a+f+1

a) Calcule o espectro de A.
b) Determine os valores de « e /3 para os cales a matriz A é singular.
¢) Estude para que valores de a e 3 existe unha base de R® formada por autovectores

de A.
d) Para o =0,
dl) Atope, se é posibel, unha matriz regular P e unha matriz diagonal D tales
que AP = PD.
d2) Calcule o determinante da matriz B =3 [A — (8 + 1)I3]", onde n € N.
e) Para a = 1 e B = —1, calcule a matriz &*4.

f) Para a = 3 e § = 0, determine numeros reais a, b e c tales que
A* 4 aA’ 4 bA+els=0

e calcule, se é posibel, un polinomio p(z) tal que A~! = p(A).
9. Sexa
-3 -2 1
A= 5 3 -2
-1 -1 0



6.5. PROBLEMAS PROPOSTOS 151

a) Ache o espectro de A. E a matriz . 3 — A invertibel?
b) Estude se a matriz A é diagonalizabel.
¢) Sexa p(z) = a+br+ca? +dx®, onde a, b, c,d € R. Calcule o determinante da matriz
p(A4).
d) Determine a matriz e*4.
10. Considérase a matriz real

-1 -1 -2
A= 8 —-11 -8 |.
-10 1 7

a) Atope o espectro de A.

b) Probe que A% = —-5A42 —3A+91.

¢) Calcule unha base do subespazo propio asociado ao maior autovalor de A.

d) Estude se a matriz A é diagonalizabel.

e) Considérase a funcién escalar f(z) = y/z. Determine, se é posibel, un polinomio

r(z) tal que r(A) = f(A).






CAPITULO 7

Espazos vectoriais con produto escalar

Neste capitulo comeza unha nova parte relacionada con certos conceptos ben cofiecidos en
B2 e B3, tales como norma, perpendicularidade e dngulo. Algunhas destas nociéns estdn na base
das ferramentas que nos permitirdn, entre outras cousas, abordar a aproximacion de solucions de
sistemas incompatibeis mediante técnicas de minimos cadrados no 1iltimo capitulo deste libro.
Comezaremos o capitulo introducindo a nocién de forma bilinear

f:VxV =R

nun R-espazo vectorial V', para pasar a ver que, unha vez fixada unha base B en V', a forma
bilinear podese expresar en funcion dunha matriz chamada matriz de Gram, denotada por G g,
da seguinte forma

f(ﬂ'l 'U) = utBGBUBs

onde ug e vg son os vectores de coordenadas de u e v respecto 4 base B. A continuacion
mostrarase ao lector o que ocorre coa matriz de Gram cando cambiamos a base do espazo
vectorial onde temos definida a forma bilinear. M4is concretamente, comprobarase que, dadas
B e B', diias bases de V, tense que

GB: = P,%',BGBPB',B

sendo Ppr p a matriz de cambio de base de B’ a B. Logo, as matrices de Gram dunha forma
bilinear respecto a diferentes bases son congruentes.

Os produtos escalares non son mais que tipos especiais de formas bilineares que cumpren
a condicion de ser simétricas, isto é, f(u,v) = f(v,u) ¥V u,v € V e ademais definidas positivas:
flu,u) >0V u e V,u#60y. A notacién clisica que se utiliza para o produto escalar é

flu,v) =< u,v >

e neste libro é a que usaremos. Tamén con (V, <, >) denotaremos ao par dado polo R-espazo
vectorial V' xunto co produto escalar definido sobre V' e chamarémolo espazo vectorial euclideo.
E importante recalcar que, se nun mesmo R-espazo vectorial V temos definidos varios produtos
escalares, obteremos diferentes exemplos de espazos vectoriais euclideos. Doutra banda a matriz
de Gram asociada a un produto escalar sera obviamente simétrica.

Unha vez aclarada a nocion de produto escalar introduciranse as de norma e norma inducida
por un produto escalar. Neste punto probarase a desigualdade de Schwartz e indicarase como a
partir dela podese dar unha definicién de angulo entre dous vectores de V. Finalmente, tamén
comprobaremos que a existencia dunha norma permitiranos introducir unha distancia en V.

Na segunda parte do capitulo traballarase coas nociéns de ortogonalidade e ortonormalidade
respecto a un produto escalar. Veranse entre outras cousas que, se (V, <, >) é un espazo vectorial
euclideo e T = {vy,...,v,} un sistema de vectores non nulos e ortogonal, ciimprese que T é libre.
E maiis, se B = {v1,...,vn} é unha base ortogonal de V', entén o vector de coordenadas de

153
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calquera vector v escribese como:

< U,V >
flos1?

< Uy, U >

l[vnl?

Os coeficientes dados na ignaldade anterior chamanse coeficientes de Fourier de v na base
ortogonal B. Se B fose ortonormal, os coeficientes de Fourier de v quedan como < v;,v > .

J-B. J. Fourier
(Amédée Félix Barthélemy Geille /Wikimedia Commons)

Dentro deste punto, tamén sera importante resaltar que, se B é unha base de V', tense o
seguinte:

1) A base B é un sistema ortogonal de vectores, se, e 30 se, Gp é diagonal.
2) A base B é un sistema ortonormal de vectores, se, e 80 se, Gg = I,.

Como consecuencia destes resultados poderemos garantir que a matriz de cambio de base
entre dias bases ortonormais de V' é unha matriz ortogonal. Doutra banda, se traballamos
co produto escalar usual de R™ e tendo en conta que as columnas ou as filas dunha matriz
invertibel @ € My, .n(R) forman unha base de R™, é doado probar que as seguintes afirmacions

son equivalentes:

1) A matriz @} é ortogonal.
2) As columnas de @) forman unha base ortonormal de R" respecto ao produto escalar usual.

Finalizaremos esta parte introducindo o proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt
grazas ao cal se obtén que nun espazo vectorial euclideo todo subespazo admite unha base
ortonormal. En particular terase que o propio espazo admite unha base ortonormal.
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J. P. Gram E. Schmidt
(Johannes Hauerslev/Wikimedia Commons) (Konrad Jacobs/Wikimedia Commons)

O terceiro bloque do capitulo dedicarase ao estudo de certas propiedades das matrices
simétricas reais. Unha destas propiedades é a que afirma o seguinte: se A € My,(R) é unha
matriz simétrica, cimprese que todos os autovalores de A son reais. Ademais, tense que A
é simétrica, se e s6 se, existe unha matriz ortogonal Q tal que Q*AQ é diagonal. Por tanto,
todas as matrices simétricas son diagonalizabeis. A demostracion desta afirmacion conduciranos
ao método que debemos seguir para realizar o caleulo da diagonalizacion ortogonal dunha matriz
simétrica real. Indicaremos como facelo paso a paso do seguinte xeito:

s Calciilase o espectro de A, Sp(A) = {Aq,..., A}

s Calciilase unha base By, de V(X;), i € {1,...,r}.

s Aplicase o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a cada base B,,,, obténdo-
se unha base ortonormal Cy, de V(X;), i € {1,...,r}.

s Unense as bases C),. Esta unién da lugar a unha base ortonormal de R™ formada por
autovectores.

» Definese a matriz P como aquela cuxas columnas son os vectores da base ortonormal
calculada no apartado anterior.

s A matriz diagonal D resulta de facer o produto P*AP.

Na parte final do capitulo, veremos que, se A € M;,..,(R) ten rango r, existen dias matrices
Q € Mpyr(R) e R € My ry(R), tales que A = QR, Q*'Q =1, e rij =0 se l > j. Isto dd lugar
a4 chamada factorizacion QR da matriz A que sera de especial utilidade 4 hora de resolver
problemas de minimos cadrados.

Para realizar o cdlculo da factorizacién QR dunha matriz A € My,.n(R) con rango r e
columnas {vy, ..., v, }, podemos seguir os seguintes pasos:

» Aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt ao sistema de vectores
T = {v1, ..., v, } formado polas columnas de A no espazo vectorial euclideo n- dimensional
R™ co produto escalar usual. Se algiin dos vectores e; que resultan nos calculos é nulo,
eliminase e non se ten en conta no proceso.

» Tomamos @ € Mmx(R) cuxas columnas son os vectores do sistema ortonormal obtido
no punto anterior.

s Caleiilase R como R = QA.

Tamén podemos proceder partindo do sistema de vectores dado polas primeiras r columnas
linearmente independentes da matriz A. A matriz @ € My,..-(R) é aquela cuxas columnas son
os vectores do sistema ortonormal obtido ao aplicar o procedemento de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt a este sistema. Finalmente, R = Q' A.
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7.1. Espazos vectoriais con produto escalar

Definicién 7.1.1. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha forma bilinear é unha aplicacion
f:VxV =R
satisfacendo:
1) flau+ Bv,w) =af(u,w)+ Bf(v,w)Va,BeR, u,veV.
2) fw,au+ Bv) =af(w,u)+ Bf(w,v)Va,B ER, u,veV.
Noutras palabras, f é bilinear se é linear nas diias compofientes. E por isto que se deducen
de forma trivial as seguintes propiedades:

3) f(fv,u) = f(u,fv)=0YuecV.
) FO Y Bivs) =D iBif(ui,v;) ¥ i, B ER, ui,v; €V, 4,5 € {1,...,n}.
i=1

j=1 i=1 j=1

Definicion 7.1.2. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha forma bilinear f : V x V — R dirase
simétrica se f(u,v) = f(v,u) Vu,ve V.
Definicion 7.1.3. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha forma bilinear f : V x V — R dirase
definida positiva se f(u,u) >0V u e V,u # 6.
Definicion 7.1.4. Sexa V un R-espazo vectorial. Diremos que f : V x ¥V — R é un produto
escalar en V se é unha forma bilinear simétrica definida positiva.

A notacion clasica que se utiliza para o produto escalar é a seguinte:

flu,v) =< u,v>.
Con (V, <, >) denotaremos ao par dado polo R-espazo vectorial V' xunto co produto escalar
definido sobre V' e chamarémolo espazo vectorial euclideo. Notese que, se nun mesmo R-espazo

vectorial V' temos definidos varios produtos escalares, obteremos diferentes exemplos de espazos
vectoriais euclideos.

Exemplos 7.1.5. 1) Sexa o R-espazo vectorial V' = R™. Para dous vectores u,v € V definese
a aplicacién bilinear
7 n
< u,v >=ulv = (uy,...,u,) : :Zﬂ.‘j’ﬂ‘j.
Un i=1
Este produto resulta ser un produto escalar chamado o produto escalar usual do
R-espazo vectorial R"™.
2) Sexa o R-espazo vectorial V' = II,,(R). Se para dous polinomios en V' definimos

1
<pla)a@) >= [ @@,
temos un novo exemplo de produto escalar.
3) No R-espazo vectorial V' = M,,..,(IR) pddese definir un produto escalar por:
< A, B >=tr (AB?).

Definicién 7.1.6. Sexa (V,< , >) un espazo vectorial euclideo e sexa B = {ey,...,e,} unha
base de V. Chamase matriz de Gram do produto escalar < , > respecto 4 base B 4 matriz Gg

dada por
g g12 - Gin

g21 g22 g2
Gg=| . 7 "

Onl Gn2 - Gnn
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onde g;; =< €j,€; >, i,j € {1,...,n}.
Esta matriz é simétrica xa que g;j =< ei,ej >=< €j,€; >= gji. Ademais, se

n n
u = E Ti€j, U= E Yj€j,
i=1 i=1
tense que
n n n n n n
t
<u,v>=< E Tiei, E yjej >= E E TiYj < €i, €5 >= E E ziyjgij = ugGBUB,
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
sendo ug e vp os vectores de coordenadas de u e v respecto 4 base B.

Exemplo 7.1.7. Por exemplo, se V =R" e <, > é o produto escalar usual, a matriz de Gram
de <, > respecto 4 base canénica C, = {e1, ..., en} de R™ ten como coeficientes a

1 i=j

9ij = %ij = { 0 i#]
e, como consecuencia, Gg, = I,,.
Se en B* tomédsemos a base

1 1 1 1
1 1 1 0

B = €1 = 1 263 = 1 €3 = 0 1 B4 = 0 »
1 0 0 0

e o produto escalar usual, teriamos que

<e,e1>=4 <e,exz>=3 <e,e3>=2 <ep,eq>=1
< ez,e1 >=3 <ezez3>=3 <eze3>=2 <ez,eq>=1
< eg, e >=2 <eg,ep>=2 <eg,eg3>=2 <<egey>=1
<eg,e1>=1 <egea>=1 <eg,e3>=1 <epjeq>=1

e, por tanto, a matriz de Gran respecto a base B é:

4 3 2 1
3 3 2 1
Ge=|3 2 21
1 111
Deste xeito, se
2 2
2 B
Sl "o |
1 0
obtemos que
2
1
<u,v>=(2,2,2,1) o | = 6.
0
Equivalentemente,
4 3 2 1 0
3 3 2 1 0
<u,v >=ugGpvs = (1,1,0,0) 2 9 9 1 L | =6
1 111 1
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7.1.8. Como puidemos ver no exemplo anterior
4
Gg, =1y, Gp=

=W oW
= B BI B
—

3
2
1

Por tanto, se cambiamos a base, a matriz de Gram tamén se modifica. En xeral existe
unha relacion entre as diferentes matrices de Gram asociadas a un mesmo produto escalar. Esta
relacién é a seguinte: sexan B = {ey,...,e,} e D = {uy, ..., u,} dias bases de V' e Pg p a matriz
de cambio de base de B a D. Enton, se < , > é o produto escalar definido en V, temos que

VuveV
up = Pgpup, vp = P pus,
ulhGpvp =< u,v >= v, Gpup.
Logo:
upGpup = (PB_,IDuD)tGBPB_},;”D = HE(PE,lD)tGBPE,IDﬁD = upPh sGpPp pvp = upGpup
e isto implica que
Gp = Pp sGpPp 5.

Se dilas matrices cadradas A e B cumpren que existe unha matriz P invertibel tal que
P'AP = B, dise que son congruentes. Tendo en conta esta definicién, acabamos de probar que
as matrices de Gram dun mesmo produto escalar respecto a diferentes bases son congruentes.

Por exemplo, se tomamos as bases de R* dadas por

1 [ 1 1 1
B=Cy, D=ge1= g €2 = (1] ,e3 = } JE4 = } ,
0 0 0) 1
tense que
100 0 11 1 1Y\ 1111
Go=FholaPoe=| 1 11 o |%foo11]=|1233
1111) 0001) 1 2 3 4

Definicién 7.1.9. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha norma sobre V' é unha aplicacion
I:V—-=Rr
tal que:
D VueV|u| =0 ||u|=0 < u=1>6y.

2) lleu| = |af|lu]| Yu €V a € R.
3) ffu+vll < Jull + [[of| ¥ u,ve V.

Proposicién 7.1.10. Seza (V, <, >) un espazo vectorial euclideo. A aplicacion
| ]:V—=R

dada por
lull = +v<u,u>

€ unha norma.
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Demostracién. Pola propia definicion de aplicacién || ||, as probas das dias primeiras con-
diciéns de norma son triviais. Vexamos como se obtén a terceira (cofiecida como desigualdade
triangular ou de Minkowski).

Sexan u,v € V. En primeiro lugar probaremos a desigualdade

| <u,v> | < lullll,

comniecida como designaldade de Schwartz. En efecto, se algiin dos dous vectores u, v son nulos, a
desigualdade anterior é trivial. Por iso podemos suponier que os dous son non nulos. Neste caso,
para todo o € R, tense que

<u—av,u—av>> 0.

Equivalentemente,
<uu>—20<uv>+a <v,v>> 0.
< u,v > . . .
Tomando & = ———, a anterior desigualdade convértese en
< U,vU >
2 2
< U,V > < UuU,v >
<uyu > —2— : >0.
< v,v > < vU,U >
Logo,
uf? <uv>?
o2~

Multiplicando a anterior desigualdade por ||v||? tense que
[ulPl|v]®— < u,v >*> 0 & [lu|?|jv]* >< u,v >*
e, por tanto,
| <u,v> [ < lulllv].
Desta forma, aplicando a designaldade de Schwartz, para os vectores u e v obtemos que
lu+v|?=<u+vutv>=<uu>+2<uv>+<v,0>=
2 2 2 2 2
lull” +2 <u,v > +|[o)” < [lull” + 2[lull|lv] + [[2]" = (ll + )
e, como os dous termos da desigualdade son positivos, conséguese a terceira condicion de norma

[+ ol < [lufl + [2]-

Exemplos 7.1.11. Vexamos cales son as normas dadas polos produtos escalares de Exemplos
7.1.5.

1) No caso do produto escalar usual de R™ a norma asociada sera

ol = +4/v3 + - + 2.

2) Se V =1I,(R), tense que a norma dada polo produto escalar

1
< p(a),q(z) >= fo p(z)a(z)d()

1
()] = + fn p(z)2d(x).
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3) Finalmente, se V = M,,..n,(R), tense que a norma dada polo produto escalar
< A,B >=tr(AB")

[}

| A|| = ++/tr (AAD).

Nota 7.1.12. A desigualdade de Schwartz indica que, se u, v son dous vectores non nulos do
espazo euclideo V', cimprese que
| <u,v>| <1

lallllvll - —

< u,v >
= il

e, cOmMOo consecuencia,

Tendo en conta esta nota, xa estamos en condicions de introducir a definicion de angulo
entre dous vectores.

Definicion 7.1.13. Chamarase angulo entre os vectores u e v dun espazo euclideo V' ao 1inico

nimero real a € [0, 7] tal que
 <uv>

[l
A existencia dunha norma tamén nos permite introducir un concepto de distancia. Definimos
a distancia entre u e v como

cos(a)

d(u,v) = |lu—v|| =+/<u—vu—v>.

7.2. Ortogonalidade. Bases ortonormais. Procedemento de Gram-Schmidt

Definicién 7.2.1. Sexa (V, <, >) un espazo vectorial euclideo. Dirase que T' = {vy,...,v,} é un
sistema ortogonal de vectores respecto do produto escalar < , >, se < v;,v; >= 0 para todo
i # j. Se ademais se ten que ||v;|| = 1, para todo i € {1,...,r}, o sistema chamarase ortonormal.

Por exemplo, en IR™ a base candnica é un exemplo de base ortonormal para o produto escalar
usual.

Teorema 7.2.2. (Teorema de Pitdgoras) Seza (V, <, >) un espazo vectorial euclideo. Enton,
se u,v son vectores ortogonais de V', tense que

2 2 2
llw + vl[* = Jull® + [[v]I*
Demostracién. A demostracion séguese das seguintes ignaldades:
lutv|? =< utv,utv >=<u,u>+2 < u,v >+ < v,v >=< u,u > + < v,v >= ||u|?+||v|%
m]

Proposicién 7.2.3. Seza (V,< , >) un espazo vectorial euclideo e seva T = {vi1,...,vr} un
sistema de vectores non nulos e ortogonal respecto do produto escalar < , >. Cumprese que T
€ libre.
Demostracién. Tomemos a combinacion linear

a1y + -+ s + -+ v = Oy

Enton,

0 =<wj,a1v1++ajvj+-+artr >= a1 <vj,v1 >+ Faj <V,U >+t ar <UL U >=
aj < V;,V5 >
e, como < v;,v; ># 0, tense que a; = 0. Por tanto, o sistema é libre.
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O

Como consecuencia das definicions de sistema ortogonal e de sistema ortonormal de vectores,
podemos obter o resultado seguinte.

Proposicién 7.2.4. Sexa (V, <, >) un espazo vectorial euclideo e sexa B = {ey, ... ,e,} unha
base de V. Sera Gg a matriz de Gram do produto escalar < , > respecto da base B. Cumprese
o sequinte:

1) A base B € un sistema ortogonal de vectores, se, e so se, Gg € diagonal.
2) A base B € un sistema ortonormal de vectores, se, e sé se, Gg = I,.
Nota 7.2.5. A vantaxe que ten traballar con bases ortonormais é que, como Gg = I,, obtense
que
< u,v >=ugvg, Yu,v €V

ou, dito doutra forma, tomando coordenadas respecto 4 base B o produto escalar obtense como
o produto escalar usual de R™.

E evidente que, se B = {vy, - , v} é unha base ortogonal entén
%) Un
C= { 17T }
[lo1]] llvnll

Proposicién 7.2.6. Sexa (V,< , >) un espazo vectorial euclideo. A matriz de cambio de base
entre dias bases ortonormais de V' é unha matriz ortogonal.

é unha base ortonormal.

Demostracién. Polo visto en 7.1.8, sabemos que, se B e D son dilas bases de V,

Gp = Pp gGpPp -

Agora ben, se B v D son ortonormais, Gg = Gp = I, e, por tanto,

PhpPpg =1In

Como consecuencia, a matriz de cambio de base Pp g é ortogonal. a

Nota 7.2.7. Se temos en conta que as columnas ou as filas dunha matriz invertibel @, cadrada de
orde n, forman unha base de R™, é trivial probar que as seguintes afirmaciéns son equivalentes:
1) A matriz @) é ortogonal.
2) A matriz Q* é ortogonal.
3) As columnas de () forman unha base ortonormal de R™ respecto ao produto escalar usnal.
4) As columnas de Q! forman unha base ortonormal de R™ respecto ao produto escalar usual.

Proposicién 7.2.8. Sexa (V, <, >) un espazo vectorial euclideo e sexa B = {vy,...,v,} unha
base ortogonal de V. Enton

< v,U >
[l

< U,V >

llon|1*
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Demostracién. Se vg = (z1, ..., x,)t, tense que
V=2V + -+ XV 4+ Tpln
e, por tanto,
< wj,v >=
<V, LU + o U F Uy =2 < U5,V > 4+ T < U5V > 4 F 2y < U, Uy 3=

2
xj < vj,v5 >= xj||lv; |-

. < V5.0 = .
Como consecuencia, x; = W, para todo j € {1, ,n}.
iy
i
m]
Nota 7.2.9. Os coeficientes
= < U,V >
! llv;|?

dados na anterior proposicion chamanse coeficientes de Fourier de v na base ortogonal B. Se B
fose ortonormal, os coeficientes de Fourier de v son

Ij =< V5,V >.

A continuacion estudaremos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt que
permite obter unha base ortonormal a partir dunha base calquera dun espazo vectorial euclideo

V.

Teorema 7.2.10. (Procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Sexa un
espazo vectorial euclideo (V,< , >) de dimensién n e sera B = {v1,...,v,} unha base de V.
Eziste unha base ortonormal C' = {uy, ... ,u,} tal que

Vie{l,...,n} ({ur,....us}) = {v1, ,vi}).

Demostracién. O sistema de vectores C' caleiilase do xeito seguinte:

€1
€1 =1, Ul1= —7pm,
fleal .
€3 = Up— < U, Uy > Uy, uQZHs
i—1 o
\ eg:m—z < Vi, Uj > Uj, ug:—” ‘”,
j=1 €
n—1 e
en:vn—z-cvg,u:,-}uj, un:” “”
\ J=1 En

Probaremos que Vi € {1,...,n} ({ug,...,u;}) = ({v1,...,vi}) e que {uq, ..., u;} é un sistema
ortonormal. A proba farémola por inducion. Para k = 1 é evidente. Suponamos que se cumpre que
({u1, . uwim1}) = ({v1, ..., vi—1}) e que {uq, ..., u;_1 } é un sistema ortonormal. Tense que probar
que ({u1,...,ui—1,u;i}) = ({v1,...,vi—1,vi}) e que {u1,...,u;—1,u;} € un sistema ortonormal.

Por construcion de e; e pola hipotese de inducion tense que

u; € {{ul,... ,'u.g_l,'ug}) = ({‘ul,m ,115_1,11,;})‘
Por tanto,
({ﬂ'ls ey U1, u%}) = ({‘Ul, ey Vi—1, ﬁi})‘
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Por hipétese de inducién sabemos que {uy,...,u;_1} é un sistema ortonormal e, por cons-
trucion, temos que
i1

v; < v, U >
S el T el
1 le 1
Entén, V k < 4,
i—1
v; < vy, U5 >
< up >=< —— =Y =TI Ty >=
lell = el
i—1
< Vi, U > < Vi, Uj > < Ui, U > < Ui, Up >
vk —Z k] < Uj, U > = 3 Tk — Lk < U, Up > =10
[lell = el [lell lle:l
Xa que < up,up >= 1. O

Exemplo 7.2.11. Sexa U o subespazo do R-espazo vectorial B* xerado polos vectores

1 1 3

o 0 . 2 . 1

v = 0 yUg = 0 2 U3 1
-1 —1 -1

Supofiamos que en B?* consideramos o produto escalar usual e a norma dada por este. Se

aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a v1,v2 e vs obteremos unha
base ortonormal de U. En efecto:

1
1 V2
S e — el _L 0 _ 0
A Y RRVCR SR B S
1 _ﬁ)
1 1
[ 1 B[ ¥~
2 0 0
€y = Ug— < VU, U > U = 0 _(112303 ]) 0 0 =
-1 _1 1
V2 V2
1 N 0
2 2 0 _ 2
0 _E 0 - 0
_1) _ L 0
V2
0 0
_ €9 _1 2 _ 1
lleall 2 g g ’
€3 = v3— << V3,U] > Up— < Vg, Uz > Ug =
1 1
3 2 72 0 0
1 0 0 1 1
1 _[331517_1) 0 0 _(3!1515_1) 0 0 =
— _1 1
1 7 7 0 0
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3 7 0 /1
1| 4 o [t |_[o
I B 0 o |71
_ _1
1 7 0 \ 1
1
1 Vi
€3 1 0 0
Uz =7——=—= = 1
fles| V3 } 3
7/
Logo, a base ortonormal de U é
1 1
Vi 0 3
C=qu = g , ug = (1) sus=| 1
L 0 f
V2 V3

7.3. Diagonalizacién ortogonal de matrices simétricas
Neste apartado veremos que toda matriz simétrica é diagonalizabel dunha forma especial.

Teorema 7.3.1. Seza A € My .n(R) unha matriz simétrica. Cimprese que todos os autovalores
de A son reais.

Demostracién. Supofiamos que A = a-+bi é un autovalor de A e que w = u+iv é un autovector
asociado con u,v € R™. Temos que
Aw = Au+iAv = Mu + iv) = (a + bi)(u + i) = (au — ) + i(bu + av) &
Au=au—bv, Av="bu+av.
Como A é simétrica, os produtos escalares usuais < Au,v > e < u, Av > son iguais e tense
que
<Auv>=<au—-bhv>=a<u,v>-b<v,v>
<u,Av>=<ubutav>=b<uu>+a<u,v>.
Se restamos as expresions anteriores, obtemos

b(<u,u>+<wv,v>)=0
Como < u,u > + < v,v >= ||u||? + ||v||? # 0, tense que b = 0 e, por tanto, A é real. u|

Teorema 7.3.2. Sexa A € My.n(R). A matriz A € siméirica se, e so se, eriste unha matriz
ortogonal Q tal que Q'AQ € diagonal.
Demostracién. Se existe unha matriz ortogonal @ tal que Q*AQ = D é diagonal, entén
QAQ=D=D'=QAQ
e, como consecuencia, A = A%
Se A é simétrica, polo teorema anterior, sabemos que todos os seus autovalores Aq,..., A,
son reais. Sexa B, unha base de V(J;), i € {1,--- ,r}. Se o sistema libre B = By, U-- U B,_
non é unha base de V' (i.e. A non é diagonalizabel), temos que U = (B), U - U B, ) # R".
Tomando Ut = {v € R" | < v,u>=0, ¥V u € U} temos que U é un subespazo de R* (chamado
complemento ortogonal de U) e que UNUL = {fgn}. Ademais, todo w € R escribese de forma
unica como
w=u+uv, uelUvelUt
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Se restrinximos a aplicacién linear f4 : R™ — R™ a UL, tense que [, A’ U+ — R™ cumpre
que non é nula e ademais f4(U+) C UL. Por tanto, debe ter alomenos un autovector v # fgn.
Logo, Av = v, para un certo A real, e isto implica que v € U N U~+. Entén, v = 62, o que é un
absurdo que provén de supofier que B = B,, U ---U B, non é unha base de V. Por tanto, A
é diagonalizabel.

Supofiamos fgn # v € V), e que fpn # u € V), con i # j. Como A é unha matriz simétrica

Ai <uv >=< Au, v >=< u, Av >= Aj <u,v > (A — ) <u,v>=0&8<u,v >=0.

Logo, autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonais. Tendo en conta este
feito, se aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt 4 base By, de cada
subespazo propio e unimos os sistemas resultantes, obtemos unha base ortonormal de R™ forma-

da por vectores propios. Se P é a matriz cuxas columnas son os vectores desta base ortonormal,
P resulta ortogonal e P!AP diagonal. a

Nota 7.3.3. A demostracion do anterior teorema indicanos como debemos realizar o calculo da
diagonalizacion ortogonal dunha matriz simétrica real. Séguense os seguintes pasos:
= Calciilase o espectro de A, Sp(A) = {A1,..., A}
» Caleilase unha base By, de V(Xi), i € {1 .}
» Aplicase o procedemento de ortonormaliza,cién de Gram-Schmidt a cada base B, obténdo-
se unha base ortonormal C), de V/(\;), i € {1,...,r}.
s Unense as bases C),. Esta unién da lugar a unha base ortonormal de R" formada por
autovectores.
» Definese a matriz P como aquela cuxas columnas son os vectores da base ortonormal
calculada no apartado anterior.
» A matriz diagonal D resulta de facer o produto P'AP.

Exemplo 7.3.4. Sexa a matriz
011
1 01
110
Como A é simétrica pddese diagonalizar de forma ortogonal. Calculemos en primeiro lugar
os autovalores e unha base de cada subespazo propio de A.

A=

—x 1 0 —x 1 0 —z 1 2
palz) =det(A—zxl3)=| 1 —=z 1 |=| 0 —(z+1) 1+z|=| 0 —(z+1) 0
1 1 —=z 1 1 —x 1 1 1l—=z
—T 2 9 2
=—(z+1) 1 —(z4+1)(z° —z—2)= —(z+1)*(z — 2).
Por tanto, os autovalores de A son Ay = —1y Ay = 2, con ma(—1) = 2, ma(2) = 1. Ademais,
T T 0
V(-1)= v |eR® | (A+I) | v | =] 0
z z 0

1

eR® | 1

1
1
1
eR? | m+y+z—0}

Il
S N et
o B

—
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x x 0
V(2)= y |eR | (A-2I)| v | =0
z z 0
T —2 1 1 T 0
— y | eR? | 1 -2 1 y | =] 0
z 1 1 -2 z 0
T 1
= y | €R¥ | 22 4yt2=0=2—-2y+zp={ 1 ).
z 1

Logo, as bases de V(—1) e de V(2) son, respectivamente,

1 1 1
B_;= -1, o , By= 1
0 -1 1

Aplicando o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt 4s bases B_; e Bs,
obtemos unha base ortonormal para V(—1) e outra para V (2):

1 1 1
V2 V6 V3
C—l = _1 1 C‘} — 1
\/§ 2 \/g 1 \{E
0 —5 73
En consecuencia, a base ortonormal de R? é
1 1 1
V2 V6 V3
C = _1 L 1
\/E ] \/g ] \{3_.
0 6 Vi
e a matriz P, dada por
1 1 1
V2 OVE V3B
p_ | xw
)
0 % 4
é ortogonal e
-1 00
P'AP = 0 -1 0 |=D
0 0 2

Nota 7.3.5. Como aplicacion da diagonalizacion ortogonal dunha matriz simétrica real A de
rango r, tense a sia descomposicion espectral e unha aplicacién ao cilculo de potencias de A.
Neste caso o que se observa é que, se uy,us, ..., U, son as columnas de P, sendo P a matriz
ortogonal tal que PEAP = D, tense que

A= Mugub + Aqugub + - + Aupul,

onde A, Ag, -~ . A, son os autovalores non nulos de A. Logo, as potencias de A caleiilanse doa-
damente como:
Ak = )\’fulu‘i + )\gwgu«tz + -+ )\,"."u,uf,.
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7.4. Factorizacion QR

Sexa (V, < , >) un espazo vectorial euclideo e sexa T = {vy,...,v,_1} un sistema libre de
vectores de V. Se aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt ao sistema
de vectores T', obtemos un sistema ortonormal C' = {ui,...,ur—1} de vectores de V tal que

(T'y = (C) e, ademais, téfiense as ignaldades:

vy = |ler]jua,
vy =< v2,u1 > u1 + ||e1f|uz,
i1
) vi=) <viuy > ui+ |leiu,
et
r—2
Vpo1 = < i > w5+ [lep—gJun_y.
i

\

Supofiamos que tomamos v, € {I') = (C). Ao aplicar o procedemento de ortonormalizacién
de Gram-Schmidt ao sistema de vectores T U {v,.} obteriamos o sistema C e

r—1
e,:v,—z < vy, u; > uj = Oy,
j=1
xa que, se v, € (C), v, = aqug + - + @p_qUp_1 cON
aj =< U, Uj >, JjE {1,... ,r— 1}.

Logo, cando aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a un sistema
onde existen vectores que son combinacion linear doutros vectores do sistema, para cada un
destes vectores, obtemos o vector nulo .

Sexa A € Myun(R). Suponamos que as suas columnas son

(vt | w2 | = | w)
e que rang (A) = r < n. Tomemos o espazo euclideo (R, < , >) co produto escalar usual. Se
aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt ao sistema de vectores T =
{v1, ..., vy} formado polas columnas de A, obtemos os mesmos vectores non nulos que forman
o sistema ortonormal C' = {ugq, ..., ug} que resultarfa ao aplicar o mesmo procedemento de
ortonormalizacién ao sistema T = {v1, ... , Vg } formado unicamente polas r primeiras columnas
independentes de A.
Asi temos que, cando v; € T,
i1
Uki = Y < Vg, Ukj > gy + |lenil|uki,  exs # Ogn
J=1
e, se U € 1, eg; = Ogn, sendo ademais certa a igualdade
Vii = Z < Uk, Ugj = Uk
kj<ki

Por tanto, dada a matriz Q@ € My,..(RR) cuxas columnas son

( gy | owge | | ke ),
grazas a que o sistema C' = {ugq, ..., ug, } € ortonormal, temos que Q'@ = I, e, ademais,
A=QR,

sendo R = Q*A = (1) € M, () unha matriz tal que r;; =0, se [ > j.
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Finalmente, é evidente que rang (A) = rang () = rang (R) = r.
Como consecuencia do anterior temos o seguinte resultado.

Teorema 7.4.1. (Factorizacién QR) Sera A € Mmxn(R) con rango r. Eristen dias matrices

Q€ Mpxr(R) e R= (rlj) € Myxn(R), tales que A= QR, QQ=1Ie ri; =0 se I>j.

Nota 7.4.2. Para realizar o célculo efectivo da factorizacion QR dunha matriz A € M. (R)
con rango r e columnas {v, ..., v,}, temos os seguintes pasos:

s Aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt ao sistema de vectores
T = {v1, ..., v, } formado polas columnas de A no espazo vectorial euclideo n-dimensional
(R™, <, >) co produto escalar usual. Se algiin dos vectores e; que resultan nos calculos
é nulo, eliminase e non se ten en conta no proceso.

» Tomamos Q € M,...(R) cuxas columnas son os vectores do sistema ortonormal obtido
no punto anterior.

s Caleilase R como R = QA

Tamén podemos proceder partindo do sistema de vectores dado polas primeiras r columnas
linearmente independentes da matriz A. A matriz Q € Mp,.-(R) é aquela cuxas columnas son
os vectores do sistema ortonormal obtido ao aplicar o procedemento de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt a este sistema. Finalmente, R = Q*A.

Exemplos 7.4.3. 1) Sexa a matriz A cuxas columnas son os vectores do sistema considerado
no Exemplo 7.2.11. Enton

1 1 3

0o 2 1

A= 0o 0 1
-1 -1 -1

Supofiamos que en B4 consideramos o produto escalar usual. Se aplicamos o proce-
demento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt s columnas de A, obtemos un sistema

ortonormal
1 1
7 0 V3
0
C=qu = g , U = (1) suz=| 1
L 0 f
vz 7
e, por tanto, A = QR onde
1 g L
V2 V3
0 1 0
Q= 0o o0 L
V3
1 p L
V2 V3
e
1 1 1 1 3
1 5 g —-L
. V2 v2 0o 2 1
R=0Q'A = 01 0 0 =
V3 V3 V3 -1 -1 -1
2 2 4
V222
0 2 1 .
3
0 0 Vel
R =

Deste xeito, rang (A) = rang (Q) =

—
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(341)

considerando en R* o produto escalar usual, ao aplicar o procedemento de ortonormali-
zacion de Gram-Schmidt ds columnas de A, obtemos o seguinte:

. 1 V2/2
e] = v, 1;;1:—1:E 1 = \/f;’2 .
el =2 { 0
V2/2 V2/2
€ = UVg— << Vg,U1 > Ul = ( ) 10,])(\/2/2)(\/5}’2):
0 0
—]}'2
1
-1
2

V6/6
e2 V6

T = V6/6
~ Teal 6( ) (\fﬁ)

€3 = V3— < U3, U1 > Ul— < V3, U2 > U2 =
2 V6/6 V6/6
( } ) —(2,1.1) ( ?g ) ( ﬁﬁ )—(2,1,1) ( —ﬁjg) ( _ﬁgs) _

D))

Logo, A = QR, onde
€ Mz a(R)

2) Se, por exemplo,

=N
i ]

Sl -

“fselerls

e

R:Q‘A:(ﬂﬂ Vv2/2 0 )

V6/6 —/6/6 6/3 0 V6/2 V6/2

—_

11 2
! o ) (F vER e,
001
Por tanto, rang (A) = rang (Q)) = rang (R) = 2.

Nota 7.4.4. Aplicando a factorizacién QR temos que, se A € Mmxn(R) con rango n, Q €
Mpmxn(R) e R = QA e Mupxn(R). Como o rang (R) = n, obtemos que R é invertibel. Doutra
banda, se A € My.n(R) con rango n (A é invertibel), Q@ € Mp.n(R) é tal que Q*'Q = QQ! =
I, e, por tanto, @ resulta unha matriz ortogonal. Ademais R = QA € M,..»(R). Como o
rang (R) = n, obtemos que R é invertibel.
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7.5. Problemas propostos

1. Utilice o método de Gram-Schmidt para achar unha base ortonormal do subespazo de B3
xerado polo seguinte sistema de vectores
a) §={(1,1,0)%(1,0,0)%(1,1,1)*}.
b) T ={(1,0,1)%,(2,-1,1)%, (1,—1,0)t}.

2. Determine os valores dos parametros a, b, z,y, z,{ para que a matriz real

1/2  1/6 a =

Aol 12 e by
=12 120 2
1/2 —5/6 0 t

sexa ortogonal, sendo a e x positivos.
3. Considérase a matriz A € My..4(R) dada por

A=

— =

1
1
1
1

— =
—_

Se é posibel, calcule unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que
PAP = D.
4. Considérase a matriz A € My,.4(R) dada por

-2 -1 0 2

-1 -2 0 -2
A= 0o 0 -3 0
2 -2 0 1

Se é posibel, encontre unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que
PtAP = D.
5. Considérase a matriz

-1 -1 2
A= -1 -1 -2
2 -2 2

Determine unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que AP = PD.
6. Atope a factorizacion QR das seguintes matrices

a)

2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2
b)
/1 00
1 00
B=1lo 11|
1 -1 1)
c)
[1 -2 4
1 -1 1
C=11 11
1 2 4)
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7. Considérase a matriz real

—1
0

—2
1

A=

o
= o o=

a) Ache a factorizacion QR de A.
b) Utilice o célculo do apartado anterior para resolver o sistema Az = b sendo b* =
(01 11 31 _2)‘






CAPITULO 8

Formas cuadraticas

Neste capitulo abordarase o estudo das formas cuadraticas e verase que parte do traballo
realizado coas matrices simétricas, especialmente todo o que ten que ver coa diagonalizacion
ortogonal, sera de gran utilidade 4 hora de clasificalas. As formas cuadraticas aparecen con
frecuencia en certas aplicacions da alxebra linear 4 enxefieria, no procesado de sinais e en pro-
blemas de optimizacion ligados ao célculo de extremos de funcions de varias variabeis. Tamén
as podemos atopar en fisica, xeometria diferencial, economia e estatistica.

Comezaremos introducindo a nocion de forma cuadratica como unha aplicacion

w:R* =R
dada por
w(v) =v'Av, Vv e R"
onde A € Mpxn(R). A continnacién veremos que se f : R™ x R® — R é unha forma bilinear e
C,, € a base candnica de R", tense que a f podemos asociarlle unha forma cuadratica definida
por
wi(v) =v'Ge,v, Vv R
onde G, € a matriz de Gram de f respecto 4 base C},. De xeito inverso demostrarase que dada
w:R" - R, w(v) = v' Av, unha forma cuadritica en R", existe unha forma bilinear
1
fu(u,v) = S(w(u +v) —w(u) —w(v))
tal que

fula2) = w(5(A + Ao

e, por tanto, f, : BR" x R® — R é unha forma bilinear simétrica xa que a matriz %(A + Af)

é simétrica. Tamén se cumpre que f,, é a tinica forma bilinear simétrica para a cal wy, = w. Esta
forma bilinear simétrica tinica chamarase forma polar de w. Grazas a isto ultimo, poderemos
garantir que, dada w : R" — R unha forma cuadratica, existe unha inica matriz simétrica M(w)
tal que

w(v) = v!M(w)v, Yo € R"
sendo M (w) = 1(A + A?), se w(v) = vt Av.

En todas as definicidns anteriores tomamos coordenadas respecto 4 base candnica de R™.
Como en casos anteriores é importante resaltar que, se cambiamos a base, a expresion da forma
cuadratica tamén o fai ainda que, como sempre, o cambio estd controlado por unha matriz de
cambio de bhase. Sexa B outra base de R™ e chamemos Pg ¢, 4 matriz de cambio de base de B
4 base candnica de R™. Como sabemos, ¥V v € R™,

v = Pgc,vB
sendo vg o vector de coordenadas de v na base B. Por tanto:
w(v) = ’UtM(w)’U = ﬂtBPg?CnM(w)PB,C"vB.
A matriz M (w)B = PE,CHM (w)PB,c, chimaselle matriz asociada a w respecto 4 base B e
é congruente con M (w). Evidentemente tamén é simétrica e tense que M(w)c, = M(w).

173
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Logo, a expresion da forma cuadratica na base B é
w(v) = vEM(w)gug.
Cando a matriz M(w)p é diagonal diremos que a base B é ortogonal respecto a w. Neste
caso tense que, se v = (21, ..., 2n),

a; 0 0 Il
0 (5] 0 Tg
(z1,22, ..., Zn) . . . . :alm%+a2m%+---+anm,2‘.
0o 0 - a, Ty
Se a base B ten como vectores a {ej, ..., ey}, o vector de coordenadas de e; na base serd
0
eg=| 1|,
0
onde o 1 atopase na compofiente i-ésima. Logo, w(e;) = a; e, como consecuencia,
wl(er) 0 0
0 w(e) - 0
M(w)s = : S :
0 0 - wley)

No seguinte apartado veremos que dada unha forma cuadratica w podemos atopar unha
base ortogonal para ela. Isto é equivalente a atopar unha matriz invertibel P tal que P*M (w)P
sexa diagonal. Obviamente, as columnas de P formaran a base buscada. Indicaremos dous ca-
minos para calcular P. O primeiro deles baseado na diagonalizacién ortogonal e o segundo na
diagonalizacion por congruencia.

Para a clasificacion das formas cuadraticas, estes dous procesos converxen no mesmo grazas
4 lei de inercia de Sylvester que asegura o seguinte: se w : R® — R é unha forma cuadratica
e Dy, Dy son matrices diagonais asociadas a w respecto a distintas bases, entéon o niimero de
elementos positivos e negativos das siias diagonais principais é o mesmo.

Tendo en conta todo isto poderemos clasificar as formas cuadraticas como (semi)definidas
positivas, (semi)definidas negativas ou indefinidas, contando o niimero de elementos negativos
e positivos que temos en calquera das matrices diagonais asociadas 4 forma cuadratica que
esteamos a estudar. Mais concretamente, sexan w : R™ — R unha forma cuadritica e B unha
base ortogonal respecto de w. Se chamamos sinatura de w ao par:

sg(w) = (p,9),
onde p, g denotan, respectivamente, o mimero de elementos positivos e negativos da matriz
diagonal asociada a w na base B, tense que:
1) A forma cuadratica w é definida positiva (w(v) > 0, Vv € R™, v # fgn), se, e s0 se,

sg(w) = (n,0).
2) A forma cuadratica w é definida negativa (w(v) < 0, ¥V v € R™, v # fpn), se, e s0 se,
sg(w) = (0,n).

3) A forma cuadratica w é semidefinida positiva (w(v) > 0, ¥V v € R"), se, e s0 se, sg(w) =
(r,0) con r < n.
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4) A forma cuadritica w é semidefinida negativa (w(v) < 0, ¥V v € R") se, e s0 se, sg(w) =
(0,s) con s < n.

5) A forma cuadratica w é indefinida (existen dous vectores non nulos u,v de R™ tales que
w(u) <0 e w(v) > 0), se, e so se, sg(w) = (r,s) con r, s non nulos.
Equivalentemente, se utilizamos a diagonalizacion ortogonal, teremos que dada w unha
forma cuadratica e M (w) a sia matriz asociada, cimprese o seguinte:
1) A forma cuadratica w é definida positiva, se, e s0 se, os autovalores de M (w) son todos
positivos.

2) A forma cuadratica w é definida negativa, se, e s6 se, os autovalores de M (w) son todos
negativos.

3) A forma cuadratica w é semidefinida positiva, se, e s6 se, os autovalores de M (w) son
todos non negativos sendo algiin deles nulo.

4) A forma cuadritica w é semidefinida negativa, se, e s0 se, os autovalores de M (w) son
todos non positivos sendo algiin deles nulo.

5) A forma cuadratica w é indefinida, se, e s0 se, existen autovalores de M (w) positivos e
negativos.

Finalmente acabaremos o capitulo expofiendo o cofiecido como criterio de Sylvester para
clasificar formas cuadraticas. Este criterio clasifica as formas cuadraticas mediante o uso de
determinantes do seguinte xeito: se w : R® — R é unha forma cuadratica dada por w(v) = vt Av
con A = (a;j) € Mpun(R) unha matriz simétrica e denotamos por A, as sias submatrices
diagonais

aip - Qi
Alr,r)=1| + -~ |,
arl Qrr
climprese o seguinte:

1) A forma cuadritica w é definida positiva, se, e s6 se, det(4,,,) > 0 para todor € {1,...,n}.

2) A forma cuadratica w é definida negativa, se, e s6 se, (—1)"det(A4,,) > 0 para todo

re{l,..,n}.

8.1. Formas cuadrdticas e formas bilineares. Forma polar

Definicion 8.1.1. Chamase forma cuadratica sobre B™ a calquera aplicacion w : R® — R
definida por

w(v) =v"Av, Vv e R"
onde A € Muxn(R).

Exemplo 8.1.2. A aplicacién w : B2 — R definida por

o(3)=mv (5)e®

é unha forma cuadratica xa que

<(3)- m—w)(?é)(i)-

Se tomamos as matrices

tense que



176 CAPITULO 8: FORMAS CUADRATICAS

1 3 T
a2 2)(3)
Por tanto, é posibel que dilas matrices distintas dean lugar 4 mesma forma cuadratica.

Nota 8.1.3. 1) Se w : R™ — R é unha forma cuadritica, tense que w(fign) = 0.
2) En xeral, se A = (a;;) € Mpxn(R), a expresién da forma cuadratica estd dada por

m n
w(w) =vtAv = (vq,...,v,)A : = Z a;;v;v;.
Vn ij=1
3) Se w: R®™ — R é unha forma cuadratica,
w(aw) = a’w(v)
para todo escalar o e todo vector v.

Definicion 8.1.4. Sexa unha forma bilinear f : B® x R® — R. Chdamase forma cuadratica
asociada a f 4 aplicacion w : R™ — R definida por

wi(v) =v'Ge,v, Vv €R”
onde G, é a matriz de Gram de f respecto a base candnica de R™.

Proposicion 8.1.5. Dada w : R™ — R unha forma cuadrdtica en R™, existe unha tinica forma
bilinear simétrica f, : R® x R™ — R tal que wy, = w.

Demostracién. Definamos f, : R™ x R" — R como

fulu,v) = %(w(u +v) —w(u) —w(v)).

Entén, se ¥ u € R™ w(u) = ut Au, tense que

fulu,v) = %((u + o) A(u 4 v) — uf Au — o' Av) = %(utAv + vt Au) = %(utAv +utAly) =

1
ut(E(A + A))w.
Logo, f, : R®™ x B — R é unha forma bilinear simétrica xa que a matriz %(A + AY)
é simétrica.
A forma cuadratica asociada a f, é
wy, (v) =v'Ge,v, Vv e R™.
Como G¢, = %(A + AY), temos que wy, = w.
Por outra banda, se existise unha forma bilinear simétrica g : R x R* — R tal que wy = w,

temos que f, = g, xa que, se G, é a matriz de Gram de g respecto 4 base canénica de R™,
usando o feito de que G¢,, € simétrica, obtemos as igualdades

Fulan, ) = 5 0(u+v) — w(u) — w(v)) = g (wg(u+v) —wy) - wy(v)) =

1
E(“L.-.‘:Gg““u + 0!G, u) = u'Ge,v = g(u,v).
m]

Definicion 8.1.6. A forma bilinear simétrica introducida na proposicién anterior chamase forma
polar da forma cuadratica w : R™ — R.
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Exemplo 8.1.7. Para a forma cuadritica w : B2 — R definida por

T T 2
w = 2ry, V¥ cR
(y) Y (y)
ou, 0 que é 0 mesmo,

(1)=en(8

tense que f,, : B2 x B2 — R estd dada por

L 2). (8 ) =@

8.2. Matriz asociada a unha forma cuadratica. Diagonalizacién por congruencia

Teorema 8.2.1. Sexa w : R® — R unha forma cuadrdtica. Eriste unha tnica matriz simélrica

M (w) tal que
w(v) = v'M(w)v, Yv e R®
Demostracién. Se A é unha matriz cadrada de orde n tal que
w(v) =v'Av, Vv e R"
é suficiente tomar
M(w) = %(A + AY).
Entén, como viAv = viAly Vv € B,
vt M (w)v = v‘[%(A + Ao = %(vtA'U + vt Aly) = vt Av = w(v).
A forma polar asociada a w sera
fur(u,v) = u'M (w)v.

Daquela, se existise outra matriz B simétrica tal que w(v) = v*Bv, ¥V v € R™, obteriamos a

igualdade
fulu,v) = v!M(w)v = v'Bv, V u,v € R".

Logo, como consecuencia, M(w) = B.

Definicion 8.2.2. Dada unha forma cuadratica w : R®™ — R chamaremos matriz asociada a w,
respecto 4 base candnica, 4 finica matriz simétrica M (w) tal que w(u) = v!M (w)u, ¥ v € R™.

Exemplo 8.2.3. Sexa a forma cuadratica w : B* — R dada por

- (1"? y! z! t)

- o R
= o oo
e
[ —
e e
= = R

<t
I =]

m

~
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Como neste caso

01 11
01 11
A= 01 11
1 111
a matriz asociada a w é
101
03 31
M) =sA+ay=|7 1 11!
2 1111
1 1 11

8.2.4. En todas as definiciéns anteriores tomamos coordenadas respecto 4 base candnica de
R™. Se cambiamos a base, a expresion da forma cuadratica tamén o fai. Sexa B outra base de
R™ e chamemos Ppg ¢, 4 matriz de cambio de base de B 4 base canénica de R™. Como sabemos,
VuveR",
v = Ppc,vB
sendo vp o vector de coordenadas de v na base B. Entdn:
w(v) =v'M(w) = “EP.%}C,.M(W)PB,C“”B-

A matriz Pg}CnM (w)PB,c, chimase matriz asociada a w respecto 4 base B e denétase por
M (w)p. Evidentemente é simétrica e
M(w)c, = M(w).
Logo, a expresion da forma cuadratica na base B é
w(v) = v5M (w)gvp.

Cando a matriz M (w)g é diagonal dirase que a base B é ortogonal respecto a w. Neste caso
tense que, se v = (z1,...,zn),
w(v) = vgM(w)pvp =

aq 0 - 0 Iy
o . - 0 To

(T1, T2, ... . Tn) P . . = alm%+a2m%+ ---+ana':;2r
0 0 - ap Tn

Se a base B ten como vectores a

B ={ey,...,en}
e
0
eig=| 1 |,
0
onde o 1 atdpase na compoifiente i-ésima, podemos concluir que
0
a 0 0
0 ag ~ 0 :
w(e;) =(0,...,1,...,0) L ) 1 | =a;.
0 0 - a, -
0
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Logo, se M(w)g é diagonal, podese expresar da seguinte forma:

w(ey) 0 0
0 w(e 0
Mes=| o T
0 0 - wley)

O resultado que se presenta a continuacion axudaranos a clasificar as formas cuadraticas.

Teorema 8.2.5. Toda matriz simétrica A € My.n(R) € congruente cunha matriz diagonal.
Como consecuencia, toda forma cuadratica w : R™ — R admite unha base ortogonal.

Demostraciéon. A demostracién consiste en usar que podemos transformar A nunha matriz
diagonal D realizando certas operacions elementais por filas e as mesmas operacions elementais
por columnas. Se P = (- C; é o produto de todas as operacions elementais por columnas
usadas no proceso, tense que P* = Cf!...C? é o produto de todas as operaciéns elementais
realizadas por filas e grazas a isto:

ap 0 - 0

0 ag - 0
pap=| 7 " |=p

0 0 an

Como a matriz P é invertibel, as sias columnas forman unha base B de R" e tense que
Pg g, = P. Por tanto, se A fose a matriz asociada 4 forma cuadratica w : R" — R, B seria unha
base ortogonal para w.

O

Nota 8.2.6. No resultado anterior comprobouse que dada unha forma cuadratica w podemos
atopar unha base ortogonal para ela. Isto é equivalente a atopar unha matriz invertibel P tal
que P!M (w)P sexa diagonal. Obviamente, as columnas de P forman a base buscada.

Desde o punto de vista practico temos dous caminos. O primeiro esta baseado no uso da
diagonalizacion ortogonal da matriz M(w). Xa que M (w) é simétrica, polo visto no capitulo
anterior, existen unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que P!M (w)P = D.
Equivalentemente,

M (w) = PDP",
sendo os elementos da diagonal de D os autovalores A1, Az, -+ , An de M(w), contados cada un
segundo a sia multiplicidade. Por tanto,

w(v) = (Ptv)!D(Ptv),
e, se denotamos como u o vector Plv, tense que
w(®v) = Mu? + doud + -+ Al
sendo u; as componentes do vector u.

A outra forma de buscar a base ortogonal cofiécese como diagonalizacion por congruencia e
esta baseada na utilizacion das mesmas operacions elementais por filas e por columnas (ver a de-
mostracion da iltima proposicién). O esquema que se utilizara para efectuar dita diagonalizacion
é o seguinte:

s Achamos a matriz asociada a w:

Aﬂm:%M+AW



180 CAPITULO 8: FORMAS CUADRATICAS

» Construimos a matriz ampliada (M (w)|I,,).

» Realizamos operacions elementais por filas en (M (w)|I) e, de forma simultanea, as mes-
mas operacions elementais por columnas en (M (w)|I,), ata obter a matriz diagonal D. Ao
final do proceso a matriz (M (w)|I,,) converteuse en (D|Q) con D diagonal e @) a matriz
na que almacenamos as operacions por filas do proceso.

= Pofiemos P! = Q. Deste xeito P!M(w)P = D e as columnas de P forman a base ortogonal
respecto a w.

Obviamente, neste caso a matriz P é invertibel pero en xeral non é ortogonal. Doutra banda,
os elementos da diagonal de D non son os autovalores de M (w). De todos os xeitos tense que

w(v) = (P~ ) D(P~v),
e, se denotamos como u o vector P~'v, obtemos a igualdade
w(v) = dlu% + dgu% 4+ dnui

onde dy,ds, - ,d, son os elementos da diagonal de D, contados cada un segundo a sia multi-
plicidade, e u; son as compofentes do vector u.

Exemplo 8.2.7. Sexa a forma cuadratica w : R* — R dada por

0

T 00 -1 T T
v | _ 001 0 y y s
wl o = (z,y,2,1) 010 o . W B e R*.
t -1 0 0 0 t t
Para calcular unha base ortogonal respecto de w procederemos do seguinte xeito:
000 -1
1 . 001 0
M@ =3a+=| 0% 0 ol
-1 0 0 0
xa que
000 -1
00 1 0
A= 010 0
-1 0 0 0

é simétrica.
Realicemos agora as operacions elementais que nos conduzan a matriz diagonal D:

(A | L)
/[ 100 -1 ] 100 —1
F‘i—;) 001 0] 010 0
010 0]001 0
-100 O0[000 1)
{200 -1 ] 100 -1
cgl} oo1 o0]010 0
010 0001 0
\-100 0o|0o00 1)
/200 -1 ] 100 —1
Fad» 1 001 0] 010 O
= lo10 0]001 0
\ooo -3 | oo ]
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/200 0] 100 -1
ca) | 001 0] 010 0
=~ lo10 0]001 o0

000 — | 500 1)

/200 0] 100 —1)
mm 011 0| 011 0

010 0] 001 0

\oo0oo0 -3 |00 %)

/(2 00 0] 100 —1
nggt;)021 0ol 011 o0

010 0] 001 o0

ooo -+ 1300 1)

20 0 0] 1 00 -1
Fhi—;}s}0210|0110

00 -3 o]0 -F1%1 o0

oo o0 -3 |1 00 1

20 0 0] 1 00 —1
-l 02 0 0] 0 1 1 0

00 -+ o]0 -31% o0

oo o -+ 3% 00 1

Logo
20 0 0
02 0 0
b= 00 -1 o
1
oo o0 -1
e
P'AP=D
sendo
1 00 -1
0 11 0
Pt = 11
0 =5 3 0
1
3 00 35

8.3. Clasificacién de formas cuadraticas

Definicion 8.3.1. Sexa a forma cuadratica w : R® — R. Diremos que
1) w é definida positiva se w(v) > 0, Vv € R", v # fgn.
2) w é definida negativa se w(v) <0, Vv € R*, v # fgn.
3) w é semidefinida positiva se w(v) > 0, Vv € R™.
4) w é semidefinida negativa se w(v) <0, Vv € R™.
5) w é indefinida se existen dous vectores non nulos u, v de R™ tales que w(u) < 0 e w(v) > 0.

Exemplo 8.3.2. 1) Suponiamos que (R", < =) é un espacio vectorial euclideo. O produto
escalar definido en R™ é unha forma bilinear simétrica e a sia forma cuadratica asociada
we - esta dada por

we =(v)=<v,v>.
Como para o produto escalar cimprese que < v,v > > 0, se v é non nulo, temos que
a forma cuadratica w. - é definida positiva.
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2) A forma cuadratica

z
w g ::r2+y2+22+t2
t
é definida positiva e
z
wl V=222 _¢2
z
t
é definida negativa.
3) A forma cuadratica
z
w g :—:r2—y2+22+t2
t
é non definida xa que
1 0
0 0
=-1 =1.
wl o . w 0
0 -1

Definicion 8.3.3. Sexa w : R"® — R unha forma cuadratica e f,, a sia forma polar asociada.
Como sabemos, se M (w) é a matriz asociada a w, temos que

fulu,v) = utM(w)v.
Chamase radical da forma cuadratica w ao subespazo
Nw)={veR", | fo(v,u)=0,YueR"}.

Chamase rango de w ao rango de M (w).

Dise que w é non dexenerada se N(w) = {fgn }. En caso contrario dirase que é dexenerada.
Notese que é moi sinxelo probar que w é non dexenerada, se, e 86 se, rang (M (w)) = n, isto é,
se, e 50 se, M(w) é invertibel

Teorema 8.3.4. (Lei de inercia de Sylvester) Sera w : R — R unha forma cuadratica.
Se Dy, Dy son matrices diagonais asociadas a w respecto a distintas bases, enton o niumero de
elementos positivos e negativos das stas diagonais principais € o mesmo.

Demostracién. E evidente que o numero de elementos positivos mais o de negativos da diago-
nal principal de D, coincide co nmimero de elementos positivos mais o de negativos da diagonal
principal de Dy e co rang (w). Por tanto, s6 temos que demostrar que o niimero de positivos
é coincidente. Sexan By e Bs diias bases de R™ para as cales as matrices asociadas a w son diago-
nais. Supofiamos que tefien na diagonal r e s elementos positivos, respectivamente. Probaremos
que s = 7.

Se

Bl = {Ell vy By Epgls ey En}

BZ = {u‘l? ey Ugy Ugp 1y een sﬂ'n}
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podemos supofier que as matrices asociadas 4s bases By y By son da forma (en caso contrario,
80 temos que reordenar os vectores das bases)

w(er) 0 - 0 wl(ur) 0 - 0
0 . - 0 0 . . 0
Dy= : Do : , D2= : Lo : ’
0 0 - wey) 0 0 - wlu,)

onde
wler) > 0,...,wler) > 0,wlerr1) <0,...,wlex) <0

wluy) > 0,...,w(us) > 0,w(usyy) <0, ..., wlu,) <0.
Consideremos os subespazos
U={er,....er})y W= {{usq1,..,un}).
Cimprese que U N W = {fg=} e, por tanto, o sistema
L={e1,...,epr,Ust1,.- s Un}

é libre. O sistema L ten r + n — s vectores e ademais r +n — s < n. Enton r < s. Razoando
dunha forma simétrica, obteriamos que s < r e isto implica que s = r. a

O teorema anterior permite introducir un invariante das formas cuadraticas conecido co
nome de sinatura.

Definiciéon 8.3.5. Sexa w : B® — R unha forma cuadratica. Sexa B unha base ortogonal
respecto de w. Chamase sinatura de w ao par:

sg(w) = (p, 9),
onde p, g denotan, respectivamente, o nimero de elementos positivos e negativos da matriz

diagonal asociada a w na base B.
Segundo o visto na demostracion do teorema anterior, ciimprese que

rang (w) =p+q.
Logo, w é dexenerada, se, e so se, p+ ¢ < n e non dexenerada, se, e sO se, p+q = n.

Exemplo 8.3.6. Dada a forma cuadratica do Exemplo 8.2.7

T 000 -1\ /= T
v | _ 01 0 y Y 4
w z —(:r,y,z,t) 'D 1 0 0 z 1 V z ER|
¢ 100 o) \¢ t
demostramos que existe unha base ortogonal para w dada por
1 0 /0 1/2
0 1 —1/2 0
B={e; = o |2=1|71 &= 1:’{2 €4 = 0 }
-1 0 0 1/2
para a cal
20 0 0
0 2 0 0
M@e=19 9 -1 o
oo o0 -3

Por tanto, sg(w) = (2,2) e a forma cuadratica é non dexenerada, xa que 242 = 4.
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Como consecuencia inmediata da lei de inercia de Sylvester, tense o seguinte resultado.

Corolario 8.3.7. Sea w : R"™ — R una forma cuadrdtica. Verificase o sequinte:
1) A forma cuadrdtica w € definida positiva, se, e 50 se, sg(w) = (n,0).
2) A forma cuadrdtica w € definida negativa, se, e sé se, sg(w) = (0,n).
3) A forma cuadrdtica w € semidefinida positiva, se, e s0 se, sg(w) = (r,0) conr < n.
4) A forma cuadratica w € semidefinida negativa, se, e so se, sg(w) = (0,s) con s < n.
5) A forma cuadratica w € indefinida, se, e so se, sg(w) = (r,s) con r,s non nulos.

Exemplo 8.3.8. Sexa a forma cuadratica w : R* — R dada por

T 1120 T T
v | 320 y Y 4
w z —[:r,y,z,t) 2 2 7 0 z ¥ V z ER
t 0001 t t
No noso caso
1120
1 . 1320
M(w)_E(A+A)_ 29 70
0001
xa que
11 20
1 3 20
A= 2270
00 01
é simétrica.
Realicemos agora as operaciéns elementais que nos conduzan a matriz diagonal D:
(A | I4)
/1120 100 0)
Fi3(=2), Fla(-1) 0200 -1100
= 0030] 2010
0001 | 000 ])
/1 000 ] 100 0)
C13(-2), Cpa(-1) 0200 -1100
= 0030| 2010
000 1 | 000 ])
Polo tanto,
1 0 00
02 00
D= 00 30
0001
e
P'AP=D
sendo
1 000
. | -1 100
P= -2 0 10
0001

Como consecuencia, w € definida positiva, xa que sg(w) = (4,0).
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Nota 8.3.9. Sexa w : R™ — R unha forma cuadratica. Sexa M (w) a sia matriz asociada. Como
esta matriz é simétrica, polo Teorema 7.3.2, sabemos que existe unha matriz ortogonal @ tal
que Q*M(w)Q é diagonal. As columnas de @ dan lugar a unha base ortonormal do espazo R",
respecto ao produto escalar usual, formada por autovectores e, dado que Q*M (w)@ é diagonal,
tamén dan lugar a unha base ortogonal respecto de w. Os elementos da diagonal principal de
D = QM (w)Q son os autovalores de M (w).

Logo temos o seguinte resultado:

Corolario 8.3.10. Sera w : R" — R unha forma cuadrdtica. Sexa M (w) a sida matriz asociada.
Cimprese o sequinte:
1) A forma cuadrdtica w € definida positiva, se, e so se, os autovalores de M(w) son todos
positivos.
2) A forma cuadrdtica w € definida negativa, se, e 50 se, os autovalores de M (w) son todos
negativos.
3) A forma cuadrdtica w € semidefinida positiva, se, e sé se, os autovalores de M(w) son
todos non negativos sendo alqin deles nulo.
4) A forma cuadrdtica w € semidefinida negativa, se, e so se, os autovalores de M(w) son
todos non positivos sendo algin deles nulo.
5) A forma cuadrdtica w € indefinida se existen autovalores de M (w) positivos e negativos.

Finalmente, mostraremos un criterio que tamén pode ser util 4 hora de caracterizar as
formas cuadriticas definidas positivas e negativas.

Teorema 8.3.11. (Criterio de Sylvester) Sera w: R™ — R unha forma cuadrdtica dada por
w(v) = v'Av sendo A = (aj;) € Mpxn(R) unha matriz simétrica. Denotemos por A, as sias
submatrices diagonais

ajiy - a1
A(r,r) =1 :
arl - Gpp
Verificase o sequinte:
1) A forma cuadrdticaw € definida positiva, se, e so se, det(Ar,) > 0 para todor € {1,...,n}.
2) A forma cuadritica w € definida negativa, se, e s se, (—1)" det(Arr) > 0 para todo
re{l,..,n}.

8.4. Problemas propostos

1. Considérase a forma w : B> — R definida por

T
wl| vy | =2%+ 22y + 4yz.
z

a) Atope a matriz asociada a w respecto da base candnica de R®.
b) Atope a matriz matriz asociada a w respecto da base

B ={(1,0,1)%,(0,1,2)",(1,-1,1)"}.
2. Considérase a matriz A € My, 4(R) dada por

1111
1 2 2 2
A= 12 3 3
1 2 3 4

Se é posibel, calcule unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que

PIAP=D.
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3. Considérase a matriz A € My, 4(R) dada por
-2 -1 0 2

1 -2 0 -2
A= 0 0 -3 0
2 2 0 1

a) Calcule unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que P!AP = D.
b) Calecule o rango e a signatura da forma cuadritica w : R* — R definida por w(v) =
vidy, Vo € RL

4. Considérase a matriz

-1 -1 2
A=4§ -1 -1 -2
2 -2 2

a) Determine unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que AP = PD.
b) Sexa w : B3 — R a forma cuadratica dada por

w(v) =vtetv.

Calcule o rango e a sinatura de w.
5. Considérase a forma cuadritica w : B* — R definida por

T 1 2 -2 -3 T
Y . 01 2 -2 y
W z - (m!yl Z‘ t} 2 0 1 2 z
t 3 2 0 2 t

a) Atope a matriz asociada a w respecto da base canénica de R%.
b) Atope o rango de w.
6. Sexa w : B4 — R a forma cuadrética definida por

=22+ 22+ %+ yz + 2ot + yt.

o+ o R

a) Atope a matriz asociada a w respecto da base canénica de R*.
b) Calcule o rango e a sinatura de w.
¢) Atope unha base de R* ortogonal respecto de w.

7. Diagonalize e clasifique a forma cuadratica real w(v) = v!Av sendo

a)

102
A= -2 11
015

b)
112
A=1{1 3
2 2 7

e

Il
=D e

(%]

—
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d)
-4 -2 0
A=| -2 -4 0
0 00
e)
1 0 -1
A= 0 1 -2
-1 -2 5
f)
0111
1011
A=11101
1110
q)
1 2 -1 1
2 8 —6 4
A=1 1 6 6 -6
1 4 —6 15

Ademais, calcule unha matriz invertibel P tal que a matriz P!AP sexa una matriz dia-
gonal.
8. Para cada o € R, considérase a forma cuadrética real w, : R® — R definida por

T 20 0 O T
we | v | =(z02) | 22 o® 0 v
z 0 20 2a z

a) Atope a matriz asociada a w, respecto da base candénica de R
b) Clasifique w, segundo os distintos valores do parametro «, indicando o seu rango e
sinatura.
9. Sexa wg : R* — R a forma cnadrética definida por

T
Wey g =—2? — 3% — (a® 4 6)22 + (a — 3)t2 + 22y + 4xz — 2ot — 8yz + 2yt + 4=t
t
a) Clasifique w, segundo os distintos valores do parimetro «, calculando o seu rango

e sinatura.
b) Para o = 1, ache unha base B de R?* respecto da cal a matriz asociada a w; sexa
diagonal.






CAPITULO 9

Valores singulares, pseudoinversas e minimos cadrados

Este capitulo final esta dedicado 4 introducion da teoria de descomposicion en valores singu-
lares (SVD), pseudoinversas e as suas aplicacions a solucion de problemas de minimos cadrados.
A descomposicion en valores singulares proporciona un método para calcular pseudoinversas e,
como se vera mais adiante, para resolver problemas de minimos cadrados de xeito éptimo. Este
tipo de descomposicion mostrase especialmente 1til para calcular o rango dunha matriz debi-
do, sobre todo, aos problemas que presenta o método de Gauss con respecto a coma flotante.
De feito, o método baseado na SVD é moito mais efectivo para calcular o rango dunha matriz
que os derivados da utilizacion da eliminacion gaussiana e, por suposto, de calquera outro que
pase polo uso de determinantes. Hoxe en dia a SVD converteuse nunha importante ferramenta
computacional.

Comezaremos introducindo a teoria de descomposicion en valores singulares para unha
matriz A € Mp,n(R). Como a matriz A*A é simétrica, podemos afirmar que todos os seus
autovalores son reais. Agora ben, neste caso podese demostrar que ademais de ser reais son
todos maiores ou iguais que cero. Tendo en conta isto ultimo, chimanse valores singulares da
matriz A 4s raices cadradas positivas dos autovalores de A*A. Logo, se

A1, Ag, o A

son os autovalores de A'A, contados cada un segundo a siia multiplicidade, tense que os valores

singulares de A son:
\/A_! \/A_! R ] \/x
Denotaremos os valores singulares como o1, 09, - , 0y, € 0s ordenaremos de xeito que
01209 > Z0op = 0.

Unha vez feito isto enunciarase o teorema de descomposicion en valores singulares, o cal
garante que para toda matriz A € My.,(R) existen matrices ortogonais U € Mp.,(R) e
V € Mnun(R) e unha matriz

D, | ©
r= - - - € Mnxp(R)s
e | ©

Ccon

a1 0 0

0 o9 0

D, = . € err(RL

0 0 oy

tales que
A=UxVE,

sendo o7 > g9 > --- > 0, > 0 os valores singulares non nulos. Asi pois o rango de A coincide
co nimero de valores singulares non nulos, contados cada un segundo a stia multiplicidade, e
tamén coincide co rango de A*A.

189
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De xeito similar ao obtido ao traballar coa descomposicion espectral da matriz A, podese
probar que, se o rango de A é r, podemos escribir A como suma de r matrices de rango un como
segue:

A=UTV = olulvi - J'zugvg + -+ O'r'l'..l.,-’l,l"',".,
onde 1y, us, ..., U, € V1. Vg, ... . U SON a8 r primeiras columnas das matrices U e V' respectivamente.

O procedemento que se utilizard para calecular a SVD dunha matriz A € Mpxn(R) con

rango r sera o seguinte:

8 As columnas de V' tomanse como unha base ortonormal de B™ formada por autovectores
asociados aos autovalores de A*A ordenados de maior a menor.
m Se V = (vi|vp| -+ |vp) e U = (ug|ug| - |up), como A = UXV?, obtense que

AV = UL,
e, por tanto,
Av; = ouq, i € {1, ...},
ou, o que é 0 mesmo,
1
u; = —Av;, i € {1,...,r}.
i
Se p > r, complétanse as columnas de U de xeito que
{u1,u2, oo Up, Urg1, ..., Up}
sexa unha base ortonormal de RP. Os vectores
{ﬂr+1‘-" |ﬂ'p}

podense tomar como unha base ortonormal do subespazo dado polo conxunto de solu-
ciéns do sistema linear homoxéneo A'zx = . Isto podese facer asi xa que a dimensién
dese subespazo de solucions é p — r e todos os seus vectores son ortogonais aos vectores

{u:l?u"z?"' 71"'1'}*
Se temos a descomposicién en valores singulares dunha matriz A € Mp..,(R), no segundo
punto do capitulo verase que existe unha norma || || no espazo de matrices My, (R), tal que,

se
Ap = crurvt + oouzvdh + - + opupv,
enton
[|A— Ag|| = min{||A — B|| ; B € Mpxn(R), rang (B) =k} = op41.

Logo, en certo modo Aj é a matriz que mais preto estd a A de entre todas as de rango k
que pertencen ao espazo vectorial Mp,,(R). Esta matriz chamarase aproximacién de rango k
da matriz A.

A terceira parte do capitulo esta dedicada a estudar a nocion de pseudoinversa, ou inversa
xeneralizada de Moore-Penrose, dunha matriz A € Mpxn(R). Denotarase como AT e, cando a
matriz A é cadrada e invertibel, a pseudoinversa de A é exactamente a matriz inversa de A.
Tamén veremos que, cando a matriz A*A é invertibel, entén

AT = (AtA)71AL
Neste punto presentaranse dous métodos xerais para calcular a pseudoinversa. O primei-

ro baseado na factorizacion QR e o segundo na descomposicion en valores singulares. Para o
primeiro caso tense que, se A = QQR, entén a pseudoinversa podese calcular como:

A+ — Rt(RRt)—th.
No segundo caso, tense que, se a SVD de A é
A=UxV!
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con valores singulares
g1 202 2> 20, >0,

podese demostrar que

AT =vaut
con
. | ©
Q= - - - (= Mnxp(n)
e | e
onde
L 0 0
a1
0o X 0
Tr: .2 :Dr_l EM?‘xr(R)'
0 0 =
Logo,

1 1 1
AT =VaUt = —vud + —woub + - + —vpul.
o1 o2 or

E. H. Moore R. Penrose
(Wikipedia Commons) (Cirone-Musi, Festival della Scienza/Wikipedia Commons)

A parte final do capitulo dedicarase aos problemas de minimos cadrados e a resolucion
destes utilizando tanto a factorizacion QR como a teoria de pseudoinversas.

Para motivar o problema comezaremos exponendo o que ocorre cando traballamos con
sistemas de ecuaciéns lineares. Neste caso, dados A € Mp.,(R) e b € RP, supofiamos que
temos o sistema Ar = b. Como sabemos, o anterior sistema é incompatibel se b non pertence ao
subespazo de R™ dado por

{Aw | we R"}.

Malia ser Az = b un sistema incompatibel, a Alxebra linear permite atopar unha solucion
aproximada optima ou, o que € o mesmo, un vector w € R™ tal que a distancia entre Aw e b
sexa minima.

Por outra banda, dado que o conxunto {Aw | w € R"} é un subespazo de RP, podemos
dicir de xeito mais xenérico que, se U é un subespazo do espazo vectorial euclideo RP co produto
escalar usual, v € U é a mellor aproximacién dun vector b € RP por vectores de U non sentido

dos minimos cadrados, se
|v—b| = min{|lu—b||, v e U}.
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Tendo en conta a tultima igualdade, enténdese que o nome de minimos cadrados débese a
que minimizar ||u — b|| é equivalente a minimizar

P
[l =% =" (us — b;)?
i=1
sendo u; e b; as componentes dos vectores de coordenadas de u e b respecto da base candnica de
RP.

Logo, se A € Mp.n(R) e b € RP e temos o sistema de ecuacions lineares Az = b, diremos
que o vector w € R™ é unha solucion minimo-cuadratica do sistema Az = b, se Aw é a mellor
aproximacion de b € R™ non sentido dos minimos cadrados.

O primeiro resultado importante que se presentara é o que garante que, se U/ é un subespazo
do espazo vectorial euclideo RP co produto escalar usual, entén v € U é a mellor aproximacion
de b € RP por vectores de U, se < v—b,u >=0, Vu € U (v— b é ortogonal a todos os vectores
de U). Este vector v chamase proxeccién ortogonal de b sobre o subespazo U e pddese garantir
que existe sempre e que é 1nico.

Das propiedades anteriores deducimos que, se w, w' € R™ son solucidns minimo-cuadraticas
do sistema Az = b, tense a igualdade Aw = Aw'. Logo, A(w — w') = 6, equivalentemente,
w—w' € Ker(fa). Entén, se w é unha solucién minimo-cuadratica de Az = b, o conxunto global
de solucions do problema de minimos cadrados tamén ven dado por

S =w+ Ker(fa) =w+ Ker(faca)-

Tamén, se A € Mp.n(R), b € RP e temos o sistema de ecuacions lineares Az = b, pédese

construir un novo sistema
AtAz = A%

que se cofiece co nome de sistema de ecuacions normais do sistema Az = b. O realmente in-
teresante deste sistema é que o conxunto de solucions minimo-cuadraticas do sistema Ax = b
coincide co conxunto de soluciéns do sistema de ecuaciéns normais A* Az = A'h. Logo, resolver
o problema de minimos cadrados para Ar = b é equivalente a resolver o sistema de ecuacions
lineares dado polas stias ecuacions normais.

Evidentemente, se A*A é invertibel, S sé ten un elemento w dado por

w= (AtA)"1At = A*b

xa que neste caso AT = (AfA)~1A,

Ademais verase que a factorizacion QR proporciona un método para resolver este problema
xa que, se A € Mp,n(R) é unha matriz, tense que w é solucién minimo-cuadratica para Az = b,
se, e s0 se, w € solucidn do sistema

Rz = Q%
onde R e () son as matrices que dan lugar 4 factorizacion QR de A.

De xeito mais xeral demostrarase que, nas condicions do paragrafo anterior, podese afirmar
que o conxunto de solucions do problema de minimos cadrados esta dado por

S = Atb+Ker(fa) = ATb + Ker(faca).

Este 1ltimo método de solucion ten como vantaxe, sobre o baseado na utilizacion das ecua-
ciéns normais, que € menos sensibel aos problemas de estabilidade e que en xeral da lugar a unha
técnica computacional mellor. Como exemplo, finalizarase o capitulo aplicando os métodos de
minimos cadrados 4 solucién de problemas de axuste polindmico.

En canto a notacién, neste capitulo < , > denotara o produto escalar usual de R™ e ||v|| o
valor da sua norma inducida nun vector de R™.
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9.1. Descomposicién en valores singulares

Suponamos que A € My.,(R). Como a matriz A*A é simétrica, grazas ao Teorema 7.3.1,
podemos afirmar que todos os seus autovalores son reais. Ademais cimprense outras propiedades
interesantes que debemos ter en conta non que segue.

Proposicién 9.1.1. Se A € My, (R) enton,
Ker(fa) = Ker(facs), rang(A) = rang(A*A) = rang(AA").
Demostracién. Se v € R™ é tal que v € Ker(f4) tense que Av = fgp e, como consecuencia,

AtAv = fgn. Isto implica que v € Ker(f4:4). No caso de que v € Ker(f4:,) tense que A*Av =
fgn. Enton

VA MAv =0 = (Av)!Av = 0 =< Av, Av >= 0 <= Av = bpr
Logo, v € Ker(fa). Finalmente,

rang (A) = n — dimg(Ker(f4)) = n — dimg (Ker(f4:4)) = rang (A*A)

rang (A) = rang (A") = rang ((A%)*A")) = rang (AA").

O
Proposicién 9.1.2. Sexa A € My, (R). Se A € Sp(AtA), X > 0.
Demostracién. Sexa A € Sp(A*A) e v € R™ un autovector asociado a A. Entén

|Av||? = (Av)tAv = vt A Av = Mo = A|jv||?,
e, cOmo consecuencia,
_ lAv?
ol® —
O

Definicién 9.1.3. Sexa A € M,,,(R). Chimanse valores singulares da matriz A 4s raices
cadradas positivas dos autovalores de A'A. Logo, se

A1, Ag, o A

son os autovalores de A'A, contados cada un segundo a siia multiplicidade, tense que os valores

singulares de A son:
VALV 2,V .

Denotaremos os valores singulares como oy, 04, - , 0, e escribirémolos en orde decrecente

01202 > Z0on =0,
Exemplo 9.1.4. se

e

Il
(==
[ e e
o O =

tense que

=
=
=
|
=
=R = ]
=
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enton

1-—=z 0 1

P 1—=z 1
Patalz) = det(A*A —zl3) = 0 4—= 0|=(4—2)

1 1—=z

1 01—z

2—=x 1 2—z 1
=(4—1x) Yy 1—um =(4-=z) 0 —z =—(4—z)2—2z)z

e isto implica que Sp(A*A) = {0,2,4}. Como consecuencia, obtemos que os valores singulares
son
1=VA=2>03=v2>03=v/0=0>0.

Proposicién 9.1.5. Sexa A € My, (R). Ciimprese que A e A® tefien os mesmos valores sin-
gulares non nulos.

Demostracién. Supofiamos que A é un autovalor non nulo de A!A e v € R™ un autovector
asociado a A. Entén A*Av = Av e isto implica que

(AAY)Av = A(AtAv) = A(\v) = Mo

ou, o que é 0 mesmo, A é un autovalor non nulo de AA! e Av € RP un autovector asociado a A.
Notese que se Av = fgr tense que
fgrn = At Av = \v
e, como consecuencia, A seria nulo (cousa imposibel xa que supuxemos que non o era).
Deste xeito temos probado que se A é un autovalor non nulo de A*A4 entén A é un autovalor
de AA. De xeito similar pédese comprobar que se A é un autovalor non nulo de AA! tamén o

é de ATA. O

Nota 9.1.6. Grazas ao resultado anterior est4 claro que, se p # n, unha das matrices A, A® ten
miis valores singulares nulos que a outra xa que A*A € M, ,(R) e A*A € M, .,(R).

Tamén é importante resaltar que, se A € Mpxn(R) é unha matriz simétrica, tense que
AtA = A? e, por tanto, os valores singulares de A coinciden cos valores absolutos dos seus
autovalores.

Teorema 9.1.7. (Descomposicién en valores singulares) Para toda matriz A € Mp,.(R)
eristen matrices ortogonais U € Mp,p(R) e V € Myn(R) e unha matriz

D, | ©
Y= - - - € Mpxn(RL
e | ©
CoTL
0 o9 - 0
D, = . . . . € err(R)u
0 0 Or
tales que
A=UXVE,

sendo o1 > g9 > --- > g, > 0 os valores singulares non nulos de A.

Demostracién. Supofiamos que o rango de A é r (isto implica que ten r valores singulares
non nulos contados cada un segundo a sia multiplicidade alxébrica). O procedemento que se
utilizara para calcular a SVD de A sera o seguinte:

» As columnas de V' tomanse como unha base ortonormal de B™ formada por autovectores
asociados aos autovalores de A*A ordenados de maior a menor.
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w Se V = (vy|vg| - |vg) e U = (ug|ug| - |up), como se terd que cumprir que A = UEVE,
obtense que
AV = UL,

e, por tanto,

Av; = oyui, i €{1,...,r},
ou, 0 que € 0 mesmo,

u; = lA’Uﬁ, ie{l,..,r}

i
Se p > r, complétanse as columnas de U de xeito que

{ﬂ'ls vy Upy Upg 1y een 7’”‘])}

sexa unha base ortonormal de RP. Os vectores

{ur+l 1y u‘P}
podense tomar como unha base ortonormal do subespazo dado polo conxunto de solu-
ciéns do sistema linear homoxéneo Alz = fpn. Isto pédese facer asi xa que a dimensién
dese subespazo de solucions é p — r e todos os seus vectores son ortogonais aos vectores

{ﬂ'lsﬂ'?s“' 71"'1"}
En efecto: se tomamos u; € {uy,ug, ..., ur} € up € {Upy1,...,u,} tense que

1 1 1 1
< Ui, U >=< ;Avg,uk >= — < Avi,up >= — < v, Aluy, >= = < v, bpn >=0,

i J’i i 1
e, como consecuencia, u; e uy son ortogonais.
Por outra banda, {uj,us, ..., u,} forman un sistema ortonormal xa que se tomamos
u; € {ug, ug, ..., up}

1 1 1
< Uj, Ui >=< —_Av,;, —_A’Ui >= p) < Avi, Av; >= < v, AP Av; >

1
28 T i Ai
1 Ai 2
= — <, v >= — < v, >= |lui|f =1,
Ai Ai

e, se tomamos dous vectores distintos ui, ux € {u1,u2, ..., ur},

1 1
< g, up >=< —Avy;, — Ay, >=
a; Tp

1

1
< Avj, Avp >= — < vy, AtA’Uk >
OO Ti0}

1 Ak
= < Vi, )\kvk >=
TiT} TiT),

< v, v >=0.

O

Definicién 9.1.8. Sexa A € Mp,,(R). A descomposicién A = UXV* obtida no teorema anterior
chamase descomposicion en valores singulares da matriz A. Denotase como SVD(A) (SVD son
as iniciais da sia traducion ao inglés: Singular Value Decomposition).

Exemplo 9.1.9. Neste exemplo calcularemos SVD(A) para a matriz

10
A= 01
V3 0

A matriz A A estd dada por

A‘A:({l] 0 ‘/5)

==
~ o

0

).

10
V3 0
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Entén, Sp(A?A) = {4, 1} e isto implica que os valores singulares de A son
o1=vVi=2>01=vV1=1.
Como consecuencia do anterior obtense que a matriz ¥ sera
20
Y= 01
00
Pasemos a calcular a matriz V. Os subespazos propios asociados aos autovalores A\; = 4 e
A2 =1 son:

o-{(p)es 1w (;)=(2))
G (G DE-(E-)er w900
o-{(1)ew 1wan()-(1))
{(5)ee 1 (2 (1) -
| (5 ()

é unha base de R? formada por autovectores. Como os dous vectores son unitarios e ortogonais
entre si, tamén forman unha base ortonormal de R? (non é necesario aplicar o procedemento de

ortonormalizacion de Gram-Schmidt) o que implica que podemos tomar

=(3)=(2)

eV =1 2.
A matriz U € M3x3(R) constriese do seguinte xeito. A primeira columna esta dada por
10 1 5
1 1 1 2
w=zAn=z( 01 ({1])25 0o |=( o0
V3 0 V3 v
Similarmente, a segunda columna de UV caleilase como
10 0
1
Us = —A’UQ = 01 0 = 1
2 1 0

V3 0

2e2 < p =3, o vector ug debe obterse grazas a

Como o rango da matriz A é r =
determinacion dunha base do conxunto de solucions S do sistema linear homoxéneo

T
At y = 6[{3 .

z

Agora ben, como

* 0 m+\/§z:ﬂ}

t _
A y =10 — y=0
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tense que
T

S = 0 | zeR
V3
e, desta forma, unha base de S esta dada polo vector

V3

w= 0
-1
Tendo en conta isto, tomamos a terceira columna de U como
V3
< 0
ug = —— =
[l 1
7
e U é a matriz dada por
1 3
P P
U= 0o 1 0 .
V3 1
7 0 —3
Obviamente se calculamos UXV? obtemos A xa que
1 V3
t 1 9 & 20\,
Uxv: = 0o 1 0 01 0 1
V3 g _1 00
P 7
10
= 01
V3o

Nota 9.1.10. Sexa A € Mp,,(R). De xeito similar ao obtido coa descomposicién espectral
da matriz A, pode probarse que, se o rango de A é r, utilizando a descomposicion en valores
singulares de A podemos escribir A como suma de r matrices de rango un como segue:

A=UZV! = gyuyv} + ogugel + - + opuvl,

onde uy,us, ..., Uy € V1, Vg, ... , Uy SON a8 r primeiras columnas das matrices U e V respectivamente.

9.2. Aproximaciéns de rango k

O resultado principal desta seccion dinos que se aproximamos unha matriz A € Mp.,(R)
polas primeiras k componentes da sia descomposicién en valores singulares, pérdese unha can-
tidade de informacién da orde do valor singular colocado no posto k + 1. Esta aproximacion
é de especial utilidade no tratamento de matrices onde pequenos cambios nos valores provocan
alteracion do rango, na reducion de ruido no procesamento dixital de sinais, na restauracion
de imaxes, na analise de series temporais, na extraccion de informacion de bases de datos e,

finalmente, na compresion de imaxes.

Definicién 9.2.1. Unha norma matricial é unha norma no espazo vectorial V- = M. (R).
As normas usuais definidas en R? e R™ dan lugar ao que se cofiece como norma matricial

inducida. Definese do seguinte xeito para cada A € My, (R):
Al = maz{||Av|| | [l =1}.
Notese que ||A|| esta ben definida xa que a funcion f4 : R® — RP é continua e acada un

médximo no compacto C; = {v € R | |jv| =1}.
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Proposicién 9.2.2. Para toda A € Mp.n(R) e u € R* ciimprese que

[l Au] < [|Al[ffw]-
Demostraciéon. Obviamente se u é nulo a desigualdade anterior ciimprese de xeito trivial.
A . . . u .
Supofiamos que u é non nulo e consideremos o vector unitario w = ﬂ Entén,
u
| Al

Al = maz{||Av]| | [jv]| =1} > [|Aw| = Tall

e isto implica que ||Au|| < || A|||||- |

Proposicién 9.2.3. Para todo par de matrices A € My, (R) e B € M, (R) ciimprese que
IAB|| < [ A]ll|B]|-
Demostracién. Grazas a Proposicion 9.2.2 obtemos a desigualdade desexada xa que
|AB|| = maz{||ABv|| | |jv|| = 1} < maz{|A[[|[Bv] | [[v]| =1} < maz{[|A[[|B]|v] | || =1}
= [lA[lIB]|-
o

Nota 9.2.4. Nalguns libros da literatura sobre o tema, cando se traballa con matrices cadradas,
a desigualdade anterior (chamada propiedade multiplicativa) incliese na definicién de norma
matricial. Outra opcion é definir unha norma matricial como unha aplicacion do conxunto de
matrices sobre un corpo, denotado por M(RR), en R, tal que se cumpren as seguintes propiedades:

1) VAe MR) ||A]| =0.||4]| =0 & A=6.

2) ||led| = |o|||A| VA e MR), acR.

3) Dadas A, B € M(R), se existe A+ B, ||[A+ B| < |4 + || B||-

4) Dadas A, B € M(R), se existe AB, ||AB|| < ||A||||B]|-

Definicién 9.2.5. Dada unha matriz A € M, ,.,(R) definese o radio espectral de A como
p(A) = maz{|A| | A€ Sp(A)}.
Proposicién 9.2.6. Dada unha matriz A € Mpy,(R) tense que
Al = v p(A'A).
Logo, ||A|| = a1, sendo o1 o valor singular mdis grande de A.

Demostracién. Como a matriz A*A é simétrica pédese diagonalizar de xeito ortogonal. Grazas
a isto podemos garantir que existen unha matriz ortogonal U € M,,,.»(R) e unha matriz diagonal

D € M, xn(R) tal que

M 0 - 0
A2 e 0
UtAtAU = N
0 0 — A,
sendo {A1,..., An} os autovalores de A*A. Equivalentemente,
AtA =UDU".

Enton, para todo v € R™

[|Av||* = v*A*Av = o' UDU*v = (U'v)' D(U") = Ailwif,
i=1
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onde w = Uty. Disto 1iltimo dediicese que se v é un vector unitario
[|[Av||* < p(A*A) an: lwil? = p(A*A) | U v||* = p(A*A)||v]|* = p(A°A)
e, por tanto, || Av| < \/p(AtA). En consecuencia,
4]l < Vp(A°A).

Por outra banda, sexa A o autovalor mais grande de A*A. Entén, se v é un autovector
unitario asociado a A, tense que

[|Av|? = vt At Av = Ajp|2 = A
e deste xeito ||A]| = /p(AtA). O

Nota 9.2.7. Sexa A € Mp,n(R). Do resultado anterior séguese que se A é o autovalor mais
grande de A*A e v é un autovector unitario asociado a A,

| Av]| = v/ p(AtA) = || All.
Proposicion 9.2.8. Tense o sequinte:
1) Dada A € Mpun(R),
[A]| = maz{|v*Au| | ||| = [lu| = 1}.
2) Sexan A € Mpyn(R) e U € Mpyp(R), V € Mpyun(R) matrices ortogonais. Entén
Al = [IUA| = [|AV].

Como consecuencia tense que ||A|| = |[UtAV].
3) Se A € Mpun(R) € unha matriz simétrica, ||A| = p(A).
4) Se A € Mnxn(R) € unha matriz ortogonal, |Al| = 1.
5) Dada A € Mpun(R),

A = ||A]%.

Demostracién. Supofiamos en primeiro lugar que temos dous vectores unitarios v € RF e
u € R™. Enton

o' Au| = | < v, Au > | < [[Aul||v]| = [[Aul| < ||A]|u] = [|A].-

Asf pois, ||A|| = maz{|[v'Au| | ||v|| = |lu| = 1}. Vexamos que se acada o valor maximo.
Sexa u € R™ un vector unitario tal que ||Au|| = ||A4| (sabemos que existe pola nota 9.2.7) e
1
consideremos v = —— Au. Enton
(E]
v Au= 4wl = AL = 4]
Al Il-All

e isto implica que se acada o maximo.
Se U € Mp,p(R) é unha matriz ortogonal

[A]* = p(A*A) = p(A'U*U A) = [UA|.

De xeito andlogo obteriamos que ||A|| = ||AV|| para toda matriz ortogonal V' € M, (R).
Como consecuencia, ||A|| = |[UtAV].
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Se A é simétrica podese diagonalizar de xeito ortogonal. Asi pois existe unha matriz orto-

gonal U € Mpxn(R) e unha matriz diagonal D € Mpuxn(R) tal que

M 0O 0
Xo 0
UtAU = 2
0 0 — A,
sendo {Ay, ..., Ap} 0 seu conxunto de autovalores. Entén,

IA|? = |[UDU*|* = |D||* = p(D'D) = maz{A},~ , A} = p(A)?,

e, como consecuencia, ||A| = p(A4).
Obviamente, se U é ortogonal ||U|| = ||{UU!|| = ||I.|| = 1. Finalmente, como AfA é simétrica

tense que ||A*A| = p(A*A) = || 4] |

Definicién 9.2.9. Sexa A € Mp.,(R) tal que rang (A) = r. Supofiamos que
A=UZV! = qyugvt + - + opu,vt

é a sua descomposicion en valores singulares. Se k é un mimero natural positivo menor que r,
chamase aproximacion de rango k de A 4 matriz

Ay = orunvt + - + opupvl.
Nota 9.2.10. Se Ay é a aproximacién de rango k de A € Mp,n(R), rang (A) =r e
A=UZV! = qyugvt + - + opu,vt

é a sia descomposicion en valores singulares, tense que

A = USRVE,
onde
D, | ©
Y= - = = | € Mpan(R),
e | e
con
0 o9 - 0
De=| . . . . | EMp(R).
0 0 - o

Entén, A = oyuqvt + - + opupvl é a descomposicién en valores singulares de A e o seu
rango é k. Logo,

A— A =UTVE,
onde
e | e | e
Th=| © | Bx | © | € Mpun(R),
e | e | e
con
ok+1 0 0
0 [o S 0
Rk = - . . . € Mr—er—k(m)-
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Tendo en conta isto e reordenando as columnas de U e V, obtemos dilas novas matrices
ortogonais W e H tales que
A— A, =WP.H,

onde
Se | ©
P, = - - - € MPXN(R)!

e | ©

Og+1 0 - 0

0 Tg+2 0

Sk = - . .. . € Mr—er—k(n)‘
0 0 e Oy

Esta é a descomposicion en valores singulares de A — Ay, ou dito doutro xeito,
A — Ay = opp1wih] + okpowahh + - + orwr_ihy_y.
Logo, pola Proposicién 9.2.6, obtemos que
[|A — Agl| = o1
Teorema 9.2.11. Sexa A € Mp,.n(R) tal que rang (A) = r. Suporiamos que
A =UZV! = gyugvh + opusvt + - + opuof
€ a sua descomposicion en valores singulares e que Ay € a aprozimacion de rango k de A para
k tal que 0 < k < r. Enton
[[A — Ag|| = min{||A - B||, | B € Mpxn(R), rang(B) = k}.
Demostracién. Sexa k un nimero natural tal que 0 < k < r. Sexa B € Mpxn(R) de rango k.
Se ||A — B|| < ||A — Ag||, teriamos que
|4 =Bl < og41.
O conxunto de soluciéns do sistema Bzr = fg= é un subespazo S de dimensién n — k. Se
w € S tense que
[[Aw] = |[(A = B)wl|| < [|(A = B)|[|lw|| < orsallwl.
Sexa L o subespazo xerado polos vectores {vy, ..., Ug, Ug+1}- Para estes vectores temos que

Av; = ou; e como dimg (L) = k+1 e dimg(S) = n—k obtense, grazas a formula de Grassmann,
que SN L # 0. Daquela existe w non nulo en SN L e isto implica que se

k+1

w = E [aFyiFy
i=1

obtemos que
k+1 k+1 k+1 k+1

1 1
[Aw] = || Y aidvil| = || Y aioiuil| = (O (@i0:)*)? 2 011(D )7 = opsalw]),
i=1

i=1 i=1 i=1
o que é un absurdo polo probado anteriormente. Deste xeito ciimprese que

|[A — Ag|| = min{||A — B||, | B € Mpxn(R), rang(B) = k}.

Nota 9.2.12. Notese que en certo modo A; é a matriz que mais preto esta de A segundo a
norma || || de entre todas as de rango k que pertencen ao espazo vectorial M,..,(R).
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Exemplo 9.2.13. Neste exemplo calcularemos a mellor aproximacion de rango dous da matriz

00 1
110
A= | 1 o | EMaus®).
100
Dado que
01 -1 1 (13'1](1) 300
AtA=]l01 10 110 l=l020
10 00 100 00 1

os autovalores de A’ A son 3, 2 e 1, sendo os seus valores singulares
012\/§>02=\/§}03=\/T= 1.
Enton,
0
\/_
0
0

%]
(=R ==

erang (A) = 3.
Os subespazos propios de cada un dos autovalores de A*A son:

V(S):{(y)ER3 [ [A*A—sfa)(y)z(
0 r
y

D-()1H(

[GRBIR(AET
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0
=10
1
e deste xeito, tendo en conta que son vectores ortogonais e unitarios, tomase
1 0 0
vm=| 0 |, wm= 1 J,w3=1]0
0 0 1
eV =1I 3.
Os vectores que dan lugar 4s columnas de U virin dados por:

001 1 0 0
oL 1 f 110 o)L v|_| V38
S -l B S o) VBl ! —V3/3 |’

100 1 V3/3

001 0 {0\ 0

1 1 110 1 (1 v2/2
= —A = — 1 = — = R
TR AL -1 10 0 VoA ! —V2/2
100 0 ) \ 0
e
001 o [0 /1
_ 1 Apa — L 110 0| = 1] |0
= ABET 211 0 e
100 0 ) 0
Logo, a descomposicion en valores singulares de A é
A= ﬁulvi + ’\/E‘H.Q'U% + ugvh
e a aproximacion de rango dous de A é
0 0

V3/3

As = V3urvh + V2uzvh = V3 _V3/3

(1 00)4+v2

—V2/2

V2/2 | (4 1 o)

V3/3 ( 0
000 000 000
_ 1oo| fo1o] | 110
“| -100 0o10] | -110
100 000 100

9.3. Pseudoinversas ou inversas xeneralizadas de Moore-Penrose

Como outra aplicacion da descomposicién en valores singulares nesta seccion estudaremos
unha extension da nocion de invertibilidade para matrices debida a E.H. Moore (1862-1932) e
R. Penrose (1931-).

Teorema 9.3.1. Sexa A € Mpxn(R). Eriste unha tinica matriz At e Muxp(R), chamada matriz
pseudoinversa de A, ou tamén inversa zeneralizada de Moore-Penrose de A, tal que cumpre as
sequintes propiedades:

1) AATA=A.

2) ATAAT = AF.
3) AAT € simétrica.
4) AT A € simétrica.
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Demostracién. Veremos en primeiro lugar que existe unha matriz cumprindo as catro propie-
dades do enunciado do teorema. Supofiamos que a descomposicion en valores singulares de A
é

A=UxVE,
onde o7 > g9 > --- > g, > 0 son os valores singulares non nulos de A. Tomemos
AT =vaut
con
. | ©
Q= - - - € Mnxp(R)
e | e
onde
L 0 0
a1
0 al e 0
T.=| . 2 | =D'e My (R).
o o .. L

Or
A matriz AT cumpre as catro propiedades do enunciado. En efecto, a primeira igualdade
ciumprese xa que

AATA = USVIVQUIUZVE = USQEV = ULV = 4,
e de xeito similar obtense que At AAT = A*. Por outra banda,
(AATYE = (AM)EAE = (VUYL USVY) = URVIV ST = UQESHU!
=U(ZQ)IUt = UBVIVQUE = AAT

e, como consecuencia, AAT é unha matriz simétrica. A proba do cardcter simétrico da matriz

AT A faise de xeito andlogo.
Para probar a unicidade da matriz A™ supofiamos que existe outra matriz B satisfacendo
as condicions ABA = A, BAB = B, AB é simétrica e BA é simétrica. Enton:

(AT)EA = (AAT) = AAT, B'A' = (AB)! = AB,
e, similarmente,
At(A+)t — (A+A)t :A+A, AtBt — (BA)t — BA.
Ademais erimprese que
AAT = (AAT) = (A1) A' = (AT (ABA) = (AT)'AY(AB)" = (AA1)'AB = AATAB = AB,
e, de xeito analogo,
ATA = BA.

Logo,
At = ATAAT = ATAB = BAB = B,

quedando a demostracion finalizada. n}

Nota 9.3.2. Notese que das propiedades que definen 4 matriz pesudoinversa dediicese que

At = (AN
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Exemplo 9.3.3. Neste exemplo calcularemos a matriz psendoinversa de

101
A=]10 0 0 |.
020

Grazas ao feito no Exemplo 9.1.4 sabemos que
1
0 7
1

1
AfA=1| 0
1

que Sp(A*A) = {0,2,4} e que os valores singulares de A son
o1=Vi=2>09=v2>03=v/0=0>0.

Como consecuencia do anterior, obtense que a matriz ¥ sera

2 00
=0 +v2 0.
0 00

Pasemos a calcular a matriz V. Os subespazos propios asociados aos autovalores A = 4,
Ay =2e A3 =0 son:

() e ()-(3);
A ()-GO =0}
{(Dh
Jor e (2)-(3))
D) C)HE) ==
{(h
o) e (3)-(3))
il )

O O

o R

Il
—_——
—_—

o R
~—

m

%
—_—
e
oo e R

=~
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Deste xeito

0 1 1
w1 = 1 L w2 = 0 , w3 = 0
0 1 -1

é unha base de B® formada por autovectores. Como son ortogonais entre si, para calcular vy, v2
e v3, sO temos que normalizar. Enton:

V2 V2
2 2
v = UM, Vg = w2 = 0 , U3 = w3 = 0
Twal | s el | &
2 2
Por tanto,
V2 V2
05 5
V= 1 0 0
0 ¥2 _+2
2 2
Pasemos agora a construir a matriz U € M3z.3(R). A primeira columna esta dada por
1 1 1 01 0 1 0 0
u; = —Avy = = 00 0 1 = — 0 = 0
2 0o20/\o/) 2\:2 1

Similarmente, a segunda columna de U caleiilase como

1 1 1 [ V2 1
0

:—A‘U:— = =
VG > 2\ 0
2

Como o rango da matriz A é r = 2 e 2 < p = 3, 0 vector ug debe obterse grazas a determi-
nacién dunha base do conxunto de soluciéns S do sistema linear homoxéneo

& =S
!
|
|

1 01
000
020

x
A: y = 6[{3 .
z
Agora ben, como
T 0 0
Al y |=] 0] = } ,
0
z 0
tense que
0
S={ y | zeR3),
0
e, como consecuencia, unha base de S pode ser a dada polo vector
0
w = 1
0

que xa ten norma un. Tendo en conta isto 1iltimo, tomamos a terceira columna de U como

ug = w e, deste xeito

U=

-0 o
o O =
(=R =
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Dado que
1
5 00
a=[0 % o |,
0 00
a matriz pseudoinversa de A sera:
AT =vaut
V2 V2 1

02 2 - 0\ /0 0 1
= 1 0 0 0 0 1 00
0 % _% 0 0 010

O Ol —

o omm oF o

= o O

E doado comprobar que AATA = Ae ATAAT = AT, Finalmente, AAT e AA" son simétri-

cas Xa que

1 00
AAT=( 00 0
001
€ 1 1
19 1
3 3
AAT = 010 ) .
1 1
3 03
Nota 9.3.4. Do Teorema 9.3.1 dedicese que se A € Mpxn(R) e AT é a sia pseudoinversa

ciimprese a seguinte ignaldade:
1 1 1
AT =VaUt = —vud + —woub + - + —vpul.
a1 09 Ty
Nota 9.3.5. Tamén do Teorema 9.3.1 deducese que, se A € My, (RR) é invertibel, a pseudoin-
versa de A é exactamente a matriz inversa de A. Cando a matriz A*A é invertibel, entén
AT = (AtA)71A
Finalmente, existe un método alternativo baseado na factorizacion QR para o cilculo da
pseudoinversa. Neste caso tense que, se A = QR, enton a pseudoinversa podese calcular como:

A+ — Rt(RRt)—th_

Exemplo 9.3.6. Suponamos que tomamos a matriz

11
A=} 1 0
11

I
oW
[CHX

resulta ser unha matriz invertibel con inversa

(AtA)! =

entén " ( )
(4 3)

Como consecuencia, a pseudoinversa de A esta dada, por:

A+:(AtA)—1At=(_1 é)(] 0 1)_(

b= =
|

wal= o

S’
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Exemplo 9.3.7. Supofiamos que tomamos a matriz
1 1 2
A=[1 0 1 | € Mga(R).
011

No segundo caso de Exemplos 7.4.3 vimos que a factorizacion QR de A esta dada por

v2/2  V6/6
Q=1 v2/2 —V6/6 | € Ma2(R)
0 V6/3

(V2 VB2 3ap
R—QA—( 0 VB2 62 )€M2x3(R)-

1/9  5/9 —4/9
AT*=RYRRHY Q' =| 1/9 —4/9 —5/9
2/9 1/9 —1/9

Enton

9.4. Problemas de minimos cadrados

Sexa A € Mp.n(R) e b € RP. Supofiamos que temos o sistema Az = b. Como sabemos o
anterior sistema é incompatibel se b non pertence ao subespazo de R" dado por

Im(f4) = {Aw €R" | w e R"}.

A continuacion veremos que, a pesar de ser un sistema incompatibel, podemos atopar unha
solucion aproximada optima ou, o que é o mesmo, un vector w € R™ tal que a distancia en RP
entre Aw e b sexa minima.

Definicion 9.4.1. Sexa U un subespazo vectorial de RP. Diremos que v € U é a mellor aproxi-
macion dun vector b € RP por vectores de U no sentido dos minimos cadrados, se
|lv — bl = min{||u—b||, we U}.

Sexa A € Mp.n(R) e b € RP. Supofiamos que temos o sistema de ecuaciéns lineares Ax = b.
Diremos que o vector w € BR™ é unha solucion minimo-cuadratica do sistema Az = b, se Aw é a
mellor aproximacion de b € RP no sentido dos minimos cadrados por vectores de U = Im(f4).

O nome de minimos cadrados débese a que minimizar ||u — b|| é equivalente a minimizar

P

llw—Bl2 = (u: —b:)?,
i=1
sendo u; e b; as componentes dos vectores de coordenadas de u e b respecto da base candnica de

RP.

Proposicion 9.4.2. Sexa U un subespazo do espazo vectorial RP. Un vector v € U € a mellor
aprorimacion de b € RP por vectores de U, se < v—b,u >=0, Yu € U (v — b € ortogonal a
todos os vectores de U ).

Demostracién. Sexa v € U tal que < v —b,u >=0, Vu € U. Enton, dado u € U,
llu —BlI* = l|(w —v) + (v = B)||* =< (w —v) + (v = b), (w —v) + (v~ b) >=
lu—o[? + v —b2+2 <u—v,v—b>=
llu—vl|* + [lo — I,

xa que, como u — v € U, tense que < u —v,v —b >=0.
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Como |lu—v||? > 0, deducimos que ||u—b||2 > ||v—b||? para todou € U e, como consecuencia,

|v—b| = min{|lu—b||, v e U}.
O

Definicion 9.4.3. Sexa U un subespazo do espazo vectorial RP. Ao vector v € U tal que v — b
¢é ortogonal a todos os vectores de U chamaselle proxeccion ortogonal de b sobre o subespazo U.

Teorema 9.4.4. Sexa U un subespazo do espazo vectorial RP. A prozeccion ortogonal de b sobre
o subespazo U sempre existe e € inica.

Demostracién. Vexamos en primeiro lugar que sempre é posibel calcular unha proxeccion or-

togonal de b sobre o subespazo U. Supofiamos que dimg(U) = r e que B’ = {vy,...,v,} é unha

base de U. Se ampliamos B’ a unha base B = {vy,..., v, ¥p11,...,Up} do espazo R? e aplicamos

o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a B, obtemos unha base ortonormal

C = {u1, ..., Ur,trs1, ..., up} de RP tal que C’' = {u1,...,ur} é unha base ortonormal de U. Asi,
b= ajuy + - + Uy + Gty gy + - Oty

e, se tomamos v = ay g + -+ + @y tty, temos que v € U e < v—b,u >= 0, Yu € U. Logo, v é unha
proxeccion ortogonal de b sobre o subespazo U.
Comprobemos a continuacién a unicidade de dita proxeccién. Se existise v’ € U tal que

<o —bu>=0,Vuecl,
teriamos que
v—v =(w—->b)— (-0
é un vector que pertence a U e que ademais é ortogonal a todos os vectores de U xa que
Vuel <v—v,u>=<(v—>b)—( -bu>=<v—bu>—<v —bu>=0.
Entén, v — v é ortogonal a si mesmo. Isto implica que
0=<v—v,v—1 >=|v—2|2

e entén v = v,

O

Nota 9.4.5. Tendo en conta o resultado anterior, se I é un subespazo do espazo vectorial RRP,
a proxeccion ortogonal de b sobre o subespazo U estda dada por v = aquy + - + a,u, sendo
b= aquy + - + oty + QpyUpyy + -+ apup. Como C = {ug, ..., Uy, Uy, ..., Up} é unha base
ortonormal de P e {uy, ..., u,} unha base ortonormal de U, tense que

v=<bu >uy+-+ <bu >u,
é a expresion para a proxeccion ortogonal. Ademais, a anterior ignaldade implica que

v=0Qb,
sendo () a matriz dada por
Q=AA" = wyud + - + upul,
con
A= ( Uy | o | Uy ) S Mpxr(R)-
A matriz ) chimase matriz de proxeccion ortogonal sobre /. Deste xeito a proxeccion
ortogonal sobre [V pddese interpretar como unha aplicacion linear dada por:

fo R S RP.
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Exemplo 9.4.6. Sexa o subespazo de R® dado por

z
U:{ y)ER3 | w+y—z:0}A
z

A dimension de U é dous e unha base deste subespazo é

(-}

Se aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt 4 base anterior obte-

mos 0s vectores
wm 1 .|::l|
U =+ =—F= =
ol ~ V2 \ 4

e oS

= L —
—
|
A
— e -
=] vl—‘ —
———
S oIS
A
S oS

[N == T

~———
Il

o~
|

e, cOmMo consecuencia,

é unha base ortonormal de U.
Deste xeito, dado
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a sila proxeccion ortogonal sobre o subespazo U estd dada por

v=<bu >u+ < bug >us

sendo
6
< byuy >= \/E, < byug >= —%.
Por tanto,
1 -1/3 2/3
6

y:‘/iul_§u2: o )+ 23| =| 23
1 1/3 4/3

Por outra banda, a matriz de proxeccién ortogonal é Q = AA" onde

Vv2/2 V6/6
A:(ul |u2)= ﬂ—\/g}'3
Vv2/2 —/6/6
Deste xeito,
2/3 —1/3 1/3
Q=1 -1/3 2/3 1/3 |,
/3 1/3 2/3

e a proxeccion ortogonal de b sobre U obtense tamén como

2/3
v=0Qb=| 2/3
4/3

Definicién 9.4.7. Sexa A € Mp.n(R), b € R?P e supofiamos que temos o sistema de ecuaciéns

lineares Az = b. O sistema A*Ax = A'b cofiécese co nome de sistema de ecuaciéns normais do
sistema Ax = b.

Teorema 9.4.8. Seza A € Mp.n(R), b € RP e suporiamos que temos o sistema de ecuacions
lineares Az = b. O conzunto de solucions minimo-cuadraticas do sistema Ax = b coincide co
conzunto de solucions do sistema de ecuacions normais A* Az = A'b.

Demostracion. Sexa w € R™ unha solucién minimo-cuadratica do sistema Az = b. Enton, Aw
é a proxeccion ortogonal de b sobre U = Im(f4) e, como consecuencia, Aw — b é ortogonal a
todos os vectores do subespazo U. Utilizando este feito, tense que

0 =< Aw — b, Av >= (Av)}(Aw — b) = v' AP Aw — vt A*b = v (A* Aw — A'D)
=< A'Aw — A'b,v >, Yv e R™.

Isto implica que A*Aw — A*b = fgn ou, o que é o mesmo, A* Aw = Ath. Asi pois w é unha
solucién do sistema A*Ax = A'b.

Inversamente, se w é unha solucién do sistema A*Ax = A'b, temos que A*Aw — A = fgn
e w é a solucién minimo-cuadratica do sistema Ax = b, xa que Vv € R™

0 =< A*Aw — Ab,v >

= v'(A'Aw — A*h) = v* AT Aw — v A* = (Av)* (Aw — b) =< Aw — b, Av > .
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Nota 9.4.9. Do teorema anterior deducimos que, se w, w’ € R™ son soluciéns minimo-cuadréticas
do sistema Az = b, tense a igualdade Aw = Aw'. Logo, A(w — w') = fge, equivalentemente,
w—w' € Ker(f4). Entén, se w é unha solucién minimo-cuadratica de Az = b, o conxunto global
de solucions do problema de minimos cadrados tamén ven dado por

S=w+Ker(fa)={w+u | ueKer(fa)}.
Evidentemente, se A*A é invertibel, S sé ten un elemento e é
w=(A*A)"1A = ATD
Exemplo 9.4.10. Sexa A a matriz dada por

1 2 1

1 2 2

1 2 -1

Consideremos o sistema Azr — b sendo

4
6
b= 1
2

Como rang (A) = 2 # 3 = rang (A|b), tense que o sistema é incompatibel. As soluciéns
minimo-cuadriticas as atoparemos resolvendo o sistema A!Ax = A!bh que neste caso esta dado
por:

4 8 0 T 13 L_6
A=| 8 16 0 y | =1 26 @{_3_.
00 10 z 12 dr+8y=13
Enton,
13 13
T vy —2
5= Y |yeRj = 0 | +uy 1 | yeR =
6 (4 0
5 5
13
T _2
0 ]+ 1 h
5]
g 0
sendo
-2
Ker(fa) = ( 1 )-
0

Teorema 9.4.11. Sexa A € Mpxn(R) e suporiamos que a sia factorizacion QR é A = QR.
Crimprese que w € solucion minimo-cuadrdtica para Ax = b, se, e 50 se, w € solucion do sistema
Rz = Q.
Demostracion. O vector w é solucion minimo-cuadratica para Ax = b, se, e s0 se, w é solucion
do sistema A*Azxr = Ath. Se A = QR, temos que
At Aw = A'b & RIQ'QRw = R'Q'b < R'Rw = RIQ'% &
RR'Rw = RR'Q'
e, como RR! € My«r(R) é invertibel, obtemos que Rw = Q*h.
Inversamente, se Rw = Q'b, tense que

R'Rw = R'Q' & R'Q'QRw = R'Q'h & A'Aw = A®h.
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Exemplo 9.4.12. Tomemos o sistema dado no exemplo 9.4.10. Entén, como

1
7 24 0
(0 0 10

=
Il
o
=
Il
bl b3l bl bl
|
[

obtemos

r+ 8y =13

o

R T % Z:%
= o o
(3)=(&)= (oot =4

De xeito mais xeral podese afirmar que o conxunto de solucions do problema de minimos

cadrados esta dado por

d

S = Atb+Ker(fa) = ATb+ Ker(facn).

Este ultimo método de solucién ten como vantaxe sobre o baseado na utilizacion das ecua-
ciéns normais, que é menos sensibel aos problemas de estabilidade e que en xeral da lugar a
unha técnica computacional mellor.

Teorema 9.4.13. Sera A € My.n(R). Cimprese que ATh € a solucion minimo-cuadritica de
norma minima do sistema Ax = b.

Demostracién. Supofiamos en primeiro lugar que o sistema é compatibel indeterminado xa
que a proba do caso determinado é trivial. Neste caso a solucién minimo-cuadratica coincide
coa solucién do sistema e o que teremos que probar é que ATh é a solucién de norma minima
do sistema Az = b. Suponamos que u € R™ é unha solucion do sistema Az = b. Enton Au = b.
Logo,
b=Au=AATAu= AATD,

e asi probase que ATb é unha solucién do sistema Az = b.

Como sabemos pola teoria xeral de sistemas de ecuacions lineares a solucion xeral do sistema
Az = b escribese como unha solucién particular sumada con todas as solucions do sistema
homoxéneo asociado. Enton

ATb+ Ker(f4)

é a solucién xeral neste caso. Sexa w € Ker(fy) e sexa A = QR a descomposicion QR de A.
Como Aw = fpr se e s6 se Rw = fgp,

< ATh,w >=< RYRR)™'Q'b,w >=< (RR")'Q'b, Rw >=0

e, como consecuencia, ATh e w son ortogonais. Aplicando o Teorema de Pitdgoras a ATh e w
obtemos que
[[A*D +w|® = [|A*B> + lw|® > || 48|,
co que a ignaldade dése se e s6 se w = fgn. Por tanto, deste xeito prébase que A*h é a solucién
de norma minima do sistema Ax = b.
Supofiamos a continuaciéon que o sistema € incompatibel. As solucions minimo-cuadrati-
cas son as solucions do sistema de ecuaciéns normais A‘Axr = A!b que é compatibel. Entén
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(A*A)TA®b é a solucién de norma minima do sistema A?Ax = Ah. Agora ben, se a descomposi-

cién en valores singulares de A é
D. | ©
A=U} — — — |V
e e

tense que

Dt | e D, | © D2 | e
Aa=v| - - - |Jvv| - - - |Vt=v|[ - - — |V.
e | © e | © e | ©

Logo,

D7t | e
(AtA)FAt=V | - — — |Ut=At
e | o

Deste xeito obtense que (A!A)*A! = AT e o resultado queda probado.

Exemplo 9.4.14. Sexa o sistema

(2 C)-(1)

O sistema anterior é incompatibel xa que rang(A) = 2 < rang(A[b) = 3. Como temos
comprobado no teorema anterior ATh é a solucién minimo-cuadritica de norma minima do

sistema Ar = b. Como

a caleulamos no exemplo 9.3.3, tense que

o Ol
[T e i e
[=N=T%

101 1 1
ATh=| 0 0 0 1l=(o].
030 1 1

Por outra banda,

w={(3) e 1z }={(3))

e, como consecuencia, o conxunto de soluciéns do problema de minimos cadrados esta dado por

)04}

S = ATb+ Ker(f4) =

bIl= S =
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9.5. Axuste polinémico de datos mediante minimos cadrados

ma.rkrightg.5. AXUSTE POLINOMICO DE DATOS MEDIANTE MINIMOS CADRADOS

Supofiamos que temos un conxunto de pares {(z;,v;)}"; e que estamos interesados en
atopar o polinomio p(x) = ag + a1z + agz® + - + a,z™ cuxa gréfica se axuste mellor aos datos
dados polos pares anteriores. Isto €, queremos atopar os coeficientes dun polinomio como o
anterior de xeito que se minimice o seguinte funcional:

> () — v)?

i=1

P(a‘ﬂl A1y .eny ﬂ.n)

n

Z (a0 + ayz; + ap®? 4 - + apal — y§]2
i=1

n

o2 n I .
E : (17m‘ﬁlmil"'smi) 2 — Y
i=1

Isto 1iltimo é equivalente a atopar as solucions minimo-cuadraticas do sistema linear Az = b,
onde:

2 n ap U1
1 rn a7 - 2§ a i
1 z9 :r% O
A= i . , = a2z e b= y3
1 z, 22 - 2z ’
non " an Un

Exemplo 9.5.1. Neste exemplo calcularemos a parabola que axuste no sentido de minimos
cadrados os seguintes datos
|0 0 1 -1
w10 2 2 0
Dados dos conxuntos de puntos {z1, 3,3, 24} e {y1,y2, Y3, va}, tratase de axustar os coe-

ficientes ap, a1 e az da parabola de ecuacion y(z) = ap + a1z + asx?. Daquela, debemos atopar
as soluciéns minimo-cuadraticas do sistema linear:

1 o o} 1731
1 x 2 o ( Y2
% aj = 3
1 z3 =3 a y3
1 ozy xj ) ? Us
isto €,
1 0 01) /0
1 0 0 20 2
1 =
1 1 ay 4
1 -1 1) \ 0

= A'b) estara dado por:
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Realizando operacions elementais por filas sobre a matriz ampliada do sistema obtemos que
o sistema anterior é equivalente a

100 ao 1
010 a | =12
00 1 as 1

e deste xeito ag = 1, a1 = 2 e ag = 2. Logo, a parabola buscada é
y=142z+ 72,
9.6. Problemas propostos

1. Dada a matriz

1
A=170
1

o= o
— o~

calcule a siia descomposicion en valores singulares, a siia aproximacion de rango dous e a
sila pseudoinversa.
2. Dada a matriz

0o 0 1

1 1 0
A= —1 1 -2 |’

1 -1 2

calcule a siia descomposicion en valores singulares, a sila aproximacion de rango dos e a
siia pseudoinversa.
3. Dada a matriz

11
A=) -1 1),
11
calcule a siia pseudoinversa.
4. Dada a matriz
2 1
A=|o0o 3],
1 -2
calcule a siia pseudoinversa.
5. Dada a matriz
2 -1
A= -2 1],
4 -2

calcule a siia pseudoinversa.
6. Calcule as pseudoinversas de A e A? sendo

-2 0
A= o0},
05
7. Considérase o sistema de ecuacions lineares Ar = b, onde
—2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2

eb=(1,1,1)%
a) Probe que o sistema é incompatibel.
b) Calcule o conxunto de soluciéns do sistema no sentido de minimos cadrados.
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. Considérase a matriz real

1 0 1
0 -1 1
A=11 0o 1
0 1 -1

Determine o conxunto de soluciéns no sentido de minimos cadrados do sistema Ax = b,
con b= (3,1,3,1)%

. Dada a matriz

12
A=) —2 —a |,
2 4

determine, utilizando a pseudoinversa de A, o conxunto de soluciéns no sentido de minimos
cadrados do sistema Az = b, onde b = (4, —5,5)%.
Dada a matriz

1 00
A=|0 o0 0|,
0 -1 2

determine, utilizando a pseudoinversa de A, o conxunto de soluciéns no sentido de minimos
cadrados do sistema Az = b onde b= (0,1,0)%.
Atope a parabola que axuste no sentido de minimos cadrados os seguintes datos

a)iDOI—l
y|0 2 4 0
-2 1 1 2
b)T3115‘

Determine a,b € R para que a recta ax + by = 1 sexa a mais proxima no sentido de
minimos cadrados aos puntos (0,0),(1,1),(—1,1) e (1,—1).
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Alxebra linear

Historia, teoria e prdctica

E ben conecido que a dlxebra linear é
unha materia que aparece nas memorias
da maior parte dos graos de contido cienti-
fico-técnico. Tendo en conta isto, esta obra
esta pensada para que o lector interesado
poda afondar no seu estudo tendo a man
una exposicion rigorosa da teoria, unha boa
serie de exemplos ilustrativos € unha ampla
coleccién de problemas para practicar e
afirmar o estudado. Partindo dunha breve
introducién histérica, no segundo capitulo
resimense as propiedades basicas dos nu-
meros reais € complexos. A continuacion,
no terceiro capitulo, definense as nociéns
de matriz e rango que permitiran abordar
no capltulo cuarto o estudo dos sistemas de
ecuacions lineares. O qumto capltu.lo esta
adicado aos espazos vectoriais e as aplica-
cions lineares deixando clara a intima rela-

Servizo de Publicacions

cién existente entre este tipo de aplicacions
e as matrices. No sexto capitulo estiidase o
problema de nalizacion, € dicir, saber
cando una matriz cadrada € semellante a
unha matriz diagonal. O capitulo sétimo
esta adicado as formas bilineares e aos es-
pazos vectoriais con produto escalar. Nel
introdicense a nocién de ortogonalidade
e finalizase examinando certas propieda-
des das matrices simétricas con coeficientes
reais. Este tipo de matrices xunto coa diago-
nalizacién ortogonal utilizanse no capitulo
oitavo para clasificar as formas cuadraticas
reais. Finalmente, o ultimo capitulo da obra
adicase a expor a teoria de dcscomposlclon
en valores singulares, 4 construccién da
pseudoinversa dunha matriz e a sta aplica-
ci6n a resolucion de problemas de minimos

cadrados.
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