
Ál x e br a li n e arÁl x e br a li n e ar
Hist ori a, te orí a e pr áctic a

É  b e n  c o ñ e ci d o  q u e  a  ál x e br a  li n e ar  é  
u n h a  m at eri a  q u e  a p ar e c e  n as  m e m ori as  
d a m ai or p art e d os gr a os d e c o nti d o ci e ntí -
fi c o-t é c ni c o. Te n d o e n c o nt a ist o, est a o br a 
est á p e ns a d a p ar a q u e o l e ct or i nt er es a d o  
p o d a af o n d ar n o s e u est u d o t e n d o a m a n 
u n a e x p osi ci ó n ri g or os a d a t e orí a, u n h a b o a 
s eri e d e e x e m pl os il ustr ati v os e u n h a a m pl a 
c ol e c ci ó n  d e  pr o bl e m as  p ar a  pr a cti c ar  e  
a fir m ar  o  est u d a d o.  P arti n d o  d u n h a  br e v e 
i ntr o d u ci ó n hist óri c a, n o s e g u n d o c a pít ul o 
r es ú m e ns e  as  pr o pi e d a d es  b ási c as  d os  n ú -
m er os  r e ais  e  c o m pl e x os.  A  c o nti n u a ci ó n, 
n o t er c eir o c a pít ul o,  d efí n e ns e as n o ci ó ns 
d e  m atri z e r a n g o q u e p er mitir á n a b or d ar 
n o c a pít ul o c u art o o est u d o d os sist e m as d e
e c u a ci ó ns li n e ar es. O q ui nt o c a pít ul o  est á 
a di c a d o  a os  es p a z os  v e ct ori ais  e  ás  a pli c a -
ci ó ns li n e ar es d ei x a n d o cl ar a a í nti m a r el a -

ci ó n e xist e nt e e ntr e est e ti p o d e a pli c a ci ó ns
e as m atri c es. N o s e xt o c a pít ul o est ú d as e o 
pr o bl e m a d e di a g o n ali z a ci ó n, é di cir, s a b er 
c a n d o  u n a  m atri z  c a dr a d a  é  s e m ell a nt e  a  
u n h a  m atri z  di a g o n al.  O  c a pít ul o  s éti m o  
est á a di c a d o ás f or m as bili n e ar es e a os es -
p a z os  v e ct ori ais  c o n  pr o d ut o  es c al ar.  N el 
i ntr o d ú c e ns e  a  n o ci ó n  d e  ort o g o n ali d a d e  
e  fi n alí z as e  e x a mi n a n d o  c ert as  pr o pi e d a -
d es d as m atri c es si m étri c as c o n c o e fi ci e nt es 
r e ais. Est e ti p o d e m atri c es x u nt o c o a di a g o -
n ali z a ci ó n ort o g o n al utilí z a ns e n o c a pít ul o 
oit a v o p ar a cl asi fi c ar as  f or m as c u a dr áti c as 
r e ais. Fi n al m e nt e, o últi m o c a pít ul o d a o br a 
a dí c as e a e x p or a t e orí a d e d es c o m p osi ci ó n 
e n  v al or es  si n g ul ar es,  á  c o nstr u c ci ó n  d a 
ps e u d oi n v ers a d u n h a m atri z e a s ú a a pli c a -
ci ó n á r es ol u ci ó n d e pr o bl e m as d e mí ni m os 
c a dr a d os.
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p u bli c a ci ó n s ( 3 e n 
pr e n s a e 6 1 d el a s 
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J C R) e n o s últi m o s 
a n o s a si sti u c o m o 
c o nf er e n ci a nt e 
i n vit a d o a 
n u m er o s o s 
c o n gr e s o s 
r el e v a nt e s d e ntr o 
d a s ú a ár e a d e 
i n v e sti g a ci ó n. 
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Í n di c e  x e r al

C a p´ıt ul o 1. U n  p o u c o  d e  hi s t o ri a 3
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1. 7.  M ó d ul o s e ál x e b r a s s o br e u n c or p o 1 9
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C A Pı́ T U L O 1

U n  p o u c o  d e  hi s t o ri a

A ál x e b r a li n e a r  m o d e r n a t e n a s ú a b a s e n a t e orı́ a d o s e s p a z o s v e ct ori ai s o u, d e f or m a  m ái s
x e r al, n a t e orı́ a d e  m ó d ul o s s o b r e u n a n el.  A o r e d or d o a n o 1 9 3 0 e st a f or m ul a ci ó n d a ál x e b r a li n e ar
u ni fi c o u o s u x eit o e fi x o d el u n h a p a rt e d a ál x e b r a a b str a ct a o u  m o d er n a.  O e st u d o d e si st e m a s
d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e a i n v e sti g a ci ó n d u n c ál c ul o x e o m é t ri c o i nt rı́ n s e c o f o r o n hi st ori c a m e nt e
a s pri n ci p ai s f o nt e s d o d e s e n v ol v e m e nt o d a t e or ı́ a d a li n e a ri d a d e.  A s u p er a ci ó n d a di m e n sió n 3
e n x e o m etr ı́ a, a  m e di a d o s d o sé c ul o  XI X, a sı́ c o m o o d e s e n v ol v e m e nt o di al é c ti c o e nt r e a ál x e b r a
e a x e o m et rı́ a, d e s p oi s d a cr e a ci ó n d a x e o m etrı́ a a n al ı́ ti c a, l e v a r o n á u ni fi c a ció n d o s a s p e ct o s
li n e ar e s a o r e d or d a n o ci ó n d e d et e r mi n a nt e.  E st e c a dr o f oi x e n er ali z a d o á di m e n si ó n i n fi nit a
e n u m er á b el c o s t r a b all o s d e a n áli s e f u n ci o n al.  A a xi o m ati z a ci ó n r e ali z a d a a fi n ai s d o s é c ul o
XI X, p er o r e al m e nt e utili z a d a d e s p oi s d e 1 9 2 0, ´e u n p r o c e s o  m ái s l o n g o q u e s e i n s cri b e n u n
d e s e n v ol v e m e nt o x er al d a  m at e m á ti c a d o s é c ul o  X X.  H o x e e n d ı́ a a ál x e b r a li n e ar é u n h a p a rt e
e s e n ci al d a s f err a m e nt a s r e q uiri d a s n o e st u d o d e  m oit a s á r e a s n a s ci e n ci a s d o c o m p ort a m e nt o,
ci e n ci a s n at ur ai s, fı́ si c a s e s o ci ai s, e n e n x e ñ e r ı́ a, e n e c o n o mı́ a, e n ci e n ci a d o s c o m p ut a d or e s e d e s d e
l o g o e n  m at e m á ti c a s p u r a s e a pli c a d a s.  N e st e c a pı́ t ul o p r eté n d e s e a n ali z ar d e f or m a r e s u mi d a
t a nt o a s ori x e s hi st ó ri c a s c o m o o d e s e n v ol v e m e nt o d e st a di s ci pli n a d a q u e p o d e m o s a fir m ar q u e
é á v e z u n h a d a s r a m a s  m ái s a nti g a s e  m ái s  m o d e r n a s d a  m at e m á ti c a.

C o m e z ar e m o s e st a s e c ci ó n c u n b r e v e r e s u m o s o br e a hi st ori a d a ál x e b r a, p a r a p a s ar a
c o nti n u a ci ó n á hi st o ri a p r o pi a m e nt e dit a d a ál x e b r a li n e ar.

1. 1.  E v ol u ci ó n  hi s t ó ri c a  d a ál x e b r a

A s o p er a ci ´o n s al x é b ri c a s  m ái s si m pl e s ( o p er a ci ó n s a rit m é ti c a s c o n e nt eir o s p o siti v o s e c o n
n ú m e r o s r a ci o n ai s p o siti v o s) p ó d e n s e at o p ar n o s t e xt o s  m at e m á ti c o s  m ái s a nti g o s. I st o i n di c a
q u e a s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s d e s a s o p er a ci ó n s e r a n c o ñ e ci d a s d e s d e é p o c a s t e m p er á s p ol a s
p ri n ci p ai s ci vili z a ci ó n s c o m o, p or e x e m pl o, a b a bil ó ni c a, a e xi p ci a o u a gr e g a.  O s pri m eir o s d o c u-
m e nt o s q u e s e c o n s er v a n s o br e a  m at e m á ti c a e xi p ci a e b a bil ´ o ni c a d e m ó s t r a n n o s q u e e st a s a nti g a s
ci vili z a ci ó n s x a p o s uı́ a n u n si st e m a d e r e gr a s d e c ál c ul o p a r a o s n at ur ai s, o s r a ci o n ai s p o siti v o s,
a s l o n xit u d e s e a s á r e a s.  A p e s ar d e q u e a i nf or m a ci ó n q u e n o s c h e g o u s e r e fir e e x cl u si v a m e nt e
a p r o bl e m a s c o n d at o s n u m é ri c o s c o n c r et o s, n o n e xi st e n gr a n d e s d ú bi d a s s o b r e o c ar á c t e r x e r al
d a s r e gr a s e m pr e g a d a s e o d o mi ni o al c a n z a d o n o  m a n e x o d a s e c u a ci ó n s d e p ri m eir o e s e g u n d o
gr a o.  D o utr a b a n d a, n e st e s t e m p o s r e m ot o s, n o n s e at o p a a  m e n or pr e o c u p a ci ó n p o r x u sti fi c ar
a s r e gr a s e m pr e g a d a s e, t a m p o u c o, d e d ar u n h a d e fi ni ci ó n p r e ci s a d a s o p er a ci ó n s q u e a p a r e c e n.

É n a  m at e m á ti c a g r e g a d a é p o c a cl á si c a c a n d o e m p e z a a  m a nif e st ar s e d e f or m a cl ar a u n h a
pr e o c u p a ci ó n p ol a p r e ci si ó n e o ri g o r e n c a nt o á s d e fi ni ci ó n s e a s t é c ni c a s e m p r e g a d a s.  A p e-
s ar d e n o n a p ar e c er a ı́ n d a u n t r at a m e nt o a xi o m á ti c o d o s e nt eir o s n at ur ai s (tr at a m e nt o q u e
n o n a p ar e c er á at a fi n ai s d o s é c ul o  XI X), h ai n u m er o s a s p a s a x e s d o s El e m e nt o s d e  E u cli d e s d e
Al e x a n dr´ı a ( 3 6 5 – 2 7 5 a. C.) n o s q u e s e i n clú e n d e m o st r a ci ó n s f o r m ai s d e r e gr a s d e c ál c ul o t a n
e vi d e nt e s i nt uiti v a m e nt e c o m o a s d e c ál c ul o c o n e nt eir o s.  A s d e m o str a ci ó n s  m ái s r el e v a nt e s s o n
a s q u e s e r e fir e n á t e o r ı́ a d a s  m a g nit u d e s, a cr e a ció n  m ái s i m p o rt a nt e d a  m at e m á ti c a g r e g a e q ui-
v al e nt e á n o s a t e o rı́ a d e n ú m e r o s n at u r ai s p o siti v o s.  N a q u el a, p or e x e m pl o,  E u cli d e s c o n si d er a o
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2 Í N DI C E  X E R A L

7. 2.  O rt o g o n ali d a d e.  B a s e s ort o n or m ai s.  Pr o c e d e m e nt o d e  Gr a m- S c h mi dt 1 6 0
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7. 5.  P r o bl e m a s p r o p o st o s 1 7 0

C a p´ıt ul o 8. F o r m a s c u a d r á ti c a s 1 7 3
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C A Pı́ T U L O 1

U n  p o u c o  d e  hi s t o ri a

A ál x e b r a li n e a r  m o d e r n a t e n a s ú a b a s e n a t e o rı́ a d o s e s p a z o s v e ct ori ai s o u, d e f or m a  m ái s
x e r al, n a t e o rı́ a d e  m ó d ul o s s o b r e u n a n el.  A o r e d or d o a n o 1 9 3 0 e st a f or m ul a ci ó n d a ál x e b r a li n e a r
u ni fi c o u o s u x eit o e fi x o d el u n h a p a rt e d a ál x e b r a a b st r a ct a o u  m o d er n a.  O e st u d o d e si st e m a s
d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e a i n v e sti g a ci ó n d u n c ál c ul o x e o m é t ri c o i nt rı́ n s e c o f o r o n hi st ori c a m e nt e
a s p ri n ci p ai s f o nt e s d o d e s e n v ol v e m e nt o d a t e or ı́ a d a li n e a ri d a d e.  A s u p er a ci ó n d a di m e n sió n 3
e n x e o m et r ı́ a, a  m e di a d o s d o sé c ul o  XI X, a sı́ c o m o o d e s e n v ol v e m e nt o di al é c ti c o e nt r e a ál x e b r a
e a x e o m et rı́ a, d e s p oi s d a cr e a ci ó n d a x e o m et rı́ a a n al ı́ ti c a, l e v a r o n á u ni fi c a ció n d o s a s p e ct o s
li n e a r e s a o r e d or d a n o ci ó n d e d et e r mi n a nt e.  E st e c a dr o f oi x e n er ali z a d o á di m e n si ó n i n fi nit a
e n u m e r á b el c o s t r a b all o s d e a n áli s e f u n ci o n al.  A a xi o m ati z a ci ó n r e ali z a d a a fi n ai s d o s é c ul o
XI X, p e r o r e al m e nt e utili z a d a d e s p oi s d e 1 9 2 0, ´e u n p r o c e s o  m ái s l o n g o q u e s e i n s cri b e n u n
d e s e n v ol v e m e nt o x er al d a  m at e m á ti c a d o s é c ul o  X X.  H o x e e n d ı́ a a ál x e b r a li n e a r é u n h a p a rt e
e s e n ci al d a s f err a m e nt a s r e q uiri d a s n o e st u d o d e  m oit a s á r e a s n a s ci e n ci a s d o c o m p ort a m e nt o,
ci e n ci a s n at ur ai s, fı́ si c a s e s o ci ai s, e n e n x e ñ e r ı́ a, e n e c o n o mı́ a, e n ci e n ci a d o s c o m p ut a d or e s e d e s d e
l o g o e n  m at e m á ti c a s p u r a s e a pli c a d a s.  N e st e c a pı́ t ul o p r eté n d e s e a n ali z a r d e f or m a r e s u mi d a
t a nt o a s ori x e s hi st ó ri c a s c o m o o d e s e n v ol v e m e nt o d e st a di s ci pli n a d a q u e p o d e m o s a fir m ar q u e
é á v e z u n h a d a s r a m a s  m ái s a nti g a s e  m ái s  m o d e r n a s d a  m at e m á ti c a.

C o m e z a r e m o s e st a s e c ci ó n c u n b r e v e r e s u m o s o br e a hi st ori a d a ál x e b r a, p a r a p a s ar a
c o nti n u a ci ó n á hi st o ri a p r o pi a m e nt e dit a d a ál x e b r a li n e a r.

1. 1.  E v ol u ci ó n  hi s t ó ri c a  d a ál x e b r a

A s o p e r a ci ´o n s al x é b ri c a s  m ái s si m pl e s ( o p e r a ci ó n s a rit m é ti c a s c o n e nt eir o s p o siti v o s e c o n
n ú m e r o s r a ci o n ai s p o siti v o s) p ó d e n s e at o p a r n o s t e xt o s  m at e m á ti c o s  m ái s a nti g o s. I st o i n di c a
q u e a s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s d e s a s o p er a ci ó n s e r a n c o ñ e ci d a s d e s d e é p o c a s t e m p e r á s p ol a s
p ri n ci p ai s ci vili z a ci ó n s c o m o, p o r e x e m pl o, a b a bil ó ni c a, a e xi p ci a o u a gr e g a.  O s pri m eir o s d o c u-
m e nt o s q u e s e c o n s er v a n s o br e a  m at e m á ti c a e xi p ci a e b a bil ´ o ni c a d e m ó s t r a n n o s q u e e st a s a nti g a s
ci vili z a ci ó n s x a p o s uı́ a n u n si st e m a d e r e gr a s d e c ál c ul o p a r a o s n at ur ai s, o s r a ci o n ai s p o siti v o s,
a s l o n xit u d e s e a s á r e a s.  A p e s a r d e q u e a i nf or m a ci ó n q u e n o s c h e g o u s e r e fir e e x cl u si v a m e nt e
a p r o bl e m a s c o n d at o s n u m é ri c o s c o n c r et o s, n o n e xi st e n gr a n d e s d ú bi d a s s o b r e o c ar á c t e r x e r al
d a s r e g r a s e m pr e g a d a s e o d o mi ni o al c a n z a d o n o  m a n e x o d a s e c u a ci ó n s d e p ri m ei r o e s e g u n d o
g r a o.  D o utr a b a n d a, n e st e s t e m p o s r e m ot o s, n o n s e at o p a a  m e n or pr e o c u p a ci ó n p o r x u sti fi c ar
a s r e g r a s e m pr e g a d a s e, t a m p o u c o, d e d ar u n h a d e fi ni ci ó n p r e ci s a d a s o p er a ci ó n s q u e a p a r e c e n.

É n a  m at e m á ti c a g r e g a d a é p o c a cl á si c a c a n d o e m p e z a a  m a nif e st ar s e d e f or m a cl ar a u n h a
p r e o c u p a ci ó n p ol a p r e ci si ó n e o ri g o r e n c a nt o á s d e fi ni ci ó n s e a s t é c ni c a s e m p r e g a d a s.  A p e-
s a r d e n o n a p ar e c er a ı́ n d a u n t r at a m e nt o a xi o m á ti c o d o s e nt eir o s n at ur ai s (tr at a m e nt o q u e
n o n a p ar e c er á at a fi n ai s d o s é c ul o  XI X), h ai n u m er o s a s p a s a x e s d o s El e m e nt o s d e  E u cli d e s d e
Al e x a n dr´ı a ( 3 6 5 – 2 7 5 a. C.) n o s q u e s e i n clú e n d e m o st r a ci ó n s f o r m ai s d e r e gr a s d e c ál c ul o t a n
e vi d e nt e s i nt uiti v a m e nt e c o m o a s d e c ál c ul o c o n e nt eir o s.  A s d e m o str a ci ó n s  m ái s r el e v a nt e s s o n
a s q u e s e r e fir e n á t e o r ı́ a d a s  m a g nit u d e s, a cr e a ció n  m ái s i m p o rt a nt e d a  m at e m á ti c a g r e g a e q ui-
v al e nt e á n o s a t e o rı́ a d e n ú m e r o s n at u r ai s p o siti v o s.  N a q u el a, p or e x e m pl o,  E u cli d e s c o n si d er a o

3
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p r o d ut o d e d ú a s r a z ó n s d e  m a g nit u d e s e d e m o str a q u e é i n d e p e n d e nt e d a f or m a e n q u e a p ar e-
z a n e st a s r a z ó n s ( p ri m ei r o e x e m pl o d e c o ci e nt e d u n h a l ei d e c o m p o si ci ó n p o r u n h a r el a ci ó n d e
e q ui v al e n ci a) e q u e é c o n m ut ati v a.

C o n t o d o, n o n s e d e b e o c ult ar q u e e st e c a mi ñ o a p r ol d o ri g or v ai a c o m p a ñ a d o n o s t r a b all o s
d e  E u cli d e s d e  Al e x a n dr ı́ a d u n c e rt o e st a n c a m e nt o e, á s v e c e s, d u n r etr o c e s o n a t é c ni c a d e
c ál c ul o al x é b ri c o.  O p r e d o mi ni o a v a s al a d or d a x e o m etrı́ a d e u l u g a r a u n h a p ar áli s e n o c r e c e m e nt o
a ut ó n o m o d a s n ot a ci ó n s al x é b ri c a s x a q u e o s el e m e nt o s q u e a p ar e c e n n o s c ál c ul o s d e b ı́ a n s e
r e p r e s e nt a r s e m pr e d e f or m a x e o m é t ri c a.  A d e m ai s, d o utr a b a n d a, a s l ei s d e c o m p o si ci ó n q u e
i nt e r v eñ e n n o n e st á n d e fi ni d a s s o br e o  m e s m o c o n x u nt o ( a s u m a d e  m a g nit u d e s n o n e st á s e m p r e
d e fi ni d a, e o p r o d ut o d e l o n xit u d e s n o n é u n h a l o n xit u d e s e n ó n u n h a á r e a); t o d o i st o x e r o u
u n h a s eri e d e di fi c ult a d e s q u e fi x er o n  m oi p r o bl e m á ti c o o  m a n e x o d e r el a ci ó n s al x é b ri c a s d e
g r a o s u p e ri or a d o u s.

X a n o d e cli n ar d a  m at e m á ti c a g r e g a, a A rit m ´eti c a d e  Di of a nt o d e  Al e x a n drı́ a ( s é c ul o III d.
C. [ 2 0 0 / 2 0 4 – 2 8 4 / 2 9 8]) ´e u n d o s t e xt o s q u e  m ai or i n fl u e n ci a ti v o n o d e s e n v ol v e m e nt o d a s i d e a s
al x é b ri c a s e d o s s e u s s ı́ m b ol o s.  A A rit m ´eti c a e st á d e di c a d a c a s e e x cl u si v a m e nt e á r e s ol u ci ó n
e x a ct a d e e c u a ci ó n s, a g o r a b e n, n o n é u n t e xt o d e ál x e b r a, s e n ó n u n h a c ol e c ci ó n d e p r o bl e m a s
s o b r e a pli c a ci ó n s d a ál x e b r a.  D e f eit o a c o n c e p ci ó n a xi o m á ti c a d a s l ei s d e c o m p o si ci ó n p a r e c e
t a n af a st a d a d a  m e nt e d e st e  m at e m á ti c o c o m o d a d o s s e u s c o nti n u a d or e s i n m e di at o s.  D e s d e e st e
p u nt o d e vi st a,  Di of a nt o d e  Al e x a n drı́ a p a r é c e s e  m ái s a o s s e u s c ol e g a s al x e bri st a s b a bil ó ni c o s,
c o a c o n di ci ó n d e q u e o s s e u s n ú m e r o s s o n c o m pl et a m e nt e a b str a ct o s e n o n s e r e fir e n a  m e di d a s
d e g r a n, di m e n si ó n s d e c a m p o s o u u ni d a d e s  m o n et ari a s, c o m o er a o c a s o d a ál x e b r a e xi p ci a o u
m e s o p ot ´a mi c a.

A´ı n d a q u e  Di of a nt o é t r at a d o n al g ú n s l u g a r e s c o m o p ai d a ál x e b r a, o t e r m o ál x e b r a d e ri v o u s e
d o t ı́ t ul o d o t r a b all o  mái s i m p o rt a nt e d o  m at e m á ti c o á r a b e  M.  Al- K h u w ä ri z mi ( 7 8 0 – 8 5 0).  N o
Al-j a b r al- m u q a b al a M.  Al- K h u w ¨ a ri z mi d e s c ri b e  m é t o d o s x e r ai s p ar a r e s ol v er pr o bl e m a s q u e s e
p o d e n r e d u cir a e c u a ci ó n s al x é b ri c a s d e p ri m eir o e d e s e g u n d o gr a o.

A p e s ar d e q u e al g ú n s p r o bl e m a s al x é b ri c o s f o r o n e x p o st o s e r e s olt o s d e s d e o s b a bil o ni o s, o
d e s e n v ol v e m e nt o d a ál x e b r a at a fi n ai s d a I d a d e  M e di a f oi l e nt o d e bi d o s o br e t o d o á a u s e n ci a d e
n ot a ci ó n s a d e c u a d a s e a o c o n c e pt o r e stri n xi d o d e n ú m e r o q u e s e  m a n e x a b a.  A i ntr o d u ci ó n d o
c e r o e d o s n ú m e r o s n e g ati v o s p or p art e d o s  m at e m á ti c o s i n di o s, a sı́ c o m o a c r e a ci ó n d o s n ú m e r o s
i m a xi n a ri o s p o r p art e d o s al x e bri st a s it ali a n o s d o s é c ul o  X VI s u p u x er o n a v a n c e s f u n d a m e nt ai s.

S e d ei x a m o s o c er o á  m a r x e, i nt r o d u ci d o c o m o sı́ m b ol o d e n u m e r a ci ó n a nt e s d e s e r c o n si-
d e r a d o c o m o n ú m e r o, o c a r á c t e r c o m ú n d e st a s e xt e n si ó n s é o d e s e r, n a s ú a o ri x e, p u r a m e nt e
f o r m ai s. I st o d é b e s e e nt e n d e r d e f or m a d e q u e o s n o v o s n ú m e r o s a p a r e c e r o n c o m o o r e s ult a d o
d e o p er a ci ó n s r e ali z a d a s e n c o n di ci ó n s n a s c al e s n o n t er ı́ a n s e nti d o ( p or e x e m pl o, a dif er e n z a
a − b c a n d o a < b ): d e aı́ a d e n o mi n a ci ó n d e n ú m e r o s f al s o s, fi cti ci o s, i m a xi n ari o s, et c.  P ar a o s
m at e m á ti c o s g r e g o s d a é p o c a cl ´a si c a e st e ti p o d e e xt e n si ó n s e r a n difı́ cil e s d e c o n ci bir e, c o m o
é n at u r al, s ó p o d ı́ a n p r o c e d e r d e  m e nt e s  mái s di s p o st a s a d e p o sit ar u n h a c o n fi a n z a c a s e  m ı́ s ti c a
n o s s e u s  m é t o d o s e, d o ut r a b a n d a, c o a c o n fi a n z a d e d ei x ar s e l e v ar p ol o  m e c a ni s m o d o s s e u s
c ál c ul o s s e n p a r a r s e a c o m pr o b ar o lı́ cit o d e c a d a p a s o.  E st a c o n fi a n z a q u e d a b a x u sti fi c a d a e
r e a fi r m a d a p o st eri or m e nt e p ol a o bt e n ci ó n d e r e s ult a d o s e x a ct o s.  P or e x e m pl o, e n c a nt o a i st o
úl ti m o, o s i n di o s x a er a n c o n s ci e nt e s d a i nt er pr et a ci ó n q u e d e b e d a r s e a o s n ú m e r o s n e g ati v o s
n al g ú n s c a s o s ( p o r e x e m pl o, u n h a d é b e d a n u n p r o bl e m a c o m er ci al).  P art e d e st e s a v a n c e s x a
q u e d a n p at e nt e s n a o br a d e  Ar y a b h at a ( 4 7 6 – 5 5 0) o n d e o si st e m a d e n ot a ci ó n p o si ci o n al, vi st o
p o r p ri m eir a v e z n o  M a n u s crit o  B a k h s h ali d o s é c ul o III, e st a b a cl ar a m e nt e c o nti d o s e n d o o c er o
u n  m ar c a d or d e p o si ci ó n p a r a a s p ot e n ci a s d e d e z c o n c o e fi ci e nt e s n ul o s.

N o s s ´e c ul o s s e g ui nt e s, n a  m e di d a e n q u e o s á r a b e s dif u n d e n o s  m é t o d o s d a  m at e m á ti c a g r e g a
e i n di a, c o m e z a a f a mili ari d a d e c o n e st e s n ú m e r o s e e m p é z a n s e a d a r n o v a s i nt er pr et a ci ó n s d el e s.
I st o é, x u nt o c o a  m ell or a c o nti n u a d a d a s n ot a ci ó n s e m p r e g a d a s, o ú ni c o p r o g r e s o n ot á b el d a
ál x e b r a n a I d a d e  M e di a o n d e  m er e c e e s p e ci al  m e n ci ó n o  m at e m á ti c o it ali a n o, e d u c a d o n o n ort e
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d e Áf ri c a,  L e o n ar d o d e  Pi s a  Fi b o n a c ci ( 1 1 7 0 – 1 2 4 0) q u e n p a s o u ´a p o st e ri d a d e p ol a p u bli c a ci ó n,
e n 1 2 0 2, d o s e u s o a d o Li b e r  A b a c ci o n d e e ntr e o utr a s c o u s a s i nt r o d u ci u a n u m er a ci ó n hi n d ú-
á r a b e.  E st a o br a n o n f oi s u p er a d a at a v ari o s s é c ul o s d e s p oi s e x u nt o c o Li b e r q u a d r at o r u m ,
e s crit o e n 1 2 2 5, f or o n f o nt e d e i n s pir a ci ó n  m at e m á ti c a at a a a ct u ali d a d e.

C o a c h e g a d a d e  F.  Vi è t e ( 1 5 4 0 – 1 6 0 3) e  R.  D e s c art e s ( 1 5 9 6 – 1 6 5 0) a ´al x e b r a r e ci b e u n n o v o
i m p ul s o, s e n d o o p ri n ci p al a c o nt e c e m e nt o al x é b ri c o d a p ri m ei r a  m et a d e d o sé c ul o  X VI a r e s ol u-
ci ó n d a s e c u a ci ó n s c ú bi c a e c u á r ti c a.  E st e s  m at e m á ti c o s p r o p or ci o n a n n ot a ci ó n s  m oi p a r e ci d a s
á s q u e a ct u al m e nt e e st á n vi x e nt e s t a nt o p ar a o s d at o s e a s i n c ó g nit a s q u e fi g ur a n n a s e c u a ci ó n s,
c o m o p a r a a s o p er a ci ó n s al x é b ri c a s e o s e x p o ñ e nt e s ( o s ı́ n di c e s n o n s o n c a s e utili z a d o s at a  G.
W.  L ei b ni z ( 1 6 4 6 – 1 7 1 6) e I.  N e wt o n ( 1 6 4 2 – 1 7 2 7)).

D u r a nt e e st e s é c ul o p u bli c á r o n s e li b r o s d e arit m é ti c a e d e ál x e b r a e n di sti nt o s p aı́ s e s d e
E u r o p a.  A sı́ e n  Al e m a ñ a, a ál x e b r a t o m o u o n o m e d e Di e  C o s s , é di ci r a c o u s a, n o m e q u e e n
It ali a d e si g n a b a á i n c ó g nit a.  A p ri m eir a o br a p u bli c a d a e n al e m á n v ul g a r, e n 1 5 2 5, d é b e s e a J.  C.
R u d ol ff ( 1 4 9 9 – 1 5 4 5).  Al´ı a p a r e c e, p or p ri m eir a v e z, o sı́ m b ol o

√
p a r a i n di c a r a r a ı́ z c a d r a d a.  O

si g n o  = a p ar e c e p or pri m eir a v e z e n T h e  W h et st o n e of  Witt e ( O a g u z a d o r d o e n x e ñ o ) p u bli c a d o
e n 1 5 5 7 p or  R.  R e c or d e ( 1 5 1 0 – 1 5 5 8), q u e é o p ri m ei r o tr at a d o i n gl é s d e ál x e b r a, o n d e o a ut or
a fi r m a q u e eli xi u e s e sı́ m b ol o p o r q u e d ú a s c o u s a s n o n p o d e n s er  m ái s i g u ai s q u e d ú a s r e ct a s
p ar al el a s.  C o n  R.  B o m b elli ( 1 5 3 0 – 1 5 7 3), a ál x e b r a it ali a n a al c a n z a a s ú a ci m a  m ái s alt a.  O
a ut or d e L’ al g e b r a, p a rt e  m a g gi o r e d ell’ a rit m eti c a, di vi s a i n t r e li b ri , e n 1 5 7 2, f oi o pri m eir o
m at e m á ti c o, e ´u ni c o d ur a nt e  m oit o t e m p o, q u e ti v o a a u d a ci a d e a c e pt ar a e xi st e n ci a d o s n ú m e r o s
i m a xi n ari o s, a c h e g a n d o a sı́ u n a c e rt a cl a ri d a d e a o e ni g m a d o c a s o i r r e d utı́ b el d a s e c u a ció n s d e
t e r c eir o gr a o, o p er a n d o c o a s r aı́ c e s c a d r a d a s d a s  m a g nit u d e s n e g ati v a s a pli c á n d oll e s a s r e gr a s
el a b or a d a s p ar a o c ál c ul o d a s r a ı́ c e s d o s nú m e r o s p o siti v o s.

A nt e s d e  F.  Vi è t e, o s c o e fi ci e nt e s d a s e c u a ci ó n s e r a n n ´u m er o s d a d o s e x pli cit a m e nt e, s e n d o
u n d o s  m ai or e s  m é rit o s d e st e  m at e m á ti c o, o utili z ar n a s c u e sti ó n s al x é b ri c a s c a nti d a d e s c al q u er a
e, p or t a nt o, a i ntr o d u ci ó n d o u s o si st e m á ti c o d a s l etr a s.  A o i n gl é s  T.  H a r ri ot ( 1 5 6 0 – 1 6 2 1), a
q u e n s e d e b e a i m p ort a nt e i n n o v a ci ó n n o si m b oli s m o d e i n di c ar a s p ot e n ci a s  m e di a nt e f a ct or e s
r e p eti d o s, t a m é n s e ll e d e b e a i nt r o d u ci ó n d o s s ı́ m b ol o s  m ai or e  m e n or, utili z a n d o n al g u n h a
o c a si ó n o p u nt o c o m o s ı́ m b ol o d e  m ulti pli c a ció n, a ı́ n d a q u e c o m o t al, o p u nt o n o n s e dif u n di u
at a o s é c ul o  X VIII gr a z a s á o b r a d e  G.  W.  L ei b ni z.  O sı́ m b ol o × p a r a a  m ulti pli c a ci ó n d é b e s e a
W.  O u g htr e d ( 1 5 7 4 – 1 6 6 0), q u e n a c h e g o u e ntr e p r o pi o s e n o n pr o pi o s 1 5 0 si g n o s  m at e m á ti c o s.

A ál x e b r a r e n a c e nti st a e nri q u e c e u pr o di xi o s a m e nt e o s c o ñ e c e m e nt o s al x é b ri c o s, el a b or o u
u n h a n ot a ci ó n  m oi c o m p a ct a e n a d a i n c ó m o d a, p e r o f oi i n c a p a z d e el e v ar s e at a a n o ci ó n a b st r a ct a
d e o p er a ci ó n al x é b ri c a e t o m ar e st a c o m o c e ntr o d a s s ú a s r e fl e xi ó n s.

N o s s é c ul o s  X VII e  X VIII a ´al x e br a e nt e n d e u s e c o m o a ci e n ci a d o s c ál c ul o s q u e i n v ol u cr a-
b a n s ı́ m b ol o s al x é b ri c o s (t r a n sf or m a ció n s d e f ó r m ul a s c o n si st e nt e s e n l etr a s, s ol u ci ó n d e e c u a-
ci ó n s al x é b ri c a s) di sti n g uı́ n d o s e d a a rit m é ti c a q u e q u e d a b a r el e g a d a a o s c ál c ul o s c o n n ú m e r o s
c o n c r et o s.  U n d o s t r at a d o s  m ái s i m p o rt a nt e s d e st a é p o c a tit ul a d o Al g e b r a d é b e s e a  L.  E ul er
( 1 7 0 7 – 1 7 8 3).  A i n fl u e n ci a d e st a o br a n a d et er mi n a ci ó n d a p r o bl e m á ti c a ci e ntı́ fi c a d a ál x e b r a
e n a e st r ut ur a d o c ur s o d e ál x e b r a n a s u ni v er si d a d e s f oi  m oi gr a n d e.  O c ar á c t e r  m o n o g r á fi c o
d e st e li b r o e o s o b x e cti v o s q u e e x p u ñ a p e r mit ı́ a n x ul g a r o e st a d o d a ál x e b r a n a s e g u n d a  m et a d e
d o s é c ul o  X VIII.  C o n st a b a d e d ú a s p a rt e s: n a pri m eir a, t r at á b a s e f u n d a m e nt al m e nt e d e x e n e-
r ali z ar a s r e gr a s d e r e s ol u ci ó n d e p r o bl e m a s arit m é ti c o s e d e d e s e n v ol v er o a p ar ell o si m b óli c o
d a ál x e b r a.  A s ı́, n a p ri m ei r a s e c ci ó n, a clá r a n s e a s o p er a ci ó n s s o b r e n ú m e r o s e  m o n o mi o s, s o br e
r a di c ai s e n ú m e r o s c o m pl e x o s e i nt r o d ú c e n s e o s l o g arit m o s.  A d e m ai s d a n s e r e gr a s d e e xtr a c ci ó n
d e r a ı́ c e s d o s n ú m e r o s e a s e x p r e sió n s al x é b ri c a s ( p oli n o mi ai s).  A s e g u n d a p art e e st a b a d e di c a-
d a a o s  m é t o d o s d e r e s ol u ci ó n d e e c u a ci ó n s al x é b ri c a s d o s pri m eir o s c atr o gr a o s e á s ú a t e o r ı́ a
x e n e r al.  T a m é n, t r á t a n s e o s  m é t o d o s d e c ál c ul o a p r o xi m a d o d a s r aı́ c e s d a s e c u a ci ó n s al x é b ri c a s.
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p r o d ut o d e d ú a s r a z ó n s d e  m a g nit u d e s e d e m o str a q u e é i n d e p e n d e nt e d a f or m a e n q u e a p ar e-
z a n e st a s r a z ó n s ( p ri m ei r o e x e m pl o d e c o ci e nt e d u n h a l ei d e c o m p o si ci ó n p o r u n h a r el a ci ó n d e
e q ui v al e n ci a) e q u e é c o n m ut ati v a.

C o n t o d o, n o n s e d e b e o c ult ar q u e e st e c a mi ñ o a p r ol d o ri g or v ai a c o m p a ñ a d o n o s t r a b all o s
d e  E u cli d e s d e  Al e x a n dr ı́ a d u n c e rt o e st a n c a m e nt o e, á s v e c e s, d u n r etr o c e s o n a t é c ni c a d e
c ál c ul o al x é b ri c o.  O p r e d o mi ni o a v a s al a d or d a x e o m etrı́ a d e u l u g a r a u n h a p ar áli s e n o c r e c e m e nt o
a ut ó n o m o d a s n ot a ci ó n s al x é b ri c a s x a q u e o s el e m e nt o s q u e a p ar e c e n n o s c ál c ul o s d e b ı́ a n s e
r e p r e s e nt ar s e m pr e d e f or m a x e o m é t ri c a.  A d e m ai s, d o utr a b a n d a, a s l ei s d e c o m p o si ci ó n q u e
i nt e r v eñ e n n o n e st á n d e fi ni d a s s o br e o  m e s m o c o n x u nt o ( a s u m a d e  m a g nit u d e s n o n e st á s e m p r e
d e fi ni d a, e o p r o d ut o d e l o n xit u d e s n o n é u n h a l o n xit u d e s e n ó n u n h a á r e a); t o d o i st o x e r o u
u n h a s eri e d e di fi c ult a d e s q u e fi x er o n  m oi p r o bl e m á ti c o o  m a n e x o d e r el a ci ó n s al x é b ri c a s d e
g r a o s u p eri or a d o u s.

X a n o d e cli n ar d a  m at e m á ti c a g r e g a, a A rit m ´eti c a d e  Di of a nt o d e  Al e x a n drı́ a ( s é c ul o III d.
C. [ 2 0 0 / 2 0 4 – 2 8 4 / 2 9 8]) ´e u n d o s t e xt o s q u e  m ai or i n fl u e n ci a ti v o n o d e s e n v ol v e m e nt o d a s i d e a s
al x é b ri c a s e d o s s e u s s ı́ m b ol o s.  A A rit m ´eti c a e st á d e di c a d a c a s e e x cl u si v a m e nt e á r e s ol u ci ó n
e x a ct a d e e c u a ci ó n s, a g o r a b e n, n o n é u n t e xt o d e ál x e b r a, s e n ó n u n h a c ol e c ci ó n d e p r o bl e m a s
s o br e a pli c a ci ó n s d a ál x e b r a.  D e f eit o a c o n c e p ci ó n a xi o m á ti c a d a s l ei s d e c o m p o si ci ó n p a r e c e
t a n af a st a d a d a  m e nt e d e st e  m at e m á ti c o c o m o d a d o s s e u s c o nti n u a d or e s i n m e di at o s.  D e s d e e st e
p u nt o d e vi st a,  Di of a nt o d e  Al e x a n drı́ a p a r é c e s e  m ái s a o s s e u s c ol e g a s al x e bri st a s b a bil ó ni c o s,
c o a c o n di ci ó n d e q u e o s s e u s n ú m e r o s s o n c o m pl et a m e nt e a b str a ct o s e n o n s e r e fir e n a  m e di d a s
d e gr a n, di m e n si ó n s d e c a m p o s o u u ni d a d e s  m o n et ari a s, c o m o er a o c a s o d a ál x e b r a e xi p ci a o u
m e s o p ot ´a mi c a.

A´ı n d a q u e  Di of a nt o é t r at a d o n al g ú n s l u g a r e s c o m o p ai d a ál x e b r a, o t e r m o ál x e b r a d e ri v o u s e
d o t ı́ t ul o d o t r a b all o  mái s i m p o rt a nt e d o  m at e m á ti c o á r a b e  M.  Al- K h u w ä ri z mi ( 7 8 0 – 8 5 0).  N o
Al-j a b r al- m u q a b al a M.  Al- K h u w ¨ a ri z mi d e s c ri b e  m é t o d o s x e r ai s p ar a r e s ol v er pr o bl e m a s q u e s e
p o d e n r e d u cir a e c u a ci ó n s al x é b ri c a s d e p ri m eir o e d e s e g u n d o gr a o.

A p e s ar d e q u e al g ú n s p r o bl e m a s al x é b ri c o s f o r o n e x p o st o s e r e s olt o s d e s d e o s b a bil o ni o s, o
d e s e n v ol v e m e nt o d a ál x e b r a at a fi n ai s d a I d a d e  M e di a f oi l e nt o d e bi d o s o br e t o d o á a u s e n ci a d e
n ot a ci ó n s a d e c u a d a s e a o c o n c e pt o r e stri n xi d o d e n ú m e r o q u e s e  m a n e x a b a.  A i nt r o d u ci ó n d o
c e r o e d o s n ú m e r o s n e g ati v o s p or p art e d o s  m at e m á ti c o s i n di o s, a sı́ c o m o a c r e a ci ó n d o s n ú m e r o s
i m a xi n a ri o s p or p art e d o s al x e bri st a s it ali a n o s d o s é c ul o  X VI s u p u x er o n a v a n c e s f u n d a m e nt ai s.

S e d ei x a m o s o c er o á  m a r x e, i nt r o d u ci d o c o m o sı́ m b ol o d e n u m e r a ci ó n a nt e s d e s e r c o n si-
d er a d o c o m o n ú m e r o, o c a r á c t e r c o m ú n d e st a s e xt e n si ó n s é o d e s e r, n a s ú a o ri x e, p u r a m e nt e
f or m ai s. I st o d é b e s e e nt e n d e r d e f or m a d e q u e o s n o v o s n ú m e r o s a p a r e c e r o n c o m o o r e s ult a d o
d e o p er a ci ó n s r e ali z a d a s e n c o n di ci ó n s n a s c al e s n o n t er ı́ a n s e nti d o ( p or e x e m pl o, a dif er e n z a
a − b c a n d o a < b ): d e aı́ a d e n o mi n a ci ó n d e n ú m e r o s f al s o s, fi cti ci o s, i m a xi n ari o s, et c.  P ar a o s
m at e m á ti c o s g r e g o s d a é p o c a cl ´a si c a e st e ti p o d e e xt e n si ó n s e r a n difı́ cil e s d e c o n ci bi r e, c o m o
é n at u r al, s ó p o d ı́ a n p r o c e d e r d e  m e nt e s  mái s di s p o st a s a d e p o sit ar u n h a c o n fi a n z a c a s e  m ı́ s ti c a
n o s s e u s  m é t o d o s e, d o ut r a b a n d a, c o a c o n fi a n z a d e d ei x ar s e l e v ar p ol o  m e c a ni s m o d o s s e u s
c ál c ul o s s e n p a r ar s e a c o m pr o b ar o lı́ cit o d e c a d a p a s o.  E st a c o n fi a n z a q u e d a b a x u sti fi c a d a e
r e a fir m a d a p o st eri or m e nt e p ol a o bt e n ci ó n d e r e s ult a d o s e x a ct o s.  P or e x e m pl o, e n c a nt o a i st o
úl ti m o, o s i n di o s x a er a n c o n s ci e nt e s d a i nt er pr et a ci ó n q u e d e b e d a r s e a o s n ú m e r o s n e g ati v o s
n al g ú n s c a s o s ( p o r e x e m pl o, u n h a d é b e d a n u n p r o bl e m a c o m er ci al).  P art e d e st e s a v a n c e s x a
q u e d a n p at e nt e s n a o br a d e  Ar y a b h at a ( 4 7 6 – 5 5 0) o n d e o si st e m a d e n ot a ci ó n p o si ci o n al, vi st o
p or p ri m eir a v e z n o  M a n u s crit o  B a k h s h ali d o s é c ul o III, e st a b a cl ar a m e nt e c o nti d o s e n d o o c er o
u n  m ar c a d or d e p o si ci ó n p a r a a s p ot e n ci a s d e d e z c o n c o e fi ci e nt e s n ul o s.

N o s s ´e c ul o s s e g ui nt e s, n a  m e di d a e n q u e o s á r a b e s dif u n d e n o s  m é t o d o s d a  m at e m á ti c a g r e g a
e i n di a, c o m e z a a f a mili ari d a d e c o n e st e s n ú m e r o s e e m p é z a n s e a d a r n o v a s i nt er pr et a ci ó n s d el e s.
I st o é, x u nt o c o a  m ell or a c o nti n u a d a d a s n ot a ci ó n s e m p r e g a d a s, o ú ni c o p r o g r e s o n ot á b el d a
ál x e b r a n a I d a d e  M e di a o n d e  m er e c e e s p e ci al  m e n ci ó n o  m at e m á ti c o it ali a n o, e d u c a d o n o n ort e
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d e Áf ri c a,  L e o n a r d o d e  Pi s a  Fi b o n a c ci ( 1 1 7 0 – 1 2 4 0) q u e n p a s o u ´a p o st e ri d a d e p ol a p u bli c a ci ó n,
e n 1 2 0 2, d o s e u s o a d o Li b e r  A b a c ci o n d e e ntr e o utr a s c o u s a s i nt r o d u ci u a n u m er a ci ó n hi n d ú-
á r a b e.  E st a o b r a n o n f oi s u p er a d a at a v ari o s s é c ul o s d e s p oi s e x u nt o c o Li b e r q u a d r at o r u m ,
e s c rit o e n 1 2 2 5, f or o n f o nt e d e i n s pir a ci ó n  m at e m á ti c a at a a a ct u ali d a d e.

C o a c h e g a d a d e  F.  Vi è t e ( 1 5 4 0 – 1 6 0 3) e  R.  D e s c art e s ( 1 5 9 6 – 1 6 5 0) a ´al x e br a r e ci b e u n n o v o
i m p ul s o, s e n d o o p ri n ci p al a c o nt e c e m e nt o al x é b ri c o d a p ri m ei r a  m et a d e d o sé c ul o  X VI a r e s ol u-
ci ó n d a s e c u a ci ó n s c ú bi c a e c u á r ti c a.  E st e s  m at e m á ti c o s p r o p o r ci o n a n n ot a ci ó n s  m oi p a r e ci d a s
á s q u e a ct u al m e nt e e st á n vi x e nt e s t a nt o p ar a o s d at o s e a s i n c ó g nit a s q u e fi g ur a n n a s e c u a ci ó n s,
c o m o p a r a a s o p er a ci ó n s al x é b ri c a s e o s e x p o ñ e nt e s ( o s ı́ n di c e s n o n s o n c a s e utili z a d o s at a  G.
W.  L ei b ni z ( 1 6 4 6 – 1 7 1 6) e I.  N e wt o n ( 1 6 4 2 – 1 7 2 7)).

D u r a nt e e st e s é c ul o p u bli c á r o n s e li b r o s d e arit m é ti c a e d e ál x e b r a e n di sti nt o s p aı́ s e s d e
E u r o p a.  A sı́ e n  Al e m a ñ a, a ál x e b r a t o m o u o n o m e d e Di e  C o s s , é di ci r a c o u s a, n o m e q u e e n
It ali a d e si g n a b a á i n c ó g nit a.  A p ri m eir a o br a p u bli c a d a e n al e m á n v ul g a r, e n 1 5 2 5, d é b e s e a J.  C.
R u d ol ff ( 1 4 9 9 – 1 5 4 5).  Al´ı a p a r e c e, p or p ri m eir a v e z, o sı́ m b ol o

√
p a r a i n di c a r a r a ı́ z c a d r a d a.  O

si g n o  = a p ar e c e p or pri m eir a v e z e n T h e  W h et st o n e of  Witt e ( O a g u z a d o r d o e n x e ñ o ) p u bli c a d o
e n 1 5 5 7 p or  R.  R e c or d e ( 1 5 1 0 – 1 5 5 8), q u e é o p ri m ei r o t r at a d o i n gl é s d e ál x e b r a, o n d e o a ut or
a fi r m a q u e eli xi u e s e sı́ m b ol o p o r q u e d ú a s c o u s a s n o n p o d e n s er  m ái s i g u ai s q u e d ú a s r e ct a s
p a r al el a s.  C o n  R.  B o m b elli ( 1 5 3 0 – 1 5 7 3), a ál x e b r a it ali a n a al c a n z a a s ú a ci m a  m ái s alt a.  O
a ut o r d e L’ al g e b r a, p a rt e  m a g gi o r e d ell’ a rit m eti c a, di vi s a i n t r e li b ri , e n 1 5 7 2, f oi o pri m eir o
m at e m á ti c o, e ´u ni c o d ur a nt e  m oit o t e m p o, q u e ti v o a a u d a ci a d e a c e pt ar a e xi st e n ci a d o s n ú m e r o s
i m a xi n a ri o s, a c h e g a n d o a sı́ u n a c e rt a cl a ri d a d e a o e ni g m a d o c a s o i r r e d utı́ b el d a s e c u a ció n s d e
t e r c ei r o g r a o, o p er a n d o c o a s r aı́ c e s c a d r a d a s d a s  m a g nit u d e s n e g ati v a s a pli c á n d oll e s a s r e gr a s
el a b o r a d a s p ar a o c ál c ul o d a s r a ı́ c e s d o s nú m e r o s p o siti v o s.

A nt e s d e  F.  Vi è t e, o s c o e fi ci e nt e s d a s e c u a ci ó n s e r a n n ´u m e r o s d a d o s e x pli cit a m e nt e, s e n d o
u n d o s  m ai or e s  m é rit o s d e st e  m at e m á ti c o, o utili z a r n a s c u e sti ó n s al x é b ri c a s c a nti d a d e s c al q u er a
e, p or t a nt o, a i ntr o d u ci ó n d o u s o si st e m á ti c o d a s l et r a s.  A o i n gl é s  T.  H a r ri ot ( 1 5 6 0 – 1 6 2 1), a
q u e n s e d e b e a i m p ort a nt e i n n o v a ci ó n n o si m b oli s m o d e i n di c ar a s p ot e n ci a s  m e di a nt e f a ct or e s
r e p eti d o s, t a m é n s e ll e d e b e a i nt r o d u ci ó n d o s s ı́ m b ol o s  m ai o r e  m e n or, utili z a n d o n al g u n h a
o c a si ó n o p u nt o c o m o s ı́ m b ol o d e  m ulti pli c a ció n, a ı́ n d a q u e c o m o t al, o p u nt o n o n s e dif u n di u
at a o s é c ul o  X VIII g r a z a s á o b r a d e  G.  W.  L ei b ni z.  O sı́ m b ol o × p a r a a  m ulti pli c a ci ó n d é b e s e a
W.  O u g ht r e d ( 1 5 7 4 – 1 6 6 0), q u e n a c h e g o u e ntr e p r o pi o s e n o n pr o pi o s 1 5 0 si g n o s  m at e m á ti c o s.

A ál x e b r a r e n a c e nti st a e nri q u e c e u pr o di xi o s a m e nt e o s c o ñ e c e m e nt o s al x é b ri c o s, el a b o r o u
u n h a n ot a ci ó n  m oi c o m p a ct a e n a d a i n c ó m o d a, p e r o f oi i n c a p a z d e el e v ar s e at a a n o ci ó n a b st r a ct a
d e o p e r a ci ó n al x é b ri c a e t o m a r e st a c o m o c e ntr o d a s s ú a s r e fl e xi ó n s.

N o s s é c ul o s  X VII e  X VIII a ´al x e br a e nt e n d e u s e c o m o a ci e n ci a d o s c ál c ul o s q u e i n v ol u cr a-
b a n s ı́ m b ol o s al x é b ri c o s (t r a n sf or m a ció n s d e f ó r m ul a s c o n si st e nt e s e n l etr a s, s ol u ci ó n d e e c u a-
ci ó n s al x é b ri c a s) di sti n g uı́ n d o s e d a a rit m é ti c a q u e q u e d a b a r el e g a d a a o s c ál c ul o s c o n n ú m e r o s
c o n c r et o s.  U n d o s t r at a d o s  m ái s i m p o rt a nt e s d e st a é p o c a tit ul a d o Al g e b r a d é b e s e a  L.  E ul er
( 1 7 0 7 – 1 7 8 3).  A i n fl u e n ci a d e st a o br a n a d et er mi n a ci ó n d a p r o bl e m á ti c a ci e ntı́ fi c a d a ál x e b r a
e n a e st r ut ur a d o c ur s o d e ál x e b r a n a s u ni v er si d a d e s f oi  m oi gr a n d e.  O c ar á c t e r  m o n o g r á fi c o
d e st e li b r o e o s o b x e cti v o s q u e e x p u ñ a p e r mit ı́ a n x ul g a r o e st a d o d a ál x e b r a n a s e g u n d a  m et a d e
d o s é c ul o  X VIII.  C o n st a b a d e d ú a s p a rt e s: n a p ri m eir a, t r at á b a s e f u n d a m e nt al m e nt e d e x e n e-
r ali z ar a s r e gr a s d e r e s ol u ci ó n d e p r o bl e m a s arit m é ti c o s e d e d e s e n v ol v er o a p ar ell o si m b óli c o
d a ál x e b r a.  A s ı́, n a p ri m ei r a s e c ci ó n, a clá r a n s e a s o p e r a ci ó n s s o b r e n ú m e r o s e  m o n o mi o s, s o br e
r a di c ai s e n ú m e r o s c o m pl e x o s e i nt r o d ú c e n s e o s l o g a rit m o s.  A d e m ai s d a n s e r e gr a s d e e xtr a c ci ó n
d e r a ı́ c e s d o s n ú m e r o s e a s e x p r e sió n s al x é b ri c a s ( p oli n o mi ai s).  A s e g u n d a p art e e st a b a d e di c a-
d a a o s  m é t o d o s d e r e s ol u ci ó n d e e c u a ci ó n s al x é b ri c a s d o s p ri m eir o s c atr o gr a o s e á s ú a t e o r ı́ a
x e n e r al.  T a m é n, t r á t a n s e o s  m é t o d o s d e c ál c ul o a p r o xi m a d o d a s r aı́ c e s d a s e c u a ci ó n s al x é b ri c a s.
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A s l et r a s e , π , i, c o s si g ni fi c a d o s a ct u ai s, dé b e n s e t a m é n a  L.  E ul e r, q u e s e r el a ci o n a n c o s
e nt eir o s 0 e 1,  m e di a nt e a i g u al d a d e

e πi + 1 = 0 ,

n a q u e fi g u r a n o s ci n c o n ú m e r o s e a s  m ái s i m p o rt a nt e s o p er a ci ó n s d a s  m at e m á ti c a s.

L.  E ul e r
( E m a n u el  H a n d m a n n / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

U n d o s c a m p o s f u n d a m e nt ai s d e i n v e sti g a ci ´o n d e nt r o d a ál x e b r a d u r a nt e o s s é c ul o s a n-
t e ri o r m e nt e cit a d o s, e q u e s e e st e n d er á a o s é c ul o  XI X, f oi o e st u d o d o s p oli n o mi o s e a s s ú a s
r a ı́ c e s.  Hi st o ri c a m e nt e, o pr o bl e m a ori xi n a ri o c o n si sti u n o c ál c ul o d e r aı́ c e s d e p oli n o mi o s n u n h a
i n c ó g nit a, i st o é, e x p r e sió n s d a f o r m a

a n x n + a n − 1 x n − 1 + ··· + a 0 .

N u n p ri n ci pi o o pr o p ´o sit o f oi o d e at o p ar f ó r m ul a s q u e e x pr e s a s e n a s r aı́ c e s d o s p oli n o mi o s
e n f u n ci ó n d o s s e u s c o e fi ci e nt e s.  N e st a s f ó r m ul a s p o d ı́ a n i nt e r vi r a a di ci ó n, a  m ulti pli c a ció n, a
s u bt r a c ci ó n, a di vi si ó n e a e xt r a c ci ó n d e r a ı́ c e s ( s ol u ció n p o r r a di c ai s).  A p e s ar d e q u e a s ol u ci ó n
p a r a o s c a s o s d e gr a o u n e d o u s er a n c o ñ e ci d o s d e s d e o s t e m p o s  m ái s t e m p e r á n s, n o n é at a
a c h e g a d a d o s é c ul o  X VI c a n d o s e c o n s e g u e n l o gr o s s u b st a n ci ai s.  E st e s i m p ort a nt e s a v a n c e s
s o n d e bi d o s a  m at e m á ti c o s it ali a n o s c o m o  G.  C ar d a n o ( 1 5 0 1 – 1 5 7 6), q u e at o p o u u n h a f ó r m ul a
p a r a a e c u a ci ó n d e t e r c ei r o gr a o, o u c o m o  L.  Ferr ari ( 1 5 2 2 – 1 5 6 5) q u e c o n s e g ui u u n  m é t o d o d e
s ol u ci ó n p a r a a s e c u a ci ó n s d e c u a rt o gr a o.  A p artir d e a q u ı́ fi xé r o n s e g r a n d e s e sf or z o s p ar a at o p ar
f ó r m ul a s si mil a r e s p ar a r e s ol v er e c u a ció n s d e g r a o s  m ai or e s.  E n c o n e xi ó n c o n i st o, a utili z a ci ó n
d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s  m ar c a u n fit o n o p o st eri or d e s e n v ol v e m e nt o d a ál x e b r a.

C.  F.  G a u s s
( D e ut s c h e  B u n d e s b a n k / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O s n ú m e r o s i m a xi n a ri o s a p ar e c er o n, c o m o x a o cit a m o s, n o s é c ul o  X VI c o n  m oti v o d a
r e s ol u ci ó n d a s e c u a ci ó n s d e t e r c ei r o gr a o e o s e u e st u d o f oi a v a n z a n d o b ai x o a p r e si ó n d a s
n e c e si d a d e s d a a n áli s e  m at e m á ti c a.  O p ri m eir o q u e el a b or o u ( a o p ar e c er, e n i nt er e s e d a pr á c ti c a
x e o d é si c a e c a rt o g r á fi c a) u n p r o c e d e m e nt o d e i nt er pr et a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s
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c o m o p u nt o s d o pl a n o f oi o a gri m e n s or d a n é s  K.  We s s el ( 1 7 4 5 – 1 8 1 8) e n 1 7 9 7.  C o n t o d o, o s e u
tr a b all o r e s ult o u i n a d v erti d o, a sı́ c o m o u n h a i nt e r pr et a ci ó n a n ál o g a d e J.  R.  Ar g a n d ( 1 7 6 8 – 1 8 1 2)
e n 1 8 0 6.  N a s e g u n d a d é c a d a d o s é c ul o  XI X,  C.  F.  G a u s s ( 1 7 7 7 – 1 8 5 5) e  A.  L.  C a u c h y ( 1 7 8 9 –
1 8 5 7) i ntr o d u cir o n e f u n d a m e nt ar o n a s o p er a ci ó n s c o s n ú m e r o s d e f or m a a + bi ( o s ı́ m b ol o i p a r a
d e si g n ar a

√
− 1 f oi i ntr o d u ci d o p or  L.  E ul er e n 1 7 7 7 e  C.  F.  G a u s s f oi o pri m eir o q u e si st e m ati z o u

o s e u u s o), a n o ci ó n d e  m ó d ul o, a d e n or m a e a d e c o n x u g a d o d u n n ú m e r o c o m pl e x o. I st o tr o u x o
c o n si g o a s ú a c o n s oli d a ci ó n e p o r e xt e n si ó n a s ú a e nt r a d a d e nt r o d o  m u n d o d a ál x e b r a.

E n 1 6 2 9,  A.  Gir ar d ( 1 5 9 0 – 1 6 3 3) a fir m o u q u e t o d a e c u a ci ó n al x é b ri c a d e g r a o n p o s ú e n
r a ı́ c e s.  E st e e n u n ci a d o f oi r e c olli d o d e  m o d o c a d a v e z  mái s p r e ci s o p or  R.  D e s c art e s e n 1 6 3 7, I.
N e wt o n e n 1 6 8 5 e  L.  E ul er e n 1 7 4 2.  A´ ı n d a q u e a d e m o st r a ció n d o c h a m a d o Te o r e m a  F u n d a m e nt al
d a Ál x e b r a f oi a c o m eti d a, e nt r e o utr o s, p or J.  D’ Al a m b ert ( 1 7 1 7 – 1 7 8 3) e n 1 7 4 6 e  L.  E ul er e n
1 7 5 1.  A pri m eir a d e m o str a ci ó n ri g o r o s a d é b e s e a  C.  F.  G a u s s o c al pr e s e nt o u p o st eri or m e nt e
o ut r a s.  O f eit o d e q u e t o d a e c u a ci ó n al x é b ri c a p o s ú a p ol o  m e n o s u n h a r a ı́ z, r e al o u i m a xi n ari a,
á c h a s e n a b a s e d a s d e m o str a ci ó n s d e  C.  F.  G a u s s.

D o utr a b a n d a, e n 1 7 0 7 vi u a l u z a A rit h m eti c a u ni v e r s ali s d e I.  N e wt o n.  N e st a o br a at ó p a n s e
m ´et o d o s di v er s o s p ar a d et er mi n ar u n lı́ mit e s u p e ri or d a s r aı́ c e s r e ai s d u n h a e c u a ci ó n al x é b ri c a,
a s ı́ c o m o u n h a r e gr a p ar a d et er mi n ar o lı́ mit e i nf e ri or d o nú m e r o d a s r a ı́ c e s i m a xi n ari a s e o
lı́ mit e s u p e ri or d a s r aı́ c e s p o siti v a s e n e g ati v a s. I.  N e wt o n t a mé n p r e st o u i nt er e s e a o i m p ort a nt e
pr o bl e m a d a d et er mi n a ci ó n d a s r a ı́ c e s d u n h a e c u a ció n f ( x )  = 0.  O s e u pr o c e d e m e nt o, utili z a d o
d e s d e 1 6 8 5 n a Al g e b r a d e J.  W alli s ( 1 6 1 6 – 1 7 0 3), f oi li x eir a m e nt e  m o di fi c a d o e n 1 6 9 0 p or J.
R a p h s o n ( 1 6 4 8 – 1 7 1 5) e r e c olli d o ult eri or m e nt e p or J.  L. d e  L a gr a n g e ( 1 7 3 6 – 1 8 1 3) e p or J- B. J.
F o uri er ( 1 7 6 8 – 1 8 3 0).

J- B. J.  F o uri er d e di c o u b o a p art e d a s ú a a cti vi d a d e ci e ntı́ fi c a a o e st u d o d e e c u a ci ó n s e
o s s e u s r e s ult a d o s a p ar e c er o n p u bli c a d o s e n 1 8 3 1 n u n t r a b all o p ó s t u m o tit ul a d o A n al y s e d e
e q u ati o n s d et e r mi é e s .  N e st e t r at a d o, e nt r e o utr a s c u e sti ó n s d e a rit m é ti c a e ál x e b r a, p e rf e c ció n a s e
o  m é t o d o d e  N e wt o n p ar a a pr o xi m ar r a ı́ c e s r e ai s e i nt r o d ú c e s e u n  m é t o d o d e s e p ar a ció n d e r a ı́ c e s
r e ai s a pr o xi m a d o, c h a m a d o d e  B u d a n- F o uri er, p oi s o  m é di c o f r a n c é s  F.  D.  B u d a n ( 1 7 6 1 – 1 8 4 0) o
e n u n ci ar a s e n d e m o str a ci ó n e n 1 8 0 7, é p o c a n a c al J- B. J.  F o uri er x a o e n si n a b a a o s s e u s al u m n o s
n a  P olit é c ni c a.

C a n d o a p ar e c e u o li br o d e J- B. J.  F o uri er o pr o bl e m a d a s e p ar a ci ´o n d a s r a ı́ c e s r e ai s e st a b a
r e s olt o gr a z a s a o t e or e m a d e J.  C h.  F. St ur m ( 1 8 0 3- 1 8 8 5), p u bli c a d o e n 1 8 2 9 p er o d e m o str a d o
e n 1 8 3 5, o n d e s e pr e ci s a o n ú m e r o e x a ct o d e r a ı́ c e s r e ai s c o m pr e n di d a s e nt r e d o u s lı́ mit e s d a d o s.
E st e úl ti m o  m a nif e st a q u e o s e u d e s c u bri m e nt o é r e s ult a d o d a s i n v e sti g a ci ó n s d e J- B. J.  F o u ri er
s o br e o t e m a.  N o c a s o d a s r aı́ c e s c o m pl e x a s,  A.  L.  C a u c h y a n u n ci o u e n 1 8 3 1 u n t e or e m a s o br e
o  n ú m e r o d e r a ı́ c e s r e ai s o u c o m pl e x a s c o m pr e n di d a s n o i nt eri or d u n c o nt or n o p e c h a d o.

A p e s ar d e t o d o s e st e s a v a n c e s o p r o bl e m a f u n d a m e nt al d a ´al x e br a c o nti n u a b a s e n d o o
e x p o st o p ol a r e s ol u ci ó n d e e c u a ci ó n s d e g r a o s u p eri or a o c u art o.  O e st u d o d e st e p r o bl e m a f oi
a b or d a d o p or  P.  R u ffi ni ( 1 7 6 5 – 1 8 2 2) e  N.  H.  A b el ( 1 8 0 2 – 1 8 2 9) q u e n e n 1 8 2 4 e st a bl e c e u q u e
a s e c u a ci ó n s d e g r a o  m ai or o u i g u al q u e ci n c o n o n s e p o d e n r e s ol v er e n x er al p or r a di c ai s.
O utr o d o s r e s ult a d o s f u n d a m e nt ai s d e st a ´e p o c a d é b e s e a  E.  G al oi s ( 1 8 1 1 – 1 8 3 2), c u x a s i d e a s
n o n s e c o ñ e c e r o n at a c at or c e a n o s d e s p oi s d a s ú a t e m p e r á  m o rt e c a n d o J.  Li o u vill e ( 1 8 0 9 –
1 8 8 2) o s p u bli c o u.  O pr o bl e m a e st u d a d o p or  E.  G al oi s f oi o d e d et er mi n ar c a n d o u n h a e c u a ci ó n
p oli n ó mi c a é r e s ol ú b el p o r r a di c ai s. I n s pir a d o p ol a d e m o str a ci ó n d e  N.  H.  A b el d a i n s ol u bili d a d e
d a s e c u a ci ó n s d e g r a o  m ai or o u i g u al q u e ci n c o, d e s c u bri u q u e u n h a e c u a ci ó n al x é b ri c a p ó d e s e
r e s ol v er p or r a di c ai s s e, e s ó s e, o s e u gr u p o, é di ci r, o g r u p o si m é t ri c o d o c o n x u nt o d a s s ú a s
r a ı́ c e s, é r e s ol ú b el .  A o b r a d e  E.  G al oi s n o n é s ó i m p o rt a nt e p or f a c er d o c o n c e pt o a b str a ct o d e
gr u p o o c e ntr o d a t e orı́ a d e e c u a ci ó n s, s e n ó n p o r c o n d u cir, a t r a v é s d o s d e s c u bri m e nt o s d o utr o s
m at e m á ti c o s d e s e s é c ul o c o m o J.  W.  R.  D e d e ki n d ( 1 8 3 1 – 1 9 1 6),  L.  K r o n e c k er ( 1 8 2 3 – 1 8 9 1) e  E.
K u m m er ( 1 8 1 0 – 1 8 9 3), a o q u e p o d eri a m o s c h a m ar o e nf o q u e arit m ´eti c o d a ál x e b r a.
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A s l et r a s e , π , i, c o s si g ni fi c a d o s a ct u ai s, dé b e n s e t a m é n a  L.  E ul e r, q u e s e r el a ci o n a n c o s
e nt eir o s 0 e 1,  m e di a nt e a i g u al d a d e

e πi + 1 = 0 ,

n a q u e fi g ur a n o s ci n c o n ú m e r o s e a s  m ái s i m p o rt a nt e s o p er a ci ó n s d a s  m at e m á ti c a s.

L.  E ul e r
( E m a n u el  H a n d m a n n / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

U n d o s c a m p o s f u n d a m e nt ai s d e i n v e sti g a ci ´o n d e nt r o d a ál x e b r a d u r a nt e o s s é c ul o s a n-
t e ri or m e nt e cit a d o s, e q u e s e e st e n d er á a o s é c ul o  XI X, f oi o e st u d o d o s p oli n o mi o s e a s s ú a s
r a ı́ c e s.  Hi st o ri c a m e nt e, o pr o bl e m a ori xi n ari o c o n si sti u n o c ál c ul o d e r aı́ c e s d e p oli n o mi o s n u n h a
i n c ó g nit a, i st o é, e x p r e sió n s d a f o r m a

a n x n + a n − 1 x n − 1 + ··· + a 0 .

N u n p ri n ci pi o o pr o p ´o sit o f oi o d e at o p ar f ó r m ul a s q u e e x p r e s a s e n a s r aı́ c e s d o s p oli n o mi o s
e n f u n ci ó n d o s s e u s c o e fi ci e nt e s.  N e st a s f ó r m ul a s p o d ı́ a n i nt e r vi r a a di ci ó n, a  m ulti pli c a ció n, a
s u bt r a c ci ó n, a di vi si ó n e a e xt r a c ci ó n d e r a ı́ c e s ( s ol u ció n p o r r a di c ai s).  A p e s ar d e q u e a s ol u ci ó n
p a r a o s c a s o s d e gr a o u n e d o u s er a n c o ñ e ci d o s d e s d e o s t e m p o s  m ái s t e m p e r á n s, n o n é at a
a c h e g a d a d o s é c ul o  X VI c a n d o s e c o n s e g u e n l o gr o s s u b st a n ci ai s.  E st e s i m p ort a nt e s a v a n c e s
s o n d e bi d o s a  m at e m á ti c o s it ali a n o s c o m o  G.  C ar d a n o ( 1 5 0 1 – 1 5 7 6), q u e at o p o u u n h a f ó r m ul a
p a r a a e c u a ci ó n d e t e r c ei r o gr a o, o u c o m o  L.  Ferr ari ( 1 5 2 2 – 1 5 6 5) q u e c o n s e g ui u u n  m é t o d o d e
s ol u ci ó n p a r a a s e c u a ci ó n s d e c u a rt o gr a o.  A p artir d e a q u ı́ fi xé r o n s e g r a n d e s e sf or z o s p ar a at o p a r
f ó r m ul a s si mil a r e s p ar a r e s ol v er e c u a ció n s d e g r a o s  m ai or e s.  E n c o n e xi ó n c o n i st o, a utili z a ci ó n
d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s  m ar c a u n fit o n o p o st eri or d e s e n v ol v e m e nt o d a ál x e b r a.

C.  F.  G a u s s
( D e ut s c h e  B u n d e s b a n k / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O s n ú m e r o s i m a xi n a ri o s a p ar e c er o n, c o m o x a o cit a m o s, n o s é c ul o  X VI c o n  m oti v o d a
r e s ol u ci ó n d a s e c u a ci ó n s d e t e r c ei r o gr a o e o s e u e st u d o f oi a v a n z a n d o b ai x o a p r e si ó n d a s
n e c e si d a d e s d a a n áli s e  m at e m á ti c a.  O p ri m eir o q u e el a b or o u ( a o p ar e c er, e n i nt er e s e d a pr á c ti c a
x e o d é si c a e c a rt o g r á fi c a) u n p r o c e d e m e nt o d e i nt er pr et a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s

1. 1.  E v o l u ci ó n  hi s t ó ri c a  d a á l x e b r a 7

c o m o p u nt o s d o pl a n o f oi o a gri m e n s or d a n é s  K.  We s s el ( 1 7 4 5 – 1 8 1 8) e n 1 7 9 7.  C o n t o d o, o s e u
t r a b all o r e s ult o u i n a d v erti d o, a sı́ c o m o u n h a i nt e r pr et a ci ó n a n ál o g a d e J.  R.  Ar g a n d ( 1 7 6 8 – 1 8 1 2)
e n 1 8 0 6.  N a s e g u n d a d é c a d a d o s é c ul o  XI X,  C.  F.  G a u s s ( 1 7 7 7 – 1 8 5 5) e  A.  L.  C a u c h y ( 1 7 8 9 –
1 8 5 7) i ntr o d u cir o n e f u n d a m e nt ar o n a s o p er a ci ó n s c o s n ú m e r o s d e f o r m a a + bi ( o s ı́ m b ol o i p a r a
d e si g n a r a

√
− 1 f oi i ntr o d u ci d o p or  L.  E ul er e n 1 7 7 7 e  C.  F.  G a u s s f oi o pri m eir o q u e si st e m ati z o u

o s e u u s o), a n o ci ó n d e  m ó d ul o, a d e n o r m a e a d e c o n x u g a d o d u n n ú m e r o c o m pl e x o. I st o tr o u x o
c o n si g o a s ú a c o n s oli d a ci ó n e p o r e xt e n si ó n a s ú a e nt r a d a d e nt r o d o  m u n d o d a ál x e b r a.

E n 1 6 2 9,  A.  Gir ar d ( 1 5 9 0 – 1 6 3 3) a fir m o u q u e t o d a e c u a ci ó n al x é b ri c a d e g r a o n p o s ú e n
r a ı́ c e s.  E st e e n u n ci a d o f oi r e c olli d o d e  m o d o c a d a v e z  mái s p r e ci s o p o r  R.  D e s c art e s e n 1 6 3 7, I.
N e wt o n e n 1 6 8 5 e  L.  E ul er e n 1 7 4 2.  A´ ı n d a q u e a d e m o str a ció n d o c h a m a d o Te o r e m a  F u n d a m e nt al
d a Ál x e b r a f oi a c o m eti d a, e nt r e o utr o s, p or J.  D’ Al a m b ert ( 1 7 1 7 – 1 7 8 3) e n 1 7 4 6 e  L.  E ul er e n
1 7 5 1.  A pri m eir a d e m o str a ci ó n ri g o r o s a d é b e s e a  C.  F.  G a u s s o c al pr e s e nt o u p o st eri or m e nt e
o ut r a s.  O f eit o d e q u e t o d a e c u a ci ó n al x é b ri c a p o s ú a p ol o  m e n o s u n h a r a ı́ z, r e al o u i m a xi n ari a,
á c h a s e n a b a s e d a s d e m o str a ci ó n s d e  C.  F.  G a u s s.

D o ut r a b a n d a, e n 1 7 0 7 vi u a l u z a A rit h m eti c a u ni v e r s ali s d e I.  N e wt o n.  N e st a o br a at ó p a n s e
m ´et o d o s di v er s o s p a r a d et er mi n ar u n lı́ mit e s u p e ri o r d a s r aı́ c e s r e ai s d u n h a e c u a ci ó n al x é b ri c a,
a s ı́ c o m o u n h a r e g r a p ar a d et er mi n ar o lı́ mit e i nf e ri o r d o nú m e r o d a s r a ı́ c e s i m a xi n a ri a s e o
lı́ mit e s u p e ri o r d a s r aı́ c e s p o siti v a s e n e g ati v a s. I.  N e wt o n t a mé n p r e st o u i nt er e s e a o i m p ort a nt e
p r o bl e m a d a d et er mi n a ci ó n d a s r a ı́ c e s d u n h a e c u a ció n f ( x )  = 0.  O s e u pr o c e d e m e nt o, utili z a d o
d e s d e 1 6 8 5 n a Al g e b r a d e J.  W alli s ( 1 6 1 6 – 1 7 0 3), f oi li x eir a m e nt e  m o di fi c a d o e n 1 6 9 0 p or J.
R a p h s o n ( 1 6 4 8 – 1 7 1 5) e r e c olli d o ult eri or m e nt e p or J.  L. d e  L a gr a n g e ( 1 7 3 6 – 1 8 1 3) e p or J- B. J.
F o u ri er ( 1 7 6 8 – 1 8 3 0).

J- B. J.  F o uri er d e di c o u b o a p art e d a s ú a a cti vi d a d e ci e ntı́ fi c a a o e st u d o d e e c u a ci ó n s e
o s s e u s r e s ult a d o s a p ar e c er o n p u bli c a d o s e n 1 8 3 1 n u n t r a b all o p ó s t u m o tit ul a d o A n al y s e d e
e q u ati o n s d et e r mi é e s .  N e st e t r at a d o, e nt r e o utr a s c u e sti ó n s d e a rit m é ti c a e ál x e b r a, p e rf e c ció n a s e
o  m é t o d o d e  N e wt o n p ar a a pr o xi m ar r a ı́ c e s r e ai s e i nt r o d ú c e s e u n  m é t o d o d e s e p a r a ció n d e r a ı́ c e s
r e ai s a p r o xi m a d o, c h a m a d o d e  B u d a n- F o uri er, p oi s o  m é di c o f r a n c é s  F.  D.  B u d a n ( 1 7 6 1 – 1 8 4 0) o
e n u n ci ar a s e n d e m o str a ci ó n e n 1 8 0 7, é p o c a n a c al J- B. J.  F o uri er x a o e n si n a b a a o s s e u s al u m n o s
n a  P olit é c ni c a.

C a n d o a p a r e c e u o li br o d e J- B. J.  F o uri er o pr o bl e m a d a s e p ar a ci ´o n d a s r a ı́ c e s r e ai s e st a b a
r e s olt o gr a z a s a o t e or e m a d e J.  C h.  F. St ur m ( 1 8 0 3- 1 8 8 5), p u bli c a d o e n 1 8 2 9 p er o d e m o str a d o
e n 1 8 3 5, o n d e s e pr e ci s a o n ú m e r o e x a ct o d e r a ı́ c e s r e ai s c o m pr e n di d a s e nt r e d o u s lı́ mit e s d a d o s.
E st e úl ti m o  m a nif e st a q u e o s e u d e s c u bri m e nt o é r e s ult a d o d a s i n v e sti g a ci ó n s d e J- B. J.  F o uri er
s o b r e o t e m a.  N o c a s o d a s r aı́ c e s c o m pl e x a s,  A.  L.  C a u c h y a n u n ci o u e n 1 8 3 1 u n t e or e m a s o br e
o  n ú m e r o d e r a ı́ c e s r e ai s o u c o m pl e x a s c o m pr e n di d a s n o i nt eri or d u n c o nt or n o p e c h a d o.

A p e s ar d e t o d o s e st e s a v a n c e s o p r o bl e m a f u n d a m e nt al d a ´al x e br a c o nti n u a b a s e n d o o
e x p o st o p ol a r e s ol u ci ó n d e e c u a ci ó n s d e g r a o s u p e ri or a o c u art o.  O e st u d o d e st e p r o bl e m a f oi
a b o r d a d o p or  P.  R u ffi ni ( 1 7 6 5 – 1 8 2 2) e  N.  H.  A b el ( 1 8 0 2 – 1 8 2 9) q u e n e n 1 8 2 4 e st a bl e c e u q u e
a s e c u a ci ó n s d e g r a o  m ai or o u i g u al q u e ci n c o n o n s e p o d e n r e s ol v er e n x er al p or r a di c ai s.
O ut r o d o s r e s ult a d o s f u n d a m e nt ai s d e st a ´e p o c a d é b e s e a  E.  G al oi s ( 1 8 1 1 – 1 8 3 2), c u x a s i d e a s
n o n s e c o ñ e c e r o n at a c at or c e a n o s d e s p oi s d a s ú a t e m p e r á  m o rt e c a n d o J.  Li o u vill e ( 1 8 0 9 –
1 8 8 2) o s p u bli c o u.  O pr o bl e m a e st u d a d o p or  E.  G al oi s f oi o d e d et er mi n ar c a n d o u n h a e c u a ci ó n
p oli n ó mi c a é r e s ol ú b el p o r r a di c ai s. I n s pir a d o p ol a d e m o str a ci ó n d e  N.  H.  A b el d a i n s ol u bili d a d e
d a s e c u a ci ó n s d e g r a o  m ai or o u i g u al q u e ci n c o, d e s c u bri u q u e u n h a e c u a ci ó n al x é b ri c a p ó d e s e
r e s ol v e r p o r r a di c ai s s e, e s ó s e, o s e u g r u p o, é di ci r, o g r u p o si m é t ri c o d o c o n x u nt o d a s s ú a s
r a ı́ c e s, é r e s ol ú b el .  A o b r a d e  E.  G al oi s n o n é s ó i m p o rt a nt e p or f a c er d o c o n c e pt o a b str a ct o d e
g r u p o o c e ntr o d a t e orı́ a d e e c u a ci ó n s, s e n ó n p o r c o n d u ci r, a tr a v é s d o s d e s c u b ri m e nt o s d o utr o s
m at e m á ti c o s d e s e s é c ul o c o m o J.  W.  R.  D e d e ki n d ( 1 8 3 1 – 1 9 1 6),  L.  K r o n e c k er ( 1 8 2 3 – 1 8 9 1) e  E.
K u m m er ( 1 8 1 0 – 1 8 9 3), a o q u e p o d eri a m o s c h a m ar o e nf o q u e arit m ´eti c o d a ál x e b r a.
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E s t e s e st u d o s d e e c u a ci ó n s n u n h a v a ri á b el f o r o n a c o m p a ñ a d o s d o s d e e c u a ci ó n s e n v a ri a s
v a ri á b ei s, e n p a rti c ul ar si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  Di st o r e s ult o u a i nt r o d u ci ó n d o s c o n-
c e pt o s d e  m atri z e d e d et er mi n a nt e.  A s  m atri c e s d er o n l u g ar c o p a s o d o t e m p o a u n h a t e or ı́ a
i n d e p e n d e nt e, a ál x e b r a d e  m at ri c e s, e o s e u r a di o d e a pli c a ció n f oi e st e n di d o  m ái s al ó d o c a m p o
d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.

T a m é n é i m p o rt a nt e s ali e nt ar q u e a fi n ai s d o s é c ul o p a s a d o, p or i n fl u e n ci a d a s i d e a s d e  F.
Kl ei n ( 1 8 4 9 – 1 9 2 5) e p ol a o br a d e  C.  D.  T.  R u n g e ( 1 8 5 6 – 1 9 2 7), cr e o u s e u n h a r a m a d a  m at e m ´ati c a
c o n  m é t o d o s e c a r a ct er e s p r o pi o s, q u e t o m o u o n o m e d e c ál c ul o n u m é ri c o ( c o n e st e n o m e a
G r a n d e  E n ci c o pl e di a d a s  Ci e n ci a s  M at e m ´ati c a s d e  L ei p zi g d e d ı́ c all e n o s e u pri m eir o t o m o d e
1 8 9 8 – 1 9 0 4 u n arti g o d e c a s e c e nt o ci n c u e nt a p á xi n a s) e d e  m at e m á ti c a d a a p r o xi m a ci ó n, o
n o m e s e n d ú bi d a  m ái s a d e c u a d o, p oi s di s o s e tr at a.  P arti n d o d o s u p o st o d e q u e e n  m oit a s
a pli c a ci ó n s p r á c ti c a s d a  m at e m á ti c a, o o b x e cti v o fi n al é u n r e s ult a d o n u m é ri c o e q u e e st e p or
e s e n ci a é a p r o xi m a d o n a  m ai or p art e d o s c a s o s, t e n s e nti d o u n c or p o d e d o utri n a e u n c a m p o
p r o pi o d e i n v e sti g a ci ó n s q u e t e n d e a cr e ar e e st u d ar o s  m é t o d o s n u m é ri c o s, g r á fi c o s e  m e c á ni c o s
q u e p e r mit e n o bt er e s e s r e s ult a d o s d u n h a f or m a a pr o xi m a d a.

A p a rtir d e  m e di a d o s d o s ´e c ul o  XI X, o s e st u d o s al x é b ri c o s  m o v é r o n s e g r a d u al m e nt e d e s d e
a t e orı́ a d e e c u a ci ó n s a o á m bit o  m ái s x e r al d a s o p e r a ci ó n s al x é b ri c a s.  C o m o vi m o s, o s pri m eir o s
i nt e nt o s d u n e st u d o a xi o m á ti c o d e o p e r a ció n s al x é b ri c a s d at a n d a é p o c a d e  E u cli d e s c o a s ú a
t e o r ı́ a d a s r el a ció n s; a g o r a b e n, n o n é at a fi n ai s d o s é c ul o  XI X c a n d o s e c o n s e g u e n a v a n c e s
si g ni fi c ati v o s.  O s pr o gr e s o s d e ci si v o s vi ñ e r o n d a  m a n d u n h a a n áli s e i nt e n si v a d o c o n c e pt o d e
n ú m e r o e s o b r e t o d o d a a p ari ci ó n d e o p e r a ci ó n s a rit m é ti c a s e nt r e o b x e ct o s t ot al m e nt e di sti nt o s
a o s n ú m e r o s.  O s p ri m eir o s e x e m pl o s p o d é m ol o s at o p a r n a c o m p o si ci ó n d e f o r m a s c u a dr á ti c a s
bi n a ri a s d e  C.  F.  G a u s s e n a  m ulti pli c a ci ó n d e p e r m ut a ci ó n s d e bi d a a  P.  R u ffi ni e  A.  L.  C a u c h y.
D e s d e e s e  m o m e nt o d e s e n v ´ol v e n s e o s e st u d o s s o br e o s n ú m e r o s c o m pl e x o s, a p ar e c e a ál x e b r a d a
ló xi c a d e  G.  B o ol e ( 1 8 1 5 – 1 8 6 4), a ál x e b r a e xt e ri or d e  H.  Gr a s s m a n n ( 1 8 0 9 – 1 8 7 7), o s c u at er ni ó n s
( c u at e r ni o s) d e  W.  R.  H a milt o n ( 1 8 0 5 – 1 8 6 5) e a ál x e b r a  m at ri ci al d e  A.  C a yl e y ( 1 8 2 1 – 1 8 9 5).
A d e m ai s ´e n e st a é p o c a c a n d o  M.  C. J or d a n ( 1 8 3 8 – 1 9 2 2) p u bli c a o s e u  m ai or t r at a d o s o br e
g r u p o s d e p er m ut a ci ó n s e  E.  H.  M o or e ( 1 8 6 2 – 1 9 3 2) e  L.  E.  Di c k s o n ( 1 8 7 4 – 1 9 5 4) a s ú a t e o rı́ a
d e c o r p o s fi nit o s.  T a m é n n e st e s a n o s a p ar e c e o c o n c e pt o d e ál x e b r a d e  Li e, i nt r o d u ci d o p or
M. S.  Li e ( 1 8 4 2 – 1 8 9 9) e d e s c u b ert o d e f or m a i n d e p e n d e nt e p or  W.  Killi n g ( 1 8 4 7 – 1 9 2 3).  D o utr a
b a n d a, e n 1 8 7 8,  G.  F.  Fr o b e ni u s ( 1 8 4 9 – 1 9 1 8) d e m o str o u q u e o s c u at er ni ó n s s o n a ú ni c a e xt e n si ó n
a s o ci ati v a p o sı́ b el d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s c o n di vi si ó n.  E st e  m at e m á ti c o t a m é n c o m p r o b o u q u e
o s c u at er ni ó n s s o n a ú ni c a e xt e n si ó n n o n c o n m ut ati v a p o s ı́ b el d o s n ú m e r o s r e ai s c o n di vi sió n.

E st e s e st u d o s pr e p ar ar o n o c a mi ñ o d e t r a n si ci ó n d a ál x e b r a d o s é c ul o  XI X c a r a a u n e st a d o
m o d e r n o d e d e s e n v ol v e m e nt o, o c al e st á c a r a ct e ri z a d o p ol a c o m bi n a ci ´ o n d e i d e a s, a nt e s di s p er s a s,
n u n h a b a s e a xi o m á ti c a c o m ú n e p ol a c o n si d er á b el e xt e n si ó n d o s s e u s c a m p o s d e a pli c a ci ó n.  A
m o d e r n a vi si ´o n d a ál x e b r a, e d a t e or ı́ a x e r al d e o p e r a ci ó n s al x é b ri c a s, c ri st ali z o u n a pri m eir a
m et a d e d o s ´e c ul o vi nt e b ai x o a i n fl u e n ci a d e  D.  Hil b ert ( 1 8 6 2 – 1 9 4 3),  E. St ei nit z ( 1 8 7 1 – 1 9 2 8),  E.
A rti n ( 1 8 9 3 – 1 9 6 2),  E.  N o et h er ( 1 8 8 2 – 1 9 3 5), J.  H.  M.  We d d er b ur n ( 1 8 8 2 – 1 9 4 8) e f oi pl e n a m e nt e
e st a bl e ci d a c o a a p ari ci ó n d o li b r o d e  B.  L. v a n d er  W a er d e n ( 1 9 0 3 – 1 9 9 6) M o d e r n al g e b r a e n
1 9 3 0.

O p ri n ci p al o b x e ct o d e i nt er e s e p ar a a ´al x e br a  m o d er n a s o n o s c o n x u nt o s e a s o p er a ci ó n s
al x é b ri c a s d e fi ni d a s n el e s.  E st e s c o n x u nt o s d ot a d o s d e o p er a ci ó n s, c o ñ e ci d o s d e f o r m a x e n é ri c a c o
n o m e d e ál x e b r a s, f o r o n a p ar e c e n d o c o d e s e n v ol v e m e nt o d a s  m at e m á ti c a s e a s s ú a s a pli c a ci ó n s.
U n d o s ti p o s  m ái s i m p o rt a nt e s d e t al e s ´al x e br a s, e p or t a nt o d o s q u e f oi e st u d a d o d u n h a  m a n ei-
r a  m ái s p r of u n d a, s o n o s gr u p o s.  U n gr u p o é u n h a ál x e b r a c u n h a o p er a ci ó n bi n a ri a a s o ci ati v a,
u n el e m e nt o u ni d a d e e o n d e t o d o el e m e nt o t e n i n v e r s o.  O c o n c e pt o d e g r u p o f oi, hi st o ri c a m e n-
t e, o pri m ei r o e x e m pl o d e ál x e b r a e d e f eit o s er vi u, e n  m oit o s a s p e ct o s, c o m o  m o d el o p ar a a
c o n st r u ci ó n d a ál x e b r a e d a s  m at e m á ti c a s d u r a nt e o s é c ul o  XI X.

1. 1.  E v o l u ci ó n  hi s t ó ri c a  d a á l x e b r a 9

O s a n ei s e o s c or p o s s o n o utr o s ti p o s i m p ort a nt e s d e ál x e b r a s p e r o a dif er e n z a d o s gr u p o s
e n v e z d u n h a o p er a ci ó n bi n a ri a d é b e n s e c o n si d er ar d ú a s.  E st a s o p er a ci ó n s s o n c o m u n m e nt e
c h a m a d a s a di ci ó n e  m ulti pli c a ci ó n.  U n a n el é u n g r u p o a b eli a n o p ar a a o p er a ci ó n d e a di ci ó n
q u e c u m p r e u n h a s l ei s di stri b uti v a s d a  m ulti pli c a ci ó n c o n r e s p e ct o á a di ci ó n.  O ri xi n al m e nt e
s ó s e e st u d a r o n o s a n ei s c o n  m ulti pli c a ci ó n a s o ci ati v a e d e f eit o o r e q uiri m e nt o d e q u e e st a
o p er a ci ó n s e x a a s o ci ati v a e n  m oit o s c a s o s p a s o u a s er p art e d a d e fi ni ci ó n d e a n el.  O e st u d o d o s
a n ei s n o n a s o ci ati v o s é t a m é n n o s n o s o s d ı́ a s u n h a r a m a d e gr a n i m p ort a n ci a d e ntr o d a ál x e b r a.
D o utr a b a n d a, u n c or p o é u n a n el a s o ci ati v o o n d e o c o n x u nt o d o s el e m e nt o s di sti nt o s d e c er o
é g r u p o  m ulti pli c ati v o.  O s c or p o s n u m é ri c o s e st a b a n i m pli cit a m e nt e i n cl u ı́ d o s n o s p ri m eir o s
e st u d o s s o br e e c u a ci ó n s al x é b ri c a s.  A sı́  m e s m o, o s a n ei s e c or p o s c o n m ut ati v o s s o n o b x e ct o s
f u n d a m e nt ai s d e ntr o d a ál x e b r a c o n m ut ati v a e d a x e o m etrı́ a al x é b ri c a.

O ut r o ti p o i m p o rt a nt e d e ´al x e br a c o n d ú a s o p e r a ci ó n s bi n a ri a s é u n r et ı́ c ul o.  E x e m pl o s
t ı́ pi c o s d e r etı́ c ul o s s o n a s p art e s d u n c o n x u nt o c o a s o p er a ció n s d e i nt e r s e c ci ó n e d e u ni ó n o u o
c o n x u nt o d o s e nt eir o s p o siti v o s t o m a n d o c o m o o p er a ci ó n s o  mı́ ni m o c o m ú n  m úl ti pl o e o  m á xi m o
c o m ú n di vi s o r.  T a m é n é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e u n h a ál x e b r a d e  B o ol e é u n ti p o e s p e ci al d e
r etı́ c ul o, d e f eit o, é u n r etı́ c ul o di st ri b uti v o e c o m pl e m e nt a ri o.

O s e s p a z o s v e ct ori ai s e o s  m ´o d ul o s p o d e n s er tr at a d o s c o m o ál x e b r a s c u n h a o p er a ci ó n bi n a-
ri a ( a di ci ó n ), c o n r e s p e ct o á c al s o n g r u p o s c o n m ut ati v o s, e c u n h a o p er a ci ó n d e  m ulti pli c a ci ó n
p o r e s c al ar e s q u e p ert e n c e n a u n c or p o n o c a s o d o s e s p a z o s v e ct ori ai s e a u n a n el n o c a s o d o s
m ´o d ul o s.  U n h a p art e i m p ort a nt e d a ál x e b r a, q u e t r at ar e m o s c o n  m ái s d et e m e nt o n a s e g ui nt e
s e c ci ó n, o c ú p a s e d o e st u d o d o s e s p a z o s li n e ar e s, d o s  m ó d ul o s, d a s s ú a s t r a n sf o r m a ci ó n s li n e a r e s,
a s ı́ c o m o d o s pr o bl e m a s r el a ci o n a d o s c o n el e s.  E st a p art e d a ál x e b r a r e ci b e o n o m e d e ál x e b r a
li n e ar e, c o m o v er e m o s, t e n u n d o s s e u s p u nt o s d e ori x e n a t e orı́ a d e e c u a ció n s li n e a r e s e a o l o n g o
d o t e m p o d e u l u g ar, e nt r e o utr a s r a m a s d e i nt er e s e, á t e o r ı́ a d e  m at ri c e s o u a x e n er ali z a ció n s
c o m o a ál x e b r a  m ultili n e a r.

O s e st u d o s i ni ci ai s s o br e a t e orı́ a x e r al d e ál x e b r a s a r bitr ari a s ( e st a t e or´ ı a f oi d e n o mi n a d a
ál x e b r a u ni v er s al e é u n h a d a s ori x e s d a t e or ı́ a d e c at e g orı́ a s) d at a n d o s a n o s tri nt a e f or o n
l e v a d o s a c a b o p or  G.  Bir k h o ff ( 1 8 8 4 – 1 9 4 4).  A o  m e s m o t e m p o  A. I.  M alt s e v ( 1 9 0 9 – 1 9 6 7) e
A.  T ar s ki ( 1 9 0 1 – 1 9 8 3) s e nt ar o n a s b a s e s d a t e or´ ı a d e  m o d el o s, i. e., c o n x u nt o s c u n h a s r el a ció n s
d et e r mi n a d a s e ntr e el e s.  A u ni ó n d a t e o r ı́ a d e ál x e b r a s u ni v er s ai s e d a t e or ı́ a d e  m o d el o s d e u
l u g a r a u n h a n o v a di s ci pli n a i nt e r m e di a e nt r e a ál x e b r a e a l ó xi c a  m at e má ti c a, c h a m a d a a t e or ı́ a
d e si st e m a s al x é b ri c o s.

U n gr a n d e n ú m e r o d e di s ci pli n a s i nt e r m e di a s e nt r e a ál x e b r a e o utr o s c a m p o s d a s  m at e m á ti-
c a s f o r o n cr e a d a s p ol a i nt r o d u ci ó n d e e st r ut ur a s c o m p atı́ b ei s c o a s o p er a ci ó n s al x é b ri c a s d e fi ni d a s
n u n h a ál x e b r a.  C o m o e x e m pl o s d e t al e s c a s o s p o d e m o s cit ar a ál x e b r a t o p ol ó xi c a (i n cl uı́ n d o a
t e o r ı́ a d e g r u p o s t o p ol ó xi c o s e g r u p o s d e  Li e), a t e orı́ a d e a n ei s n or m a d o s, a ál x e b r a dif e r e n ci al,
et c.  A ál x e b r a h o m ol ó xi c a, q u e s e ori xi n a gr a z a s á s i n fl u e n ci a s e nt r e a ál x e b r a e a t o p ol o xı́ a,
a p a r e c e n o s a n o s ci n c u e nt a c o m o u n h a di s ci pli n a t ot al m e nt e d e fi ni d a e é u n d o s x e r m ol o s d a
t e orı́ a d e c at e g orı́ a s.

O r ol d a ál x e b r a n a  m at e m ´ati c a  m o d e r n a é e xt r e m a d a m e nt e i m p ort a nt e e c o m o c o n s e-
c u e n ci a e xi st e u n h a t e n d e n ci a b a st a nt e f o rt e c a r a a u n h a al x e b ri z a ci ó n d a s  m at e m á ti c a s.  N e st e
s e nti d o p a g a a p e n a si n al ar q u e u n c a mi ñ o h a bit u al p ar a e st u d ar o b x e ct o s  m at e m á ti c o s p a s a p o-
l a c o n str u ci ó n d e si st e m a s al xé b ri c o s q u e o s  m o d eli c e n, c o m o o c orr e, p or e x e m pl o, e n t o p ol o xı́ a
a o a si g n a r d e f or m a c a n ó ni c a a c a d a e s p a z o t o p ol ó xi c o u n h a s s eri e s i n fi nit a s d e h o m ol o x ı́ a d e
g r u p o s q u e p er mit e n a v ali ar d u n h a f or m a  m oi pr e ci s a a s pr o pi e d a d e s d o s e s p a z o s.  D e f eit o, o s
m ai or e s d e s c u bri m e nt o s e n t o p ol o xı́ a f o r o n al c a n z a d o s utili z a n d o a ´ al x e br a c o m o f err a m e nt a.  O
p o d er o s o a p ar ell o d e c ál c ul o f o r m al al x é b ri c o f oi e m pr e g a d o t a m é n e n c a m p o s t a n di s p ar e s d a s
m at e m á ti c a s c o m o a t e or´ ı a d e nú m e r o s, a a n áli s e f u n ci o n al, a t e or ı́ a d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s,
e n x e o m etr ı́ a ( p o r e x e m pl o, e n t e orı́ a d e i n v a ri a nt e s, x e o m et rı́ a p r o x e cti v a, ál x e b r a t e n s ori al,
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E s t e s e st u d o s d e e c u a ci ó n s n u n h a v a ri á b el f o r o n a c o m p a ñ a d o s d o s d e e c u a ci ó n s e n v a ri a s
v ari á b ei s, e n p a rti c ul ar si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  Di st o r e s ult o u a i nt r o d u ci ó n d o s c o n-
c e pt o s d e  m atri z e d e d et er mi n a nt e.  A s  m atri c e s d er o n l u g ar c o p a s o d o t e m p o a u n h a t e or ı́ a
i n d e p e n d e nt e, a ál x e b r a d e  m at ri c e s, e o s e u r a di o d e a pli c a ció n f oi e st e n di d o  m ái s al ó d o c a m p o
d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.

T a m é n é i m p o rt a nt e s ali e nt ar q u e a fi n ai s d o s é c ul o p a s a d o, p or i n fl u e n ci a d a s i d e a s d e  F.
Kl ei n ( 1 8 4 9 – 1 9 2 5) e p ol a o br a d e  C.  D.  T.  R u n g e ( 1 8 5 6 – 1 9 2 7), cr e o u s e u n h a r a m a d a  m at e m ´ati c a
c o n  m é t o d o s e c a r a ct er e s p r o pi o s, q u e t o m o u o n o m e d e c ál c ul o n u m é ri c o ( c o n e st e n o m e a
Gr a n d e  E n ci c o pl e di a d a s  Ci e n ci a s  M at e m ´ati c a s d e  L ei p zi g d e d ı́ c all e n o s e u p ri m eir o t o m o d e
1 8 9 8 – 1 9 0 4 u n arti g o d e c a s e c e nt o ci n c u e nt a p á xi n a s) e d e  m at e m á ti c a d a a p r o xi m a ci ó n, o
n o m e s e n d ú bi d a  m ái s a d e c u a d o, p oi s di s o s e tr at a.  P arti n d o d o s u p o st o d e q u e e n  m oit a s
a pli c a ci ó n s p r á c ti c a s d a  m at e m á ti c a, o o b x e cti v o fi n al é u n r e s ult a d o n u m é ri c o e q u e e st e p or
e s e n ci a é a p r o xi m a d o n a  m ai or p art e d o s c a s o s, t e n s e nti d o u n c or p o d e d o utri n a e u n c a m p o
p r o pi o d e i n v e sti g a ci ó n s q u e t e n d e a cr e ar e e st u d ar o s  m é t o d o s n u m é ri c o s, g r á fi c o s e  m e c á ni c o s
q u e p e r mit e n o bt er e s e s r e s ult a d o s d u n h a f or m a a pr o xi m a d a.

A p artir d e  m e di a d o s d o s ´e c ul o  XI X, o s e st u d o s al x é b ri c o s  m o v é r o n s e g r a d u al m e nt e d e s d e
a t e orı́ a d e e c u a ci ó n s a o á m bit o  m ái s x e r al d a s o p e r a ci ó n s al x é b ri c a s.  C o m o vi m o s, o s p ri m eir o s
i nt e nt o s d u n e st u d o a xi o m á ti c o d e o p e r a ció n s al x é b ri c a s d at a n d a é p o c a d e  E u cli d e s c o a s ú a
t e o r ı́ a d a s r el a ció n s; a g o r a b e n, n o n é at a fi n ai s d o s é c ul o  XI X c a n d o s e c o n s e g u e n a v a n c e s
si g ni fi c ati v o s.  O s pr o gr e s o s d e ci si v o s vi ñ e r o n d a  m a n d u n h a a n áli s e i nt e n si v a d o c o n c e pt o d e
n ú m e r o e s o b r e t o d o d a a p ari ci ó n d e o p e r a ci ó n s a rit m é ti c a s e nt r e o b x e ct o s t ot al m e nt e di sti nt o s
a o s n ú m e r o s.  O s p ri m eir o s e x e m pl o s p o d é m ol o s at o p a r n a c o m p o si ci ó n d e f o r m a s c u a d r á ti c a s
bi n a ri a s d e  C.  F.  G a u s s e n a  m ulti pli c a ci ó n d e p e r m ut a ci ó n s d e bi d a a  P.  R u ffi ni e  A.  L.  C a u c h y.
D e s d e e s e  m o m e nt o d e s e n v ´ol v e n s e o s e st u d o s s o br e o s n ú m e r o s c o m pl e x o s, a p ar e c e a ál x e b r a d a
ló xi c a d e  G.  B o ol e ( 1 8 1 5 – 1 8 6 4), a ál x e b r a e xt e ri or d e  H.  Gr a s s m a n n ( 1 8 0 9 – 1 8 7 7), o s c u at er ni ó n s
( c u at e r ni o s) d e  W.  R.  H a milt o n ( 1 8 0 5 – 1 8 6 5) e a ál x e b r a  m at ri ci al d e  A.  C a yl e y ( 1 8 2 1 – 1 8 9 5).
A d e m ai s ´e n e st a é p o c a c a n d o  M.  C. J or d a n ( 1 8 3 8 – 1 9 2 2) p u bli c a o s e u  m ai or t r at a d o s o br e
gr u p o s d e p er m ut a ci ó n s e  E.  H.  M o or e ( 1 8 6 2 – 1 9 3 2) e  L.  E.  Di c k s o n ( 1 8 7 4 – 1 9 5 4) a s ú a t e o rı́ a
d e c o r p o s fi nit o s.  T a m é n n e st e s a n o s a p ar e c e o c o n c e pt o d e ál x e b r a d e  Li e, i nt r o d u ci d o p o r
M. S.  Li e ( 1 8 4 2 – 1 8 9 9) e d e s c u b ert o d e f or m a i n d e p e n d e nt e p or  W.  Killi n g ( 1 8 4 7 – 1 9 2 3).  D o utr a
b a n d a, e n 1 8 7 8,  G.  F.  Fr o b e ni u s ( 1 8 4 9 – 1 9 1 8) d e m o str o u q u e o s c u at er ni ó n s s o n a ú ni c a e xt e n si ó n
a s o ci ati v a p o sı́ b el d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s c o n di vi si ó n.  E st e  m at e m á ti c o t a m é n c o m p r o b o u q u e
o s c u at er ni ó n s s o n a ú ni c a e xt e n si ó n n o n c o n m ut ati v a p o s ı́ b el d o s n ú m e r o s r e ai s c o n di vi sió n.

E st e s e st u d o s pr e p ar ar o n o c a mi ñ o d e t r a n si ci ó n d a ál x e b r a d o s é c ul o  XI X c a r a a u n e st a d o
m o d er n o d e d e s e n v ol v e m e nt o, o c al e st á c a r a ct e ri z a d o p ol a c o m bi n a ci ´ o n d e i d e a s, a nt e s di s p er s a s,
n u n h a b a s e a xi o m á ti c a c o m ú n e p ol a c o n si d er á b el e xt e n si ó n d o s s e u s c a m p o s d e a pli c a ci ó n.  A
m o d e r n a vi si ´o n d a ál x e b r a, e d a t e or ı́ a x e r al d e o p e r a ci ó n s al x é b ri c a s, c ri st ali z o u n a pri m ei r a
m et a d e d o s ´e c ul o vi nt e b ai x o a i n fl u e n ci a d e  D.  Hil b ert ( 1 8 6 2 – 1 9 4 3),  E. St ei nit z ( 1 8 7 1 – 1 9 2 8),  E.
Arti n ( 1 8 9 3 – 1 9 6 2),  E.  N o et h er ( 1 8 8 2 – 1 9 3 5), J.  H.  M.  We d d er b ur n ( 1 8 8 2 – 1 9 4 8) e f oi pl e n a m e nt e
e st a bl e ci d a c o a a p a ri ci ó n d o li b r o d e  B.  L. v a n d er  W a er d e n ( 1 9 0 3 – 1 9 9 6) M o d e r n al g e b r a e n
1 9 3 0.

O p ri n ci p al o b x e ct o d e i nt er e s e p ar a a ´al x e br a  m o d er n a s o n o s c o n x u nt o s e a s o p er a ci ó n s
al x é b ri c a s d e fi ni d a s n el e s.  E st e s c o n x u nt o s d ot a d o s d e o p er a ci ó n s, c o ñ e ci d o s d e f o r m a x e n é ri c a c o
n o m e d e ál x e b r a s, f o r o n a p ar e c e n d o c o d e s e n v ol v e m e nt o d a s  m at e m á ti c a s e a s s ú a s a pli c a ci ó n s.
U n d o s ti p o s  m ái s i m p o rt a nt e s d e t al e s ´al x e br a s, e p or t a nt o d o s q u e f oi e st u d a d o d u n h a  m a n ei-
r a  m ái s p r of u n d a, s o n o s gr u p o s.  U n gr u p o é u n h a ál x e b r a c u n h a o p er a ci ó n bi n a ri a a s o ci ati v a,
u n el e m e nt o u ni d a d e e o n d e t o d o el e m e nt o t e n i n v e r s o.  O c o n c e pt o d e g r u p o f oi, hi st o ri c a m e n-
t e, o pri m ei r o e x e m pl o d e ál x e b r a e d e f eit o s er vi u, e n  m oit o s a s p e ct o s, c o m o  m o d el o p ar a a
c o n st r u ci ó n d a ál x e b r a e d a s  m at e m á ti c a s d u r a nt e o s é c ul o  XI X.
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O s a n ei s e o s c or p o s s o n o utr o s ti p o s i m p ort a nt e s d e ál x e b r a s p e r o a dif er e n z a d o s gr u p o s
e n v e z d u n h a o p er a ci ó n bi n a ri a d é b e n s e c o n si d e r ar d ú a s.  E st a s o p e r a ci ó n s s o n c o m u n m e nt e
c h a m a d a s a di ci ó n e  m ulti pli c a ci ó n.  U n a n el é u n g r u p o a b eli a n o p ar a a o p er a ci ó n d e a di ci ó n
q u e c u m p r e u n h a s l ei s di stri b uti v a s d a  m ulti pli c a ci ó n c o n r e s p e ct o á a di ci ó n.  O ri xi n al m e nt e
s ó s e e st u d a r o n o s a n ei s c o n  m ulti pli c a ci ó n a s o ci ati v a e d e f eit o o r e q uiri m e nt o d e q u e e st a
o p e r a ci ó n s e x a a s o ci ati v a e n  m oit o s c a s o s p a s o u a s er p art e d a d e fi ni ci ó n d e a n el.  O e st u d o d o s
a n ei s n o n a s o ci ati v o s é t a m é n n o s n o s o s d ı́ a s u n h a r a m a d e gr a n i m p ort a n ci a d e ntr o d a ál x e b r a.
D o ut r a b a n d a, u n c or p o é u n a n el a s o ci ati v o o n d e o c o n x u nt o d o s el e m e nt o s di sti nt o s d e c er o
é g r u p o  m ulti pli c ati v o.  O s c or p o s n u m é ri c o s e st a b a n i m pli cit a m e nt e i n cl u ı́ d o s n o s p ri m eir o s
e st u d o s s o br e e c u a ci ó n s al x é b ri c a s.  A sı́  m e s m o, o s a n ei s e c or p o s c o n m ut ati v o s s o n o b x e ct o s
f u n d a m e nt ai s d e ntr o d a ál x e b r a c o n m ut ati v a e d a x e o m etrı́ a al x é b ri c a.

O ut r o ti p o i m p o rt a nt e d e ´al x e br a c o n d ú a s o p e r a ci ó n s bi n a ri a s é u n r et ı́ c ul o.  E x e m pl o s
t ı́ pi c o s d e r etı́ c ul o s s o n a s p art e s d u n c o n x u nt o c o a s o p er a ció n s d e i nt e r s e c ci ó n e d e u ni ó n o u o
c o n x u nt o d o s e nt eir o s p o siti v o s t o m a n d o c o m o o p er a ci ó n s o  mı́ ni m o c o m ú n  m úl ti pl o e o  m á xi m o
c o m ú n di vi s o r.  T a m é n é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e u n h a ál x e b r a d e  B o ol e é u n ti p o e s p e ci al d e
r etı́ c ul o, d e f eit o, é u n r etı́ c ul o di st ri b uti v o e c o m pl e m e nt a ri o.

O s e s p a z o s v e ct ori ai s e o s  m ´o d ul o s p o d e n s er tr at a d o s c o m o ál x e b r a s c u n h a o p er a ci ó n bi n a-
ri a ( a di ci ó n ), c o n r e s p e ct o á c al s o n g r u p o s c o n m ut ati v o s, e c u n h a o p er a ci ó n d e  m ulti pli c a ci ó n
p o r e s c al a r e s q u e p ert e n c e n a u n c or p o n o c a s o d o s e s p a z o s v e ct ori ai s e a u n a n el n o c a s o d o s
m ´o d ul o s.  U n h a p art e i m p ort a nt e d a ál x e b r a, q u e t r at ar e m o s c o n  m ái s d et e m e nt o n a s e g ui nt e
s e c ci ó n, o c ú p a s e d o e st u d o d o s e s p a z o s li n e ar e s, d o s  m ó d ul o s, d a s s ú a s t r a n sf o r m a ci ó n s li n e a r e s,
a s ı́ c o m o d o s p r o bl e m a s r el a ci o n a d o s c o n el e s.  E st a p art e d a ál x e b r a r e ci b e o n o m e d e ál x e b r a
li n e a r e, c o m o v e r e m o s, t e n u n d o s s e u s p u nt o s d e ori x e n a t e orı́ a d e e c u a ció n s li n e a r e s e a o l o n g o
d o t e m p o d e u l u g ar, e nt r e o utr a s r a m a s d e i nt er e s e, á t e o r ı́ a d e  m at ri c e s o u a x e n er ali z a ció n s
c o m o a ál x e b r a  m ultili n e a r.

O s e st u d o s i ni ci ai s s o br e a t e orı́ a x e r al d e ál x e b r a s a r bit r ari a s ( e st a t e or´ ı a f oi d e n o mi n a d a
ál x e b r a u ni v e r s al e é u n h a d a s o ri x e s d a t e or ı́ a d e c at e g o rı́ a s) d at a n d o s a n o s tri nt a e f or o n
l e v a d o s a c a b o p or  G.  Bir k h o ff ( 1 8 8 4 – 1 9 4 4).  A o  m e s m o t e m p o  A. I.  M alt s e v ( 1 9 0 9 – 1 9 6 7) e
A.  T ar s ki ( 1 9 0 1 – 1 9 8 3) s e nt ar o n a s b a s e s d a t e or´ ı a d e  m o d el o s, i. e., c o n x u nt o s c u n h a s r el a ció n s
d et e r mi n a d a s e ntr e el e s.  A u ni ó n d a t e o r ı́ a d e ál x e b r a s u ni v e r s ai s e d a t e or ı́ a d e  m o d el o s d e u
l u g a r a u n h a n o v a di s ci pli n a i nt e r m e di a e nt r e a ál x e b r a e a l ó xi c a  m at e má ti c a, c h a m a d a a t e or ı́ a
d e si st e m a s al x é b ri c o s.

U n g r a n d e n ú m e r o d e di s ci pli n a s i nt e r m e di a s e nt r e a ál x e b r a e o ut r o s c a m p o s d a s  m at e m á ti-
c a s f o r o n c r e a d a s p ol a i nt r o d u ci ó n d e e st r ut u r a s c o m p atı́ b ei s c o a s o p e r a ci ó n s al x é b ri c a s d e fi ni d a s
n u n h a ál x e b r a.  C o m o e x e m pl o s d e t al e s c a s o s p o d e m o s cit ar a ál x e b r a t o p ol ó xi c a (i n cl uı́ n d o a
t e o r ı́ a d e g r u p o s t o p ol ó xi c o s e g r u p o s d e  Li e), a t e orı́ a d e a n ei s n o r m a d o s, a ál x e b r a dif e r e n ci al,
et c.  A ál x e b r a h o m ol ó xi c a, q u e s e o ri xi n a gr a z a s á s i n fl u e n ci a s e nt r e a ál x e b r a e a t o p ol o xı́ a,
a p a r e c e n o s a n o s ci n c u e nt a c o m o u n h a di s ci pli n a t ot al m e nt e d e fi ni d a e é u n d o s x e r m ol o s d a
t e o rı́ a d e c at e g o rı́ a s.

O r ol d a ál x e b r a n a  m at e m ´ati c a  m o d e r n a é e xt r e m a d a m e nt e i m p ort a nt e e c o m o c o n s e-
c u e n ci a e xi st e u n h a t e n d e n ci a b a st a nt e f o rt e c a r a a u n h a al x e b ri z a ci ó n d a s  m at e m á ti c a s.  N e st e
s e nti d o p a g a a p e n a si n al ar q u e u n c a mi ñ o h a bit u al p a r a e st u d ar o b x e ct o s  m at e m á ti c o s p a s a p o-
l a c o n str u ci ó n d e si st e m a s al xé b ri c o s q u e o s  m o d eli c e n, c o m o o c orr e, p or e x e m pl o, e n t o p ol o xı́ a
a o a si g n a r d e f or m a c a n ó ni c a a c a d a e s p a z o t o p ol ó xi c o u n h a s s e ri e s i n fi nit a s d e h o m ol o x ı́ a d e
g r u p o s q u e p er mit e n a v ali ar d u n h a f or m a  m oi pr e ci s a a s pr o pi e d a d e s d o s e s p a z o s.  D e f eit o, o s
m ai o r e s d e s c u bri m e nt o s e n t o p ol o xı́ a f o r o n al c a n z a d o s utili z a n d o a ´ al x e br a c o m o f err a m e nt a.  O
p o d e r o s o a p ar ell o d e c ál c ul o f o r m al al x é b ri c o f oi e m p r e g a d o t a m é n e n c a m p o s t a n di s p ar e s d a s
m at e m á ti c a s c o m o a t e or´ ı a d e nú m e r o s, a a n áli s e f u n ci o n al, a t e or ı́ a d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s,
e n x e o m etr ı́ a ( p o r e x e m pl o, e n t e orı́ a d e i n v a ri a nt e s, x e o m et rı́ a p r o x e cti v a, ál x e b r a t e n s o ri al,
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e t c...), e n fı́ si c a ( a t e o rı́ a d e r e p r e s e nt a ci ó n d e g r u p o s fi nit o s e ál x e b r a s d e  H o pf é f u n d a m e n-
t al n a  m e c á ni c a c u á nti c a, o s g r u p o s di s cr et o s x o g a n u n i m p ort a nt e l u g ar n a cri st al o gr af ı́ a ), e n
ci b e r n é ti c a (t e o rı́ a d e a ut ó m at a s), e n e c o n o m ı́ a ( d e si g u al d a d e s li n e ar e s) e n o utr a s di s ci pli n a s.

1. 2.  E c u a ci ó n s li n e a r e s

A ál x e b r a li n e a r n a c e u p ar a s ati sf a c er a s n e c e si d a d e s d o s c al c ul a d or e s pr á c ti c o s.  D e f eit o, a
r e g r a d e t r e s e a r e gr a d e f al s a p o si ci ó n e n u n ci a d a s d e f or m a  m ái s o u  m e n o s c o nf u s a 1 , d e s e m p e ñ a n
u n i m p o rt a nt e p a p el e n t o d o s o s  m a n u ai s d e arit m é ti c a p r á c ti c a, d e s d e o P a pi r o  R hi n d d o s
e xi p ci o s (f oi c o m pr a d o e n 1 8 5 8 p ol o a nti c u ari o e s c o c é s  H.  R hi n d e d e s d e 1 8 6 5 at ó p a s e d e p o sit a d o
n o  B riti s h  M u s e u m) at a o s d a s n o s a s e s c ol a s p ri m ari a s, p a s a n d o p or  Ar y a b h at a, o s á r a b e s,
Fi b o n a c ci e a gr a n d e c a nti d a d e d e t r at a d o s d e c ál c ul o el a b o r a d o s d ur a nt e a I d a d e  M e di a e o
R e n a c e m e nt o.

N a  m at e m á ti c a g r e g a a nti g a, t al c o m o a p ar e c e r e c olli d o n o s El e m e nt o s d e  E u cli d e s, p o d e m o s
r e c o ñ e c e r d ú a s t e o r ı́ a s a b st r a ct a s d e c ará c t e r li n e a r: a d a s  m a g nit u d e s e a d o s e nt eir o s.  N o s
b a bil o ni o s, at o p a m o s  m é t o d o s  m oit o  m ái s p r ó xi m o s a n o s a ál x e b r a el e m e nt al; s a bı́ a n r e s ol v e r
si st e m a s d e e c u a ci ó n s d e p ri m ei r o gr a o.

O  m ´ai s i m p o rt a nt e li b r o c hi n é s d a a nti g üi d a d e, o c h a m a d o C hi u  C h a n g S u a n S u , d at a d o
a  m e di a d o s d o s é c ul o s e g u n d o a nt e s d e  Cri st o, tr at a n o s e u c a pı́ t ul o oit a v o d a r e s ol u ci ó n d e
si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e a s ú a x e n e r ali z a ci ó n a si st e m a s c o n  m ai or n ú m e r o d e i n c ó g nit a s
s e g u n d o s e e x p ó n n a r e g r a f a n- c h e n2 , s e n d o n o p r o c e s o d e tr a n sf or m a ci ó n d a  m at ri z d o si st e m a
o n d e o s  m at e m á ti c o s c hi n e s e s i ntr o d u cir o n o s n ú m e r o s n e g ati v o s.

D u r a nt e  m oit o t e m p o, c o n t o d o, o s pr o gr e s o s ti v er o n l u g ar n o ´a m bit o d o c ál c ul o al x é b ri c o;
e n ef e ct o, p a r a r e d u cir u n si st e m a li n e ar a u n h a e c u a ci ó n d o ti p o a x = b é s u fi ci e nt e c o ñ e c e r a s
r e g r a s, x a e n u n ci a d a s p or  Di of a nt o, p ar a p a s ar o s t er m o s d u n l a d o a o utr o e c o m bi n ar o s t er m o s
s e m ell a nt e s; e s e s e t r at a d e v ari a s i n c ó g nit a s, b a st a a d e m ai s s a b er eli mi n al a s s u c e si v a m e nt e at a
q u e q u e d e s ó u n h a.  T a m é n o s t r at a d o s d e ál x e b r a at a o s é c ul o  X VIII d a n s e p or s ati sf eit o s, n o
r ef e r e nt e a o p ri m eir o gr a o, u n h a v e z q u e e x p u x er o n e st a s r e gr a s.

G.  Cr a m er
( Bi bli ot e c a d e  X e n e br a / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O p ri m ei r o e x e m pl o d e c ´al c ul o e x pl ı́ ci t o d a s ol u ci ó n d u n si st e m a d e e c u a ció n s li n e a r e s c o n
n i n có g nit a s, o n d e o s c o e fi ci e nt e s s o n i n d et er mi n a d o s, f oi r e ali z a d o p or  C.  M a cl a uri n ( 1 6 9 8 –
1 7 4 6) e n 1 7 4 8 p ar a n = 2 e p ar a n = 3.  D o u s a n o s  m ´ai s t ar d e, a p ar e c e n d o u s tr a b all o s q u e
v a n x o g ar u n p a p el f u n d a m e nt al n o d e s e n v ol v e m e nt o d o c o n c e pt o d e e s p a z o v e ct ori al e, p or
e xt e n si ó n, n o d a t e o r ı́ a d a li n e a ri d a d e.  O p ri m eir o é o f a m o s o t r at a d o I nt r o d u cti o n à l’ a n al y s e
d e s c o u r b e s al g é b ri q u e s d e  G.  Cr a m er ( 1 7 0 4 – 1 7 5 2), n o c al s e s e nt a n a s b a s e s p ar a a t e or ı́ a d e

1 O p r o c e d e m e nt o d e f al s a p o si ci ó n s e g ui d o p ol o s e xi p ci o s, p a r a r e s ol v e r e c u a ci ó n s d o ti p o x + a x = b o u d o
ti p o x + a x + b x = c , c o n si s tı́ a n o s e g ui nt e: d a b a n e n p ri m ei r o l u g a r c o m o s ol u ci ó n u n n ú m e r o a o a z a r, c o m p a r a b a n
o r e s ul t a d o c o r e s ul t a d o q u e fi g u r a b a n o e n u n ci a d o d o p r o bl e m a, a x u s t a b a n a s ol u ci ó n q u e ll e s d a b a c o a c o r r e c t a
m e di a nt e u n h a p r o p o r ci ó n e fi n al m e nt e o b ti ñ a n a s ol u ci ó n c o r r e c t a.

2 E s t a r e g r a é e n e s e n ci a o  m é t o d o d e eli mi n a ci ó n g a u s si a n a d o s n o s o s dı́ a s.
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d e t e r mi n a nt e s 3 .  O s e g u n d o tit úl a s e S u r u n h a c o nt r a di cti o n a p p a r e nt e d a n s a d o ct ri n e d e a s li g n e s
c o u r b e s e f oi e s crit o p or  L.  E ul er.  N e st e úl ti m o t r a b all o o a ut or a n ali z a o p ar a d o x o d e  G.  Cr a m er,
x a i d e nti fi c a d o a nt eri or m e nt e p or  C.  M a c L a uri n, p ar a c ur v a s al x é b ri c a s, s e n d o u n d o s p ri m eir o s
e n tr at ar a c u e sti ó n d e d e p e n d e n ci a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  C a n d o  L.  E ul er e st u d a o c a s o n = 4
p ó d e n s e r e c o ñ e c e r a r g u m e nt o s n o s c al e s s e utili z a u n h a i nt ui ci ó n e m p ı́ ri c a d a n o ció n d e r a n g o.

A p artir d o t r a b all o d e  G.  Cr a m er a t e orı́ a d e d et e r mi n a nt e s c o n v ert e u s e n u n d o s c a m p o s
m ´ai s fl or e c e nt e s d a a cti vi d a d e  m at e m á ti c a, s e n d o d e s p oi s d e 1 7 7 0 c a n d o n o s t r a b all o s d e  A.  T.
V a n d er m o n d e ( 1 7 3 5 – 1 7 9 6) e  P. S.  L a pl a c e ( 1 7 4 9 – 1 8 2 7) a p ar e c e a i d e a d e d e fi nir o s d et er mi n a nt e s
d e or d e n p or r e c orr e n ci a s o br e n ( d e s e n v ol v e m e nt o p or fil a s o u p or c ol u m n a s), a s ı́ c o m o a s s ú a s
p ri m ei r a s p r o pi e d a d e s x er ai s: o s er f u n ci ó n s  m ultili n e ar e s alt er n a d a s d e fil a s e d e c ol u m n a s, e
a i n v ari a bili d a d e d o d et er mi n a nt e c o n r e s p e ct o á t r a n s p o si ci ó n  D o ut r a b a n d a, n u n h a  m e m ori a
pr e s e nt a d a n a  A c a d e mi a d e  P ar ı́ s e n 1 7 6 4, e d u n h a  m a n eir a  mái s d et all a d a n o s e u t r at a d o
tit ul a d o T h é o ri e g é n é r al e d e s é q u ati o n s al g é b ri q u e s , d e 1 7 7 9,  E.  B é z o ut ( 1 7 3 0 – 1 7 8 3) d e u u n
si st e m a d e r e gr a s p ar a r e s ol v er si st e m a s d e e c u a ci ó n s d e n e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s.

E.  B é z o ut
( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

A p e s ar d e t o d o e st e d e s e n v ol v e m e nt o, a s c u e sti ó n s r ef e r e nt e s á i n d et e r mi n a ci ´o n s e si st e m a s
i n c o n si st e nt e s d e e c u a ció n s li n e a r e s f or o n d e s c oi d a d a s, x a q u e s ó é p o s ı́ b el t r at al a s d e s d e u n
a c h e g a m e nt o b a s e a d o n a s n o ci ó n s d e d e p e n d e n ci a e r a n g o.  O c o n c e pt o d e r a n g o, c u x o pr o c e s o
d e f or m a ci ó n p o d e m o s sit u al o e ntr e 1 8 4 0 e 1 8 7 9, é u n i n v a ri a nt e q u e d et er mi n a o t a m a ñ o d o
c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s ( mı́ ni m o n ú m e r o d e x e r a d or e s / m á xi m o
n ú m e r o d e s ol u ci ó n s i n d e p e n d e nt e s) e p or d u ali d a d e o n ú m e r o d e r el a ci ó n s d e d e p e n d e n ci a e ntr e
a s e c u a ci ó n s ( m ı́ ni m o n ú m e r o d e e c u a ci ó n s d e s c ri bi n d o o si st e m a d e s ol u ció n s / m á xi m o n ú m e r o
d e e c u a ci ó n s i n d e p e n d e nt e s).

P ar a cr e ar o c o n c e pt o d e r a n g o o s  m at e m á ti c o s ti v e r o n q u e v e n c er v ari a d o s o b st á c ul o s e
c a m bi a r o s e u p u nt o d e vi st a s o b r e c e rt a s n o ci ó n s.  A s o ri x e s d o c o n c e pt o d e r a n g o e st á n  m oi
li g a d o s a o d e d et er mi n a nt e e  mái s c o n c r et a m e nt e a o d e  m e n or, d e f eit o, n a pri m eir a  m et a d e d o
s é c ul o  XI X, er a b e n c o ñ e ci d o o  m é t o d o d e s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n si st e nt e
e n ill ar a p art e c orr e s p o n d e nt e a u n  m e n or di sti nt o d e c er o e d e or d e  m a xi m al p ar a utili z ar
d e s p oi s a r e g r a d e  C r a m e r c o a s o utr a s i n c ó g nit a s c o m o p ar á m et r o s n o s s e g u n d o s  m e m br o s.

E n 1 8 6 1  H. J. S. S mit h ( 1 8 2 6 – 1 8 8 3) p u bli c o u u n tr a b all o tit ul a d o O n s y st e m s of li n e a r
i n d et e r mi n at e s n o q u e d e m o str a b a q u e a or d e d u n  m e n or  m a xi m al di sti nt o d e c er o e st a b a r el a-
ci o n a d o c o n ú m e r o  m a xi m al d e s ol u ci ó n s i n d e p e n d e nt e s. I st o n o n f oi u n h a gr a n d e a x u d a p ar a
d e s c ri bi r  m ell or o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s, p e r o a s ú a i m p o rt a n ci a r a di c a e n q u e a a pr o xi m a ci ó n
a o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s f ai s e p or p ri m eir a v e z d e s d e u n p u nt o d e vi st a t e ó ri c o e n o n
s ó c o i nt e r e s e d e at o p ar c a mi ñ o s p a r a r e s ol v el o s.

3 É  A.  L.  C a u c h y q u e n e n 1 8 1 5 i nt r o d u c e o n o m e d e d e t e r mi n a nt e a d e m ai s d e p r o b a r c o m pl e t a m e nt e a s s ú a s
p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s.
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e t c...), e n fı́ si c a ( a t e o rı́ a d e r e p r e s e nt a ci ó n d e g r u p o s fi nit o s e ál x e b r a s d e  H o pf é f u n d a m e n-
t al n a  m e c á ni c a c u á nti c a, o s g r u p o s di s cr et o s x o g a n u n i m p ort a nt e l u g ar n a cri st al o gr af ı́ a ), e n
ci b e r n é ti c a (t e o rı́ a d e a ut ó m at a s), e n e c o n o m ı́ a ( d e si g u al d a d e s li n e ar e s) e n o utr a s di s ci pli n a s.

1. 2.  E c u a ci ó n s li n e a r e s

A ál x e b r a li n e a r n a c e u p ar a s ati sf a c er a s n e c e si d a d e s d o s c al c ul a d or e s pr á c ti c o s.  D e f eit o, a
r e gr a d e t r e s e a r e gr a d e f al s a p o si ci ó n e n u n ci a d a s d e f or m a  m ái s o u  m e n o s c o nf u s a 1 , d e s e m p e ñ a n
u n i m p o rt a nt e p a p el e n t o d o s o s  m a n u ai s d e arit m é ti c a p r á c ti c a, d e s d e o P a pi r o  R hi n d d o s
e xi p ci o s (f oi c o m pr a d o e n 1 8 5 8 p ol o a nti c u ari o e s c o c é s  H.  R hi n d e d e s d e 1 8 6 5 at ó p a s e d e p o sit a d o
n o  Briti s h  M u s e u m) at a o s d a s n o s a s e s c ol a s p ri m ari a s, p a s a n d o p or  Ar y a b h at a, o s á r a b e s,
Fi b o n a c ci e a gr a n d e c a nti d a d e d e t r at a d o s d e c ál c ul o el a b o r a d o s d ur a nt e a I d a d e  M e di a e o
R e n a c e m e nt o.

N a  m at e m á ti c a g r e g a a nti g a, t al c o m o a p ar e c e r e c olli d o n o s El e m e nt o s d e  E u cli d e s, p o d e m o s
r e c o ñ e c e r d ú a s t e o r ı́ a s a b st r a ct a s d e c ará c t e r li n e a r: a d a s  m a g nit u d e s e a d o s e nt eir o s.  N o s
b a bil o ni o s, at o p a m o s  m é t o d o s  m oit o  m ái s p r ó xi m o s a n o s a ál x e b r a el e m e nt al; s a bı́ a n r e s ol v e r
si st e m a s d e e c u a ci ó n s d e p ri m ei r o gr a o.

O  m ´ai s i m p o rt a nt e li b r o c hi n é s d a a nti g üi d a d e, o c h a m a d o C hi u  C h a n g S u a n S u , d at a d o
a  m e di a d o s d o s é c ul o s e g u n d o a nt e s d e  Cri st o, tr at a n o s e u c a pı́ t ul o oit a v o d a r e s ol u ci ó n d e
si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e a s ú a x e n e r ali z a ci ó n a si st e m a s c o n  m ai or n ú m e r o d e i n c ó g nit a s
s e g u n d o s e e x p ó n n a r e g r a f a n- c h e n2 , s e n d o n o p r o c e s o d e tr a n sf or m a ci ó n d a  m at ri z d o si st e m a
o n d e o s  m at e m á ti c o s c hi n e s e s i ntr o d u cir o n o s n ú m e r o s n e g ati v o s.

D ur a nt e  m oit o t e m p o, c o n t o d o, o s pr o gr e s o s ti v er o n l u g ar n o ´a m bit o d o c ál c ul o al x é b ri c o;
e n ef e ct o, p ar a r e d u cir u n si st e m a li n e ar a u n h a e c u a ci ó n d o ti p o a x = b é s u fi ci e nt e c o ñ e c e r a s
r e g r a s, x a e n u n ci a d a s p or  Di of a nt o, p ar a p a s ar o s t er m o s d u n l a d o a o utr o e c o m bi n ar o s t er m o s
s e m ell a nt e s; e s e s e t r at a d e v ari a s i n c ó g nit a s, b a st a a d e m ai s s a b er eli mi n al a s s u c e si v a m e nt e at a
q u e q u e d e s ó u n h a.  T a m é n o s t r at a d o s d e ál x e b r a at a o s é c ul o  X VIII d a n s e p or s ati sf eit o s, n o
r ef er e nt e a o p ri m eir o gr a o, u n h a v e z q u e e x p u x er o n e st a s r e gr a s.

G.  Cr a m er
( Bi bli ot e c a d e  X e n e br a / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O p ri m ei r o e x e m pl o d e c ´al c ul o e x pl ı́ ci t o d a s ol u ci ó n d u n si st e m a d e e c u a ció n s li n e a r e s c o n
n i n có g nit a s, o n d e o s c o e fi ci e nt e s s o n i n d et er mi n a d o s, f oi r e ali z a d o p or  C.  M a cl a uri n ( 1 6 9 8 –
1 7 4 6) e n 1 7 4 8 p ar a n = 2 e p ar a n = 3.  D o u s a n o s  m ´ai s t ar d e, a p ar e c e n d o u s t r a b all o s q u e
v a n x o g ar u n p a p el f u n d a m e nt al n o d e s e n v ol v e m e nt o d o c o n c e pt o d e e s p a z o v e ct ori al e, p or
e xt e n si ó n, n o d a t e o r ı́ a d a li n e a ri d a d e.  O p ri m eir o é o f a m o s o t r at a d o I nt r o d u cti o n à l’ a n al y s e
d e s c o u r b e s al g é b ri q u e s d e  G.  Cr a m er ( 1 7 0 4 – 1 7 5 2), n o c al s e s e nt a n a s b a s e s p ar a a t e or ı́ a d e

1 O p r o c e d e m e nt o d e f al s a p o si ci ó n s e g ui d o p ol o s e xi p ci o s, p a r a r e s ol v e r e c u a ci ó n s d o ti p o x + a x = b o u d o
ti p o x + a x + b x = c , c o n si s tı́ a n o s e g ui nt e: d a b a n e n p ri m ei r o l u g a r c o m o s ol u ci ó n u n n ú m e r o a o a z a r, c o m p a r a b a n
o r e s ul t a d o c o r e s ul t a d o q u e fi g u r a b a n o e n u n ci a d o d o p r o bl e m a, a x u s t a b a n a s ol u ci ó n q u e ll e s d a b a c o a c o r r e c t a
m e di a nt e u n h a p r o p o r ci ó n e fi n al m e nt e o b ti ñ a n a s ol u ci ó n c o r r e c t a.

2 E s t a r e g r a é e n e s e n ci a o  m é t o d o d e eli mi n a ci ó n g a u s si a n a d o s n o s o s dı́ a s.

1. 2.  E c u a ci ó n s li n e a r e s 1 1

d e t e r mi n a nt e s 3 .  O s e g u n d o tit úl a s e S u r u n h a c o nt r a di cti o n a p p a r e nt e d a n s a d o ct ri n e d e a s li g n e s
c o u r b e s e f oi e s crit o p or  L.  E ul er.  N e st e úl ti m o t r a b all o o a ut or a n ali z a o p ar a d o x o d e  G.  Cr a m er,
x a i d e nti fi c a d o a nt eri or m e nt e p or  C.  M a c L a uri n, p ar a c ur v a s al x é b ri c a s, s e n d o u n d o s p ri m eir o s
e n t r at ar a c u e sti ó n d e d e p e n d e n ci a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  C a n d o  L.  E ul er e st u d a o c a s o n = 4
p ó d e n s e r e c o ñ e c e r a r g u m e nt o s n o s c al e s s e utili z a u n h a i nt ui ci ó n e m p ı́ ri c a d a n o ció n d e r a n g o.

A p a rtir d o t r a b all o d e  G.  Cr a m er a t e orı́ a d e d et e r mi n a nt e s c o n v ert e u s e n u n d o s c a m p o s
m ´ai s fl or e c e nt e s d a a cti vi d a d e  m at e m á ti c a, s e n d o d e s p oi s d e 1 7 7 0 c a n d o n o s t r a b all o s d e  A.  T.
V a n d er m o n d e ( 1 7 3 5 – 1 7 9 6) e  P. S.  L a pl a c e ( 1 7 4 9 – 1 8 2 7) a p ar e c e a i d e a d e d e fi nir o s d et er mi n a nt e s
d e o r d e n p or r e c orr e n ci a s o br e n ( d e s e n v ol v e m e nt o p or fil a s o u p or c ol u m n a s), a s ı́ c o m o a s s ú a s
p ri m ei r a s p r o pi e d a d e s x er ai s: o s er f u n ci ó n s  m ultili n e a r e s alt er n a d a s d e fil a s e d e c ol u m n a s, e
a i n v ari a bili d a d e d o d et er mi n a nt e c o n r e s p e ct o á t r a n s p o si ci ó n  D o ut r a b a n d a, n u n h a  m e m ori a
p r e s e nt a d a n a  A c a d e mi a d e  P ar ı́ s e n 1 7 6 4, e d u n h a  m a n eir a  mái s d et all a d a n o s e u t r at a d o
tit ul a d o T h é o ri e g é n é r al e d e s é q u ati o n s al g é b ri q u e s , d e 1 7 7 9,  E.  B é z o ut ( 1 7 3 0 – 1 7 8 3) d e u u n
si st e m a d e r e gr a s p ar a r e s ol v er si st e m a s d e e c u a ci ó n s d e n e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s.

E.  B é z o ut
( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

A p e s ar d e t o d o e st e d e s e n v ol v e m e nt o, a s c u e sti ó n s r ef e r e nt e s á i n d et e r mi n a ci ´o n s e si st e m a s
i n c o n si st e nt e s d e e c u a ció n s li n e a r e s f or o n d e s c oi d a d a s, x a q u e s ó é p o s ı́ b el t r at al a s d e s d e u n
a c h e g a m e nt o b a s e a d o n a s n o ci ó n s d e d e p e n d e n ci a e r a n g o.  O c o n c e pt o d e r a n g o, c u x o pr o c e s o
d e f or m a ci ó n p o d e m o s sit u al o e ntr e 1 8 4 0 e 1 8 7 9, é u n i n v a ri a nt e q u e d et er mi n a o t a m a ñ o d o
c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s ( mı́ ni m o n ú m e r o d e x e r a d or e s / m á xi m o
n ú m e r o d e s ol u ci ó n s i n d e p e n d e nt e s) e p or d u ali d a d e o n ú m e r o d e r el a ci ó n s d e d e p e n d e n ci a e ntr e
a s e c u a ci ó n s ( m ı́ ni m o n ú m e r o d e e c u a ci ó n s d e s c ri bi n d o o si st e m a d e s ol u ció n s / m á xi m o n ú m e r o
d e e c u a ci ó n s i n d e p e n d e nt e s).

P a r a cr e ar o c o n c e pt o d e r a n g o o s  m at e m á ti c o s ti v e r o n q u e v e n c er v ari a d o s o b st á c ul o s e
c a m bi a r o s e u p u nt o d e vi st a s o b r e c e rt a s n o ci ó n s.  A s o ri x e s d o c o n c e pt o d e r a n g o e st á n  m oi
li g a d o s a o d e d et er mi n a nt e e  mái s c o n c r et a m e nt e a o d e  m e n or, d e f eit o, n a pri m eir a  m et a d e d o
s é c ul o  XI X, e r a b e n c o ñ e ci d o o  m é t o d o d e s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n si st e nt e
e n ill ar a p art e c orr e s p o n d e nt e a u n  m e n or di sti nt o d e c er o e d e or d e  m a xi m al p ar a utili z ar
d e s p oi s a r e g r a d e  C r a m e r c o a s o utr a s i n c ó g nit a s c o m o p ar á m et r o s n o s s e g u n d o s  m e m br o s.

E n 1 8 6 1  H. J. S. S mit h ( 1 8 2 6 – 1 8 8 3) p u bli c o u u n tr a b all o tit ul a d o O n s y st e m s of li n e a r
i n d et e r mi n at e s n o q u e d e m o str a b a q u e a or d e d u n  m e n or  m a xi m al di sti nt o d e c er o e st a b a r el a-
ci o n a d o c o n ú m e r o  m a xi m al d e s ol u ci ó n s i n d e p e n d e nt e s. I st o n o n f oi u n h a gr a n d e a x u d a p ar a
d e s c ri bi r  m ell o r o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s, p e r o a s ú a i m p o rt a n ci a r a di c a e n q u e a a pr o xi m a ci ó n
a o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s f ai s e p or p ri m eir a v e z d e s d e u n p u nt o d e vi st a t e ó ri c o e n o n
s ó c o i nt e r e s e d e at o p ar c a mi ñ o s p a r a r e s ol v el o s.

3 É  A.  L.  C a u c h y q u e n e n 1 8 1 5 i nt r o d u c e o n o m e d e d e t e r mi n a nt e a d e m ai s d e p r o b a r c o m pl e t a m e nt e a s s ú a s
p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s.
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É c o s t r a b all o s d e  G.  L.  Fr o b e ni u s c a n d o o e st u d o d a i n d e p e n d e n ci a d e e c u a ci ó n s s e li b e r a d a
utili z a ci ó n d o s d et e r mi n a nt e s.  G.  L.  Fr o b e ni u s ti v o a i d e a ori xi n al d e d e fi nir a i n d e p e n d e n ci a d e
e c u a ci ó n s e n - u pl a s s e n o u s o d e d et er mi n a nt e s e i ntr o d u ci u a n o ci ó n d e si st e m a a s o ci a d o.  D a d o
u n si st e m a d e n e c u a ci ó n s li n e a r e s e p i n c ó g nit a s, c u n  m e n or  m a xi m al di sti nt o d e c er o d e or d e r ,
d e m o str o u q u e s e p o d e n at o p ar u n n ú m e r o  m á xi m o d e p − r s ol u ci ó n s i n d e p e n d e nt e s.  D a d o u n
d e st e s c o n x u nt o s d e s ol u ci ó n s ( u n h a b a s e), c o n str uı́ u u n si st e m a a s o ci a d o c o  m e s m o c o n x u nt o d e
s ol u ci ó n s d o si st e m a i ni ci al.  O s e u  m é t o d o utili z a r e s ult a d o s t é c ni c o s d a t e o r ı́ a d e d et e r mi n a nt e s,
p e r o  m oit o s d o s s e u s l o gr o s p o d e n s er e x pr e s a d o s s e n o u s o d e st e s.  N u n h a p u bli c a ci ó n d o a n o
1 8 7 9, U b e r h o m o g e n e t ot al e di ff e r e nti al gl ei c h u n g e n , é o n d e fi n al m e nt e i ntr o d u c e o t er m o r a n g o e
n o ut r a d e 1 9 0 5, Z u r t h e o ri e d e r li n e a r e n gl ei c h u n g e n , d á u n h a c o m pl et a r el a ció n d o s r e s ult a d o s
r ef e r e nt e s a o e st u d o t e ó ri c o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.

G.  L.  Fr o b e ni u s
( U ni v er si d a d e d e  H a m b ur g o / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O ut r o s r e s ult a d o s i nt er e s a nt e s e c o m pl e m e nt ari o s f or o n o s e st a bl e ci d o s p or  A.  C a p elli ( 1 8 5 5 –
1 9 1 0) e ntr e 1 8 8 6 e 1 8 9 1.  E st e  m at e m á ti c o it ali a n o pr o b o u q u e u n si st e m a d e r a n g o r é e q ui v al e nt e
a u n si st e m a tri a n g ul ar d e r e c u a ci ó n s e e nt ó n d e d u ci u q u e o r a n g o p or fil a s d u n h a  m atri z é i g u al
a o r a n g o p o r c ol u m n a s.  T a m é n s e d e b e a  m at e m á ti c o s d a e s c ol a it ali a n a o r e s ult a d o q u e g ar a nt e
q u e u n si st e m a d e e c u a ci ó n s é c o n si st e nt e s e o r a n g o d a  m atri z f or m a d a p ol o s c o e fi ci e nt e s é o
m e s m o q u e o r a n g o d a  m atri z a m pli a d a p ol a c ol u m n a d o s s e g u n d o s  m e m br o s.

O c o ñ e ci d o c o m o Te o r e m a d e  R o u c h é- Fr o b e ni u s e n u n ci o u s e n e st a é p o c a e é u n d o s g r a n d e s
fit o s d a hi st o ri a d a ál x e b r a li n e a r x a q u e p er mit e c al c ul ar o n ú m e r o d e s ol u ci ó n s d u n si st e m a d e
e c u a ci ó n s li n e a r e s e n f u n ci ó n d o r a n g o d a  m atri z d e c o e fi ci e nt e s e d o r a n g o d a  m atri z a m pli a d a.
E.  R o u c h é ( 1 8 3 2 – 1 9 1 0) f oi u n  m at e m á ti c o f r a n c é s, c o ñ e ci d o, s o b r e t o d o, p or e st e t e or e m a e
p ol o s e u t e or e m a s o br e f u n ci ó n s h ol o m o rf a s p u bli c a d o e n 1 8 6 2.  O Te o r e m a d e  R o u c h é- Fr o b e ni u s
a p a r e c e u, p ri m eir o, n u n arti g o d e d ú a s p á xi n a s e n 1 8 7 5 S u r a di s c u s si o n d e a s e q u ati o n s d u
p r e mi e r d e g r é e d e s p oi s, e n 1 8 9 0, f oi p u bli c a d a u n h a v er si ó n  m ái s c o m pl et a n o J o u r n al d e
l’ E c ol e  P ol yt e c h ni q u e.  P o st eri or m e nt e  G.  F o nt e n é ( 1 8 4 8- 1 9 2 3) e o utr o s r e cl a m ar o n a a ut orı́ a d a

d e m o st r a ci ó n. É p o r i st o q u e o t e or e m a s e c o ñ e c e c o m o Te o r e m a d e  R o u c h é- F o nt e n é (i st o úl ti m o
e n  Fr a n ci a) o u c o m o Te o r e m a d e  K r o n e c k e r- C a p elli .

P o r t a nt o, p o d e m o s c o n cl u´ır q u e o e st u d o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e d o s d et er mi-
n a nt e s f oi o c o nt e xt o n o c al a p ar e c er o n p or p ri m eir a v e z c o n c e pt o s c o m o d e p e n d e n ci a, r a n g o,
d u ali d a d e, q u e  m ái s a di a nt e x o g ar á n u n p a p el f u n d a m e nt al n a  m o d er n a t e orı́ a d o s e s p a z o s v e c-
t o ri ai s.

E ntr e 1 7 5 0 e o s c o m e z o s d o s é c ul o  X X, o s d et er mi n a nt e s f or o n o m ni pr e s e nt e s e n t o d o s o s
p r o bl e m a s d e ti p o li n e ar ( e x c e pt o n al g ú n s t r a b all o s r el a ci o n a d o s c o a x e o m etrı́ a q u e t r at a r e m o s
m ´ai s a di a nt e).  E st e f eit o t e n u n h a i n fl u e n ci a n a n at ur e z a d o s c o n c e pt o s x a q u e, aı́ n d a q u e a
n o ci ó n d e r a n g o a p a r e c e a s o ci a d a á d e di m e n si ó n n a  m o d e r n a t e or ı́ a a xi o má ti c a d o s e s p a z o s
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v e ct o ri ai s, n o n d e b e m o s e s q u e c er q u e a d q uiri u o s e u s e nti d o d ur a nt e c a s e d o u s s é c ul o s n o s q u e
ti v o a o s d et er mi n a nt e s c o m o s o p ort e.

1. 3.  V e c t o r e s e  x e o m e t rı́ a

A r el a ci ó n e nt r e a t e or´ı a d e e s p a z o s v e ct o ri ai s e a x e o m etrı́ a p a r e c e n o n x er ar dú bi d a s
p a r a  m oit a s p er s o a s p or v ari o s f eit o s c o m o, p or e x e m pl o, o u s o d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a
p a r a il u str ar i d e a s v e ct ori ai s.  A v ell a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d a s u m a d e v e ct or e s, c h a m a d a
p ar al el o gr a m o d e v el o ci d a d e s, n o n f oi s u fi ci e nt e p ar a a cr e a ci ó n d o c o n c e pt o d e s e g m e nt o diri xi d o
o u v e ct or 4 .  N a a nti güi d a d e a li n e ari d a d e e n x e o m etrı́ a r ef e ri u s e á li ñ a r e ct a, q u e é u n h a d a s
fi g ur a s b á si c a s.  P e r o, s e g ui n d o c o n e st e ti p o d e ar g u m e nt a ci ó n, t a m é n é cl a r o q u e o cı́ r c ul o
é b á si c o.

O  m ´et o d o a n alı́ ti c o i nt r o d u ci d o i n d e p e n d e nt e m e nt e p or  R.  D e s c a rt e s n o s e u G ´e o m ét ri e
( 1 6 3 7) e p or  P. d e  Fer m at ( 1 6 0 1 – 1 6 6 5) e n A d l o c o s pl a n o s et s oli d o s i s a g o g e ( 1 6 4 3) or g a ni z o u
a x e o m et r ı́ a d u n x eit o dif er e nt e s e g ui n d o n o v o s crit eri o s e i d e a s.  A s r e ct a s c orr e s p o n d er a n s e
c o a s e c u a ci ó n s d e p ri m eir o gr a o e o c u p ar á n o p ri m ei r o ni v el.  A s e c u a ci ó n s d e s e g u n d o gr a o
r e pr e s e nt ar á n a s c ó ni c a s.  O c a m bi o d e c o or d e n a d a s, ú til p a r a a a n áli s e d e i n v ari a nt e s d e c ur v a s,
d e u l u g ar a u n  m ar c o p ar a o e st u d o d a s t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s.  P or t a nt o, c o u s o d o s  m é t o d o s
a n al ı́ ti c o s e n x e o m etrı́ a, a li n e a ri d a d e c o n v ert e u s e n o p u nt o d e p arti d a e n  m oit o s p r o bl e m a s
r el e v a nt e s d e nt r o d a  m at e m á ti c a d a é p o c a 5 .

E n 1 6 7 9, n u n h a c art a a  C.  H u y g e n s ( 1 6 2 9 – 1 6 9 5),  G.  W.  L ei b ni z criti c a o  m ´et o d o a n alı́ ti c o e
t e nt a, d e f or m a i nfr ut u o s a, cr e ar u n h a a n áli s e x e o m é t ri c a i nt rı́ n s e c a.  G.  W.  L ei b ni z c o n si d er a b a
q u e er a difı́ cil o e st u d o d e pr o pi e d a d e s x e o m é t ri c a s utili z a n d o c ál c ul o s al x é b ri c o s, x a q u e s e g u n d o
el o s n ú m e r o s n o n e x pr e s a b a n c o n c e pt o s c o m o sit u a ci ó n, á n g ul o o u dir e c ci ó n.  E st a c o rr e nt e
c r ı́ ti c a ti v o  m oit o s si m p ati z a nt e s, d e f eit o, at a c o m e z o s d o sé c ul o  XI X, a i n v e sti g a ci ó n o ri e nt a d a
a c o n s e g uir u n h a a n áli s e x e o m é t ri c a i nt r ı́ n s e c a f oi u n c a m p o n o q u e t r a b all ar o n n u m er o s o s
m at e m á ti c o s.  A g o r a b e n, a s cr´ ıti c a s d e  G.  W.  L ei b ni z a c h a r o n u n h a r e s p o st a n a r e p r e s e nt a ció n
x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s.  E st a r e s p o st a p o d e d e fi nir s e c o m o i n dir e ct a, x a q u e o e st u d o
d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s e sti v o f u n d a m e nt al m e nt e  m oti v a d a p ol o
i nt e nt o d e l e xiti m ar o s e u u s o a nt e a q u el e s q u e o s c o n si d er a b a n i n a d e c u a d o s p ar a a r e ali d a d e
m at e m ´ati c a.  O e st u d o d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s f oi i ni ci a d o p or J.
W alli s 6 e n 1 6 9 3 e c o nti n u a d a a o l o n g o d o t e m p o p or di v er s o s  m at e m á ti c o s c o m o  K.  We s s el e n
1 7 9 9, J.  R.  Ar g a n d e n 1 8 0 6 e  C.  V.  M o ur e y ( 1 7 9 1 – 1 8 3 0) e n 1 8 2 8.  C o n t o d o s ó c o s t r a b all o s d e
C.  F.  G a u s s, a pr o xi m a d a m e nt e e n 1 8 3 1, e o s d e  A.  L.  C a u c h y e n 1 8 4 8, e st a s t e orı́ a s al c a n z a n o
s e u gr a o d e  m a d ur e z e a a c e pt a ci ó n p ol a c o m u ni d a d e  m at e m á ti c a.  O s n ú m e r o s c o m pl e x o s d er o n
l u g ar a u n  m o d el o p ar a a a náli s e d a x e o m etrı́ a bi di m e n si o n al.  N al g ú n s d o s t r a b all o s cit a d o s
a nt eri or m e nt e ( e s p e ci al m e nt e o s d e  We s s el) t e nt o u s e x e n er ali z ar e st a s i d e a s á di m e n si ó n t r e s,
p e r o s e m pr e s e t o p o u c o a di fi c ult a d e d o p r o bl e m a d a  m ulti pli c a ci ó n.

D u r a nt e o  m e s m o p er´ ı o d o d e t e m p o,  A.  F.  Mö bi u s ( 1 7 9 0 – 1 8 6 8) e  G.  B ell a viti s ( 1 8 0 3 – 1 8 8 0),
d er o n a c o ñ e c e r d o u s  m o d el o s d e a n áli s e x e o m é t ri c a, v áli d o s t a nt o p ar a a di m e n si ó n t r e s c o m o
p ar a a di m e n si ó n d o u s, q u e s e nt ar o n a s b a s e s p ar a a x e o m etr ı́ a v e ct o ri al.

A.  F.  M ¨o bi u s f oi u n d o s p ri m eir o s e n f al ar d a n o ci ó n d e s e g m e nt o ori e nt a d o.  E n 1 8 1 8, n o
pri m eir o c a pı́ t ul o d o s e u B a r y c e nt ri s c h e c al c ul , f or o n c o n ci bi d o s o s pri n ci pi o s d o  m e s m o, d e si g-
n a n d o o s e g m e nt o u ni n d o o s p u nt o s A e B p or A B e e st a bl e c e n d o a s u m a d e s e g m e nt o s c oli n e ar e s
d e f or m a q u e s e c h e g a á c o n cl u si ó n d e q u e A B = − B A .  D e s d e u n p u nt o d e vi st a  mái s  m o d e r n o,
p ó d e s e a fi r m a r q u e a t e or ı́ a d e  A.  F.  M ö bi u s é u n h a ál x e b r a d e p u nt o s e n o n u n h a e str ut ur a

4 O n o m e d e v e c t o r f oi e s t a bl e ci d o p o r  W.  R.  H a mil t o n e n 1 8 4 5, q u e n o u tili z a p a r a di s ti n g ui r o q u e el c h a m a
a p a rt e v e ct o r d a p a rt e e s c al a r d u n c u a t e r ni ó n.

5 P o r e x e m pl o o t r a b all o d e  G.  C r a m e r I nt r o d u cti o n à l’ a n al y s e d e s c o u r b e s al g é b ri q u e s ci t a d o n a s e c ci ó n
a nt e ri o r.

6 E s t e a u t o r f oi i n c a p a z d e il u s t r a r a  m ul ti pli c a ci ó n d e n ú m e r o s c o m pl e x o s.
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É c o s t r a b all o s d e  G.  L.  Fr o b e ni u s c a n d o o e st u d o d a i n d e p e n d e n ci a d e e c u a ci ó n s s e li b e r a d a
utili z a ci ó n d o s d et e r mi n a nt e s.  G.  L.  Fr o b e ni u s ti v o a i d e a ori xi n al d e d e fi nir a i n d e p e n d e n ci a d e
e c u a ci ó n s e n - u pl a s s e n o u s o d e d et er mi n a nt e s e i ntr o d u ci u a n o ci ó n d e si st e m a a s o ci a d o.  D a d o
u n si st e m a d e n e c u a ci ó n s li n e a r e s e p i n c ó g nit a s, c u n  m e n or  m a xi m al di sti nt o d e c er o d e or d e r ,
d e m o str o u q u e s e p o d e n at o p ar u n n ú m e r o  m á xi m o d e p − r s ol u ci ó n s i n d e p e n d e nt e s.  D a d o u n
d e st e s c o n x u nt o s d e s ol u ci ó n s ( u n h a b a s e), c o n str uı́ u u n si st e m a a s o ci a d o c o  m e s m o c o n x u nt o d e
s ol u ci ó n s d o si st e m a i ni ci al.  O s e u  m é t o d o utili z a r e s ult a d o s t é c ni c o s d a t e o r ı́ a d e d et e r mi n a nt e s,
p er o  m oit o s d o s s e u s l o gr o s p o d e n s er e x pr e s a d o s s e n o u s o d e st e s.  N u n h a p u bli c a ci ó n d o a n o
1 8 7 9, U b e r h o m o g e n e t ot al e di ff e r e nti al gl ei c h u n g e n , é o n d e fi n al m e nt e i ntr o d u c e o t er m o r a n g o e
n o utr a d e 1 9 0 5, Z u r t h e o ri e d e r li n e a r e n gl ei c h u n g e n , d á u n h a c o m pl et a r el a ció n d o s r e s ult a d o s
r ef er e nt e s a o e st u d o t e ó ri c o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.

G.  L.  Fr o b e ni u s
( U ni v er si d a d e d e  H a m b ur g o / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O utr o s r e s ult a d o s i nt er e s a nt e s e c o m pl e m e nt ari o s f or o n o s e st a bl e ci d o s p or  A.  C a p elli ( 1 8 5 5 –
1 9 1 0) e ntr e 1 8 8 6 e 1 8 9 1.  E st e  m at e m á ti c o it ali a n o pr o b o u q u e u n si st e m a d e r a n g o r é e q ui v al e nt e
a u n si st e m a tri a n g ul ar d e r e c u a ci ó n s e e nt ó n d e d u ci u q u e o r a n g o p or fil a s d u n h a  m atri z é i g u al
a o r a n g o p or c ol u m n a s.  T a m é n s e d e b e a  m at e m á ti c o s d a e s c ol a it ali a n a o r e s ult a d o q u e g ar a nt e
q u e u n si st e m a d e e c u a ci ó n s é c o n si st e nt e s e o r a n g o d a  m atri z f or m a d a p ol o s c o e fi ci e nt e s é o
m e s m o q u e o r a n g o d a  m atri z a m pli a d a p ol a c ol u m n a d o s s e g u n d o s  m e m br o s.

O c o ñ e ci d o c o m o Te o r e m a d e  R o u c h é- Fr o b e ni u s e n u n ci o u s e n e st a é p o c a e é u n d o s g r a n d e s
fit o s d a hi st o ri a d a ál x e b r a li n e a r x a q u e p er mit e c al c ul ar o n ú m e r o d e s ol u ci ó n s d u n si st e m a d e
e c u a ci ó n s li n e a r e s e n f u n ci ó n d o r a n g o d a  m atri z d e c o e fi ci e nt e s e d o r a n g o d a  m atri z a m pli a d a.
E.  R o u c h é ( 1 8 3 2 – 1 9 1 0) f oi u n  m at e m á ti c o f r a n c é s, c o ñ e ci d o, s o b r e t o d o, p or e st e t e or e m a e
p ol o s e u t e or e m a s o br e f u n ci ó n s h ol o m o rf a s p u bli c a d o e n 1 8 6 2.  O Te o r e m a d e  R o u c h é- Fr o b e ni u s
a p a r e c e u, p ri m eir o, n u n arti g o d e d ú a s p á xi n a s e n 1 8 7 5 S u r a di s c u s si o n d e a s e q u ati o n s d u
p r e mi e r d e g r é e d e s p oi s, e n 1 8 9 0, f oi p u bli c a d a u n h a v er si ó n  m ái s c o m pl et a n o J o u r n al d e
l’ E c ol e  P ol yt e c h ni q u e.  P o st eri or m e nt e  G.  F o nt e n é ( 1 8 4 8- 1 9 2 3) e o utr o s r e cl a m ar o n a a ut orı́ a d a

d e m o st r a ci ó n. É p o r i st o q u e o t e or e m a s e c o ñ e c e c o m o Te o r e m a d e  R o u c h é- F o nt e n é (i st o úl ti m o
e n  Fr a n ci a) o u c o m o Te o r e m a d e  K r o n e c k e r- C a p elli .

P or t a nt o, p o d e m o s c o n cl u´ır q u e o e st u d o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e d o s d et er mi-
n a nt e s f oi o c o nt e xt o n o c al a p ar e c er o n p or p ri m eir a v e z c o n c e pt o s c o m o d e p e n d e n ci a, r a n g o,
d u ali d a d e, q u e  m ái s a di a nt e x o g ar á n u n p a p el f u n d a m e nt al n a  m o d er n a t e orı́ a d o s e s p a z o s v e c-
t ori ai s.

E ntr e 1 7 5 0 e o s c o m e z o s d o s é c ul o  X X, o s d et er mi n a nt e s f or o n o m ni pr e s e nt e s e n t o d o s o s
pr o bl e m a s d e ti p o li n e ar ( e x c e pt o n al g ú n s t r a b all o s r el a ci o n a d o s c o a x e o m etrı́ a q u e t r at a r e m o s
m ´ai s a di a nt e).  E st e f eit o t e n u n h a i n fl u e n ci a n a n at ur e z a d o s c o n c e pt o s x a q u e, aı́ n d a q u e a
n o ci ó n d e r a n g o a p ar e c e a s o ci a d a á d e di m e n si ó n n a  m o d e r n a t e or ı́ a a xi o má ti c a d o s e s p a z o s

1. 3.  V e c t o r e s e  x e o m e t r ı́ a 1 3

v e ct o ri ai s, n o n d e b e m o s e s q u e c er q u e a d q uiri u o s e u s e nti d o d ur a nt e c a s e d o u s s é c ul o s n o s q u e
ti v o a o s d et er mi n a nt e s c o m o s o p ort e.

1. 3.  V e c t o r e s e  x e o m e t rı́ a

A r el a ci ó n e nt r e a t e o r´ı a d e e s p a z o s v e ct o ri ai s e a x e o m etrı́ a p a r e c e n o n x er ar dú bi d a s
p a r a  m oit a s p er s o a s p or v ari o s f eit o s c o m o, p or e x e m pl o, o u s o d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a
p a r a il u st r ar i d e a s v e ct ori ai s.  A v ell a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d a s u m a d e v e ct or e s, c h a m a d a
p a r al el o gr a m o d e v el o ci d a d e s, n o n f oi s u fi ci e nt e p ar a a cr e a ci ó n d o c o n c e pt o d e s e g m e nt o diri xi d o
o u v e ct or 4 .  N a a nti güi d a d e a li n e a ri d a d e e n x e o m etrı́ a r ef e ri u s e á li ñ a r e ct a, q u e é u n h a d a s
fi g u r a s b á si c a s.  P e r o, s e g ui n d o c o n e st e ti p o d e ar g u m e nt a ci ó n, t a m é n é cl a r o q u e o cı́ r c ul o
é b á si c o.

O  m ´et o d o a n alı́ ti c o i nt r o d u ci d o i n d e p e n d e nt e m e nt e p or  R.  D e s c a rt e s n o s e u G ´e o m ét ri e
( 1 6 3 7) e p o r  P. d e  Fer m at ( 1 6 0 1 – 1 6 6 5) e n A d l o c o s pl a n o s et s oli d o s i s a g o g e ( 1 6 4 3) or g a ni z o u
a x e o m et r ı́ a d u n x eit o dif er e nt e s e g ui n d o n o v o s crit eri o s e i d e a s.  A s r e ct a s c orr e s p o n d er a n s e
c o a s e c u a ci ó n s d e p ri m ei r o gr a o e o c u p ar á n o p ri m ei r o ni v el.  A s e c u a ci ó n s d e s e g u n d o gr a o
r e p r e s e nt ar á n a s c ó ni c a s.  O c a m bi o d e c o or d e n a d a s, ú til p a r a a a n áli s e d e i n v a ri a nt e s d e c ur v a s,
d e u l u g ar a u n  m ar c o p ar a o e st u d o d a s t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s.  P or t a nt o, c o u s o d o s  m é t o d o s
a n al ı́ ti c o s e n x e o m etrı́ a, a li n e a ri d a d e c o n v ert e u s e n o p u nt o d e p arti d a e n  m oit o s p r o bl e m a s
r el e v a nt e s d e nt r o d a  m at e m á ti c a d a é p o c a 5 .

E n 1 6 7 9, n u n h a c art a a  C.  H u y g e n s ( 1 6 2 9 – 1 6 9 5),  G.  W.  L ei b ni z criti c a o  m ´et o d o a n alı́ ti c o e
t e nt a, d e f or m a i nfr ut u o s a, cr e ar u n h a a n áli s e x e o m é t ri c a i nt rı́ n s e c a.  G.  W.  L ei b ni z c o n si d er a b a
q u e er a difı́ cil o e st u d o d e pr o pi e d a d e s x e o m é t ri c a s utili z a n d o c ál c ul o s al x é b ri c o s, x a q u e s e g u n d o
el o s n ú m e r o s n o n e x p r e s a b a n c o n c e pt o s c o m o sit u a ci ó n, á n g ul o o u di r e c ci ó n.  E st a c o r r e nt e
c r ı́ ti c a ti v o  m oit o s si m p ati z a nt e s, d e f eit o, at a c o m e z o s d o sé c ul o  XI X, a i n v e sti g a ci ó n o ri e nt a d a
a c o n s e g uir u n h a a n áli s e x e o m é t ri c a i nt r ı́ n s e c a f oi u n c a m p o n o q u e t r a b all ar o n n u m er o s o s
m at e m á ti c o s.  A g o r a b e n, a s cr´ ıti c a s d e  G.  W.  L ei b ni z a c h a r o n u n h a r e s p o st a n a r e p r e s e nt a ció n
x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s.  E st a r e s p o st a p o d e d e fi nir s e c o m o i n dir e ct a, x a q u e o e st u d o
d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s e sti v o f u n d a m e nt al m e nt e  m oti v a d a p ol o
i nt e nt o d e l e xiti m ar o s e u u s o a nt e a q u el e s q u e o s c o n si d er a b a n i n a d e c u a d o s p ar a a r e ali d a d e
m at e m ´ati c a.  O e st u d o d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s f oi i ni ci a d o p or J.
W alli s 6 e n 1 6 9 3 e c o nti n u a d a a o l o n g o d o t e m p o p or di v er s o s  m at e m á ti c o s c o m o  K.  We s s el e n
1 7 9 9, J.  R.  Ar g a n d e n 1 8 0 6 e  C.  V.  M o ur e y ( 1 7 9 1 – 1 8 3 0) e n 1 8 2 8.  C o n t o d o s ó c o s t r a b all o s d e
C.  F.  G a u s s, a pr o xi m a d a m e nt e e n 1 8 3 1, e o s d e  A.  L.  C a u c h y e n 1 8 4 8, e st a s t e orı́ a s al c a n z a n o
s e u g r a o d e  m a d ur e z e a a c e pt a ci ó n p ol a c o m u ni d a d e  m at e m á ti c a.  O s n ú m e r o s c o m pl e x o s d er o n
l u g a r a u n  m o d el o p ar a a a náli s e d a x e o m et rı́ a bi di m e n si o n al.  N al g ú n s d o s t r a b all o s cit a d o s
a nt e ri or m e nt e ( e s p e ci al m e nt e o s d e  We s s el) t e nt o u s e x e n er ali z ar e st a s i d e a s á di m e n si ó n t r e s,
p e r o s e m p r e s e t o p o u c o a di fi c ult a d e d o p r o bl e m a d a  m ulti pli c a ci ó n.

D u r a nt e o  m e s m o p er´ ı o d o d e t e m p o,  A.  F.  Mö bi u s ( 1 7 9 0 – 1 8 6 8) e  G.  B ell a viti s ( 1 8 0 3 – 1 8 8 0),
d e r o n a c o ñ e c e r d o u s  m o d el o s d e a n áli s e x e o m é t ri c a, v áli d o s t a nt o p ar a a di m e n si ó n t r e s c o m o
p a r a a di m e n si ó n d o u s, q u e s e nt ar o n a s b a s e s p ar a a x e o m etr ı́ a v e ct o ri al.

A.  F.  M ¨o bi u s f oi u n d o s p ri m eir o s e n f al ar d a n o ci ó n d e s e g m e nt o ori e nt a d o.  E n 1 8 1 8, n o
p ri m eir o c a pı́ t ul o d o s e u B a r y c e nt ri s c h e c al c ul , f or o n c o n ci bi d o s o s pri n ci pi o s d o  m e s m o, d e si g-
n a n d o o s e g m e nt o u ni n d o o s p u nt o s A e B p or A B e e st a bl e c e n d o a s u m a d e s e g m e nt o s c oli n e ar e s
d e f or m a q u e s e c h e g a á c o n cl u si ó n d e q u e A B = − B A .  D e s d e u n p u nt o d e vi st a  mái s  m o d e r n o,
p ó d e s e a fi r m a r q u e a t e or ı́ a d e  A.  F.  M ö bi u s é u n h a ál x e b r a d e p u nt o s e n o n u n h a e str ut ur a

4 O n o m e d e v e c t o r f oi e s t a bl e ci d o p o r  W.  R.  H a mil t o n e n 1 8 4 5, q u e n o u tili z a p a r a di s ti n g ui r o q u e el c h a m a
a p a rt e v e ct o r d a p a rt e e s c al a r d u n c u a t e r ni ó n.

5 P o r e x e m pl o o t r a b all o d e  G.  C r a m e r I nt r o d u cti o n à l’ a n al y s e d e s c o u r b e s al g é b ri q u e s ci t a d o n a s e c ci ó n
a nt e ri o r.

6 E s t e a u t o r f oi i n c a p a z d e il u s t r a r a  m ul ti pli c a ci ó n d e n ú m e r o s c o m pl e x o s.
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al x é b ri c a c o n t o d o s o s s e u s d et all e s.  C o n t o d o, a s s ú a s a pli c a ci ó n s s o n c o n vi n c e nt e s, n u m er o s a s e
ti v e r o n u n h a gr a n d e i n fl u e n ci a e n tr a b all o s d e  m at e m á ti c o s p o st e ri or e s.  B a st e cit ar p or e x e m pl o
q u e s er vi u d e i n s pi r a ci ó n p a r a q u e  K.  G.  C.  V o n St a u dt ( 1 7 9 8 – 1 8 6 7) i n v e nt a s e a s c o or d e n a d a s
p r o x e cti v a s.  Fi n al m e nt e, e n 1 8 6 2  A.  F.  M ö bi u s e s c ri bi u U b e r g e o m et ri s c h e a d diti o n u n d  m ul-
ti pli c ati o n.  N e st e t r a b all o, p u bli c a d o e n 1 8 6 7, d e fi ni u a s u m a d e s e g m e nt o s n o n c oli n e ar e s, a
m ulti pli c a ci ´o n p or u n n ú m e r o d e s e g m e nt o s e d o u s ti p o s d e pr o d ut o s e ntr e s e g m e nt o s.

G r a z a s a o s s e u s t r a b all o s,  A.  F.  M ö bi u s g o z o u d o r e c o ˜n e c e m e nt o d e  m at e m á ti c o s d a s ú a
é p o c a c o m o  C.  F.  G a u s s,  A.  L.  C a u c h y,  H.  Gr a s s m a n n,  C.  G.  K. J a c o bi ( 1 8 0 4 – 1 8 5 1) e  P.  E.
G.  Diri c hl et ( 1 8 0 5 – 1 8 5 9).  A s ´u a c o nt ri b u ci ó n f u n d a m e nt al c o n si sti u n a cr e a ci ó n d u n  m é t o d o
p r á c ti c o e e fi ci e nt e p ar a r e s ol v er pr o bl e m a s x e o m é t ri c o s q u e s ó t e n o d ef e ct o d e e st ar b a s e a d o n a
p e r c e p ci ó n i nt uiti v a d o e s p a z o, o q u e d al g u n h a f or m a i n v ali d a a s ú a x e n e r ali z a ci ó n a u n c o n c e pt o
m ´ai s a m pl o d e e s p a z o d e v e ct or e s.

A.  F.  M ö bi u s
( A d olf  N e u m a n n / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

G.  B ell a viti s p o d e s e r c o n si d e r a d o o p ri m ei r o  m at e m ´ati c o e n d e fi nir, e n 1 8 3 3, a s u m a d e
v e ct or e s n o e s p a z o n o s e u C al c ol o d ell e e q ui p oll e n c e . A sú a r e p r e s e nt a ci ó n f oi o ri xi n al p or d o u s
a s p e ct o s: o s o b x e ct o s c o s q u e t r a b all a s o n p ur a m e nt e e nti d a d e s x e o m é t ri c a s ( n o n c o m o o s n ú m e-
r o s c o m pl e x o s) e a pri m eir a p art e d o s e u c ál c ul o p o d e s e r a pli c a d o e n x e o m etrı́ a e s p a ci al.  C o n
t o d o,  G.  B ell a viti s, c o m o  m oit o s o utr o s, f all o u a o t r at ar d e x e n er ali z ar o p r o d ut o d e v e ct or e s n o
e s p a z o.  E st a x e n er ali z a ci ó n f oi u n h a d a s p ri n ci p ai s c o ntri b u ci ó n s d e  W.  R.  H a milt o n.

W.  R.  H a milt o n ( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

1. 4. Á l x e b r a e  x e o m e t r ı́ a 1 5

O  m at e m ´ati c o i rl a n d é s  W.  R.  H a milt o n l e v a b a  m oit o t e m p o i nt er e s a d o n a x e n er ali z a ci ó n
á  di m e n si ó n t r e s d a r e pr e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s, c a n d o fi n al m e nt e d e s-
c u bri u o s c u at er ni ó n s e n 1 8 4 3.  C o m o o s s e u s p r e d e c e s or e s, e d u n h a f or m a n at ur al, c o n si d er o u
t er n a s p ar a a s c al e s d e fi ni u u n h a s u m a e u n pr o d ut o q u e c u m prı́ a n u n h a s p r o pi e d a d e s e q ui v a-
l e nt e s á s  m o d e r n a s d e c or p o.  D e s p oi s d e v ari o s i nt e nt o s, t o d o s el e s err a d o s,  W.  R.  H a milt o n,
a o d ar s e c o nt a, n o f a m o s o p a s e o p ol a p o nt e d e  Br o n g h a m, d e q u e a  m ulti pli c a ci ó n d e d o u s v e c-
t or e s e n di m e n si ó n d o u s e st a b a b a s e a d a n a s s ú a s l o n xit u d e s e n o á n g ul o q u e f or m a n, c a m bi o u
o s e u p u nt o d e p a rti d a e ti v o e n c o nt a e st e s f a ct o r e s, o q u e ll e p er miti u c o n st r uı́ r o c o r p o d o s
c u at e r ni ó n s.  E n 1 8 4 8  W.  R.  H a milt o n c o n s e g ui u p or fi n p u bli c ar o s s e u s d e s c u bri m e nt o s.  O s
c u at e r ni ó n s H = R ⊕ H 0 , o n d e H 0 = R i + R j + R k é o s u b e s p a z o d o s c u at er ni ó n s i m a xi n a ri o s
p ur o s, s o n n ú m e r o s al x é b ri c o s q u e t e ñ e n r e p r e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a n o e s p a z o.  A  m ulti pli c a ci ó n,
q u e n o n é c o n m ut ati v a, r e pr e s e nt a a o  m e s m o t e m p o o p r o d ut o e s c al ar e o p r o d ut o v e ct ori al
m e di a nt e a f ó r m ul a

u · v = − u • v + u × v,

o n d e u, v ∈ H 0 e • , × d e n ot a n r e s p e cti v a m e nt e o p r o d ut o e s c al ar e v e ct ori al e n R 3 .
O c a m bi o i nt r o d u ci d o n a ál x e b r a p ol o s c u at er ni ó n s ti v o u n h a f ort e i n fl u e n ci a n a e m er x e nt e

ál x e b r a li n e ar.  D e f eit o, a p o si bili d a d e d e d ar u n h a i nt er pr et a ci ó n x e o m é t ri c a d e r e s ult a d o s
al x é b ri c o s s u p u x o u n c a mi ñ o d e e n ri q u e c e m e nt o p a r a e st a, x a q u e ll e d e u u n f o n d o i nt uiti v o
e u n h a  m ai or c o n si st e n ci a.  O u s o d e t er m o s x e o m é t ri c o s n a t e orı́ a x e r al d e e s p a z o s v e ct ori ai s
é u n h a p r o b a d a s f o n d a s r el a ci ó n s q u e e xi st e n e nt r e a x e o m etr ı́ a e a ál x e b r a li n e a r.

1. 4. Ál x e b r a e  x e o m e t rı́ a

O s i nt e nt o s d e s crit o s n a s s e c ci ´o n s a nt eri or e s p ar a cr e ar u n h a a n áli s e x e o m é t ri c a i nt rı́ n s e c a
p o d e n s er vi st o s t a nt o c o m o u n d e s e x o d e li b er ar á x e o m et r ı́ a d u n h a i n v a sió n e xt e r n a p or
p a rt e d a arit m é ti c a c o m o a v o nt a d e d e i ntr o d u cir al g ú n s a s p e ct o s d a ál x e b r a n a x e o m et r ı́ a.
E n c al q u er a c a s o, é cl a r o q u e d e s p oi s d o d e s c u bri m e nt o d o  m é t o d o a n al ı́ ti c o c h e g a r o n n o v o s
t e m p o s e  m ar c o u s e u n h a n o v a r el a ci ó n e nt r e a ál x e b r a e a x e o m et r ı́ a.  O u s o d o  mé t o d o a n al ı́ ti c o
e n x e o m etr ı́ a d e u l u g a r á c r e a ci ó n d e  m oit a s d a s f err a m e nt a s d a ál x e b r a d e  m at ri c e s gr a z a s
a o e st u d o d a s s u b stit u ci ó n s li n e a r e s (tr a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s n u n h a li n g u a x e  m ái s  m o d e r n a).
M oit o s d o s p r o bl e m a s d e x e o m etrı́ a a n al´ ıti c a c o n d u c e n á u tili z a ció n d e c a m bi o s d e c o or d e n a d a s
e, p or t a nt o, a o t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s. É  m ái s, a s t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s a p ar e c e n n o utr o s
c a m p o s c o m o a arit m é ti c a o u a s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s.

E n 1 7 7 0  L.  E ul er, n o s e u tr a b all o P r o bl e m a al g e b ri c u m o b a ff e cti o n e s p r o r s u s si n g ul a r e s
m e m o r a bil e , t r at a c u e sti ó n s q u e p o d e n s er i nt er pr et a d a s e n t er m o s d e t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s
ort o g o n ai s.  E ntr e 1 7 7 3 e 1 7 7 5 J.  L.  L a gr a n g e t a m é n a n ali z a o ef e ct o d e t r a n sf or m a ci ó n s d e ti p o
li n e ar e n f or m a s c u a dr á ti c a s d e dú a s v a ri á b ei s a r a ı́ z d o e st u d o d a s pr o pi e d a d e s d o s nú m e r o s
q u e s o n s u m a d e c a dr a d o s. S o br e 1 7 9 8,  C.  F.  G a u s s n a o br a Di s q ui siti o n e s a rit h m eti c a e t r at a
a  m e s m a c u e sti ó n e n d ú a s e t r e s v ari á b ei s. É d e r e s alt ar q u e e st e úl ti m o a ut o r i nt r o d u c e u n h a
n ot a ci ó n si mil a r a u n h a  m atri z p ar a c a r a ct eri z ar u n h a tr a n sf or m a ci ó n li n e a r e e st a bl e c e a f ó r m ul a
p a r a a c o m p o si ci ó n d e d ú a s t r a n sf o r m a ci ó n s li n e a r e s.

D e t o d o s o s x eit o s o c o n c e pt o d e  m atri z n o n a p ar e c e cl ar a m e nt e s e p ar a d o d o c o n c e pt o d e
d et er mi n a nt e at a  m e di a d o s d o s é c ul o  XI X.  E n 1 8 5 3,  W.  R.  H a milt o n i ntr o d ú c e o  m ái s cl a r a m e nt e
n o s s e u s L e ct u r e s o n q u at e r ni o n s t e n d o a p a rti r d e st e p u nt o u n r á pi d o d e s e n v ol v e m e nt o.  D e s d e
e st a p er s p e cti v a, a e s c ol a i n gl e s a, c u x a s  m ái s r e p r e s e nt ati v a s fi g ur a s d o  m o m e nt o s o n  A.  C a yl e y
e J. J. S yl v e st er ( 1 8 1 4 – 1 8 9 7), é u n d o s c e ntr o s  m ái s a cti v o s n e st a  m at eri a. É d e r e s alt ar t a m é n
q u e s e p o d e n at o p ar i d e a s si mil ar e s e n  Al e m a ñ a.  D e f eit o, u n d o s p ri m ei r o s i nt e nt o s d e d ar
u n h a li st a si st e m á ti c a d a s p r o pi e d a d e s d a s  m atri c e s é d e bi d o a  G.  M.  Ei s e n st ei n ( 1 8 2 3 – 1 8 5 2).
N o s tr a b all o s d e st e a ut or r e s ´alt a s e a n o n c o n m ut ati vi d a d e d o p r o d ut o d e  m atri c e s utili z á n d o s e
t a m é n u n h a ú ni c a l et r a p ar a r ef erir s e a u n h a  m atri z e p ar a d e s cri bir a s o p er a ci ó n s e nt r e el a s.
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al x é b ri c a c o n t o d o s o s s e u s d et all e s.  C o n t o d o, a s s ú a s a pli c a ci ó n s s o n c o n vi n c e nt e s, n u m er o s a s e
ti v er o n u n h a gr a n d e i n fl u e n ci a e n tr a b all o s d e  m at e m á ti c o s p o st e ri or e s.  B a st e cit ar p o r e x e m pl o
q u e s er vi u d e i n s pi r a ci ó n p a r a q u e  K.  G.  C.  V o n St a u dt ( 1 7 9 8 – 1 8 6 7) i n v e nt a s e a s c o or d e n a d a s
pr o x e cti v a s.  Fi n al m e nt e, e n 1 8 6 2  A.  F.  M ö bi u s e s c ri bi u U b e r g e o m et ri s c h e a d diti o n u n d  m ul-
ti pli c ati o n.  N e st e t r a b all o, p u bli c a d o e n 1 8 6 7, d e fi ni u a s u m a d e s e g m e nt o s n o n c oli n e ar e s, a
m ulti pli c a ci ´o n p or u n n ú m e r o d e s e g m e nt o s e d o u s ti p o s d e pr o d ut o s e ntr e s e g m e nt o s.

Gr a z a s a o s s e u s t r a b all o s,  A.  F.  M ö bi u s g o z o u d o r e c o ˜n e c e m e nt o d e  m at e m á ti c o s d a s ú a
é p o c a c o m o  C.  F.  G a u s s,  A.  L.  C a u c h y,  H.  Gr a s s m a n n,  C.  G.  K. J a c o bi ( 1 8 0 4 – 1 8 5 1) e  P.  E.
G.  Diri c hl et ( 1 8 0 5 – 1 8 5 9).  A s ´u a c o nt ri b u ci ó n f u n d a m e nt al c o n si sti u n a cr e a ci ó n d u n  m é t o d o
p r á c ti c o e e fi ci e nt e p ar a r e s ol v er pr o bl e m a s x e o m é t ri c o s q u e s ó t e n o d ef e ct o d e e st ar b a s e a d o n a
p er c e p ci ó n i nt uiti v a d o e s p a z o, o q u e d al g u n h a f or m a i n v ali d a a s ú a x e n e r ali z a ci ó n a u n c o n c e pt o
m ´ai s a m pl o d e e s p a z o d e v e ct or e s.

A.  F.  M ö bi u s
( A d olf  N e u m a n n / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

G.  B ell a viti s p o d e s e r c o n si d e r a d o o p ri m ei r o  m at e m ´ati c o e n d e fi nir, e n 1 8 3 3, a s u m a d e
v e ct or e s n o e s p a z o n o s e u C al c ol o d ell e e q ui p oll e n c e . A sú a r e p r e s e nt a ci ó n f oi o ri xi n al p o r d o u s
a s p e ct o s: o s o b x e ct o s c o s q u e t r a b all a s o n p ur a m e nt e e nti d a d e s x e o m é t ri c a s ( n o n c o m o o s n ú m e-
r o s c o m pl e x o s) e a pri m eir a p art e d o s e u c ál c ul o p o d e s e r a pli c a d o e n x e o m etrı́ a e s p a ci al.  C o n
t o d o,  G.  B ell a viti s, c o m o  m oit o s o utr o s, f all o u a o t r at ar d e x e n er ali z ar o p r o d ut o d e v e ct or e s n o
e s p a z o.  E st a x e n er ali z a ci ó n f oi u n h a d a s p ri n ci p ai s c o ntri b u ci ó n s d e  W.  R.  H a milt o n.

W.  R.  H a milt o n ( Wi ki m e di a  C o m m o n s)
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O  m at e m ´ati c o i rl a n d é s  W.  R.  H a milt o n l e v a b a  m oit o t e m p o i nt er e s a d o n a x e n er ali z a ci ó n
á  di m e n si ó n t r e s d a r e p r e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s, c a n d o fi n al m e nt e d e s-
c u b ri u o s c u at er ni ó n s e n 1 8 4 3.  C o m o o s s e u s pr e d e c e s or e s, e d u n h a f or m a n at ur al, c o n si d er o u
t e r n a s p ar a a s c al e s d e fi ni u u n h a s u m a e u n pr o d ut o q u e c u m prı́ a n u n h a s p r o pi e d a d e s e q ui v a-
l e nt e s á s  m o d e r n a s d e c or p o.  D e s p oi s d e v ari o s i nt e nt o s, t o d o s el e s err a d o s,  W.  R.  H a milt o n,
a o d ar s e c o nt a, n o f a m o s o p a s e o p ol a p o nt e d e  Br o n g h a m, d e q u e a  m ulti pli c a ci ó n d e d o u s v e c-
t o r e s e n di m e n si ó n d o u s e st a b a b a s e a d a n a s s ú a s l o n xit u d e s e n o á n g ul o q u e f o r m a n, c a m bi o u
o s e u p u nt o d e p a rti d a e ti v o e n c o nt a e st e s f a ct o r e s, o q u e ll e p er miti u c o n st r uı́ r o c o r p o d o s
c u at e r ni ó n s.  E n 1 8 4 8  W.  R.  H a milt o n c o n s e g ui u p or fi n p u bli c ar o s s e u s d e s c u bri m e nt o s.  O s
c u at e r ni ó n s H = R ⊕ H 0 , o n d e H 0 = R i + R j + R k é o s u b e s p a z o d o s c u at er ni ó n s i m a xi n a ri o s
p u r o s, s o n n ú m e r o s al x é b ri c o s q u e t e ñ e n r e p r e s e nt a ci ó n x e o m é t ri c a n o e s p a z o.  A  m ulti pli c a ci ó n,
q u e n o n é c o n m ut ati v a, r e pr e s e nt a a o  m e s m o t e m p o o p r o d ut o e s c al ar e o p r o d ut o v e ct ori al
m e di a nt e a f ó r m ul a

u · v = − u • v + u × v,

o n d e u, v ∈ H 0 e • , × d e n ot a n r e s p e cti v a m e nt e o p r o d ut o e s c al ar e v e ct ori al e n R 3 .
O c a m bi o i nt r o d u ci d o n a ál x e b r a p ol o s c u at er ni ó n s ti v o u n h a f ort e i n fl u e n ci a n a e m er x e nt e

ál x e b r a li n e a r.  D e f eit o, a p o si bili d a d e d e d ar u n h a i nt er pr et a ci ó n x e o m é t ri c a d e r e s ult a d o s
al x é b ri c o s s u p u x o u n c a mi ñ o d e e n ri q u e c e m e nt o p a r a e st a, x a q u e ll e d e u u n f o n d o i nt uiti v o
e u n h a  m ai or c o n si st e n ci a.  O u s o d e t er m o s x e o m é t ri c o s n a t e o rı́ a x e r al d e e s p a z o s v e ct ori ai s
é u n h a p r o b a d a s f o n d a s r el a ci ó n s q u e e xi st e n e nt r e a x e o m etr ı́ a e a ál x e b r a li n e a r.

1. 4. Ál x e b r a e  x e o m e t rı́ a

O s i nt e nt o s d e s crit o s n a s s e c ci ´o n s a nt eri or e s p ar a cr e ar u n h a a n áli s e x e o m é t ri c a i nt rı́ n s e c a
p o d e n s e r vi st o s t a nt o c o m o u n d e s e x o d e li b er ar á x e o m et r ı́ a d u n h a i n v a sió n e xt e r n a p o r
p a rt e d a arit m é ti c a c o m o a v o nt a d e d e i ntr o d u cir al g ú n s a s p e ct o s d a ál x e b r a n a x e o m et r ı́ a.
E n c al q u e r a c a s o, é cl a r o q u e d e s p oi s d o d e s c u bri m e nt o d o  m é t o d o a n al ı́ ti c o c h e g a r o n n o v o s
t e m p o s e  m ar c o u s e u n h a n o v a r el a ci ó n e nt r e a ál x e b r a e a x e o m et r ı́ a.  O u s o d o  mé t o d o a n al ı́ ti c o
e n x e o m et r ı́ a d e u l u g a r á c r e a ci ó n d e  m oit a s d a s f err a m e nt a s d a ál x e b r a d e  m at ri c e s gr a z a s
a o e st u d o d a s s u b stit u ci ó n s li n e a r e s (tr a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s n u n h a li n g u a x e  m ái s  m o d e r n a).
M oit o s d o s p r o bl e m a s d e x e o m etrı́ a a n al´ ıti c a c o n d u c e n á u tili z a ció n d e c a m bi o s d e c o or d e n a d a s
e, p or t a nt o, a o t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s. É  m ái s, a s t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s a p ar e c e n n o utr o s
c a m p o s c o m o a arit m é ti c a o u a s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s.

E n 1 7 7 0  L.  E ul er, n o s e u tr a b all o P r o bl e m a al g e b ri c u m o b a ff e cti o n e s p r o r s u s si n g ul a r e s
m e m o r a bil e , t r at a c u e sti ó n s q u e p o d e n s er i nt er pr et a d a s e n t er m o s d e t r a n sf or m a ci ó n s li n e a r e s
o rt o g o n ai s.  E ntr e 1 7 7 3 e 1 7 7 5 J.  L.  L a gr a n g e t a m é n a n ali z a o ef e ct o d e t r a n sf or m a ci ó n s d e ti p o
li n e a r e n f or m a s c u a dr á ti c a s d e dú a s v a ri á b ei s a r a ı́ z d o e st u d o d a s pr o pi e d a d e s d o s nú m e r o s
q u e s o n s u m a d e c a dr a d o s. S o br e 1 7 9 8,  C.  F.  G a u s s n a o br a Di s q ui siti o n e s a rit h m eti c a e t r at a
a  m e s m a c u e sti ó n e n d ú a s e t r e s v a ri á b ei s. É d e r e s alt a r q u e e st e úl ti m o a ut o r i nt r o d u c e u n h a
n ot a ci ó n si mil a r a u n h a  m atri z p ar a c a r a ct eri z ar u n h a tr a n sf or m a ci ó n li n e a r e e st a bl e c e a f ó r m ul a
p a r a a c o m p o si ci ó n d e d ú a s t r a n sf o r m a ci ó n s li n e a r e s.

D e t o d o s o s x eit o s o c o n c e pt o d e  m atri z n o n a p ar e c e cl ar a m e nt e s e p ar a d o d o c o n c e pt o d e
d et e r mi n a nt e at a  m e di a d o s d o s é c ul o  XI X.  E n 1 8 5 3,  W.  R.  H a milt o n i ntr o d ú c e o  m ái s cl a r a m e nt e
n o s s e u s L e ct u r e s o n q u at e r ni o n s t e n d o a p a rti r d e st e p u nt o u n r á pi d o d e s e n v ol v e m e nt o.  D e s d e
e st a p er s p e cti v a, a e s c ol a i n gl e s a, c u x a s  m ái s r e p r e s e nt ati v a s fi g ur a s d o  m o m e nt o s o n  A.  C a yl e y
e J. J. S yl v e st er ( 1 8 1 4 – 1 8 9 7), é u n d o s c e nt r o s  m ái s a cti v o s n e st a  m at eri a. É d e r e s alt a r t a m é n
q u e s e p o d e n at o p ar i d e a s si mil ar e s e n  Al e m a ñ a.  D e f eit o, u n d o s p ri m ei r o s i nt e nt o s d e d ar
u n h a li st a si st e m á ti c a d a s p r o pi e d a d e s d a s  m atri c e s é d e bi d o a  G.  M.  Ei s e n st ei n ( 1 8 2 3 – 1 8 5 2).
N o s tr a b all o s d e st e a ut or r e s ´alt a s e a n o n c o n m ut ati vi d a d e d o p r o d ut o d e  m atri c e s utili z á n d o s e
t a m é n u n h a ú ni c a l et r a p a r a r ef erir s e a u n h a  m atri z e p ar a d e s cri bir a s o p er a ci ó n s e nt r e el a s.
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O e st u d o d a s o p er a ci ´o n s e nt r e  m atri c e s ( c a dr a d a s o u r e ct a n g ul ar e s) t e n c o m o f u n d a m e nt al
p u nt o d e p a rti d a a p u bli c a ci ó n e n 1 8 5 8 d o f a m o s o tr a b all o d e  A.  C a yl e y M e m oi r o n t h e t h e o r y of
m at ri c e s , n o c al o a ut or r e u ni u, d e f or m a d et all a d a e or g a ni z a d a, t o d o s o s r e s ult a d o s d e s c u b ert o s
n a s d ú a s d é c a d a s p r e c e d e nt e s.

A  m e di a d o s o s ´e c ul o  XI X pr o d ú c e s e o ut r o d o s f eit o s i m p ort a nt e s p ar a o d e s e n v ol v e m e nt o
d a t e or ı́ a d a li n e a ri d a d e.  T a m é n o b r a d e  A.  C a yl e y, c o n si sti u e n d ar o s pri m eir o s p a s o s p ar a a
s u p e r a ci ó n d o e s p a z o d e t r e s di m e n si ó n s.  N o s e u t r a b all o S u r q u el q u e s r é s ult at s d e g é o m ét ri e d e
p o siti o n , p u bli c a d o e n 1 8 4 6, d e m o str a c o m o s e p o d e n o bt er r e s ult a d o s n a x e o m etrı́ a t ri di m e n-
si o n al utili z a n d o u n e s p a z o d e  m ái s d e t r e s di m e n si ó n s.

A.  C a yl e y
( H er b ert  B er a u d / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

D o ut r a b a n d a, o d e s e n v ol v e m e nt o d a s  m at e m á ti c a s n o s ´e c ul o  XI X f a cilit a e x u sti fi c a o u s o
d e e s p a z o s d e  m ái s d e t r e s di m e n si ó n s.  N e st e s e nti d o, d o u s ti p o s d e e v e nt o s s o n f u n d a m e nt ai s.
E n p ri m eir o l u g ar a s di s c u si ó n s p a r a f u n d a m e nt ar a x e o m etr ı́ a, x a q u e o d e s c u b ri m e nt o d a
x e o m et rı́ a n o n e u cli di a n a e o d e s e n v ol v e m e nt o d a x e o m etrı́ a p r o x e cti v a  m o di fi c ar o n o c a m p o
t r a di ci o n al d a i n v e sti g a ci ó n x e o m é t ri c a.  E n s e g u n d o l u g ar, o d e s c u bri m e nt o d o s c u at er ni ó n s p o r
W.  R.  H a milt o n a c a b o u c o pri n ci pi o d e f or m a s e q ui v al e nt e s d e  G.  P e a c o c k ( 1 7 9 1 – 1 8 5 8), o c al
e st a bl e cı́ a q u e a ál x e b r a d e b e d e t er s ó a s l ei s a rit m é ti c a s c o m o f u n d a m e nt o. I st o a bri u o c a mi ñ o
p a r a r e ali z a r d e s c u bri m e nt o s d e n o v o s ti p o s d e o p er a ci ó n s al x é b ri c a s, d a n d o c o m o r e s ult a d o q u e
n o s n o s o s dı́ a s o d e s e n v ol v e m e nt o d e st a r a m a d a s  m at e m á ti c a s é i n d e p e n d e nt e d a arit m é ti c a.

N a s e g u n d a  m et a d e d o s é c ul o  XI X a ´al x e br a li n e ar aı́ n d a n o n e xi stı́ a c o m o u n c a m p o u ni-
fi c a d o, p er o a x e o m etr ı́ a d e n di m e n si ó n s e st a b a d e s e n v ol vi d a t o m a n d o c o m o b a s e s a x e o m etr ı́ a
a n al ı́ ti c a e a t e o rı́ a d e d et e r mi n a nt e s e  m atri c e s.  D e f eit o, o e st u d o d a s f o r m a s c u a dr á ti c a s, i ni-
ci a d o p o r J.  L.  L a gr a n g e e  C.  F.  G a u s s, c o n v ert e u s e n u n d o s ei d o s d a a cti vi d a d e d e n u m er o s o s
i n v e sti g a d or e s.

1. 5.  A o ri x e  d a a xi o m a ti z a ci ó n  d a ál x e b r a li n e a r

E n 1 8 4 4,  H.  Gr a s s m a n n p u bli c o u a p ri m eir a v er si ó n d a s ú a Li n e al e a u s d e h n u n sl h r e (lit e r al-
m e nt e t e or´ ı a li n e a r d a e xt e n si ó n ).  E st e t r a b all o f oi u n d o s  m ái s b rill a nt e s e i nt e r e s a nt e s d o s e u
t e m p o e aı́ n d a e n t e m p o s r e c e nt e s f oi a f o nt e d e i n s pir a ci ó n p a r a t e o rı́ a s c o m o a ál x e b r a e xt e ri o r
d e  E.  C art a n ( 1 8 6 9 – 1 9 5 1) o u o c ál c ul o e xt e ri o r d e  G.  C.  R ot a ( 1 9 3 2 – 1 9 9 9).

A t e orı́ a d e  H.  G r a s s m a n n c o nt é n a s b a s e s p a r a u ni fi c ar a t e or´ ı a d a li n e a ri d a d e e i nt r o d u c e
c o n gr a n d e ori xi n ali d a d e e x e n er ali d a d e c o n c e pt o s t al e s c o m o d e p e n d e n ci a, b a s e e di m e n si ó n.
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A d e m ai s, e ntr e o utr o s r e s ult a d o s, p o d e m o s at o p ar o t e or e m a d e c a m bi o e u n h a el e g a nt e d e m o s-
t r a ci ó n d u n h a f ó r m ul a, c o ñ e ci d a c o m o F ó r m ul a d e  G r a s s m a n n n a s ú a h o n r a, q u e, utili z a n d o
u n h a li n g u a x e a ct u al, li g a a di m e n si ó n d a s u m a e a i nt e r s e c ci ó n d e s u b e s p a z o s d o x eit o s e g ui nt e:

di m( U + W )  = di m( U )  + di m( W ) − di m( U ∩ W ).

E n  m oit o s p u nt o s a t e orı́ a d e  H.  G r a s s m a n n a di a nt o u s e a o s e u t e m p o d u n x eit o si n g ul ar.
C a d a u n d o s s e u s r e s ult a d o s c orr e s p ó n d e s e a c o n c e pt o s e t e or´ ı a s  m o d er n a s, c o nt ri b uı́ n d o á c r e a-
ci ó n d e  m oit a s d el a s.  P ar a a t e orı́ a d e e s p a z o s v e ct ori ai s a s i d e a s d e st e  m at e m á ti c o p r u si a n o
x o g ar o n u n p a p el f u n d a m e nt al n o c a mi ñ o d a s ú a a xi o m ati z a ci ó n, d e f eit o a p ri m ei r a d e fi ni ci ó n
p r ó xi m a á d e e s p a z o v e ct ori al d e bi d a a  G.  P e a n o ( 1 8 5 8 – 1 9 3 2) e st á i n s pi r a d a n a l e ct ur a d o s
tr a b all o s d e  H.  Gr a s s m a n n.

E n 1 8 8 8,  G.  P e a n o p u bli c o u u n h a v er si ó n c o n d e n s a d a d a s s ú a s l e ct u r a s s o br e o s t r a b all o s d e
H.  Gr a s s m a n n tit ul a d a C al c ol o g e o m et ri c o .  N e st e t r at a d o i ntr o d u c e a d e fi ni ció n d e si st e m a li n e ar,
q u e é a p ri m ei r a d e fi ni ci ó n a xi o m á ti c a d e e s p a z o v e ct ori al r e al m e nt e pr ó xi m a a q u e c o ñ e c e m o s
n o s n o s o s dı́ a s.  Aı́ n d a q u e o s a xi o m a s d e  G.  P e a n o s o n  m oi si mil ar e s á s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s
e n u n ci a d a s p or  H.  Gr a s s m a n n, a p ri n ci p al c o nt ri b u ci ó n d e st e  m at e m á ti c o it ali a n o é e n u n ci a r a s
pr o pi e d a d e s d u n h a o p er a ci ó n p a r a d e fi nir u n h a e str ut ur a,  m e ntr e s q u e  H.  Gr a s s m a n n t e n a s q u e
d e d u cir d a d e fi ni ci ó n d a s o p e r a ci ó n s n a s c o o r d e n a d a s.

H.  Gr a s s m a n n
( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

D e s p oi s d e  G.  P e a n o, x a n o s ´e c ul o  X X, s o n d e d e st a c ar a s c o ntri b u ci ó n s d e  C.  C.  H.  We yl
( 1 8 8 5 – 1 9 5 5) e J.  W.  R.  D e d e ki n d.  A p e s ar d e q u e n o s t r a b all o s d e st e s úl ti m o s x a at o p a m o s u n
a c h e g a m e nt o  m oi x er al á s e st r ut u r a s li n e ar e s 7 , é c o n  E. St ei nit z ( 1 8 7 1 – 1 9 2 8) c a n d o s e d á u n
p a s o d e ci si v o n o e st u d o e a xi o m ati z a ci ó n d a s e st r ut ur a s li n e ar e s.

E n 1 9 1 0,  E. St ei nit z p u bli c o u Al g e b r ai s c h e t h e o ri e d e r k ö r p e r , q u e  m ar c o u u n fit o r el e v a nt e
n a hi st o ri a d a ál x e b r a li n e ar  m o d er n a a d e m ai s d e s er u n h a r ef er e n ci a f u n d a m e nt al d ur a nt e c a s e
u n c u a rt o d e s é c ul o.  N e st e t r a b all o,  E. St ei nit z i nt r o d u c e u n h a d e fi ni ci ó n p r e ci s a d e d e p e n d e n ci a
li n e ar s o br e u n c or p o K , e d e fi n e u n h a e xt e n sió n fi nit a d e or d e n d a s e g ui nt e  m a n eir a:

S e x a K u n s u b c o r p o d e L .  Di s e q u e L é  fi nit o d e o r d e n c o n r e s p e ct o a K , s e e xi st e n n
el e m e nt o s d e L li n e a r m e nt e i n d e p e n d e nt e s s o b r e K ,  m e nt r e s q u e c al q u e r a o ut r o si st e m a
d e  m ái s d e n el e m e nt o s d e L é li n e a r m e nt e d e p e n d e nt e s o b r e K .

E st a d e fi ni ci ó n é i d é nti c a á d a d a p o r  G.  P e a n o p ar a o n ú m e r o d e di m e n si ó n s d u n e s p a z o
li n e a r.  Aı́ n d a q u e n a o br a d e  E. St ei nit z n o n at o p a m o s r ef er e n ci a s e x plı́ cit a s a o s tr a b all o s d e
J.  W.  R.  D e d e ki n d, é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e e xi st e u n h a pr o xi mi d a d e  m oi gr a n d e e ntr e o
p e n s a m e nt o d e a m b o s ci e nt ı́ fi c o s.

7 N o c a s o d e J.  W.  R.  D e d e ki n d e s t e p r o d ú c e s e a p a r ti r d o e s t u d o d a s e x t e n si ó n s d e c o r p o s.
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O e st u d o d a s o p er a ci ´o n s e nt r e  m atri c e s ( c a dr a d a s o u r e ct a n g ul ar e s) t e n c o m o f u n d a m e nt al
p u nt o d e p a rti d a a p u bli c a ci ó n e n 1 8 5 8 d o f a m o s o tr a b all o d e  A.  C a yl e y M e m oi r o n t h e t h e o r y of
m at ri c e s , n o c al o a ut or r e u ni u, d e f or m a d et all a d a e or g a ni z a d a, t o d o s o s r e s ult a d o s d e s c u b ert o s
n a s d ú a s d é c a d a s p r e c e d e nt e s.

A  m e di a d o s o s ´e c ul o  XI X pr o d ú c e s e o ut r o d o s f eit o s i m p ort a nt e s p ar a o d e s e n v ol v e m e nt o
d a t e or ı́ a d a li n e a ri d a d e.  T a m é n o b r a d e  A.  C a yl e y, c o n si sti u e n d ar o s pri m eir o s p a s o s p ar a a
s u p er a ci ó n d o e s p a z o d e t r e s di m e n si ó n s.  N o s e u t r a b all o S u r q u el q u e s r é s ult at s d e g é o m ét ri e d e
p o siti o n , p u bli c a d o e n 1 8 4 6, d e m o str a c o m o s e p o d e n o bt er r e s ult a d o s n a x e o m et rı́ a t ri di m e n-
si o n al utili z a n d o u n e s p a z o d e  m ái s d e t r e s di m e n si ó n s.

A.  C a yl e y
( H er b ert  B er a u d / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

D o utr a b a n d a, o d e s e n v ol v e m e nt o d a s  m at e m á ti c a s n o s ´e c ul o  XI X f a cilit a e x u sti fi c a o u s o
d e e s p a z o s d e  m ái s d e t r e s di m e n si ó n s.  N e st e s e nti d o, d o u s ti p o s d e e v e nt o s s o n f u n d a m e nt ai s.
E n pri m eir o l u g ar a s di s c u si ó n s p a r a f u n d a m e nt ar a x e o m etr ı́ a, x a q u e o d e s c u b ri m e nt o d a
x e o m etrı́ a n o n e u cli di a n a e o d e s e n v ol v e m e nt o d a x e o m etrı́ a p r o x e cti v a  m o di fi c ar o n o c a m p o
tr a di ci o n al d a i n v e sti g a ci ó n x e o m é t ri c a.  E n s e g u n d o l u g ar, o d e s c u bri m e nt o d o s c u at er ni ó n s p o r
W.  R.  H a milt o n a c a b o u c o pri n ci pi o d e f or m a s e q ui v al e nt e s d e  G.  P e a c o c k ( 1 7 9 1 – 1 8 5 8), o c al
e st a bl e cı́ a q u e a ál x e b r a d e b e d e t er s ó a s l ei s a rit m é ti c a s c o m o f u n d a m e nt o. I st o a b ri u o c a mi ñ o
p a r a r e ali z a r d e s c u bri m e nt o s d e n o v o s ti p o s d e o p er a ci ó n s al x é b ri c a s, d a n d o c o m o r e s ult a d o q u e
n o s n o s o s dı́ a s o d e s e n v ol v e m e nt o d e st a r a m a d a s  m at e m á ti c a s é i n d e p e n d e nt e d a a rit m é ti c a.

N a s e g u n d a  m et a d e d o s é c ul o  XI X a ´al x e br a li n e ar aı́ n d a n o n e xi stı́ a c o m o u n c a m p o u ni-
fi c a d o, p er o a x e o m etr ı́ a d e n di m e n si ó n s e st a b a d e s e n v ol vi d a t o m a n d o c o m o b a s e s a x e o m etr ı́ a
a n al ı́ ti c a e a t e o rı́ a d e d et e r mi n a nt e s e  m atri c e s.  D e f eit o, o e st u d o d a s f o r m a s c u a d r á ti c a s, i ni-
ci a d o p or J.  L.  L a gr a n g e e  C.  F.  G a u s s, c o n v ert e u s e n u n d o s ei d o s d a a cti vi d a d e d e n u m er o s o s
i n v e sti g a d or e s.

1. 5.  A o ri x e  d a a xi o m a ti z a ci ó n  d a ál x e b r a li n e a r

E n 1 8 4 4,  H.  Gr a s s m a n n p u bli c o u a p ri m eir a v er si ó n d a s ú a Li n e al e a u s d e h n u n sl h r e (lit e r al-
m e nt e t e or´ ı a li n e a r d a e xt e n si ó n ).  E st e t r a b all o f oi u n d o s  m ái s b rill a nt e s e i nt e r e s a nt e s d o s e u
t e m p o e aı́ n d a e n t e m p o s r e c e nt e s f oi a f o nt e d e i n s pir a ci ó n p a r a t e o rı́ a s c o m o a ál x e b r a e xt e ri o r
d e  E.  C art a n ( 1 8 6 9 – 1 9 5 1) o u o c ál c ul o e xt e ri or d e  G.  C.  R ot a ( 1 9 3 2 – 1 9 9 9).

A t e orı́ a d e  H.  G r a s s m a n n c o nt é n a s b a s e s p a r a u ni fi c ar a t e or´ ı a d a li n e a ri d a d e e i nt r o d u c e
c o n gr a n d e ori xi n ali d a d e e x e n er ali d a d e c o n c e pt o s t al e s c o m o d e p e n d e n ci a, b a s e e di m e n si ó n.
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A d e m ai s, e nt r e o utr o s r e s ult a d o s, p o d e m o s at o p ar o t e or e m a d e c a m bi o e u n h a el e g a nt e d e m o s-
t r a ci ó n d u n h a f ó r m ul a, c o ñ e ci d a c o m o F ó r m ul a d e  G r a s s m a n n n a s ú a h o n r a, q u e, utili z a n d o
u n h a li n g u a x e a ct u al, li g a a di m e n si ó n d a s u m a e a i nt e r s e c ci ó n d e s u b e s p a z o s d o x eit o s e g ui nt e:

di m( U + W )  = di m( U )  + di m( W ) − di m( U ∩ W ).

E n  m oit o s p u nt o s a t e orı́ a d e  H.  G r a s s m a n n a di a nt o u s e a o s e u t e m p o d u n x eit o si n g ul ar.
C a d a u n d o s s e u s r e s ult a d o s c orr e s p ó n d e s e a c o n c e pt o s e t e or´ ı a s  m o d er n a s, c o nt ri b uı́ n d o á c r e a-
ci ó n d e  m oit a s d el a s.  P ar a a t e orı́ a d e e s p a z o s v e ct ori ai s a s i d e a s d e st e  m at e m á ti c o p r u si a n o
x o g a r o n u n p a p el f u n d a m e nt al n o c a mi ñ o d a s ú a a xi o m ati z a ci ó n, d e f eit o a p ri m ei r a d e fi ni ci ó n
p r ó xi m a á d e e s p a z o v e ct ori al d e bi d a a  G.  P e a n o ( 1 8 5 8 – 1 9 3 2) e st á i n s pi r a d a n a l e ct ur a d o s
t r a b all o s d e  H.  Gr a s s m a n n.

E n 1 8 8 8,  G.  P e a n o p u bli c o u u n h a v er si ó n c o n d e n s a d a d a s s ú a s l e ct u r a s s o br e o s t r a b all o s d e
H.  G r a s s m a n n tit ul a d a C al c ol o g e o m et ri c o .  N e st e t r at a d o i ntr o d u c e a d e fi ni ció n d e si st e m a li n e ar,
q u e é a p ri m ei r a d e fi ni ci ó n a xi o m á ti c a d e e s p a z o v e ct ori al r e al m e nt e pr ó xi m a a q u e c o ñ e c e m o s
n o s n o s o s dı́ a s.  Aı́ n d a q u e o s a xi o m a s d e  G.  P e a n o s o n  m oi si mil ar e s á s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s
e n u n ci a d a s p or  H.  Gr a s s m a n n, a p ri n ci p al c o nt ri b u ci ó n d e st e  m at e m á ti c o it ali a n o é e n u n ci a r a s
p r o pi e d a d e s d u n h a o p er a ci ó n p a r a d e fi ni r u n h a e str ut ur a,  m e ntr e s q u e  H.  Gr a s s m a n n t e n a s q u e
d e d u cir d a d e fi ni ci ó n d a s o p e r a ci ó n s n a s c o o r d e n a d a s.

H.  Gr a s s m a n n
( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

D e s p oi s d e  G.  P e a n o, x a n o s ´e c ul o  X X, s o n d e d e st a c ar a s c o ntri b u ci ó n s d e  C.  C.  H.  We yl
( 1 8 8 5 – 1 9 5 5) e J.  W.  R.  D e d e ki n d.  A p e s ar d e q u e n o s t r a b all o s d e st e s úl ti m o s x a at o p a m o s u n
a c h e g a m e nt o  m oi x er al á s e st r ut u r a s li n e ar e s 7 , é c o n  E. St ei nit z ( 1 8 7 1 – 1 9 2 8) c a n d o s e d á u n
p a s o d e ci si v o n o e st u d o e a xi o m ati z a ci ó n d a s e st r ut u r a s li n e ar e s.

E n 1 9 1 0,  E. St ei nit z p u bli c o u Al g e b r ai s c h e t h e o ri e d e r k ö r p e r , q u e  m a r c o u u n fit o r el e v a nt e
n a hi st o ri a d a ál x e b r a li n e a r  m o d er n a a d e m ai s d e s er u n h a r ef er e n ci a f u n d a m e nt al d ur a nt e c a s e
u n c u a rt o d e s é c ul o.  N e st e t r a b all o,  E. St ei nit z i nt r o d u c e u n h a d e fi ni ci ó n p r e ci s a d e d e p e n d e n ci a
li n e ar s o br e u n c or p o K , e d e fi n e u n h a e xt e n sió n fi nit a d e o r d e n d a s e g ui nt e  m a n eir a:

S e x a K u n s u b c o r p o d e L .  Di s e q u e L é  fi nit o d e o r d e n c o n r e s p e ct o a K , s e e xi st e n n
el e m e nt o s d e L li n e a r m e nt e i n d e p e n d e nt e s s o b r e K ,  m e nt r e s q u e c al q u e r a o ut r o si st e m a
d e  m ái s d e n el e m e nt o s d e L é li n e a r m e nt e d e p e n d e nt e s o b r e K .

E st a d e fi ni ci ó n é i d é nti c a á d a d a p o r  G.  P e a n o p ar a o n ú m e r o d e di m e n si ó n s d u n e s p a z o
li n e a r.  Aı́ n d a q u e n a o b r a d e  E. St ei nit z n o n at o p a m o s r ef er e n ci a s e x plı́ cit a s a o s t r a b all o s d e
J.  W.  R.  D e d e ki n d, é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e e xi st e u n h a pr o xi mi d a d e  m oi gr a n d e e ntr e o
p e n s a m e nt o d e a m b o s ci e nt ı́ fi c o s.

7 N o c a s o d e J.  W.  R.  D e d e ki n d e s t e p r o d ú c e s e a p a r ti r d o e s t u d o d a s e x t e n si ó n s d e c o r p o s.



1 8 C a p ı́ t u l o 1:  U n p o u c o  d e  hi s t o ri a

E. St ei nit z p r o b o u t a m é n r e s ult a d o s q u e t r a d u ci d o s a o c o nt e xt o li n e ar d a n o t e or e m a s o br e
a p o si bili d a d e d e c o m pl et ar u n si st e m a i n d e p e n d e nt e a u n h a b a s e, a i n v ari a bili d a d e d o n ú m e r o
d e el e m e nt o s n a s b a s e s d u n e s p a z o li n e ar e pr o pi e d a d e s d a di m e n si ó n d u n s u b e s p a z o d u n e s p a z o
li n e ar d e di m e n sió n fi nit a.

1. 6.  E c u a ci ó n s  dif e r e n ci ai s e a n áli s e f u n ci o n al

É b e n c o ñ e ci d o q u e a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s f or o n u n i m p ort a nt e p u nt o d e i nt er e s e n o  m u n d o
d a s  m at e m á ti c a s d e s d e o s é c ul o  X VIII.  D e f eit o, o s e u e st u d o d e u l u g ar á a n áli s e f u n ci o n al n o s
c o m e z o s d o s é c ul o  X X. É  m ái s, o e st u d o d a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s li n e ar e s x o g o u u n i m p ort a nt e
p a p el n a t e ori z a ci ó n d a n o ci ó n d e li n e a ri d a d e x a q u e a p ort o u c o nt e xt o s  m ái s a m pl o s d e di m e n si ó n
n o n fi nit a n o s q u e e st a a p a r e c e u d u n x eit o n at u r al.

A  m e di a d o s d o s é c ul o  X VIII, J.  L.  D’ Al e m b ert, J.  L.  L a gr a n g e e  L.  E ul er x a c o ˜n e c ı́ a n
q u e a s ol u ci ó n x e r al d u n si st e m a li n e ar d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s h o m o x é n e a s d e o r d e n p ó d e s e
e x p r e s a r c o m o c o m bi n a ci ó n li n e a r d u n c o n x u nt o d e n s ol u ci ó n s f u n d a m e nt ai s.  P or s u p o st o,
i st o n o n s e e x pr e s a b a n e st e s t er m o s  m o d er n o s e t a m p o u c o s e ti ñ a u n h a d e m o st r a ci ó n ri g o r o s a.
D e f eit o, a s ol u ci ´o n er a c o n si d er a d a c o m o s eri e s d e p ot e n ci a s n a c o nt or n a d e c a d a p u nt o, e
a s s ú a s d e ri v a d a s o bt ı́ñ a n s e d e ri v a n d o c a d a t er m o d a s s eri e s.  E nt ó n, s u m a n d o t e r m o a t er m o
o bt e n s e u n h a e c u a ci ó n li n e a r r e c o r r e nt e q u e d et er mi n a o s c o e fi ci e nt e s d a s s eri e s c o m o f u n ci ó n s
d a s n p ri m ei r a s.  N e s e  m e s m o t e m p o, t a m é n e r a c o ñ e ci d o q u e a s ol u ci ó n x e r al d u n h a e c u a ci ó n
dif e r e n ci al p o dı́ a s e o bt e r c o m o a s u m a d u n h a s ol u ci ó n p a rti c ul a r e a s ol u ci ó n x e r al d a e c u a ci ó n
h o m o x é n e a.  E n 1 7 7 7, J.  L.  L a gr a n g e pr e s e nt o u o  m é t o d o d e v a ri a ci ó n d e c o n st a nt e s p ar a at o p ar
s ol u ci ó n s p a rti c ul a r e s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s, aı́ n d a q u e n o n é at a a c h e g a d a d e  A.  L.  C a u c h y,
c a n d o t o d a s e st a s n o ci ó n s q u e d a n cl a r a s e, a o  m e s m o t e m p o, o bt é ñ e n s e d e m o st r a ci ó n s ri g o r o s a s.

O d e s e n v ol v e m e nt o d o e st u d o d a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s e a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s e n d eri-
v a d a s p ar ci ai s e x p u x o s o fi sti c a d a s e c o m pl e x a s c u e sti ó n s r el a ci o n a d a s c o a li n e ari d a d e.  D e f eit o,
al g ú n s d o s c o n c e pt o s e s e n ci ai s d a ál x e b r a li n e a r n a c er o n d e pr o bl e m a s d e st e ti p o.  X a e n 1 7 7 0,
J.  L.  L a gr a n g e i ntr o d u c e u n  m é t o d o c h a m a d o d o o p er a d or a d x u nt o n o q u e s e p o d e r e c o ñ e c e r a
n o ci ó n d e d u ali d a d e.  A sı́  m e s m o, o c o n c e pt o d e v al or p r o pi o o u a ut o v al or a p ar e c e c o d e s e n v ol-
v e m e nt o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s h o m o x é n e a s c o n c o e fi ci e nt e s c o n st a nt e s.

E n 1 7 6 2, J.  L.  L a gr a n g e, e x a mi n a n d o o s p e q u e n o s  m o v e m e nt o s d u n si st e m a d e n p ar á m et r o s
n a s p r o xi mi d a d e s d a p o si ci ó n d e e q uili b ri o, c h e g a a u n si st e m a d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s d a f or m a:

x j =
n

k = 1

a j k x k 1 ≤ j ≤ n

o n d e o s a j k s o n c o n st a nt e s.  E nt ó n s e g ui n d o o si st e m a d a d o p or  L.  E ul er p ar a a s e c u a ci ó n s
e s c al a r e s d e o r d e c al q u er a, u n h a s ol u ci ó n d a f o r m a x j ( t) = y j e

ρt , o n d e o s y j s o n c o n st a nt e s a
d et e r mi n ar e ρ u n n ú m e r o c o m pl e x o, c o n d u c e a o si st e m a li n e ar

ρ 2 y j =
n

k = 1

a j k y k 1 ≤ j ≤ n

o n d e, c o m o v e m o s, ρ 2 d e b e d e s e r, utili z a n d o a t e r mi n ol o xı́ a  m o d e r n a, u n a ut o v al or d a  m atri z
(a j k ).  E n 1 7 7 4, at ó p a s e u n si st e m a a n ál o g o, n a t e o rı́ a d a s d e si g u al d a d e s s e c ul ar e s d o s pl a n et a s
e  P. S.  L a pl a c e, e n 1 7 8 4, e st u d a t a m é n e st e ti p o d e c u e sti ó n s.  N e st e s p r o bl e m a s, a s p art e s
i m a xi n ari a s d o s e x p oñ e nt e s ρ a p a r e c e n c o m o a s fr e c u e n ci a s d o s f e n ó m e n o s e st u d a d o s.  A ı́ n d a q u e
a i d e a x e r al d e v al or p r o pi o d u n o p er a d or n o n a p ar e c er á e n a n áli s e at a a c h e g a d a d a t e or ı́ a d e
St u r m – Li o u vill e,  D.  B er n o ulli ( 1 7 0 0 – 1 7 8 2) x a a i nt ú e c a n d o c h e g a á e c u a ci ó n d a c o r d a vi br a nt e,
c o m o u n p a s o fi nit o a p artir d o  m o v e m e nt o d u n n ú m e r o fi nit o d e  m a s a s r e p arti d a s p ol a c or d a
e n i nt er v al o s e q ui di st a nt e s.

1. 7.  M ó d u l o s e á l x e b r a s s o b r e  u n  c o r p o 1 9

D o ut r a b a n d a, n a d ´e c a d a d o s a n o s t ri nt a d o s é c ul o p a s a d o,  m at e m á ti c o s d a e s c ol a s o vi é ti c a
d e s e n v ol v er o n c o n é xit o a t e o rı́ a d e f u n ci ó n s d e  m at ri c e s, s e n d o o s pri m eir o s e n a pli c al a á i n-
v e sti g a ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s li n e ar e s.  O s s e u s r e s ult a d o s at ó p a n s e e nt r e a s
r e ali z a ci ó n s  m ái s b rill a nt e s d o s úl ti m o s ci n c u e nt a a n o s.  D e ntr o d a t e orı́ a d e f u n ci ó n s d e  m at ri-
c e s, u n h a d a s p r o pi e d a d e s i m p ort a nt e s é a q u e g a r a nt e q u e t o d a  m atri z c a dr a d a s ati sf ai a s ú a
e c u a ci ó n c a r a ct e r ı́ s ti c a.  E st e r e s ult a d o ti v o a s ú a o ri x e n o e st u d o d o s c u at e r nió n s e c o ñ é c e s e
c o m o o Te o r e m a d e  C a yl e y- H a milt o n .

J- B. J.  F o uri er, p ar a r e s ol v er e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s e m pr e g a n d o s eri e s d e p ot e n ci a s, f oi u n
d o s pi o n eir o s e n e st u d ar si st e m a s li n e ar e s i n fi nit o s n a s ú a o b r a T h é o ri e a n al yti q u e d a c h al e u r
p u bli c a d a e n 1 8 2 2.  U n d o s pri m eir o s t e xt o s e n pr e s e nt ar r e s ult a d o s c o n si st e nt e s s o br e o t e m a f oi
p u bli c a d o e n 1 8 8 6 e d é b e s e a  H.  P oi n c ar é ( 1 8 5 4 – 1 9 1 2).  D e s p oi s d o t r a b all o d e  H.  P oi n c ar é,  m oit o s
m at e m á ti c o s c o m o  D.  Hil b ert,  F.  Ri e s z ( 1 8 8 0 – 1 9 5 6), J.  H a d a m ar d ( 1 8 6 5 – 1 9 6 3) e  R.  M.  Fr ´ e c h et
( 1 8 7 8 – 1 9 7 3) e st u d ar o n si st e m a s i n fi nit o s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  D e t o d o s o s x eit o s o s  m é t o d o s
d e a p r o xi m a ci ó n a e st e s pr o bl e m a s er a n e x c e si v a m e nt e t é c ni c o s e dif ı́ cil e s d e  m a ni p ul ar.  P or
e x e m pl o, e n 1 9 0 9  O.  T o e plit z ( 1 8 8 1 – 1 9 4 0) pr o b o u c ert o s t e or e m a s s e n o u s o d e d et er mi n a nt e s,
p er o c u n s o fi sti c a d o  m é t o d o d e eli mi n a ci ó n, p a r a o bt er si st e m a s tri a n g ul a r e s e q ui v al e nt e s.  P or
e st e  m oti v o, pr o d u ci u s e u n gr a d u al c a m bi o d e ori e nt a ci ó n at a c h e g ar a o s e s p a z o s v e ct ori ai s d e
f u n ció n s.  U n d o s p a s o s  m ái s d e ci si v o s n e st e s e nti d o f oi d a d o p o r  F.  Ri e s z, n u n t r a b all o p u bli c a d o
e n 1 9 1 6.  N e st e t r a b all o d á s e a d e fi ni ci ó n d e n o r m a d u n s u b e s p a z o v e ct ori al p e c h a d o d e f u n ci ó n s.
E n 1 9 2 1,  E.  H ell y ( 1 8 8 4 – 1 9 4 3) c o n si d er a u n e s p a z o v e ct ori al x er al n or m a d o  m ar c a n d o u n n o v o
a v a n c e n o c a mi ñ o c a r a a a xi o m ati z a ci ó n d a a n áli s e f u n ci o n al.  Fi n al m e nt e, a et a p a d e ci si v a n e st e
pr o c e s o é o b r a d e S.  B a n a c h ( 1 8 9 2 – 1 9 4 5) e  H.  H a h n ( 1 8 7 9 – 1 9 3 4).  A e str ut ur a b á si c a utili z a d a p or
S.  B a n a c h r e ci b e a ı́ n d a h o x e o n o m e d e E s p a z o d e  B a n a c h (i st o é, u n e s p a z o v e ct ori al n or m a d o
c o m pl et o).  E n 1 9 3 2 S.  B a n a c h p u bli c o u a o br a T h é o ri e d e s o p é r at e u r s li n é ai r e s o n d e a p ar e c e n
gr a n p art e d o s t e or e m a s f u n d a m e nt ai s d a a n áli s e f u n ci o n al e d a ál x e b r a li n e ar d e di m e n si ó n
i n fi nit a.  E st e t r at a d o ti v o u n h a e n or m e p o p ul ari d a d e e a bri u u n h a n o v a er a n e st e s d o u s c a m p o s
d a s  m at e m á ti c a s.

1. 7.  M ó d ul o s e ál x e b r a s s o b r e  u n c o r p o

O t er m o  m ´o d ul o a s ı́ c o m o o d e i d e al, aı́ n d a q u e n o n c o s e u si g ni fi c a d o  m o d er n o, a p ar e c e n
p or p ri m eir a v e z n u n t r a b all o d e J.  W.  R.  D e d e ki n d p u bli c a d o e n 1 8 7 1 s o br e a t e orı́ a al x é b ri c a
d e n ú m e r o s.  C o a p al a br a  m ó d ul o J.  W.  R.  D e d e ki n d d e si g n o u a o s s u b c o n x u nt o s d e n ú m e r o s
c o m pl e x o s p e c h a d o s p ar a a a di ci ó n e a s u bt r a c ci ó n 8 .

N o s t r a b all o s d e st e a ut or, at ´o p a n s e t a m é n o s p ri m eir o s i nt e nt o s d e r el a ci ó n e nt r e a s f or m a s
li n e ar e s e a t e orı́ a d e n ú m e r o s.  D e f eit o, J.  W.  R.  D e d e ki n d c e nt r o u a s ú a at e n ció n n o s c o r p o s  Ω
d e e nt ei r o s al x é b ri c o s q u e t e ñ e n u n h a b a s e, i st o é, t al e s q u e c o n si st e n e n t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s
li n e a r e s d e n el e m e nt o s i n d e p e n d e nt e s c o n c o e fi ci e nt e s r a ci o n ai s.  C o m o v e m o s, d e s d e o p u nt o d e
vi st a  m o d er n o,  Ω n o n é  m ái s q u e u n e s p a z o v e ct ori al d e di m e n si ó n n s o b r e o s r a ci o n ai s.  A n o ci ó n
d e  m ó d ul o fi nit a m e nt e x er a d o t a m é n f oi i nt r o d u ci d a p or J.  W.  R.  D e d e ki n d p ar a r ef erir s e á s
c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d u n n ú m e r o fi nit o d e el e m e nt o s al x é b ri c o s c o n c o e fi ci e nt e s e nt eir o s, o u o
q u e é o  m e s m o, n a t er mi n ol o xı́ a d o s n o s o s d ı́ a s, u n Z - m ó d ul o fi nit a m e nt e x er a d o. É d e r e s alt ar
q u e n a o b r a d e J.  W.  R.  D e d e ki n d a p a r e c e u n c o n c e pt o r e st ri n xi d o d e a n el, c h a m a d o O r d n u n g ,
c o n si st e nt e n u n  m ó d ul o c o nt e n d o a o el e m e nt o n e utr o e p e c h a d o p ar a a  m ulti pli c a ci ó n.

A s c o nt ri b u ci ó n s d e J.  W.  R.  D e d e ki n d n o n s ó s e r e st ri n xi r o n ´a t e or ı́ a al x é b ri c a d e nú m e r o s.
E n 1 8 8 2, p u bli c o u u n arti g o c o n  H.  We b er ( 1 8 4 2 – 1 9 1 3) o n d e s e utili z a b a n c o n c e pt o s si mil ar e s
a o s a nt eri or m e nt e cit a d o s n o c o nt e xt o d e f u n ci ó n s al x é b ri c a s d e v a ri á b el c o m pl e x a c o o b x e ct o
d e s e nt ar u n h a s b a s e s s óli d a s p a r a a t e or ı́ a d e  Ri e m a n n.  N e st e t r a b all o, J.  W.  R.  D e d e ki n d

8 J.  W.  R.  D e d e ki n d u tili z o u a n o t a ci ó n a ≡ b ( M o d  M ) p a r a d e si g n a r q u e a − b ∈ M , i n s pi r a d o p ol a e m p r e g a d a
p o r  C.  F.  G a u s s n a o b r a Di s q ui si siti o n e s a rit h m eti c a e p a r a r e p r e s e nt a r a c o n g r u e n ci a e n Z , a ≡ b ( m o d  m ).  D e
a ı́ é  d e o n d e p r o v é n o t e r m o  m ó d ul o.
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E. St ei nit z p r o b o u t a m é n r e s ult a d o s q u e t r a d u ci d o s a o c o nt e xt o li n e ar d a n o t e or e m a s o br e
a p o si bili d a d e d e c o m pl et ar u n si st e m a i n d e p e n d e nt e a u n h a b a s e, a i n v ari a bili d a d e d o n ú m e r o
d e el e m e nt o s n a s b a s e s d u n e s p a z o li n e ar e pr o pi e d a d e s d a di m e n si ó n d u n s u b e s p a z o d u n e s p a z o
li n e ar d e di m e n sió n fi nit a.

1. 6.  E c u a ci ó n s  dif e r e n ci ai s e a n áli s e f u n ci o n al

É b e n c o ñ e ci d o q u e a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s f or o n u n i m p ort a nt e p u nt o d e i nt er e s e n o  m u n d o
d a s  m at e m á ti c a s d e s d e o s é c ul o  X VIII.  D e f eit o, o s e u e st u d o d e u l u g ar á a n áli s e f u n ci o n al n o s
c o m e z o s d o s é c ul o  X X. É  m ái s, o e st u d o d a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s li n e ar e s x o g o u u n i m p ort a nt e
p a p el n a t e ori z a ci ó n d a n o ci ó n d e li n e a ri d a d e x a q u e a p ort o u c o nt e xt o s  m ái s a m pl o s d e di m e n si ó n
n o n fi nit a n o s q u e e st a a p a r e c e u d u n x eit o n at u r al.

A  m e di a d o s d o s é c ul o  X VIII, J.  L.  D’ Al e m b ert, J.  L.  L a gr a n g e e  L.  E ul er x a c o ˜n e c ı́ a n
q u e a s ol u ci ó n x e r al d u n si st e m a li n e ar d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s h o m o x é n e a s d e o r d e n p ó d e s e
e x p r e s a r c o m o c o m bi n a ci ó n li n e a r d u n c o n x u nt o d e n s ol u ci ó n s f u n d a m e nt ai s.  P o r s u p o st o,
i st o n o n s e e x pr e s a b a n e st e s t er m o s  m o d er n o s e t a m p o u c o s e ti ñ a u n h a d e m o st r a ci ó n ri g o r o s a.
D e f eit o, a s ol u ci ´o n er a c o n si d er a d a c o m o s eri e s d e p ot e n ci a s n a c o nt or n a d e c a d a p u nt o, e
a s s ú a s d e ri v a d a s o bt ı́ñ a n s e d e ri v a n d o c a d a t er m o d a s s eri e s.  E nt ó n, s u m a n d o t e r m o a t er m o
o bt e n s e u n h a e c u a ci ó n li n e a r r e c o rr e nt e q u e d et er mi n a o s c o e fi ci e nt e s d a s s eri e s c o m o f u n ci ó n s
d a s n p ri m ei r a s.  N e s e  m e s m o t e m p o, t a m é n e r a c o ñ e ci d o q u e a s ol u ci ó n x e r al d u n h a e c u a ci ó n
dif e r e n ci al p o dı́ a s e o bt e r c o m o a s u m a d u n h a s ol u ci ó n p a rti c ul a r e a s ol u ci ó n x e r al d a e c u a ci ó n
h o m o x é n e a.  E n 1 7 7 7, J.  L.  L a gr a n g e pr e s e nt o u o  m é t o d o d e v a ri a ci ó n d e c o n st a nt e s p a r a at o p a r
s ol u ci ó n s p a rti c ul a r e s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s, aı́ n d a q u e n o n é at a a c h e g a d a d e  A.  L.  C a u c h y,
c a n d o t o d a s e st a s n o ci ó n s q u e d a n cl a r a s e, a o  m e s m o t e m p o, o bt é ñ e n s e d e m o st r a ci ó n s ri g o r o s a s.

O d e s e n v ol v e m e nt o d o e st u d o d a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s e a s e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s e n d eri-
v a d a s p ar ci ai s e x p u x o s o fi sti c a d a s e c o m pl e x a s c u e sti ó n s r el a ci o n a d a s c o a li n e ari d a d e.  D e f eit o,
al g ú n s d o s c o n c e pt o s e s e n ci ai s d a ál x e b r a li n e a r n a c er o n d e pr o bl e m a s d e st e ti p o.  X a e n 1 7 7 0,
J.  L.  L a gr a n g e i ntr o d u c e u n  m é t o d o c h a m a d o d o o p er a d or a d x u nt o n o q u e s e p o d e r e c o ñ e c e r a
n o ci ó n d e d u ali d a d e.  A sı́  m e s m o, o c o n c e pt o d e v al or p r o pi o o u a ut o v al or a p ar e c e c o d e s e n v ol-
v e m e nt o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s h o m o x é n e a s c o n c o e fi ci e nt e s c o n st a nt e s.

E n 1 7 6 2, J.  L.  L a gr a n g e, e x a mi n a n d o o s p e q u e n o s  m o v e m e nt o s d u n si st e m a d e n p ar á m et r o s
n a s p r o xi mi d a d e s d a p o si ci ó n d e e q uili b ri o, c h e g a a u n si st e m a d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s d a f or m a:

x j =
n

k = 1

a j k x k 1 ≤ j ≤ n

o n d e o s a j k s o n c o n st a nt e s.  E nt ó n s e g ui n d o o si st e m a d a d o p or  L.  E ul er p ar a a s e c u a ci ó n s
e s c al a r e s d e or d e c al q u er a, u n h a s ol u ci ó n d a f o r m a x j ( t) = y j e

ρt , o n d e o s y j s o n c o n st a nt e s a
d et er mi n ar e ρ u n n ú m e r o c o m pl e x o, c o n d u c e a o si st e m a li n e ar

ρ 2 y j =
n

k = 1

a j k y k 1 ≤ j ≤ n

o n d e, c o m o v e m o s, ρ 2 d e b e d e s e r, utili z a n d o a t e r mi n ol o xı́ a  m o d e r n a, u n a ut o v al or d a  m atri z
(a j k ).  E n 1 7 7 4, at ó p a s e u n si st e m a a n ál o g o, n a t e o rı́ a d a s d e si g u al d a d e s s e c ul ar e s d o s pl a n et a s
e  P. S.  L a pl a c e, e n 1 7 8 4, e st u d a t a m é n e st e ti p o d e c u e sti ó n s.  N e st e s p r o bl e m a s, a s p art e s
i m a xi n ari a s d o s e x p oñ e nt e s ρ a p a r e c e n c o m o a s fr e c u e n ci a s d o s f e n ó m e n o s e st u d a d o s.  A ı́ n d a q u e
a i d e a x er al d e v al or p r o pi o d u n o p er a d or n o n a p ar e c er á e n a n áli s e at a a c h e g a d a d a t e or ı́ a d e
St u r m – Li o u vill e,  D.  B er n o ulli ( 1 7 0 0 – 1 7 8 2) x a a i nt ú e c a n d o c h e g a á e c u a ci ó n d a c o r d a vi b r a nt e,
c o m o u n p a s o fi nit o a p artir d o  m o v e m e nt o d u n n ú m e r o fi nit o d e  m a s a s r e p arti d a s p ol a c or d a
e n i nt er v al o s e q ui di st a nt e s.
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D o ut r a b a n d a, n a d ´e c a d a d o s a n o s t ri nt a d o s é c ul o p a s a d o,  m at e m á ti c o s d a e s c ol a s o vi é ti c a
d e s e n v ol v e r o n c o n é xit o a t e o rı́ a d e f u n ci ó n s d e  m at ri c e s, s e n d o o s pri m eir o s e n a pli c al a á i n-
v e sti g a ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s li n e ar e s.  O s s e u s r e s ult a d o s at ó p a n s e e nt r e a s
r e ali z a ci ó n s  m ái s b rill a nt e s d o s úl ti m o s ci n c u e nt a a n o s.  D e ntr o d a t e orı́ a d e f u n ci ó n s d e  m at ri-
c e s, u n h a d a s p r o pi e d a d e s i m p ort a nt e s é a q u e g a r a nt e q u e t o d a  m atri z c a dr a d a s ati sf ai a s ú a
e c u a ci ó n c a r a ct e r ı́ s ti c a.  E st e r e s ult a d o ti v o a s ú a o ri x e n o e st u d o d o s c u at e r nió n s e c o ñ é c e s e
c o m o o Te o r e m a d e  C a yl e y- H a milt o n .

J- B. J.  F o uri er, p ar a r e s ol v er e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s e m pr e g a n d o s eri e s d e p ot e n ci a s, f oi u n
d o s pi o n eir o s e n e st u d ar si st e m a s li n e ar e s i n fi nit o s n a s ú a o b r a T h é o ri e a n al yti q u e d a c h al e u r
p u bli c a d a e n 1 8 2 2.  U n d o s pri m eir o s t e xt o s e n pr e s e nt ar r e s ult a d o s c o n si st e nt e s s o br e o t e m a f oi
p u bli c a d o e n 1 8 8 6 e d é b e s e a  H.  P oi n c ar é ( 1 8 5 4 – 1 9 1 2).  D e s p oi s d o t r a b all o d e  H.  P oi n c ar é,  m oit o s
m at e m á ti c o s c o m o  D.  Hil b ert,  F.  Ri e s z ( 1 8 8 0 – 1 9 5 6), J.  H a d a m ar d ( 1 8 6 5 – 1 9 6 3) e  R.  M.  Fr ´ e c h et
( 1 8 7 8 – 1 9 7 3) e st u d ar o n si st e m a s i n fi nit o s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  D e t o d o s o s x eit o s o s  m é t o d o s
d e a p r o xi m a ci ó n a e st e s p r o bl e m a s er a n e x c e si v a m e nt e t é c ni c o s e dif ı́ cil e s d e  m a ni p ul ar.  P or
e x e m pl o, e n 1 9 0 9  O.  T o e plit z ( 1 8 8 1 – 1 9 4 0) pr o b o u c ert o s t e or e m a s s e n o u s o d e d et er mi n a nt e s,
p e r o c u n s o fi sti c a d o  m é t o d o d e eli mi n a ci ó n, p a r a o bt e r si st e m a s tri a n g ul a r e s e q ui v al e nt e s.  P or
e st e  m oti v o, pr o d u ci u s e u n gr a d u al c a m bi o d e ori e nt a ci ó n at a c h e g a r a o s e s p a z o s v e ct ori ai s d e
f u n ció n s.  U n d o s p a s o s  m ái s d e ci si v o s n e st e s e nti d o f oi d a d o p or  F.  Ri e s z, n u n t r a b all o p u bli c a d o
e n 1 9 1 6.  N e st e t r a b all o d á s e a d e fi ni ci ó n d e n o r m a d u n s u b e s p a z o v e ct ori al p e c h a d o d e f u n ci ó n s.
E n 1 9 2 1,  E.  H ell y ( 1 8 8 4 – 1 9 4 3) c o n si d er a u n e s p a z o v e ct ori al x er al n or m a d o  m ar c a n d o u n n o v o
a v a n c e n o c a mi ñ o c a r a a a xi o m ati z a ci ó n d a a n áli s e f u n ci o n al.  Fi n al m e nt e, a et a p a d e ci si v a n e st e
p r o c e s o é o b r a d e S.  B a n a c h ( 1 8 9 2 – 1 9 4 5) e  H.  H a h n ( 1 8 7 9 – 1 9 3 4).  A e str ut ur a b á si c a utili z a d a p or
S.  B a n a c h r e ci b e a ı́ n d a h o x e o n o m e d e E s p a z o d e  B a n a c h (i st o é, u n e s p a z o v e ct ori al n or m a d o
c o m pl et o).  E n 1 9 3 2 S.  B a n a c h p u bli c o u a o br a T h é o ri e d e s o p é r at e u r s li n é ai r e s o n d e a p a r e c e n
g r a n p art e d o s t e or e m a s f u n d a m e nt ai s d a a n áli s e f u n ci o n al e d a ál x e b r a li n e a r d e di m e n si ó n
i n fi nit a.  E st e t r at a d o ti v o u n h a e n or m e p o p ul ari d a d e e a bri u u n h a n o v a er a n e st e s d o u s c a m p o s
d a s  m at e m á ti c a s.

1. 7.  M ó d ul o s e ál x e b r a s s o b r e  u n c o r p o

O t e r m o  m ´o d ul o a s ı́ c o m o o d e i d e al, aı́ n d a q u e n o n c o s e u si g ni fi c a d o  m o d er n o, a p ar e c e n
p o r p ri m eir a v e z n u n t r a b all o d e J.  W.  R.  D e d e ki n d p u bli c a d o e n 1 8 7 1 s o br e a t e orı́ a al x é b ri c a
d e n ú m e r o s.  C o a p al a br a  m ó d ul o J.  W.  R.  D e d e ki n d d e si g n o u a o s s u b c o n x u nt o s d e n ú m e r o s
c o m pl e x o s p e c h a d o s p ar a a a di ci ó n e a s u bt r a c ci ó n 8 .

N o s t r a b all o s d e st e a ut or, at ´o p a n s e t a m é n o s p ri m ei r o s i nt e nt o s d e r el a ci ó n e nt r e a s f o r m a s
li n e a r e s e a t e orı́ a d e n ú m e r o s.  D e f eit o, J.  W.  R.  D e d e ki n d c e nt r o u a s ú a at e n ció n n o s c o r p o s  Ω
d e e nt eir o s al x é b ri c o s q u e t e ñ e n u n h a b a s e, i st o é, t al e s q u e c o n si st e n e n t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s
li n e a r e s d e n el e m e nt o s i n d e p e n d e nt e s c o n c o e fi ci e nt e s r a ci o n ai s.  C o m o v e m o s, d e s d e o p u nt o d e
vi st a  m o d er n o,  Ω n o n é  m ái s q u e u n e s p a z o v e ct ori al d e di m e n si ó n n s o b r e o s r a ci o n ai s.  A n o ci ó n
d e  m ó d ul o fi nit a m e nt e x er a d o t a m é n f oi i nt r o d u ci d a p or J.  W.  R.  D e d e ki n d p ar a r ef erir s e á s
c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d u n n ú m e r o fi nit o d e el e m e nt o s al x é b ri c o s c o n c o e fi ci e nt e s e nt eir o s, o u o
q u e é o  m e s m o, n a t er mi n ol o xı́ a d o s n o s o s d ı́ a s, u n Z - m ó d ul o fi nit a m e nt e x er a d o. É d e r e s alt a r
q u e n a o b r a d e J.  W.  R.  D e d e ki n d a p a r e c e u n c o n c e pt o r e st ri n xi d o d e a n el, c h a m a d o O r d n u n g ,
c o n si st e nt e n u n  m ó d ul o c o nt e n d o a o el e m e nt o n e utr o e p e c h a d o p ar a a  m ulti pli c a ci ó n.

A s c o nt ri b u ci ó n s d e J.  W.  R.  D e d e ki n d n o n s ó s e r e st ri n xi r o n ´a t e or ı́ a al x é b ri c a d e nú m e r o s.
E n 1 8 8 2, p u bli c o u u n arti g o c o n  H.  We b er ( 1 8 4 2 – 1 9 1 3) o n d e s e utili z a b a n c o n c e pt o s si mil ar e s
a o s a nt eri or m e nt e cit a d o s n o c o nt e xt o d e f u n ci ó n s al x é b ri c a s d e v a ri á b el c o m pl e x a c o o b x e ct o
d e s e nt ar u n h a s b a s e s s óli d a s p a r a a t e or ı́ a d e  Ri e m a n n.  N e st e t r a b all o, J.  W.  R.  D e d e ki n d

8 J.  W.  R.  D e d e ki n d u tili z o u a n o t a ci ó n a ≡ b ( M o d  M ) p a r a d e si g n a r q u e a − b ∈ M , i n s pi r a d o p ol a e m p r e g a d a
p o r  C.  F.  G a u s s n a o b r a Di s q ui si siti o n e s a rit h m eti c a e p a r a r e p r e s e nt a r a c o n g r u e n ci a e n Z , a ≡ b ( m o d  m ).  D e
a ı́ é  d e o n d e p r o v é n o t e r m o  m ó d ul o.
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e  H.  We b e r e st e n d e n o t e m p er á n c o n c e pt o d e  m ó d ul o.  U n  m ó d ul o d e f u n ci ó n s é p a r a el e s
u n s u b c o n x u nt o p e c h a d o p ar a a a di ci ó n, a s u bt r a c ci ó n e p a r a a  m ulti pli c a ci ó n p o r c al q u e r a
p oli n o mi o c o m pl e x o ( h o x e e n d ı́ a f al a ri a m o s d u n  m ó d ul o s o b r e o a n el d o s p oli n o mi o s C [z ]).

U n h a d é c a d a d e s p oi s, n o c o nt e xt o d a t e orı́ a d e  G al oi s,  H.  We b er u ni fi c o u a s n o ci ´o n s d e
c o r p o e xi st e nt e s, ( p or e x e m pl o, c or p o d e n ú m e r o s al x é b ri c o s, c o r p o d e f u n ci ó n s al x é b ri c a s, c o r p o
fi nit o) i nt r o d u ci n d o o c o n c e pt o a b str a ct o e  m o d er n o d e c or p o.  E st e c o n c e pt o, e n c o ntr a st e c o s
c o r p o s utili z a d o s p or J.  W.  R.  D e d e ki n d, n o n ti ñ a s e m p r e c a r a ct er ı́ s ti c a c e r o.  E n 1 9 1 0, o s c or p o s
a b st r a ct o s d e  H.  We b er f or o n a n ali z a d o s e n pr of u n di d a d e p or  E. St ei nit z, q u e n, c o m o s a b e m o s,
n o c ur s o d o s e u tr a b all o utili z o u a i d e a d e i n d e p e n d e n ci a li n e ar.  D e f eit o,  E. St ei nit z c o m e z o u
c h a m a n d o a u n el e m e nt o x tr a n s c e n d e nt e s o br e u n c or p o F si 1, x , x 2 , ... e r a n li n e ar m e nt e
i n d e p e n d e nt e s s o br e F ; e n c a s o c o ntr ari o, o el e m e nt o er a c h a m a d o al xé b ri c o s o b r e F .

M e nt r e s t a nt o, a n o ci ´ o n d e  m ó d ul o d e  D e d e ki n d f oi utili z a d a p or  D.  Hil b ert e n 1 8 9 7 n u n
t r a b all o s o br e a t e orı́ a d e n ú m e r o s al x é b ri c o s p a r a a D e ut s c h e  M at h e m ati k e r- Ve ri ni g u n g .  N e st e
t r a b all o, utili z o u o t er m o Z a hl ri n g o u Ri n g p ar a d e n ot ar o s O r d n u n g d e J.  W.  R.  D e d e ki n d.
N e st a s e str ut ur a s,  D.  Hil b ert p u x o a é nf a s e n o p a r al eli s m o cr e a d o p ol a cl a u s ur a: u n c or p o d e
n ú m e r o s al x é b ri c o s F e r a p e c h a d o p a r a a a di ci ó n, s u bt r a c ci ó n,  m ulti pli c a ci ó n e di vi si ó n; u n a n el
e r a u n c o n x u nt o d e e nt ei r o s al x é b ri c o s d e F p e c h a d o p ar a a a di ci ó n, s u bt r a c ci ó n e  m ulti pli c a ci ó n
e u n m ó d ul o e r a u n c o n x u nt o p e c h a d o p a r a a a di ci ó n e s u bt r a c ci ó n.  U n i d e al e r a al g o i nt er m e di o,
p e c h a d o p ar a a a di ci ó n, s u bt r a c ci ó n e p a r a a  m ulti pli c a ci ó n p o r e s c al a r e s d e F .

E n 1 9 1 4,  A.  A.  H.  Fr a e n k el ( 1 8 9 1 – 1 9 6 5), e sti m ul a d o p ol a s i d e a s d e  D.  Hil b ert, a sı́ c o m o
p ol o s si st e m a s d e n ú m e r o s hi p e r c o m pl e x o s e o s a n ei s d e  m atri c e s, d e fi ni u u n c o n c e pt o a b str a ct o
d e a n el  m oi p r ó xi m o a o q u e c o ñ e c e m o s h o x e e n d ı́ a, d e f eit o s ó di fi r e d e st e e n q u e t e n c o n di ció n s
e s p e ci ai s q u e c o n cir n e n a o s di vi s or e s d e c er o.  A.  A.  H.  Fr a e n k el, d e m o str o u c o m o o s a n ei s n o n
s ó x o g a n u n p a p el i m p ort a nt e n a t e or ı́ a d e nú m e r o s s e n ó n q u e t a m é n o t e ñ e n n o ut r o s c a m p o s
d a s  m at e m á ti c a s.

O s  m o d e r n o s c o n c e pt o s d e a n el, i d e al e  m ó d ul o s o b r e u n a n el a p ar e c e n p or p ri m eir a v e z n u n
t r a b all o p u bli c a d o p or  E.  N o et h er e n 1 9 2 1 e tit ul a d o I d e alt h e o ri e i n ri n g- b e r ei c h e n .  A d e fi ni ció n
o ri xi n al d e  m ó d ul o d a d a p o r e st a a ut or a c o n si d er a b a u n p ar ( Σ , T ), o n d e  Σ er a u n a n el e T e r a
o q u e n ó s c o ñ e c e m o s h o x e e n dı́ a p o r u n  Σ- m ó d ul o.  U n  m ó d ul o e n ( Σ , T ) q u e d a b a d e fi ni d o c o m o
u n s u b c o n x u nt o d e T p e c h a d o p ar a a s u bt r a c ci ó n a s ı́ c o m o p a r a a  m ulti pli c a ci ó n p ol a e s q u e r d a
p a r a e s c al ar e s d e  Σ.  M ái s a di a nt e, n o s tr a b all o s p u bli c a d o s d e s p oi s d o s a n o s vi nt e,  E.  N o et h er
p u x o  m ái s a é nf a s e n a t e o r ı́ a d e i d e ai s q u e n a d e  mó d ul o s, d e s e n v ol v e n d o a t e or ı́ a d e a n ei s
n o n c o n m ut ati v o s e a d e m ai s r ef or m ul o u a d e fi ni ci ó n d e ál x e b r a s o b r e u n c or p o i n c or p or a n d o o s
c o n c e pt o s d e a n el e d e  m ó d ul o.

A n o ci ´o n d e ál x e b r a s o b r e u n c or p o t e n a s s ú a s o ri x e s n a s ál x e b r a s li n e a r e s a s o ci ati v a s
o u si st e m a s d e n ú m e r o s hi p e r c o m pl e x o s utili z a d o s p or  W.  R.  H a milt o n e  C h. S.  P eir c e ( 1 8 3 9 –
1 9 1 4).  E st a n o ci ó n c o nt e m p o r á n e a di fi r e d a s  m ái s a nti g a s e n v ari o s a s p e ct o s.  D ur a nt e o s é c ul o
XI X, t al e s ál x e b r a s e r a n c o n si d er a d a s s o br e o s r e ai s o u o s c o m pl e x o s, n o c a nt o d e s o br e u n
c o r p o ar bitr ari o, e s e m pr e s e t r a b all a b a e n e s p a z o s d e di m e n si ó n fi nit a.  A n o ci ó n  m o d e r n a f oi
e st a bl e ci d a e n t er m o s d e e s p a z o s v e ct ori ai s e a n ei s.  M ái s e s p e ci fi c a m e nt e, A é u n h a ál x e b r a s o b r e
u n c o r p o F s e A é u n e s p a z o v e ct ori al s o br e F e u n a n el c o n u ni d a d e o n d e a a di ci ó n d e v e ct o r e s
e a  m ulti pli c a ci ó n p o r e s c al a r e s c oi n ci d e c o a s c orr e s p o n d e nt e s o p er a ci ó n s d o a n el.

L.  E.  Di c k s o n ( 1 8 7 4 – 1 9 3 9), e n 1 9 0 3, f oi o pri m eir o e n pr o p o ñ e r u n c o n c e pt o d e ál x e b r a
s o b r e u n c o r p o ar bitr ari o, aı́ n d a q u e s e m p r e d e nt r o d o c a s o d e di m e n si ó n fi nit a, q u e  m o di fi c a d o
s e r ı́ a e st e n di d o á di m e n sió n i n fi nit a p o r J.  H.  M.  We d d er b ur n e n 1 9 2 4.  L.  E.  Di c k s o n d e u a o
l o n g o d a s ú a vi d a v a ri a s d e fi ni ci ó n s d e ál x e b r a s s o b r e u n c or p o, a ı́ n d a q u e a  m ái s p r ó xi m a
á q u e c o ñ e c e m o s a ct u al m e nt e a p ar e c e n u n li br o q u e p u bli c o u e n 1 9 2 3.  U n h a ál x e b r a A s o b r e u n
c o r p o F er a d e fi ni d a c o m o u n si st e m a c o n d ú a s o p e r a ci ó n s s o b r e A , a di ci ó n e  m ulti pli c a ció n, e
u n h a t e r c ei r a o p er a ci ó n d e F s o b r e A ; i st o é, a  m ulti pli c a ci ó n p o r e s c al a r e s.  A  m ulti pli c a ció n, a
a di ci ó n e a  m ulti pli c a ci ó n p o r e s c al a r e s s u p o ñ ı́ a n s e a s o ci ati v a s e a s d ú a s úl ti m a s c o n m ut ati v a s.

1. 8.  A á l x e b r a  m o d e r n a 2 1

A  m ulti pli c a ci ´o n p or e s c al ar e s d e b ı́ a s e r a d e m ai s di st ri b uti v a c o n r e s p e ct o á a di ció n d e A e F .
O r e q ui sit o fi n al ´e q u e A d e bı́ a d e s e r fi nit a. É d e r e s alt ar q u e n e st a d e fi ni ci ó n, a ı́ n d a q u e n o n
e xi st e  m e n ci ó n al g u n h a d o s c o n c e pt o s d e a n el,  m ó d ul o e v e ct o r, a  m ulti pli c a ci ó n d e  m at ri c e s
x o g a u n i m p ort a nt e p a p el.

E.  N o et h er
( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

A d e fi ni ci ´o n a ct u al d e ál x e b r a s o b r e u n c or p o d é b e s e a  E.  N o et h er e a p ar e c e n u n t r a b all o
d e st a a ut or a p u bli c a d o e n 1 9 2 9.  N e st e t r a b all o, e st a bl é c e n s e a s r el a ci ó n s e nt r e a t e or ı́ a d e g r u p o s
e a t e or ı́ a d e  m ó d ul o s s o b r e u n a n el, s e n d o t a m é n i m p o rt a nt e p or  m o r d e q u e n el f ai s e  m e n ció n
a u n h a s c o n e xi ó n s at o p a d a s p or  B.  L.  V a n d er  W a er d e n ( 1 9 0 3 – 1 9 9 6) e ntr e a s t r a n sf or m a ci ó n s
li n e a r e s d e  mó d ul o s e a s  m atri c e s.  D e f eit o p ar a  B.  L.  V a n d er  W a er d e n u n h a tr a n sf or m a ci ó n
li n e a r é u n h o m o m o r fi s m o d e d o u s  m ó d ul o s d e f or m a s li n e ar e s, u n h a  m atri z é u n h a e x p r e si ó n ( a
r e p r e s e nt a ci ó n ) d e s e h o m o m or fi s m o u n h a v e z f eit a u n h a el e c ci ó n d e b a s e s.  E st a é a c o n e xi ó n  m o-
d e r n a e s e n ci al e ntr e a s n o ci ó n s d e t r a n sf or m a ci ó n li n e a r,  m atri z e  m ó d ul o ( o u e s p a z o v e ct ori al).
D o u s a n o s d e s p oi s  B.  L.  V a n d er  W a er d e n p u bli c ar´ ı a u n li br o o n d e e x p u x o t o d a s e st a s r el a ció n s
a u n p ú bli c o  m ái s a m pl o s e n d o e st e o c o m e z o d o q u e c o ñ e c e m o s c o m o ál x e b r a  m o d er n a.

1. 8.  A ál x e b r a  m o d e r n a

C o m o vi m o s J.  W.  R.  D e d e ki n d d e u a s pri m eir a s d e fi ni ci ó n s d e ti p o a xi o m á ti c o d e a n el,
i d e al, c or p o e  mó d ul o.  H.  We b er, n a s ú a o b r a L e h r b u c h d e r al g e b r a , p u bli c a d a e n 1 8 9 4, d e u a
p ri m ei r a d e fi ni ci ó n a xi o m á ti c a d e g r u p o.  N o p ri m eir o s tri nt a a n o s d o s é c ul o  X X, at o p a m o s v ari o s
m at e m á ti c o s, e s p e ci al m e nt e e n  Al e m a ñ a, q u e c o a s s ´u a s i n v e sti g a ci ó n s s o b r e t e or ı́ a d e g r u p o s e
e xt e n si ó n s d e c o r p o s s e nt ar ı́ a n a s b a s e s d o q u e h o x e c oñ e c e m o s c o m o ál x e b r a li n e ar.

E n 1 9 3 0,  B.  L.  V a n d er  W a er d e n p u bli c o u o p ri m eir o v ol u m e d a p ri m eir a e di ci ó n d a s ú a
o b r a M o d e r n e al g e b r a ; o v ol u m e s e g u n d o f oi p u bli c a d o a o a n o s e g ui nt e.  N e st a p ri m eir a e di ció n,
a ál x e b r a li n e ar a p ar e c e c e ntr a d a f u n d a m e nt al m e nt e s o br e a e str ut ur a d e  m ó d ul o, a ı́ n d a q u e
o s pri m eir o s c o n c e pt o s e r e s ult a d o s t al e s c o m o c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s, d e p e n d e n ci a, b a s e s e di-
m e n si ´o n s o n, d e f eit o, e st a bl e ci d o s n u n c a p ı́ t ul o p r e vi o s o br e e xt e n si ó n s d e c o r p o s.  E st e a ut or
d e fi n e o s  m ó d ul o s c o m o gr u p o s a b eli a n o s a diti v o s c u n d o mi ni o d e o p er a d or e s, q u e f or m a n u n
a n el, s ati sf a c e n d o d et er mi n a d o s a xi o m a s.  P ar a u n a n el R c o n u ni d a d e, o s  m ó d ul o s, c u m pri n d o
q u e 1 x = x , p ar a t o d o x , s o n c h a m a d o s u nit ari o s.  O s  m ó d ul o s u nit ari o s fi nit a m e nt e x er a d o s
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e  H.  We b e r e st e n d e n o t e m p er á n c o n c e pt o d e  m ó d ul o.  U n  m ó d ul o d e f u n ci ó n s é p a r a el e s
u n s u b c o n x u nt o p e c h a d o p ar a a a di ci ó n, a s u bt r a c ci ó n e p a r a a  m ulti pli c a ci ó n p o r c al q u e r a
p oli n o mi o c o m pl e x o ( h o x e e n d ı́ a f al a ri a m o s d u n  m ó d ul o s o b r e o a n el d o s p oli n o mi o s C [z ]).

U n h a d é c a d a d e s p oi s, n o c o nt e xt o d a t e orı́ a d e  G al oi s,  H.  We b er u ni fi c o u a s n o ci ´o n s d e
c or p o e xi st e nt e s, ( p or e x e m pl o, c or p o d e n ú m e r o s al x é b ri c o s, c o r p o d e f u n ci ó n s al x é b ri c a s, c o r p o
fi nit o) i nt r o d u ci n d o o c o n c e pt o a b str a ct o e  m o d er n o d e c or p o.  E st e c o n c e pt o, e n c o ntr a st e c o s
c or p o s utili z a d o s p or J.  W.  R.  D e d e ki n d, n o n ti ñ a s e m p r e c a r a ct er ı́ s ti c a c e r o.  E n 1 9 1 0, o s c or p o s
a b str a ct o s d e  H.  We b er f or o n a n ali z a d o s e n pr of u n di d a d e p or  E. St ei nit z, q u e n, c o m o s a b e m o s,
n o c ur s o d o s e u tr a b all o utili z o u a i d e a d e i n d e p e n d e n ci a li n e ar.  D e f eit o,  E. St ei nit z c o m e z o u
c h a m a n d o a u n el e m e nt o x tr a n s c e n d e nt e s o br e u n c or p o F si 1, x , x 2 , ... e r a n li n e a r m e nt e
i n d e p e n d e nt e s s o br e F ; e n c a s o c o ntr ari o, o el e m e nt o er a c h a m a d o al xé b ri c o s o b r e F .

M e nt r e s t a nt o, a n o ci ´ o n d e  m ó d ul o d e  D e d e ki n d f oi utili z a d a p or  D.  Hil b ert e n 1 8 9 7 n u n
tr a b all o s o br e a t e orı́ a d e n ú m e r o s al x é b ri c o s p a r a a D e ut s c h e  M at h e m ati k e r- Ve ri ni g u n g .  N e st e
tr a b all o, utili z o u o t er m o Z a hl ri n g o u Ri n g p ar a d e n ot ar o s O r d n u n g d e J.  W.  R.  D e d e ki n d.
N e st a s e str ut ur a s,  D.  Hil b ert p u x o a é nf a s e n o p a r al eli s m o cr e a d o p ol a cl a u s ur a: u n c or p o d e
n ú m e r o s al x é b ri c o s F e r a p e c h a d o p a r a a a di ci ó n, s u bt r a c ci ó n,  m ulti pli c a ci ó n e di vi si ó n; u n a n el
e r a u n c o n x u nt o d e e nt ei r o s al x é b ri c o s d e F p e c h a d o p ar a a a di ci ó n, s u bt r a c ci ó n e  m ulti pli c a ci ó n
e u n m ó d ul o e r a u n c o n x u nt o p e c h a d o p a r a a a di ci ó n e s u bt r a c ci ó n.  U n i d e al e r a al g o i nt er m e di o,
p e c h a d o p ar a a a di ci ó n, s u bt r a c ci ó n e p a r a a  m ulti pli c a ci ó n p o r e s c al a r e s d e F .

E n 1 9 1 4,  A.  A.  H.  Fr a e n k el ( 1 8 9 1 – 1 9 6 5), e sti m ul a d o p ol a s i d e a s d e  D.  Hil b e rt, a sı́ c o m o
p ol o s si st e m a s d e n ú m e r o s hi p e r c o m pl e x o s e o s a n ei s d e  m atri c e s, d e fi ni u u n c o n c e pt o a b str a ct o
d e a n el  m oi p r ó xi m o a o q u e c o ñ e c e m o s h o x e e n d ı́ a, d e f eit o s ó di fi r e d e st e e n q u e t e n c o n di ció n s
e s p e ci ai s q u e c o n cir n e n a o s di vi s or e s d e c er o.  A.  A.  H.  Fr a e n k el, d e m o str o u c o m o o s a n ei s n o n
s ó x o g a n u n p a p el i m p ort a nt e n a t e or ı́ a d e nú m e r o s s e n ó n q u e t a m é n o t e ñ e n n o ut r o s c a m p o s
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O s  m o d e r n o s c o n c e pt o s d e a n el, i d e al e  m ó d ul o s o b r e u n a n el a p ar e c e n p or p ri m eir a v e z n u n
tr a b all o p u bli c a d o p or  E.  N o et h er e n 1 9 2 1 e tit ul a d o I d e alt h e o ri e i n ri n g- b e r ei c h e n .  A d e fi ni ció n
o ri xi n al d e  m ó d ul o d a d a p o r e st a a ut or a c o n si d er a b a u n p ar ( Σ , T ), o n d e  Σ er a u n a n el e T e r a
o q u e n ó s c o ñ e c e m o s h o x e e n dı́ a p o r u n  Σ- m ó d ul o.  U n  m ó d ul o e n ( Σ , T ) q u e d a b a d e fi ni d o c o m o
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s o b r e u n c or p o ar bitr ari o, aı́ n d a q u e s e m p r e d e nt r o d o c a s o d e di m e n si ó n fi nit a, q u e  m o di fi c a d o
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a di ci ó n e a  m ulti pli c a ci ó n p o r e s c al a r e s s u p o ñ ı́ a n s e a s o ci ati v a s e a s d ú a s úl ti m a s c o n m ut ati v a s.
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A  m ulti pli c a ci ´o n p or e s c al ar e s d e b ı́ a s e r a d e m ai s di st ri b uti v a c o n r e s p e ct o á a di ció n d e A e F .
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e xi st e  m e n ci ó n al g u n h a d o s c o n c e pt o s d e a n el,  m ó d ul o e v e ct o r, a  m ulti pli c a ci ó n d e  m at ri c e s
x o g a u n i m p ort a nt e p a p el.

E.  N o et h er
( Wi ki m e di a  C o m m o n s)

A d e fi ni ci ó n a ct u al d e ál x e b r a s o b r e u n c or p o d é b e s e a  E.  N o et h er e a p ar e c e n u n t r a b all o
d e st a a ut or a p u bli c a d o e n 1 9 2 9.  N e st e t r a b all o, e st a bl é c e n s e a s r el a ci ó n s e nt r e a t e or ı́ a d e g r u p o s
e a t e o r ı́ a d e  m ó d ul o s s o b r e u n a n el, s e n d o t a m é n i m p o rt a nt e p or  m o r d e q u e n el f ai s e  m e n ció n
a u n h a s c o n e xi ó n s at o p a d a s p o r  B.  L.  V a n d er  W a er d e n ( 1 9 0 3 – 1 9 9 6) e ntr e a s t r a n sf or m a ci ó n s
li n e a r e s d e  mó d ul o s e a s  m atri c e s.  D e f eit o p ar a  B.  L.  V a n d er  W a er d e n u n h a tr a n sf or m a ci ó n
li n e a r é u n h o m o m o r fi s m o d e d o u s  m ó d ul o s d e f o r m a s li n e ar e s, u n h a  m atri z é u n h a e x p r e si ó n ( a
r e p r e s e nt a ci ó n ) d e s e h o m o m or fi s m o u n h a v e z f eit a u n h a el e c ci ó n d e b a s e s.  E st a é a c o n e xi ó n  m o-
d e r n a e s e n ci al e ntr e a s n o ci ó n s d e t r a n sf o r m a ci ó n li n e a r,  m at ri z e  m ó d ul o ( o u e s p a z o v e ct ori al).
D o u s a n o s d e s p oi s  B.  L.  V a n d er  W a er d e n p u bli c ar´ ı a u n li br o o n d e e x p u x o t o d a s e st a s r el a ció n s
a u n p ú bli c o  m ái s a m pl o s e n d o e st e o c o m e z o d o q u e c o ñ e c e m o s c o m o ál x e b r a  m o d e r n a.

1. 8.  A ál x e b r a  m o d e r n a

C o m o vi m o s J.  W.  R.  D e d e ki n d d e u a s pri m eir a s d e fi ni ci ó n s d e ti p o a xi o m á ti c o d e a n el,
i d e al, c or p o e  mó d ul o.  H.  We b e r, n a s ú a o b r a L e h r b u c h d e r al g e b r a , p u bli c a d a e n 1 8 9 4, d e u a
p ri m ei r a d e fi ni ci ó n a xi o m á ti c a d e g r u p o.  N o p ri m eir o s tri nt a a n o s d o s é c ul o  X X, at o p a m o s v ari o s
m at e m á ti c o s, e s p e ci al m e nt e e n  Al e m a ñ a, q u e c o a s s ´u a s i n v e sti g a ci ó n s s o b r e t e o r ı́ a d e g r u p o s e
e xt e n si ó n s d e c o r p o s s e nt ar ı́ a n a s b a s e s d o q u e h o x e c oñ e c e m o s c o m o ál x e b r a li n e a r.

E n 1 9 3 0,  B.  L.  V a n d er  W a er d e n p u bli c o u o p ri m eir o v ol u m e d a p ri m eir a e di ci ó n d a s ú a
o b r a M o d e r n e al g e b r a ; o v ol u m e s e g u n d o f oi p u bli c a d o a o a n o s e g ui nt e.  N e st a p ri m eir a e di ció n,
a ál x e b r a li n e a r a p ar e c e c e ntr a d a f u n d a m e nt al m e nt e s o br e a e str ut ur a d e  m ó d ul o, a ı́ n d a q u e
o s p ri m ei r o s c o n c e pt o s e r e s ult a d o s t al e s c o m o c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s, d e p e n d e n ci a, b a s e s e di-
m e n si ´o n s o n, d e f eit o, e st a bl e ci d o s n u n c a p ı́ t ul o p r e vi o s o br e e xt e n si ó n s d e c o r p o s.  E st e a ut or
d e fi n e o s  m ó d ul o s c o m o g r u p o s a b eli a n o s a diti v o s c u n d o mi ni o d e o p er a d or e s, q u e f or m a n u n
a n el, s ati sf a c e n d o d et er mi n a d o s a xi o m a s.  P ar a u n a n el R c o n u ni d a d e, o s  m ó d ul o s, c u m p ri n d o
q u e 1 x = x , p ar a t o d o x , s o n c h a m a d o s u nit ari o s.  O s  m ó d ul o s u nit a ri o s fi nit a m e nt e x er a d o s
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t e ñ e n u n h a i m p o rt a n ci a e s p e ci al, d e n o mi n á n d o s e c o m o  m ó d ul o s d e f o r m a s li n e ar e s s o br e o a n el
R .  D e m ó s t r a s e t a m é n q u e e n t al e s  m ó d ul o s o s el e m e nt o s p o d e n s er t o m a d o s c o m o n- u pl a s, q u e
s e r á n c h a m a d o s v e ct o r e s.

A´ı n d a q u e o t e r m o ál x e b r a li n e a r x a f or a utili z a d o p or  H.  We yl, é n o li b r o x a  m e n ci o n a d o
d e  B.  L.  V a n d er  W a e r d e n o n d e a p ar e c e a s o ci a d o p or p ri m eir a v e z c o a t e or ı́ a d e  mó d ul o s s o b r e
u n a n el e o s s e u s h o m o m or fi s m o s, i st o é, a s t r a n sf o r m a ci ó n s li n e a r e s e nt r e el e s.  N e st e c o nt e xt o,
a s  m atri c e s a p ar e c e n c o m o r e pr e s e nt a ci ó n s d e t al e s h o m o m or fi s m o s c a n d o s e fi x a n u n h a s b a s e s
d et e r mi n a d a s.

B.  L.  V a n d er  W a er d e n
( E T H  Z ü ri c h / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

E n e di ci ó n s p o st e ri o r e s, o l u g ar o c u p a d o p ol a ál x e b r a li n e a r e o s e s p a z o s v e ct ori ai s p a s a
a s e r c e ntr al.  O e st u d o d o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s é p r e s e nt a d o c o m o u n h a a pli c a ci ó n
d a t e o rı́ a d e e s p a z o s v e ct ori ai s e o p a p el d o s d et er mi n a nt e s q u e d a c o n si d er a b el m e nt e r e d u ci d o.
R a pi d a m e nt e, e st a f or m a d e e nt e n d er a ál x e b r a li n e a r c a m bi o u a f or m a d e a c h e g a m e nt o a  m oit o s
p r o bl e m a s x a q u e a t e or ı́ a a xi o m á ti c a p e r miti u u ni fi c ar o s c a m p o s d e di m e n si ó n fi nit a e i n fi nit a.

G.  D.  Bir k h o ff S.  M a c  L a n e
( Wi ki m e di a  C o m m o n s) ( K o nr a d J a c o b s / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

1. 8.  A á l x e b r a  m o d e r n a 2 3

E n 1 9 4 1,  G.  D.  Bir k h o ff e S.  M a c  L a n e ( 1 9 0 9 – 2 0 0 5) p u bli c ar o n S u r v e y of  m o d e r n al g e b r a ,
e n o a n o 1 9 4 2, a p ar e c e o li br o d e  P.  R.  H al m o s ( 1 9 1 6 – 2 0 0 6) tit ul a d o Fi nit e- di m e n si o n al s p a c e s .
A s´ı  m e s m o, e n 1 9 4 7, e n  Fr a n ci a, o c ol e cti v o  N.  B o ur b a ki p u bli c o u o s e g u n d o c a pı́ t ul o d o li b r o II
d o s s e u s Él é m e nt s d e  m at h é m ati q u e b ai x o o tı́ t ul o d e Al g `e b r e li n é ai r e .  E st e s tr e s li br o s ti v er o n
u n h a i n fl u e n ci a l o n g a e n ot á b el n a t e o r ı́ a a xi o má ti c a d o s e s p a z o s v e ct ori ai s a sı́ c o m o n o s e u u s o
e n o s e u e n si n o. É a p a rti r d e a q uı́, c a n d o p o d e m o s a fir m ar q u e a ál x e b r a li n e ar al c a n z a a s ú a
m ai o r´ ı a d e i d a d e.
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R .  D e m ó s t r a s e t a m é n q u e e n t al e s  m ó d ul o s o s el e m e nt o s p o d e n s er t o m a d o s c o m o n- u pl a s, q u e
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u n h a i n fl u e n ci a l o n g a e n ot á b el n a t e o r ı́ a a xi o má ti c a d o s e s p a z o s v e ct ori ai s a sı́ c o m o n o s e u u s o
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m ai o r´ ı a d e i d a d e.



C A Pı́ T U L O 2

P r eli mi n a r e s.  N ú m e r o s r e ai s e c o m pl e x o s

2. 1.  P r o pi e d a d e s  b á si c a s  d o s  n ú m e r o s r e ai s

O o b x e cti v o d e st e c a pı́ t ul o ´e l e m br ar a s pr o pi e d a d e s b á si c a s d o s c o n x u nt o s d e n ú m e r o s
q u e utili z ar e m o s a o l o n g o d e st a o br a.  P or t a nt o, c e ntr ar e m o s a n o s a at e n ci ó n n o c o n x u nt o d o s
n ú m e r o s r e ai s, q u e d e n ot ar e m o s p or R , e n o c o n x u nt o d o s nú m e r o s c o m pl e x o s q u e d e n ot ar e m o s
p or C .  T a mé n  m a n e x a r e m o s o utr o s c o n x u nt o s n u m é ri c o s c o m o o s n ú m e r o s n at u r ai s

N = { 1 , 2 , 3 , ... } ,

o s n ú m e r o s e nt eir o s
Z = { 0 , ± 1 , ± 2 , ± 3 , ... }

e o s n ú m e r o s r a ci o n ai s
Q = {

p

q
| p, q ∈ Z , q �= 0 } .

P ar a o s a nt eri or e s c o n x u nt o s d e n ú m e r o s t e m o s o s s e g ui nt e s c o nti d o s.

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C .

O s c o nti d o s pr e vi o s s o n e strit o s x a q u e, p or e x e m pl o, o n ú m e r o − 3 é e nt ei r o e n o n é n at u r al.

O  n ú m e r o
1

2
é r a ci o n al p er o n o n é e nt ei r o, o n ú m e r o

√
2 é u n n ú m e r o r e al q u e n o n s e p o d e

r e pr e s e nt ar c o m o c o ci e nt e d e d o u s n ú m e r o s e nt eir o s e, fi n al m e nt e, a u ni d a d e i m a xi n ari a i é u n
n ú m e r o c o m pl e x o q u e n o n é r e al x a q u e c u m pr e q u e

i2 = − 1 .

T o d o n ́ u m e r o r e al a d mit e u n h a r e pr e s e nt a ci ó n d e ci m al. S e o n ú m e r o é r a ci o n al, o d e ci m al
c orr e s p o n d e nt e é p e ri ó di c o; p o r e x e m pl o,

1

2
= 0 ,5 0 ,

2

3
= 0 , 6 ,

1 5 7

4 9 5
= 0 ,3 1 7 ,

9

7
= 1 , 2 8 5 7 1 4

o n d e a li ñ a s o b r e o s n ú m e r o s i n di c a q u e a s e c u e n ci a d e dı́ xit o s s e r e pit e s u c e si v a m e nt e.  D o ut r a
b a n d a, s e a r e pr e s e nt a ci ó n d e ci m al n o n é p e ri ó di c a o n ú m e r o c h á m a s e i r r a ci o n al e o c o n x u nt o
d e st e s n ú m e r o s d e n ot ar a s e p or I.  P or e x e m pl o

√
2 = 1 , 4 1 4 2 1 3 5 6 2 3 7 3 0 9 5 ... ,

π = 3 , 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 ... ,

s o n n ú m e r o s i r r a ci o n ai s.  D a q u el a, o s n ú m e r o s r e ai s s o n a u ni ó n d o s n ú m e r o s r a ci o n ai s e o s
irr a ci o n ai s:

R = Q ∪ I.

P ar a c a d a p ar d e n ú m e r o s r e ai s a e b e xi st e u n ú ni c o n ú m e r o r e al c h a m a d o s u m a d e a e b ,
d e n ot a d o p or a + b , e u n ú ni c o n ú m e r o r e al c h a m a d o pr o d ut o d e a e b , d e n ot a d o p or a · b , t al e s
q u e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s p r o pi e d a d e s:

1) a + b = b + a e a · b = b · a , ∀ a, b ∈ R .
2) a + ( b + c ) = ( a + b ) + c e a · (b · c ) = ( a · b ) · c , ∀ a, b, c ∈ R .
3) a · (b + c ) = a · b + a · c , ∀ a, b, c ∈ R .
4)  E xi st e n d o u s n ú m e r o s r e ai s 0 e 1 t al e s q u e 0  + a = a e 1 · a = a , ∀ a ∈ R .
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2. 1.  P r o pi e d a d e s  b á si c a s  d o s  n ú m e r o s r e ai s

O o b x e cti v o d e st e c a pı́ t ul o ´e l e m b r ar a s pr o pi e d a d e s b á si c a s d o s c o n x u nt o s d e n ú m e r o s
q u e utili z a r e m o s a o l o n g o d e st a o br a.  P or t a nt o, c e ntr ar e m o s a n o s a at e n ci ó n n o c o n x u nt o d o s
n ú m e r o s r e ai s, q u e d e n ot ar e m o s p or R , e n o c o n x u nt o d o s nú m e r o s c o m pl e x o s q u e d e n ot ar e m o s
p o r C .  T a mé n  m a n e x a r e m o s o utr o s c o n x u nt o s n u m é ri c o s c o m o o s n ú m e r o s n at u r ai s

N = { 1 , 2 , 3 , ... } ,

o s n ú m e r o s e nt ei r o s
Z = { 0 , ± 1 , ± 2 , ± 3 , ... }

e o s n ú m e r o s r a ci o n ai s
Q = {

p

q
| p, q ∈ Z , q �= 0 } .

P a r a o s a nt eri or e s c o n x u nt o s d e n ú m e r o s t e m o s o s s e g ui nt e s c o nti d o s.

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C .

O s c o nti d o s pr e vi o s s o n e strit o s x a q u e, p or e x e m pl o, o n ú m e r o − 3 é e nt ei r o e n o n é n at u r al.

O  n ú m e r o
1

2
é r a ci o n al p e r o n o n é e nt ei r o, o n ú m e r o

√
2 é u n n ú m e r o r e al q u e n o n s e p o d e

r e p r e s e nt ar c o m o c o ci e nt e d e d o u s n ú m e r o s e nt ei r o s e, fi n al m e nt e, a u ni d a d e i m a xi n ari a i é u n
n ú m e r o c o m pl e x o q u e n o n é r e al x a q u e c u m pr e q u e

i2 = − 1 .

T o d o n ́ u m e r o r e al a d mit e u n h a r e pr e s e nt a ci ó n d e ci m al. S e o n ú m e r o é r a ci o n al, o d e ci m al
c o r r e s p o n d e nt e é p e ri ó di c o; p o r e x e m pl o,

1

2
= 0 ,5 0 ,

2

3
= 0 , 6 ,

1 5 7

4 9 5
= 0 ,3 1 7 ,

9

7
= 1 , 2 8 5 7 1 4

o n d e a li ñ a s o b r e o s n ú m e r o s i n di c a q u e a s e c u e n ci a d e dı́ xi t o s s e r e pit e s u c e si v a m e nt e.  D o ut r a
b a n d a, s e a r e pr e s e nt a ci ó n d e ci m al n o n é p e ri ó di c a o n ú m e r o c h á m a s e i r r a ci o n al e o c o n x u nt o
d e st e s n ú m e r o s d e n ot a r a s e p or I.  P or e x e m pl o

√
2 = 1 , 4 1 4 2 1 3 5 6 2 3 7 3 0 9 5 ... ,

π = 3 , 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 ... ,

s o n n ú m e r o s i r r a ci o n ai s.  D a q u el a, o s n ú m e r o s r e ai s s o n a u ni ó n d o s n ú m e r o s r a ci o n ai s e o s
i r r a ci o n ai s:

R = Q ∪ I.

P a r a c a d a p ar d e n ú m e r o s r e ai s a e b e xi st e u n ú ni c o n ú m e r o r e al c h a m a d o s u m a d e a e b ,
d e n ot a d o p or a + b , e u n ú ni c o n ú m e r o r e al c h a m a d o pr o d ut o d e a e b , d e n ot a d o p or a · b , t al e s
q u e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s p r o pi e d a d e s:

1) a + b = b + a e a · b = b · a , ∀ a, b ∈ R .
2) a + ( b + c ) = (a + b ) + c e a · (b · c ) = (a · b ) · c , ∀ a, b, c ∈ R .
3) a · (b + c ) = a · b + a · c , ∀ a, b, c ∈ R .
4)  E xi st e n d o u s n ú m e r o s r e ai s 0 e 1 t al e s q u e 0  + a = a e 1 · a = a , ∀ a ∈ R .
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5 )  P a r a t o d o n ú m e r o r e al a e xi st e u n n ú m e r o r e al − a , c h a m a d o o o p o st o d e a , t al q u e
a + ( − a ) = 0

6)  P ar a t o d o n ú m e r o r e al n o n n ul o a e xi st e u n n ú m e r o r e al a − 1 , c h a m a d o o i n v er s o d e a , t al
q u e a · a − 1 = 1 .

A p ri m ei r a d a s pr o pi e d a d e s i n di c a q u e a s u m a e o pr o d ut o s o n o p er a ci ó n s c o n m ut ati v a s, a
s e g u n d a pr o pi e d a d e a fir m a q u e s u m a e p r o d ut o s o n a s o ci ati v a s e a t er c eir a e x pr e s a o c ar á c t e r
di st ri b uti v o d o p r o d ut o r e s p e ct o d a s u m a.  N a c u art a pr o pi e d a d e t e m o s q u e o n ú m e r o 0 é o
el e m e nt o n e ut r o d a s u m a e q u e o n ú m e r o 1 o é d o p r o d ut o.  Fi n al m e nt e, a q ui nt a e a s e xt a
p r o pi e d a d e s i n di c a n q u e t o d o n ú m e r o t e n o p o st o p ar a a s u m a e q u e t o d o n ú m e r o r e al n o n n ul o
t e n i n v er s o p ar a o p r o d ut o.  E st e i n v er s o t a m é n d e n ó t a s e p o r

a − 1 =
1

a
.

N o q u e s e g u e, p or c o m o di d a d e, r e pr e s e nt ar e m o s o pr o d ut o d e d o u s n ú m e r o s r e ai s a e b
c o m o a b .  D a s pr o pi e d a d e s a nt eri or e s d e dú c e s e d e f o r m a f á cil q u e 0 e 1 s o n ú ni c o s e q u e p ar a
t o d o a r e al n o n n ul o − a e a − 1 t a m é n s o n ú ni c o s.  O b vi a m e nt e − 0 = 0.

U n c o n x u nt o c o n d ú a s o p e r a ci ó n s s ati sf a c e n d o a s pr o pi e d a d e s a nt eri or e s c h á m a s e c o r p o.
P o r t a nt o, o s n ú m e r o s r e ai s s o n u n c or p o.  O s n ú m e r o s r a ci o n ai s t a m é n o s o n s e utili z a m o s c o m o
o p e r a ci ó n s a s u m a e o p r o d ut o d e n ú m e r o s r a ci o n ai s.  O s n ú m e r o s e nt ei r o s n o n o s o n x a q u e,
p o r e x e m pl o, o n ú m e r o 2 n o n t e n i n v er s o p ar a o p r o d ut o d e n ú m e r o s e nt ei r o s.

O s n ú m e r o s r e ai s p ó d e n s e r e p r e s e nt ar  m e di a nt e p u nt o s n u n h a r e ct a.  N el a elı́ x e s e u n p u nt o
a r bit r a ri o O , q u e s e c h a m a ori x e, e c orr e s p o n d e a o n ú m e r o r e al 0.  C a d a nú m e r o p o siti v o x r e-
p r e s é nt a s e  m e di a nt e o p u nt o n e s a r e ct a q u e e st á a u n h a di st a n ci a d e x u ni d a d e s c ar a á d e r eit a
d a o ri x e, e c a d a n ú m e r o n e g ati v o − x , r e p r e s é nt a s e  m e di a nt e o p u nt o q u e e stá x u ni d a d e s á e s-
q u e r d a d a o ri x e.  A sı́, c a d a n ú m e r o r e al r e p r e s é nt a s e c o m o u n p u nt o d a r e ct a, e c a d a p u nt o d a
r e ct a c orr e s p o n d e a u n n ú m e r o r e al.

O x− x

O s n ú m e r o s r e ai s e st á n o r d e n a d o s.  Di s e q u e a é  m e n o r o u i g u al q u e b e e s cr ı́ b e s e a ≤ b
s e b − a é u n n ú m e r o n o n n e g ati v o. I st o si g ni fi c a, x e o m etri c a m e nt e, q u e s e a é di sti nt o d e b , a
e st á á e s q u e r d a d e b n a r e ct a n u m é ri c a a nt e ri o r.  C a n d o a ≤ b e a e b s o n di sti nt o s dir e m o s q u e
a é  m e n o r q u e b e r e pr e s e nt ar é m ol o c o m o a < b .  A r el a ci ó n ≤ é d e o r d e x a q u e s e c u m p r e n a s
p r o pi e d a d e s r e fl e xi v a

a ≤ a ∀ a ∈ R ,

a nti si m é t ri c a

a ≤ b e b ≤ a ⇒ a = b

e t r a n siti v a

a ≤ b e b ≤ c ⇒ a ≤ c.

A o r d e ´e t ot al x a q u e p ar a c a d a p ar d e n ú m e r o s r e ai s a e b t e n s e q u e a ≤ b o u b ≤ a .  D o ut r a
b a n d a, c ú m p r e n s e a s p r o pi e d a d e s:

1)  P ar a t o d o n ú m e r o r e al c , s e a ≤ b , t e n s e q u e

a + c ≤ b + c.

2)  P ar a t o d o n ú m e r o r e al c > 0, s e a ≤ b , t e n s e q u e

a c ≤ b c.

P o r t a nt o R é u n c o r p o o r d e n a d o.

2. 2.  O s  n ú m e r o s  c o m p l e x o s 2 7

2. 2.  O s  n ú m e r o s c o m pl e x o s

D e fi ni ci ´o n 2. 2. 1. U n n ú m e r o c o m pl e x o é u n h a e x p r e si ó n d a f o r m a z = a + bi o n d e a , b s o n
n ú m e r o s r e ai s e i é u n el e m e nt o c h a m a d o u ni d a d e i m a xi n ari a.

O n ú m e r o r e al a c h a m ar a s e p art e r e al d e z , r e pr e s e nt a d o c o m o  R e(z ), e o n ú m e r o r e al b d e n o-
mi n ar a s e p art e i m a xi n ari a d e z , r e pr e s e nt a d o c o m o I m(z ).  C o m o x a vi m o s n a s e c ci ó n a nt e ri o r, o
c o n x u nt o d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s d e n ot ar a s e c o m o C e o b vi a m e nt e d o u s n ú m e r o s c o m pl e x o s s o n
i g u ai s s e t e ñ e n a s s ú a s p a rt e s r e ai s e i m a xi n ari a s r e s p e cti v a s c oi n ci d e nt e s.  D a pr o pi a d e fi ni ci ó n
d e n ú m e r o c o m pl e x o d e d ú c e s e q u e o s n ú m e r o s r e ai s s o n e x a ct a m e nt e o s n ú m e r o s c o m pl e x o s c o n
p art e i m a xi n ari a n ul a.  C a n d o u n n ú m e r o c o m pl e x o t e ñ a p a rt e r e al n ul a c h a m ar a s e i m a xi n ari o
p ur o.

S e z = a + bi é u n n ú m e r o c o m pl e x o d ef ı́ n e s e o s e u c o n x u g a d o c o m o

z = a − bi.

D o utr a b a n d a, d efı́ n e s e o  m ó d ul o d e z c o m o o n ú m e r o r e al r e pr e s e nt a d o p or |z | o n d e

|z | = + a 2 + b 2 .

D o  m e s m o x eit o q u e n o c a s o d o s n ú m e r o s r e ai s, n o c o n x u nt o d o s n ´u m er o s c o m pl e x o s p o d e-
m o s d e fi nir u n h a o p er a ci ´o n d e s u m a e o utr a d e pr o d ut o d a s e g ui nt e f or m a: d a d o s d o u s n ú m e r o s
c o m pl e x o s z = a + bi , z � = a � + b �i d efı́ n e s e a s u m a d e z e z � c o m o

z + z � = ( a + a �) + ( b + b �) i

e o s e u p r o d ut o e st á d a d o p o r

z · z � = ( a a � − b b �) + ( a b � + a �b ) i.

Te n d o e n c o nt a a d e fi ni ci ó n d o p r o d ut o d e n ú m e r o s c o m pl e x o s o bt e m o s

i2 = ( 0  + 1 i) · ( 0  + 1 i) = − 1 ,

p ó d e s e d e m o str ar f a cil m e nt e a i d e nti d a d e

z · z = a 2 + b 2 = |z |2

e a d e m ai s c ú m p r e n s e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) z + z � = z � + z e z · z � = z � · z , ∀ z, z � ∈ C .
2) z + ( z � + z ��) = ( z + z �) + z �� e z · (z � · z ��) = ( z · z �) · z ��, ∀ z, z �, z�� ∈ C .
3) z · (z � + z ��) = z · z � + z · z ��, ∀ z, z �, z�� ∈ C .
4)  E xi st e n d o u s n ú m e r o s c o m pl e x o s 0  = 0  + 0 i e  1 = 1 + 0 i t al e s q u e 0  + z = z e 1 · z = z

∀ z ∈ C .
5)  P ar a t o d o n ú m e r o c o m pl e x o z = a + bi e xi st e u n n ú m e r o c o m pl e x o − z = − a − bi , c h a m a d o

o p o st o d e z , t al q u e z + ( − z ) = 0.

6)  P ar a t o d o n ú m e r o c o m pl e x o n o n n ul o z = a + bi e xi st e u n n ú m e r o c o m pl e x o z − 1 ( o u
1

z
)

t al q u e z · z − 1 = 1 . E st e c o m pl e x o c h á m a s e i n v e r s o d e z e e st á d a d o p o r

z − 1 =
z

z. z
=

z

|z |2
=

a

a 2 + b 2
−

b

a 2 + b 2
i.

D o  m e s m o x eit o q u e p a s a b a c o s n ú m e r o s r e ai s, a p ri m eir a p r o pi e d a d e i n di c a q u e a s u m a e
o p r o d ut o s o n o p er a ci ó n s c o n m ut ati v a s, a s e g u n d a pr o pi e d a d e a fir m a q u e s u m a e p r o d ut o s o n
a s o ci ati v a s e a t er c eir a e x pr e s a o c ar á c t e r di st ri b uti v o d o p r o d ut o r e s p e ct o d a s u m a.  N a c u art a
pr o pi e d a d e t e m o s q u e o n ú m e r o 0 é o el e m e nt o n e ut r o d a s u m a e q u e o n ú m e r o 1 o é d o p r o d ut o.
Fi n al m e nt e, a q ui nt a e a s e xt a p r o pi e d a d e s i n di c a n q u e t o d o n ú m e r o c o m pl e x o t e n o p o st o p ar a
a s u m a e q u e t o d o n ú m e r o c o m pl e x o z n o n n ul o t e n i n v er s o p ar a o p r o d ut o.

D a s p r o pi e d a d e s a nt eri or e s d e d ´u c e s e d e f or m a si n x el a q u e 0 e 1 s o n ú ni c o s e q u e p ar a t o d o
z c o m pl e x o n o n n ul o − z e z − 1 t a m é n o s o n.  O b vi a m e nt e, d o  m e s m o x eit o q u e n o c a s o r e al,
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5 )  P a r a t o d o n ú m e r o r e al a e xi st e u n n ú m e r o r e al − a , c h a m a d o o o p o st o d e a , t al q u e
a + ( − a ) = 0

6)  P ar a t o d o n ú m e r o r e al n o n n ul o a e xi st e u n n ú m e r o r e al a − 1 , c h a m a d o o i n v e r s o d e a , t al
q u e a · a − 1 = 1 .

A p ri m ei r a d a s pr o pi e d a d e s i n di c a q u e a s u m a e o pr o d ut o s o n o p er a ci ó n s c o n m ut ati v a s, a
s e g u n d a pr o pi e d a d e a fir m a q u e s u m a e p r o d ut o s o n a s o ci ati v a s e a t er c eir a e x pr e s a o c ar á c t e r
di st ri b uti v o d o p r o d ut o r e s p e ct o d a s u m a.  N a c u art a pr o pi e d a d e t e m o s q u e o n ú m e r o 0 é o
el e m e nt o n e utr o d a s u m a e q u e o n ú m e r o 1 o é d o p r o d ut o.  Fi n al m e nt e, a q ui nt a e a s e xt a
pr o pi e d a d e s i n di c a n q u e t o d o n ú m e r o t e n o p o st o p ar a a s u m a e q u e t o d o n ú m e r o r e al n o n n ul o
t e n i n v er s o p ar a o p r o d ut o.  E st e i n v er s o t a m é n d e n ó t a s e p o r

a − 1 =
1

a
.

N o q u e s e g u e, p or c o m o di d a d e, r e pr e s e nt ar e m o s o pr o d ut o d e d o u s n ú m e r o s r e ai s a e b
c o m o a b .  D a s pr o pi e d a d e s a nt eri or e s d e dú c e s e d e f o r m a f á cil q u e 0 e 1 s o n ú ni c o s e q u e p a r a
t o d o a r e al n o n n ul o − a e a − 1 t a m é n s o n ú ni c o s.  O b vi a m e nt e − 0 = 0.

U n c o n x u nt o c o n d ú a s o p e r a ci ó n s s ati sf a c e n d o a s pr o pi e d a d e s a nt eri or e s c h á m a s e c o r p o.
P o r t a nt o, o s n ú m e r o s r e ai s s o n u n c or p o.  O s n ú m e r o s r a ci o n ai s t a m é n o s o n s e utili z a m o s c o m o
o p er a ci ó n s a s u m a e o p r o d ut o d e n ú m e r o s r a ci o n ai s.  O s n ú m e r o s e nt ei r o s n o n o s o n x a q u e,
p or e x e m pl o, o n ú m e r o 2 n o n t e n i n v er s o p ar a o p r o d ut o d e n ú m e r o s e nt ei r o s.

O s n ú m e r o s r e ai s p ó d e n s e r e p r e s e nt ar  m e di a nt e p u nt o s n u n h a r e ct a.  N el a elı́ x e s e u n p u nt o
a r bitr ari o O , q u e s e c h a m a ori x e, e c orr e s p o n d e a o n ú m e r o r e al 0.  C a d a nú m e r o p o siti v o x r e-
pr e s é nt a s e  m e di a nt e o p u nt o n e s a r e ct a q u e e st á a u n h a di st a n ci a d e x u ni d a d e s c ar a á d e r eit a
d a o ri x e, e c a d a n ú m e r o n e g ati v o − x , r e p r e s é nt a s e  m e di a nt e o p u nt o q u e e stá x u ni d a d e s á e s-
q u e r d a d a o ri x e.  A sı́, c a d a n ú m e r o r e al r e p r e s é nt a s e c o m o u n p u nt o d a r e ct a, e c a d a p u nt o d a
r e ct a c orr e s p o n d e a u n n ú m e r o r e al.

O x− x

O s n ú m e r o s r e ai s e st á n o r d e n a d o s.  Di s e q u e a é  m e n o r o u i g u al q u e b e e s c r ı́ b e s e a ≤ b
s e b − a é u n n ú m e r o n o n n e g ati v o. I st o si g ni fi c a, x e o m etri c a m e nt e, q u e s e a é di sti nt o d e b , a
e st á á e s q u e r d a d e b n a r e ct a n u m é ri c a a nt e ri o r.  C a n d o a ≤ b e a e b s o n di sti nt o s dir e m o s q u e
a é  m e n o r q u e b e r e pr e s e nt ar é m ol o c o m o a < b .  A r el a ci ó n ≤ é d e o r d e x a q u e s e c u m p r e n a s
pr o pi e d a d e s r e fl e xi v a

a ≤ a ∀ a ∈ R ,

a nti si m é t ri c a

a ≤ b e b ≤ a ⇒ a = b

e t r a n siti v a

a ≤ b e b ≤ c ⇒ a ≤ c.

A or d e ´e t ot al x a q u e p ar a c a d a p ar d e n ú m e r o s r e ai s a e b t e n s e q u e a ≤ b o u b ≤ a .  D o ut r a
b a n d a, c ú m p r e n s e a s p r o pi e d a d e s:

1)  P ar a t o d o n ú m e r o r e al c , s e a ≤ b , t e n s e q u e

a + c ≤ b + c.

2)  P ar a t o d o n ú m e r o r e al c > 0, s e a ≤ b , t e n s e q u e

a c ≤ b c.

P or t a nt o R é u n c o r p o o r d e n a d o.
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2. 2.  O s  n ú m e r o s c o m pl e x o s

D e fi ni ci ´o n 2. 2. 1. U n n ú m e r o c o m pl e x o é u n h a e x p r e si ó n d a f o r m a z = a + bi o n d e a , b s o n
n ú m e r o s r e ai s e i é u n el e m e nt o c h a m a d o u ni d a d e i m a xi n ari a.

O  n ú m e r o r e al a c h a m ar a s e p art e r e al d e z , r e pr e s e nt a d o c o m o  R e(z ), e o n ú m e r o r e al b d e n o-
mi n a r a s e p art e i m a xi n ari a d e z , r e pr e s e nt a d o c o m o I m(z ).  C o m o x a vi m o s n a s e c ci ó n a nt e ri o r, o
c o n x u nt o d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s d e n ot ar a s e c o m o C e o b vi a m e nt e d o u s n ú m e r o s c o m pl e x o s s o n
i g u ai s s e t e ñ e n a s s ú a s p a rt e s r e ai s e i m a xi n ari a s r e s p e cti v a s c oi n ci d e nt e s.  D a pr o pi a d e fi ni ci ó n
d e n ú m e r o c o m pl e x o d e d ú c e s e q u e o s n ú m e r o s r e ai s s o n e x a ct a m e nt e o s n ú m e r o s c o m pl e x o s c o n
p a rt e i m a xi n ari a n ul a.  C a n d o u n n ú m e r o c o m pl e x o t e ñ a p a rt e r e al n ul a c h a m ar a s e i m a xi n ari o
p u r o.

S e z = a + bi é u n n ú m e r o c o m pl e x o d ef ı́ n e s e o s e u c o n x u g a d o c o m o

z = a − bi.

D o ut r a b a n d a, d efı́ n e s e o  m ó d ul o d e z c o m o o n ú m e r o r e al r e p r e s e nt a d o p or |z | o n d e

|z | = + a 2 + b 2 .

D o  m e s m o x eit o q u e n o c a s o d o s n ú m e r o s r e ai s, n o c o n x u nt o d o s n ´u m er o s c o m pl e x o s p o d e-
m o s d e fi nir u n h a o p er a ci ´o n d e s u m a e o utr a d e pr o d ut o d a s e g ui nt e f or m a: d a d o s d o u s n ú m e r o s
c o m pl e x o s z = a + bi , z � = a � + b �i d efı́ n e s e a s u m a d e z e z � c o m o
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1

z
)

t al q u e z · z − 1 = 1 . E st e c o m pl e x o c h á m a s e i n v e r s o d e z e e st á d a d o p o r

z − 1 =
z

z. z
=

z

|z |2
=

a

a 2 + b 2
−

b

a 2 + b 2
i.
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D a s p r o pi e d a d e s a nt eri or e s d e d ´u c e s e d e f or m a si n x el a q u e 0 e 1 s o n ú ni c o s e q u e p ar a t o d o
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2 8 C a p ı́ t u l o 2:  P r e li mi n a r e s.  Nú m e r o s  r e ai s e  c o m p l e x o s

− 0  = 0.  A d e m ai s R ⊆ C x a q u e c a d a n ú m e r o r e al a p ó d e s e p e n s a r c o m o o n ú m e r o c o m pl e x o
z = a + 0 i e, d a d o q u e s e s ati sf á n a s p r o pi e d a d e s d a li st a a nt eri or, t e m o s q u e C t a m é n é u n c o r p o.
A g r a n dif e r e n z a c o n R é q u e C n o n é o r d e n a d o.  N o q u e s e g u e, p or c o m o di d a d e, d e n ot ar e m o s o
p r o d ut o d e d o u s n ú m e r o s c o m pl e x o s z e z � c o m o z z �.

E x e m pl o s 2. 2. 2. P or e x e m pl o, d a d o s o s n ú m e r o s c o m pl e x o s 1 − 2 i,  2 + 3i y − 1 + i t e n s e q u e

( 1 − 2 i) − ( 2  + 3 i)(− 1 + i) = ( 1 − 2 i) − (− 5 − i) = 6 − i.

C al c ul e m o s, e n s e g u n d o l u g ar, o v al or d e ( 3  + 2 i) 3 + ( 1 − i)
2
.  C o m o

( 3  + 2 i) 3 = 3 3 + 3 · ( 3) 2 · ( 2i) + 3 · 3 · ( 2i) 2 + ( 2 i) 3 = 2 7  + 5 4 i + 3 6 i2 + 8 i3 =

= 2 7 − 3 6  + 5 4 i − 8 i = − 9 + 4 6 i

o bt e m o s q u e

( 3  + 2 i) 3 + ( 1 − i)
2

= [( − 9 + 4 6 i) + ( 1 − i)] 2 = [ − 8 + 4 5 i]2 =

( − 8) 2 − 7 2 0 i + ( 4 5 i) 2 = − 1 9 6 1 − 7 2 0 i.

A e xi st e n ci a d e i n v er s o s p ar a o pr o d ut o t a m é n p e r mit e c al c ul a r c o ci e nt e s d a s e g ui nt e f o r m a

z

z �
= z z � −1 =

z z �

|z �|2

s e n d o z u n c o m pl e x o c u al q u er a e z � u n c o m pl e x o n o n n ul o.

E x e m pl o 2. 2. 3. P or e x e m pl o, d a d o s o s c o m pl e x o s z = 1 − 2 i, z � = 2 + 3 i o c o ci e nt e
z

z �
é

1 − 2 i

2 + 3 i
=

( 1 − 2 i)( 2 − 3 i)

1 3
=

− 4 − 7 i

1 3
= −

4

1 3
−

7

1 3
i.

O ut r a s pr o pi e d a d e s i nt er e s a nt e s q u e t e ñ e n u n h a f á cil d e m o st r a ci ´o n s o n a s s e g ui nt e s:

1) z + z = 2 R e( z ) e z − z = 2I m( z )i, ∀ z ∈ C .
2) z + z � = z + z �, ∀ z, z � ∈ C .
3) z − z � = z − z �, ∀ z, z � ∈ C .
4) z z � = z z �, ∀ z, z � ∈ C .

5) (
z

z �
) =

z

z �
, ∀ z, z � ∈ C s e n d o z � n o n n ul o.

T o d o n ́ u m e r o c o m pl e x o z = a + bi p ó d e s e i d e nti fi c a r c u n ú ni c o p u nt o d o pl a n o r e al R 2 d a d o
p o r ( a, b ).  R e ci pr o c a m e nt e, c al q u er a p u nt o ( x, y ) d o pl a n o r e al R 2 p ó d e s e i d e nti fi c ar c u n ú ni c o
n ú m e r o c o m pl e x o d a d o p or z = x + i y.  D e st a f or m a o ei x o O X c h á m a s e ei x o r e al e o ei x o O Y
ei x o i m a xi n ari o.  O n ú m e r o c o m pl e x o i c orr e s p ó n d e s e c o p u nt o ( 0 , 1) d e R 2 e o n ú m e r o c o m pl e x o
1 c o p u nt o ( 1 , 0) d e R 2 .  Te n d o e n c o nt a t o d o i st o, d e a g or a e n di a nt e, p o d er e m o s p e n s ar o s
n ú m e r o s c o m pl e x o s c o m o p u nt o s d e R 2 .  Mái s c o n c r et a m e nt e, s e i d e nti fi c a m o s z = a + bi c o n
(a, b ) t e n s e q u e:

z = ( a, b ) = a ( 1, 0)  + b ( 0, 1)  = a + bi.

O o p o st o d u n c o m pl e x o z = a + bi é a r e fl e xi ó n d e z c o n r e s p e ct o á o ri x e e o c o n x u g a d o é a
r e fl e xi ó n c o n r e s p e ct o a o ei x o r e al.  A s e g ui nt e fi g ur a il u str a e st a s a fir m a ci ó n s e a s d o p a r á g r af o
p r e vi o.
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y :  Ei x o i m a xi n a ri o

x :  Ei x o r e al

(a, b ) = z( 0, b)

(a, 0)

− z = ( − a, − b ) (a, − b ) = z

α

|z |

N a fi g ur a a nt eri or p ó d e s e o b s e r v ar q u e o  m ´o d ul o d e z c orr e s p ó n d e s e c o a l o n xit u d e d o s e g-
m e nt o d e e xtr e m o s ( 0 , 0), ( a, b ). O á n g ul o α q u e f or m a a p a rt e p o siti v a d o ei x o x c o s e g m e nt o
a nt eri or c h á m a s e a r g u m e nt o d e z .  C o m o

a = |z |c o s( α ), b = |z |s e n( α )

o bt e n s e q u e z p ó d e s e r e p r e s e nt ar n a s e g ui nt e f or m a, c h a m a d a f or m a p ol ar o u tri g o n o m é t ri c a,

z = |z |( c o s( α ) + is e n( α )) .

E x e m pl o 2. 2. 4. C o n si d er e m o s o n ú m e r o c o m pl e x o z =  1 + i.  Te n s e q u e |z | =
√

2 e q u e

t a n( α ) =
1

1
= 1.  D a q u el a α =

π

4
e

z =
√

2( c o s(
π

4
) + is e n(

π

4
)) .

y

x

( 1, 1)  = z( 0, 1)

( 1, 0)

π
4

√
2

P o r t a nt o t o d o n ú m e r o c o m pl e x o e st á c o m pl et a m e nt e d et er mi n a d o p ol o s e u  m ó d ul o e o s e u
ar g u m e nt o.  A r e pr e s e nt a ci ó n p ol a r d o s n ú m e r o s c o m pl e x o s é e s p e ci al m e nt e ú til p a r a c al c ul ar
pr o d ut o s e c o ci e nt e s d e c o m pl e x o s x a q u e s e

z = |z |( c o s( α ) + is e n( α )) , z = |z |( c o s( β ) + is e n( β ))

p o d e m o s d e m o str ar q u e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s i g u al d a d e s s e n  m ái s q u e u s a r a s i d e nti d a d e s
tri g o n o m é t ri c a s q u e e x pr e s a n o c o s e n o e o s e n o d a s u m a o u a dif er e n z a d e d o u s á n g ul o s:

z z = |z ||z |( c o s( α + β ) + is e n( α + β )) ,

z

z
=

|z |

|z |
( c o s( α − β ) + is e n( α − β )) .

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or, o bt e n s e q u e a p ot e n ci a n- é si m a d e z p ó d e s e c al c ul ar c o m o

z n = |z |n ( c o s( n α ) + is e n( n α )) .
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p r o d ut o d e d o u s n ú m e r o s c o m pl e x o s z e z � c o m o z z �.
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2. 2.  O s  n ú m e r o s  c o m p l e x o s 2 9

y :  Ei x o i m a xi n a ri o

x :  Ei x o r e al

(a, b ) = z( 0, b)

(a, 0)

− z = ( − a, − b ) (a, − b ) = z

α

|z |
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S e t e m o s e n c o nt a a f ó r m ul a d e  E ul e r

e i α = c o s( α ) + is e n( α )

u n n ú m e r o c o m pl e x o z = |z |( c o s( α ) + is e n( α )) p ó d e s e e x p r e s a r c o m o

z = |z |e i α .

E st a f o r m a d e r e p r e s e nt a ci ó n c o ñ é c e s e c o m o f o r m a d e  E ul er o u f or m a p ol ar c o m p a ct a.  L o g o
a s f ó r m ul a s a nt e ri o r e s q u e d a n r e d u ci d a s a

z z � = |z ||z �|e i( α + β ) ,
z

z �
=

|z |

|z �|
e i( α − β ) , zn = |z n |e i n α .

E x e m pl o 2. 2. 5. C o n si d er e m o s o n ú m e r o c o m pl e x o z = − 1 + i.  N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s z 1 0 .

Te m o s q u e |z | =
√

2 e q u e t a n( α ) =
− 1

1
= − 1.  E nt ó n α =

3 π

4
e

z =
√

2( c o s(
3 π

4
) + is e n(

3 π

4
))  =

√
2 e i 3 π

4 .

G r a fi c a m e nt e
y

x

z = ( − 1 , 1) ( 0, 1)

(− 1 , 0)

3 π
4

√
2

E nt ó n,

z 1 0 = (
√

2) 1 0 e i 1 5 π
2 = 2 5 e i 3 π

2 = − 3 2 i.

P a r a fi n ali z ar e st e c a p´ıt ul o v er e m o s c o m o s e p o d e n c al c ul ar r aı́ c e s n- é si m a s d e nú m e r o s
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S e z = |z |e i α , a a nt e ri o r i g u al d a d e é e q ui v al e nt e a

|z |n ( c o s( n α ) + is e n( n α ))  = |w |( c o s( β ) + is e n( β ))

e, p or t a nt o,

|z | = |w |
1
n

e
c o s( n α )  = c o s( β ), s e n( n α )  = s e n( β ).
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α =
β + 2 k π
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.
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1
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β + 2 k π

n
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β + 2 k π

n
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n e i( β + 2 k π
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4 = c o s( π ) + is e n( π ) = − 1

z 3 = e i 6 π
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3 2 C a p ı́ t u l o 2:  P r e li mi n a r e s.  Nú m e r o s  r e ai s e  c o m p l e x o s

Fi n al m e nt e c al c ul a m o s a s r a´ı c e s s e xt a s d e ω = − 1.  D a d o q u e 6 é u n n ú m e r o p a r o p r o bl e m a
n o n a d mit e s ol u ci ó n s r e ai s.  C o m o

ω = e i π ,

t e n s e q u e o a r g u m e nt o d e ω é π e d o ut r a b a n d a |ω | = 1.  D a q u el a, a s r a´ ı c e s s e xt a s d e − 1 s er á n

z k = e i π + 2 k π
6 ,

c o n k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5. I st o é,

z 0 = e i π
6 = c o s( π

6 ) + is e n( π
6 ) =

√
3

2
+

1

2
i

z 1 = e i 3 π
6 = c o s( 3 π

6 ) + is e n( 3 π
6 )  = c o s( π

2 ) + is e n( π
2 ) = i

z 2 = e i 5 π
6 = c o s( 5 π

6 ) + is e n( 5 π
6 ) = −

√
3

2
+

1

2
i

z 3 = e i 7 π
6 = c o s( 7 π

6 ) + is e n( 7 π
6 ) = −

√
3

2
−

1

2
i

z 4 = e i 9 π
6 = c o s( 9 π

6 ) + is e n( 9 π
6 )  = c o s( 3 π

2 ) + is e n( 3 π
2 ) = − i

z 5 = e i 1 1 π
6 = c o s( 1 1 π

6 ) + is e n( 1 1 π
6 ) =

√
3

2
−

1

2
i

π
6

z 0 =
√

3
2 + 1

2 i

z 1 = i

z 2 = −
√

3
2 + 1

2 i

z 3 = −
√

3
2 − 1

2 i

z 4 = − i

z 5 =
√

3
2 − 1

2 i

2. 3.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  C o m pr o b e q u e:
a ) (

√
2 − i) − i( 1 −

√
2 i) = − 2 i.

b ) ( 3  + i)( 3 − i)
1

5
+

1

1 0
i = 2 + i.

c )
5

( 1 − i)( 2 − i)( 3 − i)
=

i

2
.

d ) ( 2 − 3 i)(− 2 + i) = − 1 + 8 i.

e )
1 + 2 i

3 − 4 i
+

2 − i

5 i
= −

2

5
.

f ) ( 1 − i) 4 = − 4.
2.  C o m p r o b e q u e o s c o m pl e x o s z = 1 ± i s ati sf á n a e c u a ci ó n z 2 − 2 z + 2  = 0.
3.  R e s ol v a a e c u a ci ó n z 2 + z + 1  = 0.
4.  P r o b e q u e:

a ) I m( i z ) = R e( z ).

b )
1

1 / z
= z (z �= 0).

c )  R e( i z ) = − I m(z ).
d ) (− 1) z = − z .

2. 3.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 3 3

5.  P r o b e q u e:
a ) z + 3 i = z − 3 i.
b ) i z = − i z.

c ) ( 2  + i) 2 = 3 − 4 i.

d ) |( 2z + 5)(
√

2 − i)| =
√

3 |2 z + 5 |.
6.  Pr o b e q u e:

a ) z é r e al, s e, e s ó s e, z = z .
b ) z é r e al o u i m a xi n ari o p ur o, s e, e s ó s e, z 2 = z 2 .

7.  E n c a d a c a s o, c ar a ct eri z e o c o n x u nt o d e p u nt o s d et er mi n a d o p ol a c o n di ci ó n e x p o st a:
a ) |z − 1 + i| = 1.
b ) |z + i| ≤ 3.
c )  R e( z − i) = 2.
d ) |2 z − i| = 4.

8.  A c h e o ar g u m e nt o d e:

a ) z =
− 2

1 +
√

3 i
.

b ) z =
i

− 2 − 2 i
.

c ) z = (
√

3 − i) 6 .
9.  P r o b e q u e:

a ) i( 1 −
√

3 i)(
√

3 + i) = 2( 1 +
√

3 i)
b ) 5i /( 2  + i) = 1 + 2 i.
c ) (− 1 + i) 7 = − 8( 1  + i).

d ) ( 1  +
√

3 i) − 1 0 = 2 − 1 1 ( − 1 +
√

3 i).
1 0.  C al c ul e:

a ) ( 2 i) 1 / 2 .

b ) ( 1 −
√

3 i) 1 / 2 .

c ) (− 1) 1 / 3 .

d ) (− 1 6) 1 / 4 .

e ) 8 1 / 6 .

f ) (− 8 − 8
√

3 i) 1 / 4 .
1 1.  A c h e a s c atr o s ol u ci ó n s d a e c u a ci ó n z 4 + 4  = 0.
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M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

N a pri m eir a p art e d o c a p´ ıt ul o i nt r o d u cir a s e o c o n c e pt o d e  m atri z
⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a m 1 a m 2 ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

c o n c o e fi ci e nt e s a i j n u n c o r p o K , o n d e K = R o u K = C , e d e s c ri bi r a n s e o s p ri n ci p ai s ti p o s d e
m atri c e s, c o m o, p or e x e m pl o, a s  m atri c e s di a g o n ai s, a s tri a n g ul ar e s s u p eri or e s (i nf eri or e s), a s
m atri c e s fil a e c ol u m n a, et c.

P o st eri o r m e nt e s e d e fi ni r á n a s o p e r a ci ó n s b á si c a s q u e p o d e m o s r e ali z ar c o n  m atri c e s: s u m a
d e  m at ri c e s, pr o d ut o d u n e s c al ar p or u n h a  m atri z e p r o d ut o d e  m atri c e s.  Pr e s e nt ar a n s e a s
pri n ci p ai s pr o pi e d a d e s d e st a s o p er a ci ó n s, f a c e n d o e s p e ci al fi n c a p é n a s di fi c ult a d e s q u e pr e s e nt a
o p r o d ut o d e  m atri c e s c o m o, p or e x e m pl o, a f all a d e c o n m ut ati vi d a d e.

A c o nti n u a ci ´o n i ntr o d u cir a s e o o p er a d or tr a s p o si ci ó n e e st u d a r a n s e a s s ú a s p ri n ci p ai s pr o-
pi e d a d e s.  O c o ñ e c e m e nt o d e st e o p er a d or p er mitir a n o s d e fi nir a s n o ci ó n s d e  m at ri z si m é t ri c a e
d e  m atri z a nti si m é t ri c a e c o m pr o b ar q u e t o d a  m atri z c a dr a d a p ó d e s e e s c ri bi r d e f o r m a ú ni c a
c o m o s u m a d u n h a  m atri z si m é t ri c a e o ut r a  m at ri z a nti si m é t ri c a.  D u n h a f or m a si mil ar, c a n-
d o o s c o e fi ci e nt e s d a  m atri z s o n c o m pl e x o s, d e fi nir a n s e a tr a s p o st a c o n x u g a d a d u n h a  m atri z e
i ntr o d u cir a n s e a s n o ci ó n s d e  m at ri z h er miti a n a e a nti h er miti a n a.

O s e g ui nt e p u nt o d e i nt e r e s e d o c a pı́ t ul o p a s a p ol a d e fi ni ci ´o n d e  m atri z i n v ert ı́ b el e o e st u d o
d a s s ú a s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s.  C o m o c a s o p arti c ul ar d e st e ti p o d e  m atri c e s i ntr o d u cir a n s e
a s n o ci ó n s d e  m at ri z ort o g o n al e d e  m atri z u nit ari a.

M a n e x ar c o n s olt ur a a s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s, a sı́ c o m o a s ´ u a
i nt e r pr et a ci ó n  m at ri ci al, f or m a p art e d o c or a zó n d e st e c a p ı́ t ul o x a q u e e st a s s erá n utili z a d a s p ar a
c al c ul ar o r a n g o d u n h a  m atri z, c al c ul ar a s ú a i n v e r s a ( s e a t e n), r e s ol v er si st e m a s d e e c u a ci ó n s,

et c. É p o r i s o q u e pr e st ar e m o s u n h a gr a n d e at e n ci ó n a e st e ti p o d e o p er a ci ó n s e s o br e t o d o á s
m at ri c e s, c h a m a d a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s, q u e n o s p er mit e n  m e di a nt e pr o d ut o s,
b e n p ol a d er eit a b e n p ol a e s q u er d a, r e ali z ar a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e c ol u m n a s.
Fi n al m e nt e, n e st e a p art a d o c o m pr o b ar a s e q u e a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o n t o d a s
i n v ertı́ b ei s.

O ut r o d o s p u nt o s c e ntr ai s d o c a pı́ t ul o ´e o c ál c ul o d e r a n g o s d e  m atri c e s.  P ar a i s o i nt r o-
d u cir a n s e a s n o ci ó n s d e f o r m a gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s o u p or c ol u m n a s e a d e  m atri c e s
e q ui v al e nt e s p or fil a s o u p or c ol u m n a s.  M o str ar a s e q u e c a d a  m atri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K )
é e q ui v al e nt e p or fil a s ( c ol u m n a s) a u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s ( c ol u m n a s). I st o
é, e xi st e u n h a  m atri z P (Q ) c a dr a d a d e or d e m (n ) q u e é i n v e rtı́ b el e p r o d ut o d e  m at ri c e s
d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s ( c ol u m n a s), t al q u e P A (A Q ) é g r a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s
( c ol u m n a s).  C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e s f eit o s o bt er a s e q u e, d a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A c o n
c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s:

1)  A  m atri z A é e q ui v al e nt e p or fil a s á  m at ri z i d e nti d a d e I n , s e, e s ó s e, A é i n v e rt ı́ b el.
2) S e e xi st e u n h a  m at ri z X ∈ M n × n ( K ) t al q u e

A X = I n o u X A = I n ,
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N a pri m eir a p art e d o c a p´ ıt ul o i nt r o d u cir a s e o c o n c e pt o d e  m atri z
⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a m 1 a m 2 ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

c o n c o e fi ci e nt e s a i j n u n c o r p o K , o n d e K = R o u K = C , e d e s c ri bi r a n s e o s p ri n ci p ai s ti p o s d e
m at ri c e s, c o m o, p or e x e m pl o, a s  m atri c e s di a g o n ai s, a s tri a n g ul ar e s s u p eri or e s (i nf eri or e s), a s
m at ri c e s fil a e c ol u m n a, et c.

P o st eri o r m e nt e s e d e fi ni r á n a s o p e r a ci ó n s b á si c a s q u e p o d e m o s r e ali z ar c o n  m atri c e s: s u m a
d e  m atri c e s, pr o d ut o d u n e s c al ar p or u n h a  m atri z e p r o d ut o d e  m atri c e s.  Pr e s e nt ar a n s e a s
p ri n ci p ai s pr o pi e d a d e s d e st a s o p er a ci ó n s, f a c e n d o e s p e ci al fi n c a p é n a s di fi c ult a d e s q u e pr e s e nt a
o p r o d ut o d e  m atri c e s c o m o, p or e x e m pl o, a f all a d e c o n m ut ati vi d a d e.

A c o nti n u a ci ´o n i ntr o d u cir a s e o o p er a d or tr a s p o si ci ó n e e st u d a r a n s e a s s ú a s p ri n ci p ai s pr o-
pi e d a d e s.  O c o ñ e c e m e nt o d e st e o p er a d or p er mitir a n o s d e fi nir a s n o ci ó n s d e  m at ri z si m é t ri c a e
d e  m at ri z a nti si m é t ri c a e c o m p r o b ar q u e t o d a  m atri z c a dr a d a p ó d e s e e s c ri bi r d e f o r m a ú ni c a
c o m o s u m a d u n h a  m atri z si m é t ri c a e o ut r a  m at ri z a nti si m é t ri c a.  D u n h a f or m a si mil ar, c a n-
d o o s c o e fi ci e nt e s d a  m atri z s o n c o m pl e x o s, d e fi nir a n s e a tr a s p o st a c o n x u g a d a d u n h a  m atri z e
i nt r o d u cir a n s e a s n o ci ó n s d e  m at ri z h er miti a n a e a nti h er miti a n a.

O s e g ui nt e p u nt o d e i nt e r e s e d o c a pı́ t ul o p a s a p ol a d e fi ni ci ´o n d e  m atri z i n v ert ı́ b el e o e st u d o
d a s s ú a s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s.  C o m o c a s o p arti c ul ar d e st e ti p o d e  m atri c e s i ntr o d u cir a n s e
a s n o ci ó n s d e  m at ri z o rt o g o n al e d e  m atri z u nit ari a.

M a n e x ar c o n s olt ur a a s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s, a sı́ c o m o a s ´ u a
i nt e r p r et a ci ó n  m at ri ci al, f or m a p art e d o c or a zó n d e st e c a p ı́ t ul o x a q u e e st a s s erá n utili z a d a s p ar a
c al c ul ar o r a n g o d u n h a  m atri z, c al c ul ar a s ú a i n v e r s a ( s e a t e n), r e s ol v er si st e m a s d e e c u a ci ó n s,

et c. É p o r i s o q u e p r e st ar e m o s u n h a gr a n d e at e n ci ó n a e st e ti p o d e o p er a ci ó n s e s o br e t o d o á s
m at ri c e s, c h a m a d a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s, q u e n o s p er mit e n  m e di a nt e pr o d ut o s,
b e n p ol a d er eit a b e n p ol a e s q u er d a, r e ali z ar a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e c ol u m n a s.
Fi n al m e nt e, n e st e a p art a d o c o m pr o b ar a s e q u e a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o n t o d a s
i n v e rtı́ b ei s.

O ut r o d o s p u nt o s c e ntr ai s d o c a pı́ t ul o ´e o c ál c ul o d e r a n g o s d e  m atri c e s.  P ar a i s o i nt r o-
d u ci r a n s e a s n o ci ó n s d e f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s o u p or c ol u m n a s e a d e  m atri c e s
e q ui v al e nt e s p or fil a s o u p or c ol u m n a s.  M o str ar a s e q u e c a d a  m atri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K )
é e q ui v al e nt e p o r fil a s ( c ol u m n a s) a u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s ( c ol u m n a s). I st o
é, e xi st e u n h a  m atri z P (Q ) c a dr a d a d e or d e m (n ) q u e é i n v e rtı́ b el e p r o d ut o d e  m at ri c e s
d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s ( c ol u m n a s), t al q u e P A (A Q ) é g r a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s
( c ol u m n a s).  C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e s f eit o s o bt er a s e q u e, d a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A c o n
c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s:

1)  A  m atri z A é e q ui v al e nt e p or fil a s á  m at ri z i d e nti d a d e I n , s e, e s ó s e, A é i n v e rt ı́ b el.
2) S e e xi st e u n h a  m at ri z X ∈ M n × n ( K ) t al q u e

A X = I n o u X A = I n ,

3 5
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a  m at ri z A é i n v e rtı́ b el.

G r a z a s á s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s t a m ´e n v er e m o s q u e, d a d a u n h a  m atri z A = ( a i j ) ∈
M m × n ( K ) t al q u e t e n u n h a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s B c o n r e ntr a d a s pri n ci p ai s,
e xi st e n  m at ri c e s P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

1) P e Q s o n pr o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.

2)  C ú m p r e s e q u e
P  A Q = I m × n

r

o n d e

I m × n
r =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠ .

E st a úl ti m a p r o pi e d a d e i n di c a q u e a s  m at ri c e s A e I m × n
r s o n e q ui v al e nt e s.  A n o ci ó n d e

e q ui v al e n ci a d e  m at ri c e s t a m é n a i nt r o d u ci r e m o s n e st e c a p ı́ t ul o, d e m o st r á n d o s e q u e t o d a  m atri z
A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é e q ui v al e nt e a u n h a ú ni c a  m at ri z d a f or m a I m × n

r .  A  m at ri z I m × n
r

c h a m a r a s e f o r m a r e d u ci d a c o m pl et a d e A e o r a n g o d e A , r e pr e s e nt a d o c o m o r a n g (A ), d e fi ni r a s e
c o m o o n ú m e r o r a s o ci a d o a I m × n

r .  E st e n ú m e r o é u n i n v a ri a nt e d a  m atri z A x a q u e I m × n
r é ú ni c a

p a r a c a d a A .  D o utr a b a n d a, r e s alt ar a s e q u e o nú m e r o r c oi n ci d e c o n ú m e r o d e fil a s n o n n ul a s
d a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s d e A a p artir d a c al s e c al c ul a I m × n

r o u, e q ui v al e nt e m e nt e,
c o n ú m e r o d e e nt r a d a s p ri n ci p ai s d e s a f or m a.

C o m o c o n s e c u e n ci a d e t o d a s e st a s pr o pi e d a d e s, o bt er a s e q u e d ´u a s  m atri c e s A,  B ∈ M m × n ( K )
s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, t e ñ e n o  m e s m o r a n g o.  T a m é n s e c o m p r o b a r á q u e o r a n g o n o n v ar ı́ a
c a n d o  m ulti pli c a m o s u n h a  m at ri z p ol a e s q u e r d a o u p ol a d e r eit a p or u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el e
q u e o r a n g o d u n h a  m atri z e o d a s ú a t r a s p o st a s o n i g u ai s.  Fi n al m e nt e, c o m pr o b ar a s e q u e u n h a
m at ri z c a dr a d a d e or d e n é i n v e rt ı́ b el s e, e só s e, é e q ui v al e nt e á  m at ri z i d e nti d a d e I n .  A d e m ai s
i n di c a r a s e c o m o c al c ul ar a sú a  m at ri z i n v e r s a utili z a n d o o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e / o u
c ol u m n a s.

N a p art e fi n al d o c a p´ıt ul o i nt r o d u ci r a s e a n o ci ó n d e d et e r mi n a nt e d e f or m a i n d uti v a p a-
r a c h e g ar a o q u e s e c o ñ e c e c o m o d e s e n v ol v e m e nt o d e  L a pl a c e d o d et er mi n a nt e p ol a pri m eir a
c ol u m n a d a  m atri z.  P o st eri or m e nt e, v er e m o s a s pr o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s d o s d et er mi n a nt e s
r e s alt a n d o e n e s p e ci al q u e, gr a z a s a el a s, g ar á nt e s e q u e o d et er mi n a nt e d u n h a  m atri z c a dr a d a
p ó d e s e d e s e n v ol v e r p or c al q u er a d a s s ú a s fil a s o u c ol u m n a s.

D o ut r a b a n d a, i n di c ar a s e c o m o s e utili z a n a s o p er a ci ´o n s el e m e nt ai s á h o r a d e c al c ul ar d et er-
mi n a nt e s, a s r el a ci ´o n s e xi st e nt e s e nt r e o d et e r mi n a nt e d u n p r o d ut o e o pr o d ut o d o s d et e r mi n a n-
t e s e c a nt o v al e o d et er mi n a nt e d a i n v er s a d u n h a  m atri z i n v ertı́ b el A c o ñ e ci d o o d et e r mi n a nt e
d e A .  Mái s c o n c r et a m e nt e, s e A e B s o n d ú a s  m at ri c e s c a dr a d a s, t e n s e q u e

d et( A B )  = d et( A ) d et( B ),

e a d e m ai s s e A é i n v e rtı́ b el

d et( A − 1 ) =
1

d et( A )
.

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s c o n  m a t ri c e s

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1. D efı́ n e s e u n h a  m at ri z d e o r d e m p or n , o u d e m fil a s e n c ol u m n a s, c o n
c o e fi ci e nt e s n o c or p o K c o m o u n h a t á b o a r e ct a n g ul a r

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a m 1 a m 2 ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s  c o n  m a t ri c e s 3 7

o n d e a i j ( o el e m e nt o c ol o c a d o n a fil a i e n a c ol u m n a j ) p ert e n c e a K p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... ,  m} e
j ∈ { 1 , ... ,  n} .

O c o n x u nt o d e t o d a s a s  m atri c e s d e m fil a s e n c ol u m n a s c o n c o e fi ci e nt e s e n K d e n ó t a s e
p o r M m × n ( K ) e p a r a o s el e m e nt o s d e st e c o n x u nt o utili z ar e m o s a n ot a ci ó n a b r e vi a d a A = ( a i j ).
D ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) e B = ( b i j ) p e rt e n c e nt e s a M m × n ( K ) s o n i g u ai s, s e a i j = b i j p a r a t o d o s
i ∈ { 1 , ... ,  m} e j ∈ { 1 , ... ,  n} . N o c a s o d e q u e m = n , a  m atri z c h a m ar a s e c a dr a d a d e or d e n .

P ar a u n h a  m at ri z A c h a m ar e m o s s u b m atri z d e A a t o d a  m at ri z o bti d a d el a s u p ri mi n d o
al g u n h a d a s s ú a s fil a s o u c ol u m n a s.  U n bl o q u e é u n h a s u b m at ri z d e A o n d e o s ı́ n di c e s d e fil a s e
c ol u m n a s s o n c o n s e c uti v o s.

E x e m pl o 3. 1. 2. A  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 2 − i − 1 + 2 i
1 2 − 2 + i

− 1 − 2 + i 2 − 2 i

⎞

⎠

é c a d r a d a d e tr e s fil a s e t r e s c ol u m n a s c o n c o e fi ci e nt e s e n C .  P or t a nt o, p ert e n c e a o c o n x u nt o
M 3 × 3 ( C ). S e s u pri mi m o s a p ri m eir a fil a, o bt e m o s a s u b m atri z

B =

�
1 2 − 2 + i

− 1 − 2 + i 2 − 2 i

�

q u e n o n é c a d r a d a, p ert e n c e a o c o n x u nt o M 2 × 3 ( C ) e é u n bl o q u e d e A .
A  m at ri z

C =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1
1 0 1
1 1 1
3 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

p ert e n c e a o c o n x u nt o M 4 × 3 ( R ). S e eli mi n a m o s a s d ú a s úl ti m a s c ol u m n a s e a t er c eir a fil a o bt e m o s
a s u b m at ri z d e C d a d a p or

C =

⎛

⎝
0
1
3

⎞

⎠

q u e p e rt e n c e a M 3 × 1 ( R ) e n o n é u n bl o q u e d e A .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 3. D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( K ), o s c o e fi ci e nt e s d a f or m a
a ii c o n stit ú e n a di a g o n al pri n ci p al d a  m atri z.  A e st e c o n x u nt o d e el e m e nt o s d e n ot ar é m ol o c o m o
di a g ( A ).  Di s e q u e u n h a  m at ri z c a d r a d a A é di a g o n al s e t o d o s o s c o e fi ci e nt e s f ó r a d a di a g o n al
pri n ci p al s o n n ul o s, i st o é, a i j = 0 p a r a t o d o i �= j .  P or t a nt o, e st e ti p o d e  m atri c e s s o n d a
f or m a:

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 0 ··· 0
0 a 2 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

C a n d o u n h a  m atri z A di a g o n al c u m pr e q u e a ii = a p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... ,  n} c h a m ar a s e
e s c al ar.  D e nt r o d a s  m atri c e s e s c al ar e s d e b e m o s r e s alt ar o c a s o p arti c ul ar d e a = 1.  E st a  m at ri z
c h á m a s e  m at ri z i d e nti d a d e d e or d e n e r e pr e s e nt ar é m ol a c o m o I n .  D a q u el a,

I n =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0
0 1 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 4. U n h a  m atri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é t ri a n g ul a r s u p eri or s e a i j = 0 p a r a
t o d o i > j .  N o c a s o d e q u e a i j = 0 p a r a t o d o i < j , a  m at ri z é t ri a n g ul a r i nf eri or.
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a  m at ri z A é i n v e rtı́ b el.

G r a z a s á s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s t a m ´e n v er e m o s q u e, d a d a u n h a  m atri z A = ( a i j ) ∈
M m × n ( K ) t al q u e t e n u n h a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s B c o n r e ntr a d a s pri n ci p ai s,
e xi st e n  m at ri c e s P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

1) P e Q s o n pr o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.

2)  C ú m p r e s e q u e
P  A Q = I m × n

r

o n d e

I m × n
r =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠ .

E st a úl ti m a p r o pi e d a d e i n di c a q u e a s  m at ri c e s A e I m × n
r s o n e q ui v al e nt e s.  A n o ci ó n d e

e q ui v al e n ci a d e  m at ri c e s t a m é n a i nt r o d u cir e m o s n e st e c a p ı́ t ul o, d e m o st r á n d o s e q u e t o d a  m at ri z
A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é e q ui v al e nt e a u n h a ú ni c a  m at ri z d a f or m a I m × n

r .  A  m at ri z I m × n
r

c h a m a r a s e f o r m a r e d u ci d a c o m pl et a d e A e o r a n g o d e A , r e pr e s e nt a d o c o m o r a n g (A ), d e fi ni r a s e
c o m o o n ú m e r o r a s o ci a d o a I m × n

r .  E st e n ú m e r o é u n i n v a ri a nt e d a  m atri z A x a q u e I m × n
r é ú ni c a

p a r a c a d a A .  D o utr a b a n d a, r e s alt ar a s e q u e o nú m e r o r c oi n ci d e c o n ú m e r o d e fil a s n o n n ul a s
d a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s d e A a p artir d a c al s e c al c ul a I m × n

r o u, e q ui v al e nt e m e nt e,
c o n ú m e r o d e e nt r a d a s p ri n ci p ai s d e s a f or m a.

C o m o c o n s e c u e n ci a d e t o d a s e st a s pr o pi e d a d e s, o bt er a s e q u e d ´u a s  m atri c e s A,  B ∈ M m × n ( K )
s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, t e ñ e n o  m e s m o r a n g o.  T a m é n s e c o m p r o b a r á q u e o r a n g o n o n v a r ı́ a
c a n d o  m ulti pli c a m o s u n h a  m at ri z p ol a e s q u e r d a o u p ol a d e r eit a p or u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el e
q u e o r a n g o d u n h a  m atri z e o d a s ú a t r a s p o st a s o n i g u ai s.  Fi n al m e nt e, c o m pr o b ar a s e q u e u n h a
m atri z c a dr a d a d e or d e n é i n v e rt ı́ b el s e, e só s e, é e q ui v al e nt e á  m at ri z i d e nti d a d e I n .  A d e m ai s
i n di c ar a s e c o m o c al c ul ar a sú a  m at ri z i n v e r s a utili z a n d o o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s e / o u
c ol u m n a s.

N a p art e fi n al d o c a p´ıt ul o i nt r o d u ci r a s e a n o ci ó n d e d et e r mi n a nt e d e f or m a i n d uti v a p a-
r a c h e g ar a o q u e s e c o ñ e c e c o m o d e s e n v ol v e m e nt o d e  L a pl a c e d o d et er mi n a nt e p ol a pri m eir a
c ol u m n a d a  m atri z.  P o st eri or m e nt e, v er e m o s a s pr o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s d o s d et er mi n a nt e s
r e s alt a n d o e n e s p e ci al q u e, gr a z a s a el a s, g ar á nt e s e q u e o d et er mi n a nt e d u n h a  m at ri z c a dr a d a
p ó d e s e d e s e n v ol v er p or c al q u er a d a s s ú a s fil a s o u c ol u m n a s.

D o utr a b a n d a, i n di c ar a s e c o m o s e utili z a n a s o p er a ci ´o n s el e m e nt ai s á h o r a d e c al c ul a r d et er-
mi n a nt e s, a s r el a ci ´o n s e xi st e nt e s e nt r e o d et e r mi n a nt e d u n p r o d ut o e o pr o d ut o d o s d et e r mi n a n-
t e s e c a nt o v al e o d et er mi n a nt e d a i n v er s a d u n h a  m atri z i n v ertı́ b el A c o ñ e ci d o o d et e r mi n a nt e
d e A .  Mái s c o n c r et a m e nt e, s e A e B s o n d ú a s  m at ri c e s c a dr a d a s, t e n s e q u e

d et( A B )  = d et( A ) d et( B ),

e a d e m ai s s e A é i n v e rtı́ b el

d et( A − 1 ) =
1

d et( A )
.

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s c o n  m a t ri c e s

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1. D efı́ n e s e u n h a  m at ri z d e o r d e m p or n , o u d e m fil a s e n c ol u m n a s, c o n
c o e fi ci e nt e s n o c or p o K c o m o u n h a t á b o a r e ct a n g ul ar

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a m 1 a m 2 ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s  c o n  m a t ri c e s 3 7

o n d e a i j ( o el e m e nt o c ol o c a d o n a fil a i e n a c ol u m n a j ) p ert e n c e a K p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... ,  m} e
j ∈ { 1 , ... ,  n} .

O c o n x u nt o d e t o d a s a s  m atri c e s d e m fil a s e n c ol u m n a s c o n c o e fi ci e nt e s e n K d e n ó t a s e
p o r M m × n ( K ) e p a r a o s el e m e nt o s d e st e c o n x u nt o utili z ar e m o s a n ot a ci ó n a b r e vi a d a A = ( a i j ).
D ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) e B = ( b i j ) p e rt e n c e nt e s a M m × n ( K ) s o n i g u ai s, s e a i j = b i j p a r a t o d o s
i ∈ { 1 , ... ,  m} e j ∈ { 1 , ... ,  n} . N o c a s o d e q u e m = n , a  m atri z c h a m ar a s e c a dr a d a d e or d e n .

P a r a u n h a  m at ri z A c h a m ar e m o s s u b m atri z d e A a t o d a  m at ri z o bti d a d el a s u p ri mi n d o
al g u n h a d a s s ú a s fil a s o u c ol u m n a s.  U n bl o q u e é u n h a s u b m at ri z d e A o n d e o s ı́ n di c e s d e fil a s e
c ol u m n a s s o n c o n s e c uti v o s.

E x e m pl o 3. 1. 2. A  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 2 − i − 1 + 2 i
1 2 − 2 + i

− 1 − 2 + i 2 − 2 i

⎞

⎠

é c a d r a d a d e t r e s fil a s e t r e s c ol u m n a s c o n c o e fi ci e nt e s e n C .  P or t a nt o, p ert e n c e a o c o n x u nt o
M 3 × 3 ( C ). S e s u p ri mi m o s a p ri m eir a fil a, o bt e m o s a s u b m atri z

B =

�
1 2 − 2 + i

− 1 − 2 + i 2 − 2 i

�

q u e n o n é c a d r a d a, p e rt e n c e a o c o n x u nt o M 2 × 3 ( C ) e é u n bl o q u e d e A .
A  m at ri z

C =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1
1 0 1
1 1 1
3 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

p e rt e n c e a o c o n x u nt o M 4 × 3 ( R ). S e eli mi n a m o s a s d ú a s úl ti m a s c ol u m n a s e a t er c eir a fil a o bt e m o s
a s u b m at ri z d e C d a d a p or

C =

⎛

⎝
0
1
3

⎞

⎠

q u e p e rt e n c e a M 3 × 1 ( R ) e n o n é u n bl o q u e d e A .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 3. D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( K ), o s c o e fi ci e nt e s d a f or m a
a ii c o n stit ú e n a di a g o n al pri n ci p al d a  m atri z.  A e st e c o n x u nt o d e el e m e nt o s d e n ot ar é m ol o c o m o
di a g ( A ).  Di s e q u e u n h a  m at ri z c a d r a d a A é di a g o n al s e t o d o s o s c o e fi ci e nt e s f ó r a d a di a g o n al
p ri n ci p al s o n n ul o s, i st o é, a i j = 0 p a r a t o d o i �= j .  P or t a nt o, e st e ti p o d e  m atri c e s s o n d a
f o r m a:

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 0 ··· 0
0 a 2 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

C a n d o u n h a  m atri z A di a g o n al c u m pr e q u e a ii = a p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... ,  n} c h a m ar a s e
e s c al ar.  D e nt r o d a s  m atri c e s e s c al ar e s d e b e m o s r e s alt ar o c a s o p arti c ul ar d e a = 1.  E st a  m at ri z
c h á m a s e  m at ri z i d e nti d a d e d e or d e n e r e pr e s e nt ar é m ol a c o m o I n .  D a q u el a,

I n =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0
0 1 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 4. U n h a  m atri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é t ri a n g ul a r s u p eri or s e a i j = 0 p a r a
t o d o i > j .  N o c a s o d e q u e a i j = 0 p a r a t o d o i < j , a  m at ri z é t ri a n g ul a r i nf eri or.
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E x e m pl o 3. 1. 5. A  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

3 1 1
0 0 1
0 0 1
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

é t ri a n g ul a r s u p eri or e a  m atri z

B =

⎛

⎝
3  0 0 0 0
3  5 0 0 0

3 − i 9 9 0 0

⎞

⎠

é t ri a n g ul a r i nf e ri or.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 6. U n h a  m atri z A ∈ M 1 × n ( K ) c h á m a s e  m at ri z fil a e u n h a  m atri z B ∈ M m × 1 ( K )
c h á m a s e  m at ri z c ol u m n a.  P or c o n s e g ui nt e, e st a s  m atri c e s s o n d a f or m a

A =
�

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

�
, B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1

a 2 1
...

a m 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

r e s p e cti v a m e nt e.

D e s p oi s d e st a s d e fi ni ci ´o n s p r eli mi n ar e s, p a s e m o s a c o nti n u a ci ó n a e st u d a r a s p ri n ci p ai s
o p e r a ci ó n s q u e p o d e m o s r e ali z ar c o n  m atri c e s.  A p ri m eir a d el a s é a s u m a.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 7. D a d a s d ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b i j ) ∈ M m × n ( K ),
d efı́ n e s e a s u m a A + B c o m o a  m atri z p ert e n c e nt e a M m × n ( K ) d a d a p o r

A + B = ( a i j + b i j ) .

P o r t a nt o,

A + B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 + b 1 1 a 1 2 + b 1 2 ··· a 1 n + b 1 n

a 2 1 + b 2 1 a 2 2 + b 2 2 ··· a 2 n + b 2 n
...

...
...

...
a m 1 + b m 1 a m 2 + b m 2 ··· a m n + b m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

O b s é r v e s e q u e a s u m a d e  m atri c e s s ó e st ´a d e fi ni d a p ar a  m atri c e s d e i g u al or d e. É r el ati v a-
m e nt e si n x el o c o m pr o b ar q u e o c o n x u nt o M m × n ( K ) x u nt o c o a o p er a ci ó n d e s u m a d e  m atri c e s
é u n g r u p o c o n m ut ati v o. I st o é, a s u m a d e  m atri c e s c u m pr e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s

1) A s o ci a ti v a: A + ( B + C ) = (A + B ) + C, ∀ A,  B,  C ∈ M m × n ( K ) .
2) C o n m u t a ti v a: A + B = B + A, ∀ A,  B ∈ M m × n ( K ) .
3) E l e m e n t o  n e u t r o: ∃ Θ m, n ∈ M m × n ( K ) | A + Θ m, n = A, ∀ A ∈ M m × n ( K ) .
4) E l e m e n t o  o p o s t o: ∀ A ∈ M m × n ( K ) ∃ − A ∈ M m × n ( K ) | A + ( − A ) = Θ m, n .

O b vi a m e nt e a  m atri z  Θ m, n q u e x o g a o p a p el d o el e m e nt o n e utr o é a  m at ri z

Θ m, n =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 ··· 0
0 0 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
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e, s e A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ), a o p o st a d e A é

− A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

− a 1 1 − a 1 2 ···  −a 1 n

− a 2 1 − a 2 2 ···  −a 2 n
...

...
...

...
− a m 1 − a m 2 ···  −a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

E x e m pl o 3. 1. 8. D a d a s a s  m atri c e s p ert e n c e nt e s a M 3 × 5 ( C )

A =

⎛

⎝
3  0 0 0 0
3  5 0 0 0

3 − i 9 9 0 0

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
3 1  1  1 i
3 − 5 i 2 − i 0

− i 0  5 + 4 i 1 1

⎞

⎠

a s ú a s u m a é

A + B =

⎛

⎝
3 + 3  0 + 1  0 + 1  0 + 1  0 + i
3 + 3  5 + ( − 5) 0  + i 0 + 2 − i 0 + 0

( 3 − i) + ( − i)  9 + 0  9 + ( 5 + 4 i)  0 + 1  0 + 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
6 1  1  1 i
6 0 i 2 − i 0

3 − 2 i 9 1 4  + 4 i 1 1

⎞

⎠

A s e g ui nt e o p er a ci ´o n i nt er e s a nt e q u e p o d e m o s f a c er c o a s  m atri c e s é o p r o d ut o p or e s c al ar e s.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 9. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e u n e s c al ar α ∈ K , d e fı́ n e s e o
p r o d ut o d e α p or A c o m o a  m atri z α A ∈ M m × n ( K ) d a d a p or

α A = ( α a i j ) .

P o r t a nt o,

α A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

α a 1 1 α a 1 2 ··· α a 1 n

α a 2 1 α a 2 2 ··· α a 2 n
...

...
...

...
α a m 1 α a m 2 ··· α a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

D a  m e s m a f or m a q u e c o a s u m a d e  m atri c e s, n o n ´e difı́ cil c o m p r o b ar q u e o c o n x u nt o
M m × n ( K ) x u nt o c o a o p er a ci ó n p r o d ut o p or e s c al ar e s c u m pr e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) Di s t ri b u ti v a  r e s p e c t o á s u m a  d e e s c a l a r e s:

(α + β )A = α A + β A ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ α, β ∈ K .

2) Di s t ri b u ti v a  r e s p e c t o á s u m a  d e  m a t ri c e s:

α (A + B ) = α A + α B ∀ A,  B ∈ M m × n ( K ) , ∀ α ∈ K .

3) A s o ci a ti v a  d o p r o d u t o  d e e s c a l a r e s  c o p r o d u t o  d e e s c a l a r e s  c o n  m a t ri c e s:

(α β )A = α (β A ) ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ α, β ∈ K .

4) L e y  d a i d e n ti d a d e: 1 A = A, ∀ A ∈ M m × n ( K ) .

E x e m pl o 3. 1. 1 0. D a d a a  m at ri z

A =

�
3 − i 1  5 + i 1 0

3 5  3 3
√

2

�

o s e u pr o d ut o p ol o e s c al ar 1  + 2 i é

( 1  + 2 i)A =

�
( 1  + 2 i)( 3 − i) 1( 1  + 2 i) ( 1  + 2 i)( 5  + i) 1( 1  + 2 i) 0( 1  + 2 i)

3( 1  + 2 i) 5( 1  + 2 i) 3( 1  + 2 i) 3( 1  + 2 i)
√

2( 1  + 2 i)

�

=

�
5 + 5 i 1 + 2 i 3 + 1 1 i 1 + 2 i 0

3 + 6 i 5 + 1 0 i 3 + 6 i 3 + 6 i
√

2 + 2
√

2 i

�
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E x e m pl o 3. 1. 5. A  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

3 1 1
0 0 1
0 0 1
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

é t ri a n g ul a r s u p eri or e a  m atri z

B =

⎛

⎝
3  0 0 0 0
3  5 0 0 0

3 − i 9 9 0 0

⎞

⎠

é t ri a n g ul a r i nf eri or.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 6. U n h a  m atri z A ∈ M 1 × n ( K ) c h á m a s e  m at ri z fil a e u n h a  m atri z B ∈ M m × 1 ( K )
c h á m a s e  m at ri z c ol u m n a.  P or c o n s e g ui nt e, e st a s  m atri c e s s o n d a f or m a

A =
�

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

�
, B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1

a 2 1
...

a m 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

r e s p e cti v a m e nt e.

D e s p oi s d e st a s d e fi ni ci ´o n s p r eli mi n ar e s, p a s e m o s a c o nti n u a ci ó n a e st u d a r a s p ri n ci p ai s
o p er a ci ó n s q u e p o d e m o s r e ali z ar c o n  m atri c e s.  A p ri m eir a d el a s é a s u m a.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 7. D a d a s d ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b i j ) ∈ M m × n ( K ),
d efı́ n e s e a s u m a A + B c o m o a  m atri z p ert e n c e nt e a M m × n ( K ) d a d a p o r

A + B = ( a i j + b i j ) .

P o r t a nt o,

A + B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 + b 1 1 a 1 2 + b 1 2 ··· a 1 n + b 1 n

a 2 1 + b 2 1 a 2 2 + b 2 2 ··· a 2 n + b 2 n
...

...
...

...
a m 1 + b m 1 a m 2 + b m 2 ··· a m n + b m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

O b s é r v e s e q u e a s u m a d e  m atri c e s s ó e st ´a d e fi ni d a p ar a  m atri c e s d e i g u al or d e. É r el ati v a-
m e nt e si n x el o c o m pr o b ar q u e o c o n x u nt o M m × n ( K ) x u nt o c o a o p er a ci ó n d e s u m a d e  m at ri c e s
é u n g r u p o c o n m ut ati v o. I st o é, a s u m a d e  m atri c e s c u m pr e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s

1) A s o ci a ti v a: A + ( B + C ) = ( A + B ) + C, ∀ A,  B,  C ∈ M m × n ( K ) .
2) C o n m u t a ti v a: A + B = B + A, ∀ A,  B ∈ M m × n ( K ) .
3) E l e m e n t o  n e u t r o: ∃ Θ m, n ∈ M m × n ( K ) | A + Θ m, n = A, ∀ A ∈ M m × n ( K ) .
4) E l e m e n t o  o p o s t o: ∀ A ∈ M m × n ( K ) ∃ − A ∈ M m × n ( K ) | A + ( − A ) = Θ m, n .

O b vi a m e nt e a  m atri z  Θ m, n q u e x o g a o p a p el d o el e m e nt o n e utr o é a  m at ri z

Θ m, n =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 ··· 0
0 0 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
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e, s e A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ), a o p o st a d e A é

− A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

− a 1 1 − a 1 2 ···  −a 1 n

− a 2 1 − a 2 2 ···  −a 2 n
...

...
...

...
− a m 1 − a m 2 ···  −a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

E x e m pl o 3. 1. 8. D a d a s a s  m atri c e s p ert e n c e nt e s a M 3 × 5 ( C )

A =

⎛

⎝
3  0 0 0 0
3  5 0 0 0

3 − i 9 9 0 0

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
3 1  1  1 i
3 − 5 i 2 − i 0

− i 0  5 + 4 i 1 1

⎞

⎠

a s ú a s u m a é

A + B =

⎛

⎝
3 + 3  0 + 1  0 + 1  0 + 1  0 + i
3 + 3  5 + ( − 5) 0  + i 0 + 2 − i 0 + 0

( 3 − i) + ( − i)  9 + 0  9 + ( 5 + 4 i)  0 + 1  0 + 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
6 1  1  1 i
6 0 i 2 − i 0

3 − 2 i 9 1 4  + 4 i 1 1

⎞

⎠

A s e g ui nt e o p er a ci ´o n i nt er e s a nt e q u e p o d e m o s f a c er c o a s  m atri c e s é o p r o d ut o p o r e s c al ar e s.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 9. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e u n e s c al ar α ∈ K , d e fı́ n e s e o
p r o d ut o d e α p or A c o m o a  m atri z α A ∈ M m × n ( K ) d a d a p o r

α A = ( α a i j ) .

P o r t a nt o,

α A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

α a 1 1 α a 1 2 ··· α a 1 n

α a 2 1 α a 2 2 ··· α a 2 n
...

...
...

...
α a m 1 α a m 2 ··· α a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

D a  m e s m a f or m a q u e c o a s u m a d e  m atri c e s, n o n ´e difı́ cil c o m p r o b a r q u e o c o n x u nt o
M m × n ( K ) x u nt o c o a o p er a ci ó n p r o d ut o p o r e s c al ar e s c u m pr e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) Di s t ri b u ti v a  r e s p e c t o á s u m a  d e e s c a l a r e s:

(α + β )A = α A + β A ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ α, β ∈ K .

2) Di s t ri b u ti v a  r e s p e c t o á s u m a  d e  m a t ri c e s:

α (A + B ) = α A + α B ∀ A,  B ∈ M m × n ( K ) , ∀ α ∈ K .

3) A s o ci a ti v a  d o p r o d u t o  d e e s c a l a r e s  c o p r o d u t o  d e e s c a l a r e s  c o n  m a t ri c e s:

(α β )A = α (β A ) ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ α, β ∈ K .

4) L e y  d a i d e n ti d a d e: 1 A = A, ∀ A ∈ M m × n ( K ) .

E x e m pl o 3. 1. 1 0. D a d a a  m at ri z

A =

�
3 − i 1  5 + i 1 0

3 5  3 3
√

2

�

o s e u pr o d ut o p ol o e s c al ar 1  + 2 i é

( 1  + 2 i)A =

�
( 1  + 2 i)( 3 − i) 1( 1  + 2 i) ( 1  + 2 i)( 5  + i) 1( 1  + 2 i) 0( 1  + 2 i)

3( 1  + 2 i) 5( 1  + 2 i) 3( 1  + 2 i) 3( 1  + 2 i)
√

2( 1  + 2 i)

�

=

�
5 + 5 i 1 + 2 i 3 + 1 1 i 1 + 2 i 0

3 + 6 i 5 + 1 0 i 3 + 6 i 3 + 6 i
√

2 + 2
√

2 i

�
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Fi n al m e nt e, n e st e a p art a d o i nt r o d u ci m o s a o p er a ci ó n p r o d ut o d e  m atri c e s, q u e, c o m o v e-
r e m o s, é a q u e p r e s e nt a  m ai or n ú m e r o d e dif e r e n z a s r e s p e ct o a o pr o d ut o d e n ú m e r o s r e ai s o u
c o m pl e x o s.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 1. D a d a s d ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b jl ) ∈ M n × p ( K ),
d efı́ n e s e o p r o d ut o A B c o m o a  m atri z p ert e n c e nt e a M m × p ( K ) d a d a p o r

A B = ( c il ) , cil =
n�

j = 1

a i j b jl = a i1 b 1 l + a i2 b 2 l + ··· + a i n b nl .

E n c o n s e c u e n ci a, o pr o d ut o d e  m atri c e s s ó e st á d e fi ni d o s e o n ú m e r o d e c ol u m n a s d e A
é c oi n ci d e nt e c o n ú m e r o d e fil a s d e B . I st o i m pli c a q u e, s e A e B s o n  m atri c e s c a dr a d a s d e or d e
n , s e m pr e s e p o d e n  m ulti pli c ar e n c al q u er a or d e e a o p er a ci ó n p r o d ut o é i nt e r n a e n M n × n ( K ),
i st o é, s e A,  B ∈ M n × n ( K ), a s  m at ri c e s A B e B A p ert e n c e n a M n × n ( K ).  O q u e a c a b a m o s d e
a fi r m ar n o n i m pli c a q u e A B e B A s e x a n i g u ai s x a q u e, p or e x e m pl o, s e

A =

⎛

⎝
6 1 1
6 0 0
3 1 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞

⎠

t e m o s q u e

A B =

⎛

⎝
6 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1 6 · 0 + 1 · 1 + 1 · 0 6 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0
6 · 0 + 0 · 0 + 1 · 1 6 · 0 + 0 · 1 + 0 · 0 6 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0
3 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1 3 · 0 + 1 · 1 + 1 · 0 3 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 1 6
0 0 6
1 1 3

⎞

⎠

e, d o utr a b a n d a,

B A =

⎛

⎝
0 · 6 + 0 · 6 + 1 · 3 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1
0 · 6 + 1 · 6 + 0 · 3 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1
1 · 6 + 0 · 6 + 0 · 3 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 1 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
3 1 1
6 0 0
6 1 1

⎞

⎠

P o r t a nt o, o pr o d ut o d e  m atri c e s n o n é c o n m ut ati v o.
A p e s a r d a f alt a d e c o n m ut ati vi d a d e o pr o d ut o d e  m atri c e s c u m pr e al g u n h a s p r o pi e d a d e s

i nt e r e s a nt e s c o m o, p or e x e m pl o:

1) A s o ci a ti v a: A (B C ) = ( A B )C, ∀ A ∈ M m × n ( K ) , B ∈ M n × p ( K ) , C ∈ M p × q ( K ) .
2) E l e m e n t o  n e u t r o: A I n = A = I n A, ∀ A ∈ M n × n ( K ) .
3) Di s t ri b u ti v a  r e s p e c t o á s u m a  d e  m a t ri c e s:

A (B + C ) = A B + A C, ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ B,  C ∈ M n × p ( K ) .

4) A s o ci a ti vi d a d e  r e s p e c t o  a o p r o d u t o  d e e s c a l a r e s:

α (A B ) = (α A )B, ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ B ∈ M n × p ( K ) , ∀ α ∈ K .

N o t a 3. 1. 1 2. D ´e b e s e r e s alt ar t a m é n q u e, c a n d o s e t e n q u e d o u s pr o d ut o s d e  m atri c e s A B e A C
c oi n ci d e n, i st o n o n i m pli c a q u e B = C .  P or e x e m pl o, s e

A =

�
1 1
1 1

�

, B =

�
2 2
2 2

�

, C =

�
1 1
3 3

�

t e m o s q u e

A B =

�
4 4
4 4

�

= A C

e A e B n o n s o n i g u ai s.
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N o t a 3. 1. 1 3. É i nt e r e s a nt e v er q u e n o c a s o p arti c ul ar d e  m ulti pli c ar u n h a  m atri z A = ( a i j ) ∈
M m × n ( K ) p o r u n h a  m atri z c ol u m n a b = ( b j 1 ) ∈ M n × 1 ( K ) t e m o s q u e A b ∈ M m × 1 ( K ) e a d e m ai s
é c o m bi n a ci ó n li n e a r d a s c ol u m n a s d e A x a q u e:

A b =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a m 1 a m 2 ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

b 1 1

b 2 1
...

b n 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= b 1 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1

a 2 1
...

a m 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

+ b 2 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 2

a 2 2
...

a m 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

+ ··· + b n 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 n

a 2 n
...

a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

D o ut r a b a n d a, s e A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b jl ) ∈ M n × p ( K ), e nt ó n d e n ot a n d o a
c ol u m n a l-é si m a d e B p o r

b l =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

b 1 l

b 2 l
...

b nl

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

t e m o s q u e a c ol u m n a l-é si m a d e A B é A b l e, c o m o c o n s e c u e n ci a, p o d e m o s p e n s ar o pr o d ut o d a s
m atri c e s A e B c o m o

A B = ( A b 1 |A b 2 | ··· |A b p ) .

P o r t a nt o, c a d a c ol u m n a d e A B é c o m bi n a ci ó n li n e a r d a s c ol u m n a s d e A .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 4. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ), u n h a d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s
d e A e st á d a d a p o r d o u s c o n x u nt o s d e n ú m e r o s n at u r ai s

{ m 1 , ... ,  mM } , { n 1 , ... ,  nN } ,

c u m p ri n d o a s i g u al d a d e s

M�

I = 1

m I = m,
N�

J = 1

n J = n,

d e f o r m a q u e d et er mi n a n M N bl o q u e s A I J d e A o n d e o s c o e fi ci e nt e s d e A q u e p ert e n c e n a o
bl o q u e A I J t ó m a n s e d o x eit o s e g ui nt e:

Fil a s:
I = 1:  D e s d e a fil a 1 at a a fil a m 1 .
I > 1:  D e s d e a fil a m 1 + ··· + m I − 1 + 1 at a a fil a m 1 + ··· + m I − 1 + m I .

C ol u m n a s:
J = 1:  D e s d e a c ol u m n a 1 at a a c ol u m n a n 1 .
J > 1:  D e s d e a c ol u m n a n 1 + ··· + n J − 1 + 1 at a a c ol u m n a n 1 + ··· + n J − 1 + n J .

D a q u el a, p o d e m o s e s cri bir A c o m o

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

A 1 1 | A 1 2 | ··· | A 1 N

− − |  − − | ··· |  − −
A 2 1 | A 2 2 | ··· | A 2 N

− − |  − − | ··· |  − −
... |

... |
... |

...
− − |  − − | ··· |  − −
A M 1 | A M 2 | ··· | A M N

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

o n d e A I J ∈ M m I × n J ( K ) .



4 0 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

Fi n al m e nt e, n e st e a p art a d o i nt r o d u ci m o s a o p er a ci ó n p r o d ut o d e  m atri c e s, q u e, c o m o v e-
r e m o s, é a q u e p r e s e nt a  m ai or n ú m e r o d e dif e r e n z a s r e s p e ct o a o p r o d ut o d e n ú m e r o s r e ai s o u
c o m pl e x o s.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 1. D a d a s d ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b jl ) ∈ M n × p ( K ),
d efı́ n e s e o p r o d ut o A B c o m o a  m atri z p ert e n c e nt e a M m × p ( K ) d a d a p o r

A B = ( c il ) , cil =
n�

j = 1

a i j b jl = a i1 b 1 l + a i2 b 2 l + ··· + a i n b nl .

E n c o n s e c u e n ci a, o pr o d ut o d e  m atri c e s s ó e st á d e fi ni d o s e o n ú m e r o d e c ol u m n a s d e A
é c oi n ci d e nt e c o n ú m e r o d e fil a s d e B . I st o i m pli c a q u e, s e A e B s o n  m atri c e s c a dr a d a s d e or d e
n , s e m pr e s e p o d e n  m ulti pli c ar e n c al q u er a or d e e a o p er a ci ó n p r o d ut o é i nt e r n a e n M n × n ( K ),
i st o é, s e A,  B ∈ M n × n ( K ), a s  m at ri c e s A B e B A p ert e n c e n a M n × n ( K ).  O q u e a c a b a m o s d e
a fir m ar n o n i m pli c a q u e A B e B A s e x a n i g u ai s x a q u e, p or e x e m pl o, s e

A =

⎛

⎝
6 1 1
6 0 0
3 1 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞

⎠

t e m o s q u e

A B =

⎛

⎝
6 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1 6 · 0 + 1 · 1 + 1 · 0 6 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0
6 · 0 + 0 · 0 + 1 · 1 6 · 0 + 0 · 1 + 0 · 0 6 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0
3 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1 3 · 0 + 1 · 1 + 1 · 0 3 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 1 6
0 0 6
1 1 3

⎞

⎠

e, d o utr a b a n d a,

B A =

⎛

⎝
0 · 6 + 0 · 6 + 1 · 3 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1
0 · 6 + 1 · 6 + 0 · 3 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1
1 · 6 + 0 · 6 + 0 · 3 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 1 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
3 1 1
6 0 0
6 1 1

⎞

⎠

P or t a nt o, o pr o d ut o d e  m atri c e s n o n é c o n m ut ati v o.
A p e s ar d a f alt a d e c o n m ut ati vi d a d e o pr o d ut o d e  m atri c e s c u m pr e al g u n h a s p r o pi e d a d e s

i nt er e s a nt e s c o m o, p or e x e m pl o:

1) A s o ci a ti v a: A (B C ) = ( A B )C, ∀ A ∈ M m × n ( K ) , B ∈ M n × p ( K ) , C ∈ M p × q ( K ) .
2) E l e m e n t o  n e u t r o: A I n = A = I n A, ∀ A ∈ M n × n ( K ) .
3) Di s t ri b u ti v a  r e s p e c t o á s u m a  d e  m a t ri c e s:

A (B + C ) = A B + A C, ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ B,  C ∈ M n × p ( K ) .

4) A s o ci a ti vi d a d e  r e s p e c t o  a o p r o d u t o  d e e s c a l a r e s:

α (A B ) = ( α A )B, ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ B ∈ M n × p ( K ) , ∀ α ∈ K .

N o t a 3. 1. 1 2. D ´e b e s e r e s alt ar t a m é n q u e, c a n d o s e t e n q u e d o u s pr o d ut o s d e  m atri c e s A B e A C
c oi n ci d e n, i st o n o n i m pli c a q u e B = C .  P or e x e m pl o, s e

A =

�
1 1
1 1

�

, B =

�
2 2
2 2

�

, C =

�
1 1
3 3

�

t e m o s q u e

A B =

�
4 4
4 4

�

= A C

e A e B n o n s o n i g u ai s.
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N o t a 3. 1. 1 3. É i nt e r e s a nt e v er q u e n o c a s o p arti c ul ar d e  m ulti pli c ar u n h a  m atri z A = ( a i j ) ∈
M m × n ( K ) p o r u n h a  m atri z c ol u m n a b = ( b j 1 ) ∈ M n × 1 ( K ) t e m o s q u e A b ∈ M m × 1 ( K ) e a d e m ai s
é c o m bi n a ci ó n li n e a r d a s c ol u m n a s d e A x a q u e:

A b =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a m 1 a m 2 ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

b 1 1

b 2 1
...

b n 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= b 1 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1

a 2 1
...

a m 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

+ b 2 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 2

a 2 2
...

a m 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

+ ··· + b n 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 n

a 2 n
...

a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

D o ut r a b a n d a, s e A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b jl ) ∈ M n × p ( K ), e nt ó n d e n ot a n d o a
c ol u m n a l-é si m a d e B p o r

b l =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

b 1 l

b 2 l
...

b nl

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

t e m o s q u e a c ol u m n a l-é si m a d e A B é A b l e, c o m o c o n s e c u e n ci a, p o d e m o s p e n s ar o pr o d ut o d a s
m at ri c e s A e B c o m o

A B = ( A b 1 |A b 2 | ··· |A b p ) .

P o r t a nt o, c a d a c ol u m n a d e A B é c o m bi n a ci ó n li n e a r d a s c ol u m n a s d e A .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 4. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ), u n h a d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s
d e A e st á d a d a p o r d o u s c o n x u nt o s d e n ú m e r o s n at u r ai s

{ m 1 , ... ,  mM } , { n 1 , ... ,  nN } ,

c u m p ri n d o a s i g u al d a d e s

M�

I = 1

m I = m,
N�

J = 1

n J = n,

d e f o r m a q u e d et er mi n a n M N bl o q u e s A I J d e A o n d e o s c o e fi ci e nt e s d e A q u e p ert e n c e n a o
bl o q u e A I J t ó m a n s e d o x eit o s e g ui nt e:

Fil a s:
I = 1:  D e s d e a fil a 1 at a a fil a m 1 .
I > 1:  D e s d e a fil a m 1 + ··· + m I − 1 + 1 at a a fil a m 1 + ··· + m I − 1 + m I .

C ol u m n a s:
J = 1:  D e s d e a c ol u m n a 1 at a a c ol u m n a n 1 .
J > 1:  D e s d e a c ol u m n a n 1 + ··· + n J − 1 + 1 at a a c ol u m n a n 1 + ··· + n J − 1 + n J .

D a q u el a, p o d e m o s e s cri bir A c o m o

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

A 1 1 | A 1 2 | ··· | A 1 N

− − |  − − | ··· |  − −
A 2 1 | A 2 2 | ··· | A 2 N

− − |  − − | ··· |  − −
... |

... |
... |

...
− − |  − − | ··· |  − −
A M 1 | A M 2 | ··· | A M N

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

o n d e A I J ∈ M m I × n J ( K ) .
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E x e m pl o 3. 1. 1 5. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

3  0 0 0
3  5 0 0

3 − i 9 9 0
1  1 9 0

⎞

⎟
⎟
⎠

e t o m e m o s o s n at ur ai s

m 1 = 2 , m2 = 1 , ; m 3 = 1 , n1 = 2 , n2 = 1 , n3 = 1 .

E nt ó n, e st e s n ú m e r o s d et e r mi n a n a s e g ui nt e d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s d e A :

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 0 | 0 | 0
3 5 | 0 | 0
−  − | − | −

3 − i 9 | 9 | 0
−  − | − | −
1 1 | 9 | 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

S e t o m á s e m o s

m 1 = 4 , n1 = 1 , n2 = 1 , n3 = 1 , n4 = 1 ,

o bt e ri a m o s u n h a d e s c o m p o si ci ó n e n bl o q u e s p ar a A o n d e c a d a bl o q u e c oi n ci d e c o a s c ol u m n a s
d a  m atri z.

Fi n al m e nt e, s e t o m a m o s

m 1 = 2 , m2 = 2 , n1 = 2 , n2 = 2

a d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s s er á

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 0 | 0 0
3 5 | 0 0
−  − | − −

3 − i 9 | 9 0
1 1 | 9 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

O p r o d ut o d e  m at ri c e s t a m é n a d mit e u n h a f or m ul a ci ó n p o r bl o q u e s.

3. 1. 1 6. D a d a s d ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b jl ) ∈ M n × p ( K ), c o n d e s c o m-
p o si ci ó n s p o r bl o q u e s

{ m 1 , ... ,  mM } , { n 1 , ... ,  nN } ,

M�

I = 1

m I = m,

N�

J = 1

n J = n

e

{ n 1 , ... ,  nN } , { p 1 , ... , pP } ,
N�

J = 1

n J = n,
P�

L = 1

p L = p

r e s p e cti v a m e nt e, t e m o s q u e o pr o d ut o A B t a m é n a d mit e u n h a d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s
d et e r mi n a d a p ol o s n ú m e r o s n at u r ai s

{ m 1 , ... ,  mM } , { p 1 , ... , pP } ,

M�

I = 1

m I = m,

P�

L = 1

p L = p

o n d e

A B = ( C I L ) , CI L =

N�

J = 1

A I J B J L = A I 1 B 1 L + A I 2 B 2 L + ··· + A I N B N L .

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s  c o n  m a t ri c e s 4 3

E x e m pl o 3. 1. 1 7. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
2 3 4
1 2 3
1 1 1

⎞

⎠

e a d e s c o m p o si ci ó n d a d a p o r

m 1 = 2 , m2 = 1 , n1 = 2 , n2 = 1 .

S e x a a  m at ri z

B =

⎛

⎝
1 2
2 3
1 0

⎞

⎠

e a d e s c o m p o si ci ó n d a d a p o r

n 1 = 2 , n2 = 1 , p1 = 1 , p2 = 1 .

E nt ó n, p o d e m o s f a c er o p r o d ut o A B p or bl o q u e s o bt e n d o u n h a d e s c o m p o si ci ó n d a d a p o r

m 1 = 2 , m2 = 1 , p1 = 1 , p2 = 1

o n d e

A B =

⎛

⎝
C 1 1 | C 1 2

− |  −
C 2 1 | C 2 2

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 3 | 4
1 2 | 3
− − | −
1 1 | 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1 | 2
2 | 3
− | −
1 | 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

�
2 3
1 2

� �
1
2

�

+

�
4
3

�

· 1 |

�
2 3
1 2

� �
2
3

�

+

�
4
3

�

· 0

− − − − − − − − − − − − − |  − − − − − − − − − − − − −
�

1 1
�

�
1
2

�

+ 1 · 1 |
�

1 1
�

�
2
3

�

+ 1 · 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 | 1 3
8 | 8
− |  −
4 | 5

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 8. D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A d efı́ n e s e, p a r a c a d a k ∈ N , a p ot e n ci a k -é si m a
d e A c o m o

A k = A A k − 1

s e n d o A 1 = A .
D e f o r m a di r e ct a d e d ú c e n s e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s p ar a t o d a  m atri z c a dr a d a A

1) A p A q = A p + q ; ∀ p, q ∈ N .
2) ( A p ) q = A p q ; ∀ p, q ∈ N .
3) S e A é u n h a  m at ri z di a g o n al c o n di a g o n al pri n ci p al a 1 1 , ... , an n , e ntó n ∀ p ∈ N , A p é  u n h a

m at ri z di a g o n al c o n di a g o n al pri n ci p al a p
1 1 , ... , apn n .

S e A é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n , di s e q u e é nil p ot e nt e s e e xi st e k ∈ N t al q u e
A k = Θ n, n .  A o  m e n o r k ∈ N t al q u e A k = Θ n, n c h á m a s ell e ı́ n di c e d e nil p ot e n ci a d e A .

P or e x e m pl o, a  m atri z

A =

�
0 1
0 0

�

é nil p ot e nt e d e ı́ n di c e d o u s x a q u e A 2 = Θ 2 ,2 .
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E x e m pl o 3. 1. 1 5. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

3  0 0 0
3  5 0 0

3 − i 9 9 0
1  1 9 0

⎞

⎟
⎟
⎠

e t o m e m o s o s n at ur ai s

m 1 = 2 , m2 = 1 , ; m 3 = 1 , n1 = 2 , n2 = 1 , n3 = 1 .

E nt ó n, e st e s n ú m e r o s d et e r mi n a n a s e g ui nt e d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s d e A :

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 0 | 0 | 0
3 5 | 0 | 0
−  − | − | −

3 − i 9 | 9 | 0
−  − | − | −
1 1 | 9 | 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

S e t o m á s e m o s

m 1 = 4 , n1 = 1 , n2 = 1 , n3 = 1 , n4 = 1 ,

o bt e ri a m o s u n h a d e s c o m p o si ci ó n e n bl o q u e s p ar a A o n d e c a d a bl o q u e c oi n ci d e c o a s c ol u m n a s
d a  m atri z.

Fi n al m e nt e, s e t o m a m o s

m 1 = 2 , m2 = 2 , n1 = 2 , n2 = 2

a d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s s er á

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 0 | 0 0
3 5 | 0 0
−  − | − −

3 − i 9 | 9 0
1 1 | 9 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

O p r o d ut o d e  m at ri c e s t a m é n a d mit e u n h a f or m ul a ci ó n p o r bl o q u e s.

3. 1. 1 6. D a d a s d ú a s  m at ri c e s A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) e B = ( b jl ) ∈ M n × p ( K ), c o n d e s c o m-
p o si ci ó n s p o r bl o q u e s

{ m 1 , ... ,  mM } , { n 1 , ... ,  nN } ,

M�

I = 1

m I = m,

N�

J = 1

n J = n

e

{ n 1 , ... ,  nN } , { p 1 , ... , pP } ,
N�

J = 1

n J = n,
P�

L = 1

p L = p

r e s p e cti v a m e nt e, t e m o s q u e o pr o d ut o A B t a m é n a d mit e u n h a d e s c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s
d et er mi n a d a p ol o s n ú m e r o s n at u r ai s

{ m 1 , ... ,  mM } , { p 1 , ... , pP } ,

M�

I = 1

m I = m,

P�

L = 1

p L = p

o n d e

A B = ( C I L ) , CI L =

N�

J = 1

A I J B J L = A I 1 B 1 L + A I 2 B 2 L + ··· + A I N B N L .

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s  c o n  m a t ri c e s 4 3

E x e m pl o 3. 1. 1 7. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
2 3 4
1 2 3
1 1 1

⎞

⎠

e a d e s c o m p o si ci ó n d a d a p o r

m 1 = 2 , m2 = 1 , n1 = 2 , n2 = 1 .

S e x a a  m at ri z

B =

⎛

⎝
1 2
2 3
1 0

⎞

⎠

e a d e s c o m p o si ci ó n d a d a p o r

n 1 = 2 , n2 = 1 , p1 = 1 , p2 = 1 .

E nt ó n, p o d e m o s f a c er o p r o d ut o A B p or bl o q u e s o bt e n d o u n h a d e s c o m p o si ci ó n d a d a p o r

m 1 = 2 , m2 = 1 , p1 = 1 , p2 = 1

o n d e

A B =

⎛

⎝
C 1 1 | C 1 2

− |  −
C 2 1 | C 2 2

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 3 | 4
1 2 | 3
− − | −
1 1 | 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1 | 2
2 | 3
− | −
1 | 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

�
2 3
1 2

� �
1
2

�

+

�
4
3

�

· 1 |

�
2 3
1 2

� �
2
3

�

+

�
4
3

�

· 0

− − − − − − − − − − − − − |  − − − − − − − − − − − − −
�

1 1
�

�
1
2

�

+ 1 · 1 |
�

1 1
�

�
2
3

�

+ 1 · 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 | 1 3
8 | 8
− |  −
4 | 5

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 8. D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A d efı́ n e s e, p a r a c a d a k ∈ N , a p ot e n ci a k -é si m a
d e A c o m o

A k = A A k − 1

s e n d o A 1 = A .
D e f o r m a di r e ct a d e d ú c e n s e a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s p ar a t o d a  m atri z c a dr a d a A

1) A p A q = A p + q ; ∀ p, q ∈ N .
2) ( A p ) q = A p q ; ∀ p, q ∈ N .
3) S e A é u n h a  m at ri z di a g o n al c o n di a g o n al pri n ci p al a 1 1 , ... , an n , e ntó n ∀ p ∈ N , A p é  u n h a

m at ri z di a g o n al c o n di a g o n al pri n ci p al a p
1 1 , ... , apn n .

S e A é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n , di s e q u e é nil p ot e nt e s e e xi st e k ∈ N t al q u e
A k = Θ n, n .  A o  m e n o r k ∈ N t al q u e A k = Θ n, n c h á m a s ell e ı́ n di c e d e nil p ot e n ci a d e A .

P o r e x e m pl o, a  m atri z

A =

�
0 1
0 0

�

é nil p ot e nt e d e ı́ n di c e d o u s x a q u e A 2 = Θ 2 ,2 .
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D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 9. D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A , di s e q u e é i d e m p ot e nt e s e A 2 = A .
P o r e x e m pl o a  m at ri z

A =

�
1 0
0 0

�

é i d e m p ot e nt e x a q u e A 2 = A .
P o r t a nt o, s e u n h a  m atri z A é i d e m p ot e nt e A k = A p a r a t o d o n ú m e r o n at u r al k .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 0. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ), d efı́ n e s e a s ú a  m at ri z t r a s p o st a,
d e n ot a d a c o m o A t , c o m o a q u e o bt e m o s i nt er c a m bi a n d o e n A fil a s e c ol u m n a s.  L o g o, A t ∈
M n × m ( K ) e

A t = ( b j i ); b j i = a i j .

P o r e x e m pl o, a tr a s p o st a d a  m atri z

A =

�
3 − i 1  5 + i 1 0

3 5 3 3
√

2

�

∈ M 2 × 5 ( C )

é a  m at ri z

A t =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 − i 3
1 5

5 + i 3
1 3

0
√

2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M 5 × 2 ( C )

D e f o r m a i n m e di at a ( s al v o a r el ati v a a o p r o d ut o q u e n o n o é, s e n d o e n c al q u er a c a s o f ´a cil
d e d e m o str ar) p ó d e n s e p r o b a r a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) ( A t ) t = A, ∀ A ∈ M m × n ( K ) .
2) ( A + B ) t = A t + B t , ∀ A,  B ∈ M m × n ( K ) .
3) ( α A ) t = α A t , ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ α ∈ K .
4) ( A B ) t = B t A t , ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ B ∈ M n × m ( K ).

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 1. U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( K ) di s e q u e é si m é t ri c a s e A t = A .
P o r t a nt o, A é si m é t ri c a s e, e s ó s e, a i j = a j i p a r a t o d o i �= j .

U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( K ) di s e q u e é a nti si m é t ri c a s e A t = − A .  P o r
t a nt o, A é a nti si m é t ri c a s e, e s ó s e, a i j = − a j i p a r a t o d o i �= j e, a d e m ai s, a ii = 0 p a r a t o d o
i ∈ { 1 , ... ,  n} .

E x e m pl o 3. 1. 2 2. P or e x e m pl o a  m atri z

A =

⎛

⎝
6 1 1
1 1 0
1 0 1

⎞

⎠

é si m é t ri c a e a  m at ri z

B =

⎛

⎝
0 1  1

− 1 0 − i
− 1 i 0

⎞

⎠

é a nti si m é t ri c a.

N o t a 3. 1. 2 3. A i m p ort a n ci a d a s  m atri c e s si m é t ri c a s e a nti si m ´etri c a s r a di c a, e ntr e o utr a s c o u s a s,
e n q u e t o d a  m at ri z c a d r a d a p ó d e s e p o ñ e r d e f o r m a ú ni c a c o m o s u m a d u n h a  m atri z si m é t ri c a e
o ut r a a nti si m é t ri c a. S e a  m at ri z d e p a rti d a é A , t e m o s q u e

A =
1

2
(A + A t ) +

1

2
(A − A t )

o n d e 1
2 ( A + A t ) é a  m at ri z si m é t ri c a e 1

2 ( A − A t ) a a nti si m é t ri c a.

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s  c o n  m a t ri c e s 4 5

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 4. S e x a A = ( a i j ) ∈ M m × n ( C ).  C h á m a s e  m at ri z c o n x u g a d a d e A e d e n ó t a s e

p o r A á  m at ri z r e s ult a nt e d e c o n x u g ar t o d o s o s c o e fi ci e nt e s d e A .  D a q u el a,

A = ( b i j ); b i j = a i j .

C o n A ∗ d e n ot a r e m o s á  m at ri z A
t

∈ M n × m ( C ).  P a r a o o p er a d or ∗ t e m o s a s s e g ui nt e s
pr o pi e d a d e s:

1) ( A ∗ ) ∗ = A ∀ A ∈ M m × n ( C ) .
2) ( A + B ) ∗ = A ∗ + B ∗ ∀ A,  B ∈ M m × n ( C ) .
3) ( α A ) ∗ = α A ∗ ∀ A ∈ M m × n ( C ) , ∀ α ∈ C .
4) ( A B ) ∗ = B ∗ A ∗ ∀ A ∈ M m × n ( C ) , ∀ B ∈ M n × m ( C ).

E x e m pl o 3. 1. 2 5. S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 − i 1 1
− 1 0 − i
− 1 i 0

⎞

⎠

t e m o s q u e

A =

⎛

⎝
1 + i 1 1
− 1 0 i
− 1 − i 0

⎞

⎠

e, d a q u el a,

A ∗ =

⎛

⎝
1 + i − 1 − 1

1 0 − i
1 i 0

⎞

⎠

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 6. U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( C ) di s e q u e é h e r miti a n a s e
A ∗ = A .  P o r t a nt o, A é h e r miti a n a s e, e s ó s e, a i j = a j i .  E n p a rti c ul a r i st o i m pli c a q u e a ii = a ii

o u, o q u e é o  m e s m o, t o d o s o s el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al s o n n ú m e r o s r e ai s.
U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( C ) di s e q u e é a nti h e r miti a n a s e A ∗ = − A .  P o r

t a nt o, A é a nti h e r miti a n a, s e, e s ó s e, − a i j = a j i .  E n p a rti c ul ar i st o i m pli c a q u e − a ii = a ii o u,
o q u e é o  m e s m o, t o d o s o s el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al t e ñ e n a p a rt e r e al n ul a.

E x e m pl o 3. 1. 2 7. S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1  1 1
1 0 i
1 − i 0

⎞

⎠

t e m o s q u e A é h e r miti a n a e, s e B é a  m at ri z

B =

⎛

⎝
i 1 1

− 1 0 i
− 1 i 0

⎞

⎠ ,

o bt e m o s u n e x e m pl o d e  m atri z a nti h er miti a n a.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 8. S e x a A u n h a  m atri z c a dr a d a d e or d e n .  Dir e m o s q u e A é u n h a  m at ri z
i n v ertı́ b el, o u q u e t e n i n v e r s a, s e e xi st e o ut r a  m at ri z B d a  m e s m a or d e, t al q u e

A B = B A = I n .

X e r al m e nt e, a  m atri z B c o ñ é c e s e c o n o m e d e i n v er s a d e A e d e n ó t a s e c o m o A − 1 .  A s  m at ri c e s
i n v ertı́ b ei s c há m a n s e t a m é n  m at ri c e s r e g ul ar e s o u  m atri c e s n o n si n g ul ar e s.

C a n d o u n h a  m atri z c a dr a d a é i n v e rtı́ b el a s ú a i n v e r s a ´e ú ni c a.  E n ef e ct o, s e x a A u n h a  m at ri z
i n v ertı́ b el e s u p o ñ a m o s q u e e xi st e n B e C t al e s q u e

A B = B A = A C = C A = I n .
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D e fi ni ci ´o n 3. 1. 1 9. D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A , di s e q u e é i d e m p ot e nt e s e A 2 = A .
P o r e x e m pl o a  m at ri z

A =

�
1 0
0 0

�

é i d e m p ot e nt e x a q u e A 2 = A .
P o r t a nt o, s e u n h a  m atri z A é i d e m p ot e nt e A k = A p a r a t o d o n ú m e r o n at u r al k .

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 0. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ), d efı́ n e s e a s ú a  m at ri z t r a s p o st a,
d e n ot a d a c o m o A t , c o m o a q u e o bt e m o s i nt er c a m bi a n d o e n A fil a s e c ol u m n a s.  L o g o, A t ∈
M n × m ( K ) e

A t = ( b j i ); b j i = a i j .

P o r e x e m pl o, a tr a s p o st a d a  m atri z

A =

�
3 − i 1  5 + i 1 0

3 5 3 3
√

2

�

∈ M 2 × 5 ( C )

é a  m at ri z

A t =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 − i 3
1 5

5 + i 3
1 3

0
√

2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M 5 × 2 ( C )

D e f o r m a i n m e di at a ( s al v o a r el ati v a a o p r o d ut o q u e n o n o é, s e n d o e n c al q u e r a c a s o f ´a cil
d e d e m o str ar) p ó d e n s e p r o b a r a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) ( A t ) t = A, ∀ A ∈ M m × n ( K ) .
2) ( A + B ) t = A t + B t , ∀ A,  B ∈ M m × n ( K ) .
3) ( α A ) t = α A t , ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ α ∈ K .
4) ( A B ) t = B t A t , ∀ A ∈ M m × n ( K ) , ∀ B ∈ M n × m ( K ).

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 1. U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( K ) di s e q u e é si m é t ri c a s e A t = A .
P o r t a nt o, A é si m é t ri c a s e, e s ó s e, a i j = a j i p a r a t o d o i �= j .

U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( K ) di s e q u e é a nti si m é t ri c a s e A t = − A .  P o r
t a nt o, A é a nti si m é t ri c a s e, e s ó s e, a i j = − a j i p a r a t o d o i �= j e, a d e m ai s, a ii = 0 p a r a t o d o
i ∈ { 1 , ... ,  n} .

E x e m pl o 3. 1. 2 2. P or e x e m pl o a  m atri z

A =

⎛

⎝
6 1 1
1 1 0
1 0 1

⎞

⎠

é si m é t ri c a e a  m at ri z

B =

⎛

⎝
0 1  1

− 1 0 − i
− 1 i 0

⎞

⎠

é a nti si m é t ri c a.

N o t a 3. 1. 2 3. A i m p ort a n ci a d a s  m atri c e s si m é t ri c a s e a nti si m ´etri c a s r a di c a, e ntr e o utr a s c o u s a s,
e n q u e t o d a  m at ri z c a dr a d a p ó d e s e p o ñ e r d e f o r m a ú ni c a c o m o s u m a d u n h a  m atri z si m é t ri c a e
o ut r a a nti si m é t ri c a. S e a  m at ri z d e p a rti d a é A , t e m o s q u e

A =
1

2
(A + A t ) +

1

2
(A − A t )

o n d e 1
2 ( A + A t ) é a  m at ri z si m é t ri c a e 1

2 ( A − A t ) a a nti si m é t ri c a.

3. 1.  M a t ri c e s.  O p e r a ci ó n s  c o n  m a t ri c e s 4 5

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 4. S e x a A = ( a i j ) ∈ M m × n ( C ).  C h á m a s e  m at ri z c o n x u g a d a d e A e d e n ó t a s e

p o r A á  m at ri z r e s ult a nt e d e c o n x u g ar t o d o s o s c o e fi ci e nt e s d e A .  D a q u el a,

A = ( b i j ); b i j = a i j .

C o n A ∗ d e n ot a r e m o s á  m at ri z A
t

∈ M n × m ( C ).  P a r a o o p er a d or ∗ t e m o s a s s e g ui nt e s
p r o pi e d a d e s:

1) ( A ∗ ) ∗ = A ∀ A ∈ M m × n ( C ) .
2) ( A + B ) ∗ = A ∗ + B ∗ ∀ A,  B ∈ M m × n ( C ) .
3) ( α A ) ∗ = α A ∗ ∀ A ∈ M m × n ( C ) , ∀ α ∈ C .
4) ( A B ) ∗ = B ∗ A ∗ ∀ A ∈ M m × n ( C ) , ∀ B ∈ M n × m ( C ).

E x e m pl o 3. 1. 2 5. S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 − i 1 1
− 1 0 − i
− 1 i 0

⎞

⎠

t e m o s q u e

A =

⎛

⎝
1 + i 1 1
− 1 0 i
− 1 − i 0

⎞

⎠

e, d a q u el a,

A ∗ =

⎛

⎝
1 + i − 1 − 1

1 0 − i
1 i 0

⎞

⎠

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 6. U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( C ) di s e q u e é h e r miti a n a s e
A ∗ = A .  P o r t a nt o, A é h e r miti a n a s e, e s ó s e, a i j = a j i .  E n p a rti c ul a r i st o i m pli c a q u e a ii = a ii

o u, o q u e é o  m e s m o, t o d o s o s el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al s o n n ú m e r o s r e ai s.
U n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( C ) di s e q u e é a nti h e r miti a n a s e A ∗ = − A .  P o r

t a nt o, A é a nti h e r miti a n a, s e, e s ó s e, − a i j = a j i .  E n p a rti c ul ar i st o i m pli c a q u e − a ii = a ii o u,
o q u e é o  m e s m o, t o d o s o s el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al t e ñ e n a p a rt e r e al n ul a.

E x e m pl o 3. 1. 2 7. S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1  1 1
1 0 i
1 − i 0

⎞

⎠

t e m o s q u e A é h e r miti a n a e, s e B é a  m at ri z

B =

⎛

⎝
i 1 1

− 1 0 i
− 1 i 0

⎞

⎠ ,

o bt e m o s u n e x e m pl o d e  m atri z a nti h er miti a n a.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 2 8. S e x a A u n h a  m atri z c a dr a d a d e or d e n .  Dir e m o s q u e A é u n h a  m at ri z
i n v e rtı́ b el, o u q u e t e n i n v e r s a, s e e xi st e o ut r a  m at ri z B d a  m e s m a or d e, t al q u e

A B = B A = I n .

X e r al m e nt e, a  m atri z B c o ñ é c e s e c o n o m e d e i n v er s a d e A e d e n ó t a s e c o m o A − 1 .  A s  m at ri c e s
i n v e rtı́ b ei s c há m a n s e t a m é n  m at ri c e s r e g ul ar e s o u  m atri c e s n o n si n g ul ar e s.

C a n d o u n h a  m atri z c a dr a d a é i n v e rtı́ b el a s ú a i n v e r s a ´e ú ni c a.  E n ef e ct o, s e x a A u n h a  m at ri z
i n v e rtı́ b el e s u p o ñ a m o s q u e e xi st e n B e C t al e s q u e

A B = B A = A C = C A = I n .
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E nt ó n,

B = B I n = B (A C ) = ( B A )C = I n C = C.

Utili z a n d o u ni ci d a d e d a i n v er s a p ´o d e n s e pr o b ar d e f or m a i n m e di at a a s s e g ui nt e s pr o pi e d a-
d e s:

1) S e A e B s o n  m atri c e s c a dr a d a s i n v e rt ı́ b ei s, t a mé n o é o s e u p r o d ut o e c ú m p r e s e q u e

(A B ) − 1 = B − 1 A − 1 .

2) S e u n h a  m at ri z A é i n v e rt ı́ b el, t a mé n o é A − 1 e c ú m p r e s e q u e

(A − 1 ) − 1 = A.

3) S e α é u n e s c al a r n o n n ul o e A é u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el, c ú m p r e s e q u e α A é i n v e rt ı́ b el e

(α A ) − 1 =
1

α
A − 1 .

4) S e A é i n v e rtı́ b el, t e n s e q u e A k é i n v e rtı́ b el p a r a t o d o k ∈ N .  A d e m ai s

(A k ) − 1 = ( A − 1 ) k .

5) S e A é i n v e rt ı́ b el, e nt ó n A t t a m é n o é e

( A t ) − 1 = ( A − 1 ) t .

6) S e A ∈ M n × n ( C ) é i n v e rt ı́ b el, e ntó n A ∗ t a m é n o é e

( A ∗ ) − 1 = ( A − 1 ) ∗ .

E x e m pl o 3. 1. 2 9. S e x a A u n h a  m atri z c a dr a d a d e or d e d ú a s d a d a p o r

A =

�
a 1 1 a 1 2

a 2 1 a 2 2

�

e t al q u e a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1 �= 0.  D a q u el a, A é i n v e rtı́ b el e a s ú a i n v e r s a e st á d a d a p o r

A − 1 =

⎛

⎜
⎝

a 2 2

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1

− a 1 2

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1
− a 2 1

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1

a 1 1

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1

⎞

⎟
⎠

E st a f ó r m ul a é u n c a s o p a rti c ul ar d a s q u e p o d e m o s o bt er d e f or m a  m ái s x e r al s e g ui n d o
o  m é t o d o d e  C r a m e r.  Te n o gr a v e d ef e ct o d e q u e, c a n d o a  m at ri z A é g r a n d e, o n ú m e r o d e
o p e r a ci ó n s n e c e s a ri a s p ar a o c ál c ul o d a i n v e r s a f a n o i n vi á b el,  m e s m o di s p o ñ e n d o d e g r a n d e s
r e c u r s o s c o m p ut a ci o n ai s.

N o t a 3. 1. 3 0. É i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e t o d a  m atri z q u e t e ñ a u n h a c ol u m n a o u u n h a fil a d e
c e r o s n o n p o d e s er i n v ertı́ b el.  E n ef e ct o, s e A ∈ M n × n ( K ) t e n u n h a c ol u m n a d e c er o s, e nt ó n
∀ B ∈ M n × n ( K ) t e n s e q u e B A t e n u n h a c ol u m n a d e c er o s e n o n p o d e s er a i d e nti d a d e. S e A
t e n u n h a fil a d e c er o s, a s ú a t r a s p o st a t e n u n h a c ol u m n a d e c er o s e, p or t a nt o, n o n t e n i n v er s a.
S e a t r a s p o st a n o n é i n v e rtı́ b el, A t a m p o u c o o é.

E nt r e a s  m at ri c e s i n v ertı́ b ei s d e b e m o s r e s alt ar d o u s ti p o s.

D e fi ni ci ´o n 3. 1. 3 1. Dir e m o s q u e u n h a  m atri z c a dr a d a A é o rt o g o n al s e é i n v e rtı́ b el e a s ú a
i n v e r s a é A t .

U n h a  m at ri z c a d r a d a A ∈ M n × n ( C ) di s e q u e é u nit a ri a s e é i n v e rtı́ b el e a s ú a i n v e r s a
c oi n ci d e c o n A ∗ .

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 4 7

E x e m pl o 3. 1. 3 2. A  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎝

√
2

2
−

√
2

2√
2

2

√
2

2

⎞

⎟
⎠

é o rt o g o n al x a q u e A t A = A A t = I 2 .
A  m at ri z

A =

�
1 0
0 i

�

é u nit a ri a x a q u e A A ∗ = A ∗ A = I 2 .

3. 2.  O p e r a ci ó n s el e m e n t ai s.  F o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z

E xi st e n u n s ti p o s e s p e ci ai s d e  m at ri c e s q u e s e r á n d e g r a n d e utili d a d e á h o r a d e c al c ul ar
i n v er s a s e r a n g o s.  E st a s  m atri c e s p er mitir á n i nt e r p r et a r d e s d e o p u nt o d e vi st a d o p r o d ut o d e
m atri c e s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o br e a s fil a s o u a s c ol u m n a s d u n h a  m atri z A c al q u er a.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 1. S e x a A ∈ M m × n ( K ).  D e n o mı́ n a n s e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s s o br e a s fil a s d a
m at ri z A a c al q u er a d a s s e g ui nt e s tr a n sf or m a ci ó n s:

P e r m ut a r d ú a s fil a s d e A .
M ulti pli c ar u n h a fil a p or u n e s c al ar.
S u m ar a u n h a fil a u n  m úl ti pl o d o ut r a fil a.

D o  m e s m o x eit o, c h ´a m a n s e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o br e a s c ol u m n a s d e A á s t r a n sf o r m a-
ci ó n s:

P e r m ut a r d ú a s c ol u m n a s d e A .
M ulti pli c ar u n h a c ol u m n a p or u n e s c al ar.
S u m ar a u n h a c ol u m n a u n  m úl ti pl o d o utr a c ol u m n a.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 2. T o d a  m atri z o bti d a d e s p oi s d e f a c er u n h a o p er a ci ó n el e m e nt al n u n h a  m atri z
i d e nti d a d e c h a m ar a s e  m atri z d e o p er a ció n s el e m e nt ai s.

A c o nti n u a ci ´o n e n u m er ar e m o s t o d a s a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s q u e p o d e m o s
c o n str u ı́ r a sı́ c o m o o si g ni fi c a d o d a s o p er a ció n s el e m e nt ai s d e s d e u n p u nt o d e vi st a  m at ri ci al.

A s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o n a s s e g ui nt e s:

1)  C o n F i j d e n ot a m o s a  m atri z r e s ult a nt e d e p er m ut ar n u n h a  m atri z i d e nti d a d e a fil a i e a
fil a j .

P or e x e m pl o, p ar a n = 3

F 1 3 =

⎛

⎝
0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞

⎠

é o r e s ult a d o d e i nt er c a m bi ar e n I 3 a s fil a s p ri m eir a e t er c eir a.
2)  C o n F i ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o  m ulti pli c ar a fil a i d u n h a  m atri z i d e nti d a d e p or

u n e s c al ar α n o n n ul o.
P or e x e m pl o, p ar a n = 4

F 4 ( 4)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a fil a c u a rt a p or c at r o.
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E nt ó n,

B = B I n = B (A C ) = ( B A )C = I n C = C.
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1) S e A e B s o n  m atri c e s c a dr a d a s i n v e rt ı́ b ei s, t a mé n o é o s e u p r o d ut o e c ú m p r e s e q u e

(A B ) − 1 = B − 1 A − 1 .

2) S e u n h a  m atri z A é i n v e rt ı́ b el, t a mé n o é A − 1 e c ú m p r e s e q u e

(A − 1 ) − 1 = A.

3) S e α é u n e s c al a r n o n n ul o e A é u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el, c ú m p r e s e q u e α A é i n v e rt ı́ b el e

(α A ) − 1 =
1

α
A − 1 .
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( A t ) − 1 = ( A − 1 ) t .

6) S e A ∈ M n × n ( C ) é i n v e rt ı́ b el, e ntó n A ∗ t a m é n o é e

( A ∗ ) − 1 = ( A − 1 ) ∗ .
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A =

�
a 1 1 a 1 2

a 2 1 a 2 2

�

e t al q u e a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1 �= 0.  D a q u el a, A é i n v e rtı́ b el e a s ú a i n v e r s a e st á d a d a p o r

A − 1 =

⎛

⎜
⎝

a 2 2

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1

− a 1 2

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1
− a 2 1

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1

a 1 1

a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1

⎞

⎟
⎠
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D e fi ni ci ´o n 3. 1. 3 1. Dir e m o s q u e u n h a  m atri z c a dr a d a A é o rt o g o n al s e é i n v e rtı́ b el e a s ú a
i n v e r s a é A t .

U n h a  m at ri z c a dr a d a A ∈ M n × n ( C ) di s e q u e é u nit a ri a s e é i n v e rtı́ b el e a s ú a i n v e r s a
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E x e m pl o 3. 1. 3 2. A  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎝

√
2

2
−

√
2

2√
2

2

√
2

2

⎞

⎟
⎠

é o rt o g o n al x a q u e A t A = A A t = I 2 .
A  m at ri z

A =

�
1 0
0 i

�

é u nit a ri a x a q u e A A ∗ = A ∗ A = I 2 .

3. 2.  O p e r a ci ó n s el e m e n t ai s.  F o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z

E xi st e n u n s ti p o s e s p e ci ai s d e  m at ri c e s q u e s e r á n d e g r a n d e utili d a d e á h o r a d e c al c ul ar
i n v e r s a s e r a n g o s.  E st a s  m atri c e s p er mitir á n i nt e r p r et a r d e s d e o p u nt o d e vi st a d o p r o d ut o d e
m at ri c e s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o br e a s fil a s o u a s c ol u m n a s d u n h a  m atri z A c al q u er a.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 1. S e x a A ∈ M m × n ( K ).  D e n o mı́ n a n s e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s s o br e a s fil a s d a
m at ri z A a c al q u er a d a s s e g ui nt e s tr a n sf or m a ci ó n s:

P e r m ut a r d ú a s fil a s d e A .
M ulti pli c ar u n h a fil a p or u n e s c al ar.
S u m ar a u n h a fil a u n  m úl ti pl o d o ut r a fil a.

D o  m e s m o x eit o, c h ´a m a n s e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o br e a s c ol u m n a s d e A á s t r a n sf o r m a-
ci ó n s:

P e r m ut a r d ú a s c ol u m n a s d e A .
M ulti pli c ar u n h a c ol u m n a p or u n e s c al ar.
S u m ar a u n h a c ol u m n a u n  m úl ti pl o d o ut r a c ol u m n a.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 2. T o d a  m atri z o bti d a d e s p oi s d e f a c er u n h a o p er a ci ó n el e m e nt al n u n h a  m atri z
i d e nti d a d e c h a m ar a s e  m atri z d e o p er a ció n s el e m e nt ai s.

A c o nti n u a ci ´o n e n u m er ar e m o s t o d a s a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s q u e p o d e m o s
c o n str u ı́ r a sı́ c o m o o si g ni fi c a d o d a s o p er a ció n s el e m e nt ai s d e s d e u n p u nt o d e vi st a  m at ri ci al.

A s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s s o n a s s e g ui nt e s:

1)  C o n F i j d e n ot a m o s a  m atri z r e s ult a nt e d e p er m ut ar n u n h a  m atri z i d e nti d a d e a fil a i e a
fil a j .

P or e x e m pl o, p ar a n = 3

F 1 3 =

⎛

⎝
0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞

⎠

é o r e s ult a d o d e i nt er c a m bi ar e n I 3 a s fil a s p ri m eir a e t er c eir a.
2)  C o n F i ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o  m ulti pli c ar a fil a i d u n h a  m atri z i d e nti d a d e p or

u n e s c al ar α n o n n ul o.
P or e x e m pl o, p ar a n = 4

F 4 ( 4)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a fil a c u a rt a p or c at r o.
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3 )  C o n F i j ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o s u m ar á fil a i d u n h a  m at ri z i d e nti d a d e a s ú a
fil a j m ulti pli c a d a p or u n e s c al ar α .

P o r e x e m pl o, p ar a n = 4

F 2 3 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0  0 0
0 1 π 0
0 0  1 0
0 0  0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a fil a t e r c ei r a p or π e s u m ar o r e s ult a d o á s e g u n d a.
O b s é r v e s e q u e n o e x e m pl o a nt eri or a  m atri z F 2 3 ( π ) é t ri a n g ul a r s u p eri or c o n u n s n a

di a g o n al pri n ci p al x a q u e e st a m o s a s u m ar a u n h a fil a, a s e g u n d a, u n  m úl ti pl o d o ut r a q u e
e st á d e b ai x o, i st o é, u n  m úl ti pl o d a t e r c eir a fil a. S e p or e x e m pl o, s u m a m o s á fil a t e r c ei r a
a s e g u n d a  m ulti pli c a d a p or π , o bt e m o s a  m atri z.

F 3 2 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
0  1 0 0
0 π 1 0
0  0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

q u e r e s ult a s er tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.
4)  C o n C i j d e n ot a m o s a  m atri z r e s ult a nt e d e p er m ut ar n u n h a  m atri z i d e nti d a d e a c ol u m n a

i e a c ol u m n a j .
P o r e x e m pl o, p ar a n = 3

C 1 2 =

⎛

⎝
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎞

⎠

é o r e s ult a d o d e i nt er c a m bi ar e n I 3 a s c ol u m n a s pri m eir a e s e g u n d a.
5)  C o n C i ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o  m ulti pli c ar a fil a i d u n h a  m at ri z i d e nti d a d e p or

u n e s c al ar α n o n n ul o.
P or e x e m pl o, p ar a n = 4

C 3 ( 4)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 4 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a c ol u m n a t e r c eir a p or c atr o.
6)  C o n C i j ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o s u m ar á c ol u m n a i d u n h a  m at ri z i d e nti d a d e a

s ú a c ol u m n a j m ulti pli c a d a p or u n e s c al a r α .
P or e x e m pl o, p ar a n = 4

C 2 3 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
0  1 0 0
0 π 1 0
0  0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a c ol u m n a t e r c ei r a p or π e s u m ar o r e s ult a d o á s e g u n d a.
O b s é r v e s e q u e n o e x e m pl o a nt eri or a  m atri z C 2 3 ( π ) é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s

n a di a g o n al pri n ci p al x a q u e e st a m o s a s u m ar a u n h a c ol u m n a, a s e g u n d a, u n  m úl ti pl o
d o ut r a q u e e st á d e s p oi s, i st o é, u n  m úl ti pl o d a t e r c eir a c ol u m n a. S e p or e x e m pl o, s u m a m o s

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 4 9

á c ol u m n a t e r c eir a a s e g u n d a  m ulti pli c a d a p or π , o bt e m o s a  m atri z

C 3 2 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0  0 0
0 1 π 0
0 0  1 0
0 0  0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

q u e r e s ult a s er tri a n g ul ar s u p eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.

C o n e st a s  m atri c e s el e m e nt ai s, d a d a A ∈ M m × n ( K ), t e m o s o s e g ui nt e:

1) F i j A é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o p e r m ut ar e n A a s fil a s i e j .
2) F i ( α )A é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o  m ulti pli c ar a fil a i d e A p ol o e s c al ar α .
3) F i j ( α ) A é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o s u m a r á fil a i d e A a fil a j d e A m ulti pli c a d a p ol o

e s c al ar α .
4) A C i j é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o p e r m ut ar e n A a s c ol u m n a s i e j .
5) A C i ( α ) é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o  m ulti pli c ar a c ol u m n a i d e A p ol o e s c al ar α .
6) A C i j ( α ) é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o s u m a r á c ol u m n a i d e A a c ol u m n a j d e A m ulti pli c a d a

p ol o e s c al ar α .

P or t a nt o, t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p ó d e n s e r e ali z ar  m ulti pli c a n d o a  m atri z A , b e n
p ol a d er eit a o u b e n p ol a e s q u er d a, p ol a  m atri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s a x eit a d a. É i m p o rt a nt e
r e s alt ar q u e, s e A ∈ M m × n ( K ), e nt ó n F i j , Fi ( α ), Fi j ( α ) s o n  m atri c e s p ert e n c e nt e s a o c o n-
x u nt o M m × m ( K ) e, d o utr a b a n d a, C i j , Ci ( α ), Ci j ( α ) s o n  m atri c e s p ert e n c e nt e s a o c o n x u nt o
M n × n ( K ).

E x e m pl o 3. 2. 3. S u p o ñ a m o s q u e t e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
6 2 2
6 1 3
3 1 1

⎞

⎠

d a q u el a

F 1 3 A =

⎛

⎝
3 1 1
6 1 3
6 2 2

⎞

⎠ , F2 ( 3) A =

⎛

⎝
6 2 2

1 8 3 9
3 1 1

⎞

⎠ , F3 2 ( − 1) A =

⎛

⎝
6 2  2
6 1  3

− 3 0 − 2

⎞

⎠

e

A C 1 2 =

⎛

⎝
2 6 1
1 6 3
1 3 2

⎞

⎠ ,  A C1 ( − 1)  =

⎛

⎝
− 6 2 2
− 6 1 3
− 3 1 1

⎞

⎠ ,  A C2 3 ( − 1)  =

⎛

⎝
6  0 2
6 − 2 3
3  0 1

⎞

⎠

D a p r o pi a d e fi ni ci ó n o bt e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o.

P r o p o si ci ó n  3. 2. 4. A s  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s s o n t o d a s i n v e rt ´ ı b ei s e c ú m p r e s e q u e

F − 1
i j = F i j , Fi ( α ) − 1 = F i ( α

− 1 ) , Fi j ( α ) − 1 = F i j ( − α ),

C − 1
i j = C i j , Ci ( α ) − 1 = C i ( α

− 1 ) , Ci j ( α ) − 1 = C i j ( − α ).

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 5. S e x a A ∈ M m × n ( K ). S u p o ñ a m o s q u e a fil a i d a  m atri z A n o n t e n t o d o s
o s s e u s el e m e nt o s i g u ai s a c er o.  C h á m a s e e nt r a d a pri n ci p al ( o u pi v ot e) d a fil a i a o pri m eir o
el e m e nt o d a d e v a n dit a fil a di sti nt o d e c e r o. S e e s e el e m e nt o é o a i j di r e m o s, a d e m ai s, q u e a fil a
i t e n j − 1 c er o s pri n ci p ai s.

Di s e q u e a  m at ri z A e st á e n f o r m a gr a d u a d a p or fil a s ( o u a br e vi a d a m e nt e e n f or m a gr a d u a-
d a) s e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s c o n di ci ó n s:

1) S e e xi st e al g u n h a fil a d e c er o s e st á a o fi n al.
2) S e h ai v ari a s fil a s di sti nt a s d e c er o, e nt ó n c a d a fil a t e n  m ái s c e r o s p ri n ci p ai s q u e a a nt eri or.
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3 )  C o n F i j ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o s u m ar á fil a i d u n h a  m at ri z i d e nti d a d e a s ú a
fil a j m ulti pli c a d a p or u n e s c al ar α .

P or e x e m pl o, p ar a n = 4

F 2 3 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0  0 0
0 1 π 0
0 0  1 0
0 0  0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a fil a t e r c ei r a p or π e s u m ar o r e s ult a d o á s e g u n d a.
O b s é r v e s e q u e n o e x e m pl o a nt eri or a  m atri z F 2 3 ( π ) é t ri a n g ul a r s u p eri or c o n u n s n a

di a g o n al pri n ci p al x a q u e e st a m o s a s u m ar a u n h a fil a, a s e g u n d a, u n  m úl ti pl o d o ut r a q u e
e st á d e b ai x o, i st o é, u n  m úl ti pl o d a t e r c eir a fil a. S e p or e x e m pl o, s u m a m o s á fil a t e r c ei r a
a s e g u n d a  m ulti pli c a d a p or π , o bt e m o s a  m atri z.

F 3 2 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
0  1 0 0
0 π 1 0
0  0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

q u e r e s ult a s er tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.
4)  C o n C i j d e n ot a m o s a  m atri z r e s ult a nt e d e p er m ut ar n u n h a  m atri z i d e nti d a d e a c ol u m n a

i e a c ol u m n a j .
P or e x e m pl o, p ar a n = 3

C 1 2 =

⎛

⎝
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎞

⎠

é o r e s ult a d o d e i nt er c a m bi ar e n I 3 a s c ol u m n a s pri m eir a e s e g u n d a.
5)  C o n C i ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o  m ulti pli c ar a fil a i d u n h a  m at ri z i d e nti d a d e p or

u n e s c al ar α n o n n ul o.
P or e x e m pl o, p ar a n = 4

C 3 ( 4)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 4 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a c ol u m n a t e r c eir a p or c atr o.
6)  C o n C i j ( α ) d e n ot a m o s a  m atri z o bti d a a o s u m ar á c ol u m n a i d u n h a  m at ri z i d e nti d a d e a

s ú a c ol u m n a j m ulti pli c a d a p or u n e s c al ar α .
P or e x e m pl o, p ar a n = 4

C 2 3 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
0  1 0 0
0 π 1 0
0  0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é o r e s ult a d o d e  m ulti pli c ar e n I 4 a c ol u m n a t e r c ei r a p or π e s u m ar o r e s ult a d o á s e g u n d a.
O b s é r v e s e q u e n o e x e m pl o a nt eri or a  m atri z C 2 3 ( π ) é t ri a n g ul a r i nf e ri o r c o n u n s

n a di a g o n al pri n ci p al x a q u e e st a m o s a s u m ar a u n h a c ol u m n a, a s e g u n d a, u n  m úl ti pl o
d o ut r a q u e e st á d e s p oi s, i st o é, u n  m úl ti pl o d a t e r c eir a c ol u m n a. S e p or e x e m pl o, s u m a m o s

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 4 9

á c ol u m n a t e r c eir a a s e g u n d a  m ulti pli c a d a p or π , o bt e m o s a  m atri z

C 3 2 ( π ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0  0 0
0 1 π 0
0 0  1 0
0 0  0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

q u e r e s ult a s er tri a n g ul ar s u p eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.

C o n e st a s  m atri c e s el e m e nt ai s, d a d a A ∈ M m × n ( K ), t e m o s o s e g ui nt e:

1) F i j A é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o p e r m ut a r e n A a s fil a s i e j .
2) F i ( α )A é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o  m ulti pli c ar a fil a i d e A p ol o e s c al ar α .
3) F i j ( α ) A é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o s u m a r á fil a i d e A a fil a j d e A m ulti pli c a d a p ol o

e s c al ar α .
4) A C i j é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o p e r m ut a r e n A a s c ol u m n a s i e j .
5) A C i ( α ) é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o  m ulti pli c ar a c ol u m n a i d e A p ol o e s c al ar α .
6) A C i j ( α ) é a  m at ri z q u e s e o bt é n a o s u m a r á c ol u m n a i d e A a c ol u m n a j d e A m ulti pli c a d a

p ol o e s c al ar α .

P or t a nt o, t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p ó d e n s e r e ali z a r  m ulti pli c a n d o a  m atri z A , b e n
p ol a d er eit a o u b e n p ol a e s q u er d a, p ol a  m atri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s a x eit a d a. É i m p o rt a nt e
r e s alt a r q u e, s e A ∈ M m × n ( K ), e nt ó n F i j , Fi ( α ), Fi j ( α ) s o n  m at ri c e s p ert e n c e nt e s a o c o n-
x u nt o M m × m ( K ) e, d o ut r a b a n d a, C i j , Ci ( α ), Ci j ( α ) s o n  m at ri c e s p ert e n c e nt e s a o c o n x u nt o
M n × n ( K ).

E x e m pl o 3. 2. 3. S u p o ñ a m o s q u e t e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
6 2 2
6 1 3
3 1 1

⎞

⎠

d a q u el a

F 1 3 A =

⎛

⎝
3 1 1
6 1 3
6 2 2

⎞

⎠ , F2 ( 3) A =

⎛

⎝
6 2 2

1 8 3 9
3 1 1

⎞

⎠ , F3 2 ( − 1) A =

⎛

⎝
6 2  2
6 1  3

− 3 0 − 2

⎞

⎠

e

A C 1 2 =

⎛

⎝
2 6 1
1 6 3
1 3 2

⎞

⎠ ,  A C1 ( − 1)  =

⎛

⎝
− 6 2 2
− 6 1 3
− 3 1 1

⎞

⎠ ,  A C2 3 ( − 1)  =

⎛

⎝
6  0 2
6 − 2 3
3  0 1

⎞

⎠

D a p r o pi a d e fi ni ci ó n o bt e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o.

P r o p o si ci ó n  3. 2. 4. A s  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s s o n t o d a s i n v e rt ´ ı b ei s e c ú m p r e s e q u e

F − 1
i j = F i j , Fi ( α ) − 1 = F i ( α

− 1 ) , Fi j ( α ) − 1 = F i j ( − α ),

C − 1
i j = C i j , Ci ( α ) − 1 = C i ( α

− 1 ) , Ci j ( α ) − 1 = C i j ( − α ).

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 5. S e x a A ∈ M m × n ( K ). S u p o ñ a m o s q u e a fil a i d a  m atri z A n o n t e n t o d o s
o s s e u s el e m e nt o s i g u ai s a c er o.  C h á m a s e e nt r a d a pri n ci p al ( o u pi v ot e) d a fil a i a o pri m eir o
el e m e nt o d a d e v a n dit a fil a di sti nt o d e c e r o. S e e s e el e m e nt o é o a i j di r e m o s, a d e m ai s, q u e a fil a
i t e n j − 1 c er o s pri n ci p ai s.

Di s e q u e a  m at ri z A e st á e n f o r m a g r a d u a d a p or fil a s ( o u a br e vi a d a m e nt e e n f or m a gr a d u a-
d a) s e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s c o n di ci ó n s:

1) S e e xi st e al g u n h a fil a d e c er o s e st á a o fi n al.
2) S e h ai v ari a s fil a s di sti nt a s d e c er o, e nt ó n c a d a fil a t e n  m ái s c e r o s p ri n ci p ai s q u e a a nt eri or.



5 0 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

E x e m pl o 3. 2. 6. S e t o m a m o s a s  m atri c e s

A =

⎛

⎝
2 0 0  5
0 1 0 − 2
0 0 1 4

⎞

⎠ ; B =

⎛

⎝
1 0 0  5
0 1 0 − 2
0 1 1 4

⎞

⎠ , C =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 3
0 0 0 0
0 0 1 2
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

t e m o s q u e e n gr o s o e st á n r e s alt a d a s a s e ntr a d a s pri n ci p ai s o u pi v ot e s.  A  m atri z A e st á e n f o r m a
g r a d u a d a, a  m atri z B n o n o e st á, x a q u e a fil a t r e s t e n t a nt o s c er o s pri n ci p ai s c o m o a s e g u n d a.
Fi n al m e nt e, C t a m p o u c o e st á e n f o r m a g r a d u a d a x a q u e t e n u n h a fil a d e c er o s e ntr e d ú a s q u e
n o n s o n n ul a s.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 7. S e x a A ∈ M m × n ( K ).  Di s e q u e a  m at ri z A e st á e n f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a
p o r fil a s s e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s c o n di ci ó n s:

1) A e st á e n f o r m a g r a d u a d a p or fil a s.
2)  T o d a s a s e nt r a d a s p ri n ci p ai s s o n i g u ai s a 1.
3)  T o d o s o s el e m e nt o s q u e e st á n p o r e n ri b a d a s e ntr a d a s pri n ci p ai s s o n c er o s.

E x e m pl o 3. 2. 8. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 0 0  5
0 1 0 − 2
0 0 1 4

⎞

⎠

t e m o s q u e e n gr o s o e st á n r e s alt a d a s a s e ntr a d a s pri n ci p ai s e a  m atri z A e st á e n f o r m a g r a d u a d a
r e d u ci d a.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 9. Dir e m o s q u e d ú a s  m at ri c e s A , B ∈ M m × n ( K ) s o n e q ui v al e nt e s p or fil a s,
e d e n ot ar é m ol o c o m o A ∼ f B , s e s e p o d e p a s ar d u n h a á o ut r a  m e di a nt e u n h a s u c e si ó n d e
o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s. I st o é, e xi st e n  m at ri c e s M 1 , ··· , Mr ∈ M m × m ( K ) d e o p e r a ci ó n s
el e m e nt ai s t al e s q u e

B = M r ··· M 1 A.

P a r a p a s a r d e A a B s e g uir e m o s o s e g ui nt e e s q u e m a
�

A | I m

� O .E .F
= ⇒

�
B | P

�

o n d e P r e p r e s e nt a o p r o d ut o d e t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s P = M r ··· M 1 e m p r e g a-
d a s p a r a p a s ar d e A a B e, p or t a nt o, B = P A .  A s si gl a s  O. E. F. si g ni fi c a n o p er a ció n s el e m e nt ai s
p o r fil a s.

N ó t e s e q u e s e P A = B t e n s e q u e

A = P − 1 B = ( M r ··· M 1 ) − 1 B = M − 1
1 ··· M − 1

r B

e e nt ó n B ∼ f A .  O b vi a m e nt e, A ∼ f A e a d e m ai s, s e A ∼ f B e B ∼ f C , i st o i m pli c a q u e A ∼ f C .

E x e m pl o 3. 2. 1 0. D a d a s a s  m atri c e s

A =

⎛

⎝
4 4  2
6 1 − 2
2 3  2

⎞

⎠ ; B =

⎛

⎝
2 3 2
0 − 2 − 2
0 0 0

⎞

⎠

t e m o s q u e

�
A | I 3

� F 1 3
= ⇒

⎛

⎝
2 3  2 | 0 0 1
6 1 − 2 | 0 1 0
4 4  2 | 1 0 0

⎞

⎠
F 3 1 ( − 2 ) , F2 1 ( − 3 )

= ⇒

⎛

⎝
2 3 2 | 0 0  1
0 − 8 − 8 | 0 1 − 3
0 − 2 − 2 | 1 0 − 2

⎞

⎠

F 2 3
= ⇒

⎛

⎝
2 3 2 | 0 0  1
0 − 2 − 2 | 1 0 − 2
0 − 8 − 8 | 0 1 − 3

⎞

⎠
F 3 2 ( − 4 )

= ⇒

⎛

⎝
2 3 2 | 0 0  1
0 − 2 − 2 | 1 0 − 2
0 0 0 | −4 1  5

⎞

⎠

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 5 1

P o r t a nt o, P = F 3 2 ( − 4) F 2 3 F 3 1 ( − 2) F 2 1 ( − 3) F 1 3 é t al q u e P A = B .  Nó t e s e q u e

P − 1 = ( F 3 2 ( − 4) F 2 3 F 3 1 ( − 2) F 2 1 ( − 3) F 1 3 ) − 1 = F − 1
1 3 F 2 1 ( − 3) − 1 F 3 1 ( − 2) − 1 F − 1

2 3 F 3 2 ( − 4) − 1

= F 1 3 F 2 1 ( 3) F 3 1 ( 2) F 2 3 F 3 2 ( 4) .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 1. C a d a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é e q ui v al e nt e p o r fil a s a u n h a  m at ri z
g r a d u a d a r e d u ci d a p o r fil a s. I st o é, e xi st e u n h a  m at ri z P c a d r a d a d e o r d e n q u e é i n v e rtı́ b el e
p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s, t al q u e P A é g r a d u a d a r e d u ci d a p o r fil a s.

D e m o s t r a ci ´o n. O  m ´et o d o p ar a o bt er a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s e q ui v al e nt e p or fil a s
á  m at ri z A p ó d e s e r e s u mir n o s s e g ui nt e s p a s o s:

1)  P o n s e c o m o p ri m eir a fil a u n h a q u e t e ñ a o p ri m ei r o c o e fi ci e nt e n o n n ul o. S e t o d o s f o s e n
c er o s, p a s a m o s a o s e g u n d o c o e fi ci e nt e e s e g uiri a m o s a sı́ d e f o r m a s u c e si v a.

2) S e a e nt r a d a pri n ci p al d a p ri m eir a fil a é a ,  m ulti pli cá m ol a p o r a − 1 p a r a o bt e r u n h a e ntr a d a
pri n ci p al i g u al a 1.

3)  C o n v ert e m o s e n c er o o s c o e fi ci e nt e s q u e e st á n d e b ai x o d o u n d o p a s o a nt eri or s u m á n d oll e
a c a d a fil a a p ri m eir a  m ulti pli c a d a p ol o e s c al ar a x eit a d o.

4)  R e p eti m o s o s p a s o s a nt eri or e s c o a s r e st a nt e s fil a s at a c o n s e g uir u n h a  m atri z gr a d u a d a.
5)  Fi n al m e nt e, u s a n d o a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s c o n v e ni e nt e s f a c e m o s c er o t o d o s o s c o e fi-

ci e nt e s sit u a d o s e nri b a d e c a d a e nt r a d a pri n ci p al. S e e xi st e u n h a fil a d e c er o s p á s a s e a o
fi n al.

A  m at ri z P é o p r o d ut o d e t o d a s a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s u s a d a s n o p r o c e s o.

��

E x e m pl o 3. 2. 1 2. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 1 1 1
1 3 4 2
3 1 1 3

⎞

⎠

c al c ul a m o s u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s e q ui v al e nt e p or fil a s a A s e g ui n d o o  m é t o d o
p r o p o st o n a pr o p o si ci ó n a nt e ri o r.

�
A | I 3

�

F 3 1 ( − 3 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 1 | 1 0 0
0 2 3 1 | −1 1 0
0 − 2 − 2 0 | −3 0 1

⎞

⎠
F 2 ( 1 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 1 | 1  0 0
0  1 3 / 2 1 / 2 | −1 / 2 1 / 2 0
0 − 2 − 2 0 | −3  0 1

⎞

⎠

F 3 2 ( 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  1  1 | 1  0 0
0 1 3 / 2 1 / 2 | −1 / 2 1 / 2 0
0 0  1  1 | −4  1 1

⎞

⎠

F 1 3 ( − 1 ) , F2 3 ( − 3 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 0  0 | 5 − 1 − 1
0 1 0 − 1 | 1 1 / 2 − 1 − 3 / 2
0 0 1  1 | −4 1  1

⎞

⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0 0  1 | −1 / 2 0 1 / 2
0 1 0 − 1 | 1 1 / 2 − 1 − 3 / 2
0 0 1  1 | −4 1  1

⎞

⎠
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E x e m pl o 3. 2. 6. S e t o m a m o s a s  m atri c e s

A =

⎛

⎝
2 0 0  5
0 1 0 − 2
0 0 1 4

⎞

⎠ ; B =

⎛

⎝
1 0 0  5
0 1 0 − 2
0 1 1 4

⎞

⎠ , C =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 3
0 0 0 0
0 0 1 2
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

t e m o s q u e e n gr o s o e st á n r e s alt a d a s a s e ntr a d a s pri n ci p ai s o u pi v ot e s.  A  m atri z A e st á e n f o r m a
g r a d u a d a, a  m atri z B n o n o e st á, x a q u e a fil a t r e s t e n t a nt o s c er o s pri n ci p ai s c o m o a s e g u n d a.
Fi n al m e nt e, C t a m p o u c o e st á e n f o r m a g r a d u a d a x a q u e t e n u n h a fil a d e c er o s e nt r e d ú a s q u e
n o n s o n n ul a s.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 7. S e x a A ∈ M m × n ( K ).  Di s e q u e a  m at ri z A e st á e n f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a
p or fil a s s e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s c o n di ci ó n s:

1) A e st á e n f o r m a g r a d u a d a p or fil a s.
2)  T o d a s a s e nt r a d a s p ri n ci p ai s s o n i g u ai s a 1.
3)  T o d o s o s el e m e nt o s q u e e st á n p o r e n ri b a d a s e ntr a d a s pri n ci p ai s s o n c er o s.

E x e m pl o 3. 2. 8. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 0 0  5
0 1 0 − 2
0 0 1 4

⎞

⎠

t e m o s q u e e n gr o s o e st á n r e s alt a d a s a s e ntr a d a s pri n ci p ai s e a  m atri z A e st á e n f o r m a g r a d u a d a
r e d u ci d a.

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 9. Dir e m o s q u e d ú a s  m at ri c e s A , B ∈ M m × n ( K ) s o n e q ui v al e nt e s p or fil a s,
e d e n ot ar é m ol o c o m o A ∼ f B , s e s e p o d e p a s ar d u n h a á o ut r a  m e di a nt e u n h a s u c e si ó n d e
o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s. I st o é, e xi st e n  m at ri c e s M 1 , ··· , Mr ∈ M m × m ( K ) d e o p e r a ci ó n s
el e m e nt ai s t al e s q u e

B = M r ··· M 1 A.

P a r a p a s a r d e A a B s e g uir e m o s o s e g ui nt e e s q u e m a
�

A | I m

� O .E .F
= ⇒

�
B | P

�

o n d e P r e pr e s e nt a o p r o d ut o d e t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s P = M r ··· M 1 e m p r e g a-
d a s p ar a p a s ar d e A a B e, p or t a nt o, B = P A .  A s si gl a s  O. E. F. si g ni fi c a n o p er a ció n s el e m e nt ai s
p or fil a s.

N ó t e s e q u e s e P A = B t e n s e q u e

A = P − 1 B = ( M r ··· M 1 ) − 1 B = M − 1
1 ··· M − 1

r B

e e nt ó n B ∼ f A .  O b vi a m e nt e, A ∼ f A e a d e m ai s, s e A ∼ f B e B ∼ f C , i st o i m pli c a q u e A ∼ f C .

E x e m pl o 3. 2. 1 0. D a d a s a s  m atri c e s

A =

⎛

⎝
4 4  2
6 1 − 2
2 3  2

⎞

⎠ ; B =

⎛

⎝
2 3 2
0 − 2 − 2
0 0 0

⎞

⎠

t e m o s q u e

�
A | I 3

� F 1 3
= ⇒

⎛

⎝
2 3  2 | 0 0 1
6 1 − 2 | 0 1 0
4 4  2 | 1 0 0

⎞

⎠
F 3 1 ( − 2 ) , F2 1 ( − 3 )

= ⇒

⎛

⎝
2 3 2 | 0 0  1
0 − 8 − 8 | 0 1 − 3
0 − 2 − 2 | 1 0 − 2

⎞

⎠

F 2 3
= ⇒

⎛

⎝
2 3 2 | 0 0  1
0 − 2 − 2 | 1 0 − 2
0 − 8 − 8 | 0 1 − 3

⎞

⎠
F 3 2 ( − 4 )

= ⇒

⎛

⎝
2 3 2 | 0 0  1
0 − 2 − 2 | 1 0 − 2
0 0 0 | −4 1  5

⎞

⎠

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 5 1

P o r t a nt o, P = F 3 2 ( − 4) F 2 3 F 3 1 ( − 2) F 2 1 ( − 3) F 1 3 é t al q u e P A = B .  Nó t e s e q u e

P − 1 = ( F 3 2 ( − 4) F 2 3 F 3 1 ( − 2) F 2 1 ( − 3) F 1 3 ) − 1 = F − 1
1 3 F 2 1 ( − 3) − 1 F 3 1 ( − 2) − 1 F − 1

2 3 F 3 2 ( − 4) − 1

= F 1 3 F 2 1 ( 3) F 3 1 ( 2) F 2 3 F 3 2 ( 4) .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 1. C a d a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é e q ui v al e nt e p o r fil a s a u n h a  m at ri z
g r a d u a d a r e d u ci d a p o r fil a s. I st o é, e xi st e u n h a  m at ri z P c a d r a d a d e o r d e n q u e é i n v e rtı́ b el e
p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s, t al q u e P A é g r a d u a d a r e d u ci d a p o r fil a s.

D e m o s t r a ci ´o n. O  m ´et o d o p ar a o bt er a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s e q ui v al e nt e p or fil a s
á  m at ri z A p ó d e s e r e s u mi r n o s s e g ui nt e s p a s o s:

1)  P o n s e c o m o p ri m eir a fil a u n h a q u e t e ñ a o p ri m ei r o c o e fi ci e nt e n o n n ul o. S e t o d o s f o s e n
c e r o s, p a s a m o s a o s e g u n d o c o e fi ci e nt e e s e g uiri a m o s a sı́ d e f o r m a s u c e si v a.

2) S e a e nt r a d a pri n ci p al d a p ri m eir a fil a é a ,  m ulti pli cá m ol a p o r a − 1 p a r a o bt e r u n h a e ntr a d a
p ri n ci p al i g u al a 1.

3)  C o n v ert e m o s e n c er o o s c o e fi ci e nt e s q u e e st á n d e b ai x o d o u n d o p a s o a nt eri or s u m á n d oll e
a c a d a fil a a p ri m eir a  m ulti pli c a d a p ol o e s c al ar a x eit a d o.

4)  R e p eti m o s o s p a s o s a nt eri or e s c o a s r e st a nt e s fil a s at a c o n s e g uir u n h a  m atri z gr a d u a d a.
5)  Fi n al m e nt e, u s a n d o a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s c o n v e ni e nt e s f a c e m o s c er o t o d o s o s c o e fi-

ci e nt e s sit u a d o s e nri b a d e c a d a e nt r a d a pri n ci p al. S e e xi st e u n h a fil a d e c er o s p á s a s e a o
fi n al.

A  m at ri z P é o p r o d ut o d e t o d a s a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s u s a d a s n o p r o c e s o.

��

E x e m pl o 3. 2. 1 2. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 1 1 1
1 3 4 2
3 1 1 3

⎞

⎠

c al c ul a m o s u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s e q ui v al e nt e p or fil a s a A s e g ui n d o o  m é t o d o
p r o p o st o n a pr o p o si ci ó n a nt e ri o r.

�
A | I 3

�

F 3 1 ( − 3 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 1 | 1 0 0
0 2 3 1 | −1 1 0
0 − 2 − 2 0 | −3 0 1

⎞

⎠
F 2 ( 1 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 1 | 1  0 0
0  1 3 / 2 1 / 2 | −1 / 2 1 / 2 0
0 − 2 − 2 0 | −3  0 1

⎞

⎠

F 3 2 ( 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  1  1 | 1  0 0
0 1 3 / 2 1 / 2 | −1 / 2 1 / 2 0
0 0  1  1 | −4  1 1

⎞

⎠

F 1 3 ( − 1 ) , F2 3 ( − 3 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 0  0 | 5 − 1 − 1
0 1 0 − 1 | 1 1 / 2 − 1 − 3 / 2
0 0 1  1 | −4 1  1

⎞

⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0 0  1 | −1 / 2 0 1 / 2
0 1 0 − 1 | 1 1 / 2 − 1 − 3 / 2
0 0 1  1 | −4 1  1

⎞

⎠
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P o r t a nt o, t e m o s q u e
⎛

⎝
1 0 0  1
0 1 0 − 1
0 0 1  1

⎞

⎠ = F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 3 / 2) F 3 2 ( 2) F 2 ( 1 / 2) F 3 1 ( − 3) F 2 1 ( − 1) A

e

P = F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 3 / 2) F 3 2 ( 2) F 2 ( 1 / 2) F 3 1 ( − 3) F 2 1 ( − 1)  =

⎛

⎝
− 1 / 2 0 1 / 2
1 1 / 2 − 1 − 3 / 2

− 4 1  1

⎞

⎠ .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 3. S e x a A u n h a  m at ri z c a d r a d a d e o r d e n c o n c o e fi ci e nt e s e n K .  E nt ó n:

1) A  m at ri z A é e q ui v al e nt e p o r fil a s a I n , s e, e só s e, A é i n v e rt ı́ b el.
2) S e e xi st e u n h a  m at ri z X t al q u e A X = I n o u X A = I n , a  m at ri z A é i n v e rt ı́ b el.

D e m o s t r a ci ´o n. A e q ui v al e n ci a d a d a e n 1) é c o n s e c u e n ci a d o s e g ui nt e: e n pri m eir o l u g ar, s e A
é e q ui v al e nt e p o r fil a s a I n , t e m o s q u e e xi st e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P , p r o d ut o d e  m at ri c e s d e
o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s, t al q u e P A = I n .  E ntó n, A = P − 1 e, p o r t a nt o, A é i n v e rtı́ b el.
I n v e r s a m e nt e, s e A é i n v e rt ı́ b el, e xi st e u n h a  m at ri z A − 1 , t al q u e A A − 1 = I n . S e A f o s e e q ui v al e nt e
p o r fil a s a u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a B di sti nt a d a  m at ri z i d e nti d a d e, e st a  m at ri z B t e rı́ a
u n h a fil a d e c e r o s e, e nt ó n, e xi st e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P , p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ció n s
el e m e nt ai s p o r fil a s, t al q u e P A = B .  A sı́ p oi s, P = P  A A − 1 = B A − 1 .  C o m o B t e n p ol o  m e n o s
u n h a fil a d e c er o s, P = B A − 1 t e n u n h a fil a d e c er o s e i st o é u n a b s u r d o, x a q u e P é i n v e rtı́ b el.
P o r t a nt o, A ∼ f I n .

P a r a p r o b a r 2) t e ñ a m o s e n c o nt a q u e 1) g ar a nt e q u e, s e A n o n é i n v e rtı́ b el, A é e q ui v al e nt e
p o r fil a s a u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a B di sti nt a d a i d e nti d a d e e, p or t a nt o, B t e n u n h a
fil a d e c e r o s. S e P é a  m at ri z i n v e rtı́ b el, p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s, t al q u e
P A = B , o bt e m o s q u e P = P  A X = B X .  C o m o B t e n p ol o  m e n o s u n h a fil a d e c er o s, P = B X
t e n u n h a fil a d e c e r o s e i st o é u n a b s u r d o, x a q u e P é i n v e rt ı́ b el.  Fi n al m e nt e, a p r o pi e d a d e p ar a
o p r o d ut o X A = I n o bt e n s e t r a b all a n d o c o a t r a s p o st a. . ��

E x e m pl o 3. 2. 1 4. S u p o ñ a m o s q u e t e m o s u n h a  m atri z c a dr a d a A d e or d e n c o a s e g ui nt e d e s-
c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s

A =

⎛

⎝
H | Θ r, n − r

− − |  − − −
C | D

⎞

⎠ .

L o g o, A é i n v e rt ı́ b el, s e, e só s e, o s o n H e D .  A d e m ai s cú m p r e s e q u e, n o c a s o d e t er i n v er s a,
e st a é

A − 1 =

⎛

⎝
H − 1 | Θ r, n − r

− − − − − − |  − − −
− D − 1 C H − 1 | D − 1

⎞

⎠ .

E n ef e ct o, s e H e D t e ñ e n i n v e r s a,  m ulti pli c a n d o p or bl o q u e s t e m o s q u e
⎛

⎝
H | Θ r, n − r

− − |  − − −
C | D

⎞

⎠

⎛

⎝
H − 1 | Θ r, n − r

− − − − − − |  − − −
− D − 1 C H − 1 | D − 1

⎞

⎠

=

⎛

⎝
H H − 1 | Θ r, n − r

− − − − − − − − − − − |  − − −
C H − 1 − D D − 1 C H − 1 | D D − 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − −
Θ n − r, r | I n − r

⎞

⎠ = I n

D a q u el a, at o p a m o s u n h a  m atri z q u e  m ulti pli c a d a p or A d á a i d e nti d a d e.  A pli c a n d o a g or a
a p r o pi e d a d e 2) d o a nt eri or r e s ult a d o o bt e m o s q u e A é i n v e rtı́ b el.

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 5 3

I n v e r s a m e nt e, s e A t e n i n v e r s a e xi st e u n h a  m at ri z A − 1 t al q u e A A − 1 = I n . S u p oñ a m o s q u e
d e s c o m p o ñ e m o s a m b a s a s d ú a s p o r bl o q u e s e f a c e m o s o s e u pr o d ut o.  L o g o

⎛

⎝
H | Θ r, n − r

− − |  − − −
C | D

⎞

⎠

⎛

⎝
X 1 1 | X 1 2

− − |  − − −
X 2 1 | X 2 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − −
Θ n − r, r | I n − r

⎞

⎠ = I n .

P o r t a nt o,

H X 1 1 = I r ,  H X1 2 = Θ r, n − r ,  C X1 1 + D X 2 1 = Θ n − r, r ,  C X1 2 + D X 2 2 = I n − r .

Di st o d e d u ci m o s, o utr a v e z p ol o s e g u n d o a p art a d o d o a nt eri or r e s ult a d o, q u e H é i n v e rt ı́ b el,
o q u e i m pli c a q u e X 1 2 = Θ r, n − r e q u e X 1 1 = H − 1 .  Di st o s é g u e s e q u e D X 2 2 = I n − r , o q u e i m pli c a
t a m é n q u e D é i n v e rtı́ b el.  Fi n al m e nt e, o b s é r v e s e q u e

C X 1 1 + D X 2 1 = Θ n − r, r ⇔ C H − 1 = − D X 2 1 ⇔ X 2 1 = − D − 1 C H − 1 .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 5. S e x a A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) t al q u e t e n u n h a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a
p o r fil a s B c o n r e nt r a d a s p ri n ci p ai s.  E nt ó n, e xi st e n  m at ri c e s P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K )
t al e s q u e

1) P e Q s o n p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s e p o r c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.

2) C ú m p r e s e q u e

P  A Q =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠ .

D e m o s t r a ci ´o n. M e di a nt e o p r o c e s o d a d o n a  Pr o p o si ci ó n 3. 2. 1 1 o bt e m o s u n h a  m atri z i n v ertı́ b el
P ∈ M m × m ( K ), p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s, t al q u e P A = B s e n d o
B u n a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s c o n r e ntr a d a s pri n ci p ai s.  E n c a d a fil a c o n e nt r a d a
pri n ci p al, f a c e n d o o p er a ci ó n s el e m e nt ai s c o a s c ol u m n a s, p o d e m o s c o n v ert er e n c er o s t o d o s o s
el e m e nt o s n o n n ul o s di sti nt o s d a e ntr a d a p ri n ci p al o u pi v ot e.  U n h a v e z f eit o i st o r e or d e n a m o s a s
c ol u m n a s p ar a o bt er a  m atri z I r .  A  m at ri z Q s er á o p r o d ut o d e t o d a s a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s
el e m e nt ai s p or c ol u m n a s q u e u s a m o s n o pr o c e s o.  D a q u el a, Q é i n v e rt ı́ b el e

P  A Q =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠ .

��

E x e m pl o 3. 2. 1 6. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 1 1 1
1 1 4 2
1 1 1 3

⎞

⎠

t e m o s q u e �
A | I 3

�

F 3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 1 | 1 0 0
0 0 3 1 | −1 1 0
0 0 0 2 | −1 0 1

⎞

⎠

F 3 ( 1 / 2 ) , F2 ( 1 / 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1  1 | 1 0 0
0 0 1 1 / 3 | −1 / 3 1 / 3 0
0 0 0  1 | −1 / 2  0 1 / 2

⎞

⎠
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P o r t a nt o, t e m o s q u e
⎛

⎝
1 0 0  1
0 1 0 − 1
0 0 1  1

⎞

⎠ = F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 3 / 2) F 3 2 ( 2) F 2 ( 1 / 2) F 3 1 ( − 3) F 2 1 ( − 1) A

e

P = F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 3 / 2) F 3 2 ( 2) F 2 ( 1 / 2) F 3 1 ( − 3) F 2 1 ( − 1)  =

⎛

⎝
− 1 / 2 0 1 / 2
1 1 / 2 − 1 − 3 / 2

− 4 1  1

⎞

⎠ .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 3. S e x a A u n h a  m at ri z c a d r a d a d e o r d e n c o n c o e fi ci e nt e s e n K .  E nt ó n:

1) A  m at ri z A é e q ui v al e nt e p o r fil a s a I n , s e, e só s e, A é i n v e rt ı́ b el.
2) S e e xi st e u n h a  m at ri z X t al q u e A X = I n o u X A = I n , a  m at ri z A é i n v e rt ı́ b el.

D e m o s t r a ci ´o n. A e q ui v al e n ci a d a d a e n 1) é c o n s e c u e n ci a d o s e g ui nt e: e n pri m eir o l u g ar, s e A
é e q ui v al e nt e p or fil a s a I n , t e m o s q u e e xi st e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P , p r o d ut o d e  m at ri c e s d e
o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s, t al q u e P A = I n .  E ntó n, A = P − 1 e, p o r t a nt o, A é i n v e rtı́ b el.
I n v e r s a m e nt e, s e A é i n v e rt ı́ b el, e xi st e u n h a  m at ri z A − 1 , t al q u e A A − 1 = I n . S e A f o s e e q ui v al e nt e
p or fil a s a u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a B di sti nt a d a  m at ri z i d e nti d a d e, e st a  m at ri z B t e rı́ a
u n h a fil a d e c er o s e, e nt ó n, e xi st e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P , p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ció n s
el e m e nt ai s p or fil a s, t al q u e P A = B .  A sı́ p oi s, P = P  A A − 1 = B A − 1 .  C o m o B t e n p ol o  m e n o s
u n h a fil a d e c er o s, P = B A − 1 t e n u n h a fil a d e c er o s e i st o é u n a b s u r d o, x a q u e P é i n v e rtı́ b el.
P o r t a nt o, A ∼ f I n .

P a r a p r o b a r 2) t e ñ a m o s e n c o nt a q u e 1) g ar a nt e q u e, s e A n o n é i n v e rtı́ b el, A é e q ui v al e nt e
p or fil a s a u n h a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a B di sti nt a d a i d e nti d a d e e, p or t a nt o, B t e n u n h a
fil a d e c e r o s. S e P é a  m at ri z i n v ertı́ b el, p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s, t al q u e
P A = B , o bt e m o s q u e P = P  A X = B X .  C o m o B t e n p ol o  m e n o s u n h a fil a d e c e r o s, P = B X
t e n u n h a fil a d e c e r o s e i st o é u n a b s u r d o, x a q u e P é i n v e rt ı́ b el.  Fi n al m e nt e, a p r o pi e d a d e p a r a
o p r o d ut o X A = I n o bt e n s e t r a b all a n d o c o a t r a s p o st a. . ��

E x e m pl o 3. 2. 1 4. S u p o ñ a m o s q u e t e m o s u n h a  m atri z c a dr a d a A d e or d e n c o a s e g ui nt e d e s-
c o m p o si ci ó n p o r bl o q u e s

A =

⎛

⎝
H | Θ r, n − r

− − |  − − −
C | D

⎞

⎠ .

L o g o, A é i n v e rt ı́ b el, s e, e só s e, o s o n H e D .  A d e m ai s cú m p r e s e q u e, n o c a s o d e t er i n v er s a,
e st a é

A − 1 =

⎛

⎝
H − 1 | Θ r, n − r

− − − − − − |  − − −
− D − 1 C H − 1 | D − 1

⎞

⎠ .

E n ef e ct o, s e H e D t e ñ e n i n v e r s a,  m ulti pli c a n d o p or bl o q u e s t e m o s q u e
⎛

⎝
H | Θ r, n − r

− − |  − − −
C | D

⎞

⎠

⎛

⎝
H − 1 | Θ r, n − r

− − − − − − |  − − −
− D − 1 C H − 1 | D − 1

⎞

⎠

=

⎛

⎝
H H − 1 | Θ r, n − r

− − − − − − − − − − − |  − − −
C H − 1 − D D − 1 C H − 1 | D D − 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − −
Θ n − r, r | I n − r

⎞

⎠ = I n

D a q u el a, at o p a m o s u n h a  m atri z q u e  m ulti pli c a d a p or A d á a i d e nti d a d e.  A pli c a n d o a g or a
a p r o pi e d a d e 2) d o a nt eri or r e s ult a d o o bt e m o s q u e A é i n v e rtı́ b el.

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 5 3

I n v e r s a m e nt e, s e A t e n i n v e r s a e xi st e u n h a  m at ri z A − 1 t al q u e A A − 1 = I n . S u p oñ a m o s q u e
d e s c o m p o ñ e m o s a m b a s a s d ú a s p o r bl o q u e s e f a c e m o s o s e u pr o d ut o.  L o g o

⎛

⎝
H | Θ r, n − r

− − |  − − −
C | D

⎞

⎠

⎛

⎝
X 1 1 | X 1 2

− − |  − − −
X 2 1 | X 2 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − −
Θ n − r, r | I n − r

⎞

⎠ = I n .

P o r t a nt o,

H X 1 1 = I r ,  H X1 2 = Θ r, n − r ,  C X1 1 + D X 2 1 = Θ n − r, r ,  C X1 2 + D X 2 2 = I n − r .

Di st o d e d u ci m o s, o utr a v e z p ol o s e g u n d o a p art a d o d o a nt eri or r e s ult a d o, q u e H é i n v e rt ı́ b el,
o q u e i m pli c a q u e X 1 2 = Θ r, n − r e q u e X 1 1 = H − 1 .  Di st o s é g u e s e q u e D X 2 2 = I n − r , o q u e i m pli c a
t a m é n q u e D é i n v e rtı́ b el.  Fi n al m e nt e, o b s é r v e s e q u e

C X 1 1 + D X 2 1 = Θ n − r, r ⇔ C H − 1 = − D X 2 1 ⇔ X 2 1 = − D − 1 C H − 1 .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 5. S e x a A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) t al q u e t e n u n h a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a
p o r fil a s B c o n r e nt r a d a s p ri n ci p ai s.  E nt ó n, e xi st e n  m at ri c e s P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K )
t al e s q u e

1) P e Q s o n p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s e p o r c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.

2) C ú m p r e s e q u e

P  A Q =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠ .

D e m o s t r a ci ´o n. M e di a nt e o p r o c e s o d a d o n a  Pr o p o si ci ó n 3. 2. 1 1 o bt e m o s u n h a  m atri z i n v ertı́ b el
P ∈ M m × m ( K ), p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s, t al q u e P A = B s e n d o
B u n a  m atri z gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s c o n r e ntr a d a s pri n ci p ai s.  E n c a d a fil a c o n e nt r a d a
p ri n ci p al, f a c e n d o o p er a ci ó n s el e m e nt ai s c o a s c ol u m n a s, p o d e m o s c o n v ert er e n c er o s t o d o s o s
el e m e nt o s n o n n ul o s di sti nt o s d a e ntr a d a p ri n ci p al o u pi v ot e.  U n h a v e z f eit o i st o r e or d e n a m o s a s
c ol u m n a s p ar a o bt er a  m atri z I r .  A  m at ri z Q s e r á o p r o d ut o d e t o d a s a s  m atri c e s d e o p er a ci ó n s
el e m e nt ai s p o r c ol u m n a s q u e u s a m o s n o pr o c e s o.  D a q u el a, Q é i n v e rt ı́ b el e

P  A Q =

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠ .

��

E x e m pl o 3. 2. 1 6. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 1 1 1
1 1 4 2
1 1 1 3

⎞

⎠

t e m o s q u e �
A | I 3

�

F 3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 1 | 1 0 0
0 0 3 1 | −1 1 0
0 0 0 2 | −1 0 1

⎞

⎠

F 3 ( 1 / 2 ) , F2 ( 1 / 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1  1 | 1 0 0
0 0 1 1 / 3 | −1 / 3 1 / 3 0
0 0 0  1 | −1 / 2  0 1 / 2

⎞

⎠
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F 1 3 ( − 1 ) , F2 3 ( − 1 / 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 0 | 3 / 2 0 − 1 / 2
0 0 1 0 | −1 / 6 1 / 3 − 1 / 6
0 0 0 1 | −1 / 2  0 1 / 2

⎞

⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 0 0 | 5 / 3 − 1 / 3 − 1 / 3
0 0 1 0 | −1 / 6 1 / 3 − 1 / 6
0 0 0 1 | −1 / 2  0 1 / 2

⎞

⎠

L o g o, t o m a n d o

P = F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 1 / 3) F 3 ( 1 / 2) F 2 ( 1 / 3) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1)

t e m o s q u e P A é g r a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s e P A = B o n d e

B =

⎛

⎝
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎠ .

F a g a m o s a c o nti n u a ci ó n a s o p e r a ci ó n s p o r c ol u m n a s.  N e st e c a s o p arti m o s d e
⎛

⎝
B
−
I 4

⎞

⎠

C 2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
0  0 1 0
0  0 0 1
−  − − −
1 − 1 0 0
0  1 0 0
0  0 1 0
0  0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

C 2 3 , C3 4
= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0  0
0 1 0  0
0 0 1  0
− − −  −
1 0 0 − 1
0 0 0  1
0 1 0  0
0 0 1  0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

P o r t a nt o,

Q = C 2 1 ( − 1) C 2 3 C 3 4 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 − 1
0 0 0  1
0 1 0  0
0 0 1  0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e t e m o s q u e

P  A Q =

⎛

⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞

⎠ =
�

I 3 | Θ 3 ,1

�
.

N o t a ci ó n  3. 2. 1 7. A p a rtir d e a g or a d e n ot ar e m o s a s  m atri c e s
⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠

c o m o I m × n
r .

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 1 8. S e x a n A,  B ∈ M m × n ( K ).  Di r e m o s q u e A e B s o n  m atri c e s e q ui v al e nt e s s e
e xi st e n  m at ri c e s P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

1) P e Q s o n pr o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.

2)  C ú m p r e s e q u e P  A Q = B .

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 5 5

C a n d o d ú a s  m at ri c e s A e B s e x a n e q ui v al e nt e s d e n ot a r é m ol o p o r A ∼ B .  O b vi a m e nt e s e
d ú a s  m at ri c e s s o n e q ui v al e nt e s p or fil a s s o n t a m é n e q ui v al e nt e s s e n  m ái s q u e t o m ar Q = I n .
D o ut r a b a n d a, A ∼ A e, s e a d e m ai s A ∼ B , e ntó n B ∼ A .  Fi n al m e nt e, s e A ∼ B e B ∼ C i st o
i m pli c a q u e A ∼ C .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 9. T o d a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é e q ui v al e nt e a u n h a ú ni c a  m at ri z d a
f o r m a I m × n

r .

D e m o s t r a ci ´o n. Gr a z a s ´a  P r o p o si ci ó n 3. 2. 1 5 s a b e m o s q u e e xi st e n  m atri c e s P ∈ M m × m ( K ) e
Q ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

P e Q s o n pr o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.
Verifı́ c a s e q u e P  A Q = I m × n

r .

E nt ó n,

A ∼ I m × n
r .

S e e xi sti s e u n n at u r al s > r t al q u e A ∼ I m × n
s , o bt e ri a m o s q u e I m × n

r ∼ I m × n
s . P o r t a nt o,

e xi st e n  m at ri c e s T ∈ M m × m ( K ) e H ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

T e H s o n p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.
Verifı́ c a s e q u e T I m × n

r H = I m × n
s e, o q u e é o  m e s m o, T I m × n

r = I m × n
s R , s e n d o R = H − 1 .

D e s c o m p o ñ e n d o c o n v e ni e nt e m e nt e p or bl o q u e s t e m o s q u e

I m × n
s R =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

I r | Θ r, s − r | Θ r, n − s

− − − |  − − − |  − − − − −
Θ s − r, r | I s − r | Θ s − r, n − s

− − − |  − − − − − |  − − − − −
Θ n − s, r | Θ n − s, s − r | Θ n − s, n − s

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R 1 1 | R 1 2 | R 1 3

− − − |  − − − |  − − −
R 2 1 | R 2 2 | R 2 3

− − − |  − − − |  − − −
R 3 1 | R 3 2 | R 3 3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R 1 1 | R 1 2 | R 1 3

− − − |  − − − |  − − −
R 2 1 | R 2 2 | R 2 3

− − − |  − − − − − |  − − − − −
Θ n − s, r | Θ n − s, s − r | Θ n − s, n − s

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e q u e

T I m × n
r =

⎛

⎝
T 1 1 | T 1 2

− − − |  − − −
T 2 1 | T 2 2

⎞

⎠

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ n − r, r | Θ n − r, n − r

⎞

⎠ =

⎛

⎝
T 1 1 | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
T 1 2 | Θ n − r, n − r

⎞

⎠ .

P o r t a nt o,

R =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R 1 1 | Θ r, s − r | Θ r, n − s

− − − |  − − − − − |  − − − − −
R 1 2 | Θ s − r, s − r | Θ s − r, n − s

− − − |  − − − − − |  − − − − −
R 3 1 | R 3 2 | R 3 3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e e nt ó n, a pli c a n d o o vi st o n o e x e m pl o 3. 2. 1 4, t e m o s q u e R n o n é i n v e rtı́ b el. I st o é u n a b s u r d o e,
d a q u el a, a  m atri z

I m × n
s

é ú ni c a. ��
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F 1 3 ( − 1 ) , F2 3 ( − 1 / 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 0 | 3 / 2 0 − 1 / 2
0 0 1 0 | −1 / 6 1 / 3 − 1 / 6
0 0 0 1 | −1 / 2  0 1 / 2

⎞

⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 0 0 | 5 / 3 − 1 / 3 − 1 / 3
0 0 1 0 | −1 / 6 1 / 3 − 1 / 6
0 0 0 1 | −1 / 2  0 1 / 2

⎞

⎠

L o g o, t o m a n d o

P = F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 1 / 3) F 3 ( 1 / 2) F 2 ( 1 / 3) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1)

t e m o s q u e P A é g r a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s e P A = B o n d e

B =

⎛

⎝
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎠ .

F a g a m o s a c o nti n u a ci ó n a s o p e r a ci ó n s p o r c ol u m n a s.  N e st e c a s o p arti m o s d e
⎛

⎝
B
−
I 4

⎞

⎠

C 2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
0  0 1 0
0  0 0 1
−  − − −
1 − 1 0 0
0  1 0 0
0  0 1 0
0  0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

C 2 3 , C3 4
= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0  0
0 1 0  0
0 0 1  0
− − −  −
1 0 0 − 1
0 0 0  1
0 1 0  0
0 0 1  0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

P or t a nt o,

Q = C 2 1 ( − 1) C 2 3 C 3 4 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 − 1
0 0 0  1
0 1 0  0
0 0 1  0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e t e m o s q u e

P  A Q =

⎛

⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞

⎠ =
�

I 3 | Θ 3 ,1

�
.

N o t a ci ó n  3. 2. 1 7. A p a rtir d e a g or a d e n ot ar e m o s a s  m atri c e s
⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ m − r, r | Θ m − r, n − r

⎞

⎠

c o m o I m × n
r .

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 1 8. S e x a n A,  B ∈ M m × n ( K ).  Di r e m o s q u e A e B s o n  m atri c e s e q ui v al e nt e s s e
e xi st e n  m at ri c e s P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

1) P e Q s o n pr o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.

2)  C ú m p r e s e q u e P  A Q = B .

3. 2.  O p e r a ci ó n s e l e m e n t ai s.  F o r m a  g r a d u a d a  r e d u ci d a.  R a n g o  d u n h a  m a t ri z 5 5

C a n d o d ú a s  m at ri c e s A e B s e x a n e q ui v al e nt e s d e n ot a r é m ol o p o r A ∼ B .  O b vi a m e nt e s e
d ú a s  m at ri c e s s o n e q ui v al e nt e s p or fil a s s o n t a m é n e q ui v al e nt e s s e n  m ái s q u e t o m a r Q = I n .
D o ut r a b a n d a, A ∼ A e, s e a d e m ai s A ∼ B , e ntó n B ∼ A .  Fi n al m e nt e, s e A ∼ B e B ∼ C i st o
i m pli c a q u e A ∼ C .

P r o p o si ci ó n  3. 2. 1 9. T o d a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) é e q ui v al e nt e a u n h a ú ni c a  m at ri z d a
f o r m a I m × n

r .

D e m o s t r a ci ´o n. Gr a z a s ´a  P r o p o si ci ó n 3. 2. 1 5 s a b e m o s q u e e xi st e n  m atri c e s P ∈ M m × m ( K ) e
Q ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

P e Q s o n pr o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.
Verifı́ c a s e q u e P  A Q = I m × n

r .

E nt ó n,

A ∼ I m × n
r .

S e e xi sti s e u n n at u r al s > r t al q u e A ∼ I m × n
s , o bt e ri a m o s q u e I m × n

r ∼ I m × n
s . P o r t a nt o,

e xi st e n  m at ri c e s T ∈ M m × m ( K ) e H ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e:

T e H s o n p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s r e s p e c-
ti v a m e nt e.
Verifı́ c a s e q u e T I m × n

r H = I m × n
s e, o q u e é o  m e s m o, T I m × n

r = I m × n
s R , s e n d o R = H − 1 .

D e s c o m p o ñ e n d o c o n v e ni e nt e m e nt e p or bl o q u e s t e m o s q u e

I m × n
s R =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

I r | Θ r, s − r | Θ r, n − s

− − − |  − − − |  − − − − −
Θ s − r, r | I s − r | Θ s − r, n − s

− − − |  − − − − − |  − − − − −
Θ n − s, r | Θ n − s, s − r | Θ n − s, n − s

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R 1 1 | R 1 2 | R 1 3

− − − |  − − − |  − − −
R 2 1 | R 2 2 | R 2 3

− − − |  − − − |  − − −
R 3 1 | R 3 2 | R 3 3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R 1 1 | R 1 2 | R 1 3

− − − |  − − − |  − − −
R 2 1 | R 2 2 | R 2 3

− − − |  − − − − − |  − − − − −
Θ n − s, r | Θ n − s, s − r | Θ n − s, n − s

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e q u e

T I m × n
r =

⎛

⎝
T 1 1 | T 1 2

− − − |  − − −
T 2 1 | T 2 2

⎞

⎠

⎛

⎝
I r | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
Θ n − r, r | Θ n − r, n − r

⎞

⎠ =

⎛

⎝
T 1 1 | Θ r, n − r

− − − |  − − − − −
T 1 2 | Θ n − r, n − r

⎞

⎠ .

P o r t a nt o,

R =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

R 1 1 | Θ r, s − r | Θ r, n − s

− − − |  − − − − − |  − − − − −
R 1 2 | Θ s − r, s − r | Θ s − r, n − s

− − − |  − − − − − |  − − − − −
R 3 1 | R 3 2 | R 3 3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e e nt ó n, a pli c a n d o o vi st o n o e x e m pl o 3. 2. 1 4, t e m o s q u e R n o n é i n v e rtı́ b el. I st o é u n a b s u r d o e,
d a q u el a, a  m atri z

I m × n
s

é ú ni c a. ��
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D e fi ni ci ´o n 3. 2. 2 0. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) c h a m a r e m o s f or m a r e d u ci d a
c o m pl et a (f or m a n or m al) d e A á ú ni c a  m at ri z I m × n

r q u e é e q ui v al e nt e c o n A .
C h á m a s e r a n g o d e A e r e p r e s é nt a s e c o m o

r a n g ( A )

a o n ú m e r o r a s o ci a d o a I m × n
r .  E st e n ú m e r o é u n i n v a ri a nt e d a  m atri z A x a q u e I m × n

r é ú ni c a
p a r a c a d a A .

O b s é r v e s e q u e e s e n ú m e r o r c oi n ci d e c o n ú m e r o d e fil a s n o n n ul a s d a f or m a gr a d u a d a r e d u-
ci d a d e A a p artir d a c al s e c al c ul a I m × n

r o u, e q ui v al e nt e m e nt e, c o n ú m e r o d e e nt r a d a s p ri n ci p ai s
d e s a f or m a.  D a q u el a, s e e xi sti s e n d ú a s f o r m a s g r a d u a d a s r e d u ci d a s d e A di sti nt a s t e r ı́ a n o  m e s-
m o n ´u m e r o d e e nt r a d a s p ri n ci p ai s.  D e f eit o, p ó d e s e p r o b a r,  m e di a nt e u n h a d e m o str a ci ó n q u e
o miti r e m o s, q u e a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d e A é ú ni c a e utili z ar e st a pr o pi e d a d e p ar a d e fi nir
o r a n g o.

Fi n al m e nt e, é e vi d e nt e q u e

r a n g ( A ) ≤ mi n { m,  n } .

T e o r e m a 3. 2. 2 1. D ú a s  m at ri c e s A,  B ∈ M m × n ( K ) s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, t e ñ e n o  m e s m o
r a n g o.

D e m o s t r a ci ´o n. S e A e B s o n e q ui v al e nt e s, a s s ú a s f o r m a s r e d u ci d a s c o m pl et a s t a m é n o s o n
e, p o r t a nt o, s o n i g u ai s. I st o i m pli c a q u e o r a n g o d e A c oi n ci d e c o d e B .  A o r e vé s, s e t e ñ e n o
m e s m o r a n g o, t e ˜n e n a  m e s m a f or m a r e d u ci d a c o m pl et a e i st o i m pli c a q u e s o n e q ui v al e nt e s.

��

C o m o c o n s e c u e n ci a i n m e di at a d e st e t e or e m a o bt e m o s o c or ol ari o s e g ui nt e:

C o r ol a ri o 3. 2. 2 2. D a d a u n h a  m at ri z A ∈ M m × n ( K ) c ú m p r e s e q u e:

1) S e P ∈ M m × m ( K ) é u n h a  m at ri z i n v e rtı́ b el, r a n g ( P A )  = r a n g ( A ).
2) S e Q ∈ M n × n ( K ) é u n h a  m at ri z i n v e rt ı́ b el, r a n g ( A Q )  = r a n g ( A ).
3) r a n g ( A )  = r a n g ( A t ) .

3. 3.  M a t ri c e s i n v e r tı́ b ei s.  C ál c ul o  d a  m a t ri z i n v e r s a

G r a z a s a o s r e s ult a d o s pr o b a d o s n a s e c ci ó n a nt e ri o r p o d e m o s o bt er u n t e or e m a q u e c ar a c-
t e ri z a t ot al m e nt e á s  m at ri c e s i n v ertı́ b ei s.  A d e m o st r a ci ó n d a s e q ui v al e n ci a s é si n x el a e d éi x a s e
c o m o e x e r ci ci o.

T e o r e m a 3. 3. 1. S e x a A u n h a  m at ri z c a d r a d a d e o r d e n n . S o n e q ui v al e nt e s:

1) A é i n v e rt ı́ b el.
2) A ∼ f I n .
3) A ∼ I n .
4) A f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a d e A t e n n e nt r a d a s p ri n ci p ai s.
5) O r a n g o d e A é n .
6) A  m at ri z A é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s.
7) A  m at ri z A é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r c ol u m n a s.
8) A  m at ri z A é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s e c ol u m n a s.
9) E xi st e u n h a  m at ri z i n v e rtı́ b el P t al q u e P A = I n .

1 0) E xi st e u n h a  m at ri z i n v e rtı́ b el Q t al q u e A Q = I n .

Te n d o e n c o nt a q u e t o d a  m atri z c a dr a d a A i n v ertı́ b el é e q ui v al e nt e p or fil a s á  m at ri z i d e n-
ti d a d e, p ar a c al c ul ar a i n v er s a d e A , c al c ul ar e m o s a  m atri z P , t al q u e P A = I n e, p o r t a nt o,
A − 1 = P .  N e st e p r o c e s o só u tili z a m o s o p er a ci ó n s p o r fil a s.  Ve x a m o s u n e x e m pl o.

3. 3.  M a t ri c e s i n v e r t ı́ b ei s.  Cá l c u l o  d a  m a t ri z i n v e r s a 5 7

E x e m pl o 3. 3. 2. S e x a a  m at ri z ⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

L o g o: �
A | I 4

�

F 4 1 ( − 1 ) , F3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 | 1 0 0 0
0 1 1 1 | −1 1 0 0
0 1 2 2 | −1 0 1 0
0 1 2 3 | −1 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 2 ( − 1 ) , F3 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 | 1  0 0 0
0 1 1 1 | −1  1 0 0
0 0 1 1 | 0 − 1 1 0
0 0 1 2 | 0 − 1 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 | 1 0 0 0
0 1 1 1 | −1 1 0 0
0 0 1 1 | 0 − 1  1 0
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 1 4 ( − 1 ) , F2 4 ( − 1 ) , F3 4 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 0 | 1 0 1 − 1
0 1 1 0 | −1 1 1 − 1
0 0 1 0 | 0 − 1 2 − 1
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 1 3 ( − 1 ) , F2 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0 0 | 1 1 − 1 0
0 1 0 0 | −1 2 − 1 0
0 0 1 0 | 0 − 1 2 − 1
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 | 2 − 1 0 0
0 1 0 0 | −1 2 − 1 0
0 0 1 0 | 0 − 1 2 − 1
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

D a q u el a,

A − 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1 0 0
− 1 2 − 1 0

0 − 1 2 − 1
0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 1) F 1 4 ( − 1) F 2 4 ( − 1) F 3 4 ( − 1)

F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1) .

O b s ´e r v e s e q u e t a m é n p o d e m o s c o m bi n ar o p er a ci ó n s c o n fil a s c o n o p er a ci ó n s c o n c ol u m n a s.
Gr a z a s a o s c ´al c ul o s a nt eri or e s s a b e m o s q u e e xi st e u n h a  m atri z

P = F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1) ,

t al q u e

P A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .



5 6 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

D e fi ni ci ´o n 3. 2. 2 0. D a d a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) c h a m a r e m o s f or m a r e d u ci d a
c o m pl et a (f or m a n or m al) d e A á ú ni c a  m at ri z I m × n

r q u e é e q ui v al e nt e c o n A .
C h á m a s e r a n g o d e A e r e p r e s é nt a s e c o m o

r a n g ( A )

a o n ú m e r o r a s o ci a d o a I m × n
r .  E st e n ú m e r o é u n i n v a ri a nt e d a  m atri z A x a q u e I m × n

r é ú ni c a
p a r a c a d a A .

O b s é r v e s e q u e e s e n ú m e r o r c oi n ci d e c o n ú m e r o d e fil a s n o n n ul a s d a f or m a gr a d u a d a r e d u-
ci d a d e A a p artir d a c al s e c al c ul a I m × n

r o u, e q ui v al e nt e m e nt e, c o n ú m e r o d e e nt r a d a s p ri n ci p ai s
d e s a f or m a.  D a q u el a, s e e xi sti s e n d ú a s f o r m a s g r a d u a d a s r e d u ci d a s d e A di sti nt a s t e r ı́ a n o  m e s-
m o n ´u m er o d e e nt r a d a s p ri n ci p ai s.  D e f eit o, p ó d e s e p r o b a r,  m e di a nt e u n h a d e m o str a ci ó n q u e
o miti r e m o s, q u e a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d e A é ú ni c a e utili z a r e st a pr o pi e d a d e p ar a d e fi ni r
o r a n g o.

Fi n al m e nt e, é e vi d e nt e q u e

r a n g ( A ) ≤ mi n { m,  n } .

T e o r e m a 3. 2. 2 1. D ú a s  m at ri c e s A,  B ∈ M m × n ( K ) s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, t e ñ e n o  m e s m o
r a n g o.

D e m o s t r a ci ´o n. S e A e B s o n e q ui v al e nt e s, a s s ú a s f o r m a s r e d u ci d a s c o m pl et a s t a m é n o s o n
e, p o r t a nt o, s o n i g u ai s. I st o i m pli c a q u e o r a n g o d e A c oi n ci d e c o d e B .  A o r e vé s, s e t e ñ e n o
m e s m o r a n g o, t e ˜n e n a  m e s m a f or m a r e d u ci d a c o m pl et a e i st o i m pli c a q u e s o n e q ui v al e nt e s.

��

C o m o c o n s e c u e n ci a i n m e di at a d e st e t e or e m a o bt e m o s o c or ol ari o s e g ui nt e:

C o r ol a ri o 3. 2. 2 2. D a d a u n h a  m at ri z A ∈ M m × n ( K ) c ú m p r e s e q u e:

1) S e P ∈ M m × m ( K ) é u n h a  m at ri z i n v e rtı́ b el, r a n g ( P A )  = r a n g ( A ).
2) S e Q ∈ M n × n ( K ) é u n h a  m at ri z i n v e rt ı́ b el, r a n g ( A Q )  = r a n g ( A ).
3) r a n g ( A )  = r a n g ( A t ) .

3. 3.  M a t ri c e s i n v e r tı́ b ei s.  C ál c ul o  d a  m a t ri z i n v e r s a

Gr a z a s a o s r e s ult a d o s pr o b a d o s n a s e c ci ó n a nt e ri o r p o d e m o s o bt er u n t e or e m a q u e c ar a c-
t e ri z a t ot al m e nt e á s  m at ri c e s i n v ertı́ b ei s.  A d e m o str a ci ó n d a s e q ui v al e n ci a s é si n x el a e d éi x a s e
c o m o e x e r ci ci o.

T e o r e m a 3. 3. 1. S e x a A u n h a  m at ri z c a d r a d a d e o r d e n n . S o n e q ui v al e nt e s:

1) A é i n v e rt ı́ b el.
2) A ∼ f I n .
3) A ∼ I n .
4) A f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a d e A t e n n e nt r a d a s p ri n ci p ai s.
5) O r a n g o d e A é n .
6) A  m at ri z A é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s.
7) A  m at ri z A é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r c ol u m n a s.
8) A  m at ri z A é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p o r fil a s e c ol u m n a s.
9) E xi st e u n h a  m at ri z i n v e rtı́ b el P t al q u e P A = I n .

1 0) E xi st e u n h a  m at ri z i n v e rtı́ b el Q t al q u e A Q = I n .

Te n d o e n c o nt a q u e t o d a  m atri z c a dr a d a A i n v ertı́ b el é e q ui v al e nt e p or fil a s á  m at ri z i d e n-
ti d a d e, p ar a c al c ul ar a i n v er s a d e A , c al c ul ar e m o s a  m atri z P , t al q u e P A = I n e, p o r t a nt o,
A − 1 = P .  N e st e p r o c e s o só u tili z a m o s o p er a ci ó n s p o r fil a s.  Ve x a m o s u n e x e m pl o.

3. 3.  M a t ri c e s i n v e r t ı́ b ei s.  Cá l c u l o  d a  m a t ri z i n v e r s a 5 7

E x e m pl o 3. 3. 2. S e x a a  m at ri z ⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

L o g o: �
A | I 4

�

F 4 1 ( − 1 ) , F3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 | 1 0 0 0
0 1 1 1 | −1 1 0 0
0 1 2 2 | −1 0 1 0
0 1 2 3 | −1 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 2 ( − 1 ) , F3 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 | 1  0 0 0
0 1 1 1 | −1  1 0 0
0 0 1 1 | 0 − 1 1 0
0 0 1 2 | 0 − 1 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 | 1 0 0 0
0 1 1 1 | −1 1 0 0
0 0 1 1 | 0 − 1  1 0
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 1 4 ( − 1 ) , F2 4 ( − 1 ) , F3 4 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 0 | 1 0 1 − 1
0 1 1 0 | −1 1 1 − 1
0 0 1 0 | 0 − 1 2 − 1
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 1 3 ( − 1 ) , F2 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0 0 | 1 1 − 1 0
0 1 0 0 | −1 2 − 1 0
0 0 1 0 | 0 − 1 2 − 1
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 | 2 − 1 0 0
0 1 0 0 | −1 2 − 1 0
0 0 1 0 | 0 − 1 2 − 1
0 0 0 1 | 0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

D a q u el a,

A − 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1 0 0
− 1 2 − 1 0

0 − 1 2 − 1
0 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

F 1 2 ( − 1) F 1 3 ( − 1) F 2 3 ( − 1) F 1 4 ( − 1) F 2 4 ( − 1) F 3 4 ( − 1)

F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1) .

O b s ´e r v e s e q u e t a m é n p o d e m o s c o m bi n ar o p er a ci ó n s c o n fil a s c o n o p er a ci ó n s c o n c ol u m n a s.
G r a z a s a o s c ´al c ul o s a nt eri or e s s a b e m o s q u e e xi st e u n h a  m atri z

P = F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1) ,

t al q u e

P A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .
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F a g a m o s a c o nti n u a ci ó n o p e r a ci ó n s p o r c ol u m n a s p ar a c o n v ert er a  m atri z P A n a  m at ri z
i d e nti d a d e. ⎛

⎝
P A

−
I 4

⎞

⎠

C 2 1 ( − 1 ) , C3 1 ( − 1 ) , C4 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
− − − −
1 − 1 − 1 − 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

C 3 2 ( − 1 ) , C4 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1
− − − −
1 − 1 0 0
0 1 − 1 − 1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

C 4 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
− − − −
1 − 1 0 0
0 1 − 1 0
0 0 1 − 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

P o r t a nt o, P  A Q = I n , o n d e

Q = C 2 1 ( − 1) C 3 1 ( − 1) C 4 1 ( − 1) C 3 2 ( − 1) C 4 2 ( − 1) C 4 3 ( − 1)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 − 1 0 0
0 1 − 1 0
0 0 1 − 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e, a d e m ai s,

A − 1 = ( P − 1 Q − 1 ) − 1 = Q P.

N o t a 3. 3. 3. É  m oi i m p o rt a nt e q u e, n o c a s o d e u s ar o p er a ci ó n s p o r fil a s e o p er a ci ó n s p o r
c ol u m n a s, n o n a s  m e st ur e m o s.  P ar a a s p ri m eir a s utili z ar e m o s a  m atri z P e p ar a a s s e g u n d a s, a
m at ri z Q .

3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e c ál c ul o

O s d et e r mi n a nt e s i nt r o d u ci r é m ol o s  m e di a nt e u n pr o c e s o i n d uti v o d a f or m a s e g ui nt e:

D e fi ni ci ´o n 3. 4. 1. P ar a u n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a 1 1 ) d e o r d e 1 d efı́ n e s e o d et e r mi n a nt e d e
A , d e n ot a d o p or d et(A ) o u |A |, c o m o

d et( A ) = a 1 1 .

C o ñ e ci d o o v al o r d o d et er mi n a nt e d e c al q u er a  m atri z c a dr a d a d e or d e ( n − 1), p ar a u n h a
m at ri z c a dr a d a d e or d e n

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a n 1 a n 2 ··· a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e  c á l c u l o 5 9

c h á m a s e c of a ct or d o c o e fi ci e nt e a i j , d e n ot a d o p or A i j , a

A i j = ( − 1) i+ j d e t( M i j )

s e n d o M i j a  m at ri z  m atri z c a dr a d a d e or d e n − 1 q u e r e s ult a a o s u pri mi r e n A a fil a i-é si m a e
a c ol u m n a j -é si m a.

O d et er mi n a nt e d e A d ef ı́ n e s e c o m o

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + a n 1 A 1 n .

E st a d e fi ni ci ó n q u e a c a b a m o s d e d ar d e d et er mi n a nt e c o ñ é c e s e c o m o d e s e n v ol v e m e nt o d e
L a pl a c e d o d et er mi n a nt e p ol a pri m eir a c ol u m n a d a  m atri z A .  C o m o c o n s e c u e n ci a i n m e di at a
d e st a d e fi ni ci ó n t e n s e q u e

d et( I n ) = 1 .

E x e m pl o 3. 4. 2. P ar a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) c a d r a d a d e or d e d o u s t e m o s q u e

d et( A ) = d et

�
�
�
�

a 1 1 a 1 2

a 2 1 a 2 2

�
�
�
� = a 1 1 A 1 1 + a 2 1 A 2 1 = a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1 .

D e st a f o r m a, c o m o s a b e m o s c al c ul ar d et er mi n a nt e s d e  m atri c e s c a dr a d a s d e or d e d o u s,
p o d e m o s c al c ul ar d et er mi n a nt e s d e  m atri c e s c a dr a d a s d e or d e tr e s d o s e g ui nt e x eit o:

d et( A ) =

�
�
�
�
�
�

a 1 1 a 1 2 a 1 3

a 2 1 a 2 2 a 2 3

a 3 1 a 3 2 a 3 3

�
�
�
�
�
�

= a 1 1 A 1 1 + a 2 1 A 2 1 + a 3 1 A 3 1 =

a 1 1

�
�
�
�

a 2 2 a 2 3

a 3 2 a 3 3

�
�
�
� − a 2 1

�
�
�
�

a 1 2 a 1 3

a 3 2 a 3 3

�
�
�
� + a 3 1

�
�
�
�

a 1 2 a 1 3

a 2 2 a 2 3

�
�
�
� =

a 1 1 ( a 2 2 a 3 3 − a 2 3 a 3 2 ) − a 2 1 ( a 1 2 a 3 3 − a 3 2 a 1 3 ) + a 3 1 ( a 1 2 a 2 3 − a 2 2 a 1 3 ) =

a 1 1 a 2 2 a 3 3 + a 1 2 a 2 3 a 3 1 + a 1 3 a 2 1 a 3 2 − a 1 3 a 2 2 a 3 1 − a 1 1 a 2 3 a 3 2 − a 1 2 a 2 1 a 3 3

o bt e n d o a r e gr a d e S arr u s.  A c o nti n u a ci ó n c al c ul a ri a m o s d et er mi n a nt e s d e or d e c atr o e a s ı́,
s u c e si v a m e nt e. S e x a, p or e x e m pl o,

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
0 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

E nt ó n,

d et( A ) = 0. A1 1 + 1 . A2 1 + 1 . A3 1 + 0 . A4 1 = ( − 1) 1 + 2 d e t( M 2 1 ) + ( − 1) 1 + 3 d e t( M 3 1 ) =

−

�
�
�
�
�
�

1 1 1
2 3 3
2 3 4

�
�
�
�
�
�
+

�
�
�
�
�
�

1 1 1
2 2 2
2 3 4

�
�
�
�
�
�

=

− ( 1 2 + 6 + 6 − 6 − 9 − 8) + ( 8 + 6 + 4 − 4 − 6 − 8)  = − 1 .

A f ó r m ul a d o d e s e n v ol v e m e nt o d e  L a pl a c e d e s crit a n a d e fi ni ci ´o n p ó d e s e o pti mi z ar s e pr o b a-
m o s al g u n h a s p r o pi e d a d e s i nt er e s a nt e s d o s d et er mi n a nt e s.  E n u n ci ar ´ e m ol a s e p r o b ar é m ol a s n a s
p r o p o si ci ó n s s e g ui nt e s n a s c al e s a fil a i d u n h a  m atri z c a dr a d a A d e n ot ar a s e c o m o

A i = ( a i1 a i2 ··· a i n ) .

P r o p o si ci ó n  3. 4. 3. S e x a n t r e s  m at ri c e s c a d r a d a s d a  m e s m a o r d e, A , A e A , t al e s q u e t e ñ e n
t o d a s a s fil a s i g u ai s, s al v o a fil a i. S e a fil a i d e A é a s u m a d a fil a s i d e A e A , e nt ó n

d et( A )  = d et( A )  + d et( A ).
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F a g a m o s a c o nti n u a ci ó n o p e r a ci ó n s p o r c ol u m n a s p ar a c o n v ert er a  m atri z P A n a  m at ri z
i d e nti d a d e. ⎛

⎝
P A

−
I 4

⎞

⎠

C 2 1 ( − 1 ) , C3 1 ( − 1 ) , C4 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
− − − −
1 − 1 − 1 − 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

C 3 2 ( − 1 ) , C4 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1
− − − −
1 − 1 0 0
0 1 − 1 − 1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

C 4 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
− − − −
1 − 1 0 0
0 1 − 1 0
0 0 1 − 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

P or t a nt o, P  A Q = I n , o n d e

Q = C 2 1 ( − 1) C 3 1 ( − 1) C 4 1 ( − 1) C 3 2 ( − 1) C 4 2 ( − 1) C 4 3 ( − 1)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 − 1 0 0
0 1 − 1 0
0 0 1 − 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e, a d e m ai s,

A − 1 = ( P − 1 Q − 1 ) − 1 = Q P.

N o t a 3. 3. 3. É  m oi i m p o rt a nt e q u e, n o c a s o d e u s ar o p er a ci ó n s p o r fil a s e o p e r a ci ó n s p o r
c ol u m n a s, n o n a s  m e st ur e m o s.  P ar a a s p ri m eir a s utili z ar e m o s a  m atri z P e p ar a a s s e g u n d a s, a
m at ri z Q .

3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e c ál c ul o

O s d et e r mi n a nt e s i nt r o d u ci r é m ol o s  m e di a nt e u n pr o c e s o i n d uti v o d a f or m a s e g ui nt e:

D e fi ni ci ´o n 3. 4. 1. P ar a u n h a  m atri z c a dr a d a A = ( a 1 1 ) d e o r d e 1 d efı́ n e s e o d et e r mi n a nt e d e
A , d e n ot a d o p or d et(A ) o u |A |, c o m o

d et( A ) = a 1 1 .

C o ñ e ci d o o v al o r d o d et er mi n a nt e d e c al q u er a  m atri z c a dr a d a d e or d e ( n − 1), p ar a u n h a
m atri z c a dr a d a d e or d e n

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
a n 1 a n 2 ··· a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e  c á l c u l o 5 9

c h á m a s e c of a ct o r d o c o e fi ci e nt e a i j , d e n ot a d o p o r A i j , a

A i j = ( − 1) i+ j d e t( M i j )

s e n d o M i j a  m at ri z  m at ri z c a dr a d a d e or d e n − 1 q u e r e s ult a a o s u p ri mi r e n A a fil a i-é si m a e
a c ol u m n a j -é si m a.

O d et e r mi n a nt e d e A d ef ı́ n e s e c o m o

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + a n 1 A 1 n .

E st a d e fi ni ci ó n q u e a c a b a m o s d e d ar d e d et er mi n a nt e c o ñ é c e s e c o m o d e s e n v ol v e m e nt o d e
L a pl a c e d o d et er mi n a nt e p ol a pri m eir a c ol u m n a d a  m atri z A .  C o m o c o n s e c u e n ci a i n m e di at a
d e st a d e fi ni ci ó n t e n s e q u e

d et( I n ) = 1 .

E x e m pl o 3. 4. 2. P ar a u n h a  m at ri z A = ( a i j ) c a d r a d a d e or d e d o u s t e m o s q u e

d et( A ) = d et

�
�
�
�

a 1 1 a 1 2

a 2 1 a 2 2

�
�
�
� = a 1 1 A 1 1 + a 2 1 A 2 1 = a 1 1 a 2 2 − a 1 2 a 2 1 .

D e st a f o r m a, c o m o s a b e m o s c al c ul ar d et er mi n a nt e s d e  m atri c e s c a dr a d a s d e or d e d o u s,
p o d e m o s c al c ul ar d et er mi n a nt e s d e  m atri c e s c a dr a d a s d e or d e tr e s d o s e g ui nt e x eit o:

d et( A ) =

�
�
�
�
�
�

a 1 1 a 1 2 a 1 3

a 2 1 a 2 2 a 2 3

a 3 1 a 3 2 a 3 3

�
�
�
�
�
�

= a 1 1 A 1 1 + a 2 1 A 2 1 + a 3 1 A 3 1 =

a 1 1

�
�
�
�

a 2 2 a 2 3

a 3 2 a 3 3

�
�
�
� − a 2 1

�
�
�
�

a 1 2 a 1 3

a 3 2 a 3 3

�
�
�
� + a 3 1

�
�
�
�

a 1 2 a 1 3

a 2 2 a 2 3

�
�
�
� =

a 1 1 ( a 2 2 a 3 3 − a 2 3 a 3 2 ) − a 2 1 ( a 1 2 a 3 3 − a 3 2 a 1 3 ) + a 3 1 ( a 1 2 a 2 3 − a 2 2 a 1 3 ) =

a 1 1 a 2 2 a 3 3 + a 1 2 a 2 3 a 3 1 + a 1 3 a 2 1 a 3 2 − a 1 3 a 2 2 a 3 1 − a 1 1 a 2 3 a 3 2 − a 1 2 a 2 1 a 3 3

o bt e n d o a r e g r a d e S arr u s.  A c o nti n u a ci ó n c al c ul a ri a m o s d et er mi n a nt e s d e or d e c atr o e a s ı́,
s u c e si v a m e nt e. S e x a, p or e x e m pl o,

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
0 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

E nt ó n,

d et( A ) = 0. A1 1 + 1 . A2 1 + 1 . A3 1 + 0 . A4 1 = ( − 1) 1 + 2 d e t( M 2 1 ) + ( − 1) 1 + 3 d e t( M 3 1 ) =

−

�
�
�
�
�
�

1 1 1
2 3 3
2 3 4

�
�
�
�
�
�
+

�
�
�
�
�
�

1 1 1
2 2 2
2 3 4

�
�
�
�
�
�

=

− ( 1 2 + 6 + 6 − 6 − 9 − 8) + ( 8 + 6 + 4 − 4 − 6 − 8)  = − 1 .

A f ó r m ul a d o d e s e n v ol v e m e nt o d e  L a pl a c e d e s c rit a n a d e fi ni ci ´o n p ó d e s e o pti mi z a r s e pr o b a-
m o s al g u n h a s p r o pi e d a d e s i nt er e s a nt e s d o s d et er mi n a nt e s.  E n u n ci ar ´ e m ol a s e p r o b ar é m ol a s n a s
p r o p o si ci ó n s s e g ui nt e s n a s c al e s a fil a i d u n h a  m atri z c a dr a d a A d e n ot ar a s e c o m o

A i = ( a i1 a i2 ··· a i n ) .

P r o p o si ci ó n  3. 4. 3. S e x a n t r e s  m at ri c e s c a d r a d a s d a  m e s m a o r d e, A , A e A , t al e s q u e t e ñ e n
t o d a s a s fil a s i g u ai s, s al v o a fil a i. S e a fil a i d e A é a s u m a d a fil a s i d e A e A , e nt ó n

d et( A )  = d et( A )  + d et( A ).



6 0 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

D e m o s t r a ci ´o n. A p r o pi e d a d e p r o b ar ´e m ol a p or i n d u ci ó n.  P a r a n = 1 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ á m ol a
c e rt a p a r a n − 1 e pr o b e m o s a p r o pi e d a d e p ar a n .  Te m o s q u e

d et( A )  = d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + a i1 A i1 + ··· + a n 1 A n 1 =

a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a 1 n ( − 1) 1 + n d e t( M 1 n ) .

P a r a k �= i t e m o s q u e M k 1 , M k 1 e M k 1 s o n t al e s q u e t e ñ e n t o d a s a s fil a s i g u ai s s al v o u n h a
fil a.  E s a fil a di sti nt a d e M k 1 é a s u m a d a s r e s p e cti v a s fil a s d e M k 1 y M k 1 , e ntó n

d et( M k 1 )  = d et( M k 1 )  + d et( M k 1 )

p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n.  D e st a f o r m a,

d et( A ) = a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a 1 n ( − 1) 1 + n d e t( M 1 n ) =

a 1 1 ( − 1) 1 + 1 ( d et( M 1 1 )  + d et( M 1 1 ) )  + ··· + ( a i1 + a i1 ) ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ···

··· + a n 1 ( − 1) 1 + n ( d et( M n 1 )  + d et( M n 1 ) )  =

(a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a n 1 ( − 1) 1 + n d e t( M n 1 ) )

+( a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a 1 n ( − 1) 1 + n d e t( M 1 n ) )  =

d et( A )  + d et( A ).

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 4. S e u n h a  m at ri z c a d r a d a t e n d ú a s fil a s c o n s e c uti v a s i g u ai s, o s e u d et e r mi-
n a nt e v al e c e r o.  C o m o c o n s e c u e n ci a di st o, s e s e i nt e r c a m bi a n d ú a s fil a s d u n h a  m at ri z c a d r a d a
A , o s e u d et e r mi n a nt e c a m bi a d e si g n o.

D e m o s t r a ci ´o n. Ve x a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e, s e u n h a  m atri z c a dr a d a t e n d ´u a s fil a s c o n s e-
c uti v a s i g u ai s, o s e u d et er mi n a nt e v al e c er o.  F ar é m ol o o ut r a v e z p or i n d u ci ó n s o b r e o n ú m e r o
d e fil a s n .  P a r a n = 2 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ a m o s q u e é c e rt o p a r a n − 1 e pr o b e m o s a p r o pi e d a d e
p a r a n . S e a s fil a s c o n s e c uti v a s s o n a fil a i e a fil a i + 1, t e m o s q u e:

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + a i1 A i1 + a i1 A i+ 1 1 + ··· + a n 1 A n 1 .

A g o r a b e n, p a r a k �= i, i + 1 c ú m p r e s e a i g u al d a d e A k 1 = ( − 1) 1 + k d e t( M k 1 )  = 0 x a q u e
M k 1 t e n d ú a s fil a s i g u ai s e é c a d r a d a d e o r d e n − 1.  D o utr a b a n d a,

A i1 = ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) , Ai+ 1 ,1 = ( − 1) 2 + i d e t( M i+ 1 ,1 )

e, c o m o M i1 = M i+ 1 ,1 , o bt e n s e q u e A i1 = − A i+ 1 ,1 e i st o i m pli c a q u e d et( A ) = 0.
Utili z a n d o e st a p r o pi e d a d e q u e a c a b a m o s d e pr o b ar x u nt o c o a  Pr o p o si ci ó n 3. 4. 3, t e m o s q u e
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3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e  c á l c u l o 6 1
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P or t a nt o,
�
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⎜
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⎜
⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
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⎠
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��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 5. S e u n h a  m at ri z c a d r a d a t e n d ú a s fil a s i g u ai s, o s e u d et e r mi n a nt e v al e c e r o.

D e m o s t r a ci ´o n. E st e r e s ult a d o é c o n s e c u e n ci a tri vi al d o a nt eri or.

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 6. S e u n h a  m at ri z c a d r a d a t e n u n h a fil a d e c e r o s o s e u d et e r mi n a nt e é  n ul o.

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o e n c a s o s a nt eri or e s, o r e s ult a d o p r ó b a s e p o r i n d u ci ó n.  P a r a n = 1 ´e e vi-
d e nt e. S u p o ñ a m o s q u e é c e rt o p a r a n − 1 e pr o b e m o s a p r o pi e d a d e p ar a n . S e a fil a n ul a é a fil a
i t e m o s q u e

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + 0 . Ai1 + ··· + a n 1 A n 1 .

A g o r a b e n, p ar a k �= i c ú m p r e s e a i g u al d a d e A k 1 = ( − 1) 1 + k d e t( M k 1 )  = 0, x a q u e M k 1 t e n
u n h a fil a d e c er o s e é c a d r a d a d e or d e n − 1. I st o i m pli c a q u e d et( A ) = 0. ��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 7. S e s e  m ulti pli c a u n h a fil a d u n h a  m at ri z c a d r a d a A p o r u n e s c al a r, o d et e r-
mi n a nt e q u e d a  m ulti pli c a d o p o r e s e e s c al a r.

D e m o s t r a ci ´o n. O utr a v e z utili z a m o s o  m é t o d o d e i n d u ci ´o n.  P ar a n = 1 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ a m o s
q u e é c e rt o p a r a n − 1 e pr o b e m o s o r e s ult a d o p ar a n . S e a fil a  m ulti pli c a d a p ol o e s c al ar α é a
fil a i e A é a  m at ri z r e s ult a nt e tr a s e s a o p er a ci ó n, t e m o s q u e:

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + α a i1 A i1 + ··· + a n 1 A n 1 .

E nt ó n, p a r a k �= i, cú m p r e s e a i g u al d a d e A k 1 = α A k 1 p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n e, a d e m ai s,
A i1 = A i1 .  P o r t a nt o,

d et( A ) = α a 1 1 A 1 1 + ··· + α a i1 A i1 + ··· + α a n 1 A n 1 = α d et( A ).

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 8. S e a u n h a fil a d u n h a  m at ri z c a d r a d a s u m á m o sll e u n  m últi pl o d o ut r a fil a, o
v al o r d o d et e r mi n a nt e n o n v a rı́ a.



6 0 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

D e m o s t r a ci ´o n. A p r o pi e d a d e p r o b ar ´e m ol a p or i n d u ci ó n.  P a r a n = 1 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ á m ol a
c e rt a p a r a n − 1 e pr o b e m o s a p r o pi e d a d e p ar a n .  Te m o s q u e

d et( A )  = d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + a i1 A i1 + ··· + a n 1 A n 1 =

a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a 1 n ( − 1) 1 + n d e t( M 1 n ) .

P a r a k �= i t e m o s q u e M k 1 , M k 1 e M k 1 s o n t al e s q u e t e ñ e n t o d a s a s fil a s i g u ai s s al v o u n h a
fil a.  E s a fil a di sti nt a d e M k 1 é a s u m a d a s r e s p e cti v a s fil a s d e M k 1 y M k 1 , e ntó n

d et( M k 1 )  = d et( M k 1 )  + d et( M k 1 )

p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n.  D e st a f o r m a,

d et( A ) = a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a 1 n ( − 1) 1 + n d e t( M 1 n ) =

a 1 1 ( − 1) 1 + 1 ( d et( M 1 1 )  + d et( M 1 1 ) )  + ··· + ( a i1 + a i1 ) ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ···

··· + a n 1 ( − 1) 1 + n ( d et( M n 1 )  + d et( M n 1 ) )  =

(a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a n 1 ( − 1) 1 + n d e t( M n 1 ) )

+( a 1 1 ( − 1) 1 + 1 d e t( M 1 1 ) + ··· + a i1 ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) + ··· + a 1 n ( − 1) 1 + n d e t( M 1 n ) )  =

d et( A )  + d et( A ).

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 4. S e u n h a  m at ri z c a d r a d a t e n d ú a s fil a s c o n s e c uti v a s i g u ai s, o s e u d et e r mi-
n a nt e v al e c e r o.  C o m o c o n s e c u e n ci a di st o, s e s e i nt e r c a m bi a n d ú a s fil a s d u n h a  m at ri z c a d r a d a
A , o s e u d et e r mi n a nt e c a m bi a d e si g n o.

D e m o s t r a ci ´o n. Ve x a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e, s e u n h a  m atri z c a dr a d a t e n d ´u a s fil a s c o n s e-
c uti v a s i g u ai s, o s e u d et er mi n a nt e v al e c er o.  F ar é m ol o o ut r a v e z p or i n d u ci ó n s o b r e o n ú m e r o
d e fil a s n .  P ar a n = 2 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ a m o s q u e é c e rt o p a r a n − 1 e pr o b e m o s a p r o pi e d a d e
p ar a n . S e a s fil a s c o n s e c uti v a s s o n a fil a i e a fil a i + 1, t e m o s q u e:

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + a i1 A i1 + a i1 A i+ 1 1 + ··· + a n 1 A n 1 .

A g o r a b e n, p ar a k �= i, i + 1 c ú m p r e s e a i g u al d a d e A k 1 = ( − 1) 1 + k d e t( M k 1 )  = 0 x a q u e
M k 1 t e n d ú a s fil a s i g u ai s e é c a d r a d a d e o r d e n − 1.  D o utr a b a n d a,

A i1 = ( − 1) 1 + i d e t( M i1 ) , Ai+ 1 ,1 = ( − 1) 2 + i d e t( M i+ 1 ,1 )

e, c o m o M i1 = M i+ 1 ,1 , o bt e n s e q u e A i1 = − A i+ 1 ,1 e i st o i m pli c a q u e d et( A ) = 0.
Utili z a n d o e st a p r o pi e d a d e q u e a c a b a m o s d e pr o b ar x u nt o c o a  Pr o p o si ci ó n 3. 4. 3, t e m o s q u e
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�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

A 1

...
A i

A i+ 1

...
A n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

+

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

A 1

...
A i+ 1

A i

...
A n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

.

P o r t a nt o,
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

A 1

...
A i

A i+ 1

...
A n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= −

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

A 1

...
A i+ 1

A i

...
A n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

.

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 5. S e u n h a  m at ri z c a d r a d a t e n d ú a s fil a s i g u ai s, o s e u d et e r mi n a nt e v al e c e r o.

D e m o s t r a ci ´o n. E st e r e s ult a d o é c o n s e c u e n ci a t ri vi al d o a nt eri or.

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 6. S e u n h a  m at ri z c a d r a d a t e n u n h a fil a d e c e r o s o s e u d et e r mi n a nt e é  n ul o.

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o e n c a s o s a nt eri or e s, o r e s ult a d o p r ó b a s e p o r i n d u ci ó n.  P a r a n = 1 ´e e vi-
d e nt e. S u p o ñ a m o s q u e é c e rt o p a r a n − 1 e pr o b e m o s a p r o pi e d a d e p ar a n . S e a fil a n ul a é a fil a
i t e m o s q u e

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + 0 . Ai1 + ··· + a n 1 A n 1 .

A g o r a b e n, p a r a k �= i c ú m p r e s e a i g u al d a d e A k 1 = ( − 1) 1 + k d e t( M k 1 )  = 0, x a q u e M k 1 t e n
u n h a fil a d e c er o s e é c a d r a d a d e o r d e n − 1. I st o i m pli c a q u e d et( A ) = 0. ��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 7. S e s e  m ulti pli c a u n h a fil a d u n h a  m at ri z c a d r a d a A p o r u n e s c al a r, o d et e r-
mi n a nt e q u e d a  m ulti pli c a d o p o r e s e e s c al a r.

D e m o s t r a ci ´o n. O utr a v e z utili z a m o s o  m é t o d o d e i n d u ci ´o n.  P ar a n = 1 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ a m o s
q u e é c e rt o p a r a n − 1 e pr o b e m o s o r e s ult a d o p ar a n . S e a fil a  m ulti pli c a d a p ol o e s c al ar α é a
fil a i e A é a  m at ri z r e s ult a nt e t r a s e s a o p er a ci ó n, t e m o s q u e:

d et( A ) = a 1 1 A 1 1 + ··· + α a i1 A i1 + ··· + a n 1 A n 1 .

E nt ó n, p a r a k �= i, cú m p r e s e a i g u al d a d e A k 1 = α A k 1 p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n e, a d e m ai s,
A i1 = A i1 .  P o r t a nt o,

d et( A ) = α a 1 1 A 1 1 + ··· + α a i1 A i1 + ··· + α a n 1 A n 1 = α d et( A ).

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 8. S e a u n h a fil a d u n h a  m at ri z c a d r a d a s u m á m o sll e u n  m últi pl o d o ut r a fil a, o
v al o r d o d et e r mi n a nt e n o n v a rı́ a.
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D e m o s t r a ci ´o n. A pli c a n d o q u e u n h a  m atri z c o n d ´u a s fil a s i g u ai s t e n d et er mi n a nt e n ul o e a s
P r o p o si ci ó n s 3. 4. 3 e 3. 4. 7, t e n s e q u e
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= d et( A ).
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N o t a 3. 4. 9. D o s r e s ult a d o s a nt eri or e s s é g u e s e d e f o r m a t ri vi al q u e

d et( F i j )  = d et( F t
i j ) = − 1 , d et( F i ( α ))  = d et( F i ( α ) t ) = α, d et( F i j ( α ))  = d et( F i j ( α ) t ) = 1 .

A d e m ai s, p ar a t o d a  m atri z c a dr a d a B d e or d e n t e n s e q u e

d et( F i j B ) = − d et( B )  = d et( F i j ) d et( B ),

d et( F i ( α )B ) = α d et( B )  = d et( F i ( α )) d et( B ),

e
d et( F i j ( α ) B )  = d et( B )  = d et( F i j ( α )) d et( B ).

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 0. U n h a  m at ri z A é i n v e rtı́ b el, s e, e s ó s e, d et( A ) �= 0 .

D e m o s t r a ci ´o n. T o d a  m at ri z A i n v ertı́ b el é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p er a ció n s el e m e nt ai s p or
fil a s

F r F r − 1 ··· F 1 = A.

P ol o vi st o n a n ot a a nt e ri o r, t e m o s q u e, s e B é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n , e ntó n
d et( F B )  = d et( F ) d et( B ) p ar a t o d a  m atri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s F .  C o m o c o n s e-
c u e n ci a,

d et( A )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ··· F 1 )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ··· F 1 ) = ··· =

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 ) �= 0 .

S u p o ñ a m o s q u e A n o n é i n v e rtı́ b el.  E nt ó n é e q ui v al e nt e p or fil a s a u n h a  m at ri z c a d r a d a d e
o r d e n gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s c o n al g u n h a d el a s n ul a, x a q u e o r a n g o d e A t e n q u e s er
m e n o r q u e n . S e x a H A a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a c o n p ol o  m e n o s u n h a fil a n ul a.  Te m o s q u e
A ∼ f H A e i st o i m pli c a q u e e xi st e n  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s, t al e s q u e

F s F s − 1 ··· F 1 A = H A

I st o i m pli c a q u e

d et( F s ) d et( F s − 1 ) ··· d et( F 1 ) d et( A )  = d et( H A ) = 0

e, p o r t a nt o, o d et er mi n a nt e d e A é n ul o.

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 1. S e A e B s o n d ú a s  m at ri c e s c a d r a d a s, t e n s e q u e

d et( A B )  = d et( A ) d et( B ).

C o m o c o n s e c u e n ci a, s e A é i n v e rtı́ b el

d et( A − 1 ) =
1

d et( A )
.

3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e  c á l c u l o 6 3

D e m o s t r a ci ´o n. S e d et( A ) o u d et( B ) s o n n ul o s, e nt ó n d et( A B ) t a m é n o é. I st o é a s ı́ x a q u e, s e
e xi st e ( A B ) − 1 , t e n s e q u e

A B (A B ) − 1 = I n , ( A B ) − 1 A B = I n

o q u e i m pli c a q u e A e B s o n i n v ert ı́ b ei s, o c al é u n a b s u r d o. S e A é i n v e rt ı́ b el, é p r o d ut o d e
m atri c e s d e o p er a ci ´o n s el e m e nt ai s p or fil a s

F r F r − 1 ··· F 1 = A.

D a q u el a,

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 )  = d et( A )

e

d et( A B )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ··· F 1 B )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ··· F 1 B ) = ··· =

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 ) d et( B )  = d et( A ) d et( B ).

A i g u al d a d e

d et( A − 1 ) =
1

d et( A )

é c o n s e c u e n ci a d e q u e A − 1 A = I n . ��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 2. O d et e r mi n a nt e d u n h a  m at ri z c a d r a d a c oi n ci d e c o d a s ú a t r a s p o st a.

D e m o s t r a ci ´o n. S e A n o n é i n v e rt ı́ b el, e ntó n t a m p o u c o o é A t e, e nt ó n, o r e s ult a d o é c e rt o x a
q u e d et( A )  = d et( A t ) = 0. S e A é i n v e rt ı́ b el, é p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ció n s el e m e nt ai s
p or fil a s.

F r F r − 1 ··· F 1 = A.

D a q u el a,

d et( A t )  = d et( F t
1 ) ··· d et( F t

r − 2 ) d et( F t
r − 1 ) d et( F t

r ) =

d et( F 1 ) ··· d et( F r − 2 ) d et( F r − 1 ) d et( F r ) =

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 )  = d et( A ).

��

Utili z a n d o a p r o pi e d a d e d e q u e d et( A )  = d et( A t ), p o d e m o s d e m o str ar d e f or m a si n x el a q u e
t o d o s o s r e s ult a d o s a nt eri or e s q u e i n v ol u cr a n fil a s t a m é n a s t e m o s p ar a c ol u m n a s.

C o r ol a ri o 3. 4. 1 3. C ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) S e x a n t r e s  m at ri c e s c a d r a d a s d a  m e s m a o r d e, A , A � e A ��, t al e s q u e t e ñ e n t o d a s a s c o-
l u m n a s i g u ai s, s al v o a c ol u m n a j . S e a c ol u m n a j d e A é a s u m a d a s c ol u m n a s j d e A � e
A ��, e nt ó n

d et( A )  = d et( A �)  + d et( A ��) .

2) S e u n h a  m at ri z c a d r a d a A t e n d ú a s c ol u m n a s i g u ai s, o s e u d et e r mi n a nt e v al e c e r o.
3) S e s e i nt e r c a m bi a n d ú a s c ol u m n a s d u n h a  m at ri z c a d r a d a A , o s e u d et e r mi n a nt e c a m bi a

d e si g n o.
4) S e u n h a  m at ri z c a d r a d a A t e n u n h a c ol u m n a d e c e r o s, o s e u d et e r mi n a nt e é  n ul o.
5) S e s e  m ulti pli c a u n h a c ol u m n a d u n h a  m at ri z c a d r a d a A p o r u n e s c al a r, o d et e r mi n a nt e

q u e d a  m ulti pli c a d o p o r e s e e s c al a r.
6) S e a u n h a c ol u m n a d u n h a  m at ri z c a d r a d a A s u m á m o sll e u n  m últi pl o d o ut r a c ol u m n a, o

v al o r d o d et e r mi n a nt e n o n v a rı́ a.

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 4. O d et e r mi n a nt e d u n h a  m at ri z c a d r a d a p ó d e s e d e s e n v ol v e r p o r c al q u e r a
d a s s ú a s fil a s o u c ol u m n a s.
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D e m o s t r a ci ´o n. A pli c a n d o q u e u n h a  m atri z c o n d ´u a s fil a s i g u ai s t e n d et er mi n a nt e n ul o e a s
Pr o p o si ci ó n s 3. 4. 3 e 3. 4. 7, t e n s e q u e
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= d et( A ).
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N o t a 3. 4. 9. D o s r e s ult a d o s a nt eri or e s s é g u e s e d e f o r m a t ri vi al q u e

d et( F i j )  = d et( F t
i j ) = − 1 , d et( F i ( α ))  = d et( F i ( α ) t ) = α, d et( F i j ( α ))  = d et( F i j ( α ) t ) = 1 .

A d e m ai s, p ar a t o d a  m atri z c a dr a d a B d e or d e n t e n s e q u e

d et( F i j B ) = − d et( B )  = d et( F i j ) d et( B ),

d et( F i ( α )B ) = α d et( B )  = d et( F i ( α )) d et( B ),

e
d et( F i j ( α ) B )  = d et( B )  = d et( F i j ( α )) d et( B ).

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 0. U n h a  m at ri z A é i n v e rtı́ b el, s e, e s ó s e, d et( A ) �= 0 .

D e m o s t r a ci ´o n. T o d a  m at ri z A i n v ertı́ b el é p r o d ut o d e  m at ri c e s d e o p er a ció n s el e m e nt ai s p o r
fil a s

F r F r − 1 ··· F 1 = A.

P ol o vi st o n a n ot a a nt e ri o r, t e m o s q u e, s e B é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e o r d e n , e ntó n
d et( F B )  = d et( F ) d et( B ) p ar a t o d a  m atri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s F .  C o m o c o n s e-
c u e n ci a,

d et( A )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ··· F 1 )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ··· F 1 ) = ··· =

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 ) �= 0 .

S u p o ñ a m o s q u e A n o n é i n v e rtı́ b el.  E nt ó n é e q ui v al e nt e p or fil a s a u n h a  m at ri z c a d r a d a d e
or d e n gr a d u a d a r e d u ci d a p or fil a s c o n al g u n h a d el a s n ul a, x a q u e o r a n g o d e A t e n q u e s er
m e n or q u e n . S e x a H A a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a c o n p ol o  m e n o s u n h a fil a n ul a.  Te m o s q u e
A ∼ f H A e i st o i m pli c a q u e e xi st e n  m atri c e s d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s, t al e s q u e

F s F s − 1 ··· F 1 A = H A

I st o i m pli c a q u e

d et( F s ) d et( F s − 1 ) ··· d et( F 1 ) d et( A )  = d et( H A ) = 0

e, p o r t a nt o, o d et er mi n a nt e d e A é n ul o.

��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 1. S e A e B s o n d ú a s  m at ri c e s c a d r a d a s, t e n s e q u e

d et( A B )  = d et( A ) d et( B ).

C o m o c o n s e c u e n ci a, s e A é i n v e rtı́ b el

d et( A − 1 ) =
1

d et( A )
.

3. 4.  D e t e r mi n a n t e  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a.  P r o pi e d a d e s e  c á l c u l o 6 3

D e m o s t r a ci ´o n. S e d et( A ) o u d et( B ) s o n n ul o s, e nt ó n d et( A B ) t a m é n o é. I st o é a s ı́ x a q u e, s e
e xi st e ( A B ) − 1 , t e n s e q u e

A B (A B ) − 1 = I n , ( A B ) − 1 A B = I n

o q u e i m pli c a q u e A e B s o n i n v ert ı́ b ei s, o c al é u n a b s u r d o. S e A é i n v e rt ı́ b el, é p r o d ut o d e
m at ri c e s d e o p er a ci ´o n s el e m e nt ai s p or fil a s

F r F r − 1 ··· F 1 = A.

D a q u el a,

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 )  = d et( A )

e

d et( A B )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ··· F 1 B )  = d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ··· F 1 B ) = ··· =

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 ) d et( B )  = d et( A ) d et( B ).

A i g u al d a d e

d et( A − 1 ) =
1

d et( A )

é c o n s e c u e n ci a d e q u e A − 1 A = I n . ��

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 2. O d et e r mi n a nt e d u n h a  m at ri z c a d r a d a c oi n ci d e c o d a s ú a t r a s p o st a.

D e m o s t r a ci ´o n. S e A n o n é i n v e rt ı́ b el, e ntó n t a m p o u c o o é A t e, e nt ó n, o r e s ult a d o é c e rt o x a
q u e d et( A )  = d et( A t ) = 0. S e A é i n v e rt ı́ b el, é p r o d ut o d e  m atri c e s d e o p er a ció n s el e m e nt ai s
p o r fil a s.

F r F r − 1 ··· F 1 = A.

D a q u el a,

d et( A t )  = d et( F t
1 ) ··· d et( F t

r − 2 ) d et( F t
r − 1 ) d et( F t

r ) =

d et( F 1 ) ··· d et( F r − 2 ) d et( F r − 1 ) d et( F r ) =

d et( F r ) d et( F r − 1 ) d et( F r − 2 ) ··· d et( F 1 )  = d et( A ).

��

Utili z a n d o a p r o pi e d a d e d e q u e d et( A )  = d et( A t ), p o d e m o s d e m o str ar d e f or m a si n x el a q u e
t o d o s o s r e s ult a d o s a nt eri or e s q u e i n v ol u cr a n fil a s t a m é n a s t e m o s p a r a c ol u m n a s.

C o r ol a ri o 3. 4. 1 3. C ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) S e x a n t r e s  m at ri c e s c a d r a d a s d a  m e s m a o r d e, A , A � e A ��, t al e s q u e t e ñ e n t o d a s a s c o-
l u m n a s i g u ai s, s al v o a c ol u m n a j . S e a c ol u m n a j d e A é a s u m a d a s c ol u m n a s j d e A � e
A ��, e nt ó n

d et( A )  = d et( A �)  + d et( A ��) .

2) S e u n h a  m at ri z c a d r a d a A t e n d ú a s c ol u m n a s i g u ai s, o s e u d et e r mi n a nt e v al e c e r o.
3) S e s e i nt e r c a m bi a n d ú a s c ol u m n a s d u n h a  m at ri z c a d r a d a A , o s e u d et e r mi n a nt e c a m bi a

d e si g n o.
4) S e u n h a  m at ri z c a d r a d a A t e n u n h a c ol u m n a d e c e r o s, o s e u d et e r mi n a nt e é  n ul o.
5) S e s e  m ulti pli c a u n h a c ol u m n a d u n h a  m at ri z c a d r a d a A p o r u n e s c al a r, o d et e r mi n a nt e

q u e d a  m ulti pli c a d o p o r e s e e s c al a r.
6) S e a u n h a c ol u m n a d u n h a  m at ri z c a d r a d a A s u m á m o sll e u n  m últi pl o d o ut r a c ol u m n a, o

v al o r d o d et e r mi n a nt e n o n v a rı́ a.

P r o p o si ci ó n  3. 4. 1 4. O d et e r mi n a nt e d u n h a  m at ri z c a d r a d a p ó d e s e d e s e n v ol v e r p o r c al q u e r a
d a s s ú a s fil a s o u c ol u m n a s.
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��

G r a z a s á s p r o pi e d a d e s a nt eri or e s p o d e m o s r e ali z ar o s c ´al c ul o s d e d et er mi n a nt e s utili z a n d o
a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s.  Ve x a m o s u n e x e m pl o:

E x e m pl o 3. 4. 1 5. S e x a

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
0 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

E nt ó n, r e st a n d o a ulti m a c ol u m n a á t e r c ei r a e á s e g u n d a

d et( A ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

0 0 0 1
1 0 0 2
1 − 1  0 3
0 − 2 − 1 4

�
�
�
�
�
�
�
�

.

D e s e n v ol v e n d o o d et er mi n a nt e p ol a p ri m eir a fil a, t e m o s q u e:
�
�
�
�
�
�
�
�

0 0 0 1
1 0 0 2
1 − 1  0 3
0 − 2 − 1 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= ( − 1) 1 + 4

�
�
�
�
�
�

1 0 0
1 − 1 0
0 − 2 − 1

�
�
�
�
�
�

= −

�
�
�
�
�
�

1 0 0
1 − 1 0
0 − 2 − 1

�
�
�
�
�
�
.

V ol v e n d o d e s e n v ol v er p ol a pri m eir a fil a, o bt ´e ñ e n s e a s i g u al d a d e s

−

�
�
�
�
�
�

1 0 0
1 − 1 0
0 − 2 − 1

�
�
�
�
�
�

= − (− 1) 1 + 1

�
�
�
�

− 1 0
− 2 − 1

�
�
�
� = − 1 .

C o m o o d et er mi n a nt e d e A é di sti nt o d e c e r o a  m at ri z é i n v e rtı́ b el e

d et( A − 1 ) =
1

− 1
= − 1 .

3. 5.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  C o n si d é r a n s e a s  m at ri c e s r e ai s

A =

�
− 1  2 3

3 − 4 5

�

, B =

�
8 1 6
3 5 7

�

, C =

⎛

⎝
2 − 2

− 1 1
3 0

⎞

⎠ ,

D =

⎛

⎝
0 1 1
0 0 1
0 0 0

⎞

⎠ , E =
�

1 , 2 , 3
�

, F =

⎛

⎝
0
0
2

⎞

⎠ .

C al c ul e a s s e g ui nt e s  m atri c e s:
a ) 3A + 2 B. b ) B − A .

c ) A C e C A . d ) E D , D F , E F e F E .

e ) C B D e E D E t . f ) D − ( 4C B ) t .

g ) A C + ( A C ) t . h ) ( A + B )D .

i) D 2 e D 3 . j ) F  E D C .

3. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 6 5

2. S e x a A = ( a i j ) ∈ M 4 × 4 ( R ) a  m at ri z d e fi ni d a p or a i j = |i − j | p a r a 1 ≤ i, j ≤ 4 e s e x a
B = ( b i j ) ∈ M 4 × 4 ( R ) o n d e

b i j =

�
i j s e i �= j
0 s e i = j.

C al c ul e o s p r o d ut o s A B e B A .
3. S e x a A = ( a i j ) ∈ M 3 × 3 ( R ) u n h a  m atri z e strit a m e nt e t ri a n g ul ar s u p eri or t al q u e a 1 2 �= 0

e c o n si d er e m o s a  m atri z

B =

⎛

⎝
0 0 1
1 − a 1 3 / a 1 2 0
0 1 0

⎞

⎠ ∈ M 3 × 3 ( R ) .

C al c ul e a  m atri z A B . É A B di a g o n al ? É A B e s c al a r ?
4.  C o n si d é r a n s e a s  m atri c e s c o m pl e x a s

A =

�
1 − 1

− 1 − 1

�

, B =

�
8 2 − 3 i

2 + 3 i 0

�

, C =
�

i , 1
�

,

D =

�
− 2 i 1 + i
− 4 2 − i

�

, E =

⎛

⎝
− 2  2 + 3 i

1 − i
i 0

⎞

⎠ , F =

�
2 i
i

�

.

C al c ul e a s  m atri c e s:
a ) ( 1  + i)B. b ) A ∗ , B ∗ e E ∗ .

c ) C C t e C C ∗ . d ) A + B + D , F C + D e E B + E .

e ) A B D F . f ) (( 1 − 3 i)D ) ∗ e  ( 1 + 3 i)D ∗ .

g ) ( F C ) ∗ e ( F C ) t . h ) E A E t e E A E ∗ .

i) A 2 − B 2 e ( A − B )( A + B ). j ) ( A + D ) 2 e A 2 + 2 A D + D 2 .
5. S e x a n a s  m atri c e s

A =

�
i 1 1 − 2 i
2 − 1 − 3 − i

�

e B =

�
5 1 − 2 i − 1

− 2 0 − 3 + i

�

.

a )  D et e r mi n e a  m at ri z X n a s s e g ui nt e s e c u a ci ó n s:
a 1) A + X = B .
a 2) A − i X = 2 B .
a 3) ( 1  + i) X ∗ − A = 0.
a 4) A t + 3 X = 0.

b )  At o p e a s s ol u ci ó n s X,  Y ∈ M 2 × 3 ( C ) d o s s e g ui nt e s si st e m a s d e e c u a ci ó n s:
b 1) 3 X + Y = B

5 X + 2 Y = − A

�

b 2) i X − Y = − B
( 1 − i)X + Y = − ( 1  + i)A

�

6. S e x a n A ∈ M 2 × 3 ( R ) , B ∈ M 3 × 2 ( R ) e C ∈ M 3 × 2 ( R ) a s  m at ri c e s

A =

�
1  0 2
1 − 1 0

�

, B =

⎛

⎝
1 0
1 − 1
0 0

⎞

⎠ , C =

⎛

⎝
3 − 2
3 − 3

− 1 1

⎞

⎠ .

C o m pr o b e q u e A B = A C = I 2 . É A i n v e rtı́ b el ?
7.  P r o b e q u e, s e A,  B ∈ M n × n ( R ) v e ri fi c a n B �= Θ n, n e A B = Θ n, n , e ntó n A é si n g ul a r.
8. S e x a n A,  B ∈ M 2 × 4 ( R ) a s  m at ri c e s:

A =

�
1 0  0 − 1
0 1 − 1 0

�

, B =

�
1 1 − 1 1
1 2 − 2 − 1

�

.
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��

Gr a z a s á s p r o pi e d a d e s a nt eri or e s p o d e m o s r e ali z ar o s c ´al c ul o s d e d et er mi n a nt e s utili z a n d o
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E x e m pl o 3. 4. 1 5. S e x a

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
0 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

E nt ó n, r e st a n d o a ulti m a c ol u m n a á t e r c ei r a e á s e g u n d a

d et( A ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

0 0 0 1
1 0 0 2
1 − 1  0 3
0 − 2 − 1 4

�
�
�
�
�
�
�
�

.

D e s e n v ol v e n d o o d et er mi n a nt e p ol a p ri m eir a fil a, t e m o s q u e:
�
�
�
�
�
�
�
�

0 0 0 1
1 0 0 2
1 − 1  0 3
0 − 2 − 1 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= ( − 1) 1 + 4

�
�
�
�
�
�

1 0 0
1 − 1 0
0 − 2 − 1

�
�
�
�
�
�

= −

�
�
�
�
�
�

1 0 0
1 − 1 0
0 − 2 − 1

�
�
�
�
�
�
.

V ol v e n d o d e s e n v ol v er p ol a pri m eir a fil a, o bt ´e ñ e n s e a s i g u al d a d e s

−

�
�
�
�
�
�

1 0 0
1 − 1 0
0 − 2 − 1

�
�
�
�
�
�

= − (− 1) 1 + 1

�
�
�
�

− 1 0
− 2 − 1

�
�
�
� = − 1 .

C o m o o d et er mi n a nt e d e A é di sti nt o d e c e r o a  m at ri z é i n v e rtı́ b el e

d et( A − 1 ) =
1

− 1
= − 1 .
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1.  C o n si d é r a n s e a s  m at ri c e s r e ai s

A =

�
− 1  2 3

3 − 4 5

�

, B =

�
8 1 6
3 5 7

�

, C =

⎛

⎝
2 − 2

− 1 1
3 0

⎞

⎠ ,

D =

⎛

⎝
0 1 1
0 0 1
0 0 0

⎞

⎠ , E =
�

1 , 2 , 3
�

, F =

⎛

⎝
0
0
2

⎞

⎠ .

C al c ul e a s s e g ui nt e s  m atri c e s:
a ) 3A + 2 B. b ) B − A .

c ) A C e C A . d ) E D , D F , E F e F E .

e ) C B D e E D E t . f ) D − ( 4C B ) t .

g ) A C + ( A C ) t . h ) ( A + B )D .

i) D 2 e D 3 . j ) F  E D C .

3. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 6 5

2. S e x a A = ( a i j ) ∈ M 4 × 4 ( R ) a  m at ri z d e fi ni d a p or a i j = |i − j | p a r a 1 ≤ i, j ≤ 4 e s e x a
B = ( b i j ) ∈ M 4 × 4 ( R ) o n d e

b i j =

�
i j s e i �= j
0 s e i = j.

C al c ul e o s p r o d ut o s A B e B A .
3. S e x a A = ( a i j ) ∈ M 3 × 3 ( R ) u n h a  m at ri z e strit a m e nt e t ri a n g ul ar s u p eri or t al q u e a 1 2 �= 0

e c o n si d e r e m o s a  m atri z

B =

⎛

⎝
0 0 1
1 − a 1 3 / a 1 2 0
0 1 0

⎞

⎠ ∈ M 3 × 3 ( R ) .

C al c ul e a  m atri z A B . É A B di a g o n al ? É A B e s c al a r ?
4.  C o n si d é r a n s e a s  m at ri c e s c o m pl e x a s

A =

�
1 − 1

− 1 − 1

�

, B =

�
8 2 − 3 i

2 + 3 i 0

�

, C =
�

i , 1
�

,

D =

�
− 2 i 1 + i
− 4 2 − i

�

, E =

⎛

⎝
− 2  2 + 3 i

1 − i
i 0

⎞

⎠ , F =

�
2 i
i

�

.

C al c ul e a s  m atri c e s:
a ) ( 1  + i)B. b ) A ∗ , B ∗ e E ∗ .

c ) C C t e C C ∗ . d ) A + B + D , F C + D e E B + E .

e ) A B D F . f ) (( 1 − 3 i)D ) ∗ e  ( 1 + 3 i)D ∗ .

g ) ( F C ) ∗ e ( F C ) t . h ) E A E t e E A E ∗ .

i) A 2 − B 2 e ( A − B )( A + B ). j ) (A + D ) 2 e A 2 + 2 A D + D 2 .
5. S e x a n a s  m atri c e s

A =

�
i 1 1 − 2 i
2 − 1 − 3 − i

�

e B =

�
5 1 − 2 i − 1

− 2 0 − 3 + i

�

.

a )  D et e r mi n e a  m at ri z X n a s s e g ui nt e s e c u a ci ó n s:
a 1) A + X = B .
a 2) A − i X = 2 B .
a 3) ( 1  + i)X ∗ − A = 0.
a 4) A t + 3 X = 0.

b )  At o p e a s s ol u ci ó n s X,  Y ∈ M 2 × 3 ( C ) d o s s e g ui nt e s si st e m a s d e e c u a ci ó n s:
b 1) 3 X + Y = B

5 X + 2 Y = − A

�

b 2) i X − Y = − B
( 1 − i)X + Y = − ( 1  + i)A

�

6. S e x a n A ∈ M 2 × 3 ( R ) , B ∈ M 3 × 2 ( R ) e C ∈ M 3 × 2 ( R ) a s  m at ri c e s

A =

�
1  0 2
1 − 1 0

�

, B =

⎛

⎝
1 0
1 − 1
0 0

⎞

⎠ , C =

⎛

⎝
3 − 2
3 − 3

− 1 1

⎞

⎠ .

C o m pr o b e q u e A B = A C = I 2 . É A i n v e rtı́ b el ?
7.  P r o b e q u e, s e A,  B ∈ M n × n ( R ) v e ri fi c a n B �= Θ n, n e A B = Θ n, n , e ntó n A é si n g ul a r.
8. S e x a n A,  B ∈ M 2 × 4 ( R ) a s  m at ri c e s:

A =

�
1 0  0 − 1
0 1 − 1 0

�

, B =

�
1 1 − 1 1
1 2 − 2 − 1

�

.
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E s t u d e c al e s d a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d eir a s e c al e s f al s a s:
a ) A t B é si m é t ri c a.
b ) A B t − 2 I é a nti si m é t ri c a.
c ) A A t B = 2 B.
d ) A B t B = − A.

9. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) t al e s q u e A é si m é t ri c a e B + I é a nti si m é t ri c a.  P r o b e q u e A B
é si m é t ri c a, s e, e s ó s e, A B + B A = − 2 A .

1 0.  A c h e o v al or d e α ∈ R p a r a q u e a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2
− 1 / 2 − 1 / 2 1 / 2 1 / 2
− 1 / 2 1 / 2 − 1 / 2 1 / 2

1 / 2 α − 1 / 2 1 / 2

⎞

⎟
⎟
⎠

s e x a ort o g o n al.
1 1. S e u ∈ R n é  u n v e ct o r t al q u e u t u = 1 e nt ´o n a  m atri z

H (u ) = I n − 2 u u t ∈ M n × n ( R )

c h á m a s e m at ri z d e  H o u s e h ol d e r c orr e s p o n d e nt e a o v e ct or u .
a )  P r o b e q u e t o d a  m atri z d e  H o ul s e h ol d er H (u ) é si m é t ri c a e o rt o g o n al.
b )  D e m o st r e q u e H (u )v = − v s e e xi st e λ ∈ R t al q u e v = λ u .
c )  C o m pr o b e q u e, s e v ∈ R n v e ri fi c a q u e v t u = 0, e nt ó n H ( u )v = v.
d ) S e u = (

√
3 / 3 , −

√
3 / 3 ,

√
3 / 3) t ∈ R 3 , v e ri fi q u e q u e u t u = 1 e c al c ul e a c orr e s p o n-

d e nt e  m atri z d e  H o u s e h ol d er H (u ).
1 2. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) e s e x a M = A + i B ∈ M n × n ( C ).  P r o b e q u e M é h e r miti a n a, s e,

e s ó s e, A é si m é t ri c a e B é a nti si m é t ri c a.
1 3. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) t al e s q u e A é o rt o g o n al e A B = B A .  P r o b e:

a ) A t B = B A t .
b ) S e H = A + i B ∈ M n × n ( C ) e nt ó n H H ∗ = H ∗ H ⇐ ⇒ B B t = B t B .

1 4.  D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A d e or d e n , d e fı́ n e s e a sú a t r a z a c o m o a s u m a d e t o d o s o s
el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al, i st o é:

t r ( A ) = a 1 1 + ··· + a n n .

D e m o st r e q u e p ar a t o d a s A e B m atri c e s c a dr a d a s d e or d e n t e n s e o s e g ui nt e.
a ) t r ( A + B ) = tr ( A ) + t r ( B ).
b ) t r ( A B ) = t r ( B A ).
c )  P ar a c a d a e s c al ar α c ú m p r e s e q u e t r ( α A ) = α t r ( A ).
d ) t r ( A t ) = t r ( A ).

1 5. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) v e ri fi c a n d o q u e:
a ) t r ( B ) = 0,
b ) A − 2 B + 2 A t − B t = 6 I.

At o p e t o d a s a s  m atri c e s X ∈ M n × n ( R ) s ati sf a c e n d o a e c u a ci ó n  m at ri ci al

X = t r ( X )A + B.

1 6.  Pr o b e q u e, s e A ∈ M p × q ( C ) v e ri fi c a t r ( A A ∗ )  = 0, e nt ó n A = Θ p, q .
1 7. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R )  d ú a s  m at ri c e s o rt o g o n ai s.

a )  C al c ul e a t r a z a d a  m atri z N = B t A B − A t .
b )  D e m o st r e q u e ( A + B )(A t − B t ) = Θ n, n , s e, e s ó s e, B A t é  u n h a  m at ri z si m é t ri c a.

1 8. S e x a A ∈ M n × n ( R ), A �= Θ n. n , e s e x a B ∈ M n × n ( R ) t al q u e ( A + B ) 2 = ( A − B ) 2 .
D e m o st r e:

a ) t r ( B A ) = 0 .
b ) (A B ) t = − A t B t .

3. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 6 7

c ) S e n é i m p a r e A é i n v e rt ı́ b el, e ntó n B n o n é i n v e rt ı́ b el.
1 9. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) . R a z o e c al e s d a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d eir a s e c al e s

f al s a s.
a ) r a n g ( A B )  = r a n g ( B A ).
b ) r a n g ( A + B )  = r a n g ( A )  + r a n g ( B ).
c ) r a n g ( λ A )  = r a n g ( A ) , ∀ λ ∈ R \ { 0 } .
d ) S e A ∈ M n × n ( R ) e B = 1

2 ( A + A t ) e nt ó n r a n g ( A )  = r a n g ( B ).
2 0.  C al c ul e, s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d e α, β ∈ R , o r a n g o d a s  m atri c e s:

A =

⎛

⎝
2 α β 1

2 α β 1
2 β α

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎝

α 3 4
1 − 1 1
α 4 3
1 α 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , C =

⎛

⎝
α 1 1 1
1 α 1 α
1 1 α α 2

⎞

⎠ ,

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

α 1 0
1 2  1
0 2  2
1 0 − α

⎞

⎟
⎟
⎠ , E =

⎛

⎝
1 5 − 1 2
2 1  4  1
1 2  1 α

⎞

⎠ , F =

⎛

⎝
2 0 1 2
1 − 1 2 β
0 2 − 3 α

⎞

⎠ .

2 1. S e x a S = { A ∈ M 3 × 4 ( R ) / r a n g ( A ) = 2 } . C al e s d a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d eir a s
e c al e s f al s a s ?  R a z o e a r e s p o st a.

a ) S e A ∈ S e B ∈ M 4 × 4 ( R ), e nt ó n A B ∈ S .
b ) S e A,  B ∈ S , e nt ó n A + B ∈ S .
c ) S e A ∈ S , e ntó n λ A ∈ S , ∀ λ ∈ R \ { 0 } .

2 2.  C al c ul e a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d e B e d et e r mi n e α, β ∈ R p ar a q u e a s  m atri c e s

A =

⎛

⎝
1 0 − 2 1

− 2 1  1 α
0 2 β 2

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
1 4 − 6 − 7

− 1 1  1 − 3
2 2 − 6 − 1 2

⎞

⎠

t e ñ a n o  m e s m o r a n g o.
2 3. a )  D et er mi n e o s v al or e s d o s p ar á m et r o s α e β p ar a q u e a s  m atri c e s r e ai s

A =

⎛

⎝
1 0 − 2 1

− 2 1  1 α
0 2 β 2

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
1 4 − 6 − 7

− 1 1  1 − 3
2 2 − 6 − 1 2

⎞

⎠

s e x a n e q ui v al e nt e s.
b )  C al c ul e a f or m a r e d u ci d a c o m pl et a o u n or m al

I 3 × 4
r =

⎛

⎝
I r | Θ r, 4 − r

− − − |  − − − − −
Θ 3 − r, r | Θ 3 − r, 4 − r

⎞

⎠

d a  m at ri z B .
c)  P ar a α = β = 0, a c h e a s  m atri c e s r e g ul ar e s P e Q t al e s q u e Q − 1 A P = B .

2 4.  A c h e o r a n g o d a s  m atri c e s:
a )

A =

⎛

⎝
1 α − α 2

1 β − β 2

1 δ − δ 2

⎞

⎠ .

b )

B =

⎛

⎝
1 i 1 + i

1 + 2 i 2 i 0
1 + i 1 + 2 i 2 + i

⎞

⎠ .
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E s t u d e c al e s d a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d eir a s e c al e s f al s a s:
a ) A t B é si m é t ri c a.
b ) A B t − 2 I é a nti si m é t ri c a.
c ) A A t B = 2 B.
d ) A B t B = − A.

9. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) t al e s q u e A é si m é t ri c a e B + I é a nti si m é t ri c a.  P r o b e q u e A B
é si m é t ri c a, s e, e s ó s e, A B + B A = − 2 A .

1 0.  A c h e o v al or d e α ∈ R p a r a q u e a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2
− 1 / 2 − 1 / 2 1 / 2 1 / 2
− 1 / 2 1 / 2 − 1 / 2 1 / 2

1 / 2 α − 1 / 2 1 / 2

⎞

⎟
⎟
⎠

s e x a ort o g o n al.
1 1. S e u ∈ R n é  u n v e ct o r t al q u e u t u = 1 e nt ´o n a  m atri z

H (u ) = I n − 2 u u t ∈ M n × n ( R )

c h á m a s e m at ri z d e  H o u s e h ol d e r c orr e s p o n d e nt e a o v e ct or u .
a )  P r o b e q u e t o d a  m atri z d e  H o ul s e h ol d er H (u ) é si m é t ri c a e o rt o g o n al.
b )  D e m o st r e q u e H (u )v = − v s e e xi st e λ ∈ R t al q u e v = λ u .
c )  C o m pr o b e q u e, s e v ∈ R n v e ri fi c a q u e v t u = 0, e nt ó n H ( u )v = v.
d ) S e u = (

√
3 / 3 , −

√
3 / 3 ,

√
3 / 3) t ∈ R 3 , v e ri fi q u e q u e u t u = 1 e c al c ul e a c o r r e s p o n-

d e nt e  m atri z d e  H o u s e h ol d er H (u ).
1 2. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) e s e x a M = A + i B ∈ M n × n ( C ).  P r o b e q u e M é h e r miti a n a, s e,

e s ó s e, A é si m é t ri c a e B é a nti si m é t ri c a.
1 3. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) t al e s q u e A é o rt o g o n al e A B = B A .  P r o b e:

a ) A t B = B A t .
b ) S e H = A + i B ∈ M n × n ( C ) e nt ó n H H ∗ = H ∗ H ⇐ ⇒ B B t = B t B .

1 4.  D a d a u n h a  m atri z c a dr a d a A d e or d e n , d e fı́ n e s e a sú a t r a z a c o m o a s u m a d e t o d o s o s
el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al, i st o é:

t r ( A ) = a 1 1 + ··· + a n n .

D e m o st r e q u e p ar a t o d a s A e B m atri c e s c a dr a d a s d e or d e n t e n s e o s e g ui nt e.
a ) t r ( A + B ) = tr ( A ) + t r ( B ).
b ) t r ( A B ) = t r ( B A ).
c )  P ar a c a d a e s c al ar α c ú m p r e s e q u e t r ( α A ) = α t r (A ).
d ) t r ( A t ) = t r ( A ).

1 5. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) v e ri fi c a n d o q u e:
a ) t r ( B ) = 0,
b ) A − 2 B + 2 A t − B t = 6 I.

At o p e t o d a s a s  m atri c e s X ∈ M n × n ( R ) s ati sf a c e n d o a e c u a ci ó n  m at ri ci al

X = t r ( X )A + B.

1 6.  Pr o b e q u e, s e A ∈ M p × q ( C ) v e ri fi c a t r ( A A ∗ )  = 0, e nt ó n A = Θ p, q .
1 7. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R )  d ú a s  m at ri c e s ort o g o n ai s.

a )  C al c ul e a t r a z a d a  m atri z N = B t A B − A t .
b )  D e m o st r e q u e ( A + B )(A t − B t ) = Θ n, n , s e, e s ó s e, B A t é  u n h a  m at ri z si m é t ri c a.

1 8. S e x a A ∈ M n × n ( R ), A �= Θ n. n , e s e x a B ∈ M n × n ( R ) t al q u e ( A + B ) 2 = ( A − B ) 2 .
D e m o st r e:

a ) t r ( B A ) = 0 .
b ) (A B ) t = − A t B t .
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c ) S e n é i m p a r e A é i n v e rt ı́ b el, e ntó n B n o n é i n v e rt ı́ b el.
1 9. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R ) . R a z o e c al e s d a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d eir a s e c al e s

f al s a s.
a ) r a n g ( A B )  = r a n g ( B A ).
b ) r a n g ( A + B )  = r a n g ( A )  + r a n g ( B ).
c ) r a n g ( λ A )  = r a n g ( A ) , ∀ λ ∈ R \ { 0 } .
d ) S e A ∈ M n × n ( R ) e B = 1

2 ( A + A t ) e nt ó n r a n g ( A )  = r a n g ( B ).
2 0.  C al c ul e, s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d e α, β ∈ R , o r a n g o d a s  m atri c e s:

A =

⎛

⎝
2 α β 1

2 α β 1
2 β α

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎝

α 3 4
1 − 1 1
α 4 3
1 α 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , C =

⎛

⎝
α 1 1 1
1 α 1 α
1 1 α α 2

⎞

⎠ ,

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

α 1 0
1 2  1
0 2  2
1 0 − α

⎞

⎟
⎟
⎠ , E =

⎛

⎝
1 5 − 1 2
2 1  4  1
1 2  1 α

⎞

⎠ , F =

⎛

⎝
2 0 1 2
1 − 1 2 β
0 2 − 3 α

⎞

⎠ .

2 1. S e x a S = { A ∈ M 3 × 4 ( R ) / r a n g ( A ) = 2 } . C al e s d a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d eir a s
e c al e s f al s a s ?  R a z o e a r e s p o st a.

a ) S e A ∈ S e B ∈ M 4 × 4 ( R ), e nt ó n A B ∈ S .
b ) S e A,  B ∈ S , e nt ó n A + B ∈ S .
c ) S e A ∈ S , e ntó n λ A ∈ S , ∀ λ ∈ R \ { 0 } .

2 2.  C al c ul e a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d e B e d et e r mi n e α, β ∈ R p ar a q u e a s  m atri c e s

A =

⎛

⎝
1 0 − 2 1

− 2 1  1 α
0 2 β 2

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
1 4 − 6 − 7

− 1 1  1 − 3
2 2 − 6 − 1 2

⎞

⎠

t e ñ a n o  m e s m o r a n g o.
2 3. a )  D et er mi n e o s v al or e s d o s p ar á m et r o s α e β p a r a q u e a s  m atri c e s r e ai s

A =

⎛

⎝
1 0 − 2 1

− 2 1  1 α
0 2 β 2

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
1 4 − 6 − 7

− 1 1  1 − 3
2 2 − 6 − 1 2

⎞

⎠

s e x a n e q ui v al e nt e s.
b )  C al c ul e a f or m a r e d u ci d a c o m pl et a o u n or m al

I 3 × 4
r =

⎛

⎝
I r | Θ r, 4 − r

− − − |  − − − − −
Θ 3 − r, r | Θ 3 − r, 4 − r

⎞

⎠

d a  m at ri z B .
c)  P ar a α = β = 0, a c h e a s  m atri c e s r e g ul ar e s P e Q t al e s q u e Q − 1 A P = B .

2 4.  A c h e o r a n g o d a s  m atri c e s:
a )

A =

⎛

⎝
1 α − α 2

1 β − β 2

1 δ − δ 2

⎞

⎠ .

b )

B =

⎛

⎝
1 i 1 + i

1 + 2 i 2 i 0
1 + i 1 + 2 i 2 + i

⎞

⎠ .



6 8 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

c )

C =

⎛

⎝
1 − 1 i

1 + i i − 1 1 − i
2 + i i − 2 α

⎞

⎠ .

d )

D =

⎛

⎝
α 3 i − 2 + α i − 2

1 − i − α − α i − 1
i − 1 + i − 1

⎞

⎠ .

e )

E =

⎛

⎜
⎜
⎝

α 1 1 1
1 α 1 1
1 1 α 1
1 1 1 α

⎞

⎟
⎟
⎠ .

f )

F =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 β α β
2 3 β α 2 β
1 β 2 α 2 β
1 2 β 0 2 β

⎞

⎟
⎟
⎠ .

2 5.  C o n si d é r a n s e a s  m at ri c e s

A =

�
4 − 5

− 3 4

�

, B =

�
4 − 1

− 3 1

�

, C =

�
1 2 3
4 5 6

�

.

a )  P r o b e q u e A e B s o n  m at ri c e s r e g ul ar e s e c al c ul e A − 1 y B − 1 .
b )  R e s ol v a, s e é p o s ı́ b el, a s s e g ui nt e s e c u a ci ó n s  m at ri ci ai s:

b 1) B X = C .
b 2) 3 B X − A t = 0.
b 3) A X − B X = I .
b 4) A X B = A + B .
b 5) A t B X t = C .
b 6) A 2 X = I .

2 6. S e x a A ∈ M n × n ( R ).  P r o b e q u e:
a ) S e A é o rt o g o n al, e nt ó n d et ( A ) = ± 1.
b ) S e n é i m p a r e A é a nti si m é t ri c a, e nt ó n d et ( A ) = 0.
c ) S e P ∈ M n × n ( C ) é u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el, e nt ó n

d et ( P − 1 A P ) = d et ( A ).

2 7. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R )  m at ri c e s ort o g o n ai s.
a )  P r o b e q u e A + B = A (A t + B t ) B.
b )  C o m o c o n s e c u e n ci a, pr o b e q u e, s e d et ( A ) + d et ( B )  = 0, e nt ó n A + B é si n g ul a r.

2 8.  P r o b e q u e �
�
�
�
�
�

1 α β + γ
1 β α + γ
1 γ α + β

�
�
�
�
�
�

= 0 .

2 9.  D a d o s α, β ∈ R , c o n si dé r a s e a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) d e fi ni d a p or

a i j =

�
α si i = j
β si i �= j

P r o b e q u e d et ( A ) = (α − β ) n − 1 [α + ( n − 1) β ].
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3 0.  C al c ul e o d et er mi n a nt e d a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

α + 1  1  1  3
2 α α + β β  β
α β β β

α + 1  1 + β 1 + β 3 + β

⎞

⎟
⎟
⎠

s e g u n d o o s v al or e s d e α, β ∈ R . ¿ P ar a q u e v al o r e s d e α e β é a  m at ri z A r e g ul ar ?
3 1.  C al c ul e o d et er mi n a nt e e, s e é p o s ı́ b el, a s i n v e r s a s d a s s e g ui nt e s  m at ri c e s:

A =

⎛

⎝
− 1 2 3

0 1 2
1 0 0

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 − 1 2 1  1
2 − 1 3 2  0
1  0 2 2 − 2
3 − 1 5 5  4
1 − 1 2 0 − 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, C =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

D =

⎛

⎝
1 1 1
2 2 1
1 2 4

⎞

⎠ , E =

⎛

⎝
1  1 + i − i
0 i 1 − 2 i
1 1 i

⎞

⎠ , F =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 − 1 0
1 1 0 1

− 1 0  1 − 1
1 1 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

3 2.  C al c ul e o s d et er mi n a nt e s d a s s e g ui nt e s  m atri c e s:

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 1 − 0 ,0 0 2
3 8  0 − 0 ,0 0 4
2 2 − 4 − 0 ,0 0 3

3 0 0 0 8 0 0 0 − 1 0 0 0 − 6

⎞

⎟
⎟
⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 3 5 2 2
3 6 9 5 1
6 5 7 4 2
1 6 8 5 0
1 4 6 3 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

C =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 8 2 5 6 3 8 4 5 1 2

1

4

3

8

1

8

1

4

1

6 4

1

6 4

1

6 4

− 1

6 4

2 0 − 4 − 1 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

5 7 6 8 5
3 5 4 6 4
2 3 2 4 3
1 2 0 2 2
2 4 2 4 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

3 3. S a b e n d o q u e o d et er mi n a nt e d e  V a n d er m o n d e a d mit e a e x pr e si ó n

d et

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 ... 1
x 1 x 2 x 3 ... xn
x 2

1 x 2
2 x 2

3 ... x2n
. . . ... .
. . . ... .

x n − 1
1 x n − 1

2 x n − 1
3 ... xn − 1

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
�

i > j

( x i − x j )

d e m o st r e q u e p ar a t o d o n ú m e r o k ≥ 1 o d et er mi n a nt e d a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 3 ... k
1 4 9 ... k2

1 8 2 7 ... k3

. . . ... .

. . . ... .
1 2 k 3 k ... kk

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

é n o n n ul o.
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c )

C =

⎛

⎝
1 − 1 i

1 + i i − 1 1 − i
2 + i i − 2 α

⎞

⎠ .

d )

D =

⎛

⎝
α 3 i − 2 + α i − 2

1 − i − α − α i − 1
i − 1 + i − 1

⎞

⎠ .

e )

E =

⎛

⎜
⎜
⎝

α 1 1 1
1 α 1 1
1 1 α 1
1 1 1 α

⎞

⎟
⎟
⎠ .

f )

F =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 β α β
2 3 β α 2 β
1 β 2 α 2 β
1 2 β 0 2 β

⎞

⎟
⎟
⎠ .

2 5.  C o n si d é r a n s e a s  m at ri c e s

A =

�
4 − 5

− 3 4

�

, B =

�
4 − 1

− 3 1

�

, C =

�
1 2 3
4 5 6

�

.

a )  P r o b e q u e A e B s o n  m atri c e s r e g ul ar e s e c al c ul e A − 1 y B − 1 .
b )  R e s ol v a, s e é p o s ı́ b el, a s s e g ui nt e s e c u a ci ó n s  m at ri ci ai s:

b 1) B X = C .
b 2) 3 B X − A t = 0.
b 3) A X − B X = I .
b 4) A X B = A + B .
b 5) A t B X t = C .
b 6) A 2 X = I .

2 6. S e x a A ∈ M n × n ( R ).  P r o b e q u e:
a ) S e A é o rt o g o n al, e nt ó n d et ( A ) = ± 1.
b ) S e n é i m p a r e A é a nti si m é t ri c a, e nt ó n d et ( A ) = 0.
c ) S e P ∈ M n × n ( C ) é u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el, e nt ó n

d et ( P − 1 A P ) = d et ( A ).

2 7. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R )  m at ri c e s ort o g o n ai s.
a )  P r o b e q u e A + B = A (A t + B t ) B.
b )  C o m o c o n s e c u e n ci a, pr o b e q u e, s e d et ( A ) + d et ( B )  = 0, e nt ó n A + B é si n g ul a r.

2 8.  Pr o b e q u e �
�
�
�
�
�

1 α β + γ
1 β α + γ
1 γ α + β

�
�
�
�
�
�

= 0 .

2 9.  D a d o s α, β ∈ R , c o n si dé r a s e a  m at ri z A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) d e fi ni d a p o r

a i j =

�
α si i = j
β si i �= j

Pr o b e q u e d et ( A ) = ( α − β ) n − 1 [α + ( n − 1) β ].

3. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 6 9

3 0.  C al c ul e o d et er mi n a nt e d a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

α + 1  1  1  3
2 α α + β β  β
α β β β

α + 1  1 + β 1 + β 3 + β

⎞

⎟
⎟
⎠

s e g u n d o o s v al or e s d e α, β ∈ R . ¿ P ar a q u e v al o r e s d e α e β é a  m at ri z A r e g ul ar ?
3 1.  C al c ul e o d et er mi n a nt e e, s e é p o s ı́ b el, a s i n v e r s a s d a s s e g ui nt e s  m at ri c e s:

A =

⎛

⎝
− 1 2 3

0 1 2
1 0 0

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 − 1 2 1  1
2 − 1 3 2  0
1  0 2 2 − 2
3 − 1 5 5  4
1 − 1 2 0 − 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, C =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

D =

⎛

⎝
1 1 1
2 2 1
1 2 4

⎞

⎠ , E =

⎛

⎝
1  1 + i − i
0 i 1 − 2 i
1 1 i

⎞

⎠ , F =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 − 1 0
1 1 0 1

− 1 0  1 − 1
1 1 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

3 2.  C al c ul e o s d et er mi n a nt e s d a s s e g ui nt e s  m atri c e s:

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 1 − 0 ,0 0 2
3 8  0 − 0 ,0 0 4
2 2 − 4 − 0 ,0 0 3

3 0 0 0 8 0 0 0 − 1 0 0 0 − 6

⎞

⎟
⎟
⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 3 5 2 2
3 6 9 5 1
6 5 7 4 2
1 6 8 5 0
1 4 6 3 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

C =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 8 2 5 6 3 8 4 5 1 2

1

4

3

8

1

8

1

4

1

6 4

1

6 4

1

6 4

− 1

6 4

2 0 − 4 − 1 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

5 7 6 8 5
3 5 4 6 4
2 3 2 4 3
1 2 0 2 2
2 4 2 4 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

3 3. S a b e n d o q u e o d et er mi n a nt e d e  V a n d er m o n d e a d mit e a e x pr e si ó n

d et

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 ... 1
x 1 x 2 x 3 ... xn
x 2

1 x 2
2 x 2

3 ... x2n
. . . ... .
. . . ... .

x n − 1
1 x n − 1

2 x n − 1
3 ... xn − 1

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
�

i > j

( x i − x j )

d e m o st r e q u e p ar a t o d o n ú m e r o k ≥ 1 o d et e r mi n a nt e d a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 3 ... k
1 4 9 ... k2

1 8 2 7 ... k3

. . . ... .

. . . ... .
1 2 k 3 k ... kk

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

é n o n n ul o.



7 0 C a p ı́ t u l o 3:  M a t ri c e s e  d e t e r mi n a n t e s

3 4. S e x a A ∈ M n × n ( C ) t al q u e A − A ∗ = t r ( A )A ∗ .  D e m o st r e q u e t r (A )  = 0 e d et( A ) ∈ R .
3 5. S e x a A ∈ M n × n ( C ) a nti si m é t ri c a e s e x a B = ( I n + A )( I n − A ) − 1 .  P r o b e q u e B é u n h a

m at ri z o rt o g o n al.
3 6.  R a z o e s e a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n v e r d a d ei r a s o u f al s a s:

a ) S e A ∈ M n × n ( R ) v e ri fi c a q u e ( A + I n ) ( A − I n ) = Θ n, n , e ntó n A = I n o u A = − I n .
b ) S e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z nil p ot e nt e d e ı́ n di c e 2, e nt ó n

A ( M + A ) 2 = A M 2 , ∀ M ∈ M n × n ( R ) .

c ) S e A é nil p ot e nt e, e nt ó n A é si n g ul a r.
d ) S e x a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) d e fi ni d a p o r a i j = α , s e i + j = n + 1 , e a i j = 0 n o ut r o

c a s o, o n d e α ∈ R , α �= 0.  E nt ´o n c ú m p r e s e q u e d et( A ) = − d et( α I n ).
e ) S e x a n A,  B ∈ M n × n ( R )  d ú a s  m at ri c e s i n v ertı́ b ei s.  D a q u el a c ú m p r e s e q u e

r a n g ( B t A − 1 B )  = r a n g ( A t A ) .

C A Pı́ T U L O 4

Si s t e m a s  d e e c u a ci ó n s li n e a r e s

Os c o nti d o s d e st e c a p´ ıt ul o s o n d o s  m ái s r el e v a nt e s d e ntr o d a ál x e b r a li n e a r x a q u e a s ol u ció n
d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s f oi u n d o s p r o bl e m a s, p or n o n di cir o p r o bl e m a, q u e d e u l u g ar
á s ú a o ri x e.

C o m e z ar e m o s o c a p´ıt ul o i nt r o d u ci n d o a s n o ció n s d e e c u a ci ó n li n e a r e d e si st e m a d e e c u a-
ci ó n s li n e a r e s, p ar a p a s ar a c o nti n u a ci ó n a d a r a i nt er pr et a ci ó n  m at ri ci al d e st e s úl ti m o s.  N o
s e g ui nt e p u nt o cl a si fi c ar e m o s o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e n f u n ci ó n d e s e t e ñ e n s ol u ci ó n
( c o m p at ı́ b ei s) o u s e n o n a t eñ e n (i n c o m p atı́ b ei s).  D e ntr o d o s c o m p at ı́ b ei s, di sti n g uir e m o s e n-
t r e o s q u e t e ñ e n i n fi nit a s s ol u ci ó n s o u u n h a ú ni c a s ol u ci ó n.  O s p ri m eir o s s er á n o s c o m p at ı́ b ei s
i n d et e r mi n a d o s,  m e ntr e s q u e o s s e g u n d o s c h a m ar a n s e c o m p atı́ b ei s d et e r mi n a d o s.

E n s e g u n d o l u g ar, d e fi nir e m o s a i m p ort a nt e n o ci ó n d e si st e m a s e q ui v al e nt e s, i st o ´e, si st e m a s
c o  m e s m o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s.  N e st e c a p ı́ t ul o r e c al c ar a s e a o l e ct or q u e, s e n u n si st e m a A x =
b m ulti pli c a m o s p or u n h a  m atri z i n v ertı́ b el P , o n o v o si st e m a P  A x = P b é e q ui v al e nt e a o
pri m eir o.  P or t a nt o, t e n d o e n c o nt a a i nt er pr et a ci ó n  m at ri ci al d a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or
fil a s, p o d er e m o s g ar a ntir q u e, s e n u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b i nt er c a m bi a m o s d ú a s
e c u a ci ó n s,  m ulti pli c a m o s u n h a e c u a ci ó n p o r u n e s c al ar n o n n ul o o u s u m a m o s a u n h a e c u a ci ó n
u n  m úl ti pl o d o ut r a e c u a ci ó n, o bt e m o s u n si st e m a d e e c u a ci ó n s e q ui v al e nt e.  C o m o c o n s e c u e n ci a
d e st e s f eit o s, p o d er a s e u s ar a s e g ui nt e p r o pi e d a d e p ar a di s c utir e r e s ol v er si st e m a s d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s: s e x a A x = b u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s e s e x a ( A |b ) a s ú a
m at ri z a m pli a d a. S e C = ( A �|b �) é a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a d e ( A |b ), t e n s e q u e o si st e m a
A �x = b � é e q ui v al e nt e a o si st e m a A x = b .

A p ri m eir a c o n s e c u e n ci a dir e ct a d o r e s ult a d o e n u n ci a d o n a s úl ti m a s li ˜n a s d o p ar á g r af o
p r e c e d e nt e é o q u e s e c o ñ e c e n a lit er at ur a c o m o  Te or e m a d e  R o u c h é- Fr o b e ni u s.  E st e t e or e m a
é o q u e p e r miti r á di s c uti r o s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s s e n  m ái s q u e e st u d ar o s r a n g o s d a
m atri z d o si st e m a e d a  m atri z a m pli a d a.

Fi n ali z ar e m o s e st a p art e d o c a pı́ t ul o i nt r o d u ci n d o a s n o ci ó n s d e si st e m a h o m o x é n e o e n o n
h o m o x é n e o r e c al c a n d o q u e, s e A x = b é u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o m p at ı́ b el, o c o n x u nt o
d e s ol u ci ó n s d o si st e m a o bt e n s e c o m o a s u m a d u n h a s ol u ci ó n p a rti c ul ar e a s s ol u ci ó n s d o si st e m a
h o m o x é n e o a s o ci a d o A x = θ K n s e n d o θ K n a  m at ri z c ol u m n a c o n t o d a s a s s ú a s c o m p o ñ e nt e s n ul a s.

O p ri m ei r o  m é t o d o d e s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s q u e s e i nt r o d u cir ´a é o
d e ri v a d o d a eli mi n a ci ó n g a u s si a n a, q u e, á s ú a v e z, t e n o s e u f u n d a m e nt o n a utili z a ci ó n d a s
o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a c o n v ert er u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s n o utr o  m ái s si n x el o d e
r e s ol v er; n e st e c a s o p a s ar ı́ a s e a o ut r o si st e m a e q ui v al e nt e c o n  m atri z a s o ci a d a t ri a n g ul ar s u-
p eri or.  N e st e c a pı́ t ul o e x pli c ar a s e c o n ri g or o p r o c e d e m e nt o d e eli mi n a ci ó n g a u s si a n a e, c o m o
c o n s e c u e n ci a, v er a s e q u e s e n o p r o c e s o d e  G a u s s p ar a r e s ol v er o si st e m a A x = b n o n t e m o s
n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar fil a s o u d e  m ulti pli c ar u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o, e xi st e u n h a
m at ri z P , t ri a n g ul ar i nf eri or c o s c o e fi ci e nt e s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n, t al q u e P A = U
s e n d o U u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or.  C o m o a i n v er s a d u n h a  m atri z tri a n g ul ar i nf eri or c o s
c o e fi ci e nt e s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n é t ri a n g ul a r i nf eri or c o s c o e fi ci e nt e s d a di a g o n al
pri n ci p al i g u ai s a u n, t er e m o s o s e g ui nt e:

A = L U,  L = P − 1
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p r e c e d e nt e é o q u e s e c o ñ e c e n a lit e r at ur a c o m o  Te or e m a d e  R o u c h é- Fr o b e ni u s.  E st e t e or e m a
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d e ri v a d o d a eli mi n a ci ó n g a u s si a n a, q u e, á s ú a v e z, t e n o s e u f u n d a m e nt o n a utili z a ci ó n d a s
o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a c o n v ert er u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s n o utr o  m ái s si n x el o d e
r e s ol v e r; n e st e c a s o p a s ar ı́ a s e a o ut r o si st e m a e q ui v al e nt e c o n  m atri z a s o ci a d a t ri a n g ul ar s u-
p e ri or.  N e st e c a pı́ t ul o e x pli c a r a s e c o n ri g or o p r o c e d e m e nt o d e eli mi n a ci ó n g a u s si a n a e, c o m o
c o n s e c u e n ci a, v er a s e q u e s e n o p r o c e s o d e  G a u s s p ar a r e s ol v er o si st e m a A x = b n o n t e m o s
n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar fil a s o u d e  m ulti pli c ar u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o, e xi st e u n h a
m at ri z P , t ri a n g ul ar i nf eri or c o s c o e fi ci e nt e s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n, t al q u e P A = U
s e n d o U u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or.  C o m o a i n v er s a d u n h a  m atri z tri a n g ul ar i nf eri or c o s
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7 2 C a p ı́ t u l o 4:  Si s t e m a s  d e e c u a ció n s li n e a r e s

o n d e L é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o s c o e fi ci e nt e s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n e U
é u n h a  m at ri z t ri a n g ul ar s u p eri or; e st a é a f a ct o ri z a ci ó n L U d a  m at ri z A .  A g or a b e n, n e st a s
c o n di ci ó n s x e r ai s n o n p o d e m o s g ar a ntir a u ni ci d a d e d e L e d e U .  P ar a g ar a ntir a u ni ci d a d e d a
f a ct ori z a ció n é n e c e s a ri o q u e t o d o s o s pi v ot e s q u e a p a r e z a n n o d e s e n v ol v e m e nt o d o p r o c e d e m e nt o
d e eli mi n a ci ó n g a u s si a n a d e b e n s er n o n n ul o s o u, e q ui v al e nt e m e nt e, a s s u b m atri c e s di a g o n ai s d e
A ,

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

...
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠

d e b e n s e r i n v e rtı́ b ei s p a r a t o d o r ∈ { 1 , ··· , n} .
Fi n al m e nt e, n e st e c a pı́ t ul o t a m é n s e v e r á c o m o s e p o d e a pli c ar a f a ct ori z a ci ó n L U á r e-

s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e c o m pr o b ar a s e q u e, s e A a d mit e f a ct ori z a ci ó n L U ,
e nt ó n

d et( A )  = d et( U )

e, c o m o U = ( u i j ) é t ri a n g ul a r s u p eri or, t e n s e q u e

d et( A ) = u 1 1 u 2 2 ··· u n n .

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s ol u ci ó n s

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 1. U n h a e c u a ci ´o n li n e ar c o n c o e fi ci e nt e s n o c or p o K é u n h a e x p r e si ó n d a f o r m a:

a 1 x 1 + ··· + a n x n = b

o n d e o s a i s o n el e m e nt o s c o ñ e ci d o s d o c o r p o q u e c h a m ar e m o s c o e fi ci e nt e s, a s x i s o n s ı́ m b ol o s
q u e c h a m a r e m o s i n c ó g nit a s e b é o ut r o e s c al a r c o ñ e ci d o q u e c h a m ar e m o s t er m o i n d e p e n d e nt e.
É i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e n u n h a e c u a ci ó n li n e a r n o n p o d e n a p ar e c er a s i n c ó g nit a s el e v a d a s a o
c a d r a d o, ni n p r o d ut o s d e i n c ó g nit a s, ni n f u n ci ó n s d e ti p o t ri g o n o m é t ri c o, l o g a r ı́ t mi c o, et c.

U n h a s ol u ci ´o n d a e c u a ci ó n é u n h a a si g n a ci ó n d e e s c al a r e s v i p a r a a s i n c ó g nit a s x i d e f o r m a
q u e s e c u m p r a a i g u al d a d e.  N or m al m e nt e u n h a s ol u ci ó n r e p r e s e nt a r é m ol a c o m o u n h a  m atri z
c ol u m n a ⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠

c u m p rı́ n d o s e q u e

�
a 1 ··· a n

�

⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠ = a 1 v 1 + ··· + a n v n = b.

C a n d o t e m o s p o u c a s i n c ó g nit a s a d ói t a n s e r e p r e s e nt ar p ol a s l etr a s x , y , z , t, ... .

E x e m pl o 4. 1. 2. A s s e g ui nt e s e c u a ci ó n s

x + 2 0 y − 3 t = 2 3 , i x − ( 4  + i)z − 6 t = 0

s o n li n e ar e s,  m e nt r e s q u e

x 2 + 3 y + 4 z = 6 , x y z + 3 t = 9 , s e n(x ) + 4 t + 5 r = e x

n o n o s o n.

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s o l u ci ó n s 7 3

P o r e x e m pl o, x = 6, y = 1, z = 0, t = 1 ´e u n h a s ol u ci ó n d a e c u a ci ó n x + 2 0 y − z − 3 t = 2 3.
N e st e c a s o,

�
1 2 0 − 1 − 3

�

⎛

⎜
⎜
⎝

6
1
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 1 · 6 + 2 0 · 1 + 0 · 0 + ( − 3) · 1 = 2 3 .

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 3. A u n c o n x u nt o d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o a s  m e s m a s i n c ó g nit a s
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

a 1 1 x 1 + ··· + a 1 n x n = b 1

....................................
a i1 x 1 + ··· + a i n x n = b i

....................................
a m 1 x 1 + ··· + a m n x n = b m

c h á m a s ell e si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s.
N ó t e s e q u e o a nt eri or si st e m a a d mit e a s e g ui nt e f or m ul a ci ó n  m at ri ci al:

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 ··· ··· a 1 n
...

...
...

...
a i1 ··· ··· a i n
...

...
...

...
a m 1 ··· ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x 1
...

x i
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b 1
...
b i
...

b m

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

S e c h a m a m o s A á  m at ri z ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 ··· ··· a 1 n
...

...
...

...
a i1 ··· ··· a i n
...

...
...

...
a m 1 ··· ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e x , b a
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x 1
...

x i
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b 1
...
b i
...

b m

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

r e s p e cti v a m e nt e, o si st e m a e st á d a d o p ol o p r o d ut o  m at ri ci al

A x = b.

E st e é o f o r m at o  m ái s si m pl e p ar a r e pr e s e nt ar d e f or m a a b str a ct a u n si st e m a.  A  m atri z
A ∈ M m × n ( K ) c h a m a r a s e  m atri z d o si st e m a, x s er á c o ñ e ci d o c o m o v e ct or d e i n c ó g nit a s ( a o
d arll e v al or e s e s c al ar e s a c a d a i n c ó g nit a t e m o s u n el e m e nt o d e M n × 1 ( K )) e b ∈ M m × 1 ( K )
d e n o mi n ar a s e t er m o i n d e p e n d e nt e.

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 4. D a d o u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s A x = b , c há m a s e
m at ri z a m pli a d a d o si st e m a á q u e r e s ult a c a n d o s e e n g a d e a A o t er m o i n d e p e n d e nt e c o m o
c ol u m n a fi n al.  R e pr e s e nt ar é m ol a c o m o

(A |b ).

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 5. D a d o u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s A x = b , c h a m ar a s e
h o m o x é n e o s e b = θ K m . D a d o u n si st e m a n o n h o m o x é n e o A x = b , c h a m ar a s e si st e m a h o m o xé n e o
a s o ci a d o a o si st e m a A x = θ K m .
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o n d e L é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o s c o e fi ci e nt e s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n e U
é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar s u p eri or; e st a é a f a ct o ri z a ci ó n L U d a  m at ri z A .  A g or a b e n, n e st a s
c o n di ci ó n s x e r ai s n o n p o d e m o s g ar a ntir a u ni ci d a d e d e L e d e U .  P ar a g ar a ntir a u ni ci d a d e d a
f a ct ori z a ció n é n e c e s a ri o q u e t o d o s o s pi v ot e s q u e a p a r e z a n n o d e s e n v ol v e m e nt o d o p r o c e d e m e nt o
d e eli mi n a ci ó n g a u s si a n a d e b e n s er n o n n ul o s o u, e q ui v al e nt e m e nt e, a s s u b m atri c e s di a g o n ai s d e
A ,

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

...
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠

d e b e n s e r i n v ertı́ b ei s p a r a t o d o r ∈ { 1 , ··· , n} .
Fi n al m e nt e, n e st e c a pı́ t ul o t a m é n s e v e r á c o m o s e p o d e a pli c ar a f a ct ori z a ci ó n L U á r e-

s ol u ci ó n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s e c o m pr o b ar a s e q u e, s e A a d mit e f a ct ori z a ci ó n L U ,
e nt ó n

d et( A )  = d et( U )

e, c o m o U = ( u i j ) é t ri a n g ul a r s u p eri or, t e n s e q u e

d et( A ) = u 1 1 u 2 2 ··· u n n .

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s ol u ci ó n s

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 1. U n h a e c u a ci ´o n li n e ar c o n c o e fi ci e nt e s n o c or p o K é u n h a e x p r e si ó n d a f o r m a:

a 1 x 1 + ··· + a n x n = b

o n d e o s a i s o n el e m e nt o s c o ñ e ci d o s d o c o r p o q u e c h a m ar e m o s c o e fi ci e nt e s, a s x i s o n s ı́ m b ol o s
q u e c h a m ar e m o s i n c ó g nit a s e b é o ut r o e s c al ar c o ñ e ci d o q u e c h a m ar e m o s t er m o i n d e p e n d e nt e.
É i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e n u n h a e c u a ci ó n li n e a r n o n p o d e n a p ar e c er a s i n c ó g nit a s el e v a d a s a o
c a dr a d o, ni n p r o d ut o s d e i n c ó g nit a s, ni n f u n ci ó n s d e ti p o t ri g o n o m é t ri c o, l o g a r ı́ t mi c o, et c.

U n h a s ol u ci ´o n d a e c u a ci ó n é u n h a a si g n a ci ó n d e e s c al a r e s v i p a r a a s i n c ó g nit a s x i d e f o r m a
q u e s e c u m pr a a i g u al d a d e.  N or m al m e nt e u n h a s ol u ci ó n r e p r e s e nt a r é m ol a c o m o u n h a  m at ri z
c ol u m n a ⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠

c u m p rı́ n d o s e q u e

�
a 1 ··· a n

�

⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠ = a 1 v 1 + ··· + a n v n = b.

C a n d o t e m o s p o u c a s i n c ó g nit a s a d ói t a n s e r e p r e s e nt ar p ol a s l etr a s x , y , z , t, ... .

E x e m pl o 4. 1. 2. A s s e g ui nt e s e c u a ci ó n s

x + 2 0 y − 3 t = 2 3 , i x − ( 4  + i)z − 6 t = 0

s o n li n e ar e s,  m e nt r e s q u e

x 2 + 3 y + 4 z = 6 , x y z + 3 t = 9 , s e n(x ) + 4 t + 5 r = e x

n o n o s o n.

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s o l u ci ó n s 7 3

P o r e x e m pl o, x = 6, y = 1, z = 0, t = 1 ´e u n h a s ol u ci ó n d a e c u a ci ó n x + 2 0 y − z − 3 t = 2 3.
N e st e c a s o,

�
1 2 0 − 1 − 3

�

⎛

⎜
⎜
⎝

6
1
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 1 · 6 + 2 0 · 1 + 0 · 0 + ( − 3) · 1 = 2 3 .

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 3. A u n c o n x u nt o d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o a s  m e s m a s i n c ó g nit a s
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

a 1 1 x 1 + ··· + a 1 n x n = b 1

....................................
a i1 x 1 + ··· + a i n x n = b i

....................................
a m 1 x 1 + ··· + a m n x n = b m

c h á m a s ell e si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s.
N ó t e s e q u e o a nt eri or si st e m a a d mit e a s e g ui nt e f or m ul a ci ó n  m at ri ci al:

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 ··· ··· a 1 n
...

...
...

...
a i1 ··· ··· a i n
...

...
...

...
a m 1 ··· ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x 1
...

x i
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b 1
...
b i
...

b m

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

S e c h a m a m o s A á  m at ri z ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 ··· ··· a 1 n
...

...
...

...
a i1 ··· ··· a i n
...

...
...

...
a m 1 ··· ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e x , b a
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x 1
...

x i
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b 1
...
b i
...

b m

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

r e s p e cti v a m e nt e, o si st e m a e st á d a d o p ol o p r o d ut o  m at ri ci al

A x = b.

E st e é o f o r m at o  m ái s si m pl e p a r a r e pr e s e nt ar d e f or m a a b str a ct a u n si st e m a.  A  m atri z
A ∈ M m × n ( K ) c h a m a r a s e  m atri z d o si st e m a, x s er á c o ñ e ci d o c o m o v e ct or d e i n c ó g nit a s ( a o
d a rll e v al or e s e s c al ar e s a c a d a i n c ó g nit a t e m o s u n el e m e nt o d e M n × 1 ( K )) e b ∈ M m × 1 ( K )
d e n o mi n a r a s e t er m o i n d e p e n d e nt e.

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 4. D a d o u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s A x = b , c há m a s e
m at ri z a m pli a d a d o si st e m a á q u e r e s ult a c a n d o s e e n g a d e a A o t er m o i n d e p e n d e nt e c o m o
c ol u m n a fi n al.  R e pr e s e nt ar é m ol a c o m o

(A |b ).

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 5. D a d o u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s A x = b , c h a m ar a s e
h o m o x é n e o s e b = θ K m . D a d o u n si st e m a n o n h o m o x é n e o A x = b , c h a m ar a s e si st e m a h o m o xé n e o
a s o ci a d o a o si st e m a A x = θ K m .
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D e fi ni ci ´o n 4. 1. 6. D a d o u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s A x = b , c h a m ar a s e
s ol u ci ó n d o si st e m a a t o d o v ∈ M n × 1 ( K ) t al q u e A v = b .  Nó t e s e q u e s e a s c ol u m n a s d e A s o n
A 1 , ··· , An , e ntó n v ∈ M n × 1 ( K ) é s ol u ci ó n, s e, e s ó s e,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 ··· ··· a 1 n
...

...
...

...
a i1 ··· ··· a i n
...

...
...

...
a m 1 ··· ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

v 1
...
...

v n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= v 1 A 1 + ··· + v n A n = b.

C a n d o i st o o c orr e, di s e q u e b é c o m bi n a ci ó n li n e a r d a s c ol u m n a s d e A .  M ái s a di a nt e v e r e m o s
o s e nti d o q u e t e n e st e n o m e n o c o nt e xt o d a t e orı́ a d e e s p a z o s v e ct ori ai s.

U n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c h a m ar a s e c o m p at´ ı b el s e a d mit e s ol u ció n.  C a n d o é ú ni c a,
c h a m a r a s e c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o. S e t e m o s  m ái s d u n h a s ol u ció n, o si st e m a d e n o mi n ar a s e
c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o.  O s si st e m a s i n c o m p atı́ b ei s s o n a q u el e s q u e n o n t e ñ e n s ol u ció n.

E x e m pl o s 4. 1. 7. S e t e m o s u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b o n d e A é u n h a  m at ri z
i n v e rtı́ b el, v e rifı́ c a s e q u e A x = b é c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o c o n s ol u ció n v = A − 1 b .  D o ut r a
b a n d a, t o d o si st e m a h o m o x é n e o d e n i n có g nit a s, é c o m p at ı́ b el x a q u e θ K n é  u n h a s ol u ci ó n.

Ve x a m o s a g o r a e x e m pl o s c o n cr et o s.  T o m e m o s e n pri m eir o l u g ar o si st e m a:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x + y + z = 6
x + y − z = 0
x + z = 4
x + y = 3

⇔

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1  1
1 1 − 1
1 0  1
1 1  0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

6
0
4
3

⎞

⎟
⎟
⎠

o n d e d a úl ti m a e c u a ci ó n o bt e m o s q u e x = 3 − y .  A d e m ai s
�

x + y − z = 0
x + z = 4

⇒ 2 x + y = 4 ⇒ 2( 3 − y ) + y = 4 ⇒ 6 − y = 4 ⇒ y = 2 .

E nt ó n, x = 1 e z = 3.  D a q u el a, o si st e m a r e s ult a c o m p atı́ b el d et e r mi n a d o.
S e x a a c o nti n u a ci ó n o si st e m a

�
x + y + z = 6
x + y − z = 0

⇔

�
1 1  1
1 1 − 1

�
⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

�
6
0

�

.

N e st e c a s o, s u m a n d o a s d ú a s e c u a ci ó n s, o bt e m o s q u e 2 x + 2 y = 6 o u, o q u e ´e o  m e s m o,
x + y = 3.  P or t a nt o, y = 3 − x e z = x + y = 3. I st o i m pli c a q u e c al q u er a v e ct or v t al q u e

v =

⎛

⎝
α

3 − α
3

⎞

⎠ , α ∈ R

é s ol u ci ó n d o si st e m a.  C o m o t e m o s i n fi nit a s s ol u ci ó n s o si st e m a é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o.
Fi n al m e nt e, c o n si d er e m o s o si st e m a

⎧
⎨

⎩

x + y + z = 6
x + y − z = 0
− 2 x − 2 y = 1

⇔

⎛

⎝
1 1 1
1 1 − 1

− 2 − 2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
6
0
1

⎞

⎠ .

S u m a n d o a s d ú a s p ri m ei r a s e c u a ci ó n s o bt e m o s q u e 2 x + 2 y = 6, e q ui v al e nt e m e nt e, x + y = 3.
I st o é i m p o s ı́ b el q u e s e c u m pr a a o  m e s m o t e m p o q u e − 2 x − 2 y = 1 ⇔ x + y = − 1 / 2.  P or t a nt o,
n o n e xi st e s ol u ci ó n e o si st e m a r e s ult a i n c o m p at ı́ b el.

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 8. Dir e m o s q u e d o u s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o  m e s m o n ú m e r o d e i n c ´o g ni-
t a s s o n e q ui v al e nt e s, s e t e ñ e n o  m e s m o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s.

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s o l u ci ó n s 7 5

P r o p o si ci ó n  4. 1. 9. S e x a P ∈ M m × m ( R ) u n h a  m at ri z i n v e rt ı́ b el.  Te n s e q u e t o d o si st e m a d e m
e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n c ó g nit a s A x = b é e q ui v al e nt e a P  A x = P b .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e v é s ol u ci ó n d e A x = b .  E ntó n é s ol u ci ó n d e P  A x = P b x a q u e
P  A v = P b p or s er A v = b .  D e x eit o i n v er s o, s e v é s ol u ci ó n d e P  A x = P b , t e m o s q u e P  A v = P b
e  m ulti pli c a n d o p or P − 1 o bt e m o s q u e

A v = P − 1 P  A v = P − 1 P b = b.

P o r t a nt o, v é s ol u ci ó n d e A x = b . ��

C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e r e s ult a d o o bt e m o s u n h a s i m p ort a nt e s p r o pi e d a d e s q u e n o s s er á n
d e utili d a d e á h o r a d e r e s ol v er si st e m a s.

P r o p o si ci ó n  4. 1. 1 0. S e n u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b i nt e r cá m bi a n s e d ú a s e c u a-
ci ó n s,  m ulti pl ı́ c a s e u n h a e c u a ci ó n p o r u n e s c al a r n o n n ul o o u s e s u m a a u n h a e c u a ci ó n u n
m ´ulti pl o d o ut r a e c u a ci ó n, o bt e n s e u n si st e m a d e e c u a ci ó n s e q ui v al e nt e.

D e m o s t r a ci ´o n. I nt er c a m bi ar d ú a s e c u a ci ó n s, p o r e x e m pl o a e c u a ci ó n i e a e c u a ci ó n j , f ai s e
s e n  m ái s q u e  m ulti pli c a r o si st e m a p ol a  m at ri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s F i j .  C o m o é i n v e rtı́ b el,
o n o v o si st e m a é e q ui v al e nt e a A x = b . S e q u e r e m o s  m ulti pli c a r u n h a e c u a ció n p o r u n e s c al ar
α n o n n ul o, t e m o s q u e  m ulti pli c ar o si st e m a p ol a  m atri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s F i ( α ) q u e
t a m é n é i n v e rt ı́ b el.  D e st a f or m a, n e st e c a s o, t e m o s u n n o v o si st e m a e q ui v al e nt e a o d e p arti d a.
Fi n al m e nt e, a úl ti m a o p e r a ci ó n c o n e c u a ci ó n s f ai s e  m ulti pli c a n d o p or u n h a  m atri z d e o p er a ci ó n s
el e m e nt ai s d o ti p o F i j ( α ) q u e, c o m o é i n v e rtı́ b el, p r o p o r ci o n a u n si st e m a e q ui v al e nt e a A x = b

��

C o r ol a ri o 4. 1. 1 1. S e x a A x = b u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n c ó g nit a s. S e x a (A |b )
a s ú a  m at ri z a m pli a d a. S e (A �|b �) é a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a d e (A |b ), t e n s e q u e o si st e m a
A �x = b � é e q ui v al e nt e a A x = b .

D e m o s t r a ci ´o n. É c o n s e c u e n ci a dir e ct a d a p r o p o si ci ó n a nt e ri o r. ��

C o r ol a ri o 4. 1. 1 2. S e x a A x = b u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n c ó g nit a s. S e x a
(A |b ) a s ú a  m at ri z a m pli a d a.  E nt ó n:

1) S e r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ), o si st e m a é c o m p at ı́ b el.  C a n d o r a n g (A ) = n , o si st e m a é d et e r-
mi n a d o e, s e r a n g ( A ) < n , é i n d et e r mi n a d o.

2) S e r a n g ( A ) < r a n g ( A |b ), o si st e m a é i n c o m p atı́ b el.

D e m o s t r a ci ´o n. C al c ul e m o s a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a ( A �|b �) d a  m at ri z a m pli a d a d o si st e m a
(A |b ). S e eli mi n a m o s a úl ti m a c ol u m n a d e ( A �|b �), t e m o s u n h a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a p ar a
a  m at ri z A .  C o m o p o d e m o s d e d u cir d e f or m a fá cil, o si st e m a é c o m p at ı́ b el c a n d o n o si st e m a
A �x = b � n o n a p a r e c e a e c u a ci ó n 0  = α c o n α u n e s c al ar n o n n ul o, é di ci r, s e A � e ( A �|b �) t e ñ e n
o  m e s m o n ú m e r o d e fil a s n o n n ul a s, e q ui v al e nt e m e nt e, r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ).

S e r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ) = r , o si st e m a r e sól v e s e d e s p e x a n d o a s r i n có g nit a s c o r r e s p o n d e n-
t e s á s r e nt r a d a s pri n ci p ai s e n f u n ci ó n d a s n − r r e st a nt e s.  O si st e m a s er á d et e r mi n a d o s e n = r . ��

E st e s úl ti m o s c o r ol ari o s p r o p or ci o n a n u n  m é t o d o, c o ñ e ci d o c o m o  m é t o d o d e  G a u s s- J or d a n,
b a s e a d o n a utili z a ci ó n d a s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a si m pli fi c ar o s p r o c e s o s d e c ar a ct eri z a ci ó n
d o si st e m a e o bt e n ci ó n d o s e u c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o c a s o d e q u e a s t e ñ a.  Ve x a m o s u n s
e x e m pl o s:
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D e fi ni ci ´o n 4. 1. 6. D a d o u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n có g nit a s A x = b , c h a m a r a s e
s ol u ci ó n d o si st e m a a t o d o v ∈ M n × 1 ( K ) t al q u e A v = b .  Nó t e s e q u e s e a s c ol u m n a s d e A s o n
A 1 , ··· , An , e ntó n v ∈ M n × 1 ( K ) é s ol u ci ó n, s e, e s ó s e,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 ··· ··· a 1 n
...

...
...

...
a i1 ··· ··· a i n
...

...
...

...
a m 1 ··· ··· a m n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

v 1
...
...

v n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= v 1 A 1 + ··· + v n A n = b.

C a n d o i st o o c orr e, di s e q u e b é c o m bi n a ci ó n li n e a r d a s c ol u m n a s d e A .  M ái s a di a nt e v e r e m o s
o s e nti d o q u e t e n e st e n o m e n o c o nt e xt o d a t e orı́ a d e e s p a z o s v e ct ori ai s.

U n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c h a m ar a s e c o m p at´ ı b el s e a d mit e s ol u ció n.  C a n d o é ú ni c a,
c h a m a r a s e c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o. S e t e m o s  m ái s d u n h a s ol u ció n, o si st e m a d e n o mi n a r a s e
c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o.  O s si st e m a s i n c o m p atı́ b ei s s o n a q u el e s q u e n o n t e ñ e n s ol u ció n.

E x e m pl o s 4. 1. 7. S e t e m o s u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b o n d e A é u n h a  m at ri z
i n v ertı́ b el, v e rifı́ c a s e q u e A x = b é c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o c o n s ol u ció n v = A − 1 b .  D o ut r a
b a n d a, t o d o si st e m a h o m o x é n e o d e n i n có g nit a s, é c o m p at ı́ b el x a q u e θ K n é  u n h a s ol u ci ó n.

Ve x a m o s a g o r a e x e m pl o s c o n cr et o s.  T o m e m o s e n pri m eir o l u g ar o si st e m a:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x + y + z = 6
x + y − z = 0
x + z = 4
x + y = 3

⇔

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1  1
1 1 − 1
1 0  1
1 1  0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

6
0
4
3

⎞

⎟
⎟
⎠

o n d e d a úl ti m a e c u a ci ó n o bt e m o s q u e x = 3 − y .  A d e m ai s
�

x + y − z = 0
x + z = 4

⇒ 2 x + y = 4 ⇒ 2( 3 − y ) + y = 4 ⇒ 6 − y = 4 ⇒ y = 2 .

E nt ó n, x = 1 e z = 3.  D a q u el a, o si st e m a r e s ult a c o m p atı́ b el d et e r mi n a d o.
S e x a a c o nti n u a ci ó n o si st e m a

�
x + y + z = 6
x + y − z = 0

⇔

�
1 1  1
1 1 − 1

�
⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

�
6
0

�

.

N e st e c a s o, s u m a n d o a s d ú a s e c u a ci ó n s, o bt e m o s q u e 2 x + 2 y = 6 o u, o q u e ´e o  m e s m o,
x + y = 3.  P or t a nt o, y = 3 − x e z = x + y = 3. I st o i m pli c a q u e c al q u er a v e ct or v t al q u e

v =

⎛

⎝
α

3 − α
3

⎞

⎠ , α ∈ R

é s ol u ci ó n d o si st e m a.  C o m o t e m o s i n fi nit a s s ol u ci ó n s o si st e m a é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o.
Fi n al m e nt e, c o n si d er e m o s o si st e m a

⎧
⎨

⎩

x + y + z = 6
x + y − z = 0
− 2 x − 2 y = 1

⇔

⎛

⎝
1 1 1
1 1 − 1

− 2 − 2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
6
0
1

⎞

⎠ .

S u m a n d o a s d ú a s p ri m ei r a s e c u a ci ó n s o bt e m o s q u e 2 x + 2 y = 6, e q ui v al e nt e m e nt e, x + y = 3.
I st o é i m p o s ı́ b el q u e s e c u m pr a a o  m e s m o t e m p o q u e − 2 x − 2 y = 1 ⇔ x + y = − 1 / 2.  P or t a nt o,
n o n e xi st e s ol u ci ó n e o si st e m a r e s ult a i n c o m p at ı́ b el.

D e fi ni ci ´o n 4. 1. 8. Dir e m o s q u e d o u s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o  m e s m o n ú m e r o d e i n c ´o g ni-
t a s s o n e q ui v al e nt e s, s e t e ñ e n o  m e s m o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s.

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s o l u ci ó n s 7 5

P r o p o si ci ó n  4. 1. 9. S e x a P ∈ M m × m ( R ) u n h a  m at ri z i n v e rt ı́ b el.  Te n s e q u e t o d o si st e m a d e m
e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n c ó g nit a s A x = b é e q ui v al e nt e a P  A x = P b .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e v é s ol u ci ó n d e A x = b .  E ntó n é s ol u ci ó n d e P  A x = P b x a q u e
P  A v = P b p or s e r A v = b .  D e x eit o i n v er s o, s e v é s ol u ci ó n d e P  A x = P b , t e m o s q u e P  A v = P b
e  m ulti pli c a n d o p or P − 1 o bt e m o s q u e

A v = P − 1 P  A v = P − 1 P b = b.

P o r t a nt o, v é s ol u ci ó n d e A x = b . ��

C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e r e s ult a d o o bt e m o s u n h a s i m p ort a nt e s p r o pi e d a d e s q u e n o s s er á n
d e utili d a d e á h o r a d e r e s ol v er si st e m a s.

P r o p o si ci ó n  4. 1. 1 0. S e n u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b i nt e r cá m bi a n s e d ú a s e c u a-
ci ó n s,  m ulti pl ı́ c a s e u n h a e c u a ci ó n p o r u n e s c al a r n o n n ul o o u s e s u m a a u n h a e c u a ci ó n u n
m ´ulti pl o d o ut r a e c u a ci ó n, o bt e n s e u n si st e m a d e e c u a ci ó n s e q ui v al e nt e.

D e m o s t r a ci ´o n. I nt er c a m bi ar d ú a s e c u a ci ó n s, p o r e x e m pl o a e c u a ci ó n i e a e c u a ci ó n j , f ai s e
s e n  m ái s q u e  m ulti pli c a r o si st e m a p ol a  m at ri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s F i j .  C o m o é i n v e rtı́ b el,
o n o v o si st e m a é e q ui v al e nt e a A x = b . S e q u e r e m o s  m ulti pli c a r u n h a e c u a ció n p o r u n e s c al ar
α n o n n ul o, t e m o s q u e  m ulti pli c ar o si st e m a p ol a  m atri z d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s F i ( α ) q u e
t a m é n é i n v e rt ı́ b el.  D e st a f o r m a, n e st e c a s o, t e m o s u n n o v o si st e m a e q ui v al e nt e a o d e p arti d a.
Fi n al m e nt e, a úl ti m a o p e r a ci ó n c o n e c u a ci ó n s f ai s e  m ulti pli c a n d o p or u n h a  m atri z d e o p er a ci ó n s
el e m e nt ai s d o ti p o F i j ( α ) q u e, c o m o é i n v e rtı́ b el, p r o p o r ci o n a u n si st e m a e q ui v al e nt e a A x = b

��

C o r ol a ri o 4. 1. 1 1. S e x a A x = b u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n c ó g nit a s. S e x a (A |b )
a s ú a  m at ri z a m pli a d a. S e (A �|b �) é a f o r m a g r a d u a d a r e d u ci d a d e (A |b ), t e n s e q u e o si st e m a
A �x = b � é e q ui v al e nt e a A x = b .

D e m o s t r a ci ´o n. É c o n s e c u e n ci a dir e ct a d a p r o p o si ci ó n a nt e ri o r. ��

C o r ol a ri o 4. 1. 1 2. S e x a A x = b u n si st e m a d e m e c u a ci ó n s li n e a r e s c o n n i n c ó g nit a s. S e x a
(A |b ) a s ú a  m at ri z a m pli a d a.  E nt ó n:

1) S e r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ), o si st e m a é c o m p at ı́ b el.  C a n d o r a n g (A ) = n , o si st e m a é d et e r-
mi n a d o e, s e r a n g ( A ) < n , é i n d et e r mi n a d o.

2) S e r a n g ( A ) < r a n g ( A |b ), o si st e m a é i n c o m p atı́ b el.

D e m o s t r a ci ´o n. C al c ul e m o s a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a ( A �|b �) d a  m at ri z a m pli a d a d o si st e m a
(A |b ). S e eli mi n a m o s a úl ti m a c ol u m n a d e ( A �|b �), t e m o s u n h a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a p ar a
a  m at ri z A .  C o m o p o d e m o s d e d u cir d e f or m a fá cil, o si st e m a é c o m p at ı́ b el c a n d o n o si st e m a
A �x = b � n o n a p a r e c e a e c u a ci ó n 0  = α c o n α u n e s c al ar n o n n ul o, é di ci r, s e A � e ( A �|b �) t e ñ e n
o  m e s m o n ú m e r o d e fil a s n o n n ul a s, e q ui v al e nt e m e nt e, r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ).

S e r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ) = r , o si st e m a r e sól v e s e d e s p e x a n d o a s r i n có g nit a s c o r r e s p o n d e n-
t e s á s r e nt r a d a s p ri n ci p ai s e n f u n ci ó n d a s n − r r e st a nt e s.  O si st e m a s er á d et e r mi n a d o s e n = r . ��

E st e s úl ti m o s c o r ol a ri o s p r o p or ci o n a n u n  m é t o d o, c o ñ e ci d o c o m o  m é t o d o d e  G a u s s- J or d a n,
b a s e a d o n a utili z a ci ó n d a s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a si m pli fi c ar o s p r o c e s o s d e c ar a ct eri z a ci ó n
d o si st e m a e o bt e n ci ó n d o s e u c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o c a s o d e q u e a s t e ñ a.  Ve x a m o s u n s
e x e m pl o s:
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E x e m pl o s 4. 1. 1 3. T o m e m o s o si st e m a
⎧
⎨

⎩

3 x + 6 y − 5 z = 0
x + y + 2 z = 0
2 x + 4 y − 3 z = 1

⇔

⎛

⎝
3 6 − 5
1 1  2
2 4 − 3

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ .

S e x a a  m at ri z a m pli a d a d o si st e m a
⎛

⎝
3 6 − 5 | 0
1 1  2 | 0
2 4 − 3 | 1

⎞

⎠

e c al c ul e m o s a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a ( n e st e c a s o, a  m atri z o n d e s e a c u m ul a n a s o p er a ci ó n s
el e m e nt ai s n o n n o s i nt er e s a p ol o q u e n o n a e s cri bi m o s).

(A |b )
F 1 2
= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
3 6 − 5 | 0
2 4 − 3 | 1

⎞

⎠
F 3 1 ( − 2 ) , F2 1 ( − 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 3 − 1 1 | 0
0 2 − 7 | 1

⎞

⎠
F 2 3
= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 2 − 7 | 1
0 3 − 1 1 | 0

⎞

⎠

F 2 ( 1 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 3 − 1 1 | 0

⎞

⎠
F 3 2 ( − 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 0 − 1 / 2 | −3 / 2

⎞

⎠

F 3 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 0  1 | 3

⎞

⎠
F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0 1 1 / 2 | −1 / 2
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 0  1 | 3

⎞

⎠

F 1 3 ( − 1 1 / 2 ) , F2 3 ( 7 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0 0 | −1 7
0 1 0 | 1 1
0 0 1 | 3

⎞

⎠

P o r t a nt o, r a n g ( A )  = r a n g ( A |b )  = 3.  D a q u el a, o si st e m a ori xi n al é c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o
e a s ol u ci ó n e st á d a d a p o r

⎧
⎨

⎩

x = − 1 7
y = 1 1
z = 3

T o m e n o s a g or a o si st e m a
⎧
⎨

⎩

x + y + z = 1
x + 2 y = 1
x + 2 z = 1

⇔

⎛

⎝
1 1 1
1 2 0
1 0 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

e c al c ul e m o s a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d a  m atri z a m pli a d a

(A |b )
F 3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 | 1
0 1 − 1 | 0
0 − 1 1 | 0

⎞

⎠
F 3 2 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  1 | 1
0 1 − 1 | 0
0 0  0 | 0

⎞

⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0  2 | 1
0 1 − 1 | 0
0 0  0 | 0

⎞

⎠ .

E nt ó n, r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ) = 2 < 3 e o si st e m a ori xi n al é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o e
e q ui v al e nt e a o si st e m a

�
x + 2 z = 1
y − z = 0

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s o l u ci ó n s 7 7

q u e t e n c o m o s ol u ci ó n s a o s u d a d o s p or

u =

⎛

⎝
1 − 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R .

Fi n al m e nt e, s e x a o si st e m a
⎧
⎨

⎩

2 x + 2 y + 2 z = 0
4 x + 7 y + 7 z = 2 4
6 x + 1 8 y + 1 8 z = 7 0

⇔

⎛

⎝
2 2 2
4 7 7
6 1 8 1 8

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0

2 4
7 0

⎞

⎠

e, c o m o n o s c a s o s a nt eri or e s, e m p e c e m o s o c ál c ul o d a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d a  m atri z a m-
pli a d a.

(A |b )
F 3 1 ( − 3 ) , F2 1 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎝
2 2 2 | 0
0 3 3 | 2 4
0 1 2 1 2 | 7 0

⎞

⎠
F 3 2 ( − 4 )

= ⇒

⎛

⎝
2 2 2 | 0
0 3 3 | 2 4
0 0 0 | −2 6

⎞

⎠ .

C h e g a d o s a e st e p u nt o n o n t e m o s q u e f a c er n a d a  m ái s, x a q u e s e v e cl ar a m e nt e q u e t e m o s
0 = − 2 6.  O si st e m a é i n c o m p at ı́ b el e r a n g (A ) = 2 < 3  = r a n g ( A |b ).

P r o p o si ci ó n  4. 1. 1 4. S e x a A x = b u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s d e m e c u a ci ó n s c o n n
i n c ó g nit a s t al q u e é c o m p at ı́ b el.  O c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a o bt e n s e c o m o a s u m a d u n h a
s ol u ci ó n p a rti c ul a r e a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o a s o ci a d o A x = θ K m .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e v é u n h a s ol u ci ó n d e A x = b e q u e w o é d e A x = θ K m .  E ntó n,

A (v + w ) = A v + A w = b + θ K m = b

e i st o i m pli c a q u e v + w é u n h a s ol u ci ó n d e A x = b . I n v er s a m e nt e, s e t e m o s dú a s s ol u ci ó n s d e
A x = b , v e u , s e x a w = u − v . É cl a r o q u e u = v + w e, a d e m ai s, w é s ol u ci ó n d o si st e m a
h o m o x é n e o a s o ci a d o, x a q u e A w = A (u − v ) = A u − A v = b − b = θ K m . ��

E x e m pl o 4. 1. 1 5. P or e x e m pl o, n u n c a s o d o e x e m pl o a nt eri or e st u d a m o s o si st e m a
⎧
⎨

⎩

x + y + z = 1
x + 2 y = 1
x + 2 z = 1

⇔

⎛

⎝
1 1 1
1 2 0
1 0 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

q u e r e s ult o u s er c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o.  Te n c o m o s ol u ció n s a o s u , t al e s q u e

u =

⎛

⎝
1 − 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R .

S e t o m a m o s

v =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

t e m o s q u e v é u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A x = b ( é u n h a s ol u ci ó n p a rti c ul ar) e q u e
⎧
⎨

⎩
v +

⎛

⎝
− 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R

⎫
⎬

⎭

é o c o n x u nt o t ot al d e s ol u ci ó n s, o n d e
⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R

⎫
⎬

⎭
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E x e m pl o s 4. 1. 1 3. T o m e m o s o si st e m a
⎧
⎨

⎩

3 x + 6 y − 5 z = 0
x + y + 2 z = 0
2 x + 4 y − 3 z = 1

⇔

⎛

⎝
3 6 − 5
1 1  2
2 4 − 3

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ .

S e x a a  m at ri z a m pli a d a d o si st e m a
⎛

⎝
3 6 − 5 | 0
1 1  2 | 0
2 4 − 3 | 1

⎞

⎠

e c al c ul e m o s a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a ( n e st e c a s o, a  m atri z o n d e s e a c u m ul a n a s o p er a ci ó n s
el e m e nt ai s n o n n o s i nt er e s a p ol o q u e n o n a e s cri bi m o s).

(A |b )
F 1 2
= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
3 6 − 5 | 0
2 4 − 3 | 1

⎞

⎠
F 3 1 ( − 2 ) , F2 1 ( − 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 3 − 1 1 | 0
0 2 − 7 | 1

⎞

⎠
F 2 3
= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 2 − 7 | 1
0 3 − 1 1 | 0

⎞

⎠

F 2 ( 1 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 3 − 1 1 | 0

⎞

⎠
F 3 2 ( − 3 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 0 − 1 / 2 | −3 / 2

⎞

⎠

F 3 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  2 | 0
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 0  1 | 3

⎞

⎠
F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0 1 1 / 2 | −1 / 2
0 1 − 7 / 2 | 1 / 2
0 0  1 | 3

⎞

⎠

F 1 3 ( − 1 1 / 2 ) , F2 3 ( 7 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0 0 | −1 7
0 1 0 | 1 1
0 0 1 | 3

⎞

⎠

P or t a nt o, r a n g ( A )  = r a n g ( A |b )  = 3.  D a q u el a, o si st e m a ori xi n al é c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o
e a s ol u ci ó n e st á d a d a p o r

⎧
⎨

⎩

x = − 1 7
y = 1 1
z = 3

T o m e n o s a g or a o si st e m a
⎧
⎨

⎩

x + y + z = 1
x + 2 y = 1
x + 2 z = 1

⇔

⎛

⎝
1 1 1
1 2 0
1 0 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

e c al c ul e m o s a f or m a gr a d u a d a r e d u ci d a d a  m atri z a m pli a d a

(A |b )
F 3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 1 | 1
0 1 − 1 | 0
0 − 1 1 | 0

⎞

⎠
F 3 2 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1  1 | 1
0 1 − 1 | 0
0 0  0 | 0

⎞

⎠

F 1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎝
1 0  2 | 1
0 1 − 1 | 0
0 0  0 | 0

⎞

⎠ .

E nt ó n, r a n g ( A )  = r a n g ( A |b ) = 2 < 3 e o si st e m a ori xi n al é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o e
e q ui v al e nt e a o si st e m a

�
x + 2 z = 1
y − z = 0

4. 1.  Si s t e m a s  h o m o x é n e o s e  n o n  h o m o x é n e o s.  E xi s t e n ci a  d e s o l u ci ó n s 7 7

q u e t e n c o m o s ol u ci ó n s a o s u d a d o s p or

u =

⎛

⎝
1 − 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R .

Fi n al m e nt e, s e x a o si st e m a
⎧
⎨

⎩

2 x + 2 y + 2 z = 0
4 x + 7 y + 7 z = 2 4
6 x + 1 8 y + 1 8 z = 7 0

⇔

⎛

⎝
2 2 2
4 7 7
6 1 8 1 8

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0

2 4
7 0

⎞

⎠

e, c o m o n o s c a s o s a nt eri or e s, e m p e c e m o s o c ál c ul o d a f o r m a gr a d u a d a r e d u ci d a d a  m atri z a m-
pli a d a.

(A |b )
F 3 1 ( − 3 ) , F2 1 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎝
2 2 2 | 0
0 3 3 | 2 4
0 1 2 1 2 | 7 0

⎞

⎠
F 3 2 ( − 4 )

= ⇒

⎛

⎝
2 2 2 | 0
0 3 3 | 2 4
0 0 0 | −2 6

⎞

⎠ .

C h e g a d o s a e st e p u nt o n o n t e m o s q u e f a c er n a d a  m ái s, x a q u e s e v e cl ar a m e nt e q u e t e m o s
0 = − 2 6.  O si st e m a é i n c o m p at ı́ b el e r a n g (A ) = 2 < 3  = r a n g ( A |b ).

P r o p o si ci ó n  4. 1. 1 4. S e x a A x = b u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s d e m e c u a ci ó n s c o n n
i n c ó g nit a s t al q u e é c o m p at ı́ b el.  O c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a o bt e n s e c o m o a s u m a d u n h a
s ol u ci ó n p a rti c ul a r e a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o a s o ci a d o A x = θ K m .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e v é u n h a s ol u ci ó n d e A x = b e q u e w o é d e A x = θ K m .  E ntó n,

A (v + w ) = A v + A w = b + θ K m = b

e i st o i m pli c a q u e v + w é u n h a s ol u ci ó n d e A x = b . I n v er s a m e nt e, s e t e m o s dú a s s ol u ci ó n s d e
A x = b , v e u , s e x a w = u − v . É cl a r o q u e u = v + w e, a d e m ai s, w é s ol u ci ó n d o si st e m a
h o m o x é n e o a s o ci a d o, x a q u e A w = A (u − v ) = A u − A v = b − b = θ K m . ��

E x e m pl o 4. 1. 1 5. P or e x e m pl o, n u n c a s o d o e x e m pl o a nt eri or e st u d a m o s o si st e m a
⎧
⎨

⎩

x + y + z = 1
x + 2 y = 1
x + 2 z = 1

⇔

⎛

⎝
1 1 1
1 2 0
1 0 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

q u e r e s ult o u s er c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o.  Te n c o m o s ol u ció n s a o s u , t al e s q u e

u =

⎛

⎝
1 − 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R .

S e t o m a m o s

v =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

t e m o s q u e v é u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A x = b ( é u n h a s ol u ci ó n p a rti c ul a r) e q u e
⎧
⎨

⎩
v +

⎛

⎝
− 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R

⎫
⎬

⎭

é o c o n x u nt o t ot al d e s ol u ci ó n s, o n d e
⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 2 α

α
α

⎞

⎠ , α ∈ R

⎫
⎬

⎭
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s o n a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o a s o ci a d o.

N o t a 4. 1. 1 6. O b vi a m e nt e, s e A x = b é c o m p at ı́ b el e o s e u si st e m a h o m o xé n e o a s o ci a d o s ó t e n
a s ol u ci ó n t ri vi al, o bt e m o s q u e o si st e m a é d et e r mi n a d o.

4. 2.  Eli mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U

S e x a A ∈ M m × n ( R ) e s e x a n A 1 , A 2 d ú a s  m at ri c e s t al e s q u e A = A 1 A 2 .  A s ol u ció n d u n
si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b p ó d e s e a b o r d a r r e s ol v e n d o o s si st e m a s A 1 z = b , A 2 x = z ,
x a q u e

A x = A 1 A 2 x = A 1 z = b.

E st e p r o c e d e m e nt o é e s p e ci al m e nt e ú til c a n d o o s d o u s si st e m a s A 1 z = b e A 2 x = z s o n
m oit o  m ´ai s f á cil e s d e r e s ol v er q u e o ori xi n al.  E xi st e n v ari o s  m é t o d o s b a s e a d o s n e st a i d e a.  N a
p a rt e fi n al d o t e m a v er e m o s u n d o s  m ái s cl á si c o s.

D e fi ni ci ´o n 4. 2. 1. S e x a A ∈ M n × n ( R ).  Di r e m o s q u e A a d mit e u n h a f a ct ori z a ci ó n L U s e p o d e m o s
f a ct o ri z ar A c o m o pr o d ut o d e d ú a s  m at ri c e s L e U o n d e L é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o s
el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n e U é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar s u p eri or.

A = L U =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0
l2 1 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

ln − 1 1 ln − 1 2 ··· 1 0
ln 1 ln 2 ··· ln n − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

u 1 1 u 1 2 ··· u 1 n − 1 u n n

0 u 2 2 ··· u 2 n − 1 u 2 n
...

...
...

...
...

0 0 ··· u n − 1 n − 1 u n − 1 n

0 0 ··· 0 u n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

S e e xi st e t al d e s c o m p o si ci ó n, t e m o s q u e

d et( A )  = d et( L U )  = d et( L ) d et( U )  = d et( U ) = u 1 1 u 2 2 ··· u n − 1 n − 1 u n n .

O c ´al c ul o d a f a ct ori z a ci ó n L U d u n h a  m at ri z A e st á b a s e a d o n o p r o c e d e m e nt o d e eli mi n a ci ó n
g a u s si a n a q u e c o n si st e e n c o n v ert er a  m atri z d e p arti d a A n u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or
m e di a nt e a utili z a ci ´o n d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s c o n fil a s.  O  m é t o d o d e  G a u s s r e ali z ar a s e e n
n − 1 et a p a s, s e a  m atri z A t e n n fil a s.

E t a p a 1  d o  m é t o d o  d e  G a u s s.

N a p ri m eir a et a p a d o  m é t o d o f a r a n s e c er o s d e b ai x o d o pri m eir o el e m e nt o d a di a g o n al pri n-
ci p al d e A .  P ar a i s o di sti n g ui m o s d o u s p a s o s:

P a s o I: C o m pr ó b a s e s e o el e m e nt o a 1 1 é  n o n n ul o. S e é di sti nt o d e c er o, p á s a s e a o p a s o II;
s e é n ul o, d é b e s e i nt e r c a m bi ar a p ri m eir a fil a c o n o utr a fil a, p or e x e m pl o, a fil a i-é si m a ( i > 1),
t al q u e a i1 �= 0, e p á s a s e a o p a s o II. S e n o n e xi sti s e u n h a fil a e n t al e s c o n di ci ó n s, p á s a s e á et a p a
II.

P a s o II: A n úl a n s e t o d o s o s el e m e nt o s c ol o c a d o s n a p ri m eir a c ol u m n a d e b ai x o d o q u e o c u p a
a p ri m ei r a p o si ci ó n d a di a g o n al pri n ci p al.

A i nt e r pr et a ci ´o n  m atri ci al d e st e s p a s o s é a s e g ui nt e:
P a s o I: M ulti pli c a m o s A p ol a e s q u e r d a p ol a  m at ri z:

P 1 =

⎧
⎨

⎩

I n s e a 1 1 �= 0
F 1 i s e a 1 1 = 0 e ∃ i > 1 a i1 �= 0
I n s e a i1 = 0 ∀ i > 1
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P a s o II: S e x a P 1 A = B 1 = ( b 1
i j ). S e d e b ai x o d o el e m e nt o b 1

1 1 t o d o s o s b 1
i1 s o n n ul o s t o m a m o s

E 1 = I n .  E n c a s o c o ntr ari o,  m ulti pli c a m o s B 1 p ol a e s q u er d a p ol a s  m atri c e s:

F j 1 ( −
b 1
j 1

b 1
1 1

) j ∈ { 2 , ··· , n}

p ar a a n ul al o s e t o m a m o s

E 1 = F n 1 ( −
b 1
n 1

b 1
1 1

) F n − 1 1 ( −
b 1
n − 1 1

b 1
1 1

) ··· F 2 1 ( −
b 1
2 1

b 1
1 1

)

E n c al q u e r a d a s d ú a s p o si bili d a d e s, o bt e m o s q u e E 1 é  u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n
u n s n a di a g o n al pri n ci p al, x a q u e E 1 = I n o u

E 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0

−
b 1

2 1

b 1
1 1

1 ··· 0 0

...
...

...
...

...

−
b 1

n − 1 1

b 1
1 1

0 ··· 1 0

−
b 1

n 1

b 1
1 1

0 ··· 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A d e m ai s, s e A 1 = ( a 1
i j ) = E 1 B 1 , t e m o s q u e

A 1 = E 1 P 1 A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1
1 1 a 1

1 2 ··· a 1
1 n − 1 a 1

1 n

0 a 1
2 2 ··· a 1

2 n − 1 a 1
2 n

...
...

...
...

...
0 a 1

n − 1 2 ··· a 1
n − 1 n − 1 a 1

n − 1 n

0 a 1
n 1 ··· a 1

n n − 1 a 1
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

E t a p a r d o  m é t o d o  d e  G a u s s.

N e st a et a p a, at o p á m o n o s c u n h a  m atri z

A r − 1 = ( a r − 1
i j ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r − 1
1 1 a r − 1

1 2 ··· a r − 1
1 r ··· a r − 1

1 n − 1 a r − 1
1 n

0 0 ··· a r − 1
2 r ··· a r − 1

2 n − 1 a r − 1
2 n

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ··· a r − 1

r r ··· a r − 1
r n − 1 a r − 1

r n
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a r − 1
n − 1 r ··· a r − 1

n − 1 n − 1 a r − 1
n − 1 n

0 0 ··· a r − 1
n r ··· a r − 1

n n − 1 a r − 1
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e t e m o s q u e f a c e r c e r o s d e b ai x o d o c o e fi ci e nt e a r
r r .  D o  m e s m o x eit o q u e n a s o utr a s et a p a s

d e b e m o s d ar d o u s p a s o s:
P a s o I:  C o m pr ó b a s e s e o el e m e nt o a r − 1

r r é  n o n n ul o. S e é di sti nt o d e c er o, p á s a s e a o p a s o II;
s e é n ul o, d é b e s e i nt e r c a m bi ar a fil a r c o n o ut r a fil a, p or e x e m pl o, a fil a i- é si m a ( i > r) t al q u e
a r − 1

i r �= 0, e p ´a s a s e a o p a s o II. S e n o n e xi sti s e u n h a fil a e n t al e s c o n di ci ó n s, p á s a s e á et a p a r + 1.
P a s o II:  A n úl a n s e t o d o s o s el e m e nt o s c ol o c a d o s n a c ol u m n a r -é si m a d e b ai x o d o q u e o c u p a

a p o si ci ó n r d a di a g o n al pri n ci p al.
A i nt er p r et a ci ´o n  m atri ci al d e st e s p a s o s é a s e g ui nt e:
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s o n a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o a s o ci a d o.

N o t a 4. 1. 1 6. O b vi a m e nt e, s e A x = b é c o m p at ı́ b el e o s e u si st e m a h o m o xé n e o a s o ci a d o s ó t e n
a s ol u ci ó n t ri vi al, o bt e m o s q u e o si st e m a é d et e r mi n a d o.

4. 2.  Eli mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U

S e x a A ∈ M m × n ( R ) e s e x a n A 1 , A 2 d ú a s  m at ri c e s t al e s q u e A = A 1 A 2 .  A s ol u ció n d u n
si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b p ó d e s e a b o r d a r r e s ol v e n d o o s si st e m a s A 1 z = b , A 2 x = z ,
x a q u e

A x = A 1 A 2 x = A 1 z = b.

E st e p r o c e d e m e nt o é e s p e ci al m e nt e ú til c a n d o o s d o u s si st e m a s A 1 z = b e A 2 x = z s o n
m oit o  m ´ai s f á cil e s d e r e s ol v er q u e o ori xi n al.  E xi st e n v ari o s  m é t o d o s b a s e a d o s n e st a i d e a.  N a
p art e fi n al d o t e m a v er e m o s u n d o s  m ái s cl á si c o s.

D e fi ni ci ´o n 4. 2. 1. S e x a A ∈ M n × n ( R ).  Di r e m o s q u e A a d mit e u n h a f a ct ori z a ci ó n L U s e p o d e m o s
f a ct ori z ar A c o m o pr o d ut o d e d ú a s  m at ri c e s L e U o n d e L é u n h a  m at ri z t ri a n g ul ar i nf eri or c o s
el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al i g u ai s a u n e U é u n h a  m at ri z t ri a n g ul ar s u p eri or.

A = L U =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0
l2 1 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

ln − 1 1 ln − 1 2 ··· 1 0
ln 1 ln 2 ··· ln n − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

u 1 1 u 1 2 ··· u 1 n − 1 u n n

0 u 2 2 ··· u 2 n − 1 u 2 n
...

...
...

...
...

0 0 ··· u n − 1 n − 1 u n − 1 n

0 0 ··· 0 u n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

S e e xi st e t al d e s c o m p o si ci ó n, t e m o s q u e

d et( A )  = d et( L U )  = d et( L ) d et( U )  = d et( U ) = u 1 1 u 2 2 ··· u n − 1 n − 1 u n n .

O c ´al c ul o d a f a ct ori z a ci ó n L U d u n h a  m at ri z A e st á b a s e a d o n o p r o c e d e m e nt o d e eli mi n a ci ó n
g a u s si a n a q u e c o n si st e e n c o n v ert er a  m atri z d e p arti d a A n u n h a  m atri z tri a n g ul a r s u p eri o r
m e di a nt e a utili z a ci ´o n d e o p er a ci ó n s el e m e nt ai s c o n fil a s.  O  m é t o d o d e  G a u s s r e ali z ar a s e e n
n − 1 et a p a s, s e a  m atri z A t e n n fil a s.

E t a p a 1  d o  m é t o d o  d e  G a u s s.

N a pri m eir a et a p a d o  m é t o d o f a r a n s e c er o s d e b ai x o d o pri m eir o el e m e nt o d a di a g o n al pri n-
ci p al d e A .  P ar a i s o di sti n g ui m o s d o u s p a s o s:

P a s o I:  C o m pr ó b a s e s e o el e m e nt o a 1 1 é  n o n n ul o. S e é di sti nt o d e c er o, p á s a s e a o p a s o II;
s e é n ul o, d é b e s e i nt e r c a m bi ar a p ri m eir a fil a c o n o utr a fil a, p or e x e m pl o, a fil a i-é si m a ( i > 1),
t al q u e a i1 �= 0, e p á s a s e a o p a s o II. S e n o n e xi sti s e u n h a fil a e n t al e s c o n di ci ó n s, p á s a s e á et a p a
II.

P a s o II:  A n úl a n s e t o d o s o s el e m e nt o s c ol o c a d o s n a p ri m eir a c ol u m n a d e b ai x o d o q u e o c u p a
a p ri m ei r a p o si ci ó n d a di a g o n al pri n ci p al.

A i nt e r pr et a ci ´o n  m atri ci al d e st e s p a s o s é a s e g ui nt e:
P a s o I: M ulti pli c a m o s A p ol a e s q u e r d a p ol a  m at ri z:

P 1 =

⎧
⎨

⎩

I n s e a 1 1 �= 0
F 1 i s e a 1 1 = 0 e ∃ i > 1 a i1 �= 0
I n s e a i1 = 0 ∀ i > 1
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P a s o II: S e x a P 1 A = B 1 = ( b 1
i j ). S e d e b ai x o d o el e m e nt o b 1

1 1 t o d o s o s b 1
i1 s o n n ul o s t o m a m o s

E 1 = I n .  E n c a s o c o ntr ari o,  m ulti pli c a m o s B 1 p ol a e s q u e r d a p ol a s  m atri c e s:

F j 1 ( −
b 1
j 1

b 1
1 1

) j ∈ { 2 , ··· , n}

p a r a a n ul al o s e t o m a m o s

E 1 = F n 1 ( −
b 1
n 1

b 1
1 1

) F n − 1 1 ( −
b 1
n − 1 1

b 1
1 1

) ··· F 2 1 ( −
b 1
2 1

b 1
1 1

)

E n c al q u e r a d a s d ú a s p o si bili d a d e s, o bt e m o s q u e E 1 é  u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n
u n s n a di a g o n al pri n ci p al, x a q u e E 1 = I n o u

E 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0

−
b 1

2 1

b 1
1 1

1 ··· 0 0

...
...

...
...

...

−
b 1

n − 1 1

b 1
1 1

0 ··· 1 0

−
b 1

n 1

b 1
1 1

0 ··· 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A d e m ai s, s e A 1 = ( a 1
i j ) = E 1 B 1 , t e m o s q u e

A 1 = E 1 P 1 A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1
1 1 a 1

1 2 ··· a 1
1 n − 1 a 1

1 n

0 a 1
2 2 ··· a 1

2 n − 1 a 1
2 n

...
...

...
...

...
0 a 1

n − 1 2 ··· a 1
n − 1 n − 1 a 1

n − 1 n

0 a 1
n 1 ··· a 1

n n − 1 a 1
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

E t a p a r d o  m é t o d o  d e  G a u s s.

N e st a et a p a, at o p á m o n o s c u n h a  m atri z

A r − 1 = ( a r − 1
i j ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r − 1
1 1 a r − 1

1 2 ··· a r − 1
1 r ··· a r − 1

1 n − 1 a r − 1
1 n

0 0 ··· a r − 1
2 r ··· a r − 1

2 n − 1 a r − 1
2 n

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ··· a r − 1

r r ··· a r − 1
r n − 1 a r − 1

r n
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a r − 1
n − 1 r ··· a r − 1

n − 1 n − 1 a r − 1
n − 1 n

0 0 ··· a r − 1
n r ··· a r − 1

n n − 1 a r − 1
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e t e m o s q u e f a c e r c e r o s d e b ai x o d o c o e fi ci e nt e a r
r r .  D o  m e s m o x eit o q u e n a s o utr a s et a p a s

d e b e m o s d ar d o u s p a s o s:
P a s o I: C o m pr ó b a s e s e o el e m e nt o a r − 1

r r é  n o n n ul o. S e é di sti nt o d e c er o, p á s a s e a o p a s o II;
s e é n ul o, d é b e s e i nt e r c a m bi ar a fil a r c o n o ut r a fil a, p or e x e m pl o, a fil a i- é si m a ( i > r) t al q u e
a r − 1

i r �= 0, e p ´a s a s e a o p a s o II. S e n o n e xi sti s e u n h a fil a e n t al e s c o n di ci ó n s, p á s a s e á et a p a r + 1.
P a s o II: A n úl a n s e t o d o s o s el e m e nt o s c ol o c a d o s n a c ol u m n a r -é si m a d e b ai x o d o q u e o c u p a

a p o si ci ó n r d a di a g o n al pri n ci p al.
A i nt er p r et a ci ´o n  m atri ci al d e st e s p a s o s é a s e g ui nt e:
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P a s o I: M ulti pli c a m o s A r − 1 p ol a e s q u e r d a p ol a  m at ri z:

P r =

⎧
⎨

⎩

I n s e a r − 1
r r  = 0

F i r s e a r − 1
r r = 0 e ∃ i > r ar − 1

i r  = 0
I n s e a r − 1

i r = 0 ∀ i > r

P a s o II: S e x a P r A r − 1 = B r = ( b r
i j ). S e d e b ai x o d o el e m e nt o b r

r r t o d o s o s b r
i r s o n n ul o s

t o m a m o s E r = I n .  E n c a s o c o ntr ari o,  m ulti pli c a m o s B r p ol a e s q u e r d a p ol a s  m atri c e s:

F j r ( −
b r
j r

b r
r r

) j ∈ { r + 1 , ··· , n}

p a r a a n ul al o s e t o m a m o s

E r = F n r ( −
b r
n r

b r
r r

) F n − 1 r ( −
b r
n − 1 r

b r
r r

) ··· F r + 1 r ( −
b r
r + 1 1

b r
r r

)

E n c al q u e r a d a s d ú a s p o si bili d a d e s, o bt e m o s q u e E r é  u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n
u n s n a di a g o n al pri n ci p al, x a q u e E r = I n o u

E r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 ··· 0 0
0 1 ··· 0 ··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· 1 ··· 0 0

0 0 ···  −
b r

r + 1  1

b r
r r

··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ···  −
b r

n − 1 r

b r
r r

··· 1 0

0 0 ···  − b r
n r

b r
r r

··· 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A d e m ai s, s e A r = ( a r
i j ) = E r B r , t e m o s q u e

A r = E r P r A r − 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a r

1 r + 1 ··· a r
1 n − 1 a r

1 n

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1 ··· a r

2 n − 1 a r
2 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a r
r r a r

r r + 1 ··· a r
r n − 1 a r

r n

0 0 ··· 0 a r
r + 1 r + 1 ··· a r

r + 1 n − 1 a r
r + 1 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· 0 a r
n − 1 r + 1 ··· a r

n − 1 n − 1 a r
n − 1 n

0 0 ··· 0 a r
n r + 1 ··· a r

n n − 1 a r
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

D e st a  m a n eir a, t r a s n − 1 et a p a s o bt e n s e q u e

E n − 1 P n − 1 ··· E 1 P 1 A = A n − 1 = ( a n − 1
i j ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a n − 1
1 1 a n − 1

1 2 ··· a n − 1
1 r a n − 1

1 r + 1 ··· a n − 1
1 n − 1 a n − 1

1 n

0 a n − 1
2 2 ··· a n − 1

2 r a n − 1
2 r + 1 ··· a n − 1

2 n − 1 a n − 1
2 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a n − 1
r r a n − 1

r r + 1 ··· a n − 1
r n − 1 a n − 1

r n
...

...
...

... a n − 1
r + 1 r + 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ··· 0 0 ··· a n − 1

n − 1 n − 1 a n − 1
n − 1 n

0 0 ··· 0 0 ··· 0 a n − 1
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

4. 2.  E li mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U 8 1

é t ri a n g ul a r s u p eri or.  P or t a nt o, s e c h a m a m o s P = E n − 1 P n − 1 ··· E 1 P 1 , t e m o s q u e

P A = U,  U = A n − 1 .

E x e m pl o 4. 2. 2. T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
2 1 1
2 1 3

− 1 3 1

⎞

⎠ .

Ve x a m o s c o m o s er´ı a c a d a et a p a d o  mé t o d o d e  G a u s s.

E t a p a 1  d o  m é t o d o  d e  G a u s s.
P a s o I:  C o m o a 1 1 = 2 �= 0, t o m a m o s P 1 = I 3 .
P a s o II: B 1 = P 1 A = A .
F a g a m o s o s c er o s a c o nti n u a ci ó n.  T o m a m o s E 1 = F 3 1 ( 1 / 2) F 2 1 ( − 1) e d e st a f or m a

A 1 = E 1 B 1 = E 1 A =

⎛

⎝
2 1 1
0 0 2
0 7 / 2 3 / 2

⎞

⎠

E t a p a 2  d o  m é t o d o  d e  G a u s s.
P a s o I:  C o m o a 1

2 2 = 0 e a 1
3 2 = 7 / 2 �= 0, t o m a m o s P 2 = F 2 3 .

P a s o II: B 2 = P 2 A 1 .
F a g a m o s o s c er o s a c o nti n u a ci ó n.  T o m a m o s E 2 = I 3 x a q u e d e b ai x o d o c o e fi ci e nt e b 2

2 2 t o d o s
o s el e m e nt o s s o n n ul o s.  D e st a f or m a

A 2 = E 2 B 2 = P 2 A 1 =

⎛

⎝
2 1 1
0 7 / 2 3 / 2
0 0 2

⎞

⎠

D a q u el a U = A 2 , e, a d e m ai s, a  m at ri z P , t al q u e P A = U , e stá d a d a p o r

P = E 2 P 2 E 1 P 1 = I 3 F 2 3 F 3 1 ( 1 / 2) F 2 1 ( − 1) I 3 = F 2 3 F 3 1 ( 1 / 2) F 2 1 ( − 1)  =

⎛

⎝
1 0 0

1 / 2 0 1
− 1 1 0

⎞

⎠ .

E st a  m atri z n o n é t ri a n g ul a r i nf eri or, x a q u e n o pr o d ut o q u e a d e fi n e fi g ur a a  m atri z F 2 3

q u e n o n o é.

N o t a 4. 2. 3. D o s t r e s ti p o s d e  m atri c e s d e o p er a ci ´o n s el e m e nt ai s s ó a s  m at ri c e s F i j ( α ) c o n i > j
s o n t ri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  A s  m atri c e s F i j n o n s o n t ri a n g ul ar e s
i nf eri or e s ni n s u p eri or e s e a s  m atri c e s F i ( α ) s o n di a g o n ai s, p er o o el e m e nt o c ol o c a d o n a p o si ci ó n
i d a di a g o n al pri n ci p al é α .  P o r t a nt o, s e n o pr o c e s o d e  G a u s s n o n t e m o s n e c e si d a d e d e i nt er-
c a m bi ar fil a s o u d e  m ulti pli c ar u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o ( o b vi a m e nt e t a m é n di sti nt o d e
u n), a  m at ri z P é i g u al a

P = E n − 1 E n − 2 ··· E 1

e i st o i m pli c a q u e P é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  C o m o t o d a i n v e r s a
d u n h a  m atri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s n a
di a g o n al pri n ci p al, t e m o s o s e g ui nt e:

A = L U,  L = P − 1

o n d e L é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al e U é u n h a  m at ri z
tri a n g ul ar s u p eri or.  A g or a b e n, n e st a s c o n di ci ó n s x e r ai s n o n p o d e m o s g ar a ntir a u ni ci d a d e d e L
e d e U .
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P a s o I: M ulti pli c a m o s A r − 1 p ol a e s q u e r d a p ol a  m at ri z:

P r =

⎧
⎨

⎩

I n s e a r − 1
r r  = 0

F i r s e a r − 1
r r = 0 e ∃ i > r ar − 1

i r  = 0
I n s e a r − 1

i r = 0 ∀ i > r

P a s o II: S e x a P r A r − 1 = B r = ( b r
i j ). S e d e b ai x o d o el e m e nt o b r

r r t o d o s o s b r
i r s o n n ul o s

t o m a m o s E r = I n .  E n c a s o c o ntr ari o,  m ulti pli c a m o s B r p ol a e s q u e r d a p ol a s  m atri c e s:

F j r ( −
b r
j r

b r
r r

) j ∈ { r + 1 , ··· , n}

p ar a a n ul al o s e t o m a m o s

E r = F n r ( −
b r
n r

b r
r r

) F n − 1 r ( −
b r
n − 1 r

b r
r r

) ··· F r + 1 r ( −
b r
r + 1 1

b r
r r

)

E n c al q u e r a d a s d ú a s p o si bili d a d e s, o bt e m o s q u e E r é  u n h a  m at ri z t ri a n g ul ar i nf eri or c o n
u n s n a di a g o n al pri n ci p al, x a q u e E r = I n o u

E r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 ··· 0 0
0 1 ··· 0 ··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· 1 ··· 0 0

0 0 ···  −
b r

r + 1  1

b r
r r

··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ···  −
b r

n − 1 r

b r
r r

··· 1 0

0 0 ···  − b r
n r

b r
r r

··· 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A d e m ai s, s e A r = ( a r
i j ) = E r B r , t e m o s q u e

A r = E r P r A r − 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a r

1 r + 1 ··· a r
1 n − 1 a r

1 n

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1 ··· a r

2 n − 1 a r
2 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a r
r r a r

r r + 1 ··· a r
r n − 1 a r

r n

0 0 ··· 0 a r
r + 1 r + 1 ··· a r

r + 1 n − 1 a r
r + 1 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· 0 a r
n − 1 r + 1 ··· a r

n − 1 n − 1 a r
n − 1 n

0 0 ··· 0 a r
n r + 1 ··· a r

n n − 1 a r
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

D e st a  m a n eir a, t r a s n − 1 et a p a s o bt e n s e q u e

E n − 1 P n − 1 ··· E 1 P 1 A = A n − 1 = ( a n − 1
i j ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a n − 1
1 1 a n − 1

1 2 ··· a n − 1
1 r a n − 1

1 r + 1 ··· a n − 1
1 n − 1 a n − 1

1 n

0 a n − 1
2 2 ··· a n − 1

2 r a n − 1
2 r + 1 ··· a n − 1

2 n − 1 a n − 1
2 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a n − 1
r r a n − 1

r r + 1 ··· a n − 1
r n − 1 a n − 1

r n
...

...
...

... a n − 1
r + 1 r + 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 ··· 0 0 ··· a n − 1

n − 1 n − 1 a n − 1
n − 1 n

0 0 ··· 0 0 ··· 0 a n − 1
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

4. 2.  E li mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U 8 1

é t ri a n g ul a r s u p eri or.  P or t a nt o, s e c h a m a m o s P = E n − 1 P n − 1 ··· E 1 P 1 , t e m o s q u e

P A = U,  U = A n − 1 .

E x e m pl o 4. 2. 2. T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
2 1 1
2 1 3

− 1 3 1

⎞

⎠ .

Ve x a m o s c o m o s e r´ı a c a d a et a p a d o  mé t o d o d e  G a u s s.

E t a p a 1  d o  m é t o d o  d e  G a u s s.
P a s o I: C o m o a 1 1 = 2 �= 0, t o m a m o s P 1 = I 3 .
P a s o II: B 1 = P 1 A = A .
F a g a m o s o s c er o s a c o nti n u a ci ó n.  T o m a m o s E 1 = F 3 1 ( 1 / 2) F 2 1 ( − 1) e d e st a f or m a

A 1 = E 1 B 1 = E 1 A =

⎛

⎝
2 1 1
0 0 2
0 7 / 2 3 / 2

⎞

⎠

E t a p a 2  d o  m é t o d o  d e  G a u s s.
P a s o I: C o m o a 1

2 2 = 0 e a 1
3 2 = 7 / 2 �= 0, t o m a m o s P 2 = F 2 3 .

P a s o II: B 2 = P 2 A 1 .
F a g a m o s o s c er o s a c o nti n u a ci ó n.  T o m a m o s E 2 = I 3 x a q u e d e b ai x o d o c o e fi ci e nt e b 2

2 2 t o d o s
o s el e m e nt o s s o n n ul o s.  D e st a f or m a

A 2 = E 2 B 2 = P 2 A 1 =

⎛

⎝
2 1 1
0 7 / 2 3 / 2
0 0 2

⎞

⎠

D a q u el a U = A 2 , e, a d e m ai s, a  m at ri z P , t al q u e P A = U , e stá d a d a p o r

P = E 2 P 2 E 1 P 1 = I 3 F 2 3 F 3 1 ( 1 / 2) F 2 1 ( − 1) I 3 = F 2 3 F 3 1 ( 1 / 2) F 2 1 ( − 1)  =

⎛

⎝
1 0 0

1 / 2 0 1
− 1 1 0

⎞

⎠ .

E st a  m atri z n o n é t ri a n g ul a r i nf eri or, x a q u e n o pr o d ut o q u e a d e fi n e fi g ur a a  m atri z F 2 3

q u e n o n o é.

N o t a 4. 2. 3. D o s t r e s ti p o s d e  m atri c e s d e o p er a ci ´o n s el e m e nt ai s s ó a s  m at ri c e s F i j ( α ) c o n i > j
s o n t ri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  A s  m atri c e s F i j n o n s o n t ri a n g ul ar e s
i nf e ri or e s ni n s u p eri or e s e a s  m atri c e s F i ( α ) s o n di a g o n ai s, p er o o el e m e nt o c ol o c a d o n a p o si ci ó n
i d a di a g o n al p ri n ci p al é α .  P o r t a nt o, s e n o pr o c e s o d e  G a u s s n o n t e m o s n e c e si d a d e d e i nt er-
c a m bi ar fil a s o u d e  m ulti pli c ar u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o ( o b vi a m e nt e t a m é n di sti nt o d e
u n), a  m at ri z P é i g u al a

P = E n − 1 E n − 2 ··· E 1

e i st o i m pli c a q u e P é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  C o m o t o d a i n v e r s a
d u n h a  m atri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s n a
di a g o n al pri n ci p al, t e m o s o s e g ui nt e:

A = L U,  L = P − 1

o n d e L é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al e U é u n h a  m at ri z
t ri a n g ul a r s u p eri or.  A g or a b e n, n e st a s c o n di ci ó n s x e r ai s n o n p o d e m o s g ar a ntir a u ni ci d a d e d e L
e d e U .
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E x e m pl o 4. 2. 4. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠

e a pli q u e m o s o p r o c e s o d e eli mi n a ci ó n d e  G a u s s.  N e st e e x e m pl o ir e m o s dir e ct o s a o gr a n s e n
e s p e ci fi c ar c o n t a nt o d et all e o q u e s e f ai e n c a d a et a p a.  E nt ó n:

F 4 1 ( − 1 ) , F3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 2 2
0 1 2 3

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 2 ( − 1 ) , F3 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

D e st e x eit o, t e m o s q u e

U =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e

P = F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1)

q u e é u n p r o d ut o d e  m atri c e s tri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  N ó t e s e q u e
e n ni n g ú n  m o m e nt o d o p r o c e s o ti v e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar d ú a s fil a s o u d e  m ulti pli c ar
u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o di sti nt o d o u n.

E nt ó n,

L = P − 1

= ( F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1)) − 1 =

F 2 1 ( − 1) − 1 F 3 1 ( − 1) − 1 F 4 1 ( − 1) − 1 F 3 2 ( − 1) − 1 F 4 2 ( − 1) − 1 F 4 3 ( − 1) − 1 =

F 2 1 ( 1) F 3 1 ( 1) F 4 1 ( 1) F 3 2 ( 1) F 4 2 ( 1) F 4 3 ( 1)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é u n h a  m at ri z t ri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al t al q u e

A = L U.

O t e or e m a q u e b ai x o c ert a s c o n di ci ó n s g a r a nt e a e xi st e n ci a d u n h a ú ni c a f a ct o ri z a ci ´o n L U
é o s e g ui nt e:

T e o r e m a 4. 2. 5. S e x a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) e s u p o ñ a m o s q u e a s s ú a s s u b m at ri c e s di a g o n ai s

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

. . .
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠

s o n i n v e rtı́ b ei s p a r a t o d o r ∈ { 1 , ... ,  n} .  E nt ó n A a d mit e u n h a ú ni c a f a ct o ri z a ci ó n L U c o n L u n a
m at ri z t ri a n g ul a r i nf e ri o r c o n u n s n a di a g o n al p ri n ci p al e U u n h a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r
i n v e rtı́ b el.

4. 2.  E li mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U 8 3

D e m o s t r a ci ´o n. P ol o vi st o a nt eri or m e nt e, p ar a g ar a ntir a e xi st e n ci a d a f a ct ori z a ci ´o n L U , d e b e-
m o s d e m o str ar q u e e n c a d a et a p a d o  m é t o d o n o n é n e c e s a ri o i nt er c a m bi ar fil a s.  A d e m o str a ci ó n
d e st e f eit o f a r é m ol a p o r i n d u ci ó n.  X a q u e a 1 1  = 0 e nt ´o n n a pri m eir a et a p a d a eli mi n a ci ó n g a u s-
si a n a n o n t e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar fil a s. S u p o ñ a m o s q u e i st o é a s ı́ at a a et a p a r e
c o m pr o b e m o s q u e t a m é n é c e rt o p a r a a et a p a r + 1.  N e s a et a p a t e m o s q u e

A r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a r

1 r + 1 ··· a r
1 n − 1 a r

1 n

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1 ··· a r

2 n − 1 a r
2 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a r
r r a r

r r + 1 ··· a r
r n − 1 a r

r n

0 0 ··· 0 a r
r + 1 r + 1 ··· a r

r + 1 n − 1 a r
r + 1 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· 0 a r
n − 1 r + 1 ··· a r

n − 1 n − 1 a r
n − 1 n

0 0 ··· 0 a r
n r + 1 ··· a r

n n − 1 a r
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e a d e m ai s A r = E r P r E r − 1 P r − 1 ··· E 1 P 1 A , o n d e p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n n o n fi x e m o s i nt er c a m-
bi o s d e fil a s o u, o q u e é o  m e s m o, P r = P r − 1 = ··· P 1 = I n , o q u e i m pli c a

A r = E r E r − 1 ··· E 1 A

c o n E r E r − 1 ··· E 1 = ( c i j )  m at ri z t ri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  D a q u el a:

E r E r − 1 ··· E 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0 ··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
c r 1 c r 2 ··· 1 0 ··· 0 0

c r + 1 1 c r + 1 1 ··· c r + 1 r 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
c n + 1 1 c n + 1 2 ··· c n − 1 r c n − 1 r + 1 ··· 1 0
c n 1 c n 2 ··· c n r c n r + 1 ··· c n n − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

D e s c o m p o ñ e n d o p o r bl o q u e s t e m o s q u e a i g u al d a d e

A r = E r E r − 1 ··· E 1 A

p o d é m ol a e x p r e s ar c o m o

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 ; 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a r

1 r + 1 | a r
1 r + 2 ··· a r

1 n − 1 a r
1 n

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1 | a r

2 r + 2 ··· a r
2 n − 1 a r

2 n
...

...
...

...
... |

...
...

...
...

0 0 ··· a r
r r a r

r r + 1 | a r
r r + 2 ··· a r

r n − 1 a r
r n

0 0 ··· 0 a r
r + 1 r + 1 | a r

r + 1 r + 2 ··· a r
r + 1 n − 1 a r

r + 1 n

−  − − −  −  −  −  −  −  −
0 0 ··· 0 a r

r + 2 r + 1 | a r
r + 2 r + 2 ··· a r

r + 2 n − 1 a r
r + 2 n

...
...

...
...

... |
...

...
...

...
0 0 ··· 0 a r

n − 1 r + 1 | a r
n − 1 , r+ 2 ··· a r

n − 1 n − 1 a r
n − 1 n

0 0 ··· 0 a r
n r + 1 | a r

n, r + 2 ··· a r
n n − 1 a r

n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
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E x e m pl o 4. 2. 4. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠

e a pli q u e m o s o p r o c e s o d e eli mi n a ci ó n d e  G a u s s.  N e st e e x e m pl o ir e m o s dir e ct o s a o gr a n s e n
e s p e ci fi c ar c o n t a nt o d et all e o q u e s e f ai e n c a d a et a p a.  E nt ó n:

F 4 1 ( − 1 ) , F3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 2 2
0 1 2 3

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 2 ( − 1 ) , F3 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 3 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

D e st e x eit o, t e m o s q u e

U =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e

P = F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1)

q u e é u n p r o d ut o d e  m atri c e s tri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  N ó t e s e q u e
e n ni n g ú n  m o m e nt o d o p r o c e s o ti v e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar d ú a s fil a s o u d e  m ulti pli c a r
u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o di sti nt o d o u n.

E nt ó n,

L = P − 1

= ( F 4 3 ( − 1) F 4 2 ( − 1) F 3 2 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 3 1 ( − 1) F 2 1 ( − 1)) − 1 =

F 2 1 ( − 1) − 1 F 3 1 ( − 1) − 1 F 4 1 ( − 1) − 1 F 3 2 ( − 1) − 1 F 4 2 ( − 1) − 1 F 4 3 ( − 1) − 1 =

F 2 1 ( 1) F 3 1 ( 1) F 4 1 ( 1) F 3 2 ( 1) F 4 2 ( 1) F 4 3 ( 1)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é u n h a  m at ri z tri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al t al q u e

A = L U.

O t e or e m a q u e b ai x o c ert a s c o n di ci ó n s g a r a nt e a e xi st e n ci a d u n h a ú ni c a f a ct o ri z a ci ´o n L U
é o s e g ui nt e:

T e o r e m a 4. 2. 5. S e x a A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) e s u p o ñ a m o s q u e a s s ú a s s u b m at ri c e s di a g o n ai s

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

. . .
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠

s o n i n v e rtı́ b ei s p a r a t o d o r ∈ { 1 , ... ,  n} .  E nt ó n A a d mit e u n h a ú ni c a f a ct o ri z a ci ó n L U c o n L u n a
m at ri z t ri a n g ul a r i nf e ri o r c o n u n s n a di a g o n al p ri n ci p al e U u n h a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r
i n v e rtı́ b el.

4. 2.  E li mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U 8 3

D e m o s t r a ci ´o n. P ol o vi st o a nt eri or m e nt e, p ar a g ar a ntir a e xi st e n ci a d a f a ct ori z a ci ´o n L U , d e b e-
m o s d e m o str ar q u e e n c a d a et a p a d o  m é t o d o n o n é n e c e s a ri o i nt er c a m bi ar fil a s.  A d e m o str a ci ó n
d e st e f eit o f a r é m ol a p o r i n d u ci ó n.  X a q u e a 1 1  = 0 e nt ´o n n a pri m eir a et a p a d a eli mi n a ci ó n g a u s-
si a n a n o n t e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar fil a s. S u p o ñ a m o s q u e i st o é a s ı́ at a a et a p a r e
c o m p r o b e m o s q u e t a m é n é c e rt o p a r a a et a p a r + 1.  N e s a et a p a t e m o s q u e

A r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a r

1 r + 1 ··· a r
1 n − 1 a r

1 n

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1 ··· a r

2 n − 1 a r
2 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· a r
r r a r

r r + 1 ··· a r
r n − 1 a r

r n

0 0 ··· 0 a r
r + 1 r + 1 ··· a r

r + 1 n − 1 a r
r + 1 n

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ··· 0 a r
n − 1 r + 1 ··· a r

n − 1 n − 1 a r
n − 1 n

0 0 ··· 0 a r
n r + 1 ··· a r

n n − 1 a r
n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e a d e m ai s A r = E r P r E r − 1 P r − 1 ··· E 1 P 1 A , o n d e p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n n o n fi x e m o s i nt er c a m-
bi o s d e fil a s o u, o q u e é o  m e s m o, P r = P r − 1 = ··· P 1 = I n , o q u e i m pli c a

A r = E r E r − 1 ··· E 1 A

c o n E r E r − 1 ··· E 1 = ( c i j )  m at ri z t ri a n g ul ar i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  D a q u el a:

E r E r − 1 ··· E 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0 ··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
c r 1 c r 2 ··· 1 0 ··· 0 0

c r + 1 1 c r + 1 1 ··· c r + 1 r 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
c n + 1 1 c n + 1 2 ··· c n − 1 r c n − 1 r + 1 ··· 1 0
c n 1 c n 2 ··· c n r c n r + 1 ··· c n n − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

D e s c o m p o ñ e n d o p o r bl o q u e s t e m o s q u e a i g u al d a d e

A r = E r E r − 1 ··· E 1 A

p o d é m ol a e x p r e s a r c o m o

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 ; 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a r

1 r + 1 | a r
1 r + 2 ··· a r

1 n − 1 a r
1 n

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1 | a r

2 r + 2 ··· a r
2 n − 1 a r

2 n
...

...
...

...
... |

...
...

...
...

0 0 ··· a r
r r a r

r r + 1 | a r
r r + 2 ··· a r

r n − 1 a r
r n

0 0 ··· 0 a r
r + 1 r + 1 | a r

r + 1 r + 2 ··· a r
r + 1 n − 1 a r

r + 1 n

−  − − −  −  −  −  −  −  −
0 0 ··· 0 a r

r + 2 r + 1 | a r
r + 2 r + 2 ··· a r

r + 2 n − 1 a r
r + 2 n

...
...

...
...

... |
...

...
...

...
0 0 ··· 0 a r

n − 1 r + 1 | a r
n − 1 , r+ 2 ··· a r

n − 1 n − 1 a r
n − 1 n

0 0 ··· 0 a r
n r + 1 | a r

n, r + 2 ··· a r
n n − 1 a r

n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0 | 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0 | 0 ··· 0 0
...

...
...

...
... |

...
...

...
...

c r 1 c r 2 ··· 1 0 | 0 ··· 0 0
c r + 1 1 c r + 1 2 ··· c r + 1 r 1 | 0 ··· 0 0

−  − − −  − | −  − − −
c r + 2 1 c r + 2 2 ··· c r + 2 r c r + 2; r + 1 | 1 ··· 0 0

...
...

...
...

... |
...

...
...

...
c n + 1 1 c n + 1 2 ··· c n − 1 r c n − 1 r + 1 | c n − 1 r + 2 ··· 1 0
c n 1 c n 2 ··· c n r c n r + 1 | c n r + 2 ··· c n n − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

×

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 r a 1 r + 1 | a 1 r + 2 ··· a 1 n − 1 a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 r a 2 r + 1 | a 2 r + 2 ··· a 2 n − 1 a 2 n

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1 | a r r + 2 ··· a r n − 1 a r n
...

...
...

...
... |

...
...

...
...

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1 | a r r + 2 ··· a r n − 1 a r n

−  − − −  −  −  −  −  −  −
a r + 1 1 a r + 1 2 ··· a r + 1 r a r + 1 r + 1 | a r + 1 r + 2 ··· a r + 1 n − 1 a r + 1 n

...
...

...
...

... |
...

...
...

...
a n − 1 1 a n − 1 2 ··· a n − 1 r a n − 1 r + 1 | a n − 1 r + 2 ··· a n − 1 n − 1 a n − 1 n

a n 1 a n 2 ··· a n r a n r + 1 | a n r + 2 ··· a n n − 1 a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e, p o r t a nt o, ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a 1 r + 1

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1

...
...

...
...

...
0 0 ··· a r

r r a r
r r + 1

0 0 ··· 0 a r + 1 r + 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

c r 1 c r 2 ··· 1 0
c r + 1 1 c r + 1 2 ··· c r + 1 r 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 r a 1 r + 1

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 r a 2 r + 1
...

...
...

...
...

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1

a r + 1 1 a r + 1 2 ··· a r + 1 r a r + 1 r + 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A pli c a n d o d et er mi n a nt e s ´a a nt eri or i g u al d a d e, o bt e m o s q u e
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a 1 r + 1

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1

...
...

...
...

...
0 0 ··· a r

r r a r
r r + 1

0 0 ··· 0 a r + 1 r + 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

c r 1 c r 2 ··· 1 0
c r + 1 1 c r + 1 2 ··· c r + 1 r 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 r a 1 r + 1

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 r a 2 r + 1
...

...
...

...
...

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1

a r + 1 1 a r + 1 2 ··· a r + 1 r a r + 1 r + 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

e, e nt ó n,

a r
1 1 a r

2 2 ··· a r
r r a

r
r + 1 r + 1 �= 0

4. 2.  E li mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U 8 5

x a q u e p o r hi p ó t e s e a s u b m atri z di a g o n al A (r + 1 , r + 1) ´e i n v ertı́ b el.  O v e r d a d eir a m e nt e i m p or-
t a nt e d e q u e o p r o d ut o a nt eri or s e x a n o n n ul o é q u e i st o i m pli c a q u e

a r
r + 1 r + 1  = 0

e, e nt ó n, n o n t e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar fil a s n a et a p a r + 1 d o  m ´et o d o d e  G a u s s.
Pr o b e m o s a g or a a u ni ci d a d e d a d e s c o m p o si ci ó n. S u p o ñ a m o s q u e A a d mit e d ú a s f a ct o ri z a-

ci ó n s
A = L 1 U 1 = L 2 U 2

o n d e L 1 e L 2 s o n t ri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al e U 1 , U 2 s o n t ri a n g ul ar e s
s u p eri o r e s i n v ertı́ b ei s.  E nt ó n,

L − 1
2 L 1 = U 2 U − 1

1 .

A g o r a b e n, c o m o L − 1
2 L 1 é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al e U 2 U − 1

1 é t ri a n-
g ul a r s u p eri or i n v ertı́ b el, t e m o s q u e

L − 1
2 L 1 = U 2 U − 1

1 = I n

o u, o q u e é o  m e s m o,
L 1 = L 2 , U1 = U 2 .

��

E x e m pl o 4. 2. 6. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1 0 1
4 − 4 1 5

− 2 1 − 1 0
− 2 5 − 4 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e a pli q u e m o s o p r o c e s o d e eli mi n a ci ó n d e  G a u s s.  E nt ó n:

F 4 1 ( 1 ) , F3 1 ( 1 ) , F2 1 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 4 − 4 0

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 2 ( 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 0 − 2 6

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 3 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠

E nt ó n

U =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠

e
P = F 4 3 ( − 2) F 4 2 ( 2) F 4 1 ( 1) F 3 1 ( 1) F 2 1 ( − 2)

é u n pr o d ut o d e  m atri c e s tri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  N ó t e s e q u e e n
ni n g ú n  m o m e nt o d o p r o c e s o ti v e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar d ú a s fil a s o u d e  m ulti pli c ar
u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o di sti nt o d o u n, o q u e g ar a nt e a e xi st e n ci a e u ni ci d a d e d a
f a ct ori z a ció n L U c o m o a cit a d a n o t e or e m a a nt eri or.

D a q u el a,
L = P − 1 =

( F 4 3 ( − 2) F 4 2 ( 2) F 4 1 ( 1) F 3 1 ( 1) F 2 1 ( − 2)) − 1 =
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0 | 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0 | 0 ··· 0 0
...

...
...

...
... |

...
...

...
...

c r 1 c r 2 ··· 1 0 | 0 ··· 0 0
c r + 1 1 c r + 1 2 ··· c r + 1 r 1 | 0 ··· 0 0

−  − − −  − | −  − − −
c r + 2 1 c r + 2 2 ··· c r + 2 r c r + 2; r + 1 | 1 ··· 0 0

...
...

...
...

... |
...

...
...

...
c n + 1 1 c n + 1 2 ··· c n − 1 r c n − 1 r + 1 | c n − 1 r + 2 ··· 1 0
c n 1 c n 2 ··· c n r c n r + 1 | c n r + 2 ··· c n n − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

×

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 r a 1 r + 1 | a 1 r + 2 ··· a 1 n − 1 a 1 n

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 r a 2 r + 1 | a 2 r + 2 ··· a 2 n − 1 a 2 n

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1 | a r r + 2 ··· a r n − 1 a r n
...

...
...

...
... |

...
...

...
...

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1 | a r r + 2 ··· a r n − 1 a r n

−  − − −  −  −  −  −  −  −
a r + 1 1 a r + 1 2 ··· a r + 1 r a r + 1 r + 1 | a r + 1 r + 2 ··· a r + 1 n − 1 a r + 1 n

...
...

...
...

... |
...

...
...

...
a n − 1 1 a n − 1 2 ··· a n − 1 r a n − 1 r + 1 | a n − 1 r + 2 ··· a n − 1 n − 1 a n − 1 n

a n 1 a n 2 ··· a n r a n r + 1 | a n r + 2 ··· a n n − 1 a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e, p or t a nt o, ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a 1 r + 1

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1

...
...

...
...

...
0 0 ··· a r

r r a r
r r + 1

0 0 ··· 0 a r + 1 r + 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

c r 1 c r 2 ··· 1 0
c r + 1 1 c r + 1 2 ··· c r + 1 r 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 r a 1 r + 1

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 r a 2 r + 1
...

...
...

...
...

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1

a r + 1 1 a r + 1 2 ··· a r + 1 r a r + 1 r + 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A pli c a n d o d et er mi n a nt e s ´a a nt eri or i g u al d a d e, o bt e m o s q u e
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a r
1 1 a r

1 2 ··· a r
1 r a 1 r + 1

0 a r
2 2 ··· a r

2 r a r
2 r + 1

...
...

...
...

...
0 0 ··· a r

r r a r
r r + 1

0 0 ··· 0 a r + 1 r + 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 0 ··· 0 0
c 2 1 1 ··· 0 0
...

...
...

...
...

c r 1 c r 2 ··· 1 0
c r + 1 1 c r + 1 2 ··· c r + 1 r 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 r a 1 r + 1

a 2 1 a 2 2 ··· a 2 r a 2 r + 1
...

...
...

...
...

a r 1 a r 2 ··· a r r a r r + 1

a r + 1 1 a r + 1 2 ··· a r + 1 r a r + 1 r + 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

e, e nt ó n,

a r
1 1 a r

2 2 ··· a r
r r a

r
r + 1 r + 1 �= 0

4. 2.  E li mi n a ci ó n  G a u s si a n a.  F a c t o ri z a ci ó n  L U 8 5

x a q u e p o r hi p ó t e s e a s u b m at ri z di a g o n al A (r + 1 , r + 1) ´e i n v ertı́ b el.  O v e r d a d eir a m e nt e i m p or-
t a nt e d e q u e o p r o d ut o a nt eri or s e x a n o n n ul o é q u e i st o i m pli c a q u e

a r
r + 1 r + 1  = 0

e, e nt ó n, n o n t e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar fil a s n a et a p a r + 1 d o  m ´et o d o d e  G a u s s.
P r o b e m o s a g or a a u ni ci d a d e d a d e s c o m p o si ci ó n. S u p o ñ a m o s q u e A a d mit e d ú a s f a ct o ri z a-

ci ó n s
A = L 1 U 1 = L 2 U 2

o n d e L 1 e L 2 s o n t ri a n g ul a r e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al e U 1 , U 2 s o n t ri a n g ul ar e s
s u p e ri o r e s i n v ertı́ b ei s.  E nt ó n,

L − 1
2 L 1 = U 2 U − 1

1 .

A g o r a b e n, c o m o L − 1
2 L 1 é t ri a n g ul a r i nf eri or c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al e U 2 U − 1

1 é t ri a n-
g ul a r s u p e ri or i n v ertı́ b el, t e m o s q u e

L − 1
2 L 1 = U 2 U − 1

1 = I n

o u, o q u e é o  m e s m o,
L 1 = L 2 , U1 = U 2 .

��

E x e m pl o 4. 2. 6. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1 0 1
4 − 4 1 5

− 2 1 − 1 0
− 2 5 − 4 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e a pli q u e m o s o p r o c e s o d e eli mi n a ci ó n d e  G a u s s.  E nt ó n:

F 4 1 ( 1 ) , F3 1 ( 1 ) , F2 1 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 4 − 4 0

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 2 ( 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 0 − 2 6

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 3 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠

E nt ó n

U =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1  0 1
0 − 2  1 3
0 0 − 1 1
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠

e
P = F 4 3 ( − 2) F 4 2 ( 2) F 4 1 ( 1) F 3 1 ( 1) F 2 1 ( − 2)

é u n p r o d ut o d e  m atri c e s tri a n g ul ar e s i nf eri or e s c o n u n s n a di a g o n al pri n ci p al.  N ó t e s e q u e e n
ni n g ú n  m o m e nt o d o p r o c e s o ti v e m o s n e c e si d a d e d e i nt er c a m bi ar d ú a s fil a s o u d e  m ulti pli c ar
u n h a fil a p or u n e s c al ar n o n n ul o di sti nt o d o u n, o q u e g ar a nt e a e xi st e n ci a e u ni ci d a d e d a
f a ct ori z a ció n L U c o m o a cit a d a n o t e or e m a a nt eri or.

D a q u el a,
L = P − 1 =

( F 4 3 ( − 2) F 4 2 ( 2) F 4 1 ( 1) F 3 1 ( 1) F 2 1 ( − 2)) − 1 =
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F 2 1 ( − 2) − 1 F 3 1 ( 1) − 1 F 4 1 ( 1) − 1 F 4 2 ( 2) − 1 F 4 3 ( − 2) − 1 =

F 2 1 ( 2) F 3 1 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 4 2 ( − 2) F 4 3 ( 2)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
2  1 0 0

− 1  0 1 0
− 1 − 2 2 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

4. 3.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  D et er mi n e a s ol u ci ó n x e r al d o s si st e m a s h o m o x é n e o s s e g ui nt e s:

a )

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2 x + y + z = 0
4 x + 2 y + z = 0
6 x + 3 y + z = 0
8 x + 4 y + z = 0

. b)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2 x + y + z = 0
4 x + 2 y + z = 0
6 x + 3 y + z = 0
8 x + 5 y + z = 0

.

c )

⎧
⎨

⎩

x + 2 y + z + 2 t = 0
2 x + 4 y + z + 3 t = 0
3 x + 6 y + z + 4 t = 0

. d)

⎧
⎨

⎩

2 x + 2 y + 2 z = 0
2 x + 5 y + 7 z = 0
3 x + 6 y + 6 z = 0

.

2.  D et er mi n e a s ol u ci ó n x e r al d o s si st e m a s s e g ui nt e s:

a )

⎧
⎨

⎩

x + 2 y + z + 2 t = 3
2 x + 4 y + z + 3 t = 4
3 x + 6 y + z + 4 t = 5

. b)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x + y + 2 z + 2 t + u = 1
2 x + 2 y + 4 z + 4 t + 3 u = 1
2 x + 2 y + 4 z + 4 t + 2 u = 2
3 x + 5 y + 8 z + 6 t + 5 u = 3

.

c )

⎧
⎨

⎩

x + y − z = 1
3 x + 4 y − z = 1
x + 2 y + z = − 1

. d)

⎧
⎨

⎩

x − y + z = 1
x + 2 z = 0
3 x − 2 y + 4 z + t + u = 0

.

3.  R e s ol v a a e c u a ci ó n  m at ri ci al
�

3 1
− 1 2

�

X − X

�
1 4
2 0

�

=

�
2 − 2
5 4

�

.

4.  E st u d e o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b o n d e:
a )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 1 − 1
− 1 α − 4 α − 1 5 − 2 α

2 6 − α β − α 2 α + β − 6
− 1 α − 4 α − 2 β − 1 2 − β − 2 α

⎞

⎟
⎟
⎠ , b =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
− 1

2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

b )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 β α β
2 3 β α 2 β
1 β 2 α 2 β
1 2 β 0 2 β

⎞

⎟
⎟
⎠ b =

⎛

⎜
⎜
⎝

α + β + 1
3 α + 2 β + 1

2 β + 2
α + 2 β

⎞

⎟
⎟
⎠ .

5.  A c h e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o s si st e m a s A x = b e B x = b , o n d e

A =

⎛

⎝
1 1 1
1 1 0
1 0 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
1 1 1
1 2 0
1 0 2

⎞

⎠ , b =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ .
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6.  Di s c ut a e r e s ol v a, n o s c a s o s e n q u e s e x a p o s ı́ b el, o s e g ui nt e si st e m a d e e c u a ció n s li n e a r e s
h o m o x é n e o s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d e α ∈ R .

(α + 1) x + ( α + 2) z = 0 ,

(α + 1) y + ( α + 2) t = 0 ,

α x + ( α − 1) z = 0 ,

α y + ( α − 1) t = 0 .

7.  Di s c ut a s e g u n d o o s v al or e s d e α , β ∈ R o s e g ui nt e si st e m a e c al c ul e a s ol u ci ó n n o s c a s o s
e n q u e s e x a p o s ı́ b el.

⎛

⎝
α 1 1
1 β 0
1 0 β

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ .

8.  Di s c ut a s e g u n d o o s v al or e s d e α , β ∈ R e c al c ul e a s ol u ci ó n, n o s c a s o s e n q u e s e x a p o s ı́ b el,
d o s s e g ui nt e s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.

a )

⎧
⎨

⎩

α x + β y + z = 1
x + α β y + z = β
x + β y + z = 1

. b)

⎧
⎨

⎩

α x + y + z = 1
x + β y = 1
x + β z = 1

.

9.  A c h e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a
⎛

⎝
i 1 + i 1

2 i − 2 − i i
− 1 i 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
− 1 + i

2
− 2 − i

⎞

⎠ .

1 0.  C o n si d é r a n s e a s  m atri c e s

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1 0 1
4 − 4 1 5

− 2 1 − 1 0
− 2 5 − 4 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 1 0 1
− 2 − 2 1 − 2

2 2 1 4
− 2 − 2 − 1 − 5

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  D e m o st r e q u e A e B a d mit e n f a ct ori z a ci ó n L U e c al c ul e dit a s f a ct ori z a ci ó n s.
b )  Utili c e o a p art a d o a nt eri or p ar a r e s ol v er o s si st e m a s A x = b , B x = c o n d e b =

(− 5 , − 1 4 , 1 , 1) t e c = ( 0 , 3 , − 3 , 4) t .
1 1. S e x a o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b o n d e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 − 1 1
− 4 − 1  2 0
− 2 − 2 − 1 1
− 6 3 3 3

⎞

⎟
⎟
⎠ , b =

⎛

⎜
⎜
⎝

4
− 5

2
− 9

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  Di s c ut a e r e s ol v a, s e é p o s ı́ b el, o si st e m a utili z a n d o o  m é t o d o d e  G a u s s.
b )  D e m o st r e q u e A a d mit e f a ct ori z a ci ó n L U e c al c ul e dit a f a ct o ri z a ci ó n.
c )  R e s ol v a, s e é p o s ı́ b el, o si st e m a utili z a n d o a f a ct ori z a ció n L U .

1 2.  C o n si d é r a s e a  m at ri z r e al

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1 0 − 2 0
− 1 − 1 − 2 1
− 1 − 2 − 1 4
− 1 − 2  1 7

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  E st u d e s e e xi st e a f a ct ori z a ci ó n L U d a  m at ri z A .
b )  E n c a s o a fir m ati v o, a c h e dit a f a ct ori z a ci ó n e a d e m ai s:

b 1)  C al c ul e o d et er mi n a nt e d a  m atri z A .
b 2)  At o p e a  m atri z i n v er s a d e A .
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F 2 1 ( − 2) − 1 F 3 1 ( 1) − 1 F 4 1 ( 1) − 1 F 4 2 ( 2) − 1 F 4 3 ( − 2) − 1 =

F 2 1 ( 2) F 3 1 ( − 1) F 4 1 ( − 1) F 4 2 ( − 2) F 4 3 ( 2)  =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 0
2  1 0 0

− 1  0 1 0
− 1 − 2 2 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

4. 3.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  D et er mi n e a s ol u ci ó n x e r al d o s si st e m a s h o m o x é n e o s s e g ui nt e s:

a )

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2 x + y + z = 0
4 x + 2 y + z = 0
6 x + 3 y + z = 0
8 x + 4 y + z = 0

. b)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2 x + y + z = 0
4 x + 2 y + z = 0
6 x + 3 y + z = 0
8 x + 5 y + z = 0

.

c )

⎧
⎨

⎩

x + 2 y + z + 2 t = 0
2 x + 4 y + z + 3 t = 0
3 x + 6 y + z + 4 t = 0

. d)

⎧
⎨

⎩

2 x + 2 y + 2 z = 0
2 x + 5 y + 7 z = 0
3 x + 6 y + 6 z = 0

.

2.  D et er mi n e a s ol u ci ó n x e r al d o s si st e m a s s e g ui nt e s:

a )

⎧
⎨

⎩

x + 2 y + z + 2 t = 3
2 x + 4 y + z + 3 t = 4
3 x + 6 y + z + 4 t = 5

. b)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x + y + 2 z + 2 t + u = 1
2 x + 2 y + 4 z + 4 t + 3 u = 1
2 x + 2 y + 4 z + 4 t + 2 u = 2
3 x + 5 y + 8 z + 6 t + 5 u = 3

.

c )

⎧
⎨

⎩

x + y − z = 1
3 x + 4 y − z = 1
x + 2 y + z = − 1

. d)

⎧
⎨

⎩

x − y + z = 1
x + 2 z = 0
3 x − 2 y + 4 z + t + u = 0

.

3.  R e s ol v a a e c u a ci ó n  m at ri ci al
�

3 1
− 1 2

�

X − X

�
1 4
2 0

�

=

�
2 − 2
5 4

�

.

4.  E st u d e o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b o n d e:
a )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 1 − 1
− 1 α − 4 α − 1 5 − 2 α

2 6 − α β − α 2 α + β − 6
− 1 α − 4 α − 2 β − 1 2 − β − 2 α

⎞

⎟
⎟
⎠ , b =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
− 1

2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

b )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 β α β
2 3 β α 2 β
1 β 2 α 2 β
1 2 β 0 2 β

⎞

⎟
⎟
⎠ b =

⎛

⎜
⎜
⎝

α + β + 1
3 α + 2 β + 1

2 β + 2
α + 2 β

⎞

⎟
⎟
⎠ .

5.  A c h e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o s si st e m a s A x = b e B x = b , o n d e

A =

⎛

⎝
1 1 1
1 1 0
1 0 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝
1 1 1
1 2 0
1 0 2

⎞

⎠ , b =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ .

4. 3.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 8 7

6.  Di s c ut a e r e s ol v a, n o s c a s o s e n q u e s e x a p o s ı́ b el, o s e g ui nt e si st e m a d e e c u a ció n s li n e a r e s
h o m o x é n e o s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d e α ∈ R .

(α + 1) x + ( α + 2) z = 0 ,

(α + 1) y + ( α + 2) t = 0 ,

α x + ( α − 1) z = 0 ,

α y + ( α − 1) t = 0 .

7.  Di s c ut a s e g u n d o o s v al or e s d e α , β ∈ R o s e g ui nt e si st e m a e c al c ul e a s ol u ci ó n n o s c a s o s
e n q u e s e x a p o s ı́ b el.

⎛

⎝
α 1 1
1 β 0
1 0 β

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ .

8.  Di s c ut a s e g u n d o o s v al or e s d e α , β ∈ R e c al c ul e a s ol u ci ó n, n o s c a s o s e n q u e s e x a p o s ı́ b el,
d o s s e g ui nt e s si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.

a )

⎧
⎨

⎩

α x + β y + z = 1
x + α β y + z = β
x + β y + z = 1

. b)

⎧
⎨

⎩

α x + y + z = 1
x + β y = 1
x + β z = 1

.

9.  A c h e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a
⎛

⎝
i 1 + i 1

2 i − 2 − i i
− 1 i 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
− 1 + i

2
− 2 − i

⎞

⎠ .

1 0.  C o n si d é r a n s e a s  m at ri c e s

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 − 1 0 1
4 − 4 1 5

− 2 1 − 1 0
− 2 5 − 4 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 1 0 1
− 2 − 2 1 − 2

2 2 1 4
− 2 − 2 − 1 − 5

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  D e m o st r e q u e A e B a d mit e n f a ct ori z a ci ó n L U e c al c ul e dit a s f a ct ori z a ci ó n s.
b )  Utili c e o a p art a d o a nt eri or p ar a r e s ol v er o s si st e m a s A x = b , B x = c o n d e b =

(− 5 , − 1 4 , 1 , 1) t e c = ( 0 , 3 , − 3 , 4) t .
1 1. S e x a o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b o n d e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 − 1 1
− 4 − 1  2 0
− 2 − 2 − 1 1
− 6 3 3 3

⎞

⎟
⎟
⎠ , b =

⎛

⎜
⎜
⎝

4
− 5

2
− 9

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  Di s c ut a e r e s ol v a, s e é p o s ı́ b el, o si st e m a utili z a n d o o  m é t o d o d e  G a u s s.
b )  D e m o st r e q u e A a d mit e f a ct ori z a ci ó n L U e c al c ul e dit a f a ct o ri z a ci ó n.
c )  R e s ol v a, s e é p o s ı́ b el, o si st e m a utili z a n d o a f a ct ori z a ció n L U .

1 2.  C o n si d é r a s e a  m at ri z r e al

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1 0 − 2 0
− 1 − 1 − 2 1
− 1 − 2 − 1 4
− 1 − 2  1 7

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  E st u d e s e e xi st e a f a ct ori z a ci ó n L U d a  m at ri z A .
b )  E n c a s o a fir m ati v o, a c h e dit a f a ct ori z a ci ó n e a d e m ai s:

b 1)  C al c ul e o d et er mi n a nt e d a  m atri z A .
b 2)  At o p e a  m atri z i n v er s a d e A .
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b 3 )  R e s ol v a o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b s e n d o b t = ( − 5 , − 6 , − 3 , 4).
1 3. S e x a A = ( a i j ) ∈ M 4 × 4 ( R ) a  m at ri z d e fi ni d a p or

a i j = ( − 1) m á x { i, j } , 1 ≤ i, j ≤ 4 .

P r o b e q u e A a d mit e f a ct ori z a ci ó n L U e c al c ul e dit a f a ct o ri z a ci ó n.
1 4.  C al c ul e, s e é p o s ı́ b el, a f a ct o ri z a ció n L U d a s s e g ui nt e s  m atri c e s:

A =

⎛

⎝
2 1 4
8 − 3 2
4 1 1 − 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎝

3 − 2 6 − 5
2 4 − 1 2 4 1 − 3 9

− 2 7 1 8 − 6 2 5 4
9 1 4 1 5 − 4 7

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

C =

⎛

⎝
2 4 − 2
1 3 1

− 2 − 1 0

⎞

⎠ , D =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 2 − 2 − 2 5
− 2 − 1 − 2 4
− 2 − 1 − 1 4
− 3 − 2 − 2 6

⎞

⎟
⎟
⎠ .

1 5. S e x a n A,  B ∈ M 2 × 3 ( R ), C ∈ M 2 × 2 ( R ) a s  m at ri c e s

A =

�
− 2 − 1 − 1

3 2 2

�

, B =

�
− 1 0 − 1

0 − 1 2

�

, C =

�
− 2 − 1

6 3

�

.

a )  A c h e t o d a s a s  m atri c e s X q u e s o n s ol u ci ó n s d a e c u a ci ó n  m at ri ci al

C X + A B t = B B t .

b )  E st u d e s e é p o s ı́ b el at o p a r u n h a s ol u ci ó n d a e c u a ció n a nt e ri o r q u e v eri fi q u e

X + X t = 0 .

C A Pı́ T U L O 5

E s p a z o s  v e c t o ri ai s e a pli c a ci ó n s li n e a r e s

N est e c a p´ıt ul o i nt r o d u cir e m o s o c o n c e pt o d e e s p a z o v e ct ori al o c al d ará l u g a r a o e c o si st e m a
n o q u e vi vi r á n d e f o r m a n at ur al gr a n p art e d a s n o ci ó n s e st u d a d a s n o s c a p ı́ t ul o s a nt e ri or e s.

C o m e z ar e m o s i nt r o d u ci n d o a s d e fi ni ci ó n s d e e s p a z o e s u b e s p a z o v e ct ori al s o br e u n c or p o
K .  D e s p oi s d e v e r v ari o s e x e m pl o s si g ni fi c ati v o s, p a s a r e m o s a d e fi ni r a s n o ció n s d e c o m bi n a ci ó n
li n e a r d u n c o n x u nt o fi nit o d e v e ct o r e s e d e cl a u s u r a li n e a r d u n si st e m a d e v e ct or e s.  N e st e p u nt o
q u e d ar á p at e nt e a e st r eit a r el a ci ó n q u e e xi st e e ntr e a m b o s c o n c e pt o s gr a z a s a o s e g ui nt e r e s ult a d o:
s e V é u n K - e s p a z o v e ct ori al e T ⊂ V n o n é b al ei r o, a cl a u s ur a li n e ar d e T c oi n ci d e c o c o n x u nt o
d e t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct or e s d e T .  D o ut r a b a n d a, gr a z a s á cl a u s u r a li n e ar,
i nt r o d u ci r e m o s a d e fi ni ci ó n d e si st e m a x er a d or, o u si st e m a d e x er a d or e s, d u n s u b e s p a z o v e ct ori al
e v er e m o s a s s ú a s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s.

N a s e g ui nt e p art e d o c a pı́ t ul o e st u d ar a n s e a s n o ci ó n s d e d e p e n d e n ci a e i n d e p e n d e n ci a li n e a r
e d e si st e m a li br e o u li g a d o.  T a m é n n e st e p u nt o i nt r o d u ci r a s e a d e fi ni ci ó n d e r a n g o d u n si st e m a
d e v e ct or e s T d u n e s p a z o v e ct ori al V , e v er a s e q u e, s e V = K n e T = { v 1 , ··· , vr } , o r a n g o d e T
é o r a n g o d a  m atri z q u e r e s ult a a o e s cri bir o s v e ct or e s d e T b e n e n fil a, b e n e n c ol u m n a.

Gr a z a s a o  m e n ci o n a d o n o p ar á g r af o a nt e ri or p o d er e m o s f al ar d e b a s e s e di m e n si ó n p a r a u n
e s p a z o v e ct ori al.  A p artir d e st e i nt r e a s u mir a s e q u e o s e s p a z o s v e ct ori ai s c o s q u e tr a b all a m o s s o n
d e ti p o fi nit o.  A g or a b e n, é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e t a m é n e xi st e n e s p a z o s v e ct ori ai s q u e, aı́ n d a
q u e n o n s o n d e st e ti p o, t e ñ e n o s e u i nt er e s e  m at e m á ti c o ( p o r e x e m pl o, o s e s p a z o s d e f u n ci ó n s
d e fi ni d a s n u n i nt e r v al o).

U n h a v e z fi x a d a s a s d e fi ni ci ó n s d e b a s e e di m e n si ´o n e e st u d a d a s a s s ú a s p ri n ci p ai s pr o pi e-
d a d e s, p a s ar e m o s á n o ci ó n d e c o o r d e n a d a s d u n v e ct or r e s p e ct o a u n h a b a s e e d e m o str ar e m o s
q u e o s e u c ál c ul o r e d ú c e s e á s ol u ci ó n d u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  Ver e m o s q u e d a d a u n h a
b a s e d u n e s p a z o v e ct ori al e u n v e ct or d o d e v a n dit o e s p a z o, s e m pr e s e p o d e n c al c ul ar a s s ú a s
c o o r d e n a d a s r e s p e ct o d a b a s e e q u e e st a s, x u nt o c o a b a s e, d et er mi n a n c o m pl et a m e nt e a o v e ct or.
D a d o q u e a s c o or d e n a d a s d a n l u g ar a o q u e s e c h a m a v e ct or d e c o or d e n a d a s e e st e é u n v e ct o r
d u n e s p a z o K n , r e c al c a r a s e a o l e ct or q u e e s e n ci al m e nt e, c a n d o tr a b all a m o s c o n e s p a z o s v e ct o-
ri ai s d e ti p o fi nit o, u n h a v e z fi x a d a u n h a b a s e, é c o m a s e t r a sl a d á s e m o s t o d o s o s p r o bl e m a s a
u n e s p a z o d o ti p o K n .  N a p a rt e fi n al d e st e a p art a d o v er a s e o c a m bi o d e c o or d e n a d a s a s o ci a d o
a u n c a m bi o d e b a s e e a s ú a i nt e r p r et a ci ó n  m at ri ci al. I st o d ar á l u g a r á a p a ri ci ó n d a  m at ri z d e
c a m bi o d e b a s e q u e p o st eri or m e nt e p o d er e m o s utili z ar c o m o e x e m pl o d e  m atri z a s o ci a d a a u n h a
a pli c a ci ó n li n e a r.

A p art e fi n al d o c a p´ıt ul o d e dı́ c a s e a o e st u d o d a s a pli c a ció n s li n e a r e s e a s s ú a s p ri n ci p ai s
pr o pi e d a d e s.  C o m e z ar e m o s i nt r o d u ci n d o a n o ci ó n d e a pli c a ci ó n li n e a r p ar a p o st eri or m e nt e v er
u n h a s eri e d e e x e m pl o s d o s q u e d e st a c ar e m o s e s p e ci al m e nt e a q u el e s q u e r el a ci o n a n  m atri c e s e
a pli c a ci ó n s li n e a r e s.  D e s p oi s di st o p a s ar e m o s a v er c al é a i nf o r m a ci ó n  m ı́ ni m a q u e n e c e sit a m o s
p ar a t er c o m pl et a m e nt e c ar a ct eri z a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  A c o nti n u a ci ó n af o n d a r e m o s n a
r el a ci ó n e xi st e nt e e nt r e  m at ri c e s e a pli c a ci ó n s li n e a r e s, gr a z a s á i nt r o d u ci ó n d a n o ci ó n d e  m at ri z
a s o ci a d a a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  E st u d ar e m o s a s p ri n ci p ai s p r o pi e d a d e s d a s  m atri c e s a s o ci a d a s
c o m pr o b a n d o q u e d ú a s  m at ri c e s a s o ci a d a s á  m e s m a a pli c a ci ó n li n e a r s o n e q ui v al e nt e s e, p or
t a nt o, t e ñ e n o  m e s m o r a n g o.  T a m é n s e cl a ri fi c ar á a r el a ci ó n i n v e r s a, c h e g a n d o a e n u n ci ar o
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8 8 C a p ı́ t u l o 4:  Si s t e m a s  d e e c u a ció n s li n e a r e s

b 3 )  R e s ol v a o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b s e n d o b t = ( − 5 , − 6 , − 3 , 4).
1 3. S e x a A = ( a i j ) ∈ M 4 × 4 ( R ) a  m at ri z d e fi ni d a p or

a i j = ( − 1) m á x { i, j } , 1 ≤ i, j ≤ 4 .

P r o b e q u e A a d mit e f a ct ori z a ci ó n L U e c al c ul e dit a f a ct o ri z a ci ó n.
1 4.  C al c ul e, s e é p o s ı́ b el, a f a ct o ri z a ció n L U d a s s e g ui nt e s  m atri c e s:

A =

⎛

⎝
2 1 4
8 − 3 2
4 1 1 − 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜
⎜
⎝

3 − 2 6 − 5
2 4 − 1 2 4 1 − 3 9

− 2 7 1 8 − 6 2 5 4
9 1 4 1 5 − 4 7

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

C =

⎛

⎝
2 4 − 2
1 3 1

− 2 − 1 0

⎞

⎠ , D =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 2 − 2 − 2 5
− 2 − 1 − 2 4
− 2 − 1 − 1 4
− 3 − 2 − 2 6

⎞

⎟
⎟
⎠ .

1 5. S e x a n A,  B ∈ M 2 × 3 ( R ), C ∈ M 2 × 2 ( R ) a s  m at ri c e s

A =

�
− 2 − 1 − 1

3 2 2

�

, B =

�
− 1 0 − 1

0 − 1 2

�

, C =

�
− 2 − 1

6 3

�

.

a )  A c h e t o d a s a s  m atri c e s X q u e s o n s ol u ci ó n s d a e c u a ci ó n  m at ri ci al

C X + A B t = B B t .

b )  E st u d e s e é p o s ı́ b el at o p a r u n h a s ol u ci ó n d a e c u a ció n a nt e ri o r q u e v eri fi q u e

X + X t = 0 .

C A Pı́ T U L O 5

E s p a z o s  v e c t o ri ai s e a pli c a ci ó n s li n e a r e s

N est e c a p´ıt ul o i nt r o d u cir e m o s o c o n c e pt o d e e s p a z o v e ct ori al o c al d ará l u g a r a o e c o si st e m a
n o q u e vi vi r á n d e f o r m a n at ur al gr a n p art e d a s n o ci ó n s e st u d a d a s n o s c a p ı́ t ul o s a nt e ri o r e s.

C o m e z ar e m o s i nt r o d u ci n d o a s d e fi ni ci ó n s d e e s p a z o e s u b e s p a z o v e ct ori al s o br e u n c or p o
K .  D e s p oi s d e v e r v ari o s e x e m pl o s si g ni fi c ati v o s, p a s a r e m o s a d e fi nir a s n o ció n s d e c o m bi n a ci ó n
li n e a r d u n c o n x u nt o fi nit o d e v e ct o r e s e d e cl a u s u r a li n e a r d u n si st e m a d e v e ct or e s.  N e st e p u nt o
q u e d ar á p at e nt e a e st r eit a r el a ci ó n q u e e xi st e e ntr e a m b o s c o n c e pt o s gr a z a s a o s e g ui nt e r e s ult a d o:
s e V é u n K - e s p a z o v e ct ori al e T ⊂ V n o n é b al ei r o, a cl a u s ur a li n e ar d e T c oi n ci d e c o c o n x u nt o
d e t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct or e s d e T .  D o ut r a b a n d a, gr a z a s á cl a u s u r a li n e ar,
i nt r o d u ci r e m o s a d e fi ni ci ó n d e si st e m a x er a d or, o u si st e m a d e x er a d or e s, d u n s u b e s p a z o v e ct ori al
e v e r e m o s a s s ú a s p r o pi e d a d e s f u n d a m e nt ai s.

N a s e g ui nt e p art e d o c a pı́ t ul o e st u d a r a n s e a s n o ci ó n s d e d e p e n d e n ci a e i n d e p e n d e n ci a li n e a r
e d e si st e m a li br e o u li g a d o.  T a m é n n e st e p u nt o i nt r o d u ci r a s e a d e fi ni ci ó n d e r a n g o d u n si st e m a
d e v e ct or e s T d u n e s p a z o v e ct ori al V , e v er a s e q u e, s e V = K n e T = { v 1 , ··· , vr } , o r a n g o d e T
é o r a n g o d a  m atri z q u e r e s ult a a o e s cri bir o s v e ct or e s d e T b e n e n fil a, b e n e n c ol u m n a.

G r a z a s a o  m e n ci o n a d o n o p ar á g r af o a nt e ri o r p o d er e m o s f al ar d e b a s e s e di m e n si ó n p a r a u n
e s p a z o v e ct ori al.  A p artir d e st e i nt r e a s u mir a s e q u e o s e s p a z o s v e ct ori ai s c o s q u e tr a b all a m o s s o n
d e ti p o fi nit o.  A g or a b e n, é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e t a m é n e xi st e n e s p a z o s v e ct ori ai s q u e, aı́ n d a
q u e n o n s o n d e st e ti p o, t e ñ e n o s e u i nt e r e s e  m at e m á ti c o ( p o r e x e m pl o, o s e s p a z o s d e f u n ci ó n s
d e fi ni d a s n u n i nt e r v al o).

U n h a v e z fi x a d a s a s d e fi ni ci ó n s d e b a s e e di m e n si ´o n e e st u d a d a s a s s ú a s p ri n ci p ai s pr o pi e-
d a d e s, p a s ar e m o s á n o ci ó n d e c o o r d e n a d a s d u n v e ct or r e s p e ct o a u n h a b a s e e d e m o str ar e m o s
q u e o s e u c ál c ul o r e d ú c e s e á s ol u ci ó n d u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  Ver e m o s q u e d a d a u n h a
b a s e d u n e s p a z o v e ct ori al e u n v e ct or d o d e v a n dit o e s p a z o, s e m pr e s e p o d e n c al c ul ar a s s ú a s
c o o r d e n a d a s r e s p e ct o d a b a s e e q u e e st a s, x u nt o c o a b a s e, d et er mi n a n c o m pl et a m e nt e a o v e ct or.
D a d o q u e a s c o or d e n a d a s d a n l u g ar a o q u e s e c h a m a v e ct or d e c o or d e n a d a s e e st e é u n v e ct o r
d u n e s p a z o K n , r e c al c a r a s e a o l e ct or q u e e s e n ci al m e nt e, c a n d o tr a b all a m o s c o n e s p a z o s v e ct o-
ri ai s d e ti p o fi nit o, u n h a v e z fi x a d a u n h a b a s e, é c o m a s e t r a sl a d á s e m o s t o d o s o s p r o bl e m a s a
u n e s p a z o d o ti p o K n .  N a p a rt e fi n al d e st e a p art a d o v er a s e o c a m bi o d e c o or d e n a d a s a s o ci a d o
a u n c a m bi o d e b a s e e a s ú a i nt e r p r et a ci ó n  m at ri ci al. I st o d ar á l u g a r á a p a ri ci ó n d a  m at ri z d e
c a m bi o d e b a s e q u e p o st eri or m e nt e p o d er e m o s utili z ar c o m o e x e m pl o d e  m atri z a s o ci a d a a u n h a
a pli c a ci ó n li n e a r.

A p a rt e fi n al d o c a p´ıt ul o d e dı́ c a s e a o e st u d o d a s a pli c a ció n s li n e a r e s e a s s ú a s p ri n ci p ai s
p r o pi e d a d e s.  C o m e z ar e m o s i nt r o d u ci n d o a n o ci ó n d e a pli c a ci ó n li n e a r p a r a p o st eri or m e nt e v er
u n h a s eri e d e e x e m pl o s d o s q u e d e st a c ar e m o s e s p e ci al m e nt e a q u el e s q u e r el a ci o n a n  m atri c e s e
a pli c a ci ó n s li n e a r e s.  D e s p oi s di st o p a s ar e m o s a v er c al é a i nf o r m a ci ó n  m ı́ ni m a q u e n e c e sit a m o s
p a r a t er c o m pl et a m e nt e c ar a ct eri z a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  A c o nti n u a ci ó n af o n d a r e m o s n a
r el a ci ó n e xi st e nt e e nt r e  m at ri c e s e a pli c a ci ó n s li n e a r e s, gr a z a s á i nt r o d u ci ó n d a n o ci ó n d e  m at ri z
a s o ci a d a a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  E st u d ar e m o s a s p ri n ci p ai s p r o pi e d a d e s d a s  m atri c e s a s o ci a d a s
c o m p r o b a n d o q u e d ú a s  m at ri c e s a s o ci a d a s á  m e s m a a pli c a ci ó n li n e a r s o n e q ui v al e nt e s e, p or
t a nt o, t e ñ e n o  m e s m o r a n g o.  T a m é n s e cl a ri fi c a r á a r el a ci ó n i n v e r s a, c h e g a n d o a e n u n ci ar o
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9 0 C a p ı́ t u l o 5:  E s p a z o s  v e c t o ri ai s e  a p li c a ció n s li n e a r e s

s e g ui nt e r e s ult a d o: d ú a s  m at ri c e s s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, s o n  m at ri c e s a s o ci a d a s a u n h a
m e s m a a pli c a ci ´o n li n e ar.

N e st e c a p´ıt ul o o s úl ti m o s c o n c e pt o s i m p ort a nt e s q u e s e i nt r o d u cirá n s o n o s d e n ú cl e o  K e r( f )
e i m a x e I m( f ) d u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f .  D e m o str ar a s e q u e c al c ul ar o n ú cl e o r e d ú c e s e a r e s ol v er
u n si st e m a h o m o x é n e o e q u e c al c ul ar a di m e n si ó n d a i m a x e d u n h a a pli c a ci ó n li n e a r r e d ú c e s e a
c al c ul a r o r a n g o d e c al q u er a d a s s ú a s  m at ri c e s a s o ci a d a s.  Fi n al m e nt e c o m pr o b ar e m o s q u e p ar a
o  n ú cl e o e a i m a x e d u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f c o n d o mi ni o V c ú m p r e s e a s e g ui nt e f ó r m ul a q u e
li g a a s s ú a s di m e n sió n s:

di m K ( V ) = di m K ( K e r( f ))  + di m K (I m( f )) .

5. 1.  E s p a z o s e s u b e s p a z o s  v e c t o ri ai s.  Si s t e m a s  d e  x e r a d o r e s

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1. U n e s p a z o v e ct ori al s o br e o c or p o K ( o u u n K - e s p a z o v e ct ori al) é u n c o n x u nt o
n o n b al ei r o V n o c al s e t e ñ e n d e fi ni d a s d ú a s o p e r a ci ó n s c h a m a d a s s u m a ( d e n ot a d a p or  +) e
p r o d ut o p or e s c al ar e s ( d e n ot a d o p or ·)

V × V → V ,
(u, v ) � → u + v

K × V → V ,
(α, v ) � → α · v

s ati sf a c e n d o a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) u + ( v + w ) = (u + v ) + w, ∀ u, v,  w ∈ V .
2) u + v = v + u, ∀ u, v ∈ V .
3) ∃ θ V ∈ V t al q u e θ V + u = u, ∀ u ∈ V .
4) ∀ v ∈ V, ∃ − v ∈ V t al q u e v + ( − v ) = θ V .
5) α · (u + v ) = α · u + α · v, ∀ u, v ∈ V,  α ∈ K .
6) ( α + β ) · u = α · u + β · u, ∀ α, β ∈ K , u ∈ V .
7) 1 · u = u, ∀ u ∈ V .
8) ( α β ) · u = α · (β · u ), ∀ α, β ∈ K , u ∈ V .

O s el e m e nt o s d e V a d ói t a n s e c h a m a r v e ct or e s e o s el e m e nt o s d e K , e s c al ar e s.  A o v e ct or
θ V c h á m a s ell e v e ct o r n ul o o u v e ct or c er o d e V .  D a d a a a m plit u d e d e e x e m pl o s e xi st e nt e s d e
e s p a z o v e ct ori al, v er e m o s q u e a p al a br a v e ct or a c a b ar á d e si g n a n d o o b x e ct o s di sti nt o s d o s q u e
u s u al m e nt e c h a m a m o s p or e s e n o m e.  Fi n al m e nt e, p or c o m o di d a d e, o p r o d ut o p or e s c al ar e s
d e n ot ar é m ol o a p a rti r d e a g o r a s e n o p u nt o, i st o é, α · v = α v .

Ve x a m o s a g or a o s e x e m pl o s d e e s p a z o s v e ct ori ai s q u e  m a n e x ar e m o s a o l o n g o d o li br o.

E x e m pl o 5. 1. 2. 1)  U n c or p o K é u n K - e s p a z o v e ct ori al c o a s u m a e o pr o d ut o d e e s c al ar e s.
N e st e c a s o θ K = 0.  P o r t a nt o, R é u n R - e s p a z o v e ct ori al e C é u n C - e s p a z o v e ct ori al.

2)  O c or p o C é u n R - e s p a z o v e ct ori al c o a s u m a d e n ú m e r o s c o m pl e x o s e o pr o d ut o p or
e s c al ar e s d a d o p or

α (a + bi ) = α a + α bi

p a r a t o d o α n ú m e r o r e al e a + bi n ú m e r o c o m pl e x o.  O b vi a m e nt e, n e st e c a s o, θ C = 0 =
0 + 0 i.

3)  O c o n x u nt o

K n =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ | x i ∈ K ∀ i ∈ { 1 , ··· , n}

⎫
⎪⎬

⎪⎭

é u n K e s p a z o v e ct ori al c o a s o p er a ci ó n s d e s u m a d e v e ct or e s
⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

x 1 + y 1
...

x n + y n

⎞

⎟
⎠

5. 1.  E s p a z o s e s u b e s p a z o s  v e c t o ri ai s.  Si s t e m a s  d e  x e r a d o r e s 9 1

e p r o d ut o p o r e s c al a r e s

α

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

α x 1
...

α x n

⎞

⎟
⎠ .

N e st e e s p a z o v e ct ori al θ K n é o v e ct o r q u e t e n t o d a s a s s ú a s c o m p o ñ e nt e s n ul a s.  L o g o,
R n é  u n R - e s p a z o v e ct ori al e C n é  u n C - e s p a z o v e ct ori al.  T a m é n s e c u m p r e q u e C n é  u n
R - e s p a z o v e ct ori al.

4)  O c o n x u nt o M m × n ( K ) d a s  m atri c e s d e m fil a s e n c ol u m n a s c o n c o e fi ci e nt e s e n K é u n
e x e m pl o d e K - e s p a z o v e ct ori al, c o a s o p er a ci ó n s d e s u m a d e  m atri c e s e p r o d ut o d e e s c al ar e s
p or  m at ri c e s d e fi ni d a s n o c a pı́ t ul o a nt e ri or.  N e st e c a s o, θ M m × n ( K ) = Θ m, n .

5) S e d e n ot a m o s p or  Π n ( K ) o c o n x u nt o d e p oli n o mi o s d e gr a o  m e n or o u i g u al q u e n c o n
c o e fi ci e nt e s e n K , o bt e m o s u n n o v o e x e m pl o d e K - e s p a z o v e ct ori al o n d e, s e c a d a el e m e nt o
d e  Π n ( K ) e s c rı́ b e s e c o m o

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n x n ,

a s u m a d ef ı́ n e s e p o r

p (x ) + q (x ) = ( a 0 + a 1 x + ··· + a n x n ) + ( b 0 + b 1 x + ··· + b n x n ) =

(a 0 + b 0 ) + ( a 1 + b 1 ) x + ··· + ( a n + b n ) x n ,

e o p r o d ut o p or e s c al ar e s p or

α p (x ) = α a 0 + α a 1 x + ··· + α a n x n .

Fi n al m e nt e, o v e ct or c er o θ Π n ( K ) é o p oli n o mi o c o n t o d o s o s c o e fi ci e nt e s n ul o s.
6)  N e st e e x e m pl o v er e m o s u n h a e str ut ur a n o n c o m ú n d e e s p a z o v e ct ori al. S e x a

V = { x ∈ R : x > 0 } .

E nt ó n, V é u n R - e s p a z o v e ct ori al c o a s o p er a ci ó n s d e s u m a

x y = x y

e p r o d ut o p or e s c al ar e s
α x = x α .

N e st e c a s o, o v e ct or n ul o é θ V = 1.

P r o p o si ci ó n  5. 1. 3. S u p o ñ a m o s q u e V é u n K - e s p a z o v e ct o ri al.  C ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) O v e ct o r θ V é ú ni c o.
2) P a r a t o d o v ∈ V o v e ct o r − v é ú ni c o.
3) P a r a t o d o α ∈ K , α θ V = θ V .
4) P a r a t o d o v ∈ V , 0 v = θ V .
5) S e α v = θ V , e nt ó n α = 0 o u v = θ V .
6) P a r a t o d o α ∈ K e v ∈ V , (− α )v = − α v = α (− v ).
7) S e α v = α u e α �= 0 , e nt ó n v = u .
8) S e α u = β u e u �= θ V , e nt ó n α = β.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n d e st a s pr o pi e d a d e s d éi x a s e c o m o e x er ci ci o. ��

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 4. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e U u n s u b c o n x u nt o n o n b al eir o d e V .  Di r e m o s
q u e U é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e V , s e s e c u m pr e:

1)  P ar a t o d o s u, v ∈ U t e n s e q u e u − v ∈ U .
2)  P ar a t o d o α ∈ K e u ∈ U t e n s e q u e α u ∈ U .

N e st a d e fi ni ci ´o n p o d e m o s c a m bi ar a pri m eir a c o n di ci ó n p o r
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s e g ui nt e r e s ult a d o: d ú a s  m at ri c e s s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, s o n  m at ri c e s a s o ci a d a s a u n h a
m e s m a a pli c a ci ´o n li n e ar.

N e st e c a p´ıt ul o o s úl ti m o s c o n c e pt o s i m p ort a nt e s q u e s e i nt r o d u cirá n s o n o s d e n ú cl e o  K e r( f )
e i m a x e I m( f ) d u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f .  D e m o str ar a s e q u e c al c ul ar o n ú cl e o r e d ú c e s e a r e s ol v er
u n si st e m a h o m o x é n e o e q u e c al c ul ar a di m e n si ó n d a i m a x e d u n h a a pli c a ci ó n li n e a r r e d ú c e s e a
c al c ul a r o r a n g o d e c al q u er a d a s s ú a s  m at ri c e s a s o ci a d a s.  Fi n al m e nt e c o m pr o b ar e m o s q u e p ar a
o  n ú cl e o e a i m a x e d u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f c o n d o mi ni o V c ú m p r e s e a s e g ui nt e f ó r m ul a q u e
li g a a s s ú a s di m e n sió n s:

di m K ( V ) = di m K ( K e r( f ))  + di m K (I m( f )) .

5. 1.  E s p a z o s e s u b e s p a z o s  v e c t o ri ai s.  Si s t e m a s  d e  x e r a d o r e s

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1. U n e s p a z o v e ct ori al s o br e o c or p o K ( o u u n K - e s p a z o v e ct ori al) é u n c o n x u nt o
n o n b al eir o V n o c al s e t e ñ e n d e fi ni d a s d ú a s o p e r a ci ó n s c h a m a d a s s u m a ( d e n ot a d a p or  +) e
pr o d ut o p or e s c al ar e s ( d e n ot a d o p or ·)

V × V → V ,
(u, v ) � → u + v

K × V → V ,
(α, v ) � → α · v

s ati sf a c e n d o a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) u + ( v + w ) = ( u + v ) + w, ∀ u, v,  w ∈ V .
2) u + v = v + u, ∀ u, v ∈ V .
3) ∃ θ V ∈ V t al q u e θ V + u = u, ∀ u ∈ V .
4) ∀ v ∈ V, ∃ − v ∈ V t al q u e v + ( − v ) = θ V .
5) α · (u + v ) = α · u + α · v, ∀ u, v ∈ V,  α ∈ K .
6) ( α + β ) · u = α · u + β · u, ∀ α, β ∈ K , u ∈ V .
7) 1 · u = u, ∀ u ∈ V .
8) ( α β ) · u = α · (β · u ), ∀ α, β ∈ K , u ∈ V .

O s el e m e nt o s d e V a d ói t a n s e c h a m a r v e ct or e s e o s el e m e nt o s d e K , e s c al ar e s.  A o v e ct o r
θ V c h á m a s ell e v e ct o r n ul o o u v e ct or c er o d e V .  D a d a a a m plit u d e d e e x e m pl o s e xi st e nt e s d e
e s p a z o v e ct ori al, v er e m o s q u e a p al a br a v e ct or a c a b ar á d e si g n a n d o o b x e ct o s di sti nt o s d o s q u e
u s u al m e nt e c h a m a m o s p or e s e n o m e.  Fi n al m e nt e, p or c o m o di d a d e, o p r o d ut o p or e s c al ar e s
d e n ot ar é m ol o a p a rti r d e a g o r a s e n o p u nt o, i st o é, α · v = α v .

Ve x a m o s a g or a o s e x e m pl o s d e e s p a z o s v e ct ori ai s q u e  m a n e x ar e m o s a o l o n g o d o li br o.

E x e m pl o 5. 1. 2. 1)  U n c or p o K é u n K - e s p a z o v e ct ori al c o a s u m a e o pr o d ut o d e e s c al ar e s.
N e st e c a s o θ K = 0.  P o r t a nt o, R é u n R - e s p a z o v e ct ori al e C é u n C - e s p a z o v e ct o ri al.

2)  O c or p o C é u n R - e s p a z o v e ct ori al c o a s u m a d e n ú m e r o s c o m pl e x o s e o pr o d ut o p o r
e s c al ar e s d a d o p or

α (a + bi ) = α a + α bi

p a r a t o d o α n ú m e r o r e al e a + bi n ú m e r o c o m pl e x o.  O b vi a m e nt e, n e st e c a s o, θ C = 0 =
0 + 0 i.

3)  O c o n x u nt o

K n =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ | x i ∈ K ∀ i ∈ { 1 , ··· , n}

⎫
⎪⎬

⎪⎭

é u n K e s p a z o v e ct ori al c o a s o p er a ci ó n s d e s u m a d e v e ct or e s
⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

x 1 + y 1
...

x n + y n

⎞

⎟
⎠
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e p r o d ut o p o r e s c al a r e s

α

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

α x 1
...

α x n

⎞

⎟
⎠ .

N e st e e s p a z o v e ct ori al θ K n é o v e ct o r q u e t e n t o d a s a s s ú a s c o m p o ñ e nt e s n ul a s.  L o g o,
R n é  u n R - e s p a z o v e ct ori al e C n é  u n C - e s p a z o v e ct ori al.  T a m é n s e c u m p r e q u e C n é  u n
R - e s p a z o v e ct ori al.

4)  O c o n x u nt o M m × n ( K ) d a s  m at ri c e s d e m fil a s e n c ol u m n a s c o n c o e fi ci e nt e s e n K é u n
e x e m pl o d e K - e s p a z o v e ct ori al, c o a s o p er a ci ó n s d e s u m a d e  m atri c e s e p r o d ut o d e e s c al ar e s
p o r  m at ri c e s d e fi ni d a s n o c a pı́ t ul o a nt e ri o r.  N e st e c a s o, θ M m × n ( K ) = Θ m, n .

5) S e d e n ot a m o s p or  Π n ( K ) o c o n x u nt o d e p oli n o mi o s d e gr a o  m e n or o u i g u al q u e n c o n
c o e fi ci e nt e s e n K , o bt e m o s u n n o v o e x e m pl o d e K - e s p a z o v e ct ori al o n d e, s e c a d a el e m e nt o
d e  Π n ( K ) e s c rı́ b e s e c o m o

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n x n ,

a s u m a d ef ı́ n e s e p o r

p (x ) + q (x ) = ( a 0 + a 1 x + ··· + a n x n ) + ( b 0 + b 1 x + ··· + b n x n ) =

(a 0 + b 0 ) + ( a 1 + b 1 ) x + ··· + ( a n + b n ) x n ,

e o p r o d ut o p or e s c al ar e s p or

α p (x ) = α a 0 + α a 1 x + ··· + α a n x n .

Fi n al m e nt e, o v e ct or c er o θ Π n ( K ) é o p oli n o mi o c o n t o d o s o s c o e fi ci e nt e s n ul o s.
6)  N e st e e x e m pl o v er e m o s u n h a e str ut ur a n o n c o m ú n d e e s p a z o v e ct o ri al. S e x a

V = { x ∈ R : x > 0 } .

E nt ó n, V é u n R - e s p a z o v e ct ori al c o a s o p er a ci ó n s d e s u m a

x y = x y

e p r o d ut o p or e s c al ar e s
α x = x α .

N e st e c a s o, o v e ct or n ul o é θ V = 1.

P r o p o si ci ó n  5. 1. 3. S u p o ñ a m o s q u e V é u n K - e s p a z o v e ct o ri al.  C ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) O v e ct o r θ V é ú ni c o.
2) P a r a t o d o v ∈ V o v e ct o r − v é ú ni c o.
3) P a r a t o d o α ∈ K , α θ V = θ V .
4) P a r a t o d o v ∈ V , 0 v = θ V .
5) S e α v = θ V , e nt ó n α = 0 o u v = θ V .
6) P a r a t o d o α ∈ K e v ∈ V , (− α )v = − α v = α (− v ).
7) S e α v = α u e α �= 0 , e nt ó n v = u .
8) S e α u = β u e u �= θ V , e nt ó n α = β.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n d e st a s pr o pi e d a d e s d éi x a s e c o m o e x er ci ci o. ��

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 4. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e U u n s u b c o n x u nt o n o n b al eir o d e V .  Di r e m o s
q u e U é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e V , s e s e c u m pr e:

1)  P ar a t o d o s u, v ∈ U t e n s e q u e u − v ∈ U .
2)  P ar a t o d o α ∈ K e u ∈ U t e n s e q u e α u ∈ U .

N e st a d e fi ni ci ´o n p o d e m o s c a m bi ar a p ri m eir a c o n di ci ó n p o r
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3 )  P a r a t o d o s u, v ∈ U t e n s e q u e u + v ∈ U

x a q u e, c o m o s e p o d e c o m pr o b ar d e f or m a si n x el a, 1) e 2) s o n e q ui v al e nt e s a 2) e 3).
A s d ú a s c o n di ci ó n s q u e a p a r e c e n n a d e fi ni ci ó n t a m é n s o n e q ui v al e nt e s a

4)  P ar a t o d o α, β ∈ K e u, v ∈ U t e n s e q u e α u + β v ∈ U .

N o t a 5. 1. 5. A a nt e ri o r d e fi ni ci ó n i m pli c a q u e U é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e V s e a o r e stri n xi r
a s u m a d e v e ct or e s e o pr o d ut o p or e s c al ar e s a U , e st e c o n x u nt o é u n K - e s p a z o v e ct ori al. I st o
i m pli c a q u e θ V ∈ U .  D a q u el a, t o d o s u b c o n x u nt o d e V q u e n o n c o nt e ñ a a o v e ct o r θ V n o n
p o d e r á s e r u n s u b e s p a z o d e V .

E x e m pl o s 5. 1. 6. 1)  T o m e m o s V = R 2 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
x
y

�

∈ V | x + y = 3

�

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e

θ V =

�
0
0

�

/∈ U.

2)  T o m e m o s V = R 2 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
x
y

�

∈ V | x ≤ 0

�

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e

−

�
− 3

2

�

=

�
3

− 2

�

/∈ U.

3)  T o m e m o s V = R 3 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | x y = 0

⎫
⎬

⎭

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e
⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ ,

s o n v e ct or e s d e U e ⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ +

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ /∈ U.

4)  T o m e m o s V = C 2 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
z
z

�

∈ V | I m(z )  = I m( z )

�

é u n s u b e s p a z o d e V .
5)  T o m e m o s V = C 2 e K = C .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
z
z

�

∈ V | I m(z )  = I m( z )

�

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e
�

1 + i
3 + i

�

∈ U
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e

i

�
1 + i
3 + i

�

=

�
− 1 + i

− 1 + 3 i

�

/∈ U.

6)  T o m e m o s V = R 4 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ V | x + 3 y + z + t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

é u n s u b e s p a z o d e V .
7)  T o m e m o s V = M 2 × 2 ( R ) e K = R .  O s u b c o n x u nt o U = { A ∈ V | d et( A ) = 0 } n o n é u n

s u b e s p a z o d e V , x a q u e

A =

�
1 0
0 0

�

, B =

�
0 0
0 1

�

s o n el e m e nt o s d e U e A + B = I 2 /∈ U .
D o  m e s m o x eit o, H = { A ∈ V | r a n g ( A ) = 1} n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e p ar a

a s  m atri c e s a nt eri or e s t e m o s q u e r a n g ( A + B )  = r a n g ( I 2 )  = 2 e r a n g ( A )  = r a n g ( B ) = 1.
O s u b c o n x u nt o D = { A ∈ V | d et( A ) �= 0 } t a m p o u c o é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e

θ V = Θ 2 ,2 /∈ D .
8)  T o m e m o s V = M n × n ( K ) e K .  O s s u b c o n x u nt o s d a s  m atri c e s si mé t ri c a s e a nti si m é t ri c a s

s o n d o u s e x e m pl o s d e s u b e s p a z o s.
9)  T o m e m o s V = K n e K . S e x a A ∈ M m × n ( K ).  C o n si d er e m o s o si st e m a h o m o x é n e o d e m

e c u a ci ó n s li n e a r e s e n i n có g nit a s, A x = θ K n . E nt ó n o s e u c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s s e m p r e
é u n s u b e s p a z o d e V ( o e x e m pl o 6) e u n c a s o p arti c ul ar d e st a sit u a ci ó n  m ái s x e r al).

1 0)  T o m e m o s V = Π n ( R ) e K = R .  O s u b c o n x u nt o U = { p (x ) ∈ V | p �( x ) = 0 } é u n
s u b e s p a z o d e V .

1 1)  T o d o K - e s p a z o v e ct ori al V s e m pr e t e n d o u s s u b e s p a z o s tri vi ai s q u e s o n o p r o pi o V e o
s u b e s p a z o n ul o U = { θ V } .

N o t a ci ó n  5. 1. 7. A p a rti r d e st e i nt r e, d a d o u n K - e s p a z o v e ct ori al V , c o n

S (V )

d e n ot ar e m o s a o c o n x u nt o d e t o d o s o s s u b e s p a z o s d e V .

P r o p o si ci ó n  5. 1. 8. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e s e x a n U 1 e U 2 ∈ S (V ).  Cú m p r e s e q u e
U 1 ∩ U 2 ∈ S (V ).

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a n α , β ∈ K e u, v ∈ U 1 ∩ U 2 .  E ntó n, α u + β v ∈ U 1 , x a q u e u, v ∈ U 1 e U 1

é  u n s u b e s p a z o d e V .  D o  m e s m o x eit o, α u + β v ∈ U 2 , x a q u e u, v ∈ U 2 e U 2 é  u n s u b e s p a z o d e
V .  P or t a nt o, α u + β v ∈ U 1 ∩ U 2 e, c o m o c o n s e c u e n ci a, U 1 ∩ U 2 ∈ S (V ). ��

N o t a 5. 1. 9. A pli c a n d o o r a z o a m e nt o a nt eri or, o bt e m o s q u e a i nt er s e c ci ó n d e c al q u er a f a mili a
d e s u b e s p a z o s d e V é s e m p r e u n s u b e s p a z o d e V q u e é di sti nt o d o b al ei r o (l é m b r e s e q u e o v e ct or
n ul o e st á e n t o d o s u b e s p a z o).  C o a u ni ó n n o n t e m o s t a nt a s ort e x a q u e a u ni ó n d e s u b e s p a z o s
n o n s e m pr e é u n s u b e s p a z o.  P or e x e m pl o, s e x a n o s s u b e s p a z o s

U 1 =

� �
x
y

�

∈ V  / x = 0

�

, U2 =

� �
x
y

�

∈ V | y = 0

�

d o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 2 .  L o g o,

v 1 =

�
0
1

�

∈ U 1 ⊂ U 1 ∪ U 2 , v2 =

�
1
0

�

∈ U 2 ⊂ U 1 ∪ U 2
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3 )  P a r a t o d o s u, v ∈ U t e n s e q u e u + v ∈ U

x a q u e, c o m o s e p o d e c o m pr o b ar d e f or m a si n x el a, 1) e 2) s o n e q ui v al e nt e s a 2) e 3).
A s d ú a s c o n di ci ó n s q u e a p a r e c e n n a d e fi ni ci ó n t a m é n s o n e q ui v al e nt e s a

4)  P ar a t o d o α, β ∈ K e u, v ∈ U t e n s e q u e α u + β v ∈ U .

N o t a 5. 1. 5. A a nt e ri o r d e fi ni ci ó n i m pli c a q u e U é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e V s e a o r e stri n xi r
a s u m a d e v e ct or e s e o pr o d ut o p or e s c al ar e s a U , e st e c o n x u nt o é u n K - e s p a z o v e ct o ri al. I st o
i m pli c a q u e θ V ∈ U .  D a q u el a, t o d o s u b c o n x u nt o d e V q u e n o n c o nt e ñ a a o v e ct o r θ V n o n
p o d e r á s e r u n s u b e s p a z o d e V .

E x e m pl o s 5. 1. 6. 1)  T o m e m o s V = R 2 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
x
y

�

∈ V | x + y = 3

�

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e

θ V =

�
0
0

�

/∈ U.

2)  T o m e m o s V = R 2 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
x
y

�

∈ V | x ≤ 0

�

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e

−

�
− 3

2

�

=

�
3

− 2

�

/∈ U.

3)  T o m e m o s V = R 3 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | x y = 0

⎫
⎬

⎭

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e
⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ ,

s o n v e ct or e s d e U e ⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ +

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ /∈ U.

4)  T o m e m o s V = C 2 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
z
z

�

∈ V | I m(z )  = I m( z )

�

é u n s u b e s p a z o d e V .
5)  T o m e m o s V = C 2 e K = C .  O s u b c o n x u nt o

U =

� �
z
z

�

∈ V | I m(z )  = I m( z )

�

n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e
�

1 + i
3 + i

�

∈ U
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e

i

�
1 + i
3 + i

�

=

�
− 1 + i

− 1 + 3 i

�

/∈ U.

6)  T o m e m o s V = R 4 e K = R .  O s u b c o n x u nt o

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ V | x + 3 y + z + t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

é u n s u b e s p a z o d e V .
7)  T o m e m o s V = M 2 × 2 ( R ) e K = R .  O s u b c o n x u nt o U = { A ∈ V | d et( A ) = 0} n o n é u n

s u b e s p a z o d e V , x a q u e

A =

�
1 0
0 0

�

, B =

�
0 0
0 1

�

s o n el e m e nt o s d e U e A + B = I 2 /∈ U .
D o  m e s m o x eit o, H = { A ∈ V | r a n g ( A ) = 1} n o n é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e p ar a

a s  m atri c e s a nt eri or e s t e m o s q u e r a n g ( A + B )  = r a n g ( I 2 )  = 2 e r a n g ( A )  = r a n g ( B ) = 1.
O s u b c o n x u nt o D = { A ∈ V | d et( A ) �= 0 } t a m p o u c o é u n s u b e s p a z o d e V , x a q u e

θ V = Θ 2 ,2 /∈ D .
8)  T o m e m o s V = M n × n ( K ) e K .  O s s u b c o n x u nt o s d a s  m atri c e s si mé t ri c a s e a nti si m é t ri c a s

s o n d o u s e x e m pl o s d e s u b e s p a z o s.
9)  T o m e m o s V = K n e K . S e x a A ∈ M m × n ( K ).  C o n si d e r e m o s o si st e m a h o m o x é n e o d e m

e c u a ci ó n s li n e a r e s e n i n có g nit a s, A x = θ K n . E nt ó n o s e u c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s s e m p r e
é u n s u b e s p a z o d e V ( o e x e m pl o 6) e u n c a s o p arti c ul ar d e st a sit u a ci ó n  m ái s x e r al).

1 0)  T o m e m o s V = Π n ( R ) e K = R .  O s u b c o n x u nt o U = { p (x ) ∈ V | p �( x ) = 0 } é u n
s u b e s p a z o d e V .

1 1)  T o d o K - e s p a z o v e ct ori al V s e m pr e t e n d o u s s u b e s p a z o s tri vi ai s q u e s o n o p r o pi o V e o
s u b e s p a z o n ul o U = { θ V } .

N o t a ci ó n  5. 1. 7. A p a rti r d e st e i nt r e, d a d o u n K - e s p a z o v e ct ori al V , c o n

S (V )

d e n ot ar e m o s a o c o n x u nt o d e t o d o s o s s u b e s p a z o s d e V .

P r o p o si ci ó n  5. 1. 8. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e s e x a n U 1 e U 2 ∈ S (V ).  Cú m p r e s e q u e
U 1 ∩ U 2 ∈ S (V ).

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a n α , β ∈ K e u, v ∈ U 1 ∩ U 2 .  E ntó n, α u + β v ∈ U 1 , x a q u e u, v ∈ U 1 e U 1

é  u n s u b e s p a z o d e V .  D o  m e s m o x eit o, α u + β v ∈ U 2 , x a q u e u, v ∈ U 2 e U 2 é  u n s u b e s p a z o d e
V .  P o r t a nt o, α u + β v ∈ U 1 ∩ U 2 e, c o m o c o n s e c u e n ci a, U 1 ∩ U 2 ∈ S (V ). ��

N o t a 5. 1. 9. A pli c a n d o o r a z o a m e nt o a nt eri or, o bt e m o s q u e a i nt er s e c ci ó n d e c al q u e r a f a mili a
d e s u b e s p a z o s d e V é s e m p r e u n s u b e s p a z o d e V q u e é di sti nt o d o b al ei r o (l é m b r e s e q u e o v e ct o r
n ul o e st á e n t o d o s u b e s p a z o).  C o a u ni ó n n o n t e m o s t a nt a s ort e x a q u e a u ni ó n d e s u b e s p a z o s
n o n s e m pr e é u n s u b e s p a z o.  P or e x e m pl o, s e x a n o s s u b e s p a z o s

U 1 =

� �
x
y

�

∈ V  / x = 0

�

, U2 =

� �
x
y

�

∈ V | y = 0

�

d o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 2 .  L o g o,

v 1 =

�
0
1

�

∈ U 1 ⊂ U 1 ∪ U 2 , v2 =

�
1
0

�

∈ U 2 ⊂ U 1 ∪ U 2
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e

v = v 1 + v 2 =

�
0
1

�

+

�
1
0

�

=

�
1
1

�

/∈ U 1 ∪ U 2

x a q u e v /∈ U 1 e v /∈ U 2 .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 0. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al.  U n si st e m a d e v e ct or e s d e V é c al q u e r a
s u b c o n x u nt o T d e V .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 1. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a T ⊂ V n o n b al eir o.  U n h a c o m bi n a ci ó n
li n e a r d e v e ct o r e s d e T é u n a e x p r e si ó n d a f o r m a

α 1 v 1 + ··· + α s v s

o n d e α i ∈ K e v i ∈ T p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... , s} .
N ó t e s e q u e o v e ct or c er o d e V é s e m p r e c o m bi n a ci ó n li n e a r d e c al q u er a si st e m a n o n b al eir o

d e v e ct or e s T ( s ó t e m o s q u e t o m ar t o d o s e s c al ar e s n ul o s)

E x e m pl o 5. 1. 1 2. T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 . S e x a o si st e m a d e v e ct or e s d e V d a d o
p o r

T =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
6

− 1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
6
4
2

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

D a q u el a,

v = 3

⎛

⎝
1
6

− 1

⎞

⎠ + ( − 1)

⎛

⎝
6
4
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
− 3
1 4
− 5

⎞

⎠

é u n h a c o m bi n a ci ó n li n e a r d e v e ct or e s d e T .
S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s o v e ct or

u =

⎛

⎝
4

− 1
8

⎞

⎠ ,

p o d er e m o s g ar a ntir q u e é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e T , s e e xi st e n e s c al ar e s x e y , t al e s
q u e

u = x

⎛

⎝
1
6

− 1

⎞

⎠ + y

⎛

⎝
6
4
2

⎞

⎠

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, o si st e m a
⎛

⎝
1 6
6 4

− 1 2

⎞

⎠
�

x
y

�

=

⎛

⎝
4

− 1
8

⎞

⎠

t e n s ol u ci ó n.
T o m e m o s a  m at ri z a m pli a d a d o si st e m a

(A |u ) =

⎛

⎝
1 6  4
6 4 − 1

− 1 2  8

⎞

⎠

e f a g a m o s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a d et er mi n ar o s e u r a n g o x u nt o c o r a n g o d a  m atri z d o
si st e m a.

(A |u )
F 3 1 ( 1 ) , F2 1 ( − 6 )

= ⇒

⎛

⎝
1 6 4
0 − 3 2 − 2 5
0 8 1 2

⎞

⎠
F 2 3

= ⇒

⎛

⎝
1 6 4
0 8 1 2
0 − 3 2 − 2 5

⎞

⎠

5. 1.  E s p a z o s e s u b e s p a z o s  v e c t o ri ai s.  Si s t e m a s  d e  x e r a d o r e s 9 5

F 3 2 ( 4 )

= ⇒

⎛

⎝
1 6  4
0 8 1 2
0 0 2 3

⎞

⎠ .

L o g o, c o m o r a n g ( A |u ) = 3 > r a n g ( A )  = 2, t e m o s u n si st e m a i n c o m p at ı́ b el e u n o n é c o m-
bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e T .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 3. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a T ⊂ V .  C h á m a s e cl a u s ur a li n e ar d e
T a o s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o d e V q u e c o nt é n a T .  D e n ot ar é m ol a c o m o

�T �.

N o t a 5. 1. 1 4. E n pri m eir o l u g ar, d e b e m o s a cl ar ar q u e p or s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o d e V q u e
c o nt é n a T e nt e n d e m o s o s e g ui nt e:

S e U é u n s u b e s p a z o d e V t al q u e T ⊂ U , e nt ó n � T � ⊂ U .

É i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e a cl a u s ur a li n e ar s e m pr e e xi st e x a q u e T ⊂ V e V é u n s u b e s p a z o.
D o utr a b a n d a, s e T = ∅ , e ntó n � T � = { θ V } .  A d e m ai s, s e U é u n s u b e s p a z o U = �U �, é  m ái s,

U é u n s u b e s p a z o, s e, e s ó s e, U = �U �.  Fi n al m e nt e, é o b vi o q u e, s e S ⊂ T , e nt ó n � S � ⊂ � T �.

A f or m a pr ´a cti c a d e c al c ul ar a cl a u s ur a li n e ar d u n c o n x u nt o d e v e ct or e s d e d ú c e s e d o s e g ui nt e
r e s ult a d o.

P r o p o si ci ó n  5. 1. 1 5. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e s e x a T ⊂ V n o n b al ei r o.  A cl a u s u r a li n e a r
d e T c oi n ci d e c o c o n x u nt o d e t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct o r e s d e T .

D e m o s t r a ci ´o n. É e vi d e nt e q u e, s e r e st a m o s d ú a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct or e s d e T , o bt e-
m o s u n h a n o v a c o m bi n a ci ´o n li n e ar d e v e ct or e s d e T .  T a mé n, s e  m ulti pli c a m o s u n h a c o m bi n a ci ó n
li n e a r d e v e ct or e s d e T p or u n e s c al ar, o bt e m o s u n h a n o v a c o m bi n a ci ó n li n e a r d e v e ct or e s d e T .
E nt ó n, o c o n x u nt o d e t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct or e s d e T é u n s u b e s p a z o.  A g or a
b e n, s e U é u n s u b e s p a z o q u e c o nt é n a T , p o r s er s u b e s p a z o, c o nt é n a t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s
li n e a r e s d e v e ct or e s d e T . I st o úl ti m o i m pli c a q u e o c o n x u nt o d e t o d a s a s c o m bi n a ció n s li n e a r e s
d e v e ct or e s d e T é o s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o d e V q u e c o nt é n a T o u, o q u e é o  m e s m o, c oi n ci d e
c o n �T �. ��

E x e m pl o s 5. 1. 1 6. 1)  T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 . S e x a T o si st e m a d e v e ct or e s

T =

⎧
⎨

⎩
e 1 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ , e2 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , e3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

C o m o t o d o v e ct or v ∈ R 3 c u m p r e q u e

v =

⎛

⎝
v 1

v 2

v 3

⎞

⎠ = v 1 e 1 + v 2 e 2 + v 3 e 3 ,

t e n s e a i g u al d a d e �T � = R 3 .
N e st e  m e s m o e s p a z o, s e t o m a m o s

S =

⎧
⎨

⎩
e 1 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ , e3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
,

t e m o s q u e

�S � =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V |

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = α e 1 + β e 3 , α, β ∈ R

⎫
⎬

⎭
=
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e

v = v 1 + v 2 =

�
0
1

�

+

�
1
0

�

=

�
1
1

�

/∈ U 1 ∪ U 2

x a q u e v /∈ U 1 e v /∈ U 2 .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 0. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al.  U n si st e m a d e v e ct or e s d e V é c al q u e r a
s u b c o n x u nt o T d e V .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 1. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a T ⊂ V n o n b al eir o.  U n h a c o m bi n a ci ó n
li n e a r d e v e ct or e s d e T é u n a e x p r e si ó n d a f o r m a

α 1 v 1 + ··· + α s v s

o n d e α i ∈ K e v i ∈ T p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... , s} .
N ó t e s e q u e o v e ct or c er o d e V é s e m p r e c o m bi n a ci ó n li n e a r d e c al q u er a si st e m a n o n b al eir o

d e v e ct or e s T ( s ó t e m o s q u e t o m ar t o d o s e s c al ar e s n ul o s)

E x e m pl o 5. 1. 1 2. T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 . S e x a o si st e m a d e v e ct o r e s d e V d a d o
p or

T =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
6

− 1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
6
4
2

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

D a q u el a,

v = 3

⎛

⎝
1
6

− 1

⎞

⎠ + ( − 1)

⎛

⎝
6
4
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
− 3
1 4
− 5

⎞

⎠

é u n h a c o m bi n a ci ó n li n e a r d e v e ct or e s d e T .
S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s o v e ct or

u =

⎛

⎝
4

− 1
8

⎞

⎠ ,

p o d er e m o s g ar a ntir q u e é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e T , s e e xi st e n e s c al ar e s x e y , t al e s
q u e

u = x

⎛

⎝
1
6

− 1

⎞

⎠ + y

⎛

⎝
6
4
2

⎞

⎠

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, o si st e m a
⎛

⎝
1 6
6 4

− 1 2

⎞

⎠
�

x
y

�

=

⎛

⎝
4

− 1
8

⎞

⎠

t e n s ol u ci ó n.
T o m e m o s a  m atri z a m pli a d a d o si st e m a

(A |u ) =

⎛

⎝
1 6  4
6 4 − 1

− 1 2  8

⎞

⎠

e f a g a m o s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a d et er mi n ar o s e u r a n g o x u nt o c o r a n g o d a  m atri z d o
si st e m a.

(A |u )
F 3 1 ( 1 ) , F2 1 ( − 6 )

= ⇒

⎛

⎝
1 6 4
0 − 3 2 − 2 5
0 8 1 2

⎞

⎠
F 2 3

= ⇒

⎛

⎝
1 6 4
0 8 1 2
0 − 3 2 − 2 5

⎞

⎠

5. 1.  E s p a z o s e s u b e s p a z o s  v e c t o ri ai s.  Si s t e m a s  d e  x e r a d o r e s 9 5

F 3 2 ( 4 )

= ⇒

⎛

⎝
1 6  4
0 8 1 2
0 0 2 3

⎞

⎠ .

L o g o, c o m o r a n g ( A |u ) = 3 > r a n g ( A )  = 2, t e m o s u n si st e m a i n c o m p at ı́ b el e u n o n é c o m-
bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e T .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 3. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a T ⊂ V .  C h á m a s e cl a u s u r a li n e ar d e
T a o s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o d e V q u e c o nt é n a T .  D e n ot a r é m ol a c o m o

�T �.

N o t a 5. 1. 1 4. E n pri m eir o l u g ar, d e b e m o s a cl ar ar q u e p or s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o d e V q u e
c o nt é n a T e nt e n d e m o s o s e g ui nt e:

S e U é u n s u b e s p a z o d e V t al q u e T ⊂ U , e nt ó n � T � ⊂ U .

É i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e a cl a u s ur a li n e ar s e m pr e e xi st e x a q u e T ⊂ V e V é u n s u b e s p a z o.
D o ut r a b a n d a, s e T = ∅ , e ntó n � T � = { θ V } .  A d e m ai s, s e U é u n s u b e s p a z o U = �U �, é  m ái s,

U é u n s u b e s p a z o, s e, e s ó s e, U = �U �.  Fi n al m e nt e, é o b vi o q u e, s e S ⊂ T , e nt ó n � S � ⊂ � T �.

A f o r m a pr ´a cti c a d e c al c ul ar a cl a u s ur a li n e ar d u n c o n x u nt o d e v e ct or e s d e d ú c e s e d o s e g ui nt e
r e s ult a d o.

P r o p o si ci ó n  5. 1. 1 5. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e s e x a T ⊂ V n o n b al ei r o.  A cl a u s u r a li n e a r
d e T c oi n ci d e c o c o n x u nt o d e t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct o r e s d e T .

D e m o s t r a ci ´o n. É e vi d e nt e q u e, s e r e st a m o s d ú a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct or e s d e T , o bt e-
m o s u n h a n o v a c o m bi n a ci ´o n li n e ar d e v e ct or e s d e T .  T a mé n, s e  m ulti pli c a m o s u n h a c o m bi n a ci ó n
li n e a r d e v e ct or e s d e T p or u n e s c al ar, o bt e m o s u n h a n o v a c o m bi n a ci ó n li n e a r d e v e ct or e s d e T .
E nt ó n, o c o n x u nt o d e t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s li n e a r e s d e v e ct or e s d e T é u n s u b e s p a z o.  A g or a
b e n, s e U é u n s u b e s p a z o q u e c o nt é n a T , p o r s e r s u b e s p a z o, c o nt é n a t o d a s a s c o m bi n a ci ó n s
li n e a r e s d e v e ct o r e s d e T . I st o úl ti m o i m pli c a q u e o c o n x u nt o d e t o d a s a s c o m bi n a ció n s li n e a r e s
d e v e ct o r e s d e T é o s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o d e V q u e c o nt é n a T o u, o q u e é o  m e s m o, c oi n ci d e
c o n �T �. ��

E x e m pl o s 5. 1. 1 6. 1)  T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 . S e x a T o si st e m a d e v e ct or e s

T =

⎧
⎨

⎩
e 1 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ , e2 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , e3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

C o m o t o d o v e ct or v ∈ R 3 c u m p r e q u e

v =

⎛

⎝
v 1

v 2

v 3

⎞

⎠ = v 1 e 1 + v 2 e 2 + v 3 e 3 ,

t e n s e a i g u al d a d e �T � = R 3 .
N e st e  m e s m o e s p a z o, s e t o m a m o s

S =

⎧
⎨

⎩
e 1 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ , e3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
,

t e m o s q u e

�S � =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V |

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = α e 1 + β e 3 , α, β ∈ R

⎫
⎬

⎭
=
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⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V /

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
α
0
β

⎞

⎠ , α, β ∈ R

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | y = 0

⎫
⎬

⎭
.

2)  T o m e m o s a g or a o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ). S e x a U o s u b e s p a z o d e V d a d o p ol a s
m at ri c e s d e tr a z a n ul a.  U n h a  m atri z

A =

�
a 1 1 a 1 2

a 2 1 a 2 2

�

p e rt e n c e a U , s e t r (A ) = a 1 1 + a 2 2 = 0.  L o g o,

A ∈ U ⇔ A =

�
a 1 1 a 1 2

a 2 1 − a 1 1

�

⇔

A = a 1 1

�
1 0
0 − 1

�

+ a 1 2

�
0 1
0 0

�

+ a 2 1

�
0 0
1 0

�

.

P o r t a nt o,

U = �

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

�.

3)  Fi n al m e nt e, t o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = Π 3 ( R ). S e x a o s u b e s p a z o

U = { p (x ) ∈ V | p ( 1)  = p ��( − 1) = 0 } .

S e eli xi m o s u n p oli n o mi o x e n é ri c o p (x ) d e g r a o  m e n or o u i g u al q u e tr e s, s er á d a f o r m a

p (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 .

E nt ó n,
p ( 1)  = 0 ⇔ a 0 + a 1 + a 2 + a 3 = 0

e
p ��( − 1) = 0 ⇔ 2 a 2 − 6 a 3 = 0 ⇔ a 2 = 3 a 3 .

D a d a e st a úl ti m a i g u al d a d e, s e a a pli c a m o s e n a 0 + a 1 + a 2 + a 3 = 0, i m pli c a q u e

a 0 = − a 1 − 4 a 3 .

P o r t a nt o,

p (x ) ∈ U ⇔ p (x ) = − a 1 − 4 a 3 + a 1 x + 3 a 3 x 2 + a 3 x 3 = a 1 ( − 1 + x ) + a 3 ( − 4 + 3 x 2 + x 3 )

e i st o g a r a nt e q u e
U = �

�
− 1 + x, − 4 + 3 x 2 + x 3

�
� .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 7. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a U u n s u b e s p a z o d e V .  Dir e m o s q u e
T ⊂ V é u n si st e m a d e x er a d or e s p ar a U s e �T � = U .

C o m o s e p o d e d e d u cir d a d e fi ni ci ó n d e cl a u s u r a li n e ar, �T � = U , s e, e só s e, t o d o v e ct or d e
U é c o m bi n a ci ó n li n e a r d e v e ct or e s d e T .

D o u s si st e m a s d e v e ct or e s S e T d e V c h á m a n s e e q ui v al e nt e s s e �S � = �T �. I st o si g ni fi c a
q u e t o d o v e ct or d e T é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e S e t o d o v e ct or d e S é c o m bi n a ci ó n
li n e a r d o s v e ct or e s d e T .

E x e m pl o 5. 1. 1 8. S e t o m a m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ) e U o s u b e s p a z o d e V d a d o
p ol a s  m atri c e s d e tr a z a n ul a, pr o b a m o s n o s e x e m pl o s a nt eri or e s q u e

U = �

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

�.

P o r t a nt o, o c o n x u nt o

T =

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n 9 7

é  u n si st e m a d e x er a d or e s p ar a U .
Fi n al m e nt e, é d o a d o c o m pr o b ar q u e

S =

� �
− 1 0

0 1

�

,

�
0 1
1 0

�

,

�
1 0
1 − 1

� �

,

c u m p r e q u e �S � = �T � e, c o m o c o n s e c u e n ci a, S e T s o n e q ui v al e nt e s.

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 9. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a n U 1 e U 2 d o u s s u b e s p a z o s d e V .  D e fı́ n e s e
o s u b e s p a z o v e ct ori al s u m a d e U 1 e U 2 c o m o o s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o q u e c o nt é n a a m b o s.

É si n x el o c o m pr o b ar q u e:

U 1 + U 2 = { u 1 + u 2 / u 1 ∈ U 1 , u2 ∈ U 2 } .

A d e m ai s, s e T 1 é  u n si st e m a d e x er a d or e s d e U 1 e T 2 é  u n si st e m a d e x er a d or e s d e U 2 , t e n s e
q u e T 1 ∪ T 2 é  u n si st e m a d e x er a d o r e s d e U 1 + U 2 .

E x e m pl o 5. 1. 2 0. S e t o m a m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ) e

U 1 = �

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

�,

U 2 = �

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

� �

�,

t e n s e q u e

S =

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
1 0
0 0

� �

é u n si st e m a d e x e r a d o r e s d e U 1 + U 2 .  A g o r a b e n, S é e q ui v al e nt e a

T =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

,

e i st o i m pli c a q u e U 1 + U 2 = M 2 × 2 ( R ).

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 1. S e x a n V u n K - e s p a z o v e ct ori al e S = { v 1 , ... , vs } u n si st e m a d e v e ct o r e s d e
V .  Dir e m o s q u e S é li b r e o u li n e ar m e nt e i n d e p e n d e nt e, s e, d a d o s α 1 , ··· , αs ∈ K t al e s q u e

α 1 v 1 + ··· + α s v s = θ V ,

c ú m p r e s e q u e α 1 = ··· = α s = 0 .
E n c a s o c o nt r ari o, dir a s e q u e o si st e m a é li g a d o o u li n e ar m e nt e d e p e n d e nt e.  P or t a nt o,

c a n d o o si st e m a é li g a d o, e xi st e n e s c al ar e s n o n t o d o s n ul o s α 1 , ··· , αs ∈ K p a r a o s c al e s

α 1 v 1 + ··· + α s v s = θ V .

I st o úl ti m o i m pli c a q u e al o m e n o s u n d o s v e ct or e s d e S é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s r e st a nt e s.

E x e m pl o s 5. 2. 2. 1)  T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 . S e x a S o si st e m a d e v e ct or e s

S =

⎧
⎨

⎩
v 1 =

⎛

⎝
1
2
1

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝
1
0
2

⎞

⎠ , v3 =

⎛

⎝
5
6
7

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

Te n s e q u e

α 1 v 1 + α 2 v 2 + α 3 v 3 = θ V ⇔ α 1

⎛

⎝
1
2
1

⎞

⎠ + α 2

⎛

⎝
1
0
2

⎞

⎠ + α 3

⎛

⎝
5
6
7

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ ⇔
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⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V /

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
α
0
β

⎞

⎠ , α, β ∈ R

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | y = 0

⎫
⎬

⎭
.

2)  T o m e m o s a g or a o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ). S e x a U o s u b e s p a z o d e V d a d o p ol a s
m atri c e s d e tr a z a n ul a.  U n h a  m atri z

A =

�
a 1 1 a 1 2

a 2 1 a 2 2

�

p e rt e n c e a U , s e t r (A ) = a 1 1 + a 2 2 = 0.  L o g o,

A ∈ U ⇔ A =

�
a 1 1 a 1 2

a 2 1 − a 1 1

�

⇔

A = a 1 1

�
1 0
0 − 1

�

+ a 1 2

�
0 1
0 0

�

+ a 2 1

�
0 0
1 0

�

.

P o r t a nt o,

U = �

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

�.

3)  Fi n al m e nt e, t o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = Π 3 ( R ). S e x a o s u b e s p a z o

U = { p (x ) ∈ V | p ( 1)  = p ��( − 1) = 0 } .

S e eli xi m o s u n p oli n o mi o x e n é ri c o p (x ) d e g r a o  m e n or o u i g u al q u e tr e s, s er á d a f o r m a

p (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 .

E nt ó n,
p ( 1)  = 0 ⇔ a 0 + a 1 + a 2 + a 3 = 0

e
p ��( − 1) = 0 ⇔ 2 a 2 − 6 a 3 = 0 ⇔ a 2 = 3 a 3 .

D a d a e st a úl ti m a i g u al d a d e, s e a a pli c a m o s e n a 0 + a 1 + a 2 + a 3 = 0, i m pli c a q u e

a 0 = − a 1 − 4 a 3 .

P o r t a nt o,

p (x ) ∈ U ⇔ p (x ) = − a 1 − 4 a 3 + a 1 x + 3 a 3 x 2 + a 3 x 3 = a 1 ( − 1 + x ) + a 3 ( − 4 + 3 x 2 + x 3 )

e i st o g a r a nt e q u e
U = �

�
− 1 + x, − 4 + 3 x 2 + x 3

�
� .

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 7. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a U u n s u b e s p a z o d e V .  Dir e m o s q u e
T ⊂ V é u n si st e m a d e x er a d or e s p ar a U s e �T � = U .

C o m o s e p o d e d e d u cir d a d e fi ni ci ó n d e cl a u s u r a li n e ar, �T � = U , s e, e só s e, t o d o v e ct o r d e
U é c o m bi n a ci ó n li n e a r d e v e ct or e s d e T .

D o u s si st e m a s d e v e ct or e s S e T d e V c h á m a n s e e q ui v al e nt e s s e �S � = �T �. I st o si g ni fi c a
q u e t o d o v e ct or d e T é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e S e t o d o v e ct or d e S é c o m bi n a ci ó n
li n e a r d o s v e ct or e s d e T .

E x e m pl o 5. 1. 1 8. S e t o m a m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ) e U o s u b e s p a z o d e V d a d o
p ol a s  m atri c e s d e tr a z a n ul a, pr o b a m o s n o s e x e m pl o s a nt eri or e s q u e

U = �

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

�.

P or t a nt o, o c o n x u nt o

T =

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n 9 7

é  u n si st e m a d e x er a d or e s p ar a U .
Fi n al m e nt e, é d o a d o c o m p r o b ar q u e

S =

� �
− 1 0

0 1

�

,

�
0 1
1 0

�

,

�
1 0
1 − 1

� �

,

c u m p r e q u e �S � = �T � e, c o m o c o n s e c u e n ci a, S e T s o n e q ui v al e nt e s.

D e fi ni ci ´o n 5. 1. 1 9. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a n U 1 e U 2 d o u s s u b e s p a z o s d e V .  D e fı́ n e s e
o s u b e s p a z o v e ct ori al s u m a d e U 1 e U 2 c o m o o s u b e s p a z o  m ái s p e q u e n o q u e c o nt é n a a m b o s.

É si n x el o c o m p r o b ar q u e:

U 1 + U 2 = { u 1 + u 2 / u 1 ∈ U 1 , u2 ∈ U 2 } .

A d e m ai s, s e T 1 é  u n si st e m a d e x er a d or e s d e U 1 e T 2 é  u n si st e m a d e x er a d or e s d e U 2 , t e n s e
q u e T 1 ∪ T 2 é  u n si st e m a d e x er a d o r e s d e U 1 + U 2 .

E x e m pl o 5. 1. 2 0. S e t o m a m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ) e

U 1 = �

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

� �

�,

U 2 = �

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

� �

�,

t e n s e q u e

S =

� �
1 0
0 − 1

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
1 0
0 0

� �

é u n si st e m a d e x er a d o r e s d e U 1 + U 2 .  A g o r a b e n, S é e q ui v al e nt e a

T =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

,

e i st o i m pli c a q u e U 1 + U 2 = M 2 × 2 ( R ).

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 1. S e x a n V u n K - e s p a z o v e ct ori al e S = { v 1 , ... , vs } u n si st e m a d e v e ct o r e s d e
V .  Dir e m o s q u e S é li b r e o u li n e ar m e nt e i n d e p e n d e nt e, s e, d a d o s α 1 , ··· , αs ∈ K t al e s q u e

α 1 v 1 + ··· + α s v s = θ V ,

c ú m p r e s e q u e α 1 = ··· = α s = 0 .
E n c a s o c o nt r ari o, dir a s e q u e o si st e m a é li g a d o o u li n e ar m e nt e d e p e n d e nt e.  P or t a nt o,

c a n d o o si st e m a é li g a d o, e xi st e n e s c al ar e s n o n t o d o s n ul o s α 1 , ··· , αs ∈ K p a r a o s c al e s

α 1 v 1 + ··· + α s v s = θ V .

I st o úl ti m o i m pli c a q u e al o m e n o s u n d o s v e ct or e s d e S é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s r e st a nt e s.

E x e m pl o s 5. 2. 2. 1)  T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 . S e x a S o si st e m a d e v e ct or e s

S =

⎧
⎨

⎩
v 1 =

⎛

⎝
1
2
1

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝
1
0
2

⎞

⎠ , v3 =

⎛

⎝
5
6
7

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

Te n s e q u e

α 1 v 1 + α 2 v 2 + α 3 v 3 = θ V ⇔ α 1

⎛

⎝
1
2
1

⎞

⎠ + α 2

⎛

⎝
1
0
2

⎞

⎠ + α 3

⎛

⎝
5
6
7

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ ⇔
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⎧
⎨

⎩

α 1 + α 2 + 5 α 3 = 0
2 α 1 + 6 α 3 = 0
α 1 + 2 α 2 + 7 α 3 = 0

⇔

⎛

⎝
1 1 5
2 0 6
1 2 7

⎞

⎠

⎛

⎝
α 1

α 2

α 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

e, p o r t a nt o, s e o a nt eri or si st e m a h o m o x é n e o é c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o, o si st e m a d e
v e ct or e s S s er á li b r e.  F a c e n d o o p er a ci ó n s el e m e nt ai s n a  m atri z d o si st e m a t e m o s q u e

A =

⎛

⎝
1 1 5
2 0 6
1 2 7

⎞

⎠
F 3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 5
0 − 2 − 4
0 1 2

⎞

⎠

F 3 2 ( 1 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 5
0 − 2 − 4
0 0 0

⎞

⎠

e i st o i m pli c a q u e r a n g ( A )  = 2.  D a q u el a, o si st e m a a d mit e i n fi nit a s s ol u ci ó n s ( é c o m-
p atı́ b el i n d et e r mi n a d o) e, c o m o c o n s e c u e n ci a, o si st e m a é li g a d o.

2)  T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ). S e x a S o si st e m a d a d o p or

S =

�

A 1 =

�
1 0
0 0

�

, A2 =

�
1 1
0 0

�

, A3 =

�
1 1
1 0

�

, A4 =

�
1 1
1 1

� �

.

N e st e c a s o c ú m p r e s e q u e

α 1 A 1 + α 2 A 2 + α 3 A 3 + α 4 A 4 = θ V ⇔

α 1

�
1 0
0 0

�

+ α 2

�
1 1
0 0

�

+ α 3

�
1 1
1 0

�

+ α 4

�
1 1
1 1

�

=

�
0 0
0 0

�

⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α 1 + α 2 + α 3 + α 4 = 0
α 2 + α 3 + α 4 = 0
α 3 + α 4 = 0
α 4 = 0

⇔

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

α 1

α 2

α 3

α 4

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C o m o a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

t e n r a n g o  m á xi m o, e st e r e s ult a c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o e, c o m o c o n s e c u e n ci a, S é li b r e.

Al g u n h a s p r o pi e d a d e s i nt er e s a nt e s d o s si st e m a s li br e s e li g a d o s e n ú n ci a n s e n o s e g ui nt e r e-
s ult a d o:

P r o p o si ci ó n  5. 2. 3. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al.  Ve rif ı́ c a s e o s e g ui nt e:

1) T o d o si st e m a q u e c o nt e ñ a a o v e ct o r n ul o é li g a d o.
2) S e v ∈ V é u n v e ct o r n o n n ul o, o si st e m a T = { v } é li b r e.
3) S e T é li b r e e v /∈ � T �, o si st e m a S = T ∪ { v } é li b r e.
4) S e T 1 é li g a d o e T 1 ⊂ T 2 , ó si st e m a T 2 t a m é n é li g a d o.
5) T o d o si st e m a d e v e ct o r e s c o nti d o n u n si st e m a li b r e é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n é  m oi si n x el a ( d éi x a s e c o m o e x er ci ci o a o l e ct or). ��

N o t a 5. 2. 4. A p r o pi e d a d e 3) d a p r o p o si ci ´o n a nt eri or é i nt e r e s a nt e, x a q u e n o s i n di c a o p r o c e-
d e m e nt o p ar a i nt r o d u ci r v e ct or e s n u n si st e m a li b r e T d e f o r m a q u e o n o v o si st e m a r e s ult a nt e
s e x a li b r e.

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n 9 9

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 5. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a d e v e ct o r e s d e
V .  C h á m a s e r a n g o d e T , d e n ot a d o p or r a n g (T ), a o  m á xi m o n ú m e r o d e v e ct or e s i n d e p e n d e nt e s
c o nti d o s e n T .

D a q u el a, o si st e m a T = { v 1 , ... , vr } é li b r e, s e, e s ó s e, r a n g ( T ) = r .

P r o p o si ci ó n  5. 2. 6. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a li b r e d e
v e ct o r e s d e V .  Ve rifı́ c a n s e a s s e g ui nt e s a fi r m a ció n s.

1) O si st e m a r e s ult a nt e a o i nt e r c a m bi a r d o u s v e ct o r e s e n T é li b r e.
2) S e  m ulti pli c a m o s u n v e ct o r d e T p o r u n e s c al a r n o n n ul o, o n o v o si st e m a s e g u e s e n d o

li b r e.
3) S e a u n v e ct o r d e T ll e s u m a m o s u n  múlti pl o d o ut r o v e ct o r d e T , o si st e m a r e s ult a nt e

é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. A s d ú a s p ri m ei r a s pr o pi e d a d e s s o n e vi d e nt e s.  P ar a pr o b ar a t er c eir a, s u-
p o ñ a m o s q u e a o v e ct or v j d e T ll e s u m a m o s α v i c o n i �= j .  E ntó n,

α 1 v 1 + ··· + α i v i + ··· + α j ( v j + α v i ) + ··· + α r v r = θ V ⇔

α 1 v 1 + ··· + ( α i + α j α ) v i + ··· + α j v j + ··· + α r v r = θ V .

C o m o o si st e m a T é li b r e, t e n s e q u e

α 1 = ··· = α i + α j α = ··· = α j = ··· = α r = 0

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

α 1 = ··· = α i = ··· = α j = ··· = α r = 0 .

P o r t a nt o, T = { v 1 , ... , vi , ... , vj + α v i , ... , vr } é li b r e. ��

A p r o p o si ci ´o n a nt eri or i m pli c a q u e e n V = K n p o d e m o s utili z ar a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s
p ar a c al c ul ar o r a n g o d u n si st e m a d e v e ct or e s. I st o é:

C o r ol a ri o 5. 2. 7. S e x a V = K n e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a d e v e ct o r e s d e V .  O r a n g o d e
T é o r a n g o d a  m at ri z q u e r e s ult a c a n d o e s c ri bi m o s o s v e ct o r e s d e T b e n e n fil a, b e n e n c ol u m n a.

D e m o s t r a ci ´o n. C o n s e c u e n ci a e vi d e nt e d a  Pr o p o si ci ´o n 5. 2. 6. ��

E x e m pl o 5. 2. 8. C o n si d er e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 4 . S e x a T o si st e m a d e v e ct o r e s

S =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
v 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
− 1

0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
3
2
3

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

T o m e m o s a  m atri z ⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
− 1 2 3

0 1 2
1 1 3

⎞

⎟
⎟
⎠

e f a g a m o s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a c al c ul ar o s e u r a n g o.  Te n s e q u e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
− 1 2 3

0 1 2
1 1 3

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 1 ( − 1 ) , F2 1 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 2 4
0 1 2
0 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 2 3
= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 2
0 2 4
0 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠
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⎧
⎨

⎩

α 1 + α 2 + 5 α 3 = 0
2 α 1 + 6 α 3 = 0
α 1 + 2 α 2 + 7 α 3 = 0

⇔

⎛

⎝
1 1 5
2 0 6
1 2 7

⎞

⎠

⎛

⎝
α 1

α 2

α 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

e, p or t a nt o, s e o a nt eri or si st e m a h o m o x é n e o é c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o, o si st e m a d e
v e ct or e s S s er á li b r e.  F a c e n d o o p er a ci ó n s el e m e nt ai s n a  m atri z d o si st e m a t e m o s q u e

A =

⎛

⎝
1 1 5
2 0 6
1 2 7

⎞

⎠
F 3 1 ( − 1 ) , F2 1 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 5
0 − 2 − 4
0 1 2

⎞

⎠

F 3 2 ( 1 / 2 )

= ⇒

⎛

⎝
1 1 5
0 − 2 − 4
0 0 0

⎞

⎠

e i st o i m pli c a q u e r a n g ( A )  = 2.  D a q u el a, o si st e m a a d mit e i n fi nit a s s ol u ci ó n s ( é c o m-
p atı́ b el i n d et e r mi n a d o) e, c o m o c o n s e c u e n ci a, o si st e m a é li g a d o.

2)  T o m e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = M 2 × 2 ( R ). S e x a S o si st e m a d a d o p or

S =

�

A 1 =

�
1 0
0 0

�

, A2 =

�
1 1
0 0

�

, A3 =

�
1 1
1 0

�

, A4 =

�
1 1
1 1

� �

.

N e st e c a s o c ú m p r e s e q u e

α 1 A 1 + α 2 A 2 + α 3 A 3 + α 4 A 4 = θ V ⇔

α 1

�
1 0
0 0

�

+ α 2

�
1 1
0 0

�

+ α 3

�
1 1
1 0

�

+ α 4

�
1 1
1 1

�

=

�
0 0
0 0

�

⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α 1 + α 2 + α 3 + α 4 = 0
α 2 + α 3 + α 4 = 0
α 3 + α 4 = 0
α 4 = 0

⇔

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

α 1

α 2

α 3

α 4

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C o m o a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

t e n r a n g o  m á xi m o, e st e r e s ult a c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o e, c o m o c o n s e c u e n ci a, S é li b r e.

Al g u n h a s p r o pi e d a d e s i nt er e s a nt e s d o s si st e m a s li br e s e li g a d o s e n ú n ci a n s e n o s e g ui nt e r e-
s ult a d o:

P r o p o si ci ó n  5. 2. 3. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al.  Ve rif ı́ c a s e o s e g ui nt e:

1) T o d o si st e m a q u e c o nt e ñ a a o v e ct o r n ul o é li g a d o.
2) S e v ∈ V é u n v e ct o r n o n n ul o, o si st e m a T = { v } é li b r e.
3) S e T é li b r e e v /∈ � T �, o si st e m a S = T ∪ { v } é li b r e.
4) S e T 1 é li g a d o e T 1 ⊂ T 2 , ó si st e m a T 2 t a m é n é li g a d o.
5) T o d o si st e m a d e v e ct o r e s c o nti d o n u n si st e m a li b r e é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n é  m oi si n x el a ( d éi x a s e c o m o e x er ci ci o a o l e ct or). ��

N o t a 5. 2. 4. A p r o pi e d a d e 3) d a p r o p o si ci ´o n a nt eri or é i nt e r e s a nt e, x a q u e n o s i n di c a o p r o c e-
d e m e nt o p ar a i nt r o d u ci r v e ct or e s n u n si st e m a li b r e T d e f o r m a q u e o n o v o si st e m a r e s ult a nt e
s e x a li b r e.

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n 9 9

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 5. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a d e v e ct o r e s d e
V .  C h á m a s e r a n g o d e T , d e n ot a d o p or r a n g (T ), a o  m á xi m o n ú m e r o d e v e ct o r e s i n d e p e n d e nt e s
c o nti d o s e n T .

D a q u el a, o si st e m a T = { v 1 , ... , vr } é li b r e, s e, e s ó s e, r a n g ( T ) = r .

P r o p o si ci ó n  5. 2. 6. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a li b r e d e
v e ct o r e s d e V .  Ve rifı́ c a n s e a s s e g ui nt e s a fi r m a ció n s.

1) O si st e m a r e s ult a nt e a o i nt e r c a m bi a r d o u s v e ct o r e s e n T é li b r e.
2) S e  m ulti pli c a m o s u n v e ct o r d e T p o r u n e s c al a r n o n n ul o, o n o v o si st e m a s e g u e s e n d o

li b r e.
3) S e a u n v e ct o r d e T ll e s u m a m o s u n  múlti pl o d o ut r o v e ct o r d e T , o si st e m a r e s ult a nt e

é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. A s d ú a s p ri m ei r a s p r o pi e d a d e s s o n e vi d e nt e s.  P ar a pr o b ar a t er c eir a, s u-
p o ñ a m o s q u e a o v e ct or v j d e T ll e s u m a m o s α v i c o n i �= j .  E ntó n,

α 1 v 1 + ··· + α i v i + ··· + α j ( v j + α v i ) + ··· + α r v r = θ V ⇔

α 1 v 1 + ··· + ( α i + α j α ) v i + ··· + α j v j + ··· + α r v r = θ V .

C o m o o si st e m a T é li b r e, t e n s e q u e

α 1 = ··· = α i + α j α = ··· = α j = ··· = α r = 0

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

α 1 = ··· = α i = ··· = α j = ··· = α r = 0 .

P o r t a nt o, T = { v 1 , ... , vi , ... , vj + α v i , ... , vr } é li b r e. ��

A p r o p o si ci ´o n a nt eri or i m pli c a q u e e n V = K n p o d e m o s utili z ar a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s
p a r a c al c ul ar o r a n g o d u n si st e m a d e v e ct or e s. I st o é:

C o r ol a ri o 5. 2. 7. S e x a V = K n e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a d e v e ct o r e s d e V .  O r a n g o d e
T é o r a n g o d a  m at ri z q u e r e s ult a c a n d o e s c ri bi m o s o s v e ct o r e s d e T b e n e n fil a, b e n e n c ol u m n a.

D e m o s t r a ci ´o n. C o n s e c u e n ci a e vi d e nt e d a  Pr o p o si ci ´o n 5. 2. 6. ��

E x e m pl o 5. 2. 8. C o n si d er e m o s o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 4 . S e x a T o si st e m a d e v e ct o r e s

S =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
v 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
− 1

0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
3
2
3

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

T o m e m o s a  m atri z ⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
− 1 2 3

0 1 2
1 1 3

⎞

⎟
⎟
⎠

e f a g a m o s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p ar a c al c ul ar o s e u r a n g o.  Te n s e q u e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
− 1 2 3

0 1 2
1 1 3

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 1 ( − 1 ) , F2 1 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 2 4
0 1 2
0 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 2 3
= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 2
0 2 4
0 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠
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F 4 2 ( − 1 ) , F3 2 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 2
0 0 0
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

e i st o i m pli c a q u e r a n g ( A )  = 2.  E nt ó n, o si st e m a d e v e ct or e s T t e n r a n g o d o u s.

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 9. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al.  Dir e m o s q u e V é d e ti p o fi nit o s e e xi st e u n
si st e m a fi nit o d e v e ct o r e s T = { v 1 , ... , vr } , t al q u e < T  > = V .

N o t a 5. 2. 1 0. A p artir d e st e i nt r e t o d o s o s e s p a z o s v e ct ori ai s s er ´a n d e ti p o fi nit o.  P or t a nt o,
c a n d o e s cri b a m o s s e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e st ar e m o s a e nt e n d er q u e V é u n K - e s p a z o
v e ct o ri al d e ti p o fi nit o.

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 1 1. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al.  Dir e m o s q u e u n si st e m a d e v e ct or e s B é u n h a
b a s e d e V s e é li b r e e u n si st e m a d e x er a d or e s d e V .

T e o r e m a 5. 2. 1 2. T o d o K - e s p a z o v e ct o ri al V a d mit e u n h a b a s e.

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a T = { v 1 , ... , vr } , t al q u e < T  > = V . S e T é li b r e, e nt ó n T é u n h a b a s e e
a c a b a m o s a p r o b a. S e n o n o é, e xi st e v 1

i ∈ T t al q u e é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s r e st a nt e s v e ct or e s
d e T .  T o m e m o s T 1 = T − { v 1

i } .  Cú m p r e s e q u e < T 1 > = V e i st o i m pli c a q u e, s e T 1 é li b r e,
T 1 é  u n h a b a s e, e a d e m o str a ci ó n e st á f eit a.  E n c a s o c o ntr ari o, r e p eti m o s c o n T 1 o  m e s m o
r a z o a m e nt o q u e fi x e m o s c o n T .  N o p e or d o s c a s o s c h e g ar e m o s a T r − 1 = { v r

i } , c o n v r
i n o n n ul o,

e t al q u e < T r − 1 > = V .  O b vi a m e nt e, n e st e c a s o a b a s e d e V s er ı́ a T r − 1 x a q u e, c o m o v r
i �= θ V ,

o si st e m a é li b r e.

��

E x e m pl o s 5. 2. 1 3. 1) S e V = R e K = R , u n h a b a s e d e V é B a = { a } s e n d o a u n e s c al ar
r e al n o n n ul o.

2) S e V = C e K = C , u n h a b a s e d e V é B z = { z } s e n d o z u n e s c al ar c o m pl e x o n o n n ul o.
3) S e V = C e K = R , u n h a b a s e d e V é B = { 1 , i} .
4) S e x a o K - e s p a z o v e ct ori al V = K n .  U n h a b a s e d e V é C n = { e 1 , ... , en } , s e n d o e i o v e ct o r

q u e t e n t o d a s a s s ú a s c o m p o ñ e nt e s n ul a s s al v o a c o m p o ñ e nt e i-é si m a q u e v al e 1.  E st a
b a s e c h á m a s e b a s e c a n ó ni c a d e K n .

5) S e x a o K - e s p a z o v e ct ori al V = M m × n ( K ).  U n h a b a s e d e V é

B = { E i j | i ∈ { 1 , ... ,  m} , j ∈ { 1 , ... ,  n} }

s e n d o E i j a  m at ri z q u e t e n t o d o s o s s e u s c o e fi ci e nt e s n ul o s s al v o o q u e o c u p a o l u g ar d e
s u bı́ n di c e s i j q u e v al e 1.

6) S e x a o K - e s p a z o v e ct ori al V = Π n ( K ).  U n h a b a s e d e V é

B = { 1 , x, ... , xn } .

7) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 .  U n h a b a s e d o s u b e s p a z o

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | y = 0

⎫
⎬

⎭

e st á d a d a p o r

B =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n 1 0 1

P r o p o si ci ó n  5. 2. 1 4. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al. S e L = { u 1 , ... , up } é u n si st e m a li b r e e
B = { e 1 , ... , en } é u n h a b a s e d e V , cú m p r e s e q u e p ≤ n .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e p > n e c o n si d er e m o s a i g u al d a d e

x 1 u 1 + ··· + x p u p = θ V .

C o m o B é u n si st e m a x e r a d o r d e V , t e m o s q u e p ar a t o d o j ∈ { 1 , ··· , p}

u j = α 1 j e 1 + ··· + α n j e n =
n�

i= 1

α i j e i .

P o r t a nt o,

x 1

n�

i= 1

α i1 e i + ··· + x p

n�

i= 1

α i p e i = θ V ,

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

(

p�

j = 1

α 1 j x j ) e 1 + ··· + (

p�

j = 1

α n j x j ) e n = θ V .

D o ut r a b a n d a, c o m o B é li b r e, t o d o s o s c o e fi ci e nt e s d a i g u al d a d e a nt eri or s er á n n ul o s. I st o
i m pli c a q u e

p�

j = 1

α 1 j x j = ··· =

p�

j = 1

α n j x j = 0

e t a m é n ⎧
⎪⎨

⎪⎩

α 1 1 x 1 + ··· + α 1 p x p = 0
...

...
...

...
α n 1 x 1 + ··· + α n p x p = 0

O a nt e ri or si st e m a ´e h o m o x é n e o c u n n ú m e r o d e i n c ó g nit a s p m ai or q u e o n ú m e r o d e e c u a-
ci ó n s n .  D a q u el a, é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o e i st o i m pli c a q u e e xi st e n e s c al ar e s n o n t o d o s
n ul o s x 1 , ... , xn , t al e s q u e

x 1 u 1 + ··· + x p u p = θ V .

P o r t a nt o, c h e g a m o s a q u e L é li g a d o, o q u e é u n a b s u r d o q u e pr o v é n d e s u p o ñ e r q u e p > n . ��

C o r ol a ri o 5. 2. 1 5. T o d a s a s b a s e s d u n K - e s p a z o v e ct o ri al V t eñ e n o  m e s m o n ú m e r o d e el e m e n-
t o s.

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a n B e B d ú a s b a s e s d e V c o n n e n el e m e nt o s r e s p e cti v a m e nt e.  C o m o B
é li b r e e B é u n h a b a s e, a pli c a n d o a p r o p o si ci ó n a nt e ri o r, o bt e m o s q u e n ≤ n . I nt er c a m bi a n d o
o s p a p ei s d e B e B e a pli c a n d o o  m e s m o r a z o a m e nt o c h e g a m o s a q u e n ≤ n .  P or t a nt o, n = n . ��

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 1 6. D a d o u n K - e s p a z o v e ct ori al V n o n n ul o, c h a m ar e m o s di m e n si ó n d e V ,
d e n ot a d a p or di m K ( V ), a o n ú m e r o d e el e m e nt o s d u n h a d a s s ú a s b a s e s.

X a q u e p ol o c or ol ari o a nt eri or s a b e m o s q u e t o d a s a s b a s e s d e V t e ñ e n o  m e s m o n ú m e r o d e
el e m e nt o s, a di m e n si ó n d e V e st á b e n d e fi ni d a e r e s ult a s e r u n i n v a ri a nt e d e V . S e V = { θ V }
d efı́ n e s e a s ú a di m e n si ó n c o m o di m K ( V ) = 0.

C o m o pri m eir a c o n s e c u e n ci a d a d e fi ni ci ó n d e di m e n si ó n t e n s e q u e, s e di m K ( V ) = n , t o d o
si st e m a x er a d or c o n n el e m e nt o s r e s ult a s er u n h a b a s e d e V e t o d o si st e m a li br e c o n n el e m e nt o s
t a m é n é u n h a b a s e.

E x e m pl o s 5. 2. 1 7. P ar a o s c a s o s c o n si d er a d o s e n  E x e m pl o s 5. 2. 1 3 t e m o s q u e:

1) S e V = R e K = R , di mK ( V ) = 1.
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F 4 2 ( − 1 ) , F3 2 ( − 2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 2
0 0 0
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

e i st o i m pli c a q u e r a n g ( A )  = 2.  E nt ó n, o si st e m a d e v e ct or e s T t e n r a n g o d o u s.

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 9. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al.  Dir e m o s q u e V é d e ti p o fi nit o s e e xi st e u n
si st e m a fi nit o d e v e ct o r e s T = { v 1 , ... , vr } , t al q u e < T  > = V .

N o t a 5. 2. 1 0. A p artir d e st e i nt r e t o d o s o s e s p a z o s v e ct ori ai s s er ´a n d e ti p o fi nit o.  P or t a nt o,
c a n d o e s cri b a m o s s e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al e st ar e m o s a e nt e n d er q u e V é u n K - e s p a z o
v e ct ori al d e ti p o fi nit o.

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 1 1. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct ori al.  Dir e m o s q u e u n si st e m a d e v e ct o r e s B é u n h a
b a s e d e V s e é li b r e e u n si st e m a d e x er a d or e s d e V .

T e o r e m a 5. 2. 1 2. T o d o K - e s p a z o v e ct o ri al V a d mit e u n h a b a s e.

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a T = { v 1 , ... , vr } , t al q u e < T  > = V . S e T é li b r e, e nt ó n T é u n h a b a s e e
a c a b a m o s a p r o b a. S e n o n o é, e xi st e v 1

i ∈ T t al q u e é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s r e st a nt e s v e ct or e s
d e T .  T o m e m o s T 1 = T − { v 1

i } .  Cú m p r e s e q u e < T 1 > = V e i st o i m pli c a q u e, s e T 1 é li b r e,
T 1 é  u n h a b a s e, e a d e m o str a ci ó n e st á f eit a.  E n c a s o c o ntr ari o, r e p eti m o s c o n T 1 o  m e s m o
r a z o a m e nt o q u e fi x e m o s c o n T .  N o p e or d o s c a s o s c h e g ar e m o s a T r − 1 = { v r

i } , c o n v r
i n o n n ul o,

e t al q u e < T r − 1 > = V .  O b vi a m e nt e, n e st e c a s o a b a s e d e V s er ı́ a T r − 1 x a q u e, c o m o v r
i �= θ V ,

o si st e m a é li b r e.

��

E x e m pl o s 5. 2. 1 3. 1) S e V = R e K = R , u n h a b a s e d e V é B a = { a } s e n d o a u n e s c al a r
r e al n o n n ul o.

2) S e V = C e K = C , u n h a b a s e d e V é B z = { z } s e n d o z u n e s c al ar c o m pl e x o n o n n ul o.
3) S e V = C e K = R , u n h a b a s e d e V é B = { 1 , i} .
4) S e x a o K - e s p a z o v e ct ori al V = K n .  U n h a b a s e d e V é C n = { e 1 , ... , en } , s e n d o e i o v e ct o r

q u e t e n t o d a s a s s ú a s c o m p o ñ e nt e s n ul a s s al v o a c o m p o ñ e nt e i-é si m a q u e v al e 1.  E st a
b a s e c h á m a s e b a s e c a n ó ni c a d e K n .

5) S e x a o K - e s p a z o v e ct ori al V = M m × n ( K ).  U n h a b a s e d e V é

B = { E i j | i ∈ { 1 , ... ,  m} , j ∈ { 1 , ... ,  n} }

s e n d o E i j a  m at ri z q u e t e n t o d o s o s s e u s c o e fi ci e nt e s n ul o s s al v o o q u e o c u p a o l u g ar d e
s u bı́ n di c e s i j q u e v al e 1.

6) S e x a o K - e s p a z o v e ct ori al V = Π n ( K ).  U n h a b a s e d e V é

B = { 1 , x, ... , xn } .

7) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 .  U n h a b a s e d o s u b e s p a z o

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | y = 0

⎫
⎬

⎭

e st á d a d a p o r

B =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

5. 2. I n d e p e n d e n ci a li n e a r.  B a s e s e  di m e n si ó n 1 0 1

P r o p o si ci ó n  5. 2. 1 4. S e x a V u n K - e s p a z o v e ct o ri al. S e L = { u 1 , ... , up } é u n si st e m a li b r e e
B = { e 1 , ... , en } é u n h a b a s e d e V , cú m p r e s e q u e p ≤ n .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e p > n e c o n si d er e m o s a i g u al d a d e

x 1 u 1 + ··· + x p u p = θ V .

C o m o B é u n si st e m a x e r a d o r d e V , t e m o s q u e p ar a t o d o j ∈ { 1 , ··· , p}

u j = α 1 j e 1 + ··· + α n j e n =
n�

i= 1

α i j e i .

P o r t a nt o,

x 1

n�

i= 1

α i1 e i + ··· + x p

n�

i= 1

α i p e i = θ V ,

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

(

p�

j = 1

α 1 j x j ) e 1 + ··· + (

p�

j = 1

α n j x j ) e n = θ V .

D o ut r a b a n d a, c o m o B é li b r e, t o d o s o s c o e fi ci e nt e s d a i g u al d a d e a nt eri or s er á n n ul o s. I st o
i m pli c a q u e

p�

j = 1

α 1 j x j = ··· =

p�

j = 1

α n j x j = 0

e t a m é n ⎧
⎪⎨

⎪⎩

α 1 1 x 1 + ··· + α 1 p x p = 0
...

...
...

...
α n 1 x 1 + ··· + α n p x p = 0

O a nt e ri o r si st e m a ´e h o m o x é n e o c u n n ú m e r o d e i n c ó g nit a s p m ai o r q u e o n ú m e r o d e e c u a-
ci ó n s n .  D a q u el a, é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o e i st o i m pli c a q u e e xi st e n e s c al ar e s n o n t o d o s
n ul o s x 1 , ... , xn , t al e s q u e

x 1 u 1 + ··· + x p u p = θ V .

P o r t a nt o, c h e g a m o s a q u e L é li g a d o, o q u e é u n a b s u r d o q u e pr o v é n d e s u p o ñ e r q u e p > n . ��

C o r ol a ri o 5. 2. 1 5. T o d a s a s b a s e s d u n K - e s p a z o v e ct o ri al V t eñ e n o  m e s m o n ú m e r o d e el e m e n-
t o s.

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a n B e B d ú a s b a s e s d e V c o n n e n el e m e nt o s r e s p e cti v a m e nt e.  C o m o B
é li b r e e B é u n h a b a s e, a pli c a n d o a p r o p o si ci ó n a nt e ri o r, o bt e m o s q u e n ≤ n . I nt er c a m bi a n d o
o s p a p ei s d e B e B e a pli c a n d o o  m e s m o r a z o a m e nt o c h e g a m o s a q u e n ≤ n .  P or t a nt o, n = n . ��

D e fi ni ci ´o n 5. 2. 1 6. D a d o u n K - e s p a z o v e ct ori al V n o n n ul o, c h a m ar e m o s di m e n si ó n d e V ,
d e n ot a d a p or di m K ( V ), a o n ú m e r o d e el e m e nt o s d u n h a d a s s ú a s b a s e s.

X a q u e p ol o c or ol ari o a nt eri or s a b e m o s q u e t o d a s a s b a s e s d e V t e ñ e n o  m e s m o n ú m e r o d e
el e m e nt o s, a di m e n si ó n d e V e st á b e n d e fi ni d a e r e s ult a s e r u n i n v a ri a nt e d e V . S e V = { θ V }
d efı́ n e s e a s ú a di m e n si ó n c o m o di m K ( V ) = 0.

C o m o p ri m eir a c o n s e c u e n ci a d a d e fi ni ci ó n d e di m e n si ó n t e n s e q u e, s e di m K ( V ) = n , t o d o
si st e m a x er a d or c o n n el e m e nt o s r e s ult a s er u n h a b a s e d e V e t o d o si st e m a li br e c o n n el e m e nt o s
t a m é n é u n h a b a s e.

E x e m pl o s 5. 2. 1 7. P ar a o s c a s o s c o n si d er a d o s e n  E x e m pl o s 5. 2. 1 3 t e m o s q u e:

1) S e V = R e K = R , di mK ( V ) = 1.
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2 ) S e V = C e K = C , di mK ( V ) = 1.
3) S e V = C e K = R , di mK ( V ) = 2.
4) S e V = K n , di mK ( V ) = n .
5) S e V = M m × n ( K ), di m K ( V ) = m n .
6) S e V = Π n ( K ), di m K ( V ) = n + 1.
7) S e x a n o K - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 e o s u b e s p a z o

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | y = 0

⎫
⎬

⎭
.

E nt ó n di m R ( U ) = 2.
8) S e x a n A ∈ M m × n ( K ) e U o s u b e s p a z o d e K n d a d o p ol a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o

A x = θ K n , i st o é

U =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n | A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

0
...
0

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

E nt ó n,
di m K ( U ) = n − r a n g ( A ).

P o r e x e m pl o, s e U é o s u b e s p a z o d e R 3 d a d o p o r

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

�
1 1 1
1 1 2

�
⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

�
0
0

�
⎫
⎬

⎭
,

c o m o r a n g ( A )  = 2, t e n s e q u e

di m R ( U ) = 3 − r a n g ( A ) = 3 − 2 = 1 .

T e o r e m a 5. 2. 1 8. S u p o ñ a m o s q u e V é u n K - e s p a z o v e ct o ri al d e di m e n si ó n n . S e L = { u 1 , ... , up }
é u n si st e m a li b r e c o n p < n , e xi st e n u p + 1 , ... , un v e ct o r e s d e V t al q u e

B = { u 1 , ... , up , up + 1 , ... , un }

é u n h a b a s e d e V .

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o p < n , t e n s e q u e �L � � V .  P or t a nt o, e xi st e u p + 1 ∈ V t al q u e u p + 1 /∈ � L �.
S e x a L 1 = L ∪ { u p + 1 } .  C o m o L 1 é li b r e, s e p + 1  = n , x a at o p a m o s a b a s e. S e p + 1 < n , r e pı́ t e s e
o  m e s m o p r o c e s o c o n L 1 .  D e s p oi s d e v ari o s p a s o s fi n ali z ar e m o s c a n d o s e c h e g u e á di m e n si ó n d e
V .  N e s e  m o m e nt o t eri a m o s e n g a di d o a L n − p v e ct or e s d e f or m a q u e o si st e m a

L n − p = { u 1 , ... , up , up + 1 , ... , un }

é li b r e e, p o r t a nt o, a b a s e b u s c a d a. ��

T e o r e m a 5. 2. 1 9. (F ó r m ul a  d e  G r a s s m a n n ) S u p o ñ a m o s q u e V é u n K - e s p a z o v e ct o ri al d e
di m e n si ó n n . S e x a n U 1 , U 2 s u b e s p a z o s d e V .  E nt ó n

di m K ( U 1 + U 2 ) = di m K ( U 1 )  + di m K ( U 2 ) − di m K ( U 1 ∩ U 2 ) .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e di m K ( U 1 ∩ U 2 ) = k , q u e di mK ( U 1 ) = r e q u e di m K ( U 2 ) = s .
S e x a { e 1 , ... , ek } u n h a b a s e d e U 1 ∩ U 2 .  G r a z a s a o t e o r e m a a nt eri or e xi st e n v e ct or e s { u k + 1 , ... , ur }
e { v k + 1 , ... , vr } t al e s q u e

{ e 1 , ... , ek , uk + 1 , ... ur }

é u n h a b a s e d e U 1 e
{ e 1 , ... , ek , vk + 1 , ... vs }

5. 3.  Si s t e m a s  d e  c o o r d e n a d a s.  C a m bi o  d e b a s e 1 0 3

é  u n h a b a s e d e U 2 .  Te n d o e n c o nt a i st o, o si st e m a d e v e ct or e s

T = { e 1 , ... , ek , uk + 1 , ... ur , vk + 1 , ... vs }

é u n h a b a s e d e U 1 + U 2 .  E n ef e ct o, cl ar a m e nt e é u n si st e m a d e x er a d o r e s p a r a a s u m a e é li b r e
p ol o s e g ui nt e. S e

α 1 e 1 + ··· + α k e k + α k + 1 u k + 1 + ··· + α r u r + β k + 1 v k + 1 + ··· + β s v s = θ V

t e n s e q u e

α 1 e 1 + ··· + α k e k + α k + 1 u k + 1 + ··· + α r u r = − β k + 1 v k + 1 − ···  − β s v s

e, p o r t a nt o, β k + 1 v k + 1 + ··· + β s v s ∈ U 1 ∩ U 2 .  L o g o β k + 1 v k + 1 + ··· + β s v s = β 1 e 1 + ··· + β k e k e i st o
i m pli c a q u e β i = 0 p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... , k, k + 1 , ... , s} .  C o m o c o n s e c u e n ci a, α j = 0 p a r a t o d o
j ∈ { 1 , ... , k, k + 1 , ... , r} e o si st e m a T é li b r e.

C o m o c o n s e c u e n ci a, o bt e m o s a f ´or m ul a d e  Gr a s s m a n n x a q u e

di m K ( U 1 + U 2 ) = k + ( r − k ) + ( s − k ) = r + s − k = di m K ( U 1 )  + di m K ( U 2 ) − di m K ( U 1 ∩ U 2 ) .

��

5. 3.  Si s t e m a s  d e c o o r d e n a d a s.  C a m bi o  d e  b a s e

T e o r e m a 5. 3. 1. S e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a b a s e d u n K - e s p a z o v e ct o ri al V .  P a r a t o d o v ∈ V
e xi st e u n ú ni c o v e ct o r

v B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n

t al q u e v = x 1 e 1 + ··· + x n e n .

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o B é u n c o n x u nt o x er a d or d e V é e vi d e nt e q u e p a r a t o d o v ∈ V e xi st e n
e s c al ar e s x 1 , ··· , xn t al e s q u e v = x 1 e 1 + ··· + x n e n . S e e xi sti s e n o utr o s e s c al ar e s y 1 , ... , yn p a r a
o s q u e v = y 1 e 1 + ··· + y n e n t e ri a m o s o s e g ui nt e:

θ V = v − v = ( x 1 e 1 + ··· + x n e n ) − (y 1 e 1 + ··· + y n e n ) = ( x 1 − y 1 ) e 1 + ··· + ( x n − y n ) e n .

A g o r a b e n, c o m o B é li b r e o bt e n s e q u e x i − y i = 0 p a r a t o d o i ∈ { 1 , ··· , n} o u, e q ui v al e n-
t e m e nt e, x i = y i p a r a t o d o i ∈ { 1 , ··· , n} . ��

D e fi ni ci ´o n 5. 3. 2. T o m e m o s u n K - e s p a z o v e ct ori al V e v ∈ V .  C h á m a s e v e ct o r d e c o or d e n a d a s
d e v n a b a s e B = { e 1 , ... , en } a o ú ni c o v e ct o r

v B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n

t al q u e v = x 1 e 1 + ··· + x n e n .
É cl a r o q u e, s e c o ñ e c e m o s o v e ct or v e a b a s e B , p o d e m o s c al c ul ar o v e ct or d e c o or d e n a d a s

v B r e s ol v e n d o a e c u a ci ó n v = x 1 e 1 + ··· + x n e n . D e x eit o i n v e r s o, s e c o ñ e c e m o s a b a s e B e o
v e ct or d e c o or d e n a d a s v B , r e c u p e r a m o s v c o m o

v = x 1 e 1 + ··· + x n e n .

O b s é r v e s e t a m ´e n q u e, s e c a m bi a m o s a b a s e, o v e ct or d e c o or d e n a d a s p o d e c a m bi ar.  N o
e x e m pl o s e g ui nt e a cl ar a m o s e st e c o m e nt ari o.
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2 ) S e V = C e K = C , di mK ( V ) = 1.
3) S e V = C e K = R , di mK ( V ) = 2.
4) S e V = K n , di mK ( V ) = n .
5) S e V = M m × n ( K ), di m K ( V ) = m n .
6) S e V = Π n ( K ), di m K ( V ) = n + 1.
7) S e x a n o K - e s p a z o v e ct ori al V = R 3 e o s u b e s p a z o

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ V | y = 0

⎫
⎬

⎭
.

E nt ó n di m R ( U ) = 2.
8) S e x a n A ∈ M m × n ( K ) e U o s u b e s p a z o d e K n d a d o p ol a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o

A x = θ K n , i st o é

U =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n | A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

0
...
0

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

E nt ó n,
di m K ( U ) = n − r a n g ( A ).

P or e x e m pl o, s e U é o s u b e s p a z o d e R 3 d a d o p o r

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

�
1 1 1
1 1 2

�
⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

�
0
0

�
⎫
⎬

⎭
,

c o m o r a n g ( A )  = 2, t e n s e q u e

di m R ( U ) = 3 − r a n g ( A ) = 3 − 2 = 1 .

T e o r e m a 5. 2. 1 8. S u p o ñ a m o s q u e V é u n K - e s p a z o v e ct o ri al d e di m e n si ó n n . S e L = { u 1 , ... , up }
é u n si st e m a li b r e c o n p < n , e xi st e n u p + 1 , ... , un v e ct o r e s d e V t al q u e

B = { u 1 , ... , up , up + 1 , ... , un }

é u n h a b a s e d e V .

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o p < n , t e n s e q u e �L � � V .  P or t a nt o, e xi st e u p + 1 ∈ V t al q u e u p + 1 /∈ � L �.
S e x a L 1 = L ∪ { u p + 1 } .  C o m o L 1 é li b r e, s e p + 1  = n , x a at o p a m o s a b a s e. S e p + 1 < n , r e pı́ t e s e
o  m e s m o p r o c e s o c o n L 1 .  D e s p oi s d e v ari o s p a s o s fi n ali z ar e m o s c a n d o s e c h e g u e á di m e n si ó n d e
V .  N e s e  m o m e nt o t eri a m o s e n g a di d o a L n − p v e ct or e s d e f or m a q u e o si st e m a

L n − p = { u 1 , ... , up , up + 1 , ... , un }

é li b r e e, p o r t a nt o, a b a s e b u s c a d a. ��

T e o r e m a 5. 2. 1 9. (F ó r m ul a  d e  G r a s s m a n n ) S u p o ñ a m o s q u e V é u n K - e s p a z o v e ct o ri al d e
di m e n si ó n n . S e x a n U 1 , U 2 s u b e s p a z o s d e V .  E nt ó n

di m K ( U 1 + U 2 ) = di m K ( U 1 )  + di m K ( U 2 ) − di m K ( U 1 ∩ U 2 ) .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e di m K ( U 1 ∩ U 2 ) = k , q u e di mK ( U 1 ) = r e q u e di m K ( U 2 ) = s .
S e x a { e 1 , ... , ek } u n h a b a s e d e U 1 ∩ U 2 .  G r a z a s a o t e or e m a a nt eri or e xi st e n v e ct or e s { u k + 1 , ... , ur }
e { v k + 1 , ... , vr } t al e s q u e

{ e 1 , ... , ek , uk + 1 , ... ur }

é u n h a b a s e d e U 1 e
{ e 1 , ... , ek , vk + 1 , ... vs }

5. 3.  Si s t e m a s  d e  c o o r d e n a d a s.  C a m bi o  d e b a s e 1 0 3

é  u n h a b a s e d e U 2 .  Te n d o e n c o nt a i st o, o si st e m a d e v e ct or e s

T = { e 1 , ... , ek , uk + 1 , ... ur , vk + 1 , ... vs }

é u n h a b a s e d e U 1 + U 2 .  E n ef e ct o, cl ar a m e nt e é u n si st e m a d e x e r a d o r e s p a r a a s u m a e é li b r e
p ol o s e g ui nt e. S e

α 1 e 1 + ··· + α k e k + α k + 1 u k + 1 + ··· + α r u r + β k + 1 v k + 1 + ··· + β s v s = θ V

t e n s e q u e

α 1 e 1 + ··· + α k e k + α k + 1 u k + 1 + ··· + α r u r = − β k + 1 v k + 1 − ···  − β s v s

e, p o r t a nt o, β k + 1 v k + 1 + ··· + β s v s ∈ U 1 ∩ U 2 .  L o g o β k + 1 v k + 1 + ··· + β s v s = β 1 e 1 + ··· + β k e k e i st o
i m pli c a q u e β i = 0 p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... , k, k + 1 , ... , s} .  C o m o c o n s e c u e n ci a, α j = 0 p a r a t o d o
j ∈ { 1 , ... , k, k + 1 , ... , r} e o si st e m a T é li b r e.

C o m o c o n s e c u e n ci a, o bt e m o s a f ´or m ul a d e  Gr a s s m a n n x a q u e

di m K ( U 1 + U 2 ) = k + ( r − k ) + ( s − k ) = r + s − k = di m K ( U 1 )  + di m K ( U 2 ) − di m K ( U 1 ∩ U 2 ) .

��

5. 3.  Si s t e m a s  d e c o o r d e n a d a s.  C a m bi o  d e  b a s e

T e o r e m a 5. 3. 1. S e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a b a s e d u n K - e s p a z o v e ct o ri al V .  P a r a t o d o v ∈ V
e xi st e u n ú ni c o v e ct o r

v B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n

t al q u e v = x 1 e 1 + ··· + x n e n .

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o B é u n c o n x u nt o x er a d or d e V é e vi d e nt e q u e p ar a t o d o v ∈ V e xi st e n
e s c al ar e s x 1 , ··· , xn t al e s q u e v = x 1 e 1 + ··· + x n e n . S e e xi sti s e n o utr o s e s c al ar e s y 1 , ... , yn p a r a
o s q u e v = y 1 e 1 + ··· + y n e n t e ri a m o s o s e g ui nt e:

θ V = v − v = ( x 1 e 1 + ··· + x n e n ) − (y 1 e 1 + ··· + y n e n ) = ( x 1 − y 1 ) e 1 + ··· + ( x n − y n ) e n .

A g o r a b e n, c o m o B é li b r e o bt e n s e q u e x i − y i = 0 p a r a t o d o i ∈ { 1 , ··· , n} o u, e q ui v al e n-
t e m e nt e, x i = y i p a r a t o d o i ∈ { 1 , ··· , n} . ��

D e fi ni ci ´o n 5. 3. 2. T o m e m o s u n K - e s p a z o v e ct ori al V e v ∈ V .  C h á m a s e v e ct o r d e c o or d e n a d a s
d e v n a b a s e B = { e 1 , ... , en } a o ú ni c o v e ct o r

v B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n

t al q u e v = x 1 e 1 + ··· + x n e n .
É cl a r o q u e, s e c o ñ e c e m o s o v e ct o r v e a b a s e B , p o d e m o s c al c ul ar o v e ct or d e c o or d e n a d a s

v B r e s ol v e n d o a e c u a ci ó n v = x 1 e 1 + ··· + x n e n . D e x eit o i n v e r s o, s e c o ñ e c e m o s a b a s e B e o
v e ct o r d e c o or d e n a d a s v B , r e c u p e r a m o s v c o m o

v = x 1 e 1 + ··· + x n e n .

O b s é r v e s e t a m ´e n q u e, s e c a m bi a m o s a b a s e, o v e ct or d e c o or d e n a d a s p o d e c a m bi ar.  N o
e x e m pl o s e g ui nt e a cl ar a m o s e st e c o m e nt ari o.
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E x e m pl o s 5. 3. 3. 1) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = Π 2 ( R ) e

B = { p 1 ( x ) = 1 + x + x 2 , p2 ( x ) = 1 + x, p 3 ( x ) = 1 }

u n h a b a s e d e V .  T o m e m o s q (x ) = 1 + 2 x + 3 x 2 e c al c ul e m o s o s e u v e ct or d e c o or d e n a d a s
r e s p e ct o á b a s e B .  E n pri m eir o l u g ar, t e n s e q u e

q (x ) = y 1 p 1 ( x ) + y 2 p 2 ( x ) + y 3 p 3 ( x ) ⇔

1 + 2 x + 3 x 2 = ( y 1 + y 2 + y 3 ) + ( y 1 + y 2 ) x + y 1 x 2

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, ⎧
⎨

⎩

y 1 + y 2 + y 3 = 1
y 1 + y 2 = 2

y 1 = 3

S e s ol u ci o n a m o s o si st e m a a nt eri or, o bt e m o s q u e y 1 = 3, y 2 = − 1 e y 3 = − 1.  P o r
t a nt o, o v e ct or d e c o or d e n a d a s d e q (x ) n a b a s e B é

q ( x ) B =

⎛

⎝
3

− 1
− 1

⎞

⎠ ∈ R 3 .

S e n e st e  m e s m o e x e m pl o c a m bi a m o s a b a s e B p ol a b a s e

C = { t1 ( x ) = 1 , t2 ( x ) = x, t 3 ( x ) = x 2 }

o bt e m o s q u e

q (x ) C =

⎛

⎝
1
2
3

⎞

⎠ ∈ R 3 .

D e st a f o r m a q u e d a cl ar o q u e s e v ar´ ı a a b a s e, a s c o or d e n a d a s p o d e n c a m bi ar.
2) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = R n e

C n = { e 1 , ... , en }

a b a s e c a n ó ni c a d e R n i nt r o d u ci d a n o c u art o e x e m pl o d e  E x e m pl o s 5. 2. 1 3. É  m oi f á cil v e r
q u e p a r a t o d o v ∈ R n t e n s e q u e v C n = v .  N e st e c a s o a s c o or d e n a d a s d e v c oi n ci d e n c o a s
c o m p o ñ e nt e s d e v .

P a r a fi n ali z ar e st a p art e f al ar e m o s d o c a m bi o d e b a s e. S u p o ñ a m o s q u e

B = { e 1 , ... , en } , D = { u 1 , ... , un }

s o n d ú a s b a s e s d u n K - e s p a z o v e ct ori al V . S e x a n v ∈ V e

v B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ , vD =

⎛

⎜
⎝

z 1
...

z n

⎞

⎟
⎠

o s v e ct o r e s d e c o or d e n a d a s d e v n a s b a s e s B e D r e s p e cti v a m e nt e.  Pr o b ar e m o s q u e é p o s ı́ b el
r el a ci o n a r o s d o u s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s  m e di a nt e u n h a  m atri z q u e s er á c h a m a d a a  m atri z d e
c a m bi o d e b a s e d e B a D .  E n p ri m eir o l u g ar c al c ul a m o s o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d o s v e ct or e s
d a b a s e B n a b a s e D .  E ntó n,

e j D =

⎛

⎜
⎝

a 1 j
...

a n j

⎞

⎟
⎠ , j ∈ { 1 , ... ,  n} ⇔ e j = a 1 j u 1 + ··· + a n j u n =

n�

i= 1

a i j u i .

5. 3.  Si s t e m a s  d e  c o o r d e n a d a s.  C a m bi o  d e b a s e 1 0 5

D o ut r a b a n d a

v = z 1 u 1 + ··· + z n u n = x 1 e 1 + ··· + x n e n = x 1 (
n�

i= 1

a i1 u i ) + ··· + x n (
n�

i= 1

a i n u i ) =

(

n�

j = 1

a 1 j x j ) u 1 + ··· + (
n�

j = 1

a n j x j ) u n .

P o r t a nt o, ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z 1 =

n�

j = 1

a 1 j x j = a 1 1 x 1 + ··· + a 1 n x n

...
...

...
...

z n =
n�

j = 1

a n j x j = a n 1 x 1 + ··· + a n n x n

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, ⎛

⎜
⎝

z 1
...

z n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 n
...

...
...

a n 1 ··· a n n

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

D a q u el a, v D = P B, D v B s e n d o

P B, D =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 n
...

...
...

a n 1 ··· a n n

⎞

⎟
⎠

a  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e d e B a D .  A s c ol u m n a s d a  m atri z a nt eri or s o n o s v e ct or e s d e
c o or d e n a d a s n a b a s e D d o s v e ct or e s d a b a s e B , i st o é:

P B, D =
�

e 1 D | ··· | e n D

�
.

E st a  m at ri z e i n v e rtı́ b el e a s ú a i n v e r s a é a  m at ri z P D, B d e c a m bi o d e b a s e d e D a B .
Fi n al m e nt e, n ó t e s e q u e, s e V = K n e D = C n , p a r a t o d a b a s e B = { e 1 , ... , en } , t e n s e q u e

P B, C n =
�

e 1 | ··· | e n

�
.

D e st a f or m a, a s c ol u m n a s d a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e s o n o s pr o pi o s v e ct or e s d e B , x a
q u e e j C n = e j .

E x e m pl o 5. 3. 4. S e x a V = R 4 .  T o m e m o s a s b a s e s

B =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

D =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , u2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , u3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , u4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

e c al c ul e m o s a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e P B, D .
E n p ri m ei r o l u g ar o bt e m o s o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s e 1 D , e 2 D , e 3 D y e 4 D .  P a r a i s o,

r e s ol v e m o s a s e c u a ci ó n s

e j = x 1 u 1 + x 2 u 2 + x 3 u 3 + x 4 u 4 , j ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 }
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E x e m pl o s 5. 3. 3. 1) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = Π 2 ( R ) e

B = { p 1 ( x ) = 1 + x + x 2 , p2 ( x ) = 1 + x, p 3 ( x ) = 1 }

u n h a b a s e d e V .  T o m e m o s q (x ) = 1 + 2 x + 3 x 2 e c al c ul e m o s o s e u v e ct or d e c o or d e n a d a s
r e s p e ct o á b a s e B .  E n pri m eir o l u g ar, t e n s e q u e

q (x ) = y 1 p 1 ( x ) + y 2 p 2 ( x ) + y 3 p 3 ( x ) ⇔

1 + 2 x + 3 x 2 = ( y 1 + y 2 + y 3 ) + ( y 1 + y 2 ) x + y 1 x 2

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, ⎧
⎨

⎩

y 1 + y 2 + y 3 = 1
y 1 + y 2 = 2

y 1 = 3

S e s ol u ci o n a m o s o si st e m a a nt eri or, o bt e m o s q u e y 1 = 3, y 2 = − 1 e y 3 = − 1.  P o r
t a nt o, o v e ct or d e c o or d e n a d a s d e q (x ) n a b a s e B é

q ( x ) B =

⎛

⎝
3

− 1
− 1

⎞

⎠ ∈ R 3 .

S e n e st e  m e s m o e x e m pl o c a m bi a m o s a b a s e B p ol a b a s e

C = { t1 ( x ) = 1 , t2 ( x ) = x, t 3 ( x ) = x 2 }

o bt e m o s q u e

q (x ) C =

⎛

⎝
1
2
3

⎞

⎠ ∈ R 3 .

D e st a f o r m a q u e d a cl ar o q u e s e v ar´ ı a a b a s e, a s c o or d e n a d a s p o d e n c a m bi a r.
2) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = R n e

C n = { e 1 , ... , en }

a b a s e c a n ó ni c a d e R n i nt r o d u ci d a n o c u art o e x e m pl o d e  E x e m pl o s 5. 2. 1 3. É  m oi f á cil v e r
q u e p a r a t o d o v ∈ R n t e n s e q u e v C n = v .  N e st e c a s o a s c o or d e n a d a s d e v c oi n ci d e n c o a s
c o m p o ñ e nt e s d e v .

P a r a fi n ali z ar e st a p art e f al ar e m o s d o c a m bi o d e b a s e. S u p o ñ a m o s q u e

B = { e 1 , ... , en } , D = { u 1 , ... , un }

s o n d ú a s b a s e s d u n K - e s p a z o v e ct ori al V . S e x a n v ∈ V e

v B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ , vD =

⎛

⎜
⎝

z 1
...

z n

⎞

⎟
⎠

o s v e ct o r e s d e c o or d e n a d a s d e v n a s b a s e s B e D r e s p e cti v a m e nt e.  Pr o b ar e m o s q u e é p o s ı́ b el
r el a ci o n a r o s d o u s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s  m e di a nt e u n h a  m atri z q u e s er á c h a m a d a a  m at ri z d e
c a m bi o d e b a s e d e B a D .  E n p ri m eir o l u g ar c al c ul a m o s o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d o s v e ct or e s
d a b a s e B n a b a s e D .  E ntó n,

e j D =

⎛

⎜
⎝

a 1 j
...

a n j

⎞

⎟
⎠ , j ∈ { 1 , ... ,  n} ⇔ e j = a 1 j u 1 + ··· + a n j u n =

n�

i= 1

a i j u i .

5. 3.  Si s t e m a s  d e  c o o r d e n a d a s.  C a m bi o  d e b a s e 1 0 5

D o ut r a b a n d a

v = z 1 u 1 + ··· + z n u n = x 1 e 1 + ··· + x n e n = x 1 (
n�

i= 1

a i1 u i ) + ··· + x n (
n�

i= 1

a i n u i ) =

(

n�

j = 1

a 1 j x j ) u 1 + ··· + (
n�

j = 1

a n j x j ) u n .

P o r t a nt o, ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z 1 =

n�

j = 1

a 1 j x j = a 1 1 x 1 + ··· + a 1 n x n

...
...

...
...

z n =
n�

j = 1

a n j x j = a n 1 x 1 + ··· + a n n x n

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, ⎛

⎜
⎝

z 1
...

z n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 n
...

...
...

a n 1 ··· a n n

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

D a q u el a, v D = P B, D v B s e n d o

P B, D =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 n
...

...
...

a n 1 ··· a n n

⎞

⎟
⎠

a  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e d e B a D .  A s c ol u m n a s d a  m atri z a nt eri or s o n o s v e ct or e s d e
c o o r d e n a d a s n a b a s e D d o s v e ct or e s d a b a s e B , i st o é:

P B, D =
�

e 1 D | ··· | e n D

�
.

E st a  m at ri z e i n v e rtı́ b el e a s ú a i n v e r s a é a  m at ri z P D, B d e c a m bi o d e b a s e d e D a B .
Fi n al m e nt e, n ó t e s e q u e, s e V = K n e D = C n , p a r a t o d a b a s e B = { e 1 , ... , en } , t e n s e q u e

P B, C n =
�

e 1 | ··· | e n

�
.

D e st a f o r m a, a s c ol u m n a s d a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e s o n o s pr o pi o s v e ct or e s d e B , x a
q u e e j C n = e j .

E x e m pl o 5. 3. 4. S e x a V = R 4 .  T o m e m o s a s b a s e s

B =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

D =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , u2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , u3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , u4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

e c al c ul e m o s a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e P B, D .
E n p ri m ei r o l u g ar o bt e m o s o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s e 1 D , e 2 D , e 3 D y e 4 D .  P a r a i s o,

r e s ol v e m o s a s e c u a ci ó n s

e j = x 1 u 1 + x 2 u 2 + x 3 u 3 + x 4 u 4 , j ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 }
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E q ui v al e nt e m e nt e, d e b e m o s r e s ol v er o s c atr o si st e m a s:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 1
x 2 + x 3 + x 4 = 1
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 1

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 1
x 2 + x 3 + x 4 = 1
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 0

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 1
x 2 + x 3 + x 4 = 0
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 0

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 0
x 2 + x 3 + x 4 = 0
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 0

.

A s ol u ci ´o n d o pri m eir o é

x 1 = 0 , x2 = 0 , x3 = 0 , x4 = 1

e a d o s e g u n d o v e n d a d a p or

x 1 = − 1 , x2 = 0 , x3 = 0 , x4 = 1 .

P a r a o t e r c ei r o t e m o s q u e

x 1 = 0 , x2 = − 1 , x3 = 0 , x4 = 1

e o c u a rt o t e n c o m o s ol u ci ó n

x 1 = 0 , x2 = 0 , x3 = − 1 , x4 = 1 .

P o r t a nt o,

e 1 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1

0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e é

P B D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 − 1 0 0
0 0 − 1 0
0 0 0 − 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s o v e ct or

v =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠

o s e u v e ct or d e c o or d e n a d a s n a b a s e B é

v B =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

x a q u e v = e 2 − e 3 + e 4 . S e q u e r e m o s c al c ul ar o v e ct or d e c o or d e n a d a s d e v e n D , c o m o t e m o s
a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e, s ó t e m o s q u e f a c er o p r o d ut o:

P B D v B =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 − 1 0 0
0 0 − 1 0
0 0 0 − 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 0 7

L o g o,

v D =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

5. 4.  A pli c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z a s o ci a d a.  N ú cl e o, i m a x e e r a n g o

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 1. S e x a n V e W d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s.  U n h a a pli c a ci ó n f : V → W
c h a m ar a s e li n e ar s e c u m pr e q u e

1) f (u + v ) = f (u ) + f (v ), ∀ u, v ∈ V ,
2) f (α v ) = α f (v ), ∀ α ∈ K , v ∈ V .

E x e m pl o s 5. 4. 2. 1)  A a pli c a ci ó n i d e nti d a d e i dV : V → V é li n e a r.
2)  O s e g u n d o e x e m pl o d e a pli c a ci ó n li n e a r é o q u e e m p r e g ar e m o s  m ái s. S e x a A ∈ M m × n ( K )

e t o m e m o s a a pli c a ci ó n

f A : K n → K m

d e fi ni d a p o r

f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

E nt ó n f A é  u n h a a pli c a ci ó n li n e a r x a q u e

f A

⎛

⎜
⎝

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ + A

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠ =

f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ + f A

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

e

f A

⎛

⎜
⎝ α

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝ α

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = α A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = α f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

3)  A a pli c a ci ó n f : R 4 → R 3 d e fi ni d a p o r

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
x

x + y
x + y + z + t

⎞

⎠

é li n e a r.
4)  A a pli c a ci ó n f : M m × n ( K ) → M n × m ( K ) d a d a p or f (A ) = A t t a m é n é li n e a r.
5)  A a pli c a ci ó n f : M m × n ( C ) → M n × m ( C ) d a d a p or f (A ) = A ∗ n o n é li n e a r x a q u e

f (α A ) = α A ∗ .
6)  A a pli c a ci ó n f : Πn ( R ) → Π n − 1 ( R ) d a d a p or f (p (x ))  = p �( x ) é li n e a r.

7)  A a pli c a ci ó n f : Πn ( R ) → R d a d a p or f (p (x ))  =
� 1

0 p ( x ) d( x) é li n e a r.
8)  A a pli c a ci ó n t r : M n × n ( K ) → K d e fi ni d a n o pr o bl e m a pr o p o st o n ú m e r o 1 4 d o t e r c ei r o

c a p ı́ t ul o é li n e a r.
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E q ui v al e nt e m e nt e, d e b e m o s r e s ol v er o s c atr o si st e m a s:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 1
x 2 + x 3 + x 4 = 1
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 1

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 1
x 2 + x 3 + x 4 = 1
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 0

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 1
x 2 + x 3 + x 4 = 0
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 0

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x 4 = 1
x 3 + x 4 = 0
x 2 + x 3 + x 4 = 0
x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 0

.

A s ol u ci ´o n d o pri m eir o é

x 1 = 0 , x2 = 0 , x3 = 0 , x4 = 1

e a d o s e g u n d o v e n d a d a p or

x 1 = − 1 , x2 = 0 , x3 = 0 , x4 = 1 .

P a r a o t e r c ei r o t e m o s q u e

x 1 = 0 , x2 = − 1 , x3 = 0 , x4 = 1

e o c u a rt o t e n c o m o s ol u ci ó n

x 1 = 0 , x2 = 0 , x3 = − 1 , x4 = 1 .

P o r t a nt o,

e 1 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1

0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e é

P B D =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 − 1 0 0
0 0 − 1 0
0 0 0 − 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S e, p or e x e m pl o, t o m a m o s o v e ct or

v =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠

o s e u v e ct or d e c o or d e n a d a s n a b a s e B é

v B =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

x a q u e v = e 2 − e 3 + e 4 . S e q u e r e m o s c al c ul ar o v e ct or d e c o or d e n a d a s d e v e n D , c o m o t e m o s
a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e, s ó t e m o s q u e f a c er o p r o d ut o:

P B D v B =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 − 1 0 0
0 0 − 1 0
0 0 0 − 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 0 7

L o g o,

v D =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

5. 4.  A pli c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z a s o ci a d a.  N ú cl e o, i m a x e e r a n g o

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 1. S e x a n V e W d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s.  U n h a a pli c a ci ó n f : V → W
c h a m a r a s e li n e ar s e c u m pr e q u e

1) f (u + v ) = f (u ) + f (v ), ∀ u, v ∈ V ,
2) f (α v ) = α f (v ), ∀ α ∈ K , v ∈ V .

E x e m pl o s 5. 4. 2. 1)  A a pli c a ci ó n i d e nti d a d e i dV : V → V é li n e a r.
2)  O s e g u n d o e x e m pl o d e a pli c a ci ó n li n e a r é o q u e e m p r e g ar e m o s  m ái s. S e x a A ∈ M m × n ( K )

e t o m e m o s a a pli c a ci ó n

f A : K n → K m

d e fi ni d a p o r

f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

E nt ó n f A é  u n h a a pli c a ci ó n li n e a r x a q u e

f A

⎛

⎜
⎝

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ + A

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠ =

f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ + f A

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

e

f A

⎛

⎜
⎝ α

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝ α

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠

⎞

⎟
⎠ = α A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = α f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

3)  A a pli c a ci ó n f : R 4 → R 3 d e fi ni d a p o r

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
x

x + y
x + y + z + t

⎞

⎠

é li n e a r.
4)  A a pli c a ci ó n f : M m × n ( K ) → M n × m ( K ) d a d a p o r f (A ) = A t t a m é n é li n e a r.
5)  A a pli c a ci ó n f : M m × n ( C ) → M n × m ( C ) d a d a p o r f (A ) = A ∗ n o n é li n e a r x a q u e

f (α A ) = α A ∗ .
6)  A a pli c a ci ó n f : Πn ( R ) → Π n − 1 ( R ) d a d a p o r f (p (x ))  = p �( x ) é li n e a r.

7)  A a pli c a ci ó n f : Πn ( R ) → R d a d a p o r f (p (x ))  =
� 1

0 p ( x ) d( x) é li n e a r.
8)  A a pli c a ci ó n t r : M n × n ( K ) → K d e fi ni d a n o pr o bl e m a pr o p o st o n ú m e r o 1 4 d o t e r c ei r o

c a p ı́ t ul o é li n e a r.
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9 )  T o m e m o s u n K - e s p a z o v e ct ori al V e s e x a B = { e 1 , ··· , en } u n h a b a s e d e V .  A a pli c a ció n

c o o r d B : V → K n

d a d a p o r
c o o r d B ( v ) = v B

é  u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  E n ef e ct o, s e u e v t e ñ e n c o m o v e ct o r e s d e c o or d e n a d a s a

u B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ , vB =

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

r e s p e cti v a m e nt e, e nt ó n

u + v =
n�

i= 1

x i e i +

n�

i= 1

y i e i =

n�

i= 1

( x i + y i ) e i

e i st o i m pli c a q u e

(u + v ) B =

⎛

⎜
⎝

x 1 + y 1
...

x n + y n

⎞

⎟
⎠ = u B + v B .

P o r c o n s e g ui nt e, c o o r d B ( u + v ) = c o o r d B ( u ) + c o o r d B ( v ).
D o ut r a b a n d a, c o o r d B ( α u ) = α c o o r d B ( u ), x a q u e

α v =
n�

i= 1

α x i e i

e, p o r t a nt o, ( α u ) B = α u B .

N o t a 5. 4. 3. C o m o s e p o d e c o m pr o b ar d e f or m a si n x el a, a s d ú a s c o n di ci ó n s d a d a s n a d e fi ni ci ó n
d e a pli c a ci ó n li n e a r e q ui v al e n a

f (α u + β v ) = α f (u ) + β f (v ), ∀ α, β ∈ K , u, v ∈ V.

O b s é r v e s e q u e c o m o c o n s e c u e n ci a t e n s e q u e

f (

r�

i= 1

α i v i ) =
r�

i= 1

α i f ( v i )

p a r a t o d a c o m bi n a ci ó n li n e a r
r�

i= 1

α i v i d e v e ct o r e s d e V .

P r o p o si ci ó n  5. 4. 4. S u p o ñ a m o s q u e f : V → W é u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e nt r e d o u s K - e s p a z o s
v e ct o ri ai s V e W .  Cú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) f (θ V ) = θ W .
2) f (− v ) = − f (v ).
3) S e U é u n s u b e s p a z o d e V , o c o n x u nt o

f (U ) = { f (u ) | u ∈ U }

é u n s u b e s p a z o d e W .
4) S e f : V → W e g : W → X s o n a pli c a ci ó n s li n e a r e s, a s ú a c o m p o si ci ó n g ◦ f : V → X

t a m é n é li n e a r.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n é  m oi si n x el a.  D éi x a s e c o m o e x er ci ci o a o l e ct or.
N o s e g ui nt e r e s ult a d o v er e m o s q u e t o d a a pli c a ci ´o n li n e ar f : V → W q u e d a d et e r mi n a d a

s e c o ñ e c e m o s a s i m a x e s d o s v e ct or e s d u n h a b a s e d e V .

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 0 9

P r o p o si ci ó n  5. 4. 5. S u p o ñ a m o s q u e V e W s o n d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s.  T o m e m o s u n h a b a s e
B = { e 1 , ... , en } d e V e n v e ct o r e s w 1 , ... ,  wn d e  W.  C ú m p r e s e q u e e xi st e u n h a ú ni c a a pli c a ci ó n
li n e a r f : V → W , t al q u e f (e i ) = w i , i ∈ { 1 , ... ,  n} .

D e m o s t r a ci ´o n. D a d o u ∈ V , c o m o B é u n h a b a s e d e V , s a b e m o s q u e e xi st e n u n s e s c al ar e s

ú ni c o s x 1 , ... , xn t al e s q u e u =
n�

i= 1

x i e i .  Te n d o e n c o nt a e st e f eit o, d e fi ni m o s f : V → W c o m o

f (u ) =

n�

i= 1

x i w i .

A a pli c a ci ´o n d e fi ni d a d e st e x eit o é li n e a r x a q u e

f (u + v ) = f (

n�

i= 1

x i e i +
n�

i= 1

y i e i ) = f (
n�

i= 1

( x i + y i ) e i ) =
n�

i= 1

( x i + y i ) w i =

n�

i= 1

x i w i +

n�

i= 1

y i w i = f ( u ) + f (v )

e

f (α u ) = f (α

n�

i= 1

x i e i ) = f (
n�

i= 1

α x i e i ) =
n�

i= 1

α x i w i = α
n�

i= 1

x i w i = α f (u ).

D o utr a b a n d a, s e e xi sti s e u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar g : V → W t al q u e g (e i ) = w i , i ∈ { 1 , ... ,  n} ,

p ar a t o d o v e ct or u =

r�

i= 1

x i e i ∈ V t e m o s q u e

f (u ) =

n�

i= 1

x i w i =

n�

i= 1

x i g ( e i ) = g (

n�

i= 1

x i e i ) = g (u )

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, f = g . ��

E x e m pl o 5. 4. 6. S e x a n o s R - e s p a z o s v e ct ori ai s V = R 4 e W = R 3 .  T o m e m o s a b a s e

C 4 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

c a n ó ni c a d e V e c atr o v e ct or e s d e W

w 1 =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , w2 =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , w3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ , w4 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ .

E nt ó n, a ú ni c a a pli c a ci ó n li n e a r t al q u e f (e i ) = w i p a r a i ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 } e st á d a d a p o r:

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = f (x e 1 + y e 2 + z e 3 + t e4 ) = x w 1 + y w 2 + z w 3 + t w4 =

⎛

⎝
x
x
x

⎞

⎠ +

⎛

⎝
y
y
y

⎞

⎠ +

⎛

⎝
0
0
z

⎞

⎠ +

⎛

⎝
0
t
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
x + y

x + y + t
x + y + z

⎞

⎠ .



1 0 8 C a p ı́ t u l o 5:  E s p a z o s  v e c t o ri ai s e  a p li c a ció n s li n e a r e s

9 )  T o m e m o s u n K - e s p a z o v e ct ori al V e s e x a B = { e 1 , ··· , en } u n h a b a s e d e V .  A a pli c a ció n

c o o r d B : V → K n

d a d a p o r
c o o r d B ( v ) = v B

é  u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  E n ef e ct o, s e u e v t e ñ e n c o m o v e ct o r e s d e c o or d e n a d a s a

u B =

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ , vB =

⎛

⎜
⎝

y 1
...

y n

⎞

⎟
⎠

r e s p e cti v a m e nt e, e nt ó n

u + v =
n�

i= 1

x i e i +

n�

i= 1

y i e i =

n�

i= 1

( x i + y i ) e i

e i st o i m pli c a q u e

(u + v ) B =

⎛

⎜
⎝

x 1 + y 1
...

x n + y n

⎞

⎟
⎠ = u B + v B .

P o r c o n s e g ui nt e, c o o r d B ( u + v ) = c o o r d B ( u ) + c o o r d B ( v ).
D o ut r a b a n d a, c o o r d B ( α u ) = α c o o r d B ( u ), x a q u e

α v =
n�

i= 1

α x i e i

e, p o r t a nt o, ( α u ) B = α u B .

N o t a 5. 4. 3. C o m o s e p o d e c o m pr o b ar d e f or m a si n x el a, a s d ú a s c o n di ci ó n s d a d a s n a d e fi ni ci ó n
d e a pli c a ci ó n li n e a r e q ui v al e n a

f (α u + β v ) = α f (u ) + β f (v ), ∀ α, β ∈ K , u, v ∈ V.

O b s é r v e s e q u e c o m o c o n s e c u e n ci a t e n s e q u e

f (

r�

i= 1

α i v i ) =
r�

i= 1

α i f ( v i )

p a r a t o d a c o m bi n a ci ó n li n e a r
r�

i= 1

α i v i d e v e ct o r e s d e V .

P r o p o si ci ó n  5. 4. 4. S u p o ñ a m o s q u e f : V → W é u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e nt r e d o u s K - e s p a z o s
v e ct o ri ai s V e W .  Cú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) f (θ V ) = θ W .
2) f (− v ) = − f (v ).
3) S e U é u n s u b e s p a z o d e V , o c o n x u nt o

f (U ) = { f (u ) | u ∈ U }

é u n s u b e s p a z o d e W .
4) S e f : V → W e g : W → X s o n a pli c a ci ó n s li n e a r e s, a s ú a c o m p o si ci ó n g ◦ f : V → X

t a m é n é li n e a r.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n é  m oi si n x el a.  D éi x a s e c o m o e x er ci ci o a o l e ct or.
N o s e g ui nt e r e s ult a d o v er e m o s q u e t o d a a pli c a ci ´o n li n e ar f : V → W q u e d a d et e r mi n a d a

s e c o ñ e c e m o s a s i m a x e s d o s v e ct or e s d u n h a b a s e d e V .

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 0 9

P r o p o si ci ó n  5. 4. 5. S u p o ñ a m o s q u e V e W s o n d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s.  T o m e m o s u n h a b a s e
B = { e 1 , ... , en } d e V e n v e ct o r e s w 1 , ... ,  wn d e  W.  C ú m p r e s e q u e e xi st e u n h a ú ni c a a pli c a ci ó n
li n e a r f : V → W , t al q u e f (e i ) = w i , i ∈ { 1 , ... ,  n} .

D e m o s t r a ci ´o n. D a d o u ∈ V , c o m o B é u n h a b a s e d e V , s a b e m o s q u e e xi st e n u n s e s c al ar e s

ú ni c o s x 1 , ... , xn t al e s q u e u =
n�

i= 1

x i e i .  Te n d o e n c o nt a e st e f eit o, d e fi ni m o s f : V → W c o m o

f (u ) =

n�

i= 1

x i w i .

A a pli c a ci ´o n d e fi ni d a d e st e x eit o é li n e a r x a q u e

f (u + v ) = f (

n�

i= 1

x i e i +
n�

i= 1

y i e i ) = f (
n�

i= 1

( x i + y i ) e i ) =
n�

i= 1

( x i + y i ) w i =

n�

i= 1

x i w i +

n�

i= 1

y i w i = f ( u ) + f (v )

e

f (α u ) = f (α

n�

i= 1

x i e i ) = f (
n�

i= 1

α x i e i ) =
n�

i= 1

α x i w i = α
n�

i= 1

x i w i = α f (u ).

D o ut r a b a n d a, s e e xi sti s e u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar g : V → W t al q u e g (e i ) = w i , i ∈ { 1 , ... ,  n} ,

p a r a t o d o v e ct or u =

r�

i= 1

x i e i ∈ V t e m o s q u e

f (u ) =

n�

i= 1

x i w i =

n�

i= 1

x i g ( e i ) = g (

n�

i= 1

x i e i ) = g (u )

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, f = g . ��

E x e m pl o 5. 4. 6. S e x a n o s R - e s p a z o s v e ct ori ai s V = R 4 e W = R 3 .  T o m e m o s a b a s e

C 4 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

c a n ó ni c a d e V e c at r o v e ct or e s d e W

w 1 =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , w2 =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , w3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ , w4 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ .

E nt ó n, a ú ni c a a pli c a ci ó n li n e a r t al q u e f (e i ) = w i p a r a i ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 } e st á d a d a p o r:

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = f (x e 1 + y e 2 + z e 3 + t e4 ) = x w 1 + y w 2 + z w 3 + t w4 =

⎛

⎝
x
x
x

⎞

⎠ +

⎛

⎝
y
y
y

⎞

⎠ +

⎛

⎝
0
0
z

⎞

⎠ +

⎛

⎝
0
t
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
x + y

x + y + t
x + y + z

⎞

⎠ .
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5. 4. 7. A nt e ri o r m e nt e vi m o s q u e t o d a  m atri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) d et e r mi n a u n h a a pli-
c a ci ó n li n e a r f A : K n → K m d e fi ni d a p o r

f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

P o r t a nt o, s e C n = { e 1 , ··· , en } é a b a s e c a n ó ni c a d e K n , t e m o s q u e

f A ( e j ) = A e j =

⎛

⎜
⎝

a 1 j
...

a m j

⎞

⎟
⎠

e, o q u e é o  m e s m o, f A ( e j ) é a c ol u m n a j- é si m a d e A .
N o s e g ui nt e r e s ult a d o v er e m o s q u e a r el a ci ´o n e ntr e a pli c a ci ó n s li n e a r e s e  m atri c e s é  m ái s

p r of u n d a.

P r o p o si ci ó n  5. 4. 8. S e x a n V , W d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s e s e x a n B = { e 1 , ... , en } , D =
{ w 1 , ... ,  wm } b a s e s d e V e W r e s p e cti v a m e nt e. S e x a n f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e
v ∈ V . S e o v e ct o r d e c o o r d e n a d a s d e v r e s p e ct o á b a s e B é v B , o v e ct o r d e c o o r d e n a d a s d e f (v )
r e s p e ct o á b a s e D o bt e n s e c o m o

f (v ) D = M (f ) B, D v B

o n d e M (f ) B, D ∈ M m × n ( K ) é a  m at ri z c u x a s c ol u m n a s s o n

M (f ) B, D = ( f (e 1 ) D | ··· | f (e n ) D ) .

D e m o s t r a ci ´o n. T o m e m o s v ∈ V .  P ar a c a d a j ∈ { 1 , ... ,  n} t e n s e q u e

f (e j ) = a 1 j w 1 + ··· + a m j w m

e, e nt ó n,

f (e j ) D =

⎛

⎜
⎝

a 1 j
...

a m j

⎞

⎟
⎠ .

D o ut r a b a n d a, c o m o B é u n h a b a s e d e V , p o d e m o s e x pr e s ar o v e ct or v c o m o

v = x 1 e 1 + ··· + x n e n

e, a pli c a n d o f , o bt e n s e a s e g ui nt e i g u al d a d e:

f (v ) = x 1 f ( e 1 ) + ··· + x n f ( e n ) .

D a q u el a, t e n d o e n c o nt a q u e o c ál c ul o d e c o o r d e n a d a s é u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar, o bt e m o s a s
s e g ui nt e s i g u al d a d e s:

f (v ) D = x 1 f ( e 1 ) D + ··· + x n f ( e n ) D =

x 1

⎛

⎜
⎝

a 1 1
...

a m 1

⎞

⎟
⎠ + ··· + x n

⎛

⎜
⎝

a 1 n
...

a m n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 x 1 + ··· + a 1 n x n
...

...
...

a m 1 x 1 + ··· + a m n x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 n
...

...
...

a m 1 ··· a m n

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

�
f (e 1 ) D | ··· | f (e n ) D

�
v B

D e st e x eit o, s e M (f ) B, D ∈ M m × n ( K ) é a  m at ri z c u x a s c ol u m n a s s o n f (e 1 ) D , ... , f(e n ) D ,
a c a b a m o s d e d e m o str ar q u e

f (v ) D = M (f ) B, D v B .

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 1

��

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 9. S e x a n V , W d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s e s e x a n B , D b a s e s d e V e W r e s p e c-
ti v a m e nt e. S e x a f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  A  m atri z M (f ) B, D c al c ul a d a n o a p art a d o
a nt eri or c h á m a s e  m at ri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o á s b a s e s B e D .

N o t a 5. 4. 1 0. U n c a s o c o ñ e ci d o d e  m atri z a s o ci a d a a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r é a  m at ri z d e c a m bi o
d e b a s e. S e x a n V u n K - e s p a z o v e ct ori al e B = { e 1 , ... , en } , D = { u 1 , ... , un } d ú a s b a s e s d e V .
S e f = i dV , r e p eti n d o a d e m o str a ció n d o t e o r e m a a nt eri or, o bt e m o s q u e

M (i dV ) B, D = P B, D

e, s e B = D , t e m o s a i g u al d a d e

M (i dV ) B, B = P B, B = I n .

O ut r o c a s o n o c al ´e si n x el o o c ál c ul o d a  m atri z a s o ci a d a é o s e g ui nt e: s e x a A ∈ M m × n ( K )
e t o m e m o s a a pli c a ci ó n li n e a r

f A : K n → K m .

E nt ó n, s e C n , C m s o n a s b a s e s c a n ó ni c a s d e K n e K m ,

M (f A ) C n , Cm = A.

E x e m pl o 5. 4. 1 1. S e x a a a pli c a ci ó n li n e a r f : R 4 → R 3 d a d a p o r

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
x + y

x + y + t
x + y + z

⎞

⎠ .

N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s M (f ) B, D s e n d o B = C 4 e

D =

⎧
⎨

⎩
w 1 =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , w2 =

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ , w3 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

E n pri m eir o l u g ar, d e b e m o s o bt er a s i m a x e s d o s v e ct or e s d a b a s e C 4 :

f (e 1 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , f(e 2 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ ,

f (e 3 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ , f(e 4 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ .

A c o nti n u a ci ´o n c al c úl a n s e o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d a s i m a x e s a nt eri or e s n a b a s e D .  P ar a
o bt el o s d e b e m o s r e s ol v er o s s e g ui nt e s si st e m a s

⎧
⎨

⎩

a 1 1 + a 2 1 + a 3 1 = 1
a 1 1 + a 2 1 = 1
a 1 1 = 1

,

⎧
⎨

⎩

a 1 2 + a 2 2 + a 3 2 = 1
a 1 2 + a 2 2 = 1
a 1 2 = 1

,

⎧
⎨

⎩

a 1 3 + a 2 3 + a 3 3 = 0
a 1 3 + a 2 3 = 0
a 1 3 = 1

,

⎧
⎨

⎩

a 1 4 + a 2 4 + a 3 4 = 0
a 1 4 + a 2 4 = 1
a 1 4 = 0

,
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5. 4. 7. A nt e ri o r m e nt e vi m o s q u e t o d a  m atri z A = ( a i j ) ∈ M m × n ( K ) d et e r mi n a u n h a a pli-
c a ci ó n li n e a r f A : K n → K m d e fi ni d a p o r

f A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ .

P o r t a nt o, s e C n = { e 1 , ··· , en } é a b a s e c a n ó ni c a d e K n , t e m o s q u e

f A ( e j ) = A e j =

⎛

⎜
⎝

a 1 j
...

a m j

⎞

⎟
⎠

e, o q u e é o  m e s m o, f A ( e j ) é a c ol u m n a j- é si m a d e A .
N o s e g ui nt e r e s ult a d o v er e m o s q u e a r el a ci ´o n e ntr e a pli c a ci ó n s li n e a r e s e  m at ri c e s é  m ái s

p r of u n d a.

P r o p o si ci ó n  5. 4. 8. S e x a n V , W d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s e s e x a n B = { e 1 , ... , en } , D =
{ w 1 , ... ,  wm } b a s e s d e V e W r e s p e cti v a m e nt e. S e x a n f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e
v ∈ V . S e o v e ct o r d e c o o r d e n a d a s d e v r e s p e ct o á b a s e B é v B , o v e ct o r d e c o o r d e n a d a s d e f (v )
r e s p e ct o á b a s e D o bt e n s e c o m o

f (v ) D = M (f ) B, D v B

o n d e M (f ) B, D ∈ M m × n ( K ) é a  m at ri z c u x a s c ol u m n a s s o n

M (f ) B, D = ( f (e 1 ) D | ··· | f (e n ) D ) .

D e m o s t r a ci ´o n. T o m e m o s v ∈ V .  P ar a c a d a j ∈ { 1 , ... ,  n} t e n s e q u e

f (e j ) = a 1 j w 1 + ··· + a m j w m

e, e nt ó n,

f (e j ) D =

⎛

⎜
⎝

a 1 j
...

a m j

⎞

⎟
⎠ .

D o ut r a b a n d a, c o m o B é u n h a b a s e d e V , p o d e m o s e x pr e s ar o v e ct or v c o m o

v = x 1 e 1 + ··· + x n e n

e, a pli c a n d o f , o bt e n s e a s e g ui nt e i g u al d a d e:

f (v ) = x 1 f ( e 1 ) + ··· + x n f ( e n ) .

D a q u el a, t e n d o e n c o nt a q u e o c ál c ul o d e c o o r d e n a d a s é u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar, o bt e m o s a s
s e g ui nt e s i g u al d a d e s:

f (v ) D = x 1 f ( e 1 ) D + ··· + x n f ( e n ) D =

x 1

⎛

⎜
⎝

a 1 1
...

a m 1

⎞

⎟
⎠ + ··· + x n

⎛

⎜
⎝

a 1 n
...

a m n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 x 1 + ··· + a 1 n x n
...

...
...

a m 1 x 1 + ··· + a m n x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 n
...

...
...

a m 1 ··· a m n

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

�
f (e 1 ) D | ··· | f (e n ) D

�
v B

D e st e x eit o, s e M (f ) B, D ∈ M m × n ( K ) é a  m at ri z c u x a s c ol u m n a s s o n f (e 1 ) D , ... , f(e n ) D ,
a c a b a m o s d e d e m o str ar q u e

f (v ) D = M (f ) B, D v B .

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 1

��

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 9. S e x a n V , W d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s e s e x a n B , D b a s e s d e V e W r e s p e c-
ti v a m e nt e. S e x a f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  A  m atri z M (f ) B, D c al c ul a d a n o a p art a d o
a nt e ri or c h á m a s e  m at ri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o á s b a s e s B e D .

N o t a 5. 4. 1 0. U n c a s o c o ñ e ci d o d e  m at ri z a s o ci a d a a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r é a  m at ri z d e c a m bi o
d e b a s e. S e x a n V u n K - e s p a z o v e ct ori al e B = { e 1 , ... , en } , D = { u 1 , ... , un } d ú a s b a s e s d e V .
S e f = i dV , r e p eti n d o a d e m o str a ció n d o t e o r e m a a nt eri or, o bt e m o s q u e

M (i dV ) B, D = P B, D

e, s e B = D , t e m o s a i g u al d a d e

M (i dV ) B, B = P B, B = I n .

O ut r o c a s o n o c al ´e si n x el o o c ál c ul o d a  m at ri z a s o ci a d a é o s e g ui nt e: s e x a A ∈ M m × n ( K )
e t o m e m o s a a pli c a ci ó n li n e a r

f A : K n → K m .

E nt ó n, s e C n , C m s o n a s b a s e s c a n ó ni c a s d e K n e K m ,

M (f A ) C n , Cm = A.

E x e m pl o 5. 4. 1 1. S e x a a a pli c a ci ó n li n e a r f : R 4 → R 3 d a d a p o r

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
x + y

x + y + t
x + y + z

⎞

⎠ .

N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s M (f ) B, D s e n d o B = C 4 e

D =

⎧
⎨

⎩
w 1 =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , w2 =

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ , w3 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

E n p ri m eir o l u g ar, d e b e m o s o bt er a s i m a x e s d o s v e ct or e s d a b a s e C 4 :

f (e 1 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ , f(e 2 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ ,

f (e 3 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ , f(e 4 ) = f

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ .

A c o nti n u a ci ´o n c al c úl a n s e o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d a s i m a x e s a nt eri or e s n a b a s e D .  P ar a
o bt el o s d e b e m o s r e s ol v er o s s e g ui nt e s si st e m a s

⎧
⎨

⎩

a 1 1 + a 2 1 + a 3 1 = 1
a 1 1 + a 2 1 = 1
a 1 1 = 1

,

⎧
⎨

⎩

a 1 2 + a 2 2 + a 3 2 = 1
a 1 2 + a 2 2 = 1
a 1 2 = 1

,

⎧
⎨

⎩

a 1 3 + a 2 3 + a 3 3 = 0
a 1 3 + a 2 3 = 0
a 1 3 = 1

,

⎧
⎨

⎩

a 1 4 + a 2 4 + a 3 4 = 0
a 1 4 + a 2 4 = 1
a 1 4 = 0

,
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i n d u ci d o s p ol a s i g u al d a d e s

f (e j ) = a 1 j w 1 + a 2 j w 2 + a 3 j w 3 , j ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 } .

P o r t a nt o,

a 1 1 = 1 , a2 1 = 0 , a3 1 = 0 ,

a 1 2 = 1 , a2 2 = 0 , a3 2 = 0 ,

a 1 3 = 1 , a2 3 = − 1 , a3 3 = 0 ,

a 1 4 = 0 , a2 4 = 1 , a3 4 = − 1 ,

e i st o i m pli c a q u e:

M (f ) B, D =

⎛

⎝
1 1 1 0
0 0 − 1 1
0 0  0 − 1

⎞

⎠ .

S e

v =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = v C 4 ,

o v e ct o r d e c o o r d e n a d a s d e f (v ) n a b a s e D é

f ( v ) D =

⎛

⎝
1 1 1 0
0 0 − 1 1
0 0  0 − 1

⎞

⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
3
0

− 1

⎞

⎠ .

L o g o,

f

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 3 w 1 − w 3 =

⎛

⎝
2
3
3

⎞

⎠ .

5. 4. 1 2. A c o nti n u a ci ´o n e n u n ci a m o s a s pri n ci p ai s pr o pi e d a d e s q u e c u m pr e a  m atri z a s o ci a d a
a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  A s p r o b a s o bt é ñ e n s e d e x eit o si n x el o.

1) S e x a n f, g : V → W d ú a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s e s e x a n B = { e 1 , ... , en } e D = { w 1 , ... ,  wm }
b a s e s d e V e W r e s p e cti v a m e nt e.  E nt ó n

M ( f + g ) B, D = M ( f ) B, D + M ( g ) B, D , M( α f ) B, D = α M (f ) B, D , ∀ α ∈ K .

2) S e x a n f : V → W , g : W → X d ú a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s e s e x a n B = { e 1 , ... , en } ,
D = { w 1 , ... ,  wm } e E = { u 1 , ... , up } b a s e s d e V , W y X r e s p e cti v a m e nt e.  E nt ó n

M ( g ◦ f ) B, E = M ( g ) D, E M ( f ) B, D .

5. 4. 1 3. N e st e p u nt o e st u d ar e m o s c o m o v ar´ ı a a  m atri z a s o ci a d a a u n h a a pli c a ció n li n e a r
c a n d o c a m bi a m o s a s b a s e s.

S e x a n f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e B 1 , B 2 d ú a s b a s e s d e V e D 1 , D 2 d ú a s b a s e s d e
W .  Te n s e o s e g ui nt e di a gr a m a c o n m ut ati v o:

V B 1 W D 1

V B 2 W D 2

f

i dV

f

i dW

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 3

o n d e o s u bı́ n di c e i n di c a r e s p e ct o a q u e b a s e e st a m o s a r e ali z ar o s c ál c ul o s.
A pli c a n d o a s pr o pi e d a d e s d a s  m atri c e s a s o ci a d a s r e s p e ct o d a c o m p o si ci ó n t e m o s q u e

M (f ) B 2 , D2 = M ( i dW ◦ f ◦ i dV ) B 2 , D2 = M ( i dW ◦ f ) B 1 D 2 M ( i dV ) B 2 B 1 =

M ( i dW ) D 1 D 2 M ( f ) B 1 , D1 M ( i dV ) B 2 B 1 .

P o r t a nt o,

M (f ) B 2 , D2 = P D 1 D 2 M ( f ) B 1 , D1 P B 2 B 1 .

D a q u el a, d ú a s  m at ri c e s a s o ci a d a s ´a  m e s m a a pli c a ci ó n li n e a r s o n e q ui v al e nt e s e di st o d e d ú c e-
s e, a pli c a n d o o  Te or e m a 3. 2. 2 1, q u e t e ñ e n o  m e s m o r a n g o:

r a n g ( M (f ) B 1 , D1 )  = r a n g ( M (f ) B 2 , D2 ) .

D e x eit o i n v e r s o, s e d ú a s  m at ri c e s A,  B ∈ M m × n ( K ) s o n e q ui v al e nt e s, e xi st e n  m atri c e s
P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K ) i n v e rtı́ b ei s t al e s q u e P  A Q = B .  C o m o Q é i n v e rt ı́ b el, a s sú a s
c ol u m n a s f or m a n u n h a b a s e B 2 d e K n e, a n al o g a m e nt e, a s c ol u m n a s d e P − 1 f o r m a n u n h a b a s e
D 2 d e K m . S e x a a a pli c a ció n li n e a r

f A : K n → K m .

Te n s e q u e:

K n
C n

K m
C m

K n
B 2

K m
D 2

f A

i dK n

f A

i dK m

é c o n m ut ati v o e, l o g o,

M (f A ) B 2 , D2 = P C m D 2 M ( f A ) C n , Cm P B 2 C n =

P − 1
D 2 C m

M ( f A ) C n , Cm P B 2 C n = ( P − 1 ) − 1 A Q = P  A Q = B.

C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e s f eit o s p o d e m o s e n u n ci ar o s e g ui nt e t e or e m a.

T e o r e m a 5. 4. 1 4. D ú a s  m at ri c e s s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, s o n  m at ri c e s a s o ci a d a s a u n h a
m e s m a a pli c a ci ´o n li n e a r.

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 1 5. D a d a u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar f : V → W e ntr e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s V
e W d efı́ n e n s e o n ú cl e o e a i m a x e d e f d o x eit o s e g ui nt e:

K e r( f ) = { v ∈ V | f (v ) = θ W } ,

I m(f ) = f (V ).

C o n e st a d e fi ni ci ó n x a o bt e m o s q u e I m( f ) é u n s u b e s p a z o d e W s e n  m ái s q u e a pli c ar o
a p art a d o t er c eir o d a  Pr o p o si ci ó n 5. 4. 4.  D e f eit o a i m a x e d e f e st á d a d a p o r

I m(f ) = { f (v ) | v ∈ V } .

D o utr a b a n d a, o n ´u cl e o t a m é n é u n s u b e s p a z o, x a q u e, s e u, v ∈ K e r( f ), t e m o s q u e

f (α u + β v ) = α f (u ) + β f (v ) = α θ W + β θ W = θ W

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, α u + β v ∈ K e r( f ).
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i n d u ci d o s p ol a s i g u al d a d e s

f (e j ) = a 1 j w 1 + a 2 j w 2 + a 3 j w 3 , j ∈ { 1 , 2 , 3 , 4 } .

P or t a nt o,

a 1 1 = 1 , a2 1 = 0 , a3 1 = 0 ,

a 1 2 = 1 , a2 2 = 0 , a3 2 = 0 ,

a 1 3 = 1 , a2 3 = − 1 , a3 3 = 0 ,

a 1 4 = 0 , a2 4 = 1 , a3 4 = − 1 ,

e i st o i m pli c a q u e:

M (f ) B, D =

⎛

⎝
1 1 1 0
0 0 − 1 1
0 0  0 − 1

⎞

⎠ .

S e

v =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = v C 4 ,

o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e f (v ) n a b a s e D é

f ( v ) D =

⎛

⎝
1 1 1 0
0 0 − 1 1
0 0  0 − 1

⎞

⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
3
0

− 1

⎞

⎠ .

L o g o,

f

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 3 w 1 − w 3 =

⎛

⎝
2
3
3

⎞

⎠ .

5. 4. 1 2. A c o nti n u a ci ´o n e n u n ci a m o s a s pri n ci p ai s pr o pi e d a d e s q u e c u m pr e a  m at ri z a s o ci a d a
a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  A s pr o b a s o bt é ñ e n s e d e x eit o si n x el o.

1) S e x a n f, g : V → W d ú a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s e s e x a n B = { e 1 , ... , en } e D = { w 1 , ... ,  wm }
b a s e s d e V e W r e s p e cti v a m e nt e.  E nt ó n

M ( f + g ) B, D = M ( f ) B, D + M ( g ) B, D , M( α f ) B, D = α M (f ) B, D , ∀ α ∈ K .

2) S e x a n f : V → W , g : W → X d ú a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s e s e x a n B = { e 1 , ... , en } ,
D = { w 1 , ... ,  wm } e E = { u 1 , ... , up } b a s e s d e V , W y X r e s p e cti v a m e nt e.  E nt ó n

M ( g ◦ f ) B, E = M ( g ) D, E M ( f ) B, D .

5. 4. 1 3. N e st e p u nt o e st u d ar e m o s c o m o v ar´ ı a a  m atri z a s o ci a d a a u n h a a pli c a ció n li n e a r
c a n d o c a m bi a m o s a s b a s e s.

S e x a n f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e B 1 , B 2 d ú a s b a s e s d e V e D 1 , D 2 d ú a s b a s e s d e
W .  Te n s e o s e g ui nt e di a gr a m a c o n m ut ati v o:

V B 1 W D 1

V B 2 W D 2

f

i dV

f

i dW

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 3

o n d e o s u bı́ n di c e i n di c a r e s p e ct o a q u e b a s e e st a m o s a r e ali z ar o s c ál c ul o s.
A pli c a n d o a s pr o pi e d a d e s d a s  m atri c e s a s o ci a d a s r e s p e ct o d a c o m p o si ci ó n t e m o s q u e

M (f ) B 2 , D2 = M ( i dW ◦ f ◦ i dV ) B 2 , D2 = M ( i dW ◦ f ) B 1 D 2 M ( i dV ) B 2 B 1 =

M ( i dW ) D 1 D 2 M ( f ) B 1 , D1 M ( i dV ) B 2 B 1 .

P o r t a nt o,

M (f ) B 2 , D2 = P D 1 D 2 M ( f ) B 1 , D1 P B 2 B 1 .

D a q u el a, d ú a s  m at ri c e s a s o ci a d a s ´a  m e s m a a pli c a ci ó n li n e a r s o n e q ui v al e nt e s e di st o d e d ú c e-
s e, a pli c a n d o o  Te or e m a 3. 2. 2 1, q u e t e ñ e n o  m e s m o r a n g o:

r a n g ( M (f ) B 1 , D1 )  = r a n g ( M (f ) B 2 , D2 ) .

D e x eit o i n v e r s o, s e d ú a s  m at ri c e s A,  B ∈ M m × n ( K ) s o n e q ui v al e nt e s, e xi st e n  m atri c e s
P ∈ M m × m ( K ) e Q ∈ M n × n ( K ) i n v e rtı́ b ei s t al e s q u e P  A Q = B .  C o m o Q é i n v e rt ı́ b el, a s sú a s
c ol u m n a s f o r m a n u n h a b a s e B 2 d e K n e, a n al o g a m e nt e, a s c ol u m n a s d e P − 1 f o r m a n u n h a b a s e
D 2 d e K m . S e x a a a pli c a ció n li n e a r

f A : K n → K m .

Te n s e q u e:

K n
C n

K m
C m

K n
B 2

K m
D 2

f A

i dK n

f A

i dK m

é c o n m ut ati v o e, l o g o,

M (f A ) B 2 , D2 = P C m D 2 M ( f A ) C n , Cm P B 2 C n =

P − 1
D 2 C m

M ( f A ) C n , Cm P B 2 C n = ( P − 1 ) − 1 A Q = P  A Q = B.

C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e s f eit o s p o d e m o s e n u n ci ar o s e g ui nt e t e or e m a.

T e o r e m a 5. 4. 1 4. D ú a s  m at ri c e s s o n e q ui v al e nt e s, s e, e s ó s e, s o n  m at ri c e s a s o ci a d a s a u n h a
m e s m a a pli c a ci ´o n li n e a r.

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 1 5. D a d a u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar f : V → W e ntr e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s V
e W d efı́ n e n s e o n ú cl e o e a i m a x e d e f d o x eit o s e g ui nt e:

K e r( f ) = { v ∈ V | f (v ) = θ W } ,

I m(f ) = f (V ).

C o n e st a d e fi ni ci ó n x a o bt e m o s q u e I m( f ) é u n s u b e s p a z o d e W s e n  m ái s q u e a pli c a r o
a p a rt a d o t er c eir o d a  Pr o p o si ci ó n 5. 4. 4.  D e f eit o a i m a x e d e f e st á d a d a p o r

I m(f ) = { f (v ) | v ∈ V } .

D o ut r a b a n d a, o n ´u cl e o t a m é n é u n s u b e s p a z o, x a q u e, s e u, v ∈ K e r( f ), t e m o s q u e

f (α u + β v ) = α f (u ) + β f (v ) = α θ W + β θ W = θ W

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, α u + β v ∈ K e r( f ).
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E x e m pl o 5. 4. 1 6. S e x a f : R 4 → R 4 a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

x
x + y
x + y

x + y + z + t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Te m o s q u e

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x = 0
x + y = 0
x + y = 0
x + y + z + t = 0

⇔

⎧
⎨

⎩

x = 0
y = 0
t = − z

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, ⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ K e r( f ) ⇔

⎧
⎨

⎩

x = 0
y = 0
t = − z

.

L o g o,

K e r( f ) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
z

− z

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 / z ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
z

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 / z ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�.

e i st o i m pli c a q u e di m R ( K e r( f )) = 1 .
A i m a x e d e f e st á d a d a p o r

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ /

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
x + y
x + y

x + y + z + t

⎞

⎟
⎟
⎠ /  x, y, z, t ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ + y

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ + ( z + t)

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ /  x, y, z, t ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�

e, c o m o o s v e ct or e s q u e x er a n a i m a x e f or m a n u n si st e m a li br e, t e m o s q u e

di m R (I m( f ))  = 3 .

P r o p o si ci ó n  5. 4. 1 7. D a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s
V e W t e n s e q u e

di m K ( V )  = di m K ( K e r( f ))  + di m K (I m( f )) .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e di m K ( V ) = n e q u e di m K ( K e r( f ))  = p < n . S e

di m K ( K e r( f ))  = n

t e m o s q u e I m( f ) = { θ W } e a f ó r m ul a c ú m p r e s e t ri vi al m e nt e. S e x a C = { e 1 , ... , ep } u n h a b a s e
d e  K e r( f ) e f a g a m o s u n h a a m pli a ci ó n at a o bt e r u n h a b a s e d e V d a d a p or

B = { e 1 , ... , ep , ep + 1 , ... , en } .

Te n s e q u e I = { f (e p + 1 ) , ... , f(e n ) } é u n h a b a s e d e I m( f ).  E n ef e ct o, o si st e m a é li b r e x a
q u e, s e

α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) = θ W ,

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 5

p ol a li n e a ri d a d e d e f , cú m p r e s e q u e

f (α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ) = θ V ⇔ α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ∈ K e r( f ) ⇔

∃ α 1 , ··· , αp ∈ K / α 1 e 1 + ··· + α p e p = α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ⇔

α 1 e 1 + ··· + α p e p − α p + 1 e p + 1 − ···  − α n e n = θ V .

C o m o B é u n h a b a s e d e V , α 1 = ··· = α p = α p + 1 = ··· = α n = 0.  P o r t a nt o, I é li b r e.
Fi n al m e nt e, o si st e m a d e v e ct or e s I é x e r a d o r. S e w ∈ I m(f ), e xi st e u n v e ct or v ∈ V t al

q u e f (v ) = w e, c o m o B é u n h a b a s e d e V , o v e ct or v é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e B

v = α 1 e 1 + ··· + α p e p + α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n .

E nt ó n,

w = f (v ) = f (α 1 e 1 + ··· + α p e p + α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ) =

α 1 f ( e 1 ) + ··· + α p f ( e p ) + α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) =

α 1 θ W + ··· + α p θ W + α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) = α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) ⇔

w ∈ � { f (e p + 1 ) , ··· , f(e n ) }� .

��

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 1 8. D a d a u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar f : V → W e ntr e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s
V e W , dir e m o s q u e é u n  m o n o m o r fi s m o s e é i n x e cti v a.  C a n d o s e x a s o br e x e cti v a, c h a m ar a s e
e pi m or fi s m o e, s e é i n x e cti v a e s o br e x e cti v a, c h a m ar é m ol a i s o m o r fi s m o.

E st e s ti p o s d e a pli c a ci ó n s li n e a r e s c ar a ct er ı́ z a n s e t ot al m e nt e utili z a n d o o nú cl e o e a i m a x e.

P r o p o si ci ó n  5. 4. 1 9. D a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s
V e W v e rif ı́ c a s e o s e g ui nt e:

1) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n  m o n o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, K e r( f ) = θ V .
2) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n e pi m o r fi s m o, s e, e s ó s e, I m(f ) = W .
3) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n i s o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, K e r( f ) = θ V e I m(f ) = W .

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n d a s e g u n d a a fir m a ci ó n é t ri vi al.  A t e r c ei r a é c o n s e c u e n ci a d a
s e g u n d a e d a p ri m eir a.  P or t a nt o, s ó p r o b a r e m o s a pri m eir a.

S e f é u n  m o n o m o r fi s m o e f (v ) = θ W , t e n s e q u e v = θ V e i st o i m pli c a q u e  K e r( f ) = { θ V } .
I n v e r s a m e nt e, s u p o ñ a m o s q u e f (v ) = f (u ).  E nt ó n, f (v − u ) = θ W o u, e q ui v al e nt e m e nt e,
v − u ∈ K e r( f ). S e  K e r( f ) = θ V , o bt e m o s v − u = θ V e i st o i m pli c a q u e o s d o u s v e ct or e s
s o n i g u ai s.  P or t a nt o, f é u n  m o n o m o r fi s m o. ��

N o t a 5. 4. 2 0. S e u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W , e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s V e W ,
é u n i s o m o r fi s m o, p ó d e s e c o n st r u ı́ r a sú a i n v e r s a f − 1 : W → V c o m o

f − 1 ( w ) = v ⇔ w = f (v ).

E st a a pli c a ci ó n t a m é n é li n e a r ( a c o m pr o b a ci ó n d éi x a s e c o m o e x er ci ci o) e c u m pr e q u e

f − 1 ◦ f = i dV , f ◦ f − 1 = i dW .
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E x e m pl o 5. 4. 1 6. S e x a f : R 4 → R 4 a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

x
x + y
x + y

x + y + z + t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Te m o s q u e

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x = 0
x + y = 0
x + y = 0
x + y + z + t = 0

⇔

⎧
⎨

⎩

x = 0
y = 0
t = − z

o u, e q ui v al e nt e m e nt e, ⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ K e r( f ) ⇔

⎧
⎨

⎩

x = 0
y = 0
t = − z

.

L o g o,

K e r( f ) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
z

− z

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 / z ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
z

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 / z ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�.

e i st o i m pli c a q u e di m R ( K e r( f )) = 1 .
A i m a x e d e f e st á d a d a p o r

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ /

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
x + y
x + y

x + y + z + t

⎞

⎟
⎟
⎠ /  x, y, z, t ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ + y

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ + ( z + t)

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ /  x, y, z, t ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�

e, c o m o o s v e ct or e s q u e x er a n a i m a x e f or m a n u n si st e m a li br e, t e m o s q u e

di m R (I m( f ))  = 3 .

P r o p o si ci ó n  5. 4. 1 7. D a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s
V e W t e n s e q u e

di m K ( V )  = di m K ( K e r( f ))  + di m K (I m( f )) .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e di m K ( V ) = n e q u e di m K ( K e r( f ))  = p < n . S e

di m K ( K e r( f ))  = n

t e m o s q u e I m( f ) = { θ W } e a f ó r m ul a c ú m p r e s e t ri vi al m e nt e. S e x a C = { e 1 , ... , ep } u n h a b a s e
d e  K e r( f ) e f a g a m o s u n h a a m pli a ci ó n at a o bt e r u n h a b a s e d e V d a d a p or

B = { e 1 , ... , ep , ep + 1 , ... , en } .

Te n s e q u e I = { f (e p + 1 ) , ... , f(e n ) } é u n h a b a s e d e I m( f ).  E n ef e ct o, o si st e m a é li b r e x a
q u e, s e

α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) = θ W ,

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 5

p ol a li n e a ri d a d e d e f , cú m p r e s e q u e

f (α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ) = θ V ⇔ α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ∈ K e r( f ) ⇔

∃ α 1 , ··· , αp ∈ K / α 1 e 1 + ··· + α p e p = α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ⇔

α 1 e 1 + ··· + α p e p − α p + 1 e p + 1 − ···  − α n e n = θ V .

C o m o B é u n h a b a s e d e V , α 1 = ··· = α p = α p + 1 = ··· = α n = 0.  P o r t a nt o, I é li b r e.
Fi n al m e nt e, o si st e m a d e v e ct or e s I é x e r a d o r. S e w ∈ I m(f ), e xi st e u n v e ct or v ∈ V t al

q u e f (v ) = w e, c o m o B é u n h a b a s e d e V , o v e ct or v é c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d e B

v = α 1 e 1 + ··· + α p e p + α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n .

E nt ó n,

w = f (v ) = f (α 1 e 1 + ··· + α p e p + α p + 1 e p + 1 + ··· + α n e n ) =

α 1 f ( e 1 ) + ··· + α p f ( e p ) + α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) =

α 1 θ W + ··· + α p θ W + α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) = α p + 1 f ( e p + 1 ) + ··· + α n f ( e n ) ⇔

w ∈ � { f (e p + 1 ) , ··· , f(e n ) }� .

��

D e fi ni ci ´o n 5. 4. 1 8. D a d a u n h a a pli c a ci ´o n li n e ar f : V → W e ntr e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s
V e W , dir e m o s q u e é u n  m o n o m o r fi s m o s e é i n x e cti v a.  C a n d o s e x a s o br e x e cti v a, c h a m ar a s e
e pi m or fi s m o e, s e é i n x e cti v a e s o br e x e cti v a, c h a m ar é m ol a i s o m o r fi s m o.

E st e s ti p o s d e a pli c a ci ó n s li n e a r e s c ar a ct er ı́ z a n s e t ot al m e nt e utili z a n d o o nú cl e o e a i m a x e.

P r o p o si ci ó n  5. 4. 1 9. D a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s
V e W v e rif ı́ c a s e o s e g ui nt e:

1) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n  m o n o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, K e r( f ) = θ V .
2) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n e pi m o r fi s m o, s e, e s ó s e, I m(f ) = W .
3) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n i s o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, K e r( f ) = θ V e I m(f ) = W .

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n d a s e g u n d a a fir m a ci ó n é t ri vi al.  A t e r c ei r a é c o n s e c u e n ci a d a
s e g u n d a e d a p ri m eir a.  P or t a nt o, s ó p r o b a r e m o s a pri m eir a.

S e f é u n  m o n o m o r fi s m o e f (v ) = θ W , t e n s e q u e v = θ V e i st o i m pli c a q u e  K e r( f ) = { θ V } .
I n v e r s a m e nt e, s u p o ñ a m o s q u e f (v ) = f (u ).  E nt ó n, f (v − u ) = θ W o u, e q ui v al e nt e m e nt e,
v − u ∈ K e r( f ). S e  K e r( f ) = θ V , o bt e m o s v − u = θ V e i st o i m pli c a q u e o s d o u s v e ct or e s
s o n i g u ai s.  P or t a nt o, f é u n  m o n o m o r fi s m o. ��

N o t a 5. 4. 2 0. S e u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W , e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s V e W ,
é u n i s o m o r fi s m o, p ó d e s e c o n st r u ı́ r a sú a i n v e r s a f − 1 : W → V c o m o

f − 1 ( w ) = v ⇔ w = f (v ).

E st a a pli c a ci ó n t a m é n é li n e a r ( a c o m pr o b a ci ó n d éi x a s e c o m o e x er ci ci o) e c u m pr e q u e

f − 1 ◦ f = i dV , f ◦ f − 1 = i dW .
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P o r t a nt o, s e B = { e 1 , ... , en } é u n h a b a s e d e V e D = { w 1 , ... ,  wn } é u n h a b a s e d e W ,
t e m o s q u e

I n = M (i dV ) B, B = M ( f − 1 ◦ f ) B, B = M ( f − 1 ) D, B M ( f ) B, D

e

I n = M (i dW ) D, D = M ( f ◦ f − 1 ) D, D = M ( f ) B, D M ( f − 1 ) D, B .

P o r t a nt o, M (f ) B, D é i n v e rtı́ b el e

M (f ) − 1
B, D = M ( f − 1 ) D, B .

E x e m pl o 5. 4. 2 1. T o m e m o s u n K - e s p a z o v e ct ori al V e s e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a b a s e d e V .
S e x a a a pli c a ci ó n li n e a r c o n si d er a d a n o e x e m pl o n o v e n o d e  E x e m pl o s 5. 4. 2

c o o r d B : V → K n

d a d a p o r

c o o r d B ( v ) = v B .

E st a a pli c a ci ó n é u n  m o n o m o r fi s m o e t a m é n u n e pi m o r fi s m o.  P or t a nt o, é u n i s o m o r fi s m o
c u x a i n v er s a é

c o o r d − 1
B : K n → V

c o o r d − 1
B

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = x 1 e 1 + ··· + x n e n .

P r o p o si ci ó n  5. 4. 2 2. D a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s
V e W c ú m p r e s e o s e g ui nt e.

1) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n  m o n o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, t r a n sf o r m a si st e m a s li b r e s d e V
e n si st e m a s li b r e s d e W .

2) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n e pi m o r fi s m o, s e, e s ó s e, t r a n sf o r m a si st e m a s x e r a d o r e s d e V
e n si st e m a s x e r a d o r e s d e W .

3) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n i s o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, t r a n sf o r m a b a s e s d e V e n b a s e s d e
W .

D e m o s t r a ci ´o n. A t er c ei r a a fi r m a ci ´o n é c o n s e c u e n ci a d a s d ú a s p ri m ei r a s.  P r o b ar e m o s e n pri-
m ei r o l u g ar 1). S u p o ñ a m o s q u e v é u n v e ct o r n o n n ul o d e V .  O si st e m a T = { v } é li b r e e, s e f
t r a n sf o r m a si st e m a s li br e s d e V e n si st e m a s li br e s d e W , t e m o s q u e f (T ) = { f (v )} é li b r e o u,
e q ui v al e nt e m e nt e, f (v ) �= θ W . P o r t a nt o,  K er( f ) = θ V e f é u n  m o n o m o r fi s m o.

I n v e r s a m e nt e, s u p o ñ a m o s q u e f é u n  m o n o m o r fi s m o e q u e T = { e 1 , ... , ep } é u n si st e m a
li b r e d e V .  O si st e m a f (T ) t a m é n é li b r e, x a q u e

α 1 f ( e 1 ) + ··· + α p f ( e p ) = θ W ⇔ f (α 1 e 1 + ··· + α p e p ) = f (θ V ) ⇔

α 1 e 1 + ··· + α p e p = θ V

e i st o i m pli c a q u e α 1 = ··· = α p = 0 g r a z a s a q u e T é li b r e.
S u p o ñ a m o s a g o r a q u e T = { e 1 , ... , ep } é u n si st e m a x er a d or d e V .  E ntó n I m( f ) = �f (T )�

e, p o r t a nt o, s e f (T ) é u n si st e m a x e r a d o r d e W , t e m o s q u e W = �f (T )� = I m( f ).  D a q u el a, f
r e s ult a s er u n e pi m or fi s m o.  D o utr a b a n d a, é e vi d e nt e q u e, s e a a pli c a ci ó n li n e a r é s o b r e x e cti v a,
e nt ó n o s si st e m a s x er a d or e s d e V tr a n sf ó r m a n s e e n si st e m a s x er a d or e s d e W . ��

N o t a 5. 4. 2 3. V ol v a m o s a o e x e m pl o d a a pli c a ci ó n li n e a r d e c o or d e n a d a s c o o r d B r e s p e ct o a
u n h a b a s e B = { e 1 , ... , en } d u n K - e s p a z o v e ct ori al V .  E st a a pli c a ció n é u n i s o m o r fi s m o e c o m o
c o n s e c u e n ci a, l e v a b a s e s d e V e n b a s e s d e K n .  E n p a rti c ul ar t r a n sf or m a si st e m a s li br e s d e V e n

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 7

si st e m a s li br e s d e K n .  P o r t a nt o, t e m o s q u e, s e T = { v 1 , ... , vr } é u n si st e m a d e v e ct or e s d e V ,
c ú m p r e s e a i g u al d a d e

r a n g ( T ) = s ⇔ r a n g ( { v 1 B , ... , vr B } ) = s.

S u p o ñ a m o s q u e f : V → W é u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s e
q u e di m K (I m( f ))  = r . I st o i m pli c a q u e di mK ( K e r( f ))  = n − r , s e n é a di m e n si ó n d e V . S e x a
C = { e 1 , ... , en − r } u n h a b a s e d e  K er( f ) e f a g a m o s u n h a a m pli a ci ó n at a o bt e r u n h a b a s e d e V
d a d a p or

B = { e 1 , ... , en − r , en − r + 1 , ... , en } .

S e x a di m K ( W ) = m e t o m e m o s a g or a u n h a b a s e d e W d a d a p or D = { w 1 , ... ,  wm } . C o m o
C = { e 1 , ... , en − r } é  u n h a b a s e d e  K er( f ) t e m o s q u e

M (f ) B, D =
�

θ K m | ··· | θ K m | f ( e n − r + 1 ) D | ··· | f (e n ) D

�

e, e nt ó n, r a n g ( M (f ) B, D ) = r , x a q u e { f (e n − r + 1 ) , ... , f(e n ) } é u n h a b a s e d a i m a x e d e f e, e n
p arti c ul ar, u n si st e m a li br e c u x o r a n g o c oi n ci d e c o r a n g o d o si st e m a

{ f (e n − r + 1 ) D , ... , f(e n ) D }

f o r m a d o p ol o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s n a b a s e D .
C o m o t o d a s a s  m atri c e s a s o ci a d a s a u n h a  m e s m a a pli c a ci ´o n li n e ar t e ñ e n o  m e s m o r a n g o

p or s er e q ui v al e nt e s, p o d e m o s e n u n ci ar o s e g ui nt e r e s ult a d o c u x a d e m o str a ci ó n at ó p a s e n a s li ñ a s
q u e p r e c e d e n a e st e p ar á g r af o.

T e o r e m a 5. 4. 2 4. S e x a f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s.
C ú m p r e s e q u e a di m e n si ó n d a i m a x e d e f é i g u al a o r a n g o d e c al q u e r a d a s s ú a s  m at ri c e s a s o-
ci a d a s.

N o t a 5. 4. 2 5. N o e x e m pl o oit a v o d e  E x e m pl o s 5. 2. 1 7 vi m o s q u e s e A ∈ M m × n ( K ) e U é o
s u b e s p a z o d e K n d a d o p ol a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o A x = θ K n , i st o é

U =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n | A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

0
...
0

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
,

e nt ó n,

di m K ( U ) = n − r a n g ( A ).

Utili z a n d o o vi st o a nt eri or m e nt e p o d e m o s x u sti fi c ar a f ó r m ul a a nt e ri or d o s e g ui nt e x eit o:
t o m e m o s a a pli c a ci ó n li n e a r f A : K n → K m .  D a q u el a, c o m o

U =  K er( f A )

e A = M (f A ) C n , Cm , p ó d e s e a fi r m a r q u e

n = di m K ( K n )  = di m K ( K e r( f A ) )  + di m K (I m( f A ) )

é e q ui v al e nt e a

di m K ( U ) = n − r a n g ( A ).
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P o r t a nt o, s e B = { e 1 , ... , en } é u n h a b a s e d e V e D = { w 1 , ... ,  wn } é u n h a b a s e d e W ,
t e m o s q u e

I n = M (i dV ) B, B = M ( f − 1 ◦ f ) B, B = M ( f − 1 ) D, B M ( f ) B, D

e

I n = M (i dW ) D, D = M ( f ◦ f − 1 ) D, D = M ( f ) B, D M ( f − 1 ) D, B .

P o r t a nt o, M (f ) B, D é i n v e rtı́ b el e

M (f ) − 1
B, D = M ( f − 1 ) D, B .

E x e m pl o 5. 4. 2 1. T o m e m o s u n K - e s p a z o v e ct ori al V e s e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a b a s e d e V .
S e x a a a pli c a ci ó n li n e a r c o n si d er a d a n o e x e m pl o n o v e n o d e  E x e m pl o s 5. 4. 2

c o o r d B : V → K n

d a d a p o r

c o o r d B ( v ) = v B .

E st a a pli c a ci ó n é u n  m o n o m o r fi s m o e t a m é n u n e pi m o r fi s m o.  P or t a nt o, é u n i s o m o r fi s m o
c u x a i n v er s a é

c o o r d − 1
B : K n → V

c o o r d − 1
B

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ = x 1 e 1 + ··· + x n e n .

P r o p o si ci ó n  5. 4. 2 2. D a d a u n h a a pli c a ci ó n li n e a r f : V → W e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s
V e W c ú m p r e s e o s e g ui nt e.

1) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n  m o n o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, t r a n sf o r m a si st e m a s li b r e s d e V
e n si st e m a s li b r e s d e W .

2) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n e pi m o r fi s m o, s e, e s ó s e, t r a n sf o r m a si st e m a s x e r a d o r e s d e V
e n si st e m a s x e r a d o r e s d e W .

3) A a pli c a ci ó n li n e a r f é u n i s o m o r fi s m o, s e, e s ó s e, t r a n sf o r m a b a s e s d e V e n b a s e s d e
W .

D e m o s t r a ci ´o n. A t er c ei r a a fi r m a ci ´o n é c o n s e c u e n ci a d a s d ú a s p ri m ei r a s.  P r o b ar e m o s e n pri-
m eir o l u g ar 1). S u p o ñ a m o s q u e v é u n v e ct o r n o n n ul o d e V .  O si st e m a T = { v } é li b r e e, s e f
tr a n sf or m a si st e m a s li br e s d e V e n si st e m a s li br e s d e W , t e m o s q u e f (T ) = { f (v )} é li b r e o u,
e q ui v al e nt e m e nt e, f (v ) �= θ W . P o r t a nt o,  K er( f ) = θ V e f é u n  m o n o m o r fi s m o.

I n v er s a m e nt e, s u p o ñ a m o s q u e f é u n  m o n o m o r fi s m o e q u e T = { e 1 , ... , ep } é u n si st e m a
li b r e d e V .  O si st e m a f (T ) t a m é n é li b r e, x a q u e

α 1 f ( e 1 ) + ··· + α p f ( e p ) = θ W ⇔ f (α 1 e 1 + ··· + α p e p ) = f (θ V ) ⇔

α 1 e 1 + ··· + α p e p = θ V

e i st o i m pli c a q u e α 1 = ··· = α p = 0 g r a z a s a q u e T é li b r e.
S u p o ñ a m o s a g o r a q u e T = { e 1 , ... , ep } é u n si st e m a x e r a d or d e V .  E ntó n I m( f ) = �f (T )�

e, p or t a nt o, s e f (T ) é u n si st e m a x er a d or d e W , t e m o s q u e W = �f (T )� = I m( f ).  D a q u el a, f
r e s ult a s er u n e pi m or fi s m o.  D o utr a b a n d a, é e vi d e nt e q u e, s e a a pli c a ci ó n li n e a r é s o b r e x e cti v a,
e nt ó n o s si st e m a s x er a d or e s d e V tr a n sf ó r m a n s e e n si st e m a s x er a d or e s d e W . ��

N o t a 5. 4. 2 3. V ol v a m o s a o e x e m pl o d a a pli c a ci ó n li n e a r d e c o or d e n a d a s c o o r d B r e s p e ct o a
u n h a b a s e B = { e 1 , ... , en } d u n K - e s p a z o v e ct ori al V .  E st a a pli c a ció n é u n i s o m o r fi s m o e c o m o
c o n s e c u e n ci a, l e v a b a s e s d e V e n b a s e s d e K n .  E n p a rti c ul ar t r a n sf or m a si st e m a s li br e s d e V e n

5. 4.  A p li c a ci ó n s li n e a r e s.  M a t ri z  a s o ci a d a.  N ú c l e o, i m a x e e  r a n g o 1 1 7

si st e m a s li b r e s d e K n .  P o r t a nt o, t e m o s q u e, s e T = { v 1 , ... , vr } é u n si st e m a d e v e ct or e s d e V ,
c ú m p r e s e a i g u al d a d e

r a n g ( T ) = s ⇔ r a n g ( { v 1 B , ... , vr B } ) = s.

S u p o ñ a m o s q u e f : V → W é u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct ori ai s e
q u e di m K (I m( f ))  = r . I st o i m pli c a q u e di mK ( K e r( f ))  = n − r , s e n é a di m e n si ó n d e V . S e x a
C = { e 1 , ... , en − r } u n h a b a s e d e  K er( f ) e f a g a m o s u n h a a m pli a ci ó n at a o bt e r u n h a b a s e d e V
d a d a p or

B = { e 1 , ... , en − r , en − r + 1 , ... , en } .

S e x a di m K ( W ) = m e t o m e m o s a g or a u n h a b a s e d e W d a d a p or D = { w 1 , ... ,  wm } . C o m o
C = { e 1 , ... , en − r } é  u n h a b a s e d e  K er( f ) t e m o s q u e

M (f ) B, D =
�

θ K m | ··· | θ K m | f ( e n − r + 1 ) D | ··· | f (e n ) D

�

e, e nt ó n, r a n g ( M (f ) B, D ) = r , x a q u e { f (e n − r + 1 ) , ... , f(e n ) } é u n h a b a s e d a i m a x e d e f e, e n
p a rti c ul ar, u n si st e m a li br e c u x o r a n g o c oi n ci d e c o r a n g o d o si st e m a

{ f (e n − r + 1 ) D , ... , f(e n ) D }

f o r m a d o p ol o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s n a b a s e D .
C o m o t o d a s a s  m atri c e s a s o ci a d a s a u n h a  m e s m a a pli c a ci ´o n li n e ar t e ñ e n o  m e s m o r a n g o

p o r s er e q ui v al e nt e s, p o d e m o s e n u n ci ar o s e g ui nt e r e s ult a d o c u x a d e m o str a ci ó n at ó p a s e n a s li ñ a s
q u e p r e c e d e n a e st e p ar á g r af o.

T e o r e m a 5. 4. 2 4. S e x a f : V → W u n h a a pli c a ci ó n li n e a r e nt r e d o u s K - e s p a z o s v e ct o ri ai s.
C ú m p r e s e q u e a di m e n si ó n d a i m a x e d e f é i g u al a o r a n g o d e c al q u e r a d a s s ú a s  m at ri c e s a s o-
ci a d a s.

N o t a 5. 4. 2 5. N o e x e m pl o oit a v o d e  E x e m pl o s 5. 2. 1 7 vi m o s q u e s e A ∈ M m × n ( K ) e U é o
s u b e s p a z o d e K n d a d o p ol a s s ol u ci ó n s d o si st e m a h o m o x é n e o A x = θ K n , i st o é

U =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n | A

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

0
...
0

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
,

e nt ó n,

di m K ( U ) = n − r a n g ( A ).

Utili z a n d o o vi st o a nt eri or m e nt e p o d e m o s x u sti fi c ar a f ó r m ul a a nt e ri o r d o s e g ui nt e x eit o:
t o m e m o s a a pli c a ci ó n li n e a r f A : K n → K m .  D a q u el a, c o m o

U =  K er( f A )

e A = M (f A ) C n , Cm , p ó d e s e a fi r m a r q u e

n = di m K ( K n )  = di m K ( K e r( f A ) )  + di m K (I m( f A ) )

é e q ui v al e nt e a

di m K ( U ) = n − r a n g ( A ).
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5. 5.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  E st u d e c al e s d o s s e g ui nt e s c o n x u nt o s s o n s u b e s p a z o s d e R 4 :

U 1 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x ∈ Z

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 2 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x − z − t = 1

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 3 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x − z + t = y

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 4 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | |y | = |z |

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 5 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x 2 = y 2 + t2

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

2.  C o n si d é r a s e o c o n x u nt o U = { A ∈ M n × n ( R ) | A − A t = t r ( A )I n } .
a )  P r o b e q u e U é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e M n × n ( R ).
b )  P a r a n = 2, at o p e u n h a b a s e e a di m e n si ´o n d e U .

3.  C o n si d é r a n s e o s s e g ui nt e s s u b c o n x u nt o s d e M 2 × 2 ( R ):

U 1 = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | r a n g ( A ) = 1 } ,

U 2 = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | d et( A ) = 0 } ,

U 3 =
�
A ∈ M 2 × 2 ( R ) | A + A t = 0

�
,

U 4 =

�

A =

�
a b
c d

�

∈ M 2 × 2 ( R ) | t r ( A ) = b = 0

�

,

U 5 =

� �
a b
c d

�

∈ M 2 × 2 ( R ) | a + c = a − c = 0

�

.

a )  E st u d e c al e s s o n s u b e s p a z o s v e ct ori ai s d e M 2 × 2 ( R ).
b )  P a r a c a d a u n d o s s u b e s p a z o s o bti d o s n o a p art a d o a nt eri or, a c h e u n h a b a s e e d et er-

mi n e a di m e n si ´o n d e c a d a u n d el e s.
4. S e x a A ∈ M n × n ( R ).  D e m o st r e q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d a e c u a ci ó n  m at ri ci al

A X A t = θ M n × n ( R )

é  u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e M n × n ( R ) .

5. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 1 9

5. I n di q u e c al e s d a s s e g ui nt e s  m atri c e s

A =

�
6 − 8

− 1 − 8

�

, B =

�
6 0
3 8

�

, C =

�
− 1 5

7 1

�

,

s o n c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d o si st e m a

S =

� �
4 0

− 2 − 2

�

,

�
1 − 1
2 3

�

,

�
0 2
1 4

� �

.

6.  E n R 5 c o n si d é r a n s e o s s u b e s p a z o s

U = �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
1
3
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
1
2
1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
2
3
7
2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

�,

W = �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
2
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

− 2
3
1
0
3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3
0
1
1

− 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

�.

E st u d e s e U é u n s u b e s p a z o d e W . S o n U e W i g u ai s ?
7.  N o e s p a z o v e ct ori al R 4 , c o n si d é r a s e o s u b e s p a z o v e ct ori al

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ | y − z − t = y − z + t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

a )  A c h e u n h a b a s e e a di m e n si ó n d e U .
b )  E st u d e s e o c o n x u nt o

S =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

é u n si st e m a x er a d o r d e U .
c )  At o p e u n v e ct or v ∈ R 4 q u e n o n p ert e n z a a o s u b e s p a z o x er a d o p ol o si st e m a S .

d )  C al c ul e u n h a b a s e C d e U q u e c o nt e ñ a a o v e ct o r u =

⎛

⎜
⎜
⎝

3
4
4
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

e ) É p o s´ı b el e s cri bir o v e ct or

v =

⎛

⎜
⎜
⎝

2
− 1
− 1

0

⎞

⎟
⎟
⎠

c o m o c o m bi n a ci ó n li n e a r d e el e m e nt o s d e S d e d ú a s f o r m a s di sti nt a s ?  E n c a s o d e
r e s p o st a a fir m ati v a, e s cri b a a s d ú a s f o r m a s.

8.  E n  Π 2 ( R ) c o n si d er a m o s o s u b e s p a z o U = � {p 1 ( x ), p2 ( x ), p3 ( x )}� o n d e

p 1 ( x ) = α + 5 x + x 2 , p2 ( x ) = 2 x − 2 x 2 , p3 ( x ) = 2 + β x 2 .

a )  C al c ul e, s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d e α, β ∈ R , a di m e n sió n d e U .
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5. 5.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  E st u d e c al e s d o s s e g ui nt e s c o n x u nt o s s o n s u b e s p a z o s d e R 4 :

U 1 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x ∈ Z

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 2 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x − z − t = 1

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 3 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x − z + t = y

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 4 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | |y | = |z |

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

U 5 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x 2 = y 2 + t2

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

2.  C o n si d é r a s e o c o n x u nt o U = { A ∈ M n × n ( R ) | A − A t = t r ( A )I n } .
a )  P r o b e q u e U é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e M n × n ( R ).
b )  P a r a n = 2, at o p e u n h a b a s e e a di m e n si ´o n d e U .

3.  C o n si d é r a n s e o s s e g ui nt e s s u b c o n x u nt o s d e M 2 × 2 ( R ):

U 1 = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | r a n g ( A ) = 1 } ,

U 2 = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | d et( A ) = 0 } ,

U 3 =
�
A ∈ M 2 × 2 ( R ) | A + A t = 0

�
,

U 4 =

�

A =

�
a b
c d

�

∈ M 2 × 2 ( R ) | t r ( A ) = b = 0

�

,

U 5 =

� �
a b
c d

�

∈ M 2 × 2 ( R ) | a + c = a − c = 0

�

.

a )  E st u d e c al e s s o n s u b e s p a z o s v e ct ori ai s d e M 2 × 2 ( R ).
b )  P a r a c a d a u n d o s s u b e s p a z o s o bti d o s n o a p art a d o a nt eri or, a c h e u n h a b a s e e d et e r-

mi n e a di m e n si ´o n d e c a d a u n d el e s.
4. S e x a A ∈ M n × n ( R ).  D e m o st r e q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d a e c u a ci ó n  m at ri ci al

A X A t = θ M n × n ( R )

é  u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e M n × n ( R ) .

5. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 1 9

5. I n di q u e c al e s d a s s e g ui nt e s  m atri c e s

A =

�
6 − 8

− 1 − 8

�

, B =

�
6 0
3 8

�

, C =

�
− 1 5

7 1

�

,

s o n c o m bi n a ci ó n li n e a r d o s v e ct or e s d o si st e m a

S =

� �
4 0

− 2 − 2

�

,

�
1 − 1
2 3

�

,

�
0 2
1 4

� �

.

6.  E n R 5 c o n si d é r a n s e o s s u b e s p a z o s

U = �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
1
3
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
1
2
1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
2
3
7
2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

�,

W = �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
2
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

− 2
3
1
0
3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3
0
1
1

− 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

�.

E st u d e s e U é u n s u b e s p a z o d e W . S o n U e W i g u ai s ?
7.  N o e s p a z o v e ct ori al R 4 , c o n si d é r a s e o s u b e s p a z o v e ct ori al

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ | y − z − t = y − z + t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

a )  A c h e u n h a b a s e e a di m e n si ó n d e U .
b )  E st u d e s e o c o n x u nt o

S =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

é u n si st e m a x er a d o r d e U .
c )  At o p e u n v e ct or v ∈ R 4 q u e n o n p e rt e n z a a o s u b e s p a z o x er a d o p ol o si st e m a S .

d )  C al c ul e u n h a b a s e C d e U q u e c o nt e ñ a a o v e ct o r u =

⎛

⎜
⎜
⎝

3
4
4
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

e ) É p o s´ı b el e s cri bir o v e ct or

v =

⎛

⎜
⎜
⎝

2
− 1
− 1

0

⎞

⎟
⎟
⎠

c o m o c o m bi n a ci ó n li n e a r d e el e m e nt o s d e S d e d ú a s f o r m a s di sti nt a s ?  E n c a s o d e
r e s p o st a a fir m ati v a, e s cri b a a s d ú a s f o r m a s.

8.  E n  Π 2 ( R ) c o n si d e r a m o s o s u b e s p a z o U = � {p 1 ( x ), p2 ( x ), p3 ( x )}� o n d e

p 1 ( x ) = α + 5 x + x 2 , p2 ( x ) = 2 x − 2 x 2 , p3 ( x ) = 2 + β x 2 .

a )  C al c ul e, s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d e α, β ∈ R , a di m e n sió n d e U .
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b )  P a r a q u e v al or e s d e α e β s e p o d e e x pr e s ar o p oli n o mi o p (x ) = 2 + 9 x + 3 x 2 c o m o
c o m bi n a ci ó n li n e a r d e p 1 ( x ), p2 ( x ) e p 3 ( x ) ?

c )  O bt e ñ a o s v al o r e s d e α e β p ar a o s q u e é ú ni c a a e x p r e si ó n d o a p a rt a d o a nt eri or.
9. S e x a

B =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

3
6
3

− 6

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1
− 1

0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 8

− 1 2
− 4

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0

− 1
2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

a )  P r o b e q u e B é u n h a b a s e d e R 4 .
b )  At o p e a s c o or d e n a d a s d o v e ct or

w =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1
− 1

0

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4

r e s p e ct o á b a s e B .

c )  C al c ul e o v e ct or d e c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e B d e v =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

d ) S e x a o s u b e s p a z o

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | t − x + y − z = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

A c h e a di m e n si ´o n e u n h a b a s e C d e U .
e ) É w = ( 0 , − 1 , − 1 , 0) t u n v e ct o r d e U ?  E n c a s o d e r e s p o st a a fir m ati v a, at o p e a s

c o or d e n a d a s d o v e ct or w r e s p e ct o d a b a s e C d e U .
1 0.  D et er mi n e s e o s s e g ui nt e s si st e m a s x er a n  Π 2 ( R ):

a ) S = { 3 + x, 1 − x + 2 x 2 , − 2 − 2 x + 2 x 2 } .
b ) T = { 2 + x + 4 x 2 , 1 − x + 3 x 2 , 3 + 2 x + 5 x 2 } .

1 1.  A c h e a di m e n si ó n e u n h a b a s e d o s s u b e s p a z o s

a ) U 1 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

x + y + z = 0
3 x + 2 y − 2 z = 0
4 x + 3 y − z = 0
6 x + 5 y + z = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

b ) U 2 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 |

3 x + y + z + t = 0
5 x − y + z − t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

c ) U 3 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x − 4 y + 3 z − t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

5. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 2 1

1 2.  A c h e a di m e n si ó n e u n h a b a s e d o s u b e s p a z o x er a d o p ol o s v e ct or e s:

v 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 3
3
7
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
3
9
3

⎞

⎟
⎟
⎠ , v4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 5
3
5

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C al c ul e a s c o or d e n a d a s d e c a d a u n d el e s r e s p e ct o á b a s e c al c ul a d a.

1 3. S e x a V = { A ∈ M 2 × 3 ( R ) | M A = A } o n d e M =

�
2 2
1 3

�

∈ M 2 × 2 ( R ).

a )  P r o b e q u e V é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e M 2 × 3 ( R ) d e di m e n si ó n 3.
b )  D et er mi n e o s v al or e s d e α, β ∈ R p ar a o s q u e o c o n x u nt o

B α, β =

� �
− 2 0  2

1 0 − 1

�

,

�
− 2 α 0

1 α 0

�

,

�
0 β 0
0 α + 1  0

� �

é u n h a b a s e d e V .
1 4.  E n  Π 3 ( R ) c o n si d é r a n s e a s b a s e s B = { 1 + x 3 , 1 + x 2 , 1 + x, 1 } e C = { 1 , x, x2 , x3 } .

a )  D et e r mi n e a s  m atri c e s d e c a m bi o d e b a s e d e C a B e d e B a C .
b )  A c h e a s c o or d e n a d a s d o p oli n o mi o p (x ) = x + x 2 + x 3 r e s p e ct o d a b a s e B .

1 5.  E n R 3 c o n si d é r a s e a b a s e

B =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

S e x a B � o ut r a b a s e d e R 3 t al q u e a  m atri z d e c a m bi o d e c o or d e n a d a s d e B � a B é

P B , B =

⎛

⎝
1 1 − 1
1 2 1
0 − 1 2

⎞

⎠ .

a )  D et er mi n e a b a s e B �.
b )  C al c ul e P B, B .

c )  A c h e a s c o or d e n a d a s d e v =

⎛

⎝
2
0

− 3

⎞

⎠ r e s p e ct o d a s b a s e s B y B �.

d )  At o p e a s c o or d e n a d a s d o v e ct or w n a b a s e B � s a b e n d o q u e w B = ( 2 , 0 , − 3) t .
1 6. S e x a f : R 4 → R 4 a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

y − 2 z − t
− 2 x + 3 y − 4 z − 2 t

− x + y − z − t
t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  A c h e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 4 .
b )  D et e r mi n e o r a n g o d e f e e st u d e s e f é u n i s o m o r fi s m o.
c )  C al c ul e u n h a b a s e d o n ú cl e o d e f e o ut r a d a i m a x e d e f .

1 7. S e x a f : M 2 × 2 ( R ) → M 2 × 2 ( R ) a a pli c a ci ó n d e fi ni d a p or f (X ) = X + t r ( A X )A, o n d e

A =

�
1 1
1 1

�

.

a )  P r o b e q u e f é li n e a r.
b )  A c h e u n h a b a s e d e f (S ), o n d e

S =

� �
x y
z t

�

∈ M 2 × 2 ( R ) | x + y + t = x − y + t = 0

�

.



1 2 0 C a p ı́ t u l o 5:  E s p a z o s  v e c t o ri ai s e  a p li c a ció n s li n e a r e s

b )  P a r a q u e v al or e s d e α e β s e p o d e e x pr e s ar o p oli n o mi o p (x ) = 2 + 9 x + 3 x 2 c o m o
c o m bi n a ci ó n li n e a r d e p 1 ( x ), p2 ( x ) e p 3 ( x ) ?

c )  O bt e ñ a o s v al o r e s d e α e β p ar a o s q u e é ú ni c a a e x p r e si ó n d o a p a rt a d o a nt e ri or.
9. S e x a

B =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

3
6
3

− 6

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1
− 1

0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 8

− 1 2
− 4

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0

− 1
2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

a )  P r o b e q u e B é u n h a b a s e d e R 4 .
b )  At o p e a s c o or d e n a d a s d o v e ct or

w =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1
− 1

0

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4

r e s p e ct o á b a s e B .

c )  C al c ul e o v e ct or d e c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e B d e v =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

d ) S e x a o s u b e s p a z o

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | t − x + y − z = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

A c h e a di m e n si ´o n e u n h a b a s e C d e U .
e ) É w = ( 0 , − 1 , − 1 , 0) t u n v e ct o r d e U ?  E n c a s o d e r e s p o st a a fir m ati v a, at o p e a s

c o or d e n a d a s d o v e ct or w r e s p e ct o d a b a s e C d e U .
1 0.  D et er mi n e s e o s s e g ui nt e s si st e m a s x er a n  Π 2 ( R ):

a ) S = { 3 + x, 1 − x + 2 x 2 , − 2 − 2 x + 2 x 2 } .
b ) T = { 2 + x + 4 x 2 , 1 − x + 3 x 2 , 3 + 2 x + 5 x 2 } .

1 1.  A c h e a di m e n si ó n e u n h a b a s e d o s s u b e s p a z o s

a ) U 1 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

x + y + z = 0
3 x + 2 y − 2 z = 0
4 x + 3 y − z = 0
6 x + 5 y + z = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

b ) U 2 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 |

3 x + y + z + t = 0
5 x − y + z − t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

c ) U 3 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x − 4 y + 3 z − t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

5. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 2 1

1 2.  A c h e a di m e n si ó n e u n h a b a s e d o s u b e s p a z o x er a d o p ol o s v e ct or e s:

v 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 3
3
7
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1
3
9
3

⎞

⎟
⎟
⎠ , v4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 5
3
5

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C al c ul e a s c o or d e n a d a s d e c a d a u n d el e s r e s p e ct o á b a s e c al c ul a d a.

1 3. S e x a V = { A ∈ M 2 × 3 ( R ) | M A = A } o n d e M =

�
2 2
1 3

�

∈ M 2 × 2 ( R ).

a )  P r o b e q u e V é u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e M 2 × 3 ( R ) d e di m e n si ó n 3.
b )  D et e r mi n e o s v al or e s d e α, β ∈ R p ar a o s q u e o c o n x u nt o

B α, β =

� �
− 2 0  2

1 0 − 1

�

,

�
− 2 α 0

1 α 0

�

,

�
0 β 0
0 α + 1  0

� �

é u n h a b a s e d e V .
1 4.  E n  Π 3 ( R ) c o n si d é r a n s e a s b a s e s B = { 1 + x 3 , 1 + x 2 , 1 + x, 1 } e C = { 1 , x, x2 , x3 } .

a )  D et e r mi n e a s  m atri c e s d e c a m bi o d e b a s e d e C a B e d e B a C .
b )  A c h e a s c o or d e n a d a s d o p oli n o mi o p (x ) = x + x 2 + x 3 r e s p e ct o d a b a s e B .

1 5.  E n R 3 c o n si d é r a s e a b a s e

B =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

S e x a B � o ut r a b a s e d e R 3 t al q u e a  m at ri z d e c a m bi o d e c o or d e n a d a s d e B � a B é

P B , B =

⎛

⎝
1 1 − 1
1 2 1
0 − 1 2

⎞

⎠ .

a )  D et er mi n e a b a s e B �.
b )  C al c ul e P B, B .

c )  A c h e a s c o or d e n a d a s d e v =

⎛

⎝
2
0

− 3

⎞

⎠ r e s p e ct o d a s b a s e s B y B �.

d )  At o p e a s c o or d e n a d a s d o v e ct or w n a b a s e B � s a b e n d o q u e w B = ( 2 , 0 , − 3) t .
1 6. S e x a f : R 4 → R 4 a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

y − 2 z − t
− 2 x + 3 y − 4 z − 2 t

− x + y − z − t
t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  A c h e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 4 .
b )  D et e r mi n e o r a n g o d e f e e st u d e s e f é u n i s o m o r fi s m o.
c )  C al c ul e u n h a b a s e d o n ú cl e o d e f e o ut r a d a i m a x e d e f .

1 7. S e x a f : M 2 × 2 ( R ) → M 2 × 2 ( R ) a a pli c a ci ó n d e fi ni d a p o r f (X ) = X + t r ( A X )A, o n d e

A =

�
1 1
1 1

�

.

a )  P r o b e q u e f é li n e a r.
b )  A c h e u n h a b a s e d e f (S ), o n d e

S =

� �
x y
z t

�

∈ M 2 × 2 ( R ) | x + y + t = x − y + t = 0

�

.
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1 8. S e x a f : V → V u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  D a d a s a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s g e h d e fi ni d a s
p o r g = f − i dV e h = f + i dV , d e m o st r e q u e s e v 1 ∈ K e r( g ) e v 2 ∈ K e r( h ), e nt ó n
f ( v 1 + v 2 ) = v 1 − v 2 .

1 9. S e x a

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x = z + t

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

C o n si d ´er a n s e a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s g : R 4 → R 2 , d a d a p o r

g

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

�
x − y + z

2 x + y + t

�

,

e f : U → R 4 t al q u e

M (f ) B, C 4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  2 0
− 1 − 1 1

0  1 1
1  1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

o n d e B = { ( 0, 1 , 0 , 0) t , ( 1, 0 , 1 , 0) t , ( 1, 0 , 0 , 1) t } é u n h a b a s e d e U e C 4 é a b a s e c a n ó ni c a
d e R 4 .

a )  A c h e M (g ) C 4 , D e M ( g ◦ f ) B, D , o n d e D = { ( 1, 0) , ( 0, 1) } .
b )  D et er mi n e u n h a b a s e d o s u b e s p a z o f (W ), o n d e

W = � {( 1, 1 , 1 , 0) t , ( 0, 0 , 1 , − 1) t } � .

c )  At o p e u n h a b a s e d e  K er( g ◦ f ).
2 0. S e x a f : R 4 → R 4 a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

3 x + 4 t
2 x − y + 2 t
2 x − z + 2 t
− 2 x − 3 t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a C 4 d e R 4 .
b )  P r o b e q u e f é u n i s o m o r fi s m o e d et er mi n e M (f − 1 ) C 4 , C4 .

2 1. S e x a n U = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | A = A t } e f : U − →  M 2 × 2 ( R ) a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a
p o r

f

�
x y
y z

�

=

�
x − y + z x + y + z

2 x + y + 2 z z + x

�

, ∀

�
x y
y z

�

∈ U.

a )  A c h e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s B e C , s e n d o

B =

� �
1 1
1 1

�

,

�
1 1
1 0

�

,

�
0 1
1 0

� �

,

C =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

.

b )  C al c ul e u n h a b a s e d a i m a x e e o utr a d o n ú cl e o d e f . É f i n x e cti v a ? É s o b r e x e cti v a ?
R a z o e a r e s p o st a.

5. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 2 3

2 2.  C o n si d é r a n s e o s u b e s p a z o V = { p (x ) ∈ Π 3 ( R ) | p �( − 1) = 0 } e a a pli c a ci ó n li n e a r

f : R 3 → V

d e fi ni d a p or

f

⎛

⎝
a
b
c

⎞

⎠ = a + ( b − 3 a + 2 c )x + ( c − b )x 2 + ( a − b )x 3 .

a )  P r o b e q u e f e st á b e n d e fi ni d a, é di ci r, q u e f

⎛

⎝
a
b
c

⎞

⎠ ∈ V p a r a t o d o

⎛

⎝
a
b
c

⎞

⎠ ∈ R 3 .

b )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s C 3 e B , o n d e C 3 é a b a s e c a n ó ni c a
d e R 3 e B = { 1 , 2 x + x 2 , − 3 x + x 3 } .

c ) S e x a g : R 3 → V o ut r a a pli c a ci ó n li n e a r t al q u e

M (g ) C 3 , B =

⎛

⎝
0 1 − 1
2 2 − 1
4 1 − 1

⎞

⎠ .

C al c ul e u n h a b a s e d e I m( f + g ) e o ut r a d e ( f + g )( U ), o n d e

U = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
3

− 2
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

2 3.  C o n si d é r a n s e o s u b e s p a z o v e ct ori al d e M 3 × 3 ( R )

W = { A = ( a i j ) ∈ M 3 × 3 ( R ) | A = A t , a1 1 = a 1 2 = 0 }

e a a pli c a ci ó n f : W → M 2 × 2 ( R ) d a d a p or:

f (A ) = N  A N t , ∀ A ∈ W

o n d e N =

�
1 0 1
0 1 1

�

∈ M 2 × 3 ( R ).

a )  A c h e a di m e n si ó n e u n h a b a s e B d e W .
b )  P r o b e q u e f é li n e a r.
c )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s B e C , s e n d o B a b a s e o bti d a n o

pri m eir o a p art a d o e

C =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

.

d ) S e x a U = { A = ( a i j ) ∈ W | a 1 3 + a 2 3 + a 3 3 = 0 } .  A c h e u n h a b a s e d e f (U ).
2 4. S e x a f : Π2 ( R ) → Π 2 ( R ) a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f (p (x ))  = [ 2 p �( 0) − 2 p ( 1)] x 2 + p (− 1) x − p ( 1) , ∀ p (x ) ∈ Π 2 ( R ) .

a )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a b a s e B = { 1 , x, x2 } .

b )  At o p e u n h a b a s e d a i m a x e d e f . É f i n x e cti v a ?
2 5. S e x a B = { v 1 , v2 , v3 } u n h a b a s e d e R 3 e s e x a

U = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | A = A t } .

C o n si d é r a s e a a pli c a ci ó n li n e a r f : R 3 → U t al q u e

f (v 1 ) =

�
− 2 1

1 − 3

�

, f(v 2 ) =

�
3 − 1

− 1 1

�

, f(v 3 ) =

�
4 − 1

− 1 − 1

�

.
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1 8. S e x a f : V → V u n h a a pli c a ci ó n li n e a r.  D a d a s a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s g e h d e fi ni d a s
p or g = f − i dV e h = f + i dV , d e m o st r e q u e s e v 1 ∈ K e r( g ) e v 2 ∈ K e r( h ), e nt ó n
f ( v 1 + v 2 ) = v 1 − v 2 .

1 9. S e x a

U =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x = z + t

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

C o n si d ´er a n s e a s a pli c a ci ó n s li n e a r e s g : R 4 → R 2 , d a d a p o r

g

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

�
x − y + z

2 x + y + t

�

,

e f : U → R 4 t al q u e

M (f ) B, C 4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  2 0
− 1 − 1 1

0  1 1
1  1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

o n d e B = { ( 0, 1 , 0 , 0) t , ( 1, 0 , 1 , 0) t , ( 1, 0 , 0 , 1) t } é u n h a b a s e d e U e C 4 é a b a s e c a n ó ni c a
d e R 4 .

a )  A c h e M (g ) C 4 , D e M ( g ◦ f ) B, D , o n d e D = { ( 1, 0) , ( 0, 1) } .
b )  D et er mi n e u n h a b a s e d o s u b e s p a z o f (W ), o n d e

W = � {( 1, 1 , 1 , 0) t , ( 0, 0 , 1 , − 1) t } � .

c )  At o p e u n h a b a s e d e  K er( g ◦ f ).
2 0. S e x a f : R 4 → R 4 a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a p or

f

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

3 x + 4 t
2 x − y + 2 t
2 x − z + 2 t
− 2 x − 3 t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a C 4 d e R 4 .
b )  P r o b e q u e f é u n i s o m o r fi s m o e d et er mi n e M (f − 1 ) C 4 , C4 .

2 1. S e x a n U = { A ∈ M 2 × 2 ( R ) | A = A t } e f : U − →  M 2 × 2 ( R ) a a pli c a ci ó n li n e a r d e fi ni d a
p or

f

�
x y
y z

�

=

�
x − y + z x + y + z

2 x + y + 2 z z + x

�

, ∀

�
x y
y z

�

∈ U.

a )  A c h e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s B e C , s e n d o

B =

� �
1 1
1 1

�

,

�
1 1
1 0

�

,

�
0 1
1 0

� �

,

C =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

.

b )  C al c ul e u n h a b a s e d a i m a x e e o utr a d o n ú cl e o d e f . É f i n x e cti v a ? É s o b r e x e cti v a ?
R a z o e a r e s p o st a.

5. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 2 3

2 2.  C o n si d é r a n s e o s u b e s p a z o V = { p (x ) ∈ Π 3 ( R ) | p �( − 1) = 0 } e a a pli c a ci ó n li n e a r

f : R 3 → V

d e fi ni d a p o r

f

⎛

⎝
a
b
c

⎞

⎠ = a + ( b − 3 a + 2 c )x + ( c − b )x 2 + ( a − b )x 3 .

a )  P r o b e q u e f e st á b e n d e fi ni d a, é di ci r, q u e f

⎛

⎝
a
b
c

⎞

⎠ ∈ V p a r a t o d o

⎛

⎝
a
b
c

⎞

⎠ ∈ R 3 .

b )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s C 3 e B , o n d e C 3 é a b a s e c a n ó ni c a
d e R 3 e B = { 1 , 2 x + x 2 , − 3 x + x 3 } .

c ) S e x a g : R 3 → V o ut r a a pli c a ci ó n li n e a r t al q u e

M (g ) C 3 , B =

⎛

⎝
0 1 − 1
2 2 − 1
4 1 − 1

⎞

⎠ .

C al c ul e u n h a b a s e d e I m( f + g ) e o ut r a d e ( f + g )(U ), o n d e

U = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
3

− 2
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

2 3.  C o n si d é r a n s e o s u b e s p a z o v e ct ori al d e M 3 × 3 ( R )
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f (A ) = N  A N t , ∀ A ∈ W

o n d e N =

�
1 0 1
0 1 1

�

∈ M 2 × 3 ( R ).

a )  A c h e a di m e n si ó n e u n h a b a s e B d e W .
b )  P r o b e q u e f é li n e a r.
c )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s B e C , s e n d o B a b a s e o bti d a n o

pri m eir o a p art a d o e

C =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
0 0

�

,

�
0 0
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

.

d ) S e x a U = { A = ( a i j ) ∈ W | a 1 3 + a 2 3 + a 3 3 = 0 } .  A c h e u n h a b a s e d e f (U ).
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f (v 1 ) =

�
− 2 1

1 − 3

�

, f(v 2 ) =

�
3 − 1

− 1 1

�

, f(v 3 ) =

�
4 − 1

− 1 − 1

�

.
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a )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s B e D , o n d e

D =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

.

b )  A c h e u n h a b a s e d e f (W ), o n d e

W = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

B

,

⎛

⎝
1
0
3

⎞

⎠

B

,

⎛

⎝
1
3

− 3

⎞

⎠

B

⎫
⎬

⎭
� .

C A Pı́ T U L O 6

Di a g o n ali z a ci ´o n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s

Os c o nti d o s d o s c a p´ ıt ul o s a nt eri or e s e sti v er o n r el a ci o n a d o s pri n ci p al m e nt e c o a s n o ció n s
b á si c a s d a t e or ı́ a d e  m at ri c e s, a s ol u ció n d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s, a t e orı́ a d e e s p a z o s
v e ct ori ai s e a d e a pli c a ci ó n s li n e a r e s.  A p artir d e a g or a c e ntr ar é m o n o s n o ut r o ti p o d e pr o bl e m a s.
M ´ ai s c o n cr et a m e nt e, p r e st ar e m o s a n o s a at e n ci ó n a a q u el e s r el a ci o n a d o s c o n s a b er c a n d o u n a
m at ri z é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z tri a n g ul a r s u p eri o r o u a u n h a  m atri z di a g o n al.  O e st u d o d e st e
ti p o d e c u e sti ó n s c o m p o rt a a i nt r o d u ci ó n d a s n o ci ó n s d e a ut o v al or e a ut o v e ct or q u e, c o m o s e
p u x o d e  m a nif e st o n o e s b o z o hi st ó ri c o, a p a r e c er o n a s o ci a d a s a c ert o s pr o bl e m a s r el a ci o n a d o s
c o n si st e m a s d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s.

E n pri m eir o l u g ar, e d e s p oi s d e i nt r o d u cir a s d e fi ni ci ó n s d e a ut o v e ct or e a ut o v al or, v er e m o s
q u e, p ar a t o d a  m atri z c a dr a d a A ∈ M n × n ( K ), o s s e u s a ut o v al or e s s o n x u st a m e nt e a s r a ı́ c e s
d u n p oli n o mi o d e gr a o n q u e s e c h a m a p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o e q u e d e n ot ar e m o s c o m o p A ( x ).
P r e s e nt ar a s e c o m o s e e x pr e s a e st e p oli n o mi o e n f u n ci ó n d u n d et e r mi n a nt e e c o m pr o b ar e m o s q u e
A é i n v e rt ı́ b el s e, e só s e, o n ú m e r o c e r o n o n é a ut o v al o r d e A .  U n f eit o r el e v a nt e q u e s e d e b e
s ali e nt ar é q u e, aı́ n d a q u e u n h a  m at ri z t e ñ a t o d o s o s s e u s c o e fi ci e nt e s r e ai s, p o d e o c o r r e r q u e
a p ar e z a n a ut o v al or e s c o m pl e x o s x a q u e e st e s n o n s o n  m ái s n a d a q u e r aı́ c e s d u n p oli n o mi o.  Te n d o
e n c o nt a i st o, d e fi nir a s e a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a d e c a d a a ut o v al or λ , d e n ot a d a p or  m a(λ ), e
s e { λ 1 , λ2 , ··· , λn } é o c o n x u nt o d e a ut o v al o r e s d e A , o n d e c a d a u n a p ar e c e t a nt a s v e c e s c o m o
i n di c a a s ú a  m ulti pli ci d a d e al xé b ri c a, utili z a n d o a s pr o pi e d a d e s b á si c a s d a s r a ı́ c e s d e p oli n o mi o s,
t é ñ e n s e a s i d e nti d a d e s:

d et( A ) = λ 1 λ 2 ··· λ n , t r ( A ) = λ 1 + λ 2 + ··· + λ n .

A c o nti n u a ci ó n i nt r o d u cir a s e a n o ci ´o n d e s u b e s p a z o p r o pi o a s o ci a d o a u n a ut o v al or λ e
pr o b ar a s e q u e o s e u c ál c ul o r e d ú c e s e á s ol u ci ó n d u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s h o m o x é n e o.  A
di m e n si ó n d e st e s u b e s p a z o, d e n ot a d o p or V (λ ), é o q u e s e c o ñ e c e c o m o  m ulti pli ci d a d e x e o m é t ri c a
d o a ut o v al o r λ , d e n ot a d a p or  m g (λ ), e e st a c al c úl a s e c o m o

m g ( λ ) = n − r a n g ( A − λ I n ) .

C a n d o o s c o e fi ci e nt e s d e A s o n t o d o s r e ai s e λ ∈ R , t e n s e q u e V (λ ) é u n s u b e s p a z o d o
R - e s p a z o v e ct ori al R n .  A g o r a b e n, s e a p ar e c e n a ut o v al or e s c o m pl e x o s, V (λ ) é u n s u b e s p a z o d o
C - e s p a z o v e ct ori al C n .  Fi n al m e nt e, n e st e a p art a d o p r o b ar a s e q u e a  m ulti pli ci d a d e x e o m é t ri c a
é s e m p r e  m ai or o u i g u al q u e u n e  m e n or o u i g u al q u e a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a.

N o s e g ui nt e p u nt o d o c a p´ıt ul o i nt r o d u ci r e m o s e n p ri m ei r o l u g a r a n o ció n d e s e m ell a n z a d e
m at ri c e s e p r o b ar e m o s q u e d ´u a s  m atri c e s s e m ell a nt e s t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o e,
p o r t a nt o, o s  m e s m o s a ut o v al or e s.  O r e s ult a d o i m p ort a nt e d e st a s e c ci ó n a fi r m a q u e p ar a t o d a
m at ri z A ∈ M n × n ( K ) a s c o n di ci ó n s s e g ui nt e s s o n e q ui v al e nt e s:

1)  O p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x )

o n d e o s e s c al ar e s λ i ∈ K , i ∈ { 1 , ... ,  n} n o n s o n n e c e s ari a m e nt e di sti nt o s.
2)  A  m atri z A é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or.

S e s e c u m pr e al g u n h a d a s a nt eri or e s c o n di ci ó n s, o s a ut o v al or e s d e A s o n o s el e m e nt o s d a
di a g o n al pri n ci p al d a  m atri z t ri a n g ul ar s u p eri or s e m ell a nt e a A .

1 2 5
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a )  C al c ul e a  m atri z a s o ci a d a a f r e s p e ct o d a s b a s e s B e D , o n d e

D =

� �
1 0
0 0

�

,

�
0 1
1 0

�

,

�
0 0
0 1

� �

.

b )  A c h e u n h a b a s e d e f (W ), o n d e

W = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

B

,

⎛

⎝
1
0
3

⎞

⎠

B

,

⎛

⎝
1
3

− 3

⎞

⎠

B

⎫
⎬

⎭
� .
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m at ri c e s e p r o b ar e m o s q u e d ´u a s  m atri c e s s e m ell a nt e s t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o e,
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T o d o o a nt e ri o r p r e p á r a n o s p a r a c o m e z ar a e st u d ar o pr o bl e m a d e di a g o n ali z a ci ó n d e  m a-
t ri c e s.  U n h a  m atri z A ∈ M n × n ( K ) di r a s e q u e é di a g o n ali z á b el s e é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z
di a g o n al, é di ci r, s e e xi st e n d ú a s  m at ri c e s P e D t al e s q u e P é i n v e rtı́ b el, D é di a g o n al e

P − 1 A P = D,

e q ui v al e nt e m e nt e, A P = P D o u t a m é n A = P  D P − 1 .
S e P s e e s c ri b e e n c ol u m n a s c o m o P =

�
u 1 | u 2 | ··· | u n

�
e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

t e n s e q u e a i g u al d a d e A P = P D é e q ui v al e nt e a
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
.

C o m o c o n s e c u e n ci a, o s a ut o v al or e s d e A s o n { λ 1 , λ2 , ... ,  λn } e B = { u 1 , u2 , ... , un } é u n h a
b a s e d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e A x a q u e A u i = λ i u i p a r a i ∈ { 1 , 2 , ... ,  n} .

I n v e r s a m e nt e, s e e xi st e u n h a b a s e B = { u 1 , u2 , ... , un } d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e
A , t e n s e q u e, t o m a n d o P a  m atri z c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e B , o bt e m o s u n h a
m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e

A P =
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
= P D

o n d e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

P − 1 A P = D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

P ol o t a nt o, t e m o s q u e A é di a g o n ali z á b el, s e, e s ó s e, o K - e s p a z o v e ct ori al K n a d mit e u n h a
b a s e f o r m a d a p or a ut o v e ct or e s d a  m atri z A .

P ar a o bt er u n h a c o n di ci ó n q u e n o s p e r mit a v eri fi c ar d e f or m a  m ái s f á cil c a n d o u n a  m atri z
é di a g o n ali z á b el, e n p ri m eir o l u g ar, d e m o str ar e m o s á s s e g ui nt e s p r o pi e d a d e s q u e s e c u m pr e n
p a r a t o d a  m atri z c a dr a d a A .

1)  A ut o v e ct or e s a s o ci a d o s a a ut o v al or e s di sti nt o s s o n i n d e p e n d e nt e s.
2) S e c o n S p( A ) ( e s p e ct r o d e A ) d e n ot a m o s o c o n x u nt o d o s a ut o v al or e s d e A , t e n s e q u e

�

λ ∈ S p ( A )

V ( λ ) = { θ K n } .

3) S e { λ 1 , ... ,  λr } s o n a ut o v al o r e s di sti nt o s d e A e B i é  u n h a b a s e d e V (λ i ), t e n s e q u e o
si st e m a B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é li b r e.

Te n d o e n c o nt a o a nt eri or, p o d er a s e d e d u cir u n crit eri o si n x el o p ar a s a b er c a n d o u n a  m a-
t ri z é di a g o n ali z á b el o u n o n.  E st e crit eri o é o s e g ui nt e: p ar a t o d a  m atri z A ∈ M n × n ( K ), s o n
e q ui v al e nt e s:
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1 )  O p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

e  m g ( λ i ) = α i =  m a( λ i ).
2)  A  m atri z A é di a g o n ali z á b el.

N a p a rt e fi n al d o c a p´ıt ul o c e ntr aré m o n o s n a t e or ı́ a d e p oli n o mi o s d e  m atri c e s, p oli n o mi o s
a n ul a d or e s e f u n ci ó n s d e  m at ri c e s.  D e f or m a  m ái s c o n c r et a, e n pri m eir o l u g ar i n di c ar a s e c o m o
s e p o d e c al c ul ar a i n v er s a d u n h a  m atri z c a dr a d a i n v ertı́ b el s e c o ñ e c e m o s u n p oli n o mi o a n ul a d or
p ar a el a e, e n s e g u n d o l u g ar, i nt r o d u cir a s e o  Te or e m a d e  C a yl e y – H a milt o n o c al g ar a nt e q u e
t o d a  m atri z c a dr a d a a d mit e c o m o p oli n o mi o a n ul a d or o s e u p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o.  C o m o
c o n s e c u e n ci a, s e A ∈ M n × n ( K ) e p (x ) é u n p oli n o mi o d e gr a o k ≥ n , e xi st e u n p oli n o mi o r (x )
d e gr a o  m e n or o u i g u al q u e n t al q u e p (A ) = r (A ).  P ar a c al c ul ar r (x ) p o d e m o s pr o c e d er d a
s e g ui nt e f or m a: s e λ é u n a ut o v al or d e A t e n s e q u e p (λ ) = p A ( λ )t(λ ) + r (λ ) = r (λ ) x a q u e
p A ( λ )  = 0. I st o i m pli c a q u e o s p oli n o mi o s p (x ) e r (x ) d e b e n t o m ar o  m e s m o v al or s o br e t o d o s
o s a ut o v al or e s d e  A.  D a  m e s m a f or m a pr o b ar ı́ a s e q u e, s e a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a d e λ é m ,
t e n s e q u e

p ( k ) ( λ ) = r ( k ) ( λ )

p a r a t o d o k p ert e n c e nt e a o c o n x u nt o { 1 , ... ,  m − 1 } . I st o p o dé m ol o f a c e r p ar a c a d a a ut o v al or e,
d e st e x eit o, o bt e m o s u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o c u x a s i n có g nit a s
s o n o s c o e fi ci e nt e s d e r (x ).

A i d e a a nt eri or p o ñ e r a n o s s o b r e a pi st a d e c o m o c al c ul ar f u n ci ó n s d e  m at ri c e s p ar a f u n ci ó n s
r e ai s d e v ari á b el r e al q u e c u m pr a n a c o n di ci ó n d e s e r a n al ı́ ti c a s, i st o é, f u n ci ó n s q u e s e p o d e n
o bt er c o m o l ı́ mi t e s d e p oli n o mi o s.  E ntr e el a s e stá n a s f u n ci ó n s r a ci o n ai s, a s r a ı́ c e s k -é si m a s, a s
f u n ció n s t ri g o n o m é t ri c a s s e n o e c o s e n o, a f u n ci ó n e x p o n e n ci al, a f u n ci ó n l o g a rit m o, et c.  A f or m a
d e f a c e r i st o p a s a p or d e fi nir a n o ci ó n d e f u n ci ó n d e fi ni d a s o br e o e s p e ctr o d u n h a  m atri z.

S e A é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e n fil a s e f : I ⊂ R → R é u n h a f u n ci ó n c o m o a s a nt eri or e s,
c a n d o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

c o n λ i ∈ R , i ∈ { 1 , ... , r} e  m a( λ i ) = α i , di r e m o s q u e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ct r o d e A , s e
p ar a c a d a λ i e xi st e n

f (λ i ) , f �( λ i ) , ... , f ( α i − 1 ) ( λ i ) .

S e f e st á d e fi ni d a s o br e o e s p e ctr o d e A , c o n

V f, A = { f ( k ) ( λ i ) , | i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 } }

d e n ot a r e m o s o c o n x u nt o d o s v al or e s d e f s o br e o e s p e ctr o d e A .
Te n d o e n c o nt a o a nt eri or, s e m pr e ´e p o s ı́ b el at o p a r u n ú ni c o p oli n o mi o, c h a m a d o p oli n o mi o

i nt er p ol a d or d e  L a gr a n g e- S yl v e st er,

r (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 ,

d e g r a o  m e n or q u e n , t al q u e

V f, A = V r, A ,

s e n  m ái s q u e r e s ol v er o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s

f ( k ) ( λ i ) = r ( k ) ( λ i ) , | i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 }

c u x a s i n c ó g nit a s s e r á n o s c o e fi ci e nt e s a k d o p oli n o mi o r (x ).  P or t a nt o, d e fi nir a s e f (A ) = r (A ).
E n p arti c ul ar, e st a d e fi ni ci ó n c o n d u ci r a n o s á f o r m a q u e p er mit e i ntr o d u cir a e x p o n e n ci al e t A

d u n h a  m at ri z A .
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T o d o o a nt e ri or p r e p á r a n o s p a r a c o m e z ar a e st u d ar o pr o bl e m a d e di a g o n ali z a ci ó n d e  m a-
t ri c e s.  U n h a  m atri z A ∈ M n × n ( K ) di r a s e q u e é di a g o n ali z á b el s e é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z
di a g o n al, é di ci r, s e e xi st e n d ú a s  m at ri c e s P e D t al e s q u e P é i n v e rtı́ b el, D é di a g o n al e

P − 1 A P = D,

e q ui v al e nt e m e nt e, A P = P D o u t a m é n A = P  D P − 1 .
S e P s e e s c ri b e e n c ol u m n a s c o m o P =

�
u 1 | u 2 | ··· | u n

�
e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

t e n s e q u e a i g u al d a d e A P = P D é e q ui v al e nt e a
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
.

C o m o c o n s e c u e n ci a, o s a ut o v al or e s d e A s o n { λ 1 , λ2 , ... ,  λn } e B = { u 1 , u2 , ... , un } é u n h a
b a s e d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e A x a q u e A u i = λ i u i p a r a i ∈ { 1 , 2 , ... ,  n} .

I n v er s a m e nt e, s e e xi st e u n h a b a s e B = { u 1 , u2 , ... , un } d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e
A , t e n s e q u e, t o m a n d o P a  m atri z c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e B , o bt e m o s u n h a
m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e

A P =
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
= P D

o n d e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

P − 1 A P = D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

P ol o t a nt o, t e m o s q u e A é di a g o n ali z á b el, s e, e s ó s e, o K - e s p a z o v e ct ori al K n a d mit e u n h a
b a s e f or m a d a p or a ut o v e ct or e s d a  m atri z A .

P ar a o bt er u n h a c o n di ci ó n q u e n o s p e r mit a v eri fi c ar d e f or m a  m ái s f á cil c a n d o u n a  m at ri z
é di a g o n ali z á b el, e n p ri m eir o l u g ar, d e m o str ar e m o s á s s e g ui nt e s p r o pi e d a d e s q u e s e c u m pr e n
p ar a t o d a  m atri z c a dr a d a A .

1)  A ut o v e ct or e s a s o ci a d o s a a ut o v al or e s di sti nt o s s o n i n d e p e n d e nt e s.
2) S e c o n S p( A ) ( e s p e ct r o d e A ) d e n ot a m o s o c o n x u nt o d o s a ut o v al or e s d e A , t e n s e q u e

�

λ ∈ S p ( A )

V ( λ ) = { θ K n } .

3) S e { λ 1 , ... ,  λr } s o n a ut o v al or e s di sti nt o s d e A e B i é  u n h a b a s e d e V (λ i ), t e n s e q u e o
si st e m a B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é li b r e.

Te n d o e n c o nt a o a nt eri or, p o d er a s e d e d u cir u n crit eri o si n x el o p ar a s a b er c a n d o u n a  m a-
t ri z é di a g o n ali z á b el o u n o n.  E st e crit eri o é o s e g ui nt e: p ar a t o d a  m atri z A ∈ M n × n ( K ), s o n
e q ui v al e nt e s:
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1 )  O p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

e  m g ( λ i ) = α i =  m a( λ i ).
2)  A  m at ri z A é di a g o n ali z á b el.

N a p a rt e fi n al d o c a p´ıt ul o c e ntr aré m o n o s n a t e o r ı́ a d e p oli n o mi o s d e  m atri c e s, p oli n o mi o s
a n ul a d or e s e f u n ci ó n s d e  m at ri c e s.  D e f or m a  m ái s c o n c r et a, e n pri m eir o l u g ar i n di c ar a s e c o m o
s e p o d e c al c ul ar a i n v er s a d u n h a  m atri z c a dr a d a i n v ertı́ b el s e c o ñ e c e m o s u n p oli n o mi o a n ul a d or
p a r a el a e, e n s e g u n d o l u g ar, i nt r o d u cir a s e o  Te or e m a d e  C a yl e y – H a milt o n o c al g ar a nt e q u e
t o d a  m atri z c a dr a d a a d mit e c o m o p oli n o mi o a n ul a d or o s e u p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o.  C o m o
c o n s e c u e n ci a, s e A ∈ M n × n ( K ) e p (x ) é u n p oli n o mi o d e gr a o k ≥ n , e xi st e u n p oli n o mi o r (x )
d e g r a o  m e n or o u i g u al q u e n t al q u e p (A ) = r (A ).  P ar a c al c ul ar r (x ) p o d e m o s pr o c e d er d a
s e g ui nt e f or m a: s e λ é u n a ut o v al o r d e A t e n s e q u e p (λ ) = p A ( λ )t(λ ) + r (λ ) = r (λ ) x a q u e
p A ( λ )  = 0. I st o i m pli c a q u e o s p oli n o mi o s p (x ) e r (x ) d e b e n t o m ar o  m e s m o v al or s o br e t o d o s
o s a ut o v al or e s d e  A.  D a  m e s m a f or m a pr o b ar ı́ a s e q u e, s e a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a d e λ é m ,
t e n s e q u e

p ( k ) ( λ ) = r ( k ) ( λ )

p a r a t o d o k p e rt e n c e nt e a o c o n x u nt o { 1 , ... ,  m − 1 } . I st o p o dé m ol o f a c e r p a r a c a d a a ut o v al or e,
d e st e x eit o, o bt e m o s u n si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s c o m p at ı́ b el d et e r mi n a d o c u x a s i n có g nit a s
s o n o s c o e fi ci e nt e s d e r (x ).

A i d e a a nt eri or p o ñ e r a n o s s o b r e a pi st a d e c o m o c al c ul ar f u n ci ó n s d e  m at ri c e s p ar a f u n ci ó n s
r e ai s d e v a ri á b el r e al q u e c u m pr a n a c o n di ci ó n d e s e r a n al ı́ ti c a s, i st o é, f u n ci ó n s q u e s e p o d e n
o bt e r c o m o l ı́ mi t e s d e p oli n o mi o s.  E ntr e el a s e stá n a s f u n ci ó n s r a ci o n ai s, a s r a ı́ c e s k -é si m a s, a s
f u n ció n s t ri g o n o m é t ri c a s s e n o e c o s e n o, a f u n ci ó n e x p o n e n ci al, a f u n ci ó n l o g a rit m o, et c.  A f or m a
d e f a c er i st o p a s a p or d e fi nir a n o ci ó n d e f u n ci ó n d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d u n h a  m atri z.

S e A é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e n fil a s e f : I ⊂ R → R é u n h a f u n ci ó n c o m o a s a nt eri or e s,
c a n d o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

c o n λ i ∈ R , i ∈ { 1 , ... , r} e  m a( λ i ) = α i , di r e m o s q u e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ct r o d e A , s e
p a r a c a d a λ i e xi st e n

f (λ i ) , f �( λ i ) , ... , f ( α i − 1 ) ( λ i ) .

S e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A , c o n

V f, A = { f ( k ) ( λ i ) , | i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 } }

d e n ot a r e m o s o c o n x u nt o d o s v al or e s d e f s o br e o e s p e ctr o d e A .
Te n d o e n c o nt a o a nt eri or, s e m pr e ´e p o s ı́ b el at o p a r u n ú ni c o p oli n o mi o, c h a m a d o p oli n o mi o

i nt e r p ol a d or d e  L a gr a n g e- S yl v e st er,

r (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 ,

d e g r a o  m e n o r q u e n , t al q u e

V f, A = V r, A ,

s e n  m ái s q u e r e s ol v er o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s

f ( k ) ( λ i ) = r ( k ) ( λ i ) , | i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 }

c u x a s i n c ó g nit a s s e r á n o s c o e fi ci e nt e s a k d o p oli n o mi o r (x ).  P or t a nt o, d e fi nir a s e f (A ) = r (A ).
E n p arti c ul ar, e st a d e fi ni ci ó n c o n d u ci r a n o s á f o r m a q u e p e r mit e i ntr o d u cir a e x p o n e n ci al e t A

d u n h a  m at ri z A .
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Fi n alı́ z a s e o c a p´ıt ul o i n di c a n d o q u e, s e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

é u n h a  m at ri z di a g o n al e f é u n h a f u n ci ó n d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A , t e n s e q u e

f (D ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f (λ 1 ) 0 ··· 0
0 f (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· f (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

P o r t a nt o, s e A é di a g o n ali z á b el e P é a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e P − 1 A P = D o u, e q ui v a-
l e nt e m e nt e, q u e

A = P  D P − 1 ,

o bt e m o s a s i g u al d a d e s

f (A ) = P f (D )P − 1 = P

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f (λ 1 ) 0 ··· 0
0 f (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· f (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

P − 1 .

6. 1.  A u t o v al o r e s e a u t o v e c t o r e s.  P oli n o mi o c a r a c t e rı́ s ti c o

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 1. S e x a A ∈ M n × n ( K ).  U n e s c al ar λ ∈ K c h á m a s e a ut o v al o r o u v al or p r o pi o d e
A , s e e xi st e u n v e ct o r v ∈ K n n o n n ul o t al q u e

A v = λ v.

O v e ct or v �= θ K n c u m p ri n d o a a nt eri or i g u al d a d e c h á m a s e a ut o v e ct or, o u v e ct or pr o pi o, d e
A a s o ci a d o a o a ut o v al or λ .

D e st a s d e fi ni ci ´o n s s é g u e s e f a cil m e nt e q u e u n  m e s m o a ut o v e ct or v n o n p o d e e st ar a s o ci a d o
a d o u s a ut o v al o r e s di sti nt o s x a q u e, s e e xi sti s e n λ 1 , λ 2 ∈ K t al e s q u e

λ 1 v = A v = λ 2 v,

o bt e ri a m o s a i g u al d a d e ( λ 1 − λ 2 ) v = θ K n , e c o m o v é n o n n ul o, t e n s e q u e λ 1 − λ 2 = 0, o u
e q ui v al e nt e m e nt e, λ 1 = λ 2 .

D o ut r a b a n d a é cl a r o q u e, s e λ é u n a ut o v e ct o r d e A e v u n a ut o v e ct or a s o ci a d o a λ , o v e ct or
α v t a m é n é u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ p a r a t o d o α ∈ K .  A sı́ p oi s, u n a ut o v al or t e n a s o ci a d o s
i n fi nit o s a ut o v e ct o r e s di sti nt o s.

O c o n x u nt o d e t o d o s o s a ut o v al or e s d a  m atri z A c h á m a s e e s p e ct r o d e A e r e p r e s é nt a s e p o r

S p( A ).

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 2. S e x a A ∈ M n × n ( K ).  O p oli n o mi o d e gr a o n d a d o p or

p A ( x )  = d et( A − x I n )

c h á m a s e p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A .

T e o r e m a 6. 1. 3. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) o c o n x u nt o S p( A ) c oi n ci d e c o a s r a ı́ c e s d e
p A ( x ).  Dit o d o ut r a f o r m a, o s a ut o v al o r e s d e A s o n a s r a ı́ c e s d o s e u p oli n o mi o c a r a ct e rı́ sti c o.

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 2 9

D e m o s t r a ci ´o n. S e λ ∈ S p( A ), e xi st e u n v �= θ K n t al q u e A v = λ v , o u b e n, t al q u e (A − λ I n ) v =
θ K n .  P o r t a nt o, v ∈ K e r( f A − λ I n ), c o c al, di m K (I m( f A − λ I n ) )  = r a n g ( A − λ I n ) < n .  P o r t a nt o
t e n s e q u e A − λ I n n o n é i n v e rtı́ b el, o u e q ui v al e nt e m e nt e, d et( A − λ I n )  = 0.  A sı́ p oi s, λ é u n h a
r a ı́ z d o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o.

R e ci pr o c a m e nt e, s e λ ∈ K é t al q u e d et( A − λ I n )  = 0, o bt e m o s q u e r a n g ( A − λ I n ) < n e,
p o r t a nt o, di m K ( K e r( f A − λ I n ) ) ≥ 1. I st o i m pli c a q u e e xi st e v �= θ K n p e rt e n c e nt e a o s u b e s p a z o
K e r( f A − λ I n ).  E q ui v al e nt e m e nt e v é u n a ut o v e ct or a s o ci a d o a λ x a q u e

f A − λ I n ( v ) = ( A − λ I n ) v = θ K n ⇔ A v = λ v.

��

N o t a 6. 1. 4. C o m o a c a b a m o s d e c o m pr o b ar n o a nt eri or r e s ult a d o o c ´al c ul o d o s a ut o v al or e s
d u n h a  m at ri z e st á li g a d o a o c ál c ul o d a s r a ı́ c e s d o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o. S e a  m at ri z t e n
c o e fi ci e nt e s r e ai s, o s e u p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o t a mé n; a g o r a b e n, p o d e n o n t er ni n g u n h a r a ı́ z
r e al e, p or t a nt o, s e q u er e m o s c al c ul ar o s e u e s p e ctr o, t e m o s q u e c o nt ar c o s n ú m e r o s c o m pl e x o s.
P or e x e m pl o, i st o o c orr e, s e

A =
0 − 1
1 0

x a q u e

p A ( x ) =
− x − 1

1 − x
= x 2 + 1 .

L é m b r e s e q u e, s e p (x ) é u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s, λ ∈ K
é u n h a r aı́ z d e p (x ), s e p (λ )  = 0. I st o é e q ui v al e nt e a q u e p (x ) s e x a di vi sı́ b el p o r x − λ , o u b e n,
p (x ) = ( x − λ )q (x ), o n d e q (x ) é u n p oli n o mi o d e gr a o n − 1.

S e o s c o e fi ci e nt e s d e p (x ) s o n c o m pl e x o s c al q u er a, o  Te or e m a  F u n d a m e nt al d a Ál x e b r a
a fi r m a q u e

p (x ) = a (x − λ 1 ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (x − λ r )
α r

o n d e λ i ∈ C , i ∈ { 1 , ... , r} , s o n a s r aı́ c e s d e p (x ) e α i ∈ N , i ∈ { 1 , ... , r} , c u m pr e n q u e

α 1 + ··· + α r = n.

P a r a c a d a r a´ı z λ i o  n ú m e r o n at u r al α i d e n ot a a s ú a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a, i st o é, o  m ai o r
n ú m e r o n at u r al t al q u e

p (x ) = ( x − λ i )
α i t( x ).

P o r t a nt o, u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s t e n c o m o  m á xi m o n
r a ı́ c e s di sti nt a s q u e p o d e n s er r e ai s o u c o m pl e x a s. I st o i m pli c a q u e t o d a  m atri z c a dr a d a d e or d e
n , c o n c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s, t e n c o m o  m á xi m o n a ut o v al or e s di sti nt o s q u e p o d e n s er
r e ai s o u c o m pl e x o s.

T a m é n s e d e b e r e s alt ar a s e g ui nt e pr o pi e d a d e d a s r aı́ c e s d o s p oli n o mi o s: s e p (x ) t e n t o d o s
o s s e u s c o e fi ci e nt e s r e ai s, c ú m p r e s e q u e

λ = a + bi ∈ S p( A ) ⇔ λ = a − bi ∈ S p( A ).

D e st a f or m a, s e u n h a  m atri z A c u x o s c o e fi ci e nt e s s o n t o d o s r e ai s, t e n u n a ut o v al or c o m pl e x o,
o s e u c o n x u g a d o t a m é n é a ut o v al o r d e A .

Fi n al m e nt e, utili z a n d o pr o pi e d a d e s b á si c a s d a s r a ı́ c e s d e p oli n o mi o s té ñ e n s e a s i d e nti d a d e s:

d et( A ) = λ 1 λ 2 ··· λ n , t r ( A ) = λ 1 + λ 2 + ··· + λ n ,

o n d e { λ 1 , λ2 , ... ,  λn } é o c o n x u nt o d e a ut o v al o r e s d e A c o nt a d o s s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e
al x é b ri c a.
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Fi n alı́ z a s e o c a p´ıt ul o i n di c a n d o q u e, s e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

é u n h a  m at ri z di a g o n al e f é u n h a f u n ci ó n d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A , t e n s e q u e

f (D ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f (λ 1 ) 0 ··· 0
0 f (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· f (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

P o r t a nt o, s e A é di a g o n ali z á b el e P é a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e P − 1 A P = D o u, e q ui v a-
l e nt e m e nt e, q u e

A = P  D P − 1 ,

o bt e m o s a s i g u al d a d e s

f (A ) = P f (D )P − 1 = P

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f (λ 1 ) 0 ··· 0
0 f (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· f (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

P − 1 .

6. 1.  A u t o v al o r e s e a u t o v e c t o r e s.  P oli n o mi o c a r a c t e rı́ s ti c o

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 1. S e x a A ∈ M n × n ( K ).  U n e s c al ar λ ∈ K c h á m a s e a ut o v al o r o u v al o r p r o pi o d e
A , s e e xi st e u n v e ct o r v ∈ K n n o n n ul o t al q u e

A v = λ v.

O v e ct or v �= θ K n c u m p ri n d o a a nt eri or i g u al d a d e c h á m a s e a ut o v e ct or, o u v e ct or pr o pi o, d e
A a s o ci a d o a o a ut o v al or λ .

D e st a s d e fi ni ci ´o n s s é g u e s e f a cil m e nt e q u e u n  m e s m o a ut o v e ct or v n o n p o d e e st ar a s o ci a d o
a d o u s a ut o v al o r e s di sti nt o s x a q u e, s e e xi sti s e n λ 1 , λ 2 ∈ K t al e s q u e

λ 1 v = A v = λ 2 v,

o bt e ri a m o s a i g u al d a d e ( λ 1 − λ 2 ) v = θ K n , e c o m o v é n o n n ul o, t e n s e q u e λ 1 − λ 2 = 0, o u
e q ui v al e nt e m e nt e, λ 1 = λ 2 .

D o ut r a b a n d a é cl a r o q u e, s e λ é u n a ut o v e ct o r d e A e v u n a ut o v e ct or a s o ci a d o a λ , o v e ct o r
α v t a m é n é u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ p a r a t o d o α ∈ K .  A sı́ p oi s, u n a ut o v al or t e n a s o ci a d o s
i n fi nit o s a ut o v e ct o r e s di sti nt o s.

O c o n x u nt o d e t o d o s o s a ut o v al or e s d a  m atri z A c h á m a s e e s p e ct r o d e A e r e p r e s é nt a s e p o r

S p( A ).

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 2. S e x a A ∈ M n × n ( K ).  O p oli n o mi o d e gr a o n d a d o p or

p A ( x )  = d et( A − x I n )

c h á m a s e p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A .

T e o r e m a 6. 1. 3. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) o c o n x u nt o S p( A ) c oi n ci d e c o a s r a ı́ c e s d e
p A ( x ).  Dit o d o ut r a f o r m a, o s a ut o v al o r e s d e A s o n a s r a ı́ c e s d o s e u p oli n o mi o c a r a ct e rı́ sti c o.

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 2 9

D e m o s t r a ci ´o n. S e λ ∈ S p( A ), e xi st e u n v �= θ K n t al q u e A v = λ v , o u b e n, t al q u e (A − λ I n ) v =
θ K n .  P o r t a nt o, v ∈ K e r( f A − λ I n ), c o c al, di m K (I m( f A − λ I n ) )  = r a n g ( A − λ I n ) < n .  P o r t a nt o
t e n s e q u e A − λ I n n o n é i n v e rtı́ b el, o u e q ui v al e nt e m e nt e, d et( A − λ I n )  = 0.  A sı́ p oi s, λ é u n h a
r a ı́ z d o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o.

R e ci p r o c a m e nt e, s e λ ∈ K é t al q u e d et( A − λ I n )  = 0, o bt e m o s q u e r a n g ( A − λ I n ) < n e,
p o r t a nt o, di m K ( K e r( f A − λ I n ) ) ≥ 1. I st o i m pli c a q u e e xi st e v �= θ K n p e rt e n c e nt e a o s u b e s p a z o
K e r( f A − λ I n ).  E q ui v al e nt e m e nt e v é u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ x a q u e

f A − λ I n ( v ) = ( A − λ I n ) v = θ K n ⇔ A v = λ v.

��

N o t a 6. 1. 4. C o m o a c a b a m o s d e c o m pr o b ar n o a nt eri or r e s ult a d o o c ´al c ul o d o s a ut o v al or e s
d u n h a  m at ri z e st á li g a d o a o c ál c ul o d a s r a ı́ c e s d o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o. S e a  m at ri z t e n
c o e fi ci e nt e s r e ai s, o s e u p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o t a mé n; a g o r a b e n, p o d e n o n t er ni n g u n h a r a ı́ z
r e al e, p o r t a nt o, s e q u er e m o s c al c ul ar o s e u e s p e ctr o, t e m o s q u e c o nt ar c o s n ú m e r o s c o m pl e x o s.
P o r e x e m pl o, i st o o c orr e, s e

A =
0 − 1
1 0

x a q u e

p A ( x ) =
− x − 1

1 − x
= x 2 + 1 .

L é m b r e s e q u e, s e p (x ) é u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s, λ ∈ K
é u n h a r aı́ z d e p (x ), s e p (λ )  = 0. I st o é e q ui v al e nt e a q u e p (x ) s e x a di vi sı́ b el p o r x − λ , o u b e n,
p (x ) = ( x − λ )q (x ), o n d e q (x ) é u n p oli n o mi o d e gr a o n − 1.

S e o s c o e fi ci e nt e s d e p (x ) s o n c o m pl e x o s c al q u er a, o  Te or e m a  F u n d a m e nt al d a Ál x e b r a
a fi r m a q u e

p (x ) = a (x − λ 1 ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (x − λ r )
α r

o n d e λ i ∈ C , i ∈ { 1 , ... , r} , s o n a s r aı́ c e s d e p (x ) e α i ∈ N , i ∈ { 1 , ... , r} , c u m pr e n q u e

α 1 + ··· + α r = n.

P a r a c a d a r a´ı z λ i o  n ú m e r o n at u r al α i d e n ot a a s ú a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a, i st o é, o  m ai o r
n ú m e r o n at u r al t al q u e

p (x ) = ( x − λ i )
α i t( x ).

P o r t a nt o, u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s t e n c o m o  m á xi m o n
r a ı́ c e s di sti nt a s q u e p o d e n s er r e ai s o u c o m pl e x a s. I st o i m pli c a q u e t o d a  m atri z c a dr a d a d e or d e
n , c o n c o e fi ci e nt e s r e ai s o u c o m pl e x o s, t e n c o m o  m á xi m o n a ut o v al o r e s di sti nt o s q u e p o d e n s er
r e ai s o u c o m pl e x o s.

T a m é n s e d e b e r e s alt ar a s e g ui nt e pr o pi e d a d e d a s r aı́ c e s d o s p oli n o mi o s: s e p (x ) t e n t o d o s
o s s e u s c o e fi ci e nt e s r e ai s, c ú m p r e s e q u e

λ = a + bi ∈ S p( A ) ⇔ λ = a − bi ∈ S p( A ).

D e st a f or m a, s e u n h a  m atri z A c u x o s c o e fi ci e nt e s s o n t o d o s r e ai s, t e n u n a ut o v al or c o m pl e x o,
o s e u c o n x u g a d o t a m é n é a ut o v al o r d e A .

Fi n al m e nt e, utili z a n d o pr o pi e d a d e s b á si c a s d a s r a ı́ c e s d e p oli n o mi o s té ñ e n s e a s i d e nti d a d e s:

d et( A ) = λ 1 λ 2 ··· λ n , t r ( A ) = λ 1 + λ 2 + ··· + λ n ,

o n d e { λ 1 , λ2 , ... ,  λn } é o c o n x u nt o d e a ut o v al o r e s d e A c o nt a d o s s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e
al x é b ri c a.
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E x e m pl o s 6. 1. 5. 1)  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0 − 1 − 2
0 0 2
1 1 1

⎞

⎠

o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o é

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

− x − 1 − 2
0 − x 2
1  1 1 − x

�
�
�
�
�
�

= − x 3 + x 2 − 2 .

L o g o, c o m o p A ( − 1)  = 0, t e n s e q u e

p A ( x ) = ( x + 1)( − x 2 + 2 x − 2) .

A s r a´ı c e s d e − x 2 + 2 x − 2, q u e s o n c o m pl e x a s e c o n x u g a d a s, v e ñ e n d a d a s p o r

x =
− 2 ±

√
4 − 8

− 2
=

− 2 ± 2 i

− 2
= 1 ± i.

P o r t a nt o, p A ( x ) = ( x + 1)( x − ( 1 − i))( x − ( 1  + i)) e i st o i m pli c a q u e o e s p e ct r o d e
A é

S p ( A ) = { − 1 , 1 − i, 1 + i}

s e n d o
m a( − 1)  =  m a( 1 − i)  =  m a( 1  + i) = 1 .

2) S e a  m atri z A é t ri a n g ul a r, b e n s u p eri or, b e n i nf eri or, t e n s e q u e o s el e m e nt o s q u e f or m a n
a s ú a di a g o n al p ri n ci p al s o n o s e u e s p e ctr o.  P or e x e m pl o, s e

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

− 1 2 1  3 4
0 − 1 1  1 1
0  0 3 − i − 2 − 3
0 0 0  0 − 3
0 0 0  0 − 3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o é

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

− 1 − x 2  1  3 4
0 − 1 − x 1  1 1
0 0 ( 3 − i) − x − 2 − 3
0 0  0 − x − 3
0 0  0  0 − 3 − x

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

x ( 3  + x )( 1  + x ) 2 ( ( 3 − i) − x ).

e, p o r t a nt o, S p( A ) = { 0 , − 3 , − 1 , 3 − i} s e n d o a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a d e c a d a a ut o v al or

m a( 0)  =  m a( − 3)  =  m a( 3 − i) = 1, m a( − 1) = 2 .

P r o p o si ci ó n  6. 1. 6. S e x a A ∈ M n × n ( K ) .  A  m at ri z A é i n v e rtı́ b el, s e, e s ó s e, 0 n o n p e rt e n c e a o
e s p e ct r o d e A .  A d e m ai s, s e A é i n v e rt ı́ b el, c ú m p r e s e q u e λ ∈ S p( A ), s e, e só s e, λ − 1 ∈ S p( A − 1 ) .

D e m o s t r a ci ´o n. S e 0 ∈ S p( A ), t e m o s q u e e xi st e u n v e ct or n o n n ul o e n K n t al q u e A v =
0 v = θ K n . I st o i m pli c a q u e o si st e m a A x = θ K n t e n s ol u ci ó n s di sti nt a s d a tri vi al e, p or t a n-
t o, r a n g ( A ) < n o u, e q ui v al e nt e m e nt e, A n o n é i n v e rtı́ b el. S e A n o n é i n v e rtı́ b el, t e n s e q u e
r a n g ( A ) < n .  P or t a nt o o si st e m a A x = θ K n é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o e i st o i m pli c a q u e
e xi st e u n v e ct or n o n n ul o e n K n t al q u e A v = θ K n = 0 v .  C o m o c o n s e c u e n ci a, o 0 é u n a ut o v al o r
d e A .

A s e g u n d a e q ui v al e n ci a s é g u e s e d o s s e g ui nt e s f eit o s:

λ ∈ S p( A ) ⇔ ∃ v �= θ K n | A v = λ v ⇔ ∃ v �= θ K n | v = A − 1 λ v ⇔

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 3 1

∃ v �= θ K n | A − 1 v =
1

λ
v ⇔ λ − 1 ∈ S p( A − 1 ) .

��

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 7. S e x a A ∈ M n × n ( K ) e λ ∈ K u n a ut o v al or d e A .  C h á m a s e s u b e s p a z o v e ct ori al
pr o pi o a s o ci a d o a λ a o s u b e s p a z o d e K n d a d o p o r

V (λ )  =  K e r( f A − λ I n ) .

Te n d o e n c o nt a a d e fi ni ci ó n, t e m o s q u e

V (λ ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n | ( A − λ I n )

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

0
...
0

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭

e
di m K ( V (λ ))  = n − r a n g ( A − λ I n ) .

C a n d o o s c o e fi ci e nt e s d e A s o n t o d o s r e ai s e λ ∈ R , t e n s e q u e V (λ ) é u n s u b e s p a z o d o
R - e s p a z o v e ct ori al R n .

C h á m a s e  m ulti pli ci d a d e x e o m ´et ri c a d u n a ut o v al or λ , d e n ot a d a p or  m g (λ ), á di m e n si ó n d o
s u b e s p a z o pr o pi o V (λ ).

E x e m pl o s 6. 1. 8. 1)  T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 3 3

− 3 − 5 − 3
3 3 1

⎞

⎠ .

O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d e A é

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 3
− 3 − 5 − x − 3
3  3 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 3
0 − 2 − x − 2 − x
3  3 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 0
0 − 2 − x 0
3 3 − 2 − x

�
�
�
�
�
�

= − ( 2  + x )

�
�
�
�

1 − x 3
0 − 2 − x

�
�
�
� = ( 2  + x ) 2 ( 1 − x ),

e i st o i m pli c a q u e
S p( A ) = { − 2 , 1 }

s e n d o
m a( − 2) = 2 , m a( 1)  = 1 .

O s s u b e s p a z o s pr o pi o s c al c ´ul a n s e d a s e g ui nt e f or m a:

V (− 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A + 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
3 3 3

− 3 − 3 − 3
3 3 3

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x + y + z = 0

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y

− x − y

⎞

⎠ ∈ R 3 | x, y ∈ R

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
0
1

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,



1 3 0 C a p ı́ t u l o 6:  Di a g o n a li z a ció n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s

E x e m pl o s 6. 1. 5. 1)  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0 − 1 − 2
0 0 2
1 1 1

⎞

⎠

o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o é

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

− x − 1 − 2
0 − x 2
1  1 1 − x

�
�
�
�
�
�

= − x 3 + x 2 − 2 .

L o g o, c o m o p A ( − 1)  = 0, t e n s e q u e

p A ( x ) = ( x + 1)( − x 2 + 2 x − 2) .

A s r a´ı c e s d e − x 2 + 2 x − 2, q u e s o n c o m pl e x a s e c o n x u g a d a s, v e ñ e n d a d a s p o r

x =
− 2 ±

√
4 − 8

− 2
=

− 2 ± 2 i

− 2
= 1 ± i.

P or t a nt o, p A ( x ) = ( x + 1)( x − ( 1 − i))( x − ( 1  + i)) e i st o i m pli c a q u e o e s p e ct r o d e
A é

S p ( A ) = { − 1 , 1 − i, 1 + i}

s e n d o
m a( − 1)  =  m a( 1 − i)  =  m a( 1  + i) = 1.

2) S e a  m atri z A é t ri a n g ul a r, b e n s u p eri or, b e n i nf eri or, t e n s e q u e o s el e m e nt o s q u e f or m a n
a s ú a di a g o n al p ri n ci p al s o n o s e u e s p e ctr o.  P or e x e m pl o, s e

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

− 1 2 1  3 4
0 − 1 1  1 1
0  0 3 − i − 2 − 3
0 0 0  0 − 3
0 0 0  0 − 3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o é

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

− 1 − x 2  1  3 4
0 − 1 − x 1  1 1
0 0 ( 3 − i) − x − 2 − 3
0 0  0 − x − 3
0 0  0  0 − 3 − x

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

x ( 3  + x )( 1  + x ) 2 ( ( 3 − i) − x ).

e, p or t a nt o, S p( A ) = { 0 , − 3 , − 1 , 3 − i} s e n d o a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a d e c a d a a ut o v al or

m a( 0)  =  m a( − 3)  =  m a( 3 − i) = 1, m a( − 1) = 2 .

P r o p o si ci ó n  6. 1. 6. S e x a A ∈ M n × n ( K ) .  A  m at ri z A é i n v e rtı́ b el, s e, e s ó s e, 0 n o n p e rt e n c e a o
e s p e ct r o d e A .  A d e m ai s, s e A é i n v e rt ı́ b el, c ú m p r e s e q u e λ ∈ S p( A ), s e, e só s e, λ − 1 ∈ S p( A − 1 ) .

D e m o s t r a ci ´o n. S e 0 ∈ S p( A ), t e m o s q u e e xi st e u n v e ct or n o n n ul o e n K n t al q u e A v =
0 v = θ K n . I st o i m pli c a q u e o si st e m a A x = θ K n t e n s ol u ci ó n s di sti nt a s d a tri vi al e, p or t a n-
t o, r a n g ( A ) < n o u, e q ui v al e nt e m e nt e, A n o n é i n v e rtı́ b el. S e A n o n é i n v e rtı́ b el, t e n s e q u e
r a n g ( A ) < n .  P or t a nt o o si st e m a A x = θ K n é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o e i st o i m pli c a q u e
e xi st e u n v e ct or n o n n ul o e n K n t al q u e A v = θ K n = 0 v .  C o m o c o n s e c u e n ci a, o 0 é u n a ut o v al o r
d e A .

A s e g u n d a e q ui v al e n ci a s é g u e s e d o s s e g ui nt e s f eit o s:

λ ∈ S p( A ) ⇔ ∃ v �= θ K n | A v = λ v ⇔ ∃ v �= θ K n | v = A − 1 λ v ⇔

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 3 1

∃ v �= θ K n | A − 1 v =
1

λ
v ⇔ λ − 1 ∈ S p( A − 1 ) .

��

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 7. S e x a A ∈ M n × n ( K ) e λ ∈ K u n a ut o v al or d e A .  C h á m a s e s u b e s p a z o v e ct ori al
p r o pi o a s o ci a d o a λ a o s u b e s p a z o d e K n d a d o p o r

V (λ )  =  K e r( f A − λ I n ) .

Te n d o e n c o nt a a d e fi ni ci ó n, t e m o s q u e

V (λ ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ ∈ K n | ( A − λ I n )

⎛

⎜
⎝

x 1
...

x n

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

0
...
0

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭

e
di m K ( V (λ ))  = n − r a n g ( A − λ I n ) .

C a n d o o s c o e fi ci e nt e s d e A s o n t o d o s r e ai s e λ ∈ R , t e n s e q u e V (λ ) é u n s u b e s p a z o d o
R - e s p a z o v e ct ori al R n .

C h á m a s e  m ulti pli ci d a d e x e o m ´et ri c a d u n a ut o v al or λ , d e n ot a d a p or  m g (λ ), á di m e n si ó n d o
s u b e s p a z o p r o pi o V (λ ).

E x e m pl o s 6. 1. 8. 1)  T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 3 3

− 3 − 5 − 3
3 3 1

⎞

⎠ .

O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d e A é

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 3
− 3 − 5 − x − 3
3  3 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 3
0 − 2 − x − 2 − x
3  3 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 0
0 − 2 − x 0
3 3 − 2 − x

�
�
�
�
�
�

= − ( 2  + x )

�
�
�
�

1 − x 3
0 − 2 − x

�
�
�
� = ( 2  + x ) 2 ( 1 − x ),

e i st o i m pli c a q u e
S p( A ) = { − 2 , 1 }

s e n d o
m a( − 2) = 2 , m a( 1)  = 1 .

O s s u b e s p a z o s pr o pi o s c al c ´ul a n s e d a s e g ui nt e f or m a:

V (− 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A + 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
3 3 3

− 3 − 3 − 3
3 3 3

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x + y + z = 0

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y

− x − y

⎞

⎠ ∈ R 3 | x, y ∈ R

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
0
1

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,
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V ( 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A − I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
0 3 3

− 3 − 6 − 3
3 3 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | y + z = 0 = x + y } = {

⎛

⎝
− y

y
− y

⎞

⎠ ∈ R 3 | y ∈ R

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1

1
− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

P o r t a nt o,  m g ( − 2)  = 2 e  m g ( 1)  = 1.
2)  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0 − 1 − 2
0 0 2
1 1 1

⎞

⎠ ,

n o p ri m eir o c a s o d e  E x e m pl o s 6. 1. 5 d e m o str a m o s q u e S p( A ) = { − 1 , 1 − i, 1 + i} x a q u e
p A ( x ) = ( x + 1)( x − ( 1 − i))( x − ( 1  + i)).  N e st e c a s o o s s u b e s p a z o s pr o pi o s a s o ci a d o s s o n:

V (− 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | ( A + I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |

⎛

⎝
1 − 1 − 2
0 1 2
1 1 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |

⎧
⎨

⎩

x − y − 2 z = 0
y + 2 z = 0
x + y + z = 0

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |
x = 0
y = − 2 z

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0

− 2 z
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | z ∈ C

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0

− 2
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 1 − i) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | ( A − ( 1 − i)I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |

⎛

⎝
− 1 + i − 1 − 2

0 − 1 + i 2
1 1 i

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |
( − 1 + i)x − y − 2 z = 0
(− 1 + i)y + 2 z = 0
x + y + i z = 0

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
(− 1 − 2 i)z

( 1  + i)z
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | z ∈ C

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 − 2 i

1 + i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�

e f a c e n d o u n s c ál c ul o s si mil a r e s o bt e m o s q u e

V ( 1  + i) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 + 2 i

1 − i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

N e st e e x e m pl o  m g ( − 1)  =  m g ( 1 − i) = m g ( 1 + i) = 1.

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 3 3

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 9. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( K ).  Di r a s e q u e A e B s o n  m atri c e s s e m ell a nt e s, s e e xi st e
u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P ∈ M n × n ( K ) t al q u e

P − 1 A P = B.

E vi d e nt e m e nt e, s e d ú a s  m at ri c e s s o n s e m ell a nt e s, s o n e q ui v al e nt e s e di st o s é g u e s e q u e t e ñ e n
o  m e s m o r a n g o.

P r o p o si ci ó n  6. 1. 1 0. S e d ú a s  m at ri c e s s o n s e m ell a nt e s, t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c a r a ct e r ı́ sti c o.
P o r t a nt o t e ñ e n o  m e s m o e s p e ct r o.

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( K )  m at ri c e s s e m ell a nt e s e s e x a P ∈ M n × n ( K ) i n v e rt ı́ b el
t al q u e P − 1 A P = B. P o r t a nt o:

p B ( x )  = d et( B − x I n )  = d et( P − 1 A P − x P − 1 P )  = d et( P − 1 ( A − x I n ) P ) =

d et( P − 1 ) d et( A − x I n ) d et( P )  = d et( P ) − 1 d e t( A − x I n ) d et( P )  = d et( P ) − 1 d e t( P ) d et( A − x I n )

= d et( A − x I n ) = p A ( x ).

��

N o t a 6. 1. 1 1. N a a nt eri or pr o p o si ci ó n d e m o st r a m o s q u e, s e d ´u a s  m atri c e s s o n s e m ell a nt e s, t e ñ e n
o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o, o q u e i m pli c a q u e t eñ e n o  m e s m o e s p e ctr o.  O r e c ı́ p r o c o n o n
é c e rt o.  A s  m atri c e s A = I 2 e

B =

�
1 1
0 1

�

t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o e n o n s o n s e m ell a nt e s.  Nó t e s e q u e s e o f o s e n, e xi stirı́ a
P ∈ M 2 × 2 ( R ) i n v e rtı́ b el t al q u e P − 1 I 2 P = B. I st o i m pli c a q u e B = I 2 o q u e é u n a b s u r d o.

N o t a 6. 1. 1 2. E xi st e u n h a i nt e r e s a nt e r el a ci ó n e nt r e o s a ut o v e ct or e s d e A e o s d e P − 1 A P . S e v
é u n a ut o v e ct or d e A a s o ci a d o a o a ut o v al or λ , t e n s e q u e

A v = λ v ⇔ P − 1 A v = λ P − 1 v ⇔ P − 1 A P  P − 1 v = λ P − 1 v.

P o r t a nt o, λ é u n a ut o v al or d e P − 1 A P e P − 1 v é  u n a ut o v e ct o r d a  m e s m a  m at ri z a s o ci a d o
a λ .

P r o p o si ci ó n  6. 1. 1 3. S e x a λ ∈ S p( A ) s e n d o A ∈ M n × n ( K ) .  E nt ó n, m g ( λ ) m a( λ ).

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a λ ∈ S p( A ) e s e x a V (λ ) o s u b e s p a z o p r o pi o a s o ci a d o a λ . S u p oñ a m o s q u e
di m K ( V (λ ))  = r .  T o m e m o s u n h a b a s e { e 1 , ··· , er } d e V (λ ) e a m pli e m o s dit a b a s e a u n h a b a s e

B = { e 1 , ... , er , er + 1 , ... , en }

d e K n .  P o r t a nt o, c o m o p ar a i ∈ { 1 , ... , r} , f A ( e i ) = A e i = λ e i , t e n s e q u e

M (f A ) B, B =

⎛

⎝
λ I r | U

− − −  −  −
Θ n − r, r | Q

⎞

⎠

c o n U ∈ M r × ( n − r ) ( K ) e Q ∈ M ( n − r ) × ( n − r ) ( K ).
D a q u el a, c o m o A e M (f A ) B, B s o n s e m ell a nt e s, o bt e m o s a s i g u al d a d e s

p A ( x ) = p M ( f A ) B , B
( x ) = ( λ − x ) r P Q ( x )

e, p o r t a nt o,
m g ( λ ) = r ≤ m a( λ ).

��
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V ( 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A − I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
0 3 3

− 3 − 6 − 3
3 3 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | y + z = 0 = x + y } = {

⎛

⎝
− y

y
− y

⎞

⎠ ∈ R 3 | y ∈ R

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1

1
− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

P or t a nt o,  m g ( − 2)  = 2 e  m g ( 1)  = 1.
2)  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0 − 1 − 2
0 0 2
1 1 1

⎞

⎠ ,

n o pri m eir o c a s o d e  E x e m pl o s 6. 1. 5 d e m o str a m o s q u e S p( A ) = { − 1 , 1 − i, 1 + i} x a q u e
p A ( x ) = ( x + 1)( x − ( 1 − i))( x − ( 1  + i)).  N e st e c a s o o s s u b e s p a z o s pr o pi o s a s o ci a d o s s o n:

V (− 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | ( A + I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |

⎛

⎝
1 − 1 − 2
0 1 2
1 1 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |

⎧
⎨

⎩

x − y − 2 z = 0
y + 2 z = 0
x + y + z = 0

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |
x = 0
y = − 2 z

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0

− 2 z
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | z ∈ C

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0

− 2
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 1 − i) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | ( A − ( 1 − i)I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |

⎛

⎝
− 1 + i − 1 − 2

0 − 1 + i 2
1 1 i

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ C 3 |
( − 1 + i)x − y − 2 z = 0
(− 1 + i)y + 2 z = 0
x + y + i z = 0

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
(− 1 − 2 i)z

( 1  + i)z
z

⎞

⎠ ∈ C 3 | z ∈ C

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 − 2 i

1 + i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�

e f a c e n d o u n s c ál c ul o s si mil a r e s o bt e m o s q u e

V ( 1  + i) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 + 2 i

1 − i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

N e st e e x e m pl o  m g ( − 1)  =  m g ( 1 − i) = m g ( 1 + i) = 1.

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 3 3

D e fi ni ci ´o n 6. 1. 9. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( K ).  Di r a s e q u e A e B s o n  m at ri c e s s e m ell a nt e s, s e e xi st e
u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P ∈ M n × n ( K ) t al q u e

P − 1 A P = B.

E vi d e nt e m e nt e, s e d ú a s  m at ri c e s s o n s e m ell a nt e s, s o n e q ui v al e nt e s e di st o s é g u e s e q u e t e ñ e n
o  m e s m o r a n g o.

P r o p o si ci ó n  6. 1. 1 0. S e d ú a s  m at ri c e s s o n s e m ell a nt e s, t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c a r a ct e r ı́ sti c o.
P o r t a nt o t e ñ e n o  m e s m o e s p e ct r o.

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a n A,  B ∈ M n × n ( K )  m at ri c e s s e m ell a nt e s e s e x a P ∈ M n × n ( K ) i n v e rt ı́ b el
t al q u e P − 1 A P = B. P o r t a nt o:

p B ( x )  = d et( B − x I n )  = d et( P − 1 A P − x P − 1 P )  = d et( P − 1 ( A − x I n ) P ) =

d et( P − 1 ) d et( A − x I n ) d et( P )  = d et( P ) − 1 d e t( A − x I n ) d et( P )  = d et( P ) − 1 d e t( P ) d et( A − x I n )

= d et( A − x I n ) = p A ( x ).

��

N o t a 6. 1. 1 1. N a a nt eri or pr o p o si ci ó n d e m o st r a m o s q u e, s e d ´u a s  m atri c e s s o n s e m ell a nt e s, t e ñ e n
o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o, o q u e i m pli c a q u e t eñ e n o  m e s m o e s p e ctr o.  O r e c ı́ p r o c o n o n
é c e rt o.  A s  m at ri c e s A = I 2 e

B =

�
1 1
0 1

�

t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o e n o n s o n s e m ell a nt e s.  Nó t e s e q u e s e o f o s e n, e xi stirı́ a
P ∈ M 2 × 2 ( R ) i n v e rtı́ b el t al q u e P − 1 I 2 P = B. I st o i m pli c a q u e B = I 2 o q u e é u n a b s u r d o.

N o t a 6. 1. 1 2. E xi st e u n h a i nt e r e s a nt e r el a ci ó n e nt r e o s a ut o v e ct or e s d e A e o s d e P − 1 A P . S e v
é u n a ut o v e ct o r d e A a s o ci a d o a o a ut o v al or λ , t e n s e q u e

A v = λ v ⇔ P − 1 A v = λ P − 1 v ⇔ P − 1 A P  P − 1 v = λ P − 1 v.

P o r t a nt o, λ é u n a ut o v al o r d e P − 1 A P e P − 1 v é  u n a ut o v e ct o r d a  m e s m a  m at ri z a s o ci a d o
a λ .

P r o p o si ci ó n  6. 1. 1 3. S e x a λ ∈ S p( A ) s e n d o A ∈ M n × n ( K ) .  E nt ó n, m g ( λ ) m a( λ ).

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a λ ∈ S p( A ) e s e x a V (λ ) o s u b e s p a z o p r o pi o a s o ci a d o a λ . S u p oñ a m o s q u e
di m K ( V (λ ))  = r .  T o m e m o s u n h a b a s e { e 1 , ··· , er } d e V (λ ) e a m pli e m o s dit a b a s e a u n h a b a s e

B = { e 1 , ... , er , er + 1 , ... , en }

d e K n .  P o r t a nt o, c o m o p ar a i ∈ { 1 , ... , r} , f A ( e i ) = A e i = λ e i , t e n s e q u e

M (f A ) B, B =

⎛

⎝
λ I r | U

− − −  −  −
Θ n − r, r | Q

⎞

⎠

c o n U ∈ M r × ( n − r ) ( K ) e Q ∈ M ( n − r ) × ( n − r ) ( K ).
D a q u el a, c o m o A e M (f A ) B, B s o n s e m ell a nt e s, o bt e m o s a s i g u al d a d e s

p A ( x ) = p M ( f A ) B , B
( x ) = ( λ − x ) r P Q ( x )

e, p o r t a nt o,
m g ( λ ) = r ≤ m a( λ ).

��



1 3 4 C a p ı́ t u l o 6:  Di a g o n a li z a ció n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s

T e o r e m a 6. 1. 1 4. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) a s c o n di ci ó n s s e g ui nt e s s o n e q ui v al e nt e s:

1) O p oli n o mi o c a r a ct e r ´ı sti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x )

o n d e o s λ i ∈ K , i ∈ { 1 , ... ,  n} , s o n e s c al a r e s n o n n e c e s a ri a m e nt e di sti nt o s.
2) A  m at ri z A é s e m ell a nt e a u n h a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r.

S e s e c u m p r e al g u n h a d a s a nt e ri o r e s c o n di ci ó n s, o s a ut o v al o r e s d e A s o n o s el e m e nt o s d a
di a g o n al p ri n ci p al d a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r s e m ell a nt e a A .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e a  m atri z A é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or

T =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

0 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
0 0 ··· a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

P o r t a nt o, u s a n d o q u e d ú a s  m at ri c e s s e m ell a nt e s t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o,
o bt e m o s a s i g u al d a d e s p A ( x ) = p T ( x ) = ( a 1 1 − x )( a 2 2 − x ) ··· (a n n − x ).

P a r a d e m o st r ar a o utr a i m pli c a ci ó n u s a r e m o s u n r a z o a m e nt o i n d uti v o. S e n = 1, p o d e m o s
t o m a r P = I 1 , x a q u e t o d a  m at ri z c a d r a d a d e or d e u n é t ri a n g ul a r s u p eri or. S u p oñ a m o s q u e
o e n u n ci a d o é c e rt o p a r a t o d a  m atri z c a dr a d a d e or d e n − 1 e f a g a m o s a p r o b a p ar a  m atri c e s
c a d r a d a s d e or d e n . S e x a A ∈ M n × n ( K ) t al q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x )

c o s λ i n o n n e c e s a ri a m e nt e di sti nt o s.  C o m o p A ( x ) d e s c o m p o n s e d a f or m a a nt eri or, a d mit e t o d a s
a s s ú a s r a ı́ c e s e n K .  T o m e m o s a p ri m eir a, λ 1 , e u n a ut o v e ct or v 1 a s o ci a d o a e st e a ut o v al or.  C o m o
v 1 é  n o n n ul o, t e n s e q u e { v 1 } é u n si st e m a li br e d e K n e, p o r t a nt o, p o d e m o s c o m pl et al o a u n h a
b a s e

B 1 = { v 1 , u2 , ... , un }

d e K n . S e x a P 1 a  m at ri z c a d r a d a i n v ertı́ b el d e o r d e n c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e
B 1 :

P 1 =
�

v 1 | u 2 | ··· | u n

�
.

D a q u el a,
P − 1

1 A P =
�

P − 1
1 A v 1 | P − 1

1 A u 2 | ··· | P − 1
1 A u n

�
=

�
P − 1

1 λ 1 v 1 | P − 1
1 A u 2 | ··· | P − 1

1 A u n

�
.

C o m o v 1 é a p ri m ei r a c ol u m n a d e P 1 , t e n s e q u e

P − 1
1 λ 1 v 1 = λ 1 P − 1

1 v 1 = λ 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1

0
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

e di st o d e d u ci m o s a i g u al d a d e

P − 1
1 A P 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u
− |  − − −
0 |
... | A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

o n d e A 1 é  u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n − 1.  C o m o c o n s e c u e n ci a,

p A ( x ) = ( λ 1 − x )p A 1 ( x )

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 3 5

e, p o r t a nt o,

p A 1 ( x ) = ( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ).

G r a z a s ´a úl ti m a i g u al d a d e p o d e m o s a pli c ar a hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n p a r a a  m atri z A 1 o bt e n d o
q u e é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z di a g o n al, i st o é, e xi st e P 2 ∈ M ( n − 1 ) × ( n − 1 ) ( K ) i n v e rtı́ b el t al q u e

P − 1
2 A 1 P 2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n − 1

0 a 2 2 ··· a 2 n − 1
...

...
...

...
0 0 ··· a n − 1 n − 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

T o m e m o s a g or a

P =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

L o g o, P é i n v e rtı́ b el, x a q u e
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P − 1

2
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− |  − − −
0 |
... | P 2 P − 1

2
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= I n .

A d e m ai s

P − 1 P − 1
1 A P 1 P =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P − 1

2
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u
− |  − − −
0 |
... | A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u P 2

− |  − − −
0 |
... | P − 1

2 A 1 P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

D e st e x eit o, c o m o P − 1
2 A 1 P 2 é t ri a n g ul a r s u p eri or, a  m atri z P − 1 P − 1

1 A P 1 P t a m é n o é e
o bt e m o s q u e A é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or.

��

C o r ol a ri o 6. 1. 1 5. T o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( C ) é s e m ell a nt e a u n h a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r.

D e m o s t r a ci ´o n. O r e s ult a d o ´e c o n s e c u e n ci a d o t e or e m a a nt eri or e d o  Te or e m a  F u n d a m e nt al d a
Ál x e b r a. ��



1 3 4 C a p ı́ t u l o 6:  Di a g o n a li z a ció n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s

T e o r e m a 6. 1. 1 4. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) a s c o n di ci ó n s s e g ui nt e s s o n e q ui v al e nt e s:

1) O p oli n o mi o c a r a ct e r ´ı sti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x )

o n d e o s λ i ∈ K , i ∈ { 1 , ... ,  n} , s o n e s c al a r e s n o n n e c e s a ri a m e nt e di sti nt o s.
2) A  m at ri z A é s e m ell a nt e a u n h a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r.

S e s e c u m p r e al g u n h a d a s a nt e ri o r e s c o n di ci ó n s, o s a ut o v al o r e s d e A s o n o s el e m e nt o s d a
di a g o n al p ri n ci p al d a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r s e m ell a nt e a A .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e a  m atri z A é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or

T =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n

0 a 2 2 ··· a 2 n
...

...
...

...
0 0 ··· a n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

P o r t a nt o, u s a n d o q u e d ú a s  m at ri c e s s e m ell a nt e s t e ñ e n o  m e s m o p oli n o mi o c a r a ct erı́ s ti c o,
o bt e m o s a s i g u al d a d e s p A ( x ) = p T ( x ) = ( a 1 1 − x )( a 2 2 − x ) ··· (a n n − x ).

P a r a d e m o str ar a o utr a i m pli c a ci ó n u s a r e m o s u n r a z o a m e nt o i n d uti v o. S e n = 1, p o d e m o s
t o m ar P = I 1 , x a q u e t o d a  m at ri z c a d r a d a d e or d e u n é t ri a n g ul a r s u p eri or. S u p oñ a m o s q u e
o e n u n ci a d o é c e rt o p a r a t o d a  m atri z c a dr a d a d e or d e n − 1 e f a g a m o s a p r o b a p ar a  m atri c e s
c a dr a d a s d e or d e n . S e x a A ∈ M n × n ( K ) t al q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x )

c o s λ i n o n n e c e s a ri a m e nt e di sti nt o s.  C o m o p A ( x ) d e s c o m p o n s e d a f or m a a nt eri or, a d mit e t o d a s
a s s ú a s r a ı́ c e s e n K .  T o m e m o s a p ri m eir a, λ 1 , e u n a ut o v e ct or v 1 a s o ci a d o a e st e a ut o v al or.  C o m o
v 1 é  n o n n ul o, t e n s e q u e { v 1 } é u n si st e m a li br e d e K n e, p o r t a nt o, p o d e m o s c o m pl et al o a u n h a
b a s e

B 1 = { v 1 , u2 , ... , un }

d e K n . S e x a P 1 a  m at ri z c a d r a d a i n v ertı́ b el d e o r d e n c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e
B 1 :

P 1 =
�

v 1 | u 2 | ··· | u n

�
.

D a q u el a,
P − 1

1 A P =
�

P − 1
1 A v 1 | P − 1

1 A u 2 | ··· | P − 1
1 A u n

�
=

�
P − 1

1 λ 1 v 1 | P − 1
1 A u 2 | ··· | P − 1

1 A u n

�
.

C o m o v 1 é a p ri m ei r a c ol u m n a d e P 1 , t e n s e q u e

P − 1
1 λ 1 v 1 = λ 1 P − 1

1 v 1 = λ 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1

0
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

e di st o d e d u ci m o s a i g u al d a d e

P − 1
1 A P 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u
− |  − − −
0 |
... | A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

o n d e A 1 é  u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n − 1.  C o m o c o n s e c u e n ci a,

p A ( x ) = ( λ 1 − x )p A 1 ( x )

6. 1.  A u t o v a l o r e s e  a u t o v e c t o r e s.  P o li n o mi o  c a r a c t e r ı́ s ti c o 1 3 5

e, p o r t a nt o,

p A 1 ( x ) = ( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ).

G r a z a s ´a úl ti m a i g u al d a d e p o d e m o s a pli c ar a hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n p a r a a  m at ri z A 1 o bt e n d o
q u e é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z di a g o n al, i st o é, e xi st e P 2 ∈ M ( n − 1 ) × ( n − 1 ) ( K ) i n v e rtı́ b el t al q u e

P − 1
2 A 1 P 2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 1 a 1 2 ··· a 1 n − 1

0 a 2 2 ··· a 2 n − 1
...

...
...

...
0 0 ··· a n − 1 n − 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

T o m e m o s a g or a

P =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

L o g o, P é i n v e rtı́ b el, x a q u e
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P − 1

2
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− |  − − −
0 |
... | P 2 P − 1

2
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= I n .

A d e m ai s

P − 1 P − 1
1 A P 1 P =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P − 1

2
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u
− |  − − −
0 |
... | A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 | 0 ··· 0
− | − − −
0 |
... | P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u P 2

− |  − − −
0 |
... | P − 1

2 A 1 P 2

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

D e st e x eit o, c o m o P − 1
2 A 1 P 2 é t ri a n g ul a r s u p eri or, a  m atri z P − 1 P − 1

1 A P 1 P t a m é n o é e
o bt e m o s q u e A é s e m ell a nt e a u n h a  m atri z tri a n g ul ar s u p eri or.

��

C o r ol a ri o 6. 1. 1 5. T o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( C ) é s e m ell a nt e a u n h a  m at ri z t ri a n g ul a r s u p e ri o r.

D e m o s t r a ci ´o n. O r e s ult a d o ´e c o n s e c u e n ci a d o t e or e m a a nt eri or e d o  Te or e m a  F u n d a m e nt al d a
Ál x e b r a. ��
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6. 2.  M a t ri c e s  di a g o n ali z á b ei s

D e fi ni ci ´o n 6. 2. 1. U n h a  m atri z A ∈ M n × n ( K ) di r a s e q u e é di a g o n ali z á b el s e é s e m ell a nt e a u n h a
m at ri z di a g o n al, é di ci r, s e e xi st e n d ´u a s  m atri c e s P , D ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e P é i n v e rt ı́ b el, D
é di a g o n al e

P − 1 A P = D

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

A P = P  D.

S e P a d mit e a s e g ui nt e e x p r e si ó n p o r c ol u m n a s

P =
�

u 1 | ··· | u n

�

e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

t e n s e q u e a i g u al d a d e A P = P D é e q ui v al e nt e a
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
.

P o r t a nt o, B = { u 1 , ... , un } é u n h a b a s e d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e A x a q u e
A u i = λ i u i p a r a i ∈ { 1 , ... ,  n} .

D e x eit o i n v e r s o, s e e xi st e u n h a b a s e B = { u 1 , u2 , ... , un } d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s
d e A , t e n s e q u e, t o m a n d o P a  m atri z c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e B , o bt e m o s u n h a
m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e

A P =
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
= P  D,

o n d e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

P − 1 A P = D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or, t e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o.

T e o r e m a 6. 2. 2. U n h a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) é di a g o n ali z á b el, s e, e s ó s e, o K - e s p a z o v e ct o ri al
K n a d mit e u n h a b a s e f o r m a d a p o r a ut o v e ct o r e s d e A .

P a r a o bt er u n h a c o n di ci ó n q u e n o s p e r mit a v eri fi c ar d e f or m a f á cil c a n d o u n a  m at ri z é di a-
g o n ali z á b el, e n p ri m eir o l u g ar, p r o b ar e m o s u n s r e s ult a d o s t é c ni c o s.

P r o p o si ci ó n  6. 2. 3. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) c ú m p r e s e q u e a ut o v e ct o r e s a s o ci a d o s a
a ut o v al o r e s di sti nt o s s o n i n d e p e n d e nt e s.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n f ar a s e p or i n d u ci ó n. S e x a n λ 1 , ... ,  λr a ut o v al o r e s di sti nt o s d e
A e s e x a n v 1 , ... , vr v e ct o r e s n o n n ul o s d e K n t al e s q u e

A v 1 = λ 1 v 1 , ... ,  A vr = λ r v r .
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S e r = 2, o r e s ult a d o é c e rt o x a q u e, s e

α 1 v 1 + α 2 v 2 = θ K n ,

m ulti pli c a n d o p or A − λ 1 I n , o bt e m o s

θ K n = ( A − λ 1 I n ) θ K n = ( A − λ 1 I n ) ( α 1 v 1 + α 2 v 2 ) = α 1 ( A − λ 1 I n ) v 1 + α 2 ( A − λ 1 I n ) v 2 =

α 1 ( λ 1 − λ 1 ) v 1 + α 2 ( λ 2 − λ 1 ) v 2 ⇔

α 2 ( λ 2 − λ 1 ) v 2 = θ K n ⇔ α 2 = 0 ,

t e n d o e n c o nt a q u e λ 2 �= λ 1 e q u e v 2 �= θ K n . C o m o c o n s e c u e n ci a, α 1 = 0 e o si st e m a é li b r e.
S u p o ñ a m o s q u e o r e s ult a d o é c e rt o p a r a r − 1 e tr at e m o s d e pr o b ar o  m e s m o p ar a r .

P o ñ a m o s
α 1 v 1 + α 2 v 2 + ··· + α r v r = θ K n

e  m ulti pli q u e m o s p or A − λ r I n .  P o r t a nt o,

θ K n = ( A − λ r I n ) θ K n = ( A − λ r I n ) ( α 1 v 1 + α 2 v 2 + ··· + α r v r ) =

α 1 ( A − λ r I n ) v 1 + α 2 ( A − λ r I n ) v 2 + ··· + α r ( A − λ r I n ) v r =

α 1 ( λ 1 − λ r ) v 1 + α 2 ( λ 2 − λ r ) v 2 + ··· + α r ( λ r − λ r ) v r =

α 1 ( λ 1 − λ r ) v 1 + α 2 ( λ 2 − λ r ) v 2 + ··· + α r ( λ r − 1 − λ r ) v r − 1 .

C o m o, p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n, { v 1 , ··· , vr − 1 } é  u n si st e m a li br e, t e n s e q u e α i ( λ i − λ r ) = 0,
i ∈ { 1 , ··· , r − 1 } .  A g or a b e n, c o m o λ i �= λ r , i ∈ { 1 , ··· , r − 1 } , t e n s e q u e α i = 0, i ∈ { 1 , ··· , r − 1 } .
L o g o, t e n d o e n c o nt a q u e v r é  n o n n ul o, o e s c al ar α r = 0 e a d e m o str a ci ´o n q u e d a fi n ali z a d a. ��

P r o p o si ci ó n  6. 2. 4. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) c ú m p r e s e q u e

λ ∈ S p ( A )

V ( λ ) = { θ K n } .

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n é c o n s e c u e n ci a dir e ct a d a pr o pi e d a d e q u e a fir m a q u e u n  m e s-
m o a ut o v e ct or n o n p o d e e st ar a s o ci a d o a d o u s a ut o v al or e s di sti nt o s. ��

P r o p o si ci ó n  6. 2. 5. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) , s e { λ 1 , ... ,  λr } s o n o s s e u s a ut o v al o r e s
di sti nt o s e B i é u n h a b a s e d e V (λ i ) , i ∈ { 1 , ... , r} , t e n s e q u e o si st e m a B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. N e st a d e m o str a ci ó n t a m ´e n p r o c e d er e m o s p or i n d u ci ó n. S e x a

B i = { v i
1 , vi2 , ... , vis i

}

u n h a b a s e d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .  O b sé r v e s e q u e e st a m o s a t o m ar s i =  m g ( λ i ) .
S e r = 1, o r e s ult a d o é c e rt o x a q u e B 1 é  u n h a b a s e d e V (λ 1 ). S u p o ñ a m o s q u e o r e s ult a d o

é c e rt o p a r a r − 1 e tr at e m o s d e pr o b al o p ar a r .  P oñ a m o s

α 1
1 v 1

1 + α 1
2 v 1

2 + ··· + α 1
s 1

v 1
s 1

+ ··· ··· + α r − 1
1 v r − 1

1 + α r − 1
2 v r − 1

2 + ··· + α r
s r − 1

v r − 1
s r − 1

+

α r
1 v r

1 + α r
2 v r

2 + ··· + α r
s r

v r
s r

= θ K n

⇔

s 1

i= 1

α 1
i v 1

i + ··· +

s r − 1

i= 1

α r − 1
i v r − 1

i +

s r

i= 1

α r
i v

r
i = θ K n

e  m ulti pli q u e m o s p or A − λ r I n .  P o r t a nt o,

θ K n = ( A − λ r I n ) θ K n = ( A − λ r I n ) (

s 1

i= 1

α 1
i v 1

i + ··· +

s r − 1

i= 1

α r − 1
i v r − 1

i +

s r

i= 1

α r
i v

r
i ) =

s 1

i= 1

α 1
i ( A − λ r I n ) v 1

i + ··· +

s r − 1

i= 1

α r − 1
i ( A − λ r I n ) v r − 1

i +

s r

i= 1

α r
i ( A − λ r I n ) v r

i =
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6. 2.  M a t ri c e s  di a g o n ali z á b ei s

D e fi ni ci ´o n 6. 2. 1. U n h a  m atri z A ∈ M n × n ( K ) di r a s e q u e é di a g o n ali z á b el s e é s e m ell a nt e a u n h a
m atri z di a g o n al, é di ci r, s e e xi st e n d ´u a s  m atri c e s P , D ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e P é i n v e rt ı́ b el, D
é di a g o n al e

P − 1 A P = D

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

A P = P  D.

S e P a d mit e a s e g ui nt e e x p r e si ó n p o r c ol u m n a s

P =
�

u 1 | ··· | u n

�

e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

t e n s e q u e a i g u al d a d e A P = P D é e q ui v al e nt e a
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
.

P o r t a nt o, B = { u 1 , ... , un } é u n h a b a s e d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e A x a q u e
A u i = λ i u i p a r a i ∈ { 1 , ... ,  n} .

D e x eit o i n v e r s o, s e e xi st e u n h a b a s e B = { u 1 , u2 , ... , un } d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s
d e A , t e n s e q u e, t o m a n d o P a  m atri z c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e B , o bt e m o s u n h a
m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e

A P =
�

A u 1 | A u 2 | ··· | A u n

�
=

�
λ 1 u 1 | λ 2 u 2 | ··· | λ n u n

�
= P  D,

o n d e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

o u, e q ui v al e nt e m e nt e,

P − 1 A P = D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or, t e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o.

T e o r e m a 6. 2. 2. U n h a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) é di a g o n ali z á b el, s e, e s ó s e, o K - e s p a z o v e ct o ri al
K n a d mit e u n h a b a s e f o r m a d a p o r a ut o v e ct o r e s d e A .

P ar a o bt er u n h a c o n di ci ó n q u e n o s p e r mit a v eri fi c ar d e f or m a f á cil c a n d o u n a  m at ri z é di a-
g o n ali z á b el, e n p ri m eir o l u g ar, p r o b ar e m o s u n s r e s ult a d o s t é c ni c o s.

P r o p o si ci ó n  6. 2. 3. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) c ú m p r e s e q u e a ut o v e ct o r e s a s o ci a d o s a
a ut o v al o r e s di sti nt o s s o n i n d e p e n d e nt e s.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n f ar a s e p or i n d u ci ó n. S e x a n λ 1 , ... ,  λr a ut o v al o r e s di sti nt o s d e
A e s e x a n v 1 , ... , vr v e ct o r e s n o n n ul o s d e K n t al e s q u e

A v 1 = λ 1 v 1 , ... ,  A vr = λ r v r .
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S e r = 2, o r e s ult a d o é c e rt o x a q u e, s e

α 1 v 1 + α 2 v 2 = θ K n ,

m ulti pli c a n d o p or A − λ 1 I n , o bt e m o s

θ K n = ( A − λ 1 I n ) θ K n = ( A − λ 1 I n ) ( α 1 v 1 + α 2 v 2 ) = α 1 ( A − λ 1 I n ) v 1 + α 2 ( A − λ 1 I n ) v 2 =

α 1 ( λ 1 − λ 1 ) v 1 + α 2 ( λ 2 − λ 1 ) v 2 ⇔

α 2 ( λ 2 − λ 1 ) v 2 = θ K n ⇔ α 2 = 0 ,

t e n d o e n c o nt a q u e λ 2 �= λ 1 e q u e v 2 �= θ K n . C o m o c o n s e c u e n ci a, α 1 = 0 e o si st e m a é li b r e.
S u p o ñ a m o s q u e o r e s ult a d o é c e rt o p a r a r − 1 e tr at e m o s d e pr o b ar o  m e s m o p ar a r .

P o ñ a m o s
α 1 v 1 + α 2 v 2 + ··· + α r v r = θ K n

e  m ulti pli q u e m o s p or A − λ r I n .  P o r t a nt o,

θ K n = ( A − λ r I n ) θ K n = ( A − λ r I n ) ( α 1 v 1 + α 2 v 2 + ··· + α r v r ) =

α 1 ( A − λ r I n ) v 1 + α 2 ( A − λ r I n ) v 2 + ··· + α r ( A − λ r I n ) v r =

α 1 ( λ 1 − λ r ) v 1 + α 2 ( λ 2 − λ r ) v 2 + ··· + α r ( λ r − λ r ) v r =

α 1 ( λ 1 − λ r ) v 1 + α 2 ( λ 2 − λ r ) v 2 + ··· + α r ( λ r − 1 − λ r ) v r − 1 .

C o m o, p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n, { v 1 , ··· , vr − 1 } é  u n si st e m a li br e, t e n s e q u e α i ( λ i − λ r ) = 0,
i ∈ { 1 , ··· , r − 1 } .  A g or a b e n, c o m o λ i �= λ r , i ∈ { 1 , ··· , r − 1 } , t e n s e q u e α i = 0, i ∈ { 1 , ··· , r − 1 } .
L o g o, t e n d o e n c o nt a q u e v r é  n o n n ul o, o e s c al ar α r = 0 e a d e m o str a ci ´o n q u e d a fi n ali z a d a. ��

P r o p o si ci ó n  6. 2. 4. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) c ú m p r e s e q u e

λ ∈ S p ( A )

V ( λ ) = { θ K n } .

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n é c o n s e c u e n ci a dir e ct a d a pr o pi e d a d e q u e a fir m a q u e u n  m e s-
m o a ut o v e ct or n o n p o d e e st ar a s o ci a d o a d o u s a ut o v al or e s di sti nt o s. ��

P r o p o si ci ó n  6. 2. 5. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) , s e { λ 1 , ... ,  λr } s o n o s s e u s a ut o v al o r e s
di sti nt o s e B i é u n h a b a s e d e V (λ i ) , i ∈ { 1 , ... , r} , t e n s e q u e o si st e m a B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. N e st a d e m o str a ci ó n t a m ´e n p r o c e d er e m o s p or i n d u ci ó n. S e x a

B i = { v i
1 , vi2 , ... , vis i

}

u n h a b a s e d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .  O b sé r v e s e q u e e st a m o s a t o m ar s i =  m g ( λ i ) .
S e r = 1, o r e s ult a d o é c e rt o x a q u e B 1 é  u n h a b a s e d e V (λ 1 ). S u p o ñ a m o s q u e o r e s ult a d o

é c e rt o p a r a r − 1 e tr at e m o s d e pr o b al o p ar a r .  P oñ a m o s

α 1
1 v 1

1 + α 1
2 v 1

2 + ··· + α 1
s 1

v 1
s 1

+ ··· ··· + α r − 1
1 v r − 1

1 + α r − 1
2 v r − 1

2 + ··· + α r
s r − 1

v r − 1
s r − 1

+

α r
1 v r

1 + α r
2 v r

2 + ··· + α r
s r

v r
s r

= θ K n

⇔

s 1

i= 1

α 1
i v 1

i + ··· +

s r − 1

i= 1

α r − 1
i v r − 1

i +

s r

i= 1

α r
i v

r
i = θ K n

e  m ulti pli q u e m o s p or A − λ r I n .  P o r t a nt o,

θ K n = ( A − λ r I n ) θ K n = ( A − λ r I n ) (

s 1

i= 1

α 1
i v 1

i + ··· +

s r − 1

i= 1

α r − 1
i v r − 1

i +

s r

i= 1

α r
i v

r
i ) =

s 1

i= 1

α 1
i ( A − λ r I n ) v 1

i + ··· +

s r − 1

i= 1

α r − 1
i ( A − λ r I n ) v r − 1

i +

s r

i= 1

α r
i ( A − λ r I n ) v r

i =



1 3 8 C a p ı́ t u l o 6:  Di a g o n a li z a ció n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s

s 1�

i= 1

α 1
i ( λ 1 − λ r ) v

1
i + ··· +

s r − 1�

i= 1

α r − 1
i ( λ r − 1 − λ r ) v

r − 1
i +

s r�

i= 1

α r
i ( λ r − λ r ) v

r
i =

s 1�

i= 1

α 1
i ( λ 1 − λ r ) v

1
i + ··· +

s r − 1�

i= 1

α r − 1
i ( λ r − 1 − λ r ) v

r − 1
i .

C o m o, p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n, B 1 ∪ ···  ∪ B r − 1 é li b r e, t e n s e q u e
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α 1
i ( λ 1 − λ r ) = 0, i ∈ { 1 , ... , s1 }

α 2
i ( λ 1 − λ r ) = 0, i ∈ { 1 , ... , s2 }

··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· ···
α r − 1

i ( λ 1 − λ r ) = 0, i ∈ { 1 , ... , sr − 1 }

e, a d e m ai s, t e n d o e n c o nt a q u e o s a ut o v al or e s s o n di sti nt o s, o bt e m o s a s i g u al d a d e s
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α 1
i = 0 , i ∈ { 1 , ... , s1 }

α 2
i = 0 , i ∈ { 1 , ... , s2 }

··· ··· ··· ··· ··· ··· ···
α r − 1

i = 0 , i ∈ { 1 , ... , sr − 1 }

.

C o m o c o n s e c u e n ci a, α r
1 v r

1 + α r
2 v r

2 + ··· + α r
s r

v r
s r

= θ K n e, c o m o B r é  u n si st e m a li b r e,
p o d e m o s a s e g ur ar q u e

α r
i = 0 , i ∈ { 1 , ... , sr } .

L o g o, B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é  u n si st e m a li b r e. ��

Te n d o e n c o nt a o s r e s ult a d o s a nt eri or e s p o d e m o s e n u n ci ar u n t e or e m a q u e d ´a u n crit e ri o
d e di a g o n ali z a ci ó n e n f u n ci ó n d a s  m ulti pli ci d a d e s al x é b ri c a s e x e o m é t ri c a s d o s a ut o v al or e s

T e o r e m a 6. 2. 6. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) a s c o n di ci ó n s s e g ui nt e s s o n e q ui v al e nt e s.

1) O p oli n o mi o c a r a ct e r ´ı sti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ··· (λ r − x ) α r ,

m g ( λ i ) = α i =  m a( λ i ) , i ∈ { 1 , ... , r} , e α 1 + ··· + α r = n .
2) A  m at ri z A é di a g o n ali z á b el, i st o é, e xi st e n d ú a s  m at ri c e s P , D ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e P

é i n v e rt ı́ b el, D é di a g o n al e
P − 1 A P = D.

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e A é di a g o n ali z á b el e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

a  m at ri z di a g o n al á q u e é s e m ell a nt e.  D a q u el a

p A ( x ) = p D ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ).

S e n o a nt e ri or p oli n o mi o a gr u p a m o s o s f a ct or e s q u e s e r e pit e n, o bt e m o s q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

c o n α 1 + ··· + α r = n .
A d e m ai s, s e P é a  m at ri z t al q u e P − 1 A P = D , p a r a u n a ut o v al or λ i e xi st e n α i c ol u m n a s

d e P , { P 1
i , ... ,  P α i

i } t al e s q u e A P 1
i = λ i P

1
i , ... ,  A P α i

i = λ i P
α i
i .  C o m o e st á f o r m a d o p o r c ol u m n a s

d u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el, o si st e m a { P 1
i , ... ,  P α i

i } é li b r e e l o g o α i ≥ m g ( λ i ) ≥ α i .  P o r t a nt o,
m g ( λ i ) = m a( λ i ).

6. 2.  M a t ri c e s  di a g o n a li z á b ei s 1 3 9

D o ut r a b a n d a, s u p o ˜n a m o s q u e o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

m g ( λ i ) = α i =  m a( λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} , e α 1 + ··· + α r = n . S e t e m o s q u e B i é  u n h a b a s e d e V (λ i ),
o si st e m a B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é li b r e e e st á f o r m a d o p or

m g ( λ 1 ) + ··· +  m g ( λ r ) = m a( λ 1 ) + ··· +  m a( λ r ) = n

v e ct o r e s.  P or t a nt o, é u n h a b a s e d e K n f o r m a d a p or a ut o v e ct or e s e, p ol o vi st o a o pri n ci pi o d a
s e c ci ó n, A é di a g o n ali z á b el. ��

C o r ol a ri o 6. 2. 7. T o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) c o n n a ut o v al o r e s di sti nt o s é di a g o n ali z á b el.

D e m o s t r a ci ´o n. S e A t e n n a ut o v al or e s di sti nt o s λ 1 , ... ,  λn , o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o é p A ( x ) =
(λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ) e α i = 1 p a r a t o d o i.  E ntó n,  m g ( λ i ) = 1 = m a( λ i ) e, a pli c a n d o o
r e s ult a d o a nt eri or, p o d e m o s a fir m ar q u e a  m atri z A é di a g o n ali z á b el. ��

E x e m pl o s 6. 2. 8. 1)  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0 − 1 − 2
0 0 2
1 1 1

⎞

⎠ ,

c o n si d er a d a n o p ri m eir o c a s o d e  E x e m pl o s 6. 1. 5, t e n s e q u e n o n é di a g o n ali z á b el c o m o
m atri z r e al x a q u e p A ( x ) = ( x + 1)( x − ( 1 − i))( x − ( 1  + i)).  C o m o  m atri z c o m pl e x a o
e s p e ct r o d e A v e n d a d o p or

S p( A ) = { − 1 , 1 − i, 1 + i}

e, a d e m ai s,

m a( − 1)  =  m a a ( 1 − i)  =  m a( 1  + i) = 1.

P or t a nt o, A é di a g o n ali z á b el c o m o  m atri z d e c o e fi ci e nt e s c o m pl e x o s.  A  m atri z P t al
q u e

P − 1 A P =

⎛

⎝
− 1 0  0
0 1 − i 0
0  0  1 + i

⎞

⎠

v e n d a d a p or

P =

⎛

⎝
0 − 1 − 2 i − 1 + 2 i

− 2  1 + i 1 − i
1 1  1

⎞

⎠

o n d e

V (− 1)  = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0

− 2
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�, V ( 1 − i) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 − 2 i

1 + i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 1  + i) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 + 2 i

1 − i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

2) S e x a a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0 0
0 1 1 − 1
0 − 1 2 − 1
0 0 − 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠ .
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s 1�

i= 1

α 1
i ( λ 1 − λ r ) v

1
i + ··· +

s r − 1�

i= 1

α r − 1
i ( λ r − 1 − λ r ) v

r − 1
i +

s r�

i= 1

α r
i ( λ r − λ r ) v

r
i =

s 1�

i= 1

α 1
i ( λ 1 − λ r ) v

1
i + ··· +

s r − 1�

i= 1

α r − 1
i ( λ r − 1 − λ r ) v

r − 1
i .

C o m o, p o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n, B 1 ∪ ···  ∪ B r − 1 é li b r e, t e n s e q u e
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α 1
i ( λ 1 − λ r ) = 0, i ∈ { 1 , ... , s1 }

α 2
i ( λ 1 − λ r ) = 0, i ∈ { 1 , ... , s2 }

··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· ··· ···
α r − 1

i ( λ 1 − λ r ) = 0, i ∈ { 1 , ... , sr − 1 }

e, a d e m ai s, t e n d o e n c o nt a q u e o s a ut o v al or e s s o n di sti nt o s, o bt e m o s a s i g u al d a d e s
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α 1
i = 0 , i ∈ { 1 , ... , s1 }

α 2
i = 0 , i ∈ { 1 , ... , s2 }

··· ··· ··· ··· ··· ··· ···
α r − 1

i = 0 , i ∈ { 1 , ... , sr − 1 }

.

C o m o c o n s e c u e n ci a, α r
1 v r

1 + α r
2 v r

2 + ··· + α r
s r

v r
s r

= θ K n e, c o m o B r é  u n si st e m a li b r e,
p o d e m o s a s e g ur ar q u e

α r
i = 0 , i ∈ { 1 , ... , sr } .

L o g o, B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é  u n si st e m a li b r e. ��

Te n d o e n c o nt a o s r e s ult a d o s a nt eri or e s p o d e m o s e n u n ci ar u n t e or e m a q u e d ´a u n crit e ri o
d e di a g o n ali z a ci ó n e n f u n ci ó n d a s  m ulti pli ci d a d e s al x é b ri c a s e x e o m é t ri c a s d o s a ut o v al o r e s

T e o r e m a 6. 2. 6. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) a s c o n di ci ó n s s e g ui nt e s s o n e q ui v al e nt e s.

1) O p oli n o mi o c a r a ct e r ´ı sti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ··· (λ r − x ) α r ,

m g ( λ i ) = α i =  m a( λ i ) , i ∈ { 1 , ... , r} , e α 1 + ··· + α r = n .
2) A  m at ri z A é di a g o n ali z á b el, i st o é, e xi st e n d ú a s  m at ri c e s P , D ∈ M n × n ( K ) t al e s q u e P

é i n v e rt ı́ b el, D é di a g o n al e
P − 1 A P = D.

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e A é di a g o n ali z á b el e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

a  m at ri z di a g o n al á q u e é s e m ell a nt e.  D a q u el a

p A ( x ) = p D ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ).

S e n o a nt eri or p oli n o mi o a gr u p a m o s o s f a ct or e s q u e s e r e pit e n, o bt e m o s q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

c o n α 1 + ··· + α r = n .
A d e m ai s, s e P é a  m at ri z t al q u e P − 1 A P = D , p a r a u n a ut o v al or λ i e xi st e n α i c ol u m n a s

d e P , { P 1
i , ... ,  P α i

i } t al e s q u e A P 1
i = λ i P

1
i , ... ,  A P α i

i = λ i P
α i
i .  C o m o e st á f o r m a d o p o r c ol u m n a s

d u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el, o si st e m a { P 1
i , ... ,  P α i

i } é li b r e e l o g o α i ≥ m g ( λ i ) ≥ α i .  P o r t a nt o,
m g ( λ i ) = m a( λ i ).

6. 2.  M a t ri c e s  di a g o n a li z á b ei s 1 3 9

D o ut r a b a n d a, s u p o ˜n a m o s q u e o p oli n o mi o c ar a ct er ı́ s ti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r

m g ( λ i ) = α i =  m a( λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} , e α 1 + ··· + α r = n . S e t e m o s q u e B i é  u n h a b a s e d e V (λ i ),
o si st e m a B = B 1 ∪ ···  ∪ B r é li b r e e e st á f o r m a d o p o r

m g ( λ 1 ) + ··· +  m g ( λ r ) = m a( λ 1 ) + ··· +  m a( λ r ) = n

v e ct o r e s.  P o r t a nt o, é u n h a b a s e d e K n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s e, p ol o vi st o a o pri n ci pi o d a
s e c ci ó n, A é di a g o n ali z á b el. ��

C o r ol a ri o 6. 2. 7. T o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( K ) c o n n a ut o v al o r e s di sti nt o s é di a g o n ali z á b el.

D e m o s t r a ci ´o n. S e A t e n n a ut o v al or e s di sti nt o s λ 1 , ... ,  λn , o p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o é p A ( x ) =
(λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ) e α i = 1 p a r a t o d o i.  E ntó n,  m g ( λ i ) = 1 = m a( λ i ) e, a pli c a n d o o
r e s ult a d o a nt eri o r, p o d e m o s a fir m ar q u e a  m atri z A é di a g o n ali z á b el. ��

E x e m pl o s 6. 2. 8. 1)  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0 − 1 − 2
0 0 2
1 1 1

⎞

⎠ ,

c o n si d er a d a n o p ri m eir o c a s o d e  E x e m pl o s 6. 1. 5, t e n s e q u e n o n é di a g o n ali z á b el c o m o
m at ri z r e al x a q u e p A ( x ) = ( x + 1)( x − ( 1 − i))( x − ( 1  + i)).  C o m o  m atri z c o m pl e x a o
e s p e ct r o d e A v e n d a d o p or

S p( A ) = { − 1 , 1 − i, 1 + i}

e, a d e m ai s,

m a( − 1)  =  m a a ( 1 − i)  =  m a( 1  + i) = 1 .

P or t a nt o, A é di a g o n ali z á b el c o m o  m at ri z d e c o e fi ci e nt e s c o m pl e x o s.  A  m atri z P t al
q u e

P − 1 A P =

⎛

⎝
− 1 0  0
0 1 − i 0
0  0  1 + i

⎞

⎠

v e n d a d a p or

P =

⎛

⎝
0 − 1 − 2 i − 1 + 2 i

− 2  1 + i 1 − i
1 1  1

⎞

⎠

o n d e

V (− 1)  = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0

− 2
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�, V ( 1 − i) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 − 2 i

1 + i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 1  + i) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 1 + 2 i

1 − i
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

2) S e x a a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0 0
0 1 1 − 1
0 − 1 2 − 1
0 0 − 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠ .



1 4 0 C a p ı́ t u l o 6:  Di a g o n a li z a ció n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s

O s e u p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o ´e

p A ( x )  = d et( A − x I 4 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

2 − x 0 0 0
0 1 − x 1 − 1
0 − 1 2 − x − 1
0 0 − 1 2 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

= ( 2 − x )

�
�
�
�
�
�

1 − x 1 − 1
− 1 2 − x − 1
0 − 1 2 − x

�
�
�
�
�
�

=

( 2 − x )

�
�
�
�
�
�

2 − x 1 − 1
0 2 − x − 1

x − 2 − 1 2 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 2 − x )

�
�
�
�
�
�

2 − x 1 − 1
0 2 − x − 1
0  0 1 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 2 − x ) 3 ( 1 − x ).

P o r t a nt o, p o d e m o s a fir m ar q u e

S p( A ) = { 1 , 2 }

e q u e  m a( 1)  = 1,  m a( 2)  = 3.
N e st e c a s o t e n s e q u e

m g ( 2)  = di m R ( V ( 2))  = 4 − r a n g ( A − 2 I 4 ) = 4 − r a n g

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0
0 − 1 1 − 1
0 − 1 0 − 1
0 0 − 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

4 − 2 = 2 < 3  =  m a( 2)

e, e n c o n s e c u e n ci a, A n o n é di a g o n ali z á b el ( ni n c o m o  m atri z r e al, ni n c o m o  m atri z c o m-
pl e x a).

3)  T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

O s e u p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o ´e

p A ( x )  = d et( A − x I 4 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 1 1 1
1 1 − x 1 1
1  1 1 − x 1
1 1 1 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

4 − x 1 1 1
4 − x 1 − x 1 1
4 − x 1 1 − x 1
4 − x 1  1 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

4 − x 1 1 1
0 − x 0 0
0 0 − x 0
0  0 0 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

= − ( 4 − x )x 3 .

P o r t a nt o, S p( A ) = { 0 , 4 } e  m a( 4)  = 1,  m a( 0)  = 3.  N e st e c a s o t e n s e q u e

m g ( 0)  = di m R ( V ( 0))  = 4 − r a n g ( A − 0 I 4 ) = 4 − r a n g ( A ) = 4 − 1 = 3 = m a( 0)

e, c o m o  m g ( 4)  =  m a( 4)  = 1, A é di a g o n ali z á b el c o m o  m at ri z r e al. I st o q u er e di cir q u e
e xi st e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P ∈ M 4 × 4 ( R ) t al q u e

6. 2.  M a t ri c e s  di a g o n a li z á b ei s 1 4 1

P − 1 A P =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

A  m at ri z P o bt e n s e b u s c a n d o u n h a b a s e d e R 4 f o r m a d a p or a ut o v e ct or e s d e A .  C o m o

V ( 0)  =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 / ( A − 0 I 4 )

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 /

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 3 | x + y + z + t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z

− x − y − z

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x, y, z ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�

e

V ( 4)  =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | ( A − 4 I 4 )

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 |

⎛

⎜
⎜
⎝

− 3 1 1 1
1 − 3 1 1
1 1 − 3 1
1 1 1 − 3

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x = y = z = t

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
x
x
x

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�,

a  m at ri z i n v ertı́ b el P e st á d a d a p o r:

P =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

− 1 − 1 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .
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O s e u p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o ´e

p A ( x )  = d et( A − x I 4 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

2 − x 0 0 0
0 1 − x 1 − 1
0 − 1 2 − x − 1
0 0 − 1 2 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

= ( 2 − x )

�
�
�
�
�
�

1 − x 1 − 1
− 1 2 − x − 1
0 − 1 2 − x

�
�
�
�
�
�

=

( 2 − x )

�
�
�
�
�
�

2 − x 1 − 1
0 2 − x − 1

x − 2 − 1 2 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 2 − x )

�
�
�
�
�
�

2 − x 1 − 1
0 2 − x − 1
0  0 1 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 2 − x ) 3 ( 1 − x ).

P o r t a nt o, p o d e m o s a fir m ar q u e

S p( A ) = { 1 , 2 }

e q u e  m a( 1)  = 1,  m a( 2)  = 3.
N e st e c a s o t e n s e q u e

m g ( 2)  = di m R ( V ( 2))  = 4 − r a n g ( A − 2 I 4 ) = 4 − r a n g

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0
0 − 1 1 − 1
0 − 1 0 − 1
0 0 − 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

4 − 2 = 2 < 3  =  m a( 2)

e, e n c o n s e c u e n ci a, A n o n é di a g o n ali z á b el ( ni n c o m o  m atri z r e al, ni n c o m o  m atri z c o m-
pl e x a).

3)  T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

O s e u p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o ´e

p A ( x )  = d et( A − x I 4 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 1 1 1
1 1 − x 1 1
1  1 1 − x 1
1 1 1 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

4 − x 1 1 1
4 − x 1 − x 1 1
4 − x 1 1 − x 1
4 − x 1  1 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

4 − x 1 1 1
0 − x 0 0
0 0 − x 0
0  0 0 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

= − ( 4 − x )x 3 .

P o r t a nt o, S p( A ) = { 0 , 4 } e  m a( 4)  = 1,  m a( 0)  = 3.  N e st e c a s o t e n s e q u e

m g ( 0)  = di m R ( V ( 0))  = 4 − r a n g ( A − 0 I 4 ) = 4 − r a n g ( A ) = 4 − 1 = 3 = m a( 0)

e, c o m o  m g ( 4)  =  m a( 4)  = 1, A é di a g o n ali z á b el c o m o  m at ri z r e al. I st o q u e r e di cir q u e
e xi st e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P ∈ M 4 × 4 ( R ) t al q u e

6. 2.  M a t ri c e s  di a g o n a li z á b ei s 1 4 1

P − 1 A P =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

A  m at ri z P o bt e n s e b u s c a n d o u n h a b a s e d e R 4 f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s d e A .  C o m o

V ( 0)  =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 / ( A − 0 I 4 )

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 /

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 3 | x + y + z + t = 0

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z

− x − y − z

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x, y, z ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�

e

V ( 4)  =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | ( A − 4 I 4 )

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 |

⎛

⎜
⎜
⎝

− 3 1 1 1
1 − 3 1 1
1 1 − 3 1
1 1 1 − 3

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x = y = z = t

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

x
x
x
x

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 | x ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
= �

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
�,

a  m at ri z i n v ertı́ b el P e st á d a d a p o r:

P =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

− 1 − 1 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .
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N o t a 6. 2. 9. S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M n × n ( K ) é di a g o n ali z á b el e q u e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

é a  m at ri z di a g o n al á q u e é s e m ell a nt e.  L o g o, s e P é a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e P − 1 A P = D ,
t e n s e q u e A = P  D P − 1 e

A n = P  D P − 1 P  D P − 1 n − 2 )
··· P  D P − 1 P  D P − 1 = P D n P − 1

o n d e

D n =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ n
1 0 ··· 0
0 λ n

2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

E nt ó n, S p( A n ) = { λ n
1 , λn2 , ... ,  λnr } e V (λ i ) = V (λ n

i ) p a r a i = { 1 , ... , r} .
D o ut r a b a n d a, ´e i m p ort a nt e s ali e nt ar q u e, s e A é di a g o n ali z á b el e i n v e rtı́ b el, a s ú a i n v e r s a

t a m é n é di a g o n ali z á b el x a q u e

A − 1 = P D − 1 P − 1

s e n d o

D − 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ − 1
1 0 ··· 0
0 λ − 1

2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ − 1

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

6. 3.  P oli n o mi o s a n ul a d o r e s.  T e o r e m a  d e  C a yl e y- H a mil t o n

D e fi ni ci ´o n 6. 3. 1. S e x a p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n
c o e fi ci e nt e s e n K .  D a d a A ∈ M n × n ( K ) d e f ı́ n e s e a  m at ri z p (A ) c o m o:

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n .

S u p o ñ a m o s q u e λ ∈ S p( A ) e q u e v ∈ K n é  u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ .  Te n s e q u e

A r v = A r − 1 λ v = λ A r − 1 v = ··· = λ r v

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

p (A )v = ( a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n ) v = a 0 I n v + a 1 A v + ··· + a n − 1 A n − 1 v + a n A n v =

a 0 v + a 1 λ v + ··· + a n − 1 λ n − 1 v + a n λ n v = ( a 0 + a 1 λ + ··· + a n − 1 λ n − 1 + a n λ n ) v = p (λ )v.

L o g o, s e λ ∈ S p( A ), o bt e m o s q u e p (λ ) ∈ S p( p (A )).

N o t a 6. 3. 2. S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M n × n ( K ) é di a g o n ali z á b el e q u e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

6. 3.  P o li n o mi o s  a n u l a d o r e s.  T e o r e m a  d e  C a y l e y- H a mi l t o n 1 4 3

é a  m at ri z di a g o n al á q u e é s e m ell a nt e. S e x a P a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e P − 1 A P = D o u,
e q ui v al e nt e m e nt e, t al q u e A = P  D P − 1 .  P ol o vi st o n o a p art a d o d e di a g o n ali z a ció n s a b e m o s q u e

A r = P D r P − 1

o n d e

D r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ r
1 0 ··· 0

0 λ n
2 ··· 0

...
...

...
...

0 0 ··· λ r
n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

S e x a p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n c o e fi ci e nt e s e n
K .  P or t a nt o,

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n =

a 0 I n + a 1 P  D P − 1 + ··· + a n − 1 P D n − 1 P − 1 + a n P D n P − 1 =

a 0 P P − 1 + a 1 P  D P − 1 + ··· + a n − 1 P D n − 1 P − 1 + a n P D n P − 1 =

P ( a 0 I n + a 1 D + ··· + a n − 1 D n − 1 + a n D n ) P − 1 = P p (D )P − 1 =

P

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

p (λ 1 ) 0 ··· 0
0 p (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· p (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

P − 1 .

D e st e x eit o o bt e m o s q u e p (A ) t a m é n é di a g o n ali z á b el e q u e V (λ i ) = V (p (λ i ) ) p a r a c a d a λ i

n o e s p e ct r o d a  m atri z A .

D e fi ni ci ´o n 6. 3. 3. D a d a A ∈ M n × n ( K ), di s e q u e u n p oli n o mi o

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n ,

c o n c o e fi ci e nt e s e n K , é u n p oli n o mi o a n ul a d or d e A , s e

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n = Θ n, n .

A nt e ri o r m e nt e d e m o str a m o s q u e, s e λ ∈ S p( A ), t e n s e q u e p (λ ) ∈ S p( p (A )) p a r a t o d o
p oli n o mi o p (x ) c o n c o e fi ci e nt e s e n K .  E ntó n, s e p (x ) é u n p oli n o mi o a n ul a d or, t e n s e q u e p (λ ) = 0
o u, o q u e é o  m e s m o, λ é r a ı́ z d e c al q u er a p oli n o mi o a n ul a d or d e A .

N o t a 6. 3. 4. S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M n × n ( K ) e q u e

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n

é  u n p oli n o mi o a n ul a d or d e A .  L o g o,

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n = Θ n, n ⇔

a 0 I n + ( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) A = Θ n, n .

S e a 0 �= 0, a úl ti m a i g u al d a d e p ó d e s e e s c ri bir c o m o:

− a 0 I n = ( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) A ⇔
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N o t a 6. 2. 9. S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M n × n ( K ) é di a g o n ali z á b el e q u e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

é a  m at ri z di a g o n al á q u e é s e m ell a nt e.  L o g o, s e P é a  m at ri z i n v e rtı́ b el t al q u e P − 1 A P = D ,
t e n s e q u e A = P  D P − 1 e

A n = P  D P − 1 P  D P − 1 n − 2 )
··· P  D P − 1 P  D P − 1 = P D n P − 1

o n d e

D n =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ n
1 0 ··· 0
0 λ n

2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

E nt ó n, S p( A n ) = { λ n
1 , λn2 , ... ,  λnr } e V (λ i ) = V (λ n

i ) p a r a i = { 1 , ... , r} .
D o utr a b a n d a, ´e i m p ort a nt e s ali e nt ar q u e, s e A é di a g o n ali z á b el e i n v e rtı́ b el, a s ú a i n v e r s a

t a m é n é di a g o n ali z á b el x a q u e

A − 1 = P D − 1 P − 1

s e n d o

D − 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ − 1
1 0 ··· 0
0 λ − 1

2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ − 1

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

6. 3.  P oli n o mi o s a n ul a d o r e s.  T e o r e m a  d e  C a yl e y- H a mil t o n

D e fi ni ci ´o n 6. 3. 1. S e x a p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n u n p oli n o mi o d e g r a o n c o n
c o e fi ci e nt e s e n K .  D a d a A ∈ M n × n ( K ) d e f ı́ n e s e a  m at ri z p (A ) c o m o:

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n .

S u p o ñ a m o s q u e λ ∈ S p( A ) e q u e v ∈ K n é  u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ .  Te n s e q u e

A r v = A r − 1 λ v = λ A r − 1 v = ··· = λ r v

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

p (A )v = ( a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n ) v = a 0 I n v + a 1 A v + ··· + a n − 1 A n − 1 v + a n A n v =

a 0 v + a 1 λ v + ··· + a n − 1 λ n − 1 v + a n λ n v = ( a 0 + a 1 λ + ··· + a n − 1 λ n − 1 + a n λ n ) v = p (λ )v.

L o g o, s e λ ∈ S p( A ), o bt e m o s q u e p (λ ) ∈ S p( p (A )).

N o t a 6. 3. 2. S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M n × n ( K ) é di a g o n ali z á b el e q u e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

6. 3.  P o li n o mi o s  a n u l a d o r e s.  T e o r e m a  d e  C a y l e y- H a mi l t o n 1 4 3

é a  m at ri z di a g o n al á q u e é s e m ell a nt e. S e x a P a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e P − 1 A P = D o u,
e q ui v al e nt e m e nt e, t al q u e A = P  D P − 1 .  P ol o vi st o n o a p art a d o d e di a g o n ali z a ció n s a b e m o s q u e

A r = P D r P − 1

o n d e

D r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ r
1 0 ··· 0

0 λ n
2 ··· 0

...
...

...
...

0 0 ··· λ r
n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

S e x a p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n u n p oli n o mi o d e gr a o n c o n c o e fi ci e nt e s e n
K .  P or t a nt o,

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n =

a 0 I n + a 1 P  D P − 1 + ··· + a n − 1 P D n − 1 P − 1 + a n P D n P − 1 =

a 0 P P − 1 + a 1 P  D P − 1 + ··· + a n − 1 P D n − 1 P − 1 + a n P D n P − 1 =

P ( a 0 I n + a 1 D + ··· + a n − 1 D n − 1 + a n D n ) P − 1 = P p (D )P − 1 =

P

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

p (λ 1 ) 0 ··· 0
0 p (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· p (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

P − 1 .

D e st e x eit o o bt e m o s q u e p (A ) t a m é n é di a g o n ali z á b el e q u e V (λ i ) = V (p (λ i ) ) p a r a c a d a λ i

n o e s p e ct r o d a  m atri z A .

D e fi ni ci ´o n 6. 3. 3. D a d a A ∈ M n × n ( K ), di s e q u e u n p oli n o mi o

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n ,

c o n c o e fi ci e nt e s e n K , é u n p oli n o mi o a n ul a d or d e A , s e

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n = Θ n, n .

A nt e ri o r m e nt e d e m o str a m o s q u e, s e λ ∈ S p( A ), t e n s e q u e p (λ ) ∈ S p( p (A )) p a r a t o d o
p oli n o mi o p (x ) c o n c o e fi ci e nt e s e n K .  E ntó n, s e p (x ) é u n p oli n o mi o a n ul a d or, t e n s e q u e p (λ ) = 0
o u, o q u e é o  m e s m o, λ é r a ı́ z d e c al q u e r a p oli n o mi o a n ul a d or d e A .

N o t a 6. 3. 4. S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M n × n ( K ) e q u e

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n

é  u n p oli n o mi o a n ul a d or d e A .  L o g o,

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n = Θ n, n ⇔

a 0 I n + ( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) A = Θ n, n .

S e a 0 �= 0, a úl ti m a i g u al d a d e p ó d e s e e s c ri bi r c o m o:

− a 0 I n = ( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) A ⇔
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1

− a 0
( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) A = I n .

I st o é e q ui v al e nt e a di ci r q u e, s e a 0 �= 0, a  m at ri z A é i n v e rt ı́ b el e a s ú a i n v e r s a e stá d a d a
p o r

A − 1 =
1

− a 0
( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) .

N o t a 6. 3. 5. S u p o ñ a m o s q u e A e B ∈ M n × n ( K ) s o n  m at ri c e s s e m ell a nt e s e q u e P ∈ M n × n ( K )
é a  m at ri z i n v e rtı́ b el t al q u e B = P − 1 A P .  E nt ó n, p a r a t o d o p oli n o mi o

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n

d e g r a o n c o n c o e fi ci e nt e s e n K t e n s e q u e

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n =

a 0 I n + a 1 P B P − 1 + ··· + a n − 1 P B n − 1 P − 1 + a n P B n P − 1 =

a 0 P P − 1 + a 1 P B P − 1 + ··· + a n − 1 P B n − 1 P − 1 + a n P B n P − 1 =

P ( a 0 I n + a 1 B + ··· + a n − 1 B n − 1 + a n B n ) P − 1 = P p (B )P − 1 .

P o r t a nt o, p (A ) e p (B ) s o n s e m ell a nt e s e, c o m o c o n s e c u e n ci a, p (x ) é u n p oli n o mi o a n ul a d or
p a r a A , s e, e s ó s e, o é p a r a B .

O s e g ui nt e t e or e m a i n dı́ c a n o s c o m o o bt er p oli n o mi o s a n ul a d or e s.

T e o r e m a 6. 3. 6. ( T e o r e m a  d e  C a yl e y- H a mil t o n ) S e x a A ∈ M n × n ( K ) e s u p o ñ a m o s q u e o
p oli n o mi o c a r a ct e r ı́ sti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ),

o n d e o s λ i ∈ K , i ∈ { 1 , ... ,  n} s o n e s c al a r e s n o n n e c e s a ri a m e nt e di sti nt o s.  B ai x o e st a s c o n di ci ó n s
t e n s e q u e o p oli n o mi o c a r a ct e rı́ sti c o é u n p oli n o mi o a n ul a d o r p a r a A .

D e m o s t r a ci ´o n. Gr a z a s a o  Te or e m a 6. 1. 1 4 e a n ot a 6. 3. 5 é s u fi ci e nt e p r o b ar o r e s ult a d o p ar a
m at ri c e s tri a n g ul ar e s s u p eri or e s.  A d e m o str a ci ´o n f ar é m ol a p o r i n d u ci ó n n a o r d e d e A .  P ar a
n = 1 a p r o pi e d a d e é e vi d e nt e. S u p o ˜n a m o s q u e o r e s ult a d o é c e rt o p a r a n − 1 e tr at e m o s d e
p r o b al o p ar a n .

S e x a A u n h a  m atri z c a dr a d a t ri a n g ul ar s u p eri or d e or d e n q u e e s cri bir e m o s c o m o

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u
− |  − − −
0 |
... | A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e A 1 é  u n h a  m at ri z c a dr a d a t ri a n g ul ar s u p eri or d e or d e n − 1.  P ar a a  m atri z A t e n s e q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x )p A 1 ( x ) .

L o g o,

p A ( A ) = ( λ 1 I n − A )p A 1 ( A ) =

6. 4.  F u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s.  M a t ri z e x p o n e n ci a l  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a 1 4 5

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 | −u
− |  − − −
0 |
... | λ 1 I n − 1 − A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

p A 1 ( λ 1 ) | u �

− |  − − −
0 |
... | p A 1 ( A 1 )
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

C o m o p or hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n p A 1 ( A 1 ) = Θ n − 1 , n− 1 , o bt e m o s

p A ( A ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 | −u
− |  − − −
0 |
... | λ 1 I n − 1 − A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

p A 1 ( λ 1 ) | u �

− |  − − −
0 |
... | Θ n − 1 , n− 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= Θ n, n ,

c o q u e a pr o b a q u e d a fi n ali z a d a. ��

C o m o c o n s e c u e n ci a d o  Te or e m a  F u n d a m e nt al d a Ál x e b r a t e n s e o s e g ui nt e c or ol ari o.

C o r ol a ri o 6. 3. 7. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( C ) o s e u p oli n o mi o c a r a ct e r ı́ sti c o é u n p oli n o mi o
a n ul a d o r.

E x e m pl o 6. 3. 8. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 − 2 1
0 − 1 2
2  0 3

⎞

⎠ ,

t e m o s q u e

p A ( x ) =

�
�
�
�
�
�

1 − x − 2 1
0 − 1 − x 2
2  0 3 − x

�
�
�
�
�
�

= − x 3 − 3 x 2 + 9 x − 3 .

C o m o o c o e fi ci e nt e d e gr a o c er o d e p A ( x ) é n o n n ul o, o bt e m o s q u e a  m atri z é i n v e rt ı́ b el.  A
s ú a i n v e r s a p ó d e s e c al c ul ar, utili z a n d o q u e p A ( x ) é u n p oli n o mi o a n ul a d or p ar a A , d a s e g ui nt e
f or m a:

Θ 3 ,3 = p A ( A ) = − A 3 − 3 A 2 + 9 A − 3 I 3 ⇔

− A 3 − 3 A 2 + 9 A = 3 I 3 ⇔

−
1

3
(A 2 − 3 A + 9 I 3 ) A = I 3 ⇔ A − 1 = −

1

3
(A 2 − 3 A + 9 I 3 ) = −

1

3
A 2 + A − 3 I 3 .

6. 4.  F u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s.  M a t ri z e x p o n e n ci al  d u n h a  m a t ri z c a d r a d a

D e fi ni ci ´o n 6. 4. 1. S e x a n A ∈ M n × n ( R ) e f : I ⊂ R → R u n h a f u n ci ó n. S u p o ñ a m o s q u e
λ 1 , ··· , λr s o n o s s e u s a ut o v al or e s di sti nt o s e q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r ,

o n d e  m a( λ i ) = α i .  Di r e m o s q u e f e st á d e fi ni d a s o br e o e s p e ctr o d e A , s e p ar a c a d a λ i e xi st e n

f (λ i ) , f �( λ i ) , ... , f ( α i − 1 ) ( λ i ) .

S e f e st á d e fi ni d a s o br e o e s p e ctr o d e A , c o n

V f, A = { f k ( λ i ) , | i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 } }
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1

− a 0
( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) A = I n .

I st o é e q ui v al e nt e a di ci r q u e, s e a 0 �= 0, a  m at ri z A é i n v e rt ı́ b el e a s ú a i n v e r s a e stá d a d a
p o r

A − 1 =
1

− a 0
( a 1 I n + ··· + a n − 1 A n − 2 + a n A n − 1 ) .

N o t a 6. 3. 5. S u p o ñ a m o s q u e A e B ∈ M n × n ( K ) s o n  m at ri c e s s e m ell a nt e s e q u e P ∈ M n × n ( K )
é a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e B = P − 1 A P .  E nt ó n, p a r a t o d o p oli n o mi o

p (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 + a n x n

d e g r a o n c o n c o e fi ci e nt e s e n K t e n s e q u e

p (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 + a n A n =

a 0 I n + a 1 P B P − 1 + ··· + a n − 1 P B n − 1 P − 1 + a n P B n P − 1 =

a 0 P P − 1 + a 1 P B P − 1 + ··· + a n − 1 P B n − 1 P − 1 + a n P B n P − 1 =

P ( a 0 I n + a 1 B + ··· + a n − 1 B n − 1 + a n B n ) P − 1 = P p (B )P − 1 .

P o r t a nt o, p (A ) e p (B ) s o n s e m ell a nt e s e, c o m o c o n s e c u e n ci a, p (x ) é u n p oli n o mi o a n ul a d or
p ar a A , s e, e s ó s e, o é p a r a B .

O s e g ui nt e t e or e m a i n dı́ c a n o s c o m o o bt er p oli n o mi o s a n ul a d or e s.

T e o r e m a 6. 3. 6. ( T e o r e m a  d e  C a yl e y- H a mil t o n ) S e x a A ∈ M n × n ( K ) e s u p o ñ a m o s q u e o
p oli n o mi o c a r a ct e r ı́ sti c o d e A d e s c o m p o n s e c o m o

p A ( x ) = ( λ 1 − x )( λ 2 − x ) ··· (λ n − x ),

o n d e o s λ i ∈ K , i ∈ { 1 , ... ,  n} s o n e s c al a r e s n o n n e c e s a ri a m e nt e di sti nt o s.  B ai x o e st a s c o n di ci ó n s
t e n s e q u e o p oli n o mi o c a r a ct e rı́ sti c o é u n p oli n o mi o a n ul a d o r p a r a A .

D e m o s t r a ci ´o n. Gr a z a s a o  Te or e m a 6. 1. 1 4 e a n ot a 6. 3. 5 é s u fi ci e nt e p r o b ar o r e s ult a d o p ar a
m atri c e s tri a n g ul ar e s s u p eri or e s.  A d e m o str a ci ´o n f ar é m ol a p o r i n d u ci ó n n a o r d e d e A .  P ar a
n = 1 a p r o pi e d a d e é e vi d e nt e. S u p o ˜n a m o s q u e o r e s ult a d o é c e rt o p a r a n − 1 e t r at e m o s d e
pr o b al o p ar a n .

S e x a A u n h a  m atri z c a dr a d a t ri a n g ul ar s u p eri or d e or d e n q u e e s cri bir e m o s c o m o

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 | u
− |  − − −
0 |
... | A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e A 1 é  u n h a  m at ri z c a dr a d a t ri a n g ul ar s u p eri or d e or d e n − 1.  P ar a a  m atri z A t e n s e q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x )p A 1 ( x ) .

L o g o,

p A ( A ) = ( λ 1 I n − A )p A 1 ( A ) =

6. 4.  F u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s.  M a t ri z e x p o n e n ci a l  d u n h a  m a t ri z  c a d r a d a 1 4 5

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 | −u
− |  − − −
0 |
... | λ 1 I n − 1 − A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

p A 1 ( λ 1 ) | u �

− |  − − −
0 |
... | p A 1 ( A 1 )
0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

C o m o p or hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n p A 1 ( A 1 ) = Θ n − 1 , n− 1 , o bt e m o s

p A ( A ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 | −u
− |  − − −
0 |
... | λ 1 I n − 1 − A 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

p A 1 ( λ 1 ) | u �

− |  − − −
0 |
... | Θ n − 1 , n− 1

0 |

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= Θ n, n ,

c o q u e a p r o b a q u e d a fi n ali z a d a. ��

C o m o c o n s e c u e n ci a d o  Te or e m a  F u n d a m e nt al d a Ál x e b r a t e n s e o s e g ui nt e c or ol ari o.

C o r ol a ri o 6. 3. 7. P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M n × n ( C ) o s e u p oli n o mi o c a r a ct e r ı́ sti c o é u n p oli n o mi o
a n ul a d o r.

E x e m pl o 6. 3. 8. D a d a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 − 2 1
0 − 1 2
2  0 3

⎞

⎠ ,

t e m o s q u e

p A ( x ) =

�
�
�
�
�
�

1 − x − 2 1
0 − 1 − x 2
2  0 3 − x

�
�
�
�
�
�

= − x 3 − 3 x 2 + 9 x − 3 .

C o m o o c o e fi ci e nt e d e gr a o c er o d e p A ( x ) é n o n n ul o, o bt e m o s q u e a  m atri z é i n v e rt ı́ b el.  A
s ú a i n v e r s a p ó d e s e c al c ul a r, utili z a n d o q u e p A ( x ) é u n p oli n o mi o a n ul a d or p ar a A , d a s e g ui nt e
f o r m a:

Θ 3 ,3 = p A ( A ) = − A 3 − 3 A 2 + 9 A − 3 I 3 ⇔

− A 3 − 3 A 2 + 9 A = 3 I 3 ⇔

−
1

3
(A 2 − 3 A + 9 I 3 ) A = I 3 ⇔ A − 1 = −

1

3
(A 2 − 3 A + 9 I 3 ) = −

1

3
A 2 + A − 3 I 3 .

6. 4.  F u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s.  M a t ri z e x p o n e n ci al  d u n h a  m a t ri z c a d r a d a

D e fi ni ci ´o n 6. 4. 1. S e x a n A ∈ M n × n ( R ) e f : I ⊂ R → R u n h a f u n ci ó n. S u p o ñ a m o s q u e
λ 1 , ··· , λr s o n o s s e u s a ut o v al or e s di sti nt o s e q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r ,

o n d e  m a( λ i ) = α i .  Di r e m o s q u e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A , s e p ar a c a d a λ i e xi st e n

f (λ i ) , f �( λ i ) , ... , f ( α i − 1 ) ( λ i ) .

S e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A , c o n

V f, A = { f k ( λ i ) , | i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 } }
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d e n ot a r e m o s o c o n x u nt o d o s v al or e s d e f s o b r e o e s p e ct r o d e A .

N o t a 6. 4. 2. S u p o ñ a m o s q u e n o s at o p a m o s n a s c o n di ci ó n s d a d e fi ni ci ó n a nt e ri o r. S e m pr e é p o s ı́ b el
at o p a r u n ú ni c o p oli n o mi o, c h a m a d o p oli n o mi o i nt er p ol a d or d e  L a gr a n g e – S yl v e st er,

r (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 ,

d e g r a o  m e n o r q u e n t al q u e
V f, A = V r, A .

P a r a at o p a r r (x ) n o n t e m o s  m ái s q u e r e s ol v er o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s

f k ( λ i ) = r k ( λ i ) , i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 }

c u x a s i n c ó g nit a s s e r á n o s c o e fi ci e nt e s a k d o p oli n o mi o r (x ).

D e fi ni ci ´o n 6. 4. 3. S e x a n A ∈ M n × n ( R ) e f : I ⊂ R → R u n h a f u n ci ó n. S u p o ñ a m o s q u e
λ 1 , ··· , λr s o n o s s e u s a ut o v al or e s di sti nt o s e q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r ,

o n d e  m a( λ i ) = α i . S e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A e r (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1

é o p oli n o mi o i nt er p ol a d or d e  L a gr a n g e – S yl v e st er, d efı́ n e s e f (A ) c o m o

f (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 .

N o t a 6. 4. 4. D e t o d a s a s f u n ci ´o n s p o s ı́ b ei s q u e p o d e m o s d e fi ni r s o br e u n h a  m at ri z A , é p a rti c u-
l a r m e nt e i m p ort a nt e a e x p o n e n ci al d e A d e bi d o a q u e n a t e orı́ a d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s li n e ar e s
é n e c e s a ri o c al c ul ar e t A , s e n d o t u n p a r á m et r o r e al. S e d e fi ni m o s a f u n ci ó n f : R → R c o m o
f (x ) = e t x , o b s e r v a m o s q u e f e t o d a s a s s ú a s d e ri v a d a s s u c e si v a s e st á n d e fi ni d a s p a r a c al q u er a
n ú m e r o r e al e g r a z a s a i st o p o d e m o s d e fi nir f (A ) = e t A p a r a t o d a A ∈ M n × n ( R ) t al q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r ,

c o n λ i ∈ R , i ∈ { 1 , ... , r} , e  m a(λ i ) = α i .

É i nt e r e s a nt e s ali e nt ar q u e e Θ n, n = I n e q u e a  m at ri z e t A é s e m p r e i n v e rtı́ b el s e n d o a s ú a
i n v e r s a (e t A ) − 1 = e − t A .

O d e v a n dit o p a r a a f u n ci ´o n e x p o n e n ci al t a m é n s e t e n p a r a o ut r a s f u n ci ó n s c o m o f (x ) =
s e n( x ) o u f (x )  = c o s( x ) x a q u e el a s e t o d a s a s s ú a s d e ri v a d a s s u c e si v a s e st á n d e fi ni d a s p a r a
c al q u e r a n ú m e r o r e al.  P o r t a nt o, s e m pr e p o d er e m o s c al c ul ar f (A )  = s e n( A ) o u f (A )  = c o s( A ),
et c.

A e x p o n e n ci al d u n h a  m atri z A ∈ M n × n ( R ) t a m é n s e p o d e c al c ul ar n o c a s o d e q u e a p ar e z a n
a ut o v al or e s c o m pl e x o s a pli c a n d o o  m e s m o  m é t o d o d a d o p a r a o s a ut o v al or e s r e ai s e t e n d o e n c o nt a
q u e

e a + i b = e a e i b = e a ( c o s( b ) + is e n( b )).

E x e m pl o s 6. 4. 5. 1) S e x a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0  1 0
0  0 1
1 − 3 3

⎞

⎠ .

O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d a  m at ri z A e st á d a d o p o r

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

− x 1 0
0 − x 1
1 − 3 3 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 1 0
1 − x − x 1
1 − x − 3 3 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 1 0
0 − x − 1 1
0 − 4 3 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 1 − x )

�
�
�
�

− x − 1 1
− 4 3 − x

�
�
�
� = ( 1 − x )

�
�
�
�

− x − 1 1
− 4 3 − x

�
�
�
� =
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( 1 − x )(( x − 3)( 1  + x ) + 4) = ( 1 − x ) 3 .

P o r t a nt o, s e t o m a m o s a f u n ci ó n f ( x ) = e t x , s a b e m o s q u e e xi st e a  m atri z f (A ) = e t A .
P a r a c al c ul al a v e x a m o s pri m eir o q u e v al or e s c o nt é n V f, A .  N e st e c a s o t e n s e q u e

V f, A = { f ( 1)  = e t , f ( 1)  = t et , f ( 1)  = t2 e t }

e, s e o p oli n o mi o i nt er p ol a d or t e n a f or m a r (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 , r e s ol v e n d o o si st e m a
⎧
⎨

⎩

f ( 1)  = e t = r ( 1)  = a 0 + a 1 + a 2

f ( 1)  = t et = r ( 1)  = a 1 + 2 a 2

f ( 1)  = t2 e t = r ( 1)  = 2 a 2

o bt e m o s q u e

a 0 = ( 1 − t −
t2

2
) e t , a1 = ( t − t2 ) e t , a2 =

t2

2
e t .

L o g o,

e t A = ( 1 − t −
t2

2
) e t I 3 + ( t − t2 ) e t A +

t2

2
e t A 2 .

2)  T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 1 1
0 0 1 0
1 2 3 5

− 1 − 2 − 3 − 4

⎞

⎟
⎟
⎠

e a f u n ci ó n f ( x )  = l n( x ).  Ve x a m o s s e e xi st e l n( A ).  O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d a  m at ri z
A e st a d a d o p or

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 2 1  1
0 − x 1 0
1  2 3 − x 5

− 1 − 2 − 3 − 4 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 2 1  1
0 − x 1 0
1  2 3 − x 5
0 0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 2 x 1 1
0 − x 1 0
1  0 3 − x 5
0 0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 0 3  1
0 − x 1 0
1  0 3 − x 5
0 0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

= − x

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 1
1 3 − x 5
0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

− x (( 1 − x ) 2 ( 3 − x ) − x + 5 x ( 1 − x ) − 3( 1 − x ))  = − x ( 1 − x )(( 1 − x )( 3 − x ) + 5 x − 3) − x =

− x (( 1 − x )( x 2 + x ) − x ) = x 4

e, p o r t a nt o, S p( A ) = { 0 } s e n d o  m a( 0)  = 4.  C o m o f ( 0)  = l n( 0) n o n e xi st e, a f u n ci ó n n o n
e st á d e fi ni d a s o br e o e s p e ctr o d e A e c o m o c o n s e c u e n ci a n o n p o d e m o s c al c ul ar l n( A ).

P ar a a f u n ci ó n f ( x ) = e t x t e m o s q u e

V f, A = { f ( 0)  = 1 , f ( 0)  = t, f ( 0)  = t2 , f ( 0)  = t3 }

e, s e o p oli n o mi o i nt er p ol a d or t e n a f or m a r (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 , r e s ol v e n d o o
si st e m a ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

f ( 0)  = 1  = r ( 0)  = a 0

f ( 0)  = t = r ( 0)  = a 1

f ( 0)  = t2 = r ( 0)  = 2 a 2

f ( 0)  = t3 = r ( 0)  = 6 a 3
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d e n ot a r e m o s o c o n x u nt o d o s v al or e s d e f s o b r e o e s p e ct r o d e A .

N o t a 6. 4. 2. S u p o ñ a m o s q u e n o s at o p a m o s n a s c o n di ci ó n s d a d e fi ni ci ó n a nt e ri o r. S e m p r e é p o s ı́ b el
at o p a r u n ú ni c o p oli n o mi o, c h a m a d o p oli n o mi o i nt er p ol a d or d e  L a gr a n g e – S yl v e st e r,

r (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1 ,

d e g r a o  m e n o r q u e n t al q u e
V f, A = V r, A .

P a r a at o p a r r (x ) n o n t e m o s  m ái s q u e r e s ol v er o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s

f k ( λ i ) = r k ( λ i ) , i ∈ { 1 , ... , r} , k ∈ { 1 , ... ,  αi − 1 }

c u x a s i n c ó g nit a s s e r á n o s c o e fi ci e nt e s a k d o p oli n o mi o r (x ).

D e fi ni ci ´o n 6. 4. 3. S e x a n A ∈ M n × n ( R ) e f : I ⊂ R → R u n h a f u n ci ó n. S u p o ñ a m o s q u e
λ 1 , ··· , λr s o n o s s e u s a ut o v al or e s di sti nt o s e q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r ,

o n d e  m a( λ i ) = α i . S e f e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A e r (x ) = a 0 + a 1 x + ··· + a n − 1 x n − 1

é o p oli n o mi o i nt er p ol a d or d e  L a gr a n g e – S yl v e st er, d efı́ n e s e f (A ) c o m o

f (A ) = a 0 I n + a 1 A + ··· + a n − 1 A n − 1 .

N o t a 6. 4. 4. D e t o d a s a s f u n ci ´o n s p o s ı́ b ei s q u e p o d e m o s d e fi ni r s o br e u n h a  m at ri z A , é p a rti c u-
l a r m e nt e i m p ort a nt e a e x p o n e n ci al d e A d e bi d o a q u e n a t e orı́ a d e e c u a ci ó n s dif e r e n ci ai s li n e ar e s
é n e c e s a ri o c al c ul ar e t A , s e n d o t u n p a r á m et r o r e al. S e d e fi ni m o s a f u n ci ó n f : R → R c o m o
f (x ) = e t x , o b s e r v a m o s q u e f e t o d a s a s s ú a s d e ri v a d a s s u c e si v a s e st á n d e fi ni d a s p a r a c al q u er a
n ú m e r o r e al e g r a z a s a i st o p o d e m o s d e fi nir f (A ) = e t A p a r a t o d a A ∈ M n × n ( R ) t al q u e

p A ( x ) = ( λ 1 − x ) α 1 ( λ 2 − x ) α 2 ··· (λ r − x ) α r ,

c o n λ i ∈ R , i ∈ { 1 , ... , r} , e  m a(λ i ) = α i .

É i nt e r e s a nt e s ali e nt ar q u e e Θ n, n = I n e q u e a  m at ri z e t A é s e m p r e i n v e rtı́ b el s e n d o a s ú a
i n v e r s a (e t A ) − 1 = e − t A .

O d e v a n dit o p a r a a f u n ci ´o n e x p o n e n ci al t a m é n s e t e n p a r a o ut r a s f u n ci ó n s c o m o f (x ) =
s e n( x ) o u f (x )  = c o s( x ) x a q u e el a s e t o d a s a s s ú a s d e ri v a d a s s u c e si v a s e st á n d e fi ni d a s p a r a
c al q u er a n ú m e r o r e al.  P o r t a nt o, s e m pr e p o d er e m o s c al c ul ar f (A )  = s e n( A ) o u f (A )  = c o s( A ),
et c.

A e x p o n e n ci al d u n h a  m atri z A ∈ M n × n ( R ) t a m é n s e p o d e c al c ul ar n o c a s o d e q u e a p ar e z a n
a ut o v al or e s c o m pl e x o s a pli c a n d o o  m e s m o  m é t o d o d a d o p a r a o s a ut o v al or e s r e ai s e t e n d o e n c o nt a
q u e

e a + i b = e a e i b = e a ( c o s( b ) + is e n( b )).

E x e m pl o s 6. 4. 5. 1) S e x a a  m atri z

A =

⎛

⎝
0  1 0
0  0 1
1 − 3 3

⎞

⎠ .

O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d a  m at ri z A e st á d a d o p o r

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

− x 1 0
0 − x 1
1 − 3 3 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 1 0
1 − x − x 1
1 − x − 3 3 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 − x 1 0
0 − x − 1 1
0 − 4 3 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 1 − x )

�
�
�
�

− x − 1 1
− 4 3 − x

�
�
�
� = ( 1 − x )

�
�
�
�

− x − 1 1
− 4 3 − x

�
�
�
� =
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( 1 − x )(( x − 3)( 1  + x ) + 4) = ( 1 − x ) 3 .

P o r t a nt o, s e t o m a m o s a f u n ci ó n f ( x ) = e t x , s a b e m o s q u e e xi st e a  m atri z f (A ) = e t A .
P a r a c al c ul al a v e x a m o s pri m eir o q u e v al or e s c o nt é n V f, A .  N e st e c a s o t e n s e q u e

V f, A = { f ( 1)  = e t , f ( 1)  = t et , f ( 1)  = t2 e t }

e, s e o p oli n o mi o i nt er p ol a d or t e n a f or m a r (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 , r e s ol v e n d o o si st e m a
⎧
⎨

⎩

f ( 1)  = e t = r ( 1)  = a 0 + a 1 + a 2

f ( 1)  = t et = r ( 1)  = a 1 + 2 a 2

f ( 1)  = t2 e t = r ( 1)  = 2 a 2

o bt e m o s q u e

a 0 = ( 1 − t −
t2

2
) e t , a1 = ( t − t2 ) e t , a2 =

t2

2
e t .

L o g o,

e t A = ( 1 − t −
t2

2
) e t I 3 + ( t − t2 ) e t A +

t2

2
e t A 2 .

2)  T o m e m o s a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 1 1
0 0 1 0
1 2 3 5

− 1 − 2 − 3 − 4

⎞

⎟
⎟
⎠

e a f u n ci ó n f ( x )  = l n( x ).  Ve x a m o s s e e xi st e l n( A ).  O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d a  m at ri z
A e st a d a d o p or

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 2 1  1
0 − x 1 0
1  2 3 − x 5

− 1 − 2 − 3 − 4 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 2 1  1
0 − x 1 0
1  2 3 − x 5
0 0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 2 x 1 1
0 − x 1 0
1  0 3 − x 5
0 0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 − x 0 3  1
0 − x 1 0
1  0 3 − x 5
0 0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�
�
�

= − x

�
�
�
�
�
�

1 − x 3 1
1 3 − x 5
0 − x 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

− x (( 1 − x ) 2 ( 3 − x ) − x + 5 x ( 1 − x ) − 3( 1 − x ))  = − x ( 1 − x )(( 1 − x )( 3 − x ) + 5 x − 3) − x =

− x (( 1 − x )(x 2 + x ) − x ) = x 4

e, p o r t a nt o, S p( A ) = { 0 } s e n d o  m a( 0)  = 4.  C o m o f ( 0)  = l n( 0) n o n e xi st e, a f u n ci ó n n o n
e st á d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A e c o m o c o n s e c u e n ci a n o n p o d e m o s c al c ul ar l n( A ).

P ar a a f u n ci ó n f ( x ) = e t x t e m o s q u e

V f, A = { f ( 0)  = 1 , f ( 0)  = t, f ( 0)  = t2 , f ( 0)  = t3 }

e, s e o p oli n o mi o i nt er p ol a d or t e n a f or m a r (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 , r e s ol v e n d o o
si st e m a ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

f ( 0)  = 1  = r ( 0)  = a 0

f ( 0)  = t = r ( 0)  = a 1

f ( 0)  = t2 = r ( 0)  = 2 a 2

f ( 0)  = t3 = r ( 0)  = 6 a 3
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o b t e m o s q u e

a 0 = 1 , a1 = t, a2 =
t2

2
, a3 =

t3

6
.

D e st e x eit o, r (x ) = 1 + t x +
t2

2
x 2 +

t3

6
x 3 e l o g o

e t A = I 4 + t A +
t2

2
A 2 +

t3

6
A 3 .

3) S e x a n a  m atri z

A =

�
1 2

− 2 1

�

e a f u n ci ó n f ( x ) = e t x .  Ve x a m o s s e e xi st e e t A .  O p oli n o mi o c ar a ct erı́ s ti c o d a  m at ri z A
e st á d a d o p o r

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�

1 − x 2
− 2 1 − x

�
�
�
� = ( 1 − x ) 2 + 4 = x 2 − 2 x + 5

e, p o r t a nt o, S p( A ) = { 1 + 2 i, 1 − 2 i} , s e n d o  m a( 1  + 2i)  =  m a( 1 − 2 i)  = 1.  N e st e c a s o
t e m o s r a ı́ c e s c o m pl e x a s p ol o q u e, s e

r (x ) = a 0 + a 1 x,

d e b e m o s c o n si d er ar o si st e m a
�

f ( 1  + 2 i) = e t( 1 + 2 i) = e t ( ( c o s( 2 t) + is e n( 2 t))  = r ( 1  + 2 i) = a 0 + a 1 ( 1  + 2 i)

f ( 1 − 2 i) = e t( 1 − 2 i) = e t ( ( c o s( 2 t) − is e n( 2 t))  = r ( 1 − 2 i) = a 0 + a 1 ( 1 − 2 i)
⇔

�
a 0 + a 1 ( 1  + 2 i) = e t ( ( c o s( 2 t) + is e n( 2 t))
a 0 + a 1 ( 1 − 2 i) = e t ( ( c o s( 2 t) − is e n( 2 t))

⇔

�
a 0 + a 1 = e t c o s( 2 t)
2 a 1 = e t s e n( 2 t)

⇔

a 0 = e t c o s( 2 t) −
1

2
e t s e n( 2 t), a1 =

1

2
e t s e n( 2 t).

E nt ó n,

r (x ) = e t c o s( 2 t) −
1

2
e t s e n( 2 t) +

1

2
e t s e n( 2 t)x

e

e t A = ( e t c o s( 2 t) −
1

2
e t s e n( 2 t)) I 2 +

1

2
e t s e n( 2 t)A =

�
e t c o s( 2 t) e t s e n( 2 t)

− e t s e n( 2 t) e t c o s( 2 t)

�

.

N o t a 6. 4. 6. S e

D =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

é u n h a  m at ri z di a g o n al e f é u n h a f u n ci ó n d e fi ni d a s o b r e o e s p e ctr o d e A , t e n s e q u e

f (D ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f (λ 1 ) 0 ··· 0
0 f (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· f (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

C o m o c o n s e c u e n ci a, s e A é di a g o n ali z á b el e P é a  m at ri z i n v ertı́ b el t al q u e P − 1 A P = D
o u, e q ui v al e nt e m e nt e, q u e A = P  D P − 1 , o bt e m o s a i g u al d a d e

6. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 4 9

f ( A ) = P f (D )P − 1 = P

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f (λ 1 ) 0 ··· 0
0 f (λ 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· f (λ n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

P − 1 .

I st o i m pli c a q u e, c a n d o a  m at ri z é di a g o n ali z á b el, o c ál c ul o d e f u n ci ó n s d e  m at ri c e s é p a r-
ti c ul ar m e nt e si n x el o.

6. 5.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  A c h e o s a ut o v al or e s e o s c orr e s p o n d e nt e s s u b e s p a z o s pr o pi o s d a s s e g ui nt e s  m atri c e s.  E s-
t u d e a d e m ai s s e s o n di a g o n ali z á b ei s.

a )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 0  0
− 1 1 2  0

0 2 1 − 1
0 0 1  1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

b )

B =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 − 1 1 − 1
− 8 3 − 4 4

8 − 4 3 − 4
2 0 − 1 0 1 0 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

c )

C =

�
− 3 − 5

2 3

�

.

2.  C o n si d é r a s e a  m at ri z

A =

⎛

⎝
2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎞

⎠ .

a )  P r o b e q u e A é di a g o n ali z á b el.
b )  At o p e u n h a  m atri z di a g o n al D e u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P t al e s q u e A = P  D P − 1 .
c )  C al c ul e a e x p r e si ó n d e A n p a r a c a d a n ú m e r o n at u r al n .
d )  E n c o ntr e u n h a r aı́ z c a d r a d a d e A .

3.  E st u d e p ar a q u e v al or e s d e α ∈ R é di a g o n ali z á b el a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1  0  2 + α
0 − 1  4 + α

2 + α 0 1

⎞

⎠ .

4.  P ar a c a d a α ∈ R c o n si d é r a s e a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 α α
0 0 α α

4 α 4 α 0 0
4 α 4 α 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  E st u d e p ar a q u e v al or e s d e α a  m at ri z A é di a g o n ali z á b el.
b )  P a r a α = 1 / 4, d et e r mi n e u n h a  m atri z r e g ul ar P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s

q u e A P = P D
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2
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6
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6
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6
A 3 .

3) S e x a n a  m atri z

A =

�
1 2

− 2 1

�
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⎟
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5.  C o n si d é r a s e a  m at ri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 1 2  0 − 2
0 4 − 2 − 3
0 2 − 1 − 2
0 3 − 2 − 2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  D et er mi n e o e s p e ctr o d e A .
b )  E st u d e s e A é di a g o n ali z á b el.
c )  P r o b e q u e A é i n v e rtı́ b el e d et e r mi n e u n p oli n o mi o p (x ) d e gr a o  m e n or q u e 4 t al

q u e p (A ) = A − 1 .
6.  C o n si d é r a n s e a s s e g ui nt e s  m atri c e s:

A 1 =

⎛

⎝
− 7 0  0

0 4 − 1 2
0 1 1 7

⎞

⎠ , A2 =

⎛

⎝
2 0 − 2
1 0  1

− 2 0  2

⎞

⎠ ,

A 3 =

⎛

⎝
1 / 2 0 1 / 2
1 1 1

1 / 2 0 1 / 2

⎞

⎠ , A4 =

⎛

⎝
3 1 0
0 3 0
0 0 2

⎞

⎠ .

S e x a f a f u n ci ó n d e fi ni d a p o r

f (x ) =
1 + x

2 − x
+ 2

√
x.

E st u d e s e e xi st e n o s v al or e s d e f s o br e c a d a u n h a d a s  m atri c e s d a d a s.  N o s c a s o s
a fi r m ati v o s, c al c ul e f (A i ).

7.  C o n si d é r a s e a  m at ri z

A =

⎛

⎝
2 1 0

− 2 0 2
0 − 1 − 2

⎞

⎠ .

a )  C al c ul e a  m at ri z e t A .
b ) S e x a p (x ) = 2 + 3 x 3 + 4 x 9 .  E st u d e s e p (A ) é i n v e rt ı́ b el.

8.  C o n si d é r a s e a  m at ri z r e al

A =

⎛

⎝
β + 1 − 1 1

α β + 1  0
1 − α α + β + 1

⎞

⎠ .

a )  C al c ul e o e s p e ct r o d e A .
b )  D et er mi n e o s v al or e s d e α e β p ar a o s c al e s a  m atri z A é si n g ul a r.
c )  E st u d e p ar a q u e v al or e s d e α e β e xi st e u n h a b a s e d e R 3 f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s

d e A .
d )  P ar a α = 0,

d 1)  At o p e, s e é p o s ı́ b el, u n h a  m at ri z r e g ul a r P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s
q u e A P = P D .

d 2)  C al c ul e o d et er mi n a nt e d a  m atri z B =  3 [ A − (β + 1) I 3 ]n , o n d e n ∈ N .
e )  P a r a α = 1 e β = − 1, c al c ul e a  m atri z e t A .
f )  P a r a α = 3 e β = 0, d et e r mi n e n ´u m er o s r e ai s a, b e c t al e s q u e

A 3 + a A 2 + b A + c I 3 = 0

e c al c ul e, s e é p o s ı́ b el, u n p oli n o mi o p (x ) t al q u e A − 1 = p ( A ).
9. S e x a

A =

⎛

⎝
− 3 − 2 1

5 3 − 2
− 1 − 1 0

⎞

⎠ .

6. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 5 1

a )  A c h e o e s p e ct r o d e A . É a  m at ri z I 3 − A i n v e rtı́ b el ?
b )  E st u d e s e a  m at ri z A é di a g o n ali z á b el.
c ) S e x a p (x ) = a + b x + c x 2 + d x 3 , o n d e a, b, c, d ∈ R .  C al c ul e o d et e r mi n a nt e d a  m at ri z

p (A ).
d )  D et e r mi n e a  m at ri z e t A .

1 0.  C o n si d é r a s e a  m at ri z r e al

A =

⎛

⎝
− 1 − 1 − 2

8 − 1 1 − 8
− 1 0 1 1 7

⎞

⎠ .

a )  At o p e o e s p e ctr o d e A .
b )  P r o b e q u e A 3 = − 5 A 2 − 3 A + 9 I .
c )  C al c ul e u n h a b a s e d o s u b e s p a z o p r o pi o a s o ci a d o a o  m ai or a ut o v al or d e A .
d )  E st u d e s e a  m at ri z A é di a g o n ali z á b el.
e )  C o n si d é r a s e a f u n ci ó n e s c al a r f (x ) =

√
x .  D et e r mi n e, s e é p o s ı́ b el, u n p oli n o mi o

r (x ) t al q u e r (A ) = f (A ).



1 5 0 C a p ı́ t u l o 6:  Di a g o n a li z a ció n e f u n ci ó n s  d e  m a t ri c e s
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E s p a z o s  v e c t o ri ai s c o n  p r o d u t o e s c al a r

N est e c a p´ıt ul o c o m e z a u n h a n o v a p art e r el a ci o n a d a c o n c ert o s c o n c e pt o s b e n c o ñ e ci d o s e n
R 2 e R 3 , t al e s c o m o n or m a, p er p e n di c ul ari d a d e e á n g ul o.  Al g u n h a s d e st a s n o ci ó n s e st á n n a b a s e
d a s f err a m e nt a s q u e n o s p er mitir á n, e nt r e o utr a s c o u s a s, a b or d ar a a pr o xi m a ci ó n d e s ol u ci ó n s d e
si st e m a s i n c o m p atı́ b ei s  m e di a nt e t é c ni c a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s n o úl ti m o c a pı́ t ul o d e st e li b r o.

C o m e z ar e m o s o c a p´ıt ul o i nt r o d u ci n d o a n o ció n d e f o r m a bili n e ar

f : V × V → R

n u n R - e s p a z o v e ct ori al V , p ar a p a s ar a v er q u e, u n h a v e z fi x a d a u n h a b a s e B e n V , a f or m a
bili n e a r p ó d e s e e x p r e s ar e n f u n ci ó n d u n h a  m atri z c h a m a d a  m atri z d e  Gr a m, d e n ot a d a p or G B ,
d a s e g ui nt e f or m a

f (u, v ) = u t
B G B v B ,

o n d e u B e v B s o n o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d e u e v r e s p e ct o á b a s e B .  A c o nti n u a ci ó n
m o st r a r a s e a o l e ct or o q u e o c orr e c o a  m atri z d e  Gr a m c a n d o c a m bi a m o s a b a s e d o e s p a z o
v e ct ori al o n d e t e m o s d e fi ni d a a f or m a bili n e ar.  M ái s c o n c r et a m e nt e, c o m pr o b ar a s e q u e, d a d a s
B e B ,  dú a s b a s e s d e V , t e n s e q u e

G B = P t
B , B G B P B , B

s e n d o P B , B a  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e d e B a B .  L o g o, a s  m atri c e s d e  Gr a m d u n h a f or m a
bili n e ar r e s p e ct o a dif er e nt e s b a s e s s o n c o n gr u e nt e s.

O s pr o d ut o s e s c al ar e s n o n s o n  m ´ai s q u e ti p o s e s p e ci ai s d e f or m a s bili n e ar e s q u e c u m pr e n
a c o n di ci ó n d e s e r si m é t ri c a s, i st o é, f ( u, v ) = f (v,  u ) ∀ u, v ∈ V e a d e m ai s d e fi ni d a s p o siti v a s:
f (u, u ) > 0 ∀ u ∈ V,  u �= θ V . A n ot a ci ´o n cl á si c a q u e s e utili z a p ar a o pr o d ut o e s c al ar é

f ( u, v ) =< u, v  >

e n e st e li b r o é a q u e u s a r e m o s.  T a m é n c o n ( V,  < ,  > ) d e n ot ar e m o s a o p ar d a d o p ol o R - e s p a z o
v e ct ori al V x u nt o c o p r o d ut o e s c al ar d e fi ni d o s o br e V e c h a m ar é m ol o e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o.
É i m p o rt a nt e r e c al c ar q u e, s e n u n  m e s m o R - e s p a z o v e ct ori al V t e m o s d e fi ni d o s v ari o s p r o d ut o s
e s c al ar e s, o bt er e m o s dif er e nt e s e x e m pl o s d e e s p a z o s v e ct ori ai s e u cl ı́ d e o s.  D o ut r a b a n d a a  m atri z
d e  Gr a m a s o ci a d a a u n p r o d ut o e s c al ar s er á o b vi a m e nt e si m é t ri c a.

U n h a v e z a cl ar a d a a n o ci ó n d e p r o d ut o e s c al ar i nt r o d u cir a n s e a s d e n or m a e n or m a i n d u ci d a
p or u n p r o d ut o e s c al ar.  N e st e p u nt o pr o b ar a s e a d e si g u al d a d e d e S c h w art z e i n di c ar a s e c o m o a
p a rtir d el a p ó d e s e d a r u n h a d e fi ni ci ó n d e á n g ul o e nt r e d o u s v e ct or e s d e V .  Fi n al m e nt e, t a mé n
c o m p r o b a r e m o s q u e a e xi st e n ci a d u n h a n or m a p er mitir a n o s i nt r o d u cir u n h a di st a n ci a e n V .

N a s e g u n d a p art e d o c a pı́ t ul o t r a b all ar a s e c o a s n o ci ó n s d e o rt o g o n ali d a d e e ort o n or m ali d a d e
r e s p e ct o a u n pr o d ut o e s c al ar.  Ver a n s e e ntr e o utr a s c o u s a s q u e, s e ( V,  < ,  > ) é u n e s p a z o v e ct ori al
e u clı́ d e o e T = { v 1 , ... , vr } u n si st e m a d e v e ct or e s n o n n ul o s e ort o g o n al, c ú m p r e s e q u e T é li b r e.

É  m ái s, s e B = { v 1 , ... , vn } é u n h a b a s e ort o g o n al d e V , e ntó n o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e
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c al q u e r a v e ct o r v e s crı́ b e s e c o m o:

v B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

< v 1 , v  >

� v 1 � 2

...
< v n , v  >

� v n � 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

O s c o e fi ci e nt e s d a d o s n a i g u al d a d e a nt eri or c h á m a n s e c o e fi ci e nt e s d e  F o uri er d e v n a b a s e
o rt o g o n al B . S e B f o s e ort o n or m al, o s c o e fi ci e nt e s d e  F o uri er d e v q u e d a n c o m o < v j , v  > .

J- B. J.  F o u ri e r
( A m é d é e  F éli x  B a rt h él e m y  G eill e / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

D e nt r o d e st e p u nt o, t a m é n s e r á i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e, s e B é u n h a b a s e d e V , t e n s e o
s e g ui nt e:

1)  A b a s e B é u n si st e m a o rt o g o n al d e v e ct or e s, s e, e s ó s e, G B é  di a g o n al.
2)  A b a s e B é u n si st e m a o rt o n or m al d e v e ct or e s, s e, e s ó s e, G B = I n .

C o m o c o n s e c u e n ci a d e st e s r e s ult a d o s p o d er e m o s g ar a ntir q u e a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e
e nt r e d ú a s b a s e s o rt o n or m ai s d e V é u n h a  m at ri z o rt o g o n al.  D o utr a b a n d a, s e t r a b all a m o s
c o p r o d ut o e s c al ar u s u al d e R n e t e n d o e n c o nt a q u e a s c ol u m n a s o u a s fil a s d u n h a  m atri z
i n v e rtı́ b el Q ∈ M n × n ( R ) f o r m a n u n h a b a s e d e R n , é d o a d o p r o b a r q u e a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s
s o n e q ui v al e nt e s:

1)  A  m atri z Q é o rt o g o n al.
2)  A s c ol u m n a s d e Q f or m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R n r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al.

Fi n ali z ar e m o s e st a p art e i ntr o d u ci n d o o pr o c e s o d e ort o n o r m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt
g r a z a s a o c al s e o bt é n q u e n u n e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o t o d o s u b e s p a z o a d mit e u n h a b a s e
o rt o n o r m al.  E n p arti c ul ar t er a s e q u e o p r o pi o e s p a z o a d mit e u n h a b a s e ort o n or m al.
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J.  P.  G r a m E. S c h mi dt
( J o h a n n e s  H a u er sl e v / Wi ki m e di a  C o m m o n s) ( K o nr a d J a c o b s / Wi ki m e di a  C o m m o n s)

O t er c eir o bl o q u e d o c a pı́ t ul o d e di c ar a s e a o e st u d o d e c ert a s p r o pi e d a d e s d a s  m atri c e s
si m é t ri c a s r e ai s.  U n h a d e st a s pr o pi e d a d e s é a q u e a fi r m a o s e g ui nt e: s e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a
m at ri z si m é t ri c a, c ´u m pr e s e q u e t o d o s o s a ut o v al or e s d e A s o n r e ai s.  A d e m ai s, t e n s e q u e A
é si m é t ri c a, s e e s ó s e, e xi st e u n h a  m atri z ort o g o n al Q t al q u e Q t A Q é di a g o n al.  P or t a nt o,
t o d a s a s  m at ri c e s si m é t ri c a s s o n di a g o n ali z á b ei s.  A d e m o str a ci ó n d e st a a fi r m a ci ó n c o n d u ci r a n o s
a o  m é t o d o q u e d e b e m o s s e g uir p ar a r e ali z ar o c ál c ul o d a di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d u n h a  m atri z
si m é t ri c a r e al. I n di c ar e m o s c o m o f a c el o p a s o a p a s o d o s e g ui nt e x eit o:

C al c úl a s e o e s p e ctr o d e A , S p(A ) = { λ 1 , ... ,  λr } .
C al c úl a s e u n h a b a s e B λ i

d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .
A pl´ı c a s e o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ció n d e  G r a m- S c h mi dt a c a d a b a s e B λ i

, o bté n d o-
s e u n h a b a s e ort o n or m al C λ i

d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .

Ú n e n s e a s b a s e s C λ i
.  E st a u nió n d á l u g a r a u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a d a p or

a ut o v e ct o r e s.
D efı́ n e s e a  m at ri z P c o m o a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e ort o n or m al
c al c ul a d a n o a p art a d o a nt eri or.
A  m atri z di a g o n al D r e s ult a d e f a c e r o p r o d ut o P t A P.

N a p a rt e fi n al d o c a p´ıt ul o, v er e m o s q u e, s e A ∈ M m × n ( R ) t e n r a n g o r , e xi st e n d ú a s  m at ri c e s
Q ∈ M m × r ( R ) e R ∈ M r × n ( R ), t al e s q u e A = Q R , Q t Q = I r e r l j = 0 s e l > j. I st o d á l u g a r
á c h a m a d a f a ct ori z a ci ó n Q R d a  m at ri z A q u e s e r á d e e s p e ci al utili d a d e á h o r a d e r e s ol v er
pr o bl e m a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s.

P ar a r e ali z ar o c ál c ul o d a f a ct ori z a ci ó n Q R d u n h a  m at ri z A ∈ M m × n ( R ) c o n r a n g o r e
c ol u m n a s { v 1 , ... , vn } , p o d e m o s s e g uir o s s e g ui nt e s p a s o s:

A pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s
T = { v 1 , ... , vn } f o r m a d o p ol a s c ol u m n a s d e A n o e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o n - di m e n si o n al
R n c o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e al g ú n d o s v e ct or e s e i q u e r e s ult a n n o s c ál c ul o s é n ul o,
eli mı́ n a s e e n o n s e t e n e n c o nt a n o pr o c e s o.
T o m a m o s Q ∈ M m × r ( R ) c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o
n o p u nt o a nt e ri o r.
C al c úl a s e R c o m o R = Q t A.

T a m é n p o d e m o s p r o c e d e r p arti n d o d o si st e m a d e v e ct or e s d a d o p ol a s p ri m eir a s r c ol u m n a s
li n e a r m e nt e i n d e p e n d e nt e s d a  m at ri z A .  A  m at ri z Q ∈ M m × r ( R ) é a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n
o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o a o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e
G r a m- S c h mi dt a e st e si st e m a.  Fi n al m e nt e, R = Q t A.
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2)  A s c ol u m n a s d e Q f or m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R n r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al.
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J.  P.  G r a m E. S c h mi dt
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á c h a m a d a f a ct o ri z a ci ó n Q R d a  m at ri z A q u e s e r á d e e s p e ci al utili d a d e á h o r a d e r e s ol v er
p r o bl e m a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s.

P a r a r e ali z ar o c ál c ul o d a f a ct ori z a ci ó n Q R d u n h a  m at ri z A ∈ M m × n ( R ) c o n r a n g o r e
c ol u m n a s { v 1 , ... , vn } , p o d e m o s s e g uir o s s e g ui nt e s p a s o s:

A pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s
T = { v 1 , ... , vn } f o r m a d o p ol a s c ol u m n a s d e A n o e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o n - di m e n si o n al
R n c o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e al g ú n d o s v e ct o r e s e i q u e r e s ult a n n o s c ál c ul o s é n ul o,
eli mı́ n a s e e n o n s e t e n e n c o nt a n o p r o c e s o.
T o m a m o s Q ∈ M m × r ( R ) c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o
n o p u nt o a nt e ri o r.
C al c úl a s e R c o m o R = Q t A.

T a m é n p o d e m o s p r o c e d e r p arti n d o d o si st e m a d e v e ct or e s d a d o p ol a s p ri m eir a s r c ol u m n a s
li n e a r m e nt e i n d e p e n d e nt e s d a  m at ri z A .  A  m at ri z Q ∈ M m × r ( R ) é a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n
o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o a o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e
G r a m- S c h mi dt a e st e si st e m a.  Fi n al m e nt e, R = Q t A.
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7. 1.  E s p a z o s  v e c t o ri ai s c o n  p r o d u t o e s c al a r

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 1. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a f or m a bili n e ar é u n h a a pli c a ci ó n

f : V × V → R

s ati sf a c e n d o:

1) f (α u + β v,  w ) = α f (u,  w ) + β f (v,  w ) ∀ α, β ∈ R , u, v ∈ V.
2) f (w,  α u + β v ) = α f (w,  u ) + β f (w, v ) ∀ α, β ∈ R , u, v ∈ V.

N o ut r a s p al a br a s, f é bili n e a r s e é li n e a r n a s d ú a s c o m p o ñ e nt e s. É p o r i st o q u e s e d e d u c e n
d e f or m a t ri vi al a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

3) f (θ V , u) = f (u, θ V ) = 0 ∀ u ∈ V.

4) f (

n�

i= 1

α i u i ,
n�

j = 1

β j v j ) =
n�

i= 1

n�

j = 1

α i β j f ( u i , vj ) ∀ α i , βj ∈ R , ui , vj ∈ V, i, j ∈ { 1 , ... ,  n} .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 2. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a f or m a bili n e ar f : V × V → R dir a s e
si m é t ri c a s e f (u, v ) = f (v,  u ) ∀ u, v ∈ V.

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 3. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a f or m a bili n e ar f : V × V → R dir a s e
d e fi ni d a p o siti v a s e f (u, u ) > 0 ∀ u ∈ V,  u �= θ V .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 4. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  Dir e m o s q u e f : V × V → R é u n p r o d ut o
e s c al a r e n V s e é u n h a f o r m a bili n e ar si m é t ri c a d e fi ni d a p o siti v a.

A n ot a ci ´o n cl á si c a q u e s e utili z a p ar a o pr o d ut o e s c al ar é a s e g ui nt e:

f (u, v ) =< u, v > .

C o n ( V,  < ,  > ) d e n ot ar e m o s a o p ar d a d o p ol o R - e s p a z o v e ct ori al V x u nt o c o p r o d ut o e s c al ar
d e fi ni d o s o br e V e c h a m ar é m ol o e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o.  Nó t e s e q u e, s e n u n  m e s m o R - e s p a z o
v e ct ori al V t e m o s d e fi ni d o s v ari o s p r o d ut o s e s c al ar e s, o bt er e m o s dif er e nt e s e x e m pl o s d e e s p a z o s
v e ct ori ai s e u cl ı́ d e o s.

E x e m pl o s 7. 1. 5. 1) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = R n .  P a r a d o u s v e ct or e s u, v ∈ V d efı́ n e s e
a a pli c a ci ó n bili n e a r

< u, v  > = u t v = ( u 1 , ... , un )

⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠ =

n�

i= 1

u i v i .

E st e p r o d ut o r e s ult a s er u n p r o d ut o e s c al ar c h a m a d o o p r o d ut o e s c al ar u s u al d o
R - e s p a z o v e ct ori al R n .

2) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = Π n ( R ). S e p a r a d o u s p oli n o mi o s e n V d e fi ni m o s

< p (x ), q(x ) > =

� 1

0
p ( x )q (x ) d( x) ,

t e m o s u n n o v o e x e m pl o d e pr o d ut o e s c al ar.
3)  N o R - e s p a z o v e ct ori al V = M n × n ( R ) p ó d e s e d e fi ni r u n pr o d ut o e s c al ar p or:

<  A,  B  > = t r ( A B t ) .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 6. S e x a ( V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o e s e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a
b a s e d e V .  C há m a s e  m at ri z d e  Gr a m d o p r o d ut o e s c al ar < ,  > r e s p e ct o á b a s e B á  m at ri z G B

d a d a p o r

G B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

g 1 1 g 1 2 ··· g 1 n

g 2 1 g 2 2 ··· g 2 n
...

...
...

...
g n 1 g n 2 ··· g n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
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o n d e g i, j = < e i , ej > , i, j ∈ { 1 , ... ,  n} .
E st a  m at ri z é si m é t ri c a x a q u e g i, j = < e i , ej > = < e j , ei > = g j i .  A d e m ai s, s e

u =
n�

i= 1

x i e i , v =
n�

i= 1

y j e j ,

t e n s e q u e

< u, v  > = <

n�

i= 1

x i e i ,
n�

i= 1

y j e j > =
n�

i= 1

n�

j = 1

x i y j < e i , ej > =
n�

i= 1

n�

j = 1

x i y j g i j = u t
B G B v B ,

s e n d o u B e v B o s v e ct o r e s d e c o or d e n a d a s d e u e v r e s p e ct o á b a s e B .

E x e m pl o 7. 1. 7. P or e x e m pl o, s e V = R n e < ,  > é o p r o d ut o e s c al ar u s u al, a  m atri z d e  Gr a m
d e < ,  > r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a C n = { e 1 , ... , en } d e R n t e n c o m o c o e fi ci e nt e s a

g i j = δ i j =

�
1 i = j
0 i �= j

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, G C n = I n .
S e e n R 4 t o m á s e m o s a b a s e

B =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

e o pr o d ut o e s c al ar u s u al, t eri a m o s q u e

< e 1 , e1 > = 4 < e 1 , e2 > = 3 < e 1 , e3 > = 2 < e 1 , e4 > = 1
< e 2 , e1 > = 3 < e 2 , e2 > = 3 < e 2 , e3 > = 2 < e 2 , e4 > = 1
< e 3 , e1 > = 2 < e 3 , e2 > = 2 < e 3 , e3 > = 2 < e 3 , e4 > = 1
< e 4 , e1 > = 1 < e 4 , e2 > = 1 < e 4 , e3 > = 1 < e 1 , e4 > = 1

e, p o r t a nt o, a  m atri z d e  Gr a n r e s p e ct o á b a s e B é:

G B =

⎛

⎜
⎜
⎝

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D e st e x eit o, s e

u =

⎛

⎜
⎜
⎝

2
2
2
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v =

⎛

⎜
⎜
⎝

2
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

o bt e m o s q u e

< u, v  > = ( 2 , 2 , 2 , 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

2
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ = 6 .

E q ui v al e nt e m e nt e,

< u, v  > = u t
B G B v B = ( 1 , 1 , 0 , 0)

⎛

⎜
⎜
⎝

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 6 .
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7. 1.  E s p a z o s  v e c t o ri ai s c o n  p r o d u t o e s c al a r

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 1. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a f or m a bili n e ar é u n h a a pli c a ci ó n

f : V × V → R

s ati sf a c e n d o:

1) f (α u + β v,  w ) = α f (u,  w ) + β f (v,  w ) ∀ α, β ∈ R , u, v ∈ V.
2) f (w,  α u + β v ) = α f (w,  u ) + β f (w, v ) ∀ α, β ∈ R , u, v ∈ V.

N o utr a s p al a br a s, f é bili n e a r s e é li n e a r n a s d ú a s c o m p o ñ e nt e s. É p o r i st o q u e s e d e d u c e n
d e f or m a t ri vi al a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

3) f (θ V , u) = f (u, θ V ) = 0 ∀ u ∈ V.

4) f (

n�

i= 1

α i u i ,
n�

j = 1

β j v j ) =
n�

i= 1

n�

j = 1

α i β j f ( u i , vj ) ∀ α i , βj ∈ R , ui , vj ∈ V, i, j ∈ { 1 , ... ,  n} .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 2. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a f or m a bili n e ar f : V × V → R dir a s e
si m é t ri c a s e f (u, v ) = f (v,  u ) ∀ u, v ∈ V.

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 3. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a f or m a bili n e ar f : V × V → R dir a s e
d e fi ni d a p o siti v a s e f (u, u ) > 0 ∀ u ∈ V,  u �= θ V .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 4. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  Dir e m o s q u e f : V × V → R é u n p r o d ut o
e s c al ar e n V s e é u n h a f o r m a bili n e ar si m é t ri c a d e fi ni d a p o siti v a.

A n ot a ci ´o n cl á si c a q u e s e utili z a p ar a o pr o d ut o e s c al ar é a s e g ui nt e:

f (u, v ) =< u, v > .

C o n ( V,  < ,  > ) d e n ot ar e m o s a o p ar d a d o p ol o R - e s p a z o v e ct ori al V x u nt o c o p r o d ut o e s c al a r
d e fi ni d o s o br e V e c h a m ar é m ol o e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o.  Nó t e s e q u e, s e n u n  m e s m o R - e s p a z o
v e ct ori al V t e m o s d e fi ni d o s v ari o s pr o d ut o s e s c al ar e s, o bt er e m o s dif er e nt e s e x e m pl o s d e e s p a z o s
v e ct ori ai s e u cl ı́ d e o s.

E x e m pl o s 7. 1. 5. 1) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = R n .  P a r a d o u s v e ct or e s u, v ∈ V d efı́ n e s e
a a pli c a ci ó n bili n e a r

< u, v  > = u t v = ( u 1 , ... , un )

⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠ =

n�

i= 1

u i v i .

E st e p r o d ut o r e s ult a s er u n p r o d ut o e s c al ar c h a m a d o o p r o d ut o e s c al a r u s u al d o
R - e s p a z o v e ct ori al R n .

2) S e x a o R - e s p a z o v e ct ori al V = Π n ( R ). S e p a r a d o u s p oli n o mi o s e n V d e fi ni m o s

< p (x ), q(x ) > =

� 1

0
p ( x )q (x ) d( x) ,

t e m o s u n n o v o e x e m pl o d e pr o d ut o e s c al ar.
3)  N o R - e s p a z o v e ct ori al V = M n × n ( R ) p ó d e s e d e fi ni r u n pr o d ut o e s c al ar p or:

<  A,  B  > = t r ( A B t ) .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 6. S e x a ( V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o e s e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a
b a s e d e V .  C há m a s e  m at ri z d e  Gr a m d o p r o d ut o e s c al ar < ,  > r e s p e ct o á b a s e B á  m at ri z G B

d a d a p o r

G B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

g 1 1 g 1 2 ··· g 1 n

g 2 1 g 2 2 ··· g 2 n
...

...
...

...
g n 1 g n 2 ··· g n n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
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o n d e g i, j = < e i , ej > , i, j ∈ { 1 , ... ,  n} .
E st a  m at ri z é si m é t ri c a x a q u e g i, j = < e i , ej > = < e j , ei > = g j i .  A d e m ai s, s e

u =
n�

i= 1

x i e i , v =
n�

i= 1

y j e j ,

t e n s e q u e

< u, v  > = <

n�

i= 1

x i e i ,
n�

i= 1

y j e j > =
n�

i= 1

n�

j = 1

x i y j < e i , ej > =
n�

i= 1

n�

j = 1

x i y j g i j = u t
B G B v B ,

s e n d o u B e v B o s v e ct o r e s d e c o or d e n a d a s d e u e v r e s p e ct o á b a s e B .

E x e m pl o 7. 1. 7. P or e x e m pl o, s e V = R n e < ,  > é o p r o d ut o e s c al ar u s u al, a  m atri z d e  Gr a m
d e < ,  > r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a C n = { e 1 , ... , en } d e R n t e n c o m o c o e fi ci e nt e s a

g i j = δ i j =

�
1 i = j
0 i �= j

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, G C n = I n .
S e e n R 4 t o m á s e m o s a b a s e

B =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

e o pr o d ut o e s c al ar u s u al, t eri a m o s q u e

< e 1 , e1 > = 4 < e 1 , e2 > = 3 < e 1 , e3 > = 2 < e 1 , e4 > = 1
< e 2 , e1 > = 3 < e 2 , e2 > = 3 < e 2 , e3 > = 2 < e 2 , e4 > = 1
< e 3 , e1 > = 2 < e 3 , e2 > = 2 < e 3 , e3 > = 2 < e 3 , e4 > = 1
< e 4 , e1 > = 1 < e 4 , e2 > = 1 < e 4 , e3 > = 1 < e 1 , e4 > = 1

e, p o r t a nt o, a  m atri z d e  Gr a n r e s p e ct o á b a s e B é:

G B =

⎛

⎜
⎜
⎝

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D e st e x eit o, s e

u =

⎛

⎜
⎜
⎝

2
2
2
1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v =

⎛

⎜
⎜
⎝

2
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

o bt e m o s q u e

< u, v  > = ( 2 , 2 , 2 , 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

2
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ = 6 .

E q ui v al e nt e m e nt e,

< u, v  > = u t
B G B v B = ( 1 , 1 , 0 , 0)

⎛

⎜
⎜
⎝

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 6 .
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7. 1. 8. C o m o p ui d e m o s v er n o e x e m pl o a nt eri or

G C 4 = I 4 , GB =

⎛

⎜
⎜
⎝

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

P o r t a nt o, s e c a m bi a m o s a b a s e, a  m atri z d e  Gr a m t a m ´e n s e  m o di fi c a.  E n x er al e xi st e
u n h a r el a ci ó n e nt r e a s dif er e nt e s  m atri c e s d e  Gr a m a s o ci a d a s a u n  m e s m o p r o d ut o e s c al ar.  E st a
r el a ci ó n é a s e g ui nt e: s e x a n B = { e 1 , ... , en } e D = { u 1 , ... , un } d ú a s b a s e s d e V e P B, D a  m at ri z
d e c a m bi o d e b a s e d e B a D .  E ntó n, s e < ,  > é o p r o d ut o e s c al a r d e fi ni d o e n V , t e m o s q u e
∀ u, v ∈ V

u D = P B, D u B , vD = P B, D v B ,

u t
B G B v B = < u, v  > = u t

D G D v D .

L o g o:

u t
B G B v B = ( P − 1

B, D u D ) t G B P − 1
B, D v D = u t

D ( P − 1
B, D ) t G B P − 1

B, D v D = u t
D P t

D, B G B P D, B v D = u t
D G D v D

e i st o i m pli c a q u e

G D = P t
D, B G B P D, B .

S e d ú a s  m at ri c e s c a dr a d a s A e B c u m p r e n q u e e xi st e u n h a  m at ri z P i n v ertı́ b el t al q u e
P t A P = B , di s e q u e s o n c o n gr u e nt e s.  Te n d o e n c o nt a e st a d e fi ni ció n, a c a b a m o s d e p r o b ar q u e
a s  m atri c e s d e  Gr a m d u n  m e s m o pr o d ut o e s c al ar r e s p e ct o a dif er e nt e s b a s e s s o n c o n gr u e nt e s.

P o r e x e m pl o, s e t o m a m o s a s b a s e s d e R 4 d a d a s p o r

B = C 4 , D =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

t e n s e q u e

G D = P t
D, C 4

G C 4 P D, C 4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ I 4

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 9. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a n or m a s o br e V é u n h a a pli c a ci ó n

� � : V → R

t al q u e:

1) ∀ u ∈ V � u � ≥ 0 . � u � = 0 ⇔ u = θ V .
2) � α u � = |α | �u � ∀ u ∈ V α ∈ R .
3) � u + v � ≤ � u � + � v � ∀ u, v ∈ V.

P r o p o si ci ó n  7. 1. 1 0. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o.  A a pli c a ci ó n

� � : V → R

d a d a p o r

� u � = +
√

< u, u >

é u n h a n o r m a.
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D e m o s t r a ci ´o n. P ol a p r o pi a d e fi ni ci ó n d e a pli c a ci ó n � � , a s p r o b a s d a s d ú a s p ri m ei r a s c o n-
di ci ó n s d e n o r m a s o n t ri vi ai s.  Ve x a m o s c o m o s e o bt é n a t e r c ei r a ( c o ñ e ci d a c o m o d e si g u al d a d e
tri a n g ul ar o u d e  Mi n k o w s ki).

S e x a n u, v ∈ V .  E n pri m eir o l u g ar pr o b ar e m o s a d e si g u al d a d e

| < u, v  > | ≤ �u � � v � ,

c o ñ e ci d a c o m o d e si g u al d a d e d e S c h w art z.  E n ef e ct o, s e al g ú n d o s d o u s v e ct or e s u, v s o n n ul o s, a
d e si g u al d a d e a nt eri or é t ri vi al.  P or i s o p o d e m o s s u p o ñ e r q u e o s d o u s s o n n o n n ul o s.  N e st e c a s o,
p a r a t o d o α ∈ R , t e n s e q u e

< u − α v, u − α v  > ≥ 0 .

E q ui v al e nt e m e nt e,

< u, u > − 2 α < u, v > + α 2 < v, v  > ≥ 0 .

T o m a n d o α =
< u, v  >

< v, v  >
, a a nt eri or d e si g u al d a d e c o n vé r t e s e e n

< u, u > − 2
< u, v  > 2

< v, v  >
+

< u, v  > 2

< v, v  >
≥ 0 .

L o g o,

� u � 2 −
< u, v  > 2

� v � 2
≥ 0 .

M ulti pli c a n d o a a nt eri or d e si g u al d a d e p or � v � 2 t e n s e q u e

� u � 2 � v � 2 − < u, v  > 2 ≥ 0 ⇔ � u � 2 � v � 2 ≥ < u, v  > 2

e, p o r t a nt o,

| < u, v  > | ≤ �u � � v � .

D e st a f or m a, a pli c a n d o a d e si g u al d a d e d e S c h w art z, p ar a o s v e ct or e s u e v o bt e m o s q u e

� u + v � 2 = < u + v,  u + v > = < u, u > + 2 < u, v  > + < v, v  > =

� u � 2 + 2 < u, v  > + � v � 2 ≤ � u � 2 + 2 � u � � v � + � v � 2 = ( � u � + � v � ) 2

e, c o m o o s d o u s t er m o s d a d e si g u al d a d e s o n p o siti v o s, c o n s é g u e s e a t e r c eir a c o n di ci ó n d e n o r m a

� u + v � ≤ � u � + � v � .

��

E x e m pl o s 7. 1. 1 1. Ve x a m o s c al e s s o n a s n or m a s d a d a s p ol o s pr o d ut o s e s c al ar e s d e  E x e m pl o s
7. 1. 5.

1)  N o c a s o d o pr o d ut o e s c al ar u s u al d e R n a n o r m a a s o ci a d a s er á

� v � = + v 2
1 + ··· + v 2

n .

2) S e V = Π n ( R ), t e n s e q u e a n or m a d a d a p ol o pr o d ut o e s c al ar

< p (x ), q(x ) > =
1

0
p ( x )q (x ) d( x)

é

� p ( x )� = +
1

0
p ( x ) 2 d ( x) .
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7. 1. 8. C o m o p ui d e m o s v er n o e x e m pl o a nt eri or

G C 4 = I 4 , GB =

⎛

⎜
⎜
⎝

4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

P or t a nt o, s e c a m bi a m o s a b a s e, a  m atri z d e  Gr a m t a m ´e n s e  m o di fi c a.  E n x er al e xi st e
u n h a r el a ci ó n e nt r e a s dif er e nt e s  m atri c e s d e  Gr a m a s o ci a d a s a u n  m e s m o p r o d ut o e s c al ar.  E st a
r el a ci ó n é a s e g ui nt e: s e x a n B = { e 1 , ... , en } e D = { u 1 , ... , un } d ú a s b a s e s d e V e P B, D a  m at ri z
d e c a m bi o d e b a s e d e B a D .  E ntó n, s e < ,  > é o p r o d ut o e s c al a r d e fi ni d o e n V , t e m o s q u e
∀ u, v ∈ V

u D = P B, D u B , vD = P B, D v B ,

u t
B G B v B = < u, v  > = u t

D G D v D .

L o g o:

u t
B G B v B = ( P − 1

B, D u D ) t G B P − 1
B, D v D = u t

D ( P − 1
B, D ) t G B P − 1

B, D v D = u t
D P t

D, B G B P D, B v D = u t
D G D v D

e i st o i m pli c a q u e

G D = P t
D, B G B P D, B .

S e d ú a s  m at ri c e s c a dr a d a s A e B c u m p r e n q u e e xi st e u n h a  m at ri z P i n v ertı́ b el t al q u e
P t A P = B , di s e q u e s o n c o n gr u e nt e s.  Te n d o e n c o nt a e st a d e fi ni ció n, a c a b a m o s d e p r o b a r q u e
a s  m atri c e s d e  Gr a m d u n  m e s m o pr o d ut o e s c al ar r e s p e ct o a dif er e nt e s b a s e s s o n c o n gr u e nt e s.

P or e x e m pl o, s e t o m a m o s a s b a s e s d e R 4 d a d a s p o r

B = C 4 , D =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
1
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
,

t e n s e q u e

G D = P t
D, C 4

G C 4 P D, C 4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ I 4

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 9. S e x a V u n R - e s p a z o v e ct ori al.  U n h a n or m a s o br e V é u n h a a pli c a ci ó n

� � : V → R

t al q u e:

1) ∀ u ∈ V � u � ≥ 0 . � u � = 0 ⇔ u = θ V .
2) � α u � = |α | �u � ∀ u ∈ V α ∈ R .
3) � u + v � ≤ � u � + � v � ∀ u, v ∈ V.

P r o p o si ci ó n  7. 1. 1 0. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o.  A a pli c a ci ó n

� � : V → R

d a d a p o r

� u � = +
√

< u, u >

é u n h a n o r m a.

7. 1.  E s p a z o s  v e c t o ri ai s  c o n p r o d u t o e s c a l a r 1 5 9

D e m o s t r a ci ´o n. P ol a pr o pi a d e fi ni ci ó n d e a pli c a ci ó n � � , a s p r o b a s d a s d ú a s p ri m ei r a s c o n-
di ci ó n s d e n o r m a s o n t ri vi ai s.  Ve x a m o s c o m o s e o bt é n a t e r c ei r a ( c o ñ e ci d a c o m o d e si g u al d a d e
t ri a n g ul ar o u d e  Mi n k o w s ki).

S e x a n u, v ∈ V .  E n pri m eir o l u g ar pr o b ar e m o s a d e si g u al d a d e

| < u, v  > | ≤ �u � � v � ,

c o ñ e ci d a c o m o d e si g u al d a d e d e S c h w art z.  E n ef e ct o, s e al g ú n d o s d o u s v e ct or e s u, v s o n n ul o s, a
d e si g u al d a d e a nt eri or é t ri vi al.  P o r i s o p o d e m o s s u p o ñ e r q u e o s d o u s s o n n o n n ul o s.  N e st e c a s o,
p a r a t o d o α ∈ R , t e n s e q u e

< u − α v, u − α v  > ≥ 0 .

E q ui v al e nt e m e nt e,

< u, u > − 2 α < u, v > + α 2 < v, v  > ≥ 0 .

T o m a n d o α =
< u, v  >

< v, v  >
, a a nt eri or d e si g u al d a d e c o n vé r t e s e e n

< u, u > − 2
< u, v  > 2

< v, v  >
+

< u, v  > 2

< v, v  >
≥ 0 .

L o g o,

� u � 2 −
< u, v  > 2

� v � 2
≥ 0 .

M ulti pli c a n d o a a nt eri or d e si g u al d a d e p or � v � 2 t e n s e q u e

� u � 2 � v � 2 − < u, v  > 2 ≥ 0 ⇔ � u � 2 � v � 2 ≥ < u, v  > 2

e, p o r t a nt o,

| < u, v  > | ≤ �u � � v � .

D e st a f or m a, a pli c a n d o a d e si g u al d a d e d e S c h w art z, p ar a o s v e ct or e s u e v o bt e m o s q u e

� u + v � 2 = < u + v,  u + v > = < u, u > + 2 < u, v  > + < v, v  > =

� u � 2 + 2 < u, v  > + � v � 2 ≤ � u � 2 + 2 � u � � v � + � v � 2 = ( � u � + � v � ) 2

e, c o m o o s d o u s t er m o s d a d e si g u al d a d e s o n p o siti v o s, c o n s é g u e s e a t e r c eir a c o n di ci ó n d e n o r m a

� u + v � ≤ � u � + � v � .

��

E x e m pl o s 7. 1. 1 1. Ve x a m o s c al e s s o n a s n or m a s d a d a s p ol o s pr o d ut o s e s c al ar e s d e  E x e m pl o s
7. 1. 5.

1)  N o c a s o d o pr o d ut o e s c al ar u s u al d e R n a n o r m a a s o ci a d a s er á

� v � = + v 2
1 + ··· + v 2

n .

2) S e V = Π n ( R ), t e n s e q u e a n or m a d a d a p ol o pr o d ut o e s c al ar

< p (x ), q(x ) > =
1

0
p ( x )q (x ) d( x)

é

� p ( x )� = +
1

0
p ( x ) 2 d ( x) .
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3 )  Fi n al m e nt e, s e V = M n × n ( R ), t e n s e q u e a n or m a d a d a p ol o pr o d ut o e s c al ar

<  A,  B  > = t r ( A B t )

é
� A � = + t r ( A A t ) .

N o t a 7. 1. 1 2. A d e si g u al d a d e d e S c h w art z i n di c a q u e, s e u , v s o n d o u s v e ct or e s n o n n ul o s d o
e s p a z o e u cli d e o V , cú m p r e s e q u e

| < u, v  > |

� u � � v �
≤ 1

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

− 1 ≤
< u, v  >

� u � � v �
≤ 1 .

Te n d o e n c o nt a e st a n ot a, x a e st a m o s e n c o n di ci ´o n s d e i nt r o d u ci r a d e fi ni ci ó n d e á n g ul o
e nt r e d o u s v e ct or e s.

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 1 3. C h a m ar a s e á n g ul o e nt r e o s v e ct or e s u e v d u n e s p a z o e u cli d e o V a o ú ni c o
n ú m e r o r e al α ∈ [ 0, π] t al q u e

c o s( α ) =
< u, v  >

� u � � v �
.

A e xi st e n ci a d u n h a n or m a t a m é n n o s p e r mit e i ntr o d u cir u n c o n c e pt o d e di st a n ci a.  D e fi ni m o s
a di st a n ci a e nt r e u e v c o m o

d (u, v ) = � u − v � = +
√

< u − v,  u − v  >.

7. 2.  O r t o g o n ali d a d e.  B a s e s o r t o n o r m ai s.  P r o c e d e m e n t o  d e  G r a m- S c h mi d t

D e fi ni ci ´o n 7. 2. 1. S e x a ( V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o.  Di r a s e q u e T = { v 1 , ... , vr } é u n
si st e m a o rt o g o n al d e v e ct or e s r e s p e ct o d o p r o d ut o e s c al ar < ,  > , s e < v i , vj > = 0 p a r a t o d o
i �= j . S e a d e m ai s s e t e n q u e � v i � = 1, p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... , r} , o si st e m a c h a m ar a s e ort o n or m al.

P o r e x e m pl o, e n R n a b a s e c a n ó ni c a é u n e x e m pl o d e b a s e ort o n or m al p ar a o p r o d ut o e s c al ar
u s u al.

T e o r e m a 7. 2. 2. (T e o r e m a  d e  Pi t á g o r a s ) S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o.  E nt ó n,
s e u, v s o n v e ct o r e s o rt o g o n ai s d e V , t e n s e q u e

� u + v � 2 = � u � 2 + � v � 2 .

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n s é g u e s e d a s s e g ui nt e s i g u al d a d e s:

� u + v � 2 = < u + v,  u + v > = < u, u > + 2 < u, v  > + < v, v  > = < u, u > + < v, v  > = � u � 2 + � v � 2 .

��

P r o p o si ci ó n  7. 2. 3. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n
si st e m a d e v e ct o r e s n o n n ul o s e o rt o g o n al r e s p e ct o d o p r o d ut o e s c al a r < ,  > .  Cú m p r e s e q u e T
é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. T o m e m o s a c o m bi n a ci ó n li n e a r

α 1 v 1 + ··· + α j v j + ··· + α r v r = θ V .

E nt ó n,

0 = < v j , α1 v 1 + ··· + α j v j + ··· + α r v r > = α 1 < v j , v1 > + ··· + α j < v j , vj > + ··· + α r < v j , vr > =

α j < v j , vj >

e, c o m o < v j , vj > �= 0, t e n s e q u e α j = 0.  P o r t a nt o, o si st e m a é li b r e.

7. 2.  O r t o g o n a li d a d e.  B a s e s  o r t o n o r m ai s.  P r o c e d e m e n t o  d e  G r a m- S c h mi d t 1 6 1

��

C o m o c o n s e c u e n ci a d a s d e fi ni ci ó n s d e si st e m a ort o g o n al e d e si st e m a ort o n or m al d e v e ct or e s,
p o d e m o s o bt er o r e s ult a d o s e g ui nt e.

P r o p o si ci ó n  7. 2. 4. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o e s e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a
b a s e d e V . S e x a G B a  m at ri z d e  G r a m d o p r o d ut o e s c al a r < ,  > r e s p e ct o d a b a s e B .  Cú m p r e s e
o s e g ui nt e:

1) A b a s e B é u n si st e m a o rt o g o n al d e v e ct o r e s, s e, e s ó s e, G B é di a g o n al.
2) A b a s e B é u n si st e m a o rt o n o r m al d e v e ct o r e s, s e, e s ó s e, G B = I n .

N o t a 7. 2. 5. A v a nt a x e q u e t e n tr a b all ar c o n b a s e s ort o n or m ai s é q u e, c o m o G B = I n , o bt e n s e
q u e

< u, v  > = u t
B v B , ∀ u, v ∈ V

o u, dit o d o utr a f or m a, t o m a n d o c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e B o p r o d ut o e s c al ar o bt e n s e c o m o
o p r o d ut o e s c al ar u s u al d e R n .

É e vi d e nt e q u e, s e B = { v 1 , ··· , vn } é u n h a b a s e ort o g o n al e nt ó n

C =

�
v 1

� v 1 �
, ··· ,

v n

� v n �

�

é u n h a b a s e ort o n or m al.

P r o p o si ci ó n  7. 2. 6. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u cl ı́ d e o.  A  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e
e nt r e d ú a s b a s e s o rt o n o r m ai s d e V é u n h a  m at ri z o rt o g o n al.

D e m o s t r a ci ´o n. P ol o vi st o e n 7. 1. 8, s a b e m o s q u e, s e B e D s o n d ú a s b a s e s d e V ,

G D = P t
D, B G B P D, B .

A g o r a b e n, s e B y D s o n ort o n or m ai s, G B = G D = I n e, p o r t a nt o,

P t
D, B P D, B = I n .

C o m o c o n s e c u e n ci a, a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e P D, B é o rt o g o n al. ��

N o t a 7. 2. 7. S e t e m o s e n c o nt a q u e a s c ol u m n a s o u a s fil a s d u n h a  m atri z i n v ertı́ b el Q , c a d r a d a d e
or d e n , f or m a n u n h a b a s e d e R n , é t ri vi al p r o b ar q u e a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n e q ui v al e nt e s:

1)  A  m atri z Q é o rt o g o n al.
2)  A  m atri z Q t é o rt o g o n al.
3)  A s c ol u m n a s d e Q f or m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R n r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al.
4)  A s c ol u m n a s d e Q t f o r m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R n r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al.

P r o p o si ci ó n  7. 2. 8. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o e s e x a B = { v 1 , ... , vn } u n h a
b a s e o rt o g o n al d e V .  E nt ó n

v B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

< v 1 , v  >

� v 1 � 2

...
< v n , v  >

� v n � 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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3 )  Fi n al m e nt e, s e V = M n × n ( R ), t e n s e q u e a n or m a d a d a p ol o pr o d ut o e s c al a r

<  A,  B  > = t r ( A B t )

é
� A � = + t r ( A A t ) .

N o t a 7. 1. 1 2. A d e si g u al d a d e d e S c h w art z i n di c a q u e, s e u , v s o n d o u s v e ct or e s n o n n ul o s d o
e s p a z o e u cli d e o V , cú m p r e s e q u e

| < u, v  > |

� u � � v �
≤ 1

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

− 1 ≤
< u, v  >

� u � � v �
≤ 1 .

Te n d o e n c o nt a e st a n ot a, x a e st a m o s e n c o n di ci ´o n s d e i nt r o d u ci r a d e fi ni ci ó n d e á n g ul o
e nt r e d o u s v e ct or e s.

D e fi ni ci ´o n 7. 1. 1 3. C h a m ar a s e á n g ul o e nt r e o s v e ct or e s u e v d u n e s p a z o e u cli d e o V a o ú ni c o
n ú m e r o r e al α ∈ [ 0, π] t al q u e

c o s( α ) =
< u, v  >

� u � � v �
.

A e xi st e n ci a d u n h a n or m a t a m é n n o s p e r mit e i ntr o d u cir u n c o n c e pt o d e di st a n ci a.  D e fi ni m o s
a di st a n ci a e nt r e u e v c o m o

d (u, v ) = � u − v � = +
√

< u − v,  u − v  >.

7. 2.  O r t o g o n ali d a d e.  B a s e s o r t o n o r m ai s.  P r o c e d e m e n t o  d e  G r a m- S c h mi d t

D e fi ni ci ´o n 7. 2. 1. S e x a ( V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o.  Di r a s e q u e T = { v 1 , ... , vr } é u n
si st e m a o rt o g o n al d e v e ct or e s r e s p e ct o d o p r o d ut o e s c al ar < ,  > , s e < v i , vj > = 0 p a r a t o d o
i �= j . S e a d e m ai s s e t e n q u e � v i � = 1, p a r a t o d o i ∈ { 1 , ... , r} , o si st e m a c h a m ar a s e ort o n or m al.

P or e x e m pl o, e n R n a b a s e c a n ó ni c a é u n e x e m pl o d e b a s e ort o n or m al p ar a o p r o d ut o e s c al ar
u s u al.

T e o r e m a 7. 2. 2. (T e o r e m a  d e  Pi t á g o r a s ) S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o.  E nt ó n,
s e u, v s o n v e ct o r e s o rt o g o n ai s d e V , t e n s e q u e

� u + v � 2 = � u � 2 + � v � 2 .

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o str a ci ´o n s é g u e s e d a s s e g ui nt e s i g u al d a d e s:

� u + v � 2 = < u + v,  u + v > = < u, u > + 2 < u, v  > + < v, v  > = < u, u > + < v, v  > = � u � 2 + � v � 2 .

��

P r o p o si ci ó n  7. 2. 3. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o e s e x a T = { v 1 , ... , vr } u n
si st e m a d e v e ct o r e s n o n n ul o s e o rt o g o n al r e s p e ct o d o p r o d ut o e s c al a r < ,  > .  Cú m p r e s e q u e T
é li b r e.

D e m o s t r a ci ´o n. T o m e m o s a c o m bi n a ci ó n li n e a r

α 1 v 1 + ··· + α j v j + ··· + α r v r = θ V .

E nt ó n,

0 = < v j , α1 v 1 + ··· + α j v j + ··· + α r v r > = α 1 < v j , v1 > + ··· + α j < v j , vj > + ··· + α r < v j , vr > =

α j < v j , vj >

e, c o m o < v j , vj > �= 0, t e n s e q u e α j = 0.  P o r t a nt o, o si st e m a é li b r e.

7. 2.  O r t o g o n a li d a d e.  B a s e s  o r t o n o r m ai s.  P r o c e d e m e n t o  d e  G r a m- S c h mi d t 1 6 1

��

C o m o c o n s e c u e n ci a d a s d e fi ni ci ó n s d e si st e m a o rt o g o n al e d e si st e m a ort o n or m al d e v e ct or e s,
p o d e m o s o bt er o r e s ult a d o s e g ui nt e.

P r o p o si ci ó n  7. 2. 4. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o e s e x a B = { e 1 , ... , en } u n h a
b a s e d e V . S e x a G B a  m at ri z d e  G r a m d o p r o d ut o e s c al a r < ,  > r e s p e ct o d a b a s e B .  Cú m p r e s e
o s e g ui nt e:

1) A b a s e B é u n si st e m a o rt o g o n al d e v e ct o r e s, s e, e s ó s e, G B é di a g o n al.
2) A b a s e B é u n si st e m a o rt o n o r m al d e v e ct o r e s, s e, e s ó s e, G B = I n .

N o t a 7. 2. 5. A v a nt a x e q u e t e n tr a b all ar c o n b a s e s ort o n or m ai s é q u e, c o m o G B = I n , o bt e n s e
q u e

< u, v  > = u t
B v B , ∀ u, v ∈ V

o u, dit o d o utr a f or m a, t o m a n d o c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e B o p r o d ut o e s c al ar o bt e n s e c o m o
o p r o d ut o e s c al ar u s u al d e R n .

É e vi d e nt e q u e, s e B = { v 1 , ··· , vn } é u n h a b a s e o rt o g o n al e nt ó n

C =

�
v 1

� v 1 �
, ··· ,

v n

� v n �

�

é u n h a b a s e o rt o n or m al.

P r o p o si ci ó n  7. 2. 6. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u cl ı́ d e o.  A  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e
e nt r e d ú a s b a s e s o rt o n o r m ai s d e V é u n h a  m at ri z o rt o g o n al.

D e m o s t r a ci ´o n. P ol o vi st o e n 7. 1. 8, s a b e m o s q u e, s e B e D s o n d ú a s b a s e s d e V ,

G D = P t
D, B G B P D, B .

A g o r a b e n, s e B y D s o n ort o n or m ai s, G B = G D = I n e, p o r t a nt o,

P t
D, B P D, B = I n .

C o m o c o n s e c u e n ci a, a  m atri z d e c a m bi o d e b a s e P D, B é o rt o g o n al. ��

N o t a 7. 2. 7. S e t e m o s e n c o nt a q u e a s c ol u m n a s o u a s fil a s d u n h a  m atri z i n v ertı́ b el Q , c a d r a d a d e
o r d e n , f or m a n u n h a b a s e d e R n , é t ri vi al p r o b a r q u e a s s e g ui nt e s a fir m a ci ó n s s o n e q ui v al e nt e s:

1)  A  m atri z Q é o rt o g o n al.
2)  A  m atri z Q t é o rt o g o n al.
3)  A s c ol u m n a s d e Q f or m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R n r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al.
4)  A s c ol u m n a s d e Q t f o r m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R n r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al.

P r o p o si ci ó n  7. 2. 8. S e x a (V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o e s e x a B = { v 1 , ... , vn } u n h a
b a s e o rt o g o n al d e V .  E nt ó n

v B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

< v 1 , v  >

� v 1 � 2

...
< v n , v  >

� v n � 2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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D e m o s t r a ci ´o n. S e v B = ( x 1 , ... , xn ) t , t e n s e q u e

v = x 1 v 1 + ··· + x j v j + ··· + x n v n

e, p o r t a nt o,

< v j , v  >=

< v j , x1 v 1 + ··· + x j v j + ··· + x n v n > = x 1 < v j , v1 > + ··· + x j < v j , vj > + ··· + x n < v j , vn > =

x j < v j , vj > = x j � v j �
2 .

C o m o c o n s e c u e n ci a, x j =
< v j , v  >

� v j � 2
, p a r a t o d o j ∈ { 1 , ··· , n} .

��

N o t a 7. 2. 9. O s c o e fi ci e nt e s

x j =
< v j , v  >

� v j � 2

d a d o s n a a nt e ri or p r o p o si ci ó n c h á m a n s e c o e fi ci e nt e s d e  F o uri er d e v n a b a s e ort o g o n al B . S e B
f o s e ort o n or m al, o s c o e fi ci e nt e s d e  F o uri er d e v s o n

x j = < v j , v  > .

A c o nti n u a ci ó n e st u d a r e m o s o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt q u e
p e r mit e o bt er u n h a b a s e ort o n or m al a p artir d u n h a b a s e c al q u er a d u n e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o
V .

T e o r e m a 7. 2. 1 0. ( P r o c e d e m e n t o  d e o r t o n o r m ali z a ci ó n  d e  G r a m- S c h mi d t ) S e x a u n
e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o (V,  < ,  > ) d e di m e n si ó n n e s e x a B = { v 1 , ... , vn } u n h a b a s e d e V .
E xi st e u n h a b a s e o rt o n o r m al C = { u 1 , ... , un } t al q u e

∀ i ∈ { 1 , ... ,  n} � { u 1 , ... , ui } � = � {v 1 , ··· , vi } � .

D e m o s t r a ci ´o n. O si st e m a d e v e ct or e s C c al c úl a s e d o x eit o s e g ui nt e:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e 1 = v 1 , u1 =
e 1

� e 1 �
,

e 2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 , u2 =
e 2

� e 2 �
,

···

e i = v i −
i− 1�

j = 1

< v i , uj > u j , ui =
e i

� e i �
,

···

e n = v n −

n − 1�

j = 1

< v i , uj > u j , un =
e n

� e n �
.

P r o b a r e m o s q u e ∀ i ∈ { 1 , ... ,  n} � { u 1 , ... , ui } � = � {v 1 , ... , vi } � e q u e { u 1 , ... , ui } é u n si st e m a
o rt o n o r m al.  A pr o b a f ar é m ol a p o r i n d u ci ó n.  P a r a k = 1 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ a m o s q u e s e c u m pr e q u e
� {u 1 , ... , ui− 1 } � = � {v 1 , ... , vi− 1 } � e q u e { u 1 , ... , ui− 1 } é u n si st e m a o rt o n or m al.  Te n s e q u e p r o b ar
q u e � {u 1 , ... , ui− 1 , ui } � = � {v 1 , ... , vi− 1 , vi } � e q u e { u 1 , ... , ui− 1 , ui } é  u n si st e m a o rt o n or m al.

P o r c o n str u ci ó n d e e i e p ol a hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n t e n s e q u e

u i ∈ � { u 1 , ... , ui− 1 , vi } � = � {v 1 , ... , vi− 1 , vi } � .

P o r t a nt o,

� {u 1 , ... , ui− 1 , ui } � = � {v 1 , ... , vi− 1 , vi } � .

7. 2.  O r t o g o n a li d a d e.  B a s e s  o r t o n o r m ai s.  P r o c e d e m e n t o  d e  G r a m- S c h mi d t 1 6 3

P o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n s a b e m o s q u e { u 1 , ... , ui− 1 } é  u n si st e m a ort o n or m al e, p or c o n s-
t r u ci ó n, t e m o s q u e

u i =
v i

� e i �
−

i− 1�

j = 1

< v i , uj >

� e i �
u j .

E nt ó n, ∀ k < i ,

< u i , uk > = <
v i

� e i �
−

i− 1�

j = 1

< v i , uj >

� e i �
u j , uk > =

< v i , uk >

� e i �
−

i− 1�

j = 1

< v i , uj >

� e i �
< u j , uk > =

< v i , uk >

� e i �
−

< v i , uk >

� e i �
< u k , uk > = 0

x a q u e < u k , uk > = 1 . ��

E x e m pl o 7. 2. 1 1. S e x a U o s u b e s p a z o d o R - e s p a z o v e ct ori al R 4 x e r a d o p ol o s v e ct or e s

v 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

3
1
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S u p o ñ a m o s q u e e n R 4 c o n si d e r a m o s o p r o d ut o e s c al ar u s u al e a n or m a d a d a p or e st e. S e
a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a v 1 , v2 e v 3 o bt e r e m o s u n h a
b a s e ort o n or m al d e U .  E n ef e ct o:

e 1 = v 1 , u1 =
e 1

� e 1 �
=

1
√

2

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

e 2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ − ( 1, 2 , 0 , − 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ −

2
√

2

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

u 2 =
e 2

� e 2 �
=

1

2

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

e 3 = v 3 − < v 3 , u1 > u 1 − < v 3 , u2 > u 2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

3
1
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ − ( 3, 1 , 1 , − 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ − ( 3, 1 , 1 , − 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =
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D e m o s t r a ci ´o n. S e v B = ( x 1 , ... , xn ) t , t e n s e q u e

v = x 1 v 1 + ··· + x j v j + ··· + x n v n

e, p o r t a nt o,

< v j , v  >=

< v j , x1 v 1 + ··· + x j v j + ··· + x n v n > = x 1 < v j , v1 > + ··· + x j < v j , vj > + ··· + x n < v j , vn > =

x j < v j , vj > = x j � v j �
2 .

C o m o c o n s e c u e n ci a, x j =
< v j , v  >

� v j � 2
, p a r a t o d o j ∈ { 1 , ··· , n} .

��

N o t a 7. 2. 9. O s c o e fi ci e nt e s

x j =
< v j , v  >

� v j � 2

d a d o s n a a nt eri or p r o p o si ci ó n c h á m a n s e c o e fi ci e nt e s d e  F o uri er d e v n a b a s e ort o g o n al B . S e B
f o s e ort o n or m al, o s c o e fi ci e nt e s d e  F o uri er d e v s o n

x j = < v j , v  > .

A c o nti n u a ci ó n e st u d a r e m o s o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt q u e
p er mit e o bt er u n h a b a s e ort o n or m al a p artir d u n h a b a s e c al q u er a d u n e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o
V .

T e o r e m a 7. 2. 1 0. ( P r o c e d e m e n t o  d e o r t o n o r m ali z a ci ó n  d e  G r a m- S c h mi d t ) S e x a u n
e s p a z o v e ct o ri al e u clı́ d e o (V,  < ,  > ) d e di m e n si ó n n e s e x a B = { v 1 , ... , vn } u n h a b a s e d e V .
E xi st e u n h a b a s e o rt o n o r m al C = { u 1 , ... , un } t al q u e

∀ i ∈ { 1 , ... ,  n} � { u 1 , ... , ui } � = � {v 1 , ··· , vi } � .

D e m o s t r a ci ´o n. O si st e m a d e v e ct or e s C c al c úl a s e d o x eit o s e g ui nt e:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e 1 = v 1 , u1 =
e 1

� e 1 �
,

e 2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 , u2 =
e 2

� e 2 �
,

···

e i = v i −
i− 1�

j = 1

< v i , uj > u j , ui =
e i

� e i �
,

···

e n = v n −

n − 1�

j = 1

< v i , uj > u j , un =
e n

� e n �
.

P r o b a r e m o s q u e ∀ i ∈ { 1 , ... ,  n} � { u 1 , ... , ui } � = � {v 1 , ... , vi } � e q u e { u 1 , ... , ui } é u n si st e m a
o rt o n or m al.  A pr o b a f ar é m ol a p o r i n d u ci ó n.  P a r a k = 1 ´e e vi d e nt e. S u p o ñ a m o s q u e s e c u m p r e q u e
� {u 1 , ... , ui− 1 } � = � {v 1 , ... , vi− 1 } � e q u e { u 1 , ... , ui− 1 } é u n si st e m a o rt o n or m al.  Te n s e q u e p r o b ar
q u e � {u 1 , ... , ui− 1 , ui } � = � {v 1 , ... , vi− 1 , vi } � e q u e { u 1 , ... , ui− 1 , ui } é  u n si st e m a o rt o n o r m al.

P or c o n str u ci ó n d e e i e p ol a hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n t e n s e q u e

u i ∈ � { u 1 , ... , ui− 1 , vi } � = � {v 1 , ... , vi− 1 , vi } � .

P o r t a nt o,

� {u 1 , ... , ui− 1 , ui } � = � {v 1 , ... , vi− 1 , vi } � .

7. 2.  O r t o g o n a li d a d e.  B a s e s  o r t o n o r m ai s.  P r o c e d e m e n t o  d e  G r a m- S c h mi d t 1 6 3

P o r hi p ó t e s e d e i n d u ci ó n s a b e m o s q u e { u 1 , ... , ui− 1 } é  u n si st e m a o rt o n or m al e, p or c o n s-
t r u ci ó n, t e m o s q u e

u i =
v i

� e i �
−

i− 1�

j = 1

< v i , uj >

� e i �
u j .

E nt ó n, ∀ k < i ,

< u i , uk > = <
v i

� e i �
−

i− 1�

j = 1

< v i , uj >

� e i �
u j , uk > =

< v i , uk >

� e i �
−

i− 1�

j = 1

< v i , uj >

� e i �
< u j , uk > =

< v i , uk >

� e i �
−

< v i , uk >

� e i �
< u k , uk > = 0

x a q u e < u k , uk > = 1 . ��

E x e m pl o 7. 2. 1 1. S e x a U o s u b e s p a z o d o R - e s p a z o v e ct ori al R 4 x e r a d o p ol o s v e ct or e s

v 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , v3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

3
1
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S u p o ñ a m o s q u e e n R 4 c o n si d e r a m o s o p r o d ut o e s c al ar u s u al e a n or m a d a d a p or e st e. S e
a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a v 1 , v2 e v 3 o bt e r e m o s u n h a
b a s e o rt o n or m al d e U .  E n ef e ct o:

e 1 = v 1 , u1 =
e 1

� e 1 �
=

1
√

2

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

e 2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ − ( 1, 2 , 0 , − 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ −

2
√

2

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

u 2 =
e 2

� e 2 �
=

1

2

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

e 3 = v 3 − < v 3 , u1 > u 1 − < v 3 , u2 > u 2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

3
1
1

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ − ( 3, 1 , 1 , − 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ − ( 3, 1 , 1 , − 1)

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =
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⎜
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⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
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⎜
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⎜
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⎠

u 3 =
e 3
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=
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√

3

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝
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⎟
⎠
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L o g o, a b a s e ort o n or m al d e U é
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⎧
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⎪⎪⎪⎩

u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ , u2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , u3 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1√
3

0
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3

1√
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⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭
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7. 3.  Di a g o n ali z a ci ó n  o r t o g o n al  d e  m a t ri c e s si m é t ri c a s

N e st e a p a rt a d o v er e m o s q u e t o d a  m atri z si m é t ri c a ´e di a g o n ali z á b el d u n h a f o r m a e s p e ci al.

T e o r e m a 7. 3. 1. S e x a A ∈ M n × n ( R ) u n h a  m at ri z si m ét ri c a.  C ú m p r e s e q u e t o d o s o s a ut o v al o r e s
d e A s o n r e ai s.

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e λ = a + bi é u n a ut o v al o r d e A e q u e w = u + i v é u n a ut o v e ct o r
a s o ci a d o c o n u, v ∈ R n . Te m o s q u e

A w = A u + i A v = λ (u + i v) = (a + bi )(u + i v) = ( a u − b v ) + i(b u + a v ) ⇔

A u = a u − b v,  A v = b u + a v.

C o m o A é si m é t ri c a, o s p r o d ut o s e s c al ar e s u s u ai s <  A u, v  > e < u,  A v  > s o n i g u ai s e t e n s e
q u e

<  A u, v  > = < a u − b v, v  > = a < u, v > − b < v, v >,

< u,  A v  > = < u, b u + a v  > = b < u, u > + a < u, v > .

S e r e st a m o s a s e x pr e si ó n s a nt e ri o r e s, o bt e m o s

b (< u, u > + < v, v  > ) = 0 .

C o m o < u, u > + < v, v  > = � u � 2 + � v � 2 �= 0, t e n s e q u e b = 0 e, p or t a nt o, λ é r e al. ��

T e o r e m a 7. 3. 2. S e x a A ∈ M n × n ( R ) .  A  m at ri z A é si m ét ri c a s e, e s ó s e, e xi st e u n h a  m at ri z
o rt o g o n al Q t al q u e Q t A Q é di a g o n al.

D e m o s t r a ci ´o n. S e e xi st e u n h a  m atri z ort o g o n al Q t al q u e Q t A Q = D é di a g o n al, e nt ó n

Q t A Q = D = D t = Q t A t Q

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A = A t .
S e A é si m é t ri c a, p ol o t e or e m a a nt eri or, s a b e m o s q u e t o d o s o s s e u s a ut o v al or e s λ 1 , ... ,  λr

s o n r e ai s. S e x a B λ i
u n h a b a s e d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ··· , r} . S e o si st e m a li br e B = B λ 1 ∪ ··· ∪ B λ r

n o n é u n h a b a s e d e V (i. e. A n o n é di a g o n ali z á b el), t e m o s q u e U = �B λ 1 ∪ ···  ∪ B λ r � � = R n .
T o m a n d o U ⊥ = { v ∈ R n | < v, u > = 0 , ∀ u ∈ U } t e m o s q u e U é u n s u b e s p a z o d e R n ( c h a m a d o
c o m pl e m e nt o ort o g o n al d e U ) e q u e U ∩ U ⊥ = { θ R n } . A d e m ai s, t o d o w ∈ R n e s c r ı́ b e s e d e f o r m a
ú ni c a c o m o

w = u + v,  u ∈ U, v ∈ U ⊥ .
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S e r e st ri n xi m o s a a pli c a ci ó n li n e a r f A : R n → R n a U ⊥ , t e n s e q u e f A
|U ⊥

: U ⊥ → R n c u m p r e

q u e n o n é n ul a e a d e m ai s f A ( U ⊥ ) ⊆ U ⊥ . P o r t a nt o, d e b e t er al o m e n o s u n a ut o v e ct or v �= θ R n .
L o g o, A v = λ v , p ar a u n c ert o λ r e al, e i st o i m pli c a q u e v ∈ U ∩ U ⊥ .  E ntó n, v = θ n

R , o q u e é u n
a b s u r d o q u e pr o v é n d e s u p o ñ e r q u e B = B λ 1 ∪ ···  ∪ B λ r n o n é u n h a b a s e d e V .  P or t a nt o, A
é di a g o n ali z á b el.

S u p o ñ a m o s θ R n �= v ∈ V λ i
e q u e θ R n �= u ∈ V λ j

c o n i �= j .  C o m o A é u n h a  m at ri z si m é t ri c a

λ i < u, v  > = <  A u, v  > = < u,  A v  > = λ j < u, v  > ⇔ (λ i − λ j ) < u, v  > = 0 ⇔ < u, v  > = 0 .

L o g o, a ut o v e ct or e s a s o ci a d o s a a ut o v al or e s di sti nt o s s o n ort o g o n ai s.  Te n d o e n c o nt a e st e
f eit o, s e a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á b a s e B λ i

d e c a d a
s u b e s p a z o p r o pi o e u ni m o s o s si st e m a s r e s ult a nt e s, o bt e m o s u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a-
d a p or v e ct or e s pr o pi o s. S e P é a  m at ri z c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d e st a b a s e ort o n or m al,
P r e s ult a ort o g o n al e P t A P di a g o n al. ��

N o t a 7. 3. 3. A d e m o str a ci ´o n d o a nt eri or t e or e m a i n dı́ c a n o s c o m o d e b e m o s r e ali z ar o c ál c ul o d a
di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d u n h a  m atri z si m é t ri c a r e al. S é g u e n s e o s s e g ui nt e s p a s o s:

C al c úl a s e o e s p e ctr o d e A , S p(A ) = { λ 1 , ... ,  λr } .
C al c úl a s e u n h a b a s e B λ i

d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .
A pl´ı c a s e o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ció n d e  G r a m- S c h mi dt a c a d a b a s e B λ i

, o bté n d o-
s e u n h a b a s e ort o n or m al C λ i

d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .

Ú n e n s e a s b a s e s C λ i
.  E st a u nió n d á l u g a r a u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a d a p or

a ut o v e ct o r e s.
D efı́ n e s e a  m at ri z P c o m o a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e ort o n or m al
c al c ul a d a n o a p art a d o a nt eri or.
A  m atri z di a g o n al D r e s ult a d e f a c e r o p r o d ut o P t A P.

E x e m pl o 7. 3. 4. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞

⎠ .

C o m o A é si m é t ri c a p ó d e s e di a g o n ali z ar d e f or m a ort o g o n al.  C al c ul e m o s e n p ri m eir o l u g ar
o s a ut o v al or e s e u n h a b a s e d e c a d a s u b e s p a z o p r o pi o d e A .

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

− x 1 0
1 − x 1
1 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

− x 1 0
0 − (x + 1)  1 + x
1 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

− x 1 2
0 − (x + 1) 0
1  1 1 − x

�
�
�
�
�
�

= − (x + 1)

�
�
�
�

− x 2
1 1 − x

�
�
�
� = − (x + 1)( x 2 − x − 2)  = − (x + 1) 2 ( x − 2) .

P o r t a nt o, o s a ut o v al or e s d e A s o n λ 1 = − 1 y λ 2 = 2, c o n  m a( − 1)  = 2,  m a( 2)  = 1.  A d e m ai s,

V (− 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A + I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x + y + z = 0

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�
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7. 3.  Di a g o n ali z a ci ó n  o r t o g o n al  d e  m a t ri c e s si m é t ri c a s

N e st e a p art a d o v er e m o s q u e t o d a  m atri z si m é t ri c a ´e di a g o n ali z á b el d u n h a f o r m a e s p e ci al.

T e o r e m a 7. 3. 1. S e x a A ∈ M n × n ( R ) u n h a  m at ri z si m ét ri c a.  C ú m p r e s e q u e t o d o s o s a ut o v al o r e s
d e A s o n r e ai s.

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e λ = a + bi é u n a ut o v al o r d e A e q u e w = u + i v é u n a ut o v e ct o r
a s o ci a d o c o n u, v ∈ R n . Te m o s q u e

A w = A u + i A v = λ (u + i v) = (a + bi )(u + i v) = (a u − b v ) + i(b u + a v ) ⇔

A u = a u − b v,  A v = b u + a v.

C o m o A é si m é t ri c a, o s p r o d ut o s e s c al ar e s u s u ai s <  A u, v  > e < u,  A v  > s o n i g u ai s e t e n s e
q u e

<  A u, v  > = < a u − b v, v  > = a < u, v > − b < v, v >,

< u,  A v  > = < u, b u + a v  > = b < u, u > + a < u, v > .

S e r e st a m o s a s e x pr e si ó n s a nt e ri o r e s, o bt e m o s

b (< u, u > + < v, v  > ) = 0 .

C o m o < u, u > + < v, v  > = � u � 2 + � v � 2 �= 0, t e n s e q u e b = 0 e, p or t a nt o, λ é r e al. ��

T e o r e m a 7. 3. 2. S e x a A ∈ M n × n ( R ) .  A  m at ri z A é si m ét ri c a s e, e s ó s e, e xi st e u n h a  m at ri z
o rt o g o n al Q t al q u e Q t A Q é di a g o n al.

D e m o s t r a ci ´o n. S e e xi st e u n h a  m atri z ort o g o n al Q t al q u e Q t A Q = D é di a g o n al, e nt ó n

Q t A Q = D = D t = Q t A t Q

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A = A t .
S e A é si m é t ri c a, p ol o t e or e m a a nt eri or, s a b e m o s q u e t o d o s o s s e u s a ut o v al or e s λ 1 , ... ,  λr

s o n r e ai s. S e x a B λ i
u n h a b a s e d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ··· , r} . S e o si st e m a li br e B = B λ 1 ∪ ··· ∪ B λ r

n o n é u n h a b a s e d e V (i. e. A n o n é di a g o n ali z á b el), t e m o s q u e U = �B λ 1 ∪ ···  ∪ B λ r � � = R n .
T o m a n d o U ⊥ = { v ∈ R n | < v, u > = 0 , ∀ u ∈ U } t e m o s q u e U é u n s u b e s p a z o d e R n ( c h a m a d o
c o m pl e m e nt o ort o g o n al d e U ) e q u e U ∩ U ⊥ = { θ R n } . A d e m ai s, t o d o w ∈ R n e s c r ı́ b e s e d e f o r m a
ú ni c a c o m o

w = u + v,  u ∈ U, v ∈ U ⊥ .

7. 3.  Di a g o n a li z a ci ó n  o r t o g o n a l  d e  m a t ri c e s si m é t ri c a s 1 6 5

S e r e st ri n xi m o s a a pli c a ci ó n li n e a r f A : R n → R n a U ⊥ , t e n s e q u e f A
|U ⊥

: U ⊥ → R n c u m p r e

q u e n o n é n ul a e a d e m ai s f A ( U ⊥ ) ⊆ U ⊥ . P o r t a nt o, d e b e t er al o m e n o s u n a ut o v e ct or v �= θ R n .
L o g o, A v = λ v , p ar a u n c ert o λ r e al, e i st o i m pli c a q u e v ∈ U ∩ U ⊥ .  E ntó n, v = θ n

R , o q u e é u n
a b s u r d o q u e pr o v é n d e s u p o ñ e r q u e B = B λ 1 ∪ ···  ∪ B λ r n o n é u n h a b a s e d e V .  P or t a nt o, A
é di a g o n ali z á b el.

S u p o ñ a m o s θ R n �= v ∈ V λ i
e q u e θ R n �= u ∈ V λ j

c o n i �= j .  C o m o A é u n h a  m at ri z si m é t ri c a

λ i < u, v  > = <  A u, v  > = < u,  A v  > = λ j < u, v  > ⇔ (λ i − λ j ) < u, v  > = 0 ⇔ < u, v  > = 0 .

L o g o, a ut o v e ct or e s a s o ci a d o s a a ut o v al or e s di sti nt o s s o n ort o g o n ai s.  Te n d o e n c o nt a e st e
f eit o, s e a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á b a s e B λ i

d e c a d a
s u b e s p a z o p r o pi o e u ni m o s o s si st e m a s r e s ult a nt e s, o bt e m o s u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a-
d a p o r v e ct or e s pr o pi o s. S e P é a  m at ri z c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d e st a b a s e ort o n or m al,
P r e s ult a ort o g o n al e P t A P di a g o n al. ��

N o t a 7. 3. 3. A d e m o str a ci ´o n d o a nt eri or t e or e m a i n dı́ c a n o s c o m o d e b e m o s r e ali z ar o c ál c ul o d a
di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d u n h a  m atri z si m é t ri c a r e al. S é g u e n s e o s s e g ui nt e s p a s o s:

C al c úl a s e o e s p e ct r o d e A , S p(A ) = { λ 1 , ... ,  λr } .
C al c úl a s e u n h a b a s e B λ i

d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .
A pl´ı c a s e o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ció n d e  G r a m- S c h mi dt a c a d a b a s e B λ i

, o bté n d o-
s e u n h a b a s e ort o n or m al C λ i

d e V (λ i ), i ∈ { 1 , ... , r} .

Ú n e n s e a s b a s e s C λ i
.  E st a u nió n d á l u g a r a u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a d a p o r

a ut o v e ct o r e s.
D efı́ n e s e a  m at ri z P c o m o a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d a b a s e ort o n or m al
c al c ul a d a n o a p art a d o a nt eri or.
A  m atri z di a g o n al D r e s ult a d e f a c e r o p r o d ut o P t A P.

E x e m pl o 7. 3. 4. S e x a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞

⎠ .

C o m o A é si m é t ri c a p ó d e s e di a g o n ali z ar d e f or m a ort o g o n al.  C al c ul e m o s e n p ri m eir o l u g ar
o s a ut o v al or e s e u n h a b a s e d e c a d a s u b e s p a z o pr o pi o d e A .

p A ( x )  = d et( A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

− x 1 0
1 − x 1
1 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

− x 1 0
0 − (x + 1)  1 + x
1 1 − x

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

− x 1 2
0 − (x + 1) 0
1  1 1 − x

�
�
�
�
�
�

= − (x + 1)

�
�
�
�

− x 2
1 1 − x

�
�
�
� = − (x + 1)( x 2 − x − 2)  = − (x + 1) 2 ( x − 2) .

P o r t a nt o, o s a ut o v al or e s d e A s o n λ 1 = − 1 y λ 2 = 2, c o n  m a( − 1)  = 2,  m a( 2)  = 1.  A d e m ai s,

V (− 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A + I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x + y + z = 0

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�
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V ( 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A − 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
− 2 1 1

1 − 2 1
1 1 − 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | −2 x + y + z = 0 = x − 2 y + z

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

L o g o, a s b a s e s d e V (− 1) e d e V ( 2) s o n, r e s p e cti v a m e nt e,

B − 1 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
, B2 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

A pli c a n d o o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ´o n d e  Gr a m- S c h mi dt á s b a s e s B − 1 e B 2 ,
o bt e m o s u n h a b a s e ort o n or m al p ar a V (− 1) e o utr a p ar a V ( 2):

C − 1 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

1√
2

− 1√
2

0

⎞

⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎝

1√
6

1√
6

− 2√
6

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, C2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

1√
3

1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

E n c o n s e c u e n ci a, a b a s e ort o n or m al d e R 3 é

C =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

1√
2

− 1√
2

0

⎞

⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎝

1√
6

1√
6

− 2√
6

⎞

⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎝

1√
3

1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭

e a  m at ri z P , d a d a p or

P =

⎛

⎜
⎝

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

⎞

⎟
⎠ ,

é o rt o g o n al e

P t A P =

⎛

⎝
− 1  0 0

0 − 1 0
0  0 2

⎞

⎠ = D.

N o t a 7. 3. 5. C o m o a pli c a ci ó n d a di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d u n h a  m atri z si m ´etri c a r e al A d e
r a n g o r , t e n s e a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e s p e ct r al e u n h a a pli c a ció n a o c ál c ul o d e p ot e n ci a s d e A .
N e st e c a s o o q u e s e o b s er v a ´e q u e, s e u 1 , u2 , ... , un s o n a s c ol u m n a s d e P , s e n d o P a  m at ri z
o rt o g o n al t al q u e P t A P = D , t e n s e q u e

A = λ 1 u 1 u t
1 + λ 2 u 2 u t

2 + ··· + λ r u r u
t
r ,

o n d e λ 1 , λ2 , ··· , λr s o n o s a ut o v al or e s n o n n ul o s d e A .  L o g o, a s p ot e n ci a s d e A c al c úl a n s e d o a-
d a m e nt e c o m o:

A k = λ k
1 u 1 u t

1 + λ k
2 u 2 u t

2 + ··· + λ k
r u r u

t
r .
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7. 4.  F a c t o ri z a ci ó n  Q R

S e x a ( V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o e s e x a T = { v 1 , ... , vr − 1 } u n si st e m a li br e d e
v e ct or e s d e V . S e a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ció n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a
d e v e ct or e s T , o bt e m o s u n si st e m a ort o n or m al C = { u 1 , ... , ur − 1 } d e v e ct o r e s d e V t al q u e
�T � = �C � e, a d e m ai s, t é ñ e n s e a s i g u al d a d e s:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v 1 = � e 1 � u 1 ,
v 2 = < v 2 , u1 > u 1 + � e 1 � u 2 ,

···

v i =
i− 1�

j = 1

< v i , uj > u j + � e i � u i ,

···

v r − 1 =
r − 2�

j = 1

< v i , uj > u j + � e r − 1 � u r − 1 .

S u p o ñ a m o s q u e t o m a m o s v r ∈ � T � = �C �.  A o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n
d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s T ∪ { v r } o bt e ri a m o s o si st e m a C e

e r = v r −
r − 1�

j = 1

< v i , uj > u j = θ V ,

x a q u e, s e v r ∈ � C �, v r = α 1 u 1 + ··· + α r − 1 u r − 1 c o n

α j = < v i , uj >, j ∈ { 1 , ... , r − 1 } .

L o g o, c a n d o a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a u n si st e m a
o n d e e xi st e n v e ct or e s q u e s o n c o m bi n a ci ó n li n e a r d o utr o s v e ct or e s d o si st e m a, p ar a c a d a u n
d e st e s v e ct or e s, o bt e m o s o v e ct or n ul o θ V .

S e x a A ∈ M m × n ( R ). S u p o ñ a m o s q u e a s s ú a s c ol u m n a s s o n
�

v 1 | v 2 | ··· | v n

�

e q u e r a n g ( A ) = r ≤ n .  T o m e m o s o e s p a z o e u clı́ d e o (R n , < ,  >) c o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e
a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s T =
{ v 1 , ... , vn } f o r m a d o p ol a s c ol u m n a s d e A , o bt e m o s o s  m e s m o s v e ct or e s n o n n ul o s q u e f or m a n
o si st e m a ort o n or m al C = { u k 1 , ... , uk r } q u e r e s ult arı́ a a o a pli c ar o  m e s m o p r o c e d e m e nt o d e
ort o n or m ali z a ci ó n a o si st e m a T = { v k 1 , ... , vk r } f o r m a d o u ni c a m e nt e p ol a s r pri m eir a s c ol u m n a s
i n d e p e n d e nt e s d e A .

A s´ı t e m o s q u e, c a n d o v ki ∈ T ,

v ki =
i− 1�

j = 1

< v ki , uk j > u k j + � e ki � u ki , eki �= θ R n

e, s e v ki /∈ T , e ki = θ R n , s e n d o a d e m ai s c ert a a i g u al d a d e

v ki =
�

k j < ki

< v ki , uk j > u k j .

P o r t a nt o, d a d a a  m atri z Q ∈ M m × r ( R ) c u x a s c ol u m n a s s o n
�

u k 1 | u k 2 | ··· | u k r

�
,

g r a z a s a q u e o si st e m a C = { u k 1 , ... , uk r } é o rt o n o r m al, t e m o s q u e Q t Q = I r e, a d e m ai s,

A = Q R,

s e n d o R = Q t A = ( r l j ) ∈ M r × n ( R ) u n h a  m atri z t al q u e r l j = 0, s e l > j.
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V ( 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A − 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
− 2 1 1

1 − 2 1
1 1 − 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | −2 x + y + z = 0 = x − 2 y + z

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

L o g o, a s b a s e s d e V (− 1) e d e V ( 2) s o n, r e s p e cti v a m e nt e,

B − 1 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
, B2 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

A pli c a n d o o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ´o n d e  Gr a m- S c h mi dt á s b a s e s B − 1 e B 2 ,
o bt e m o s u n h a b a s e ort o n or m al p ar a V (− 1) e o utr a p ar a V ( 2):

C − 1 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

1√
2

− 1√
2

0

⎞

⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎝

1√
6

1√
6

− 2√
6

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, C2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

1√
3

1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

E n c o n s e c u e n ci a, a b a s e ort o n or m al d e R 3 é

C =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜
⎝

1√
2

− 1√
2

0

⎞

⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎝

1√
6

1√
6

− 2√
6

⎞

⎟
⎠ ,

⎛

⎜
⎝

1√
3

1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎠

⎫
⎪⎬

⎪⎭

e a  m at ri z P , d a d a p or

P =

⎛

⎜
⎝

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

⎞

⎟
⎠ ,

é o rt o g o n al e

P t A P =

⎛

⎝
− 1  0 0

0 − 1 0
0  0 2

⎞

⎠ = D.

N o t a 7. 3. 5. C o m o a pli c a ci ó n d a di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d u n h a  m atri z si m ´etri c a r e al A d e
r a n g o r , t e n s e a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e s p e ct r al e u n h a a pli c a ció n a o c ál c ul o d e p ot e n ci a s d e A .
N e st e c a s o o q u e s e o b s er v a ´e q u e, s e u 1 , u2 , ... , un s o n a s c ol u m n a s d e P , s e n d o P a  m at ri z
ort o g o n al t al q u e P t A P = D , t e n s e q u e

A = λ 1 u 1 u t
1 + λ 2 u 2 u t

2 + ··· + λ r u r u
t
r ,

o n d e λ 1 , λ2 , ··· , λr s o n o s a ut o v al or e s n o n n ul o s d e A .  L o g o, a s p ot e n ci a s d e A c al c úl a n s e d o a-
d a m e nt e c o m o:

A k = λ k
1 u 1 u t

1 + λ k
2 u 2 u t

2 + ··· + λ k
r u r u

t
r .
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7. 4.  F a c t o ri z a ci ó n  Q R

S e x a ( V,  < ,  > ) u n e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o e s e x a T = { v 1 , ... , vr − 1 } u n si st e m a li br e d e
v e ct or e s d e V . S e a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ció n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a
d e v e ct or e s T , o bt e m o s u n si st e m a ort o n or m al C = { u 1 , ... , ur − 1 } d e v e ct o r e s d e V t al q u e
�T � = �C � e, a d e m ai s, t é ñ e n s e a s i g u al d a d e s:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v 1 = � e 1 � u 1 ,
v 2 = < v 2 , u1 > u 1 + � e 1 � u 2 ,

···

v i =
i− 1�

j = 1

< v i , uj > u j + � e i � u i ,

···

v r − 1 =
r − 2�

j = 1

< v i , uj > u j + � e r − 1 � u r − 1 .

S u p o ñ a m o s q u e t o m a m o s v r ∈ � T � = �C �.  A o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n
d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s T ∪ { v r } o bt e ri a m o s o si st e m a C e

e r = v r −
r − 1�

j = 1

< v i , uj > u j = θ V ,

x a q u e, s e v r ∈ � C �, v r = α 1 u 1 + ··· + α r − 1 u r − 1 c o n

α j = < v i , uj >, j ∈ { 1 , ... , r − 1 } .

L o g o, c a n d o a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a u n si st e m a
o n d e e xi st e n v e ct or e s q u e s o n c o m bi n a ci ó n li n e a r d o ut r o s v e ct or e s d o si st e m a, p ar a c a d a u n
d e st e s v e ct or e s, o bt e m o s o v e ct or n ul o θ V .

S e x a A ∈ M m × n ( R ). S u p o ñ a m o s q u e a s s ú a s c ol u m n a s s o n
�

v 1 | v 2 | ··· | v n

�

e q u e r a n g ( A ) = r ≤ n .  T o m e m o s o e s p a z o e u clı́ d e o (R n , < ,  >) c o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e
a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s T =
{ v 1 , ... , vn } f o r m a d o p ol a s c ol u m n a s d e A , o bt e m o s o s  m e s m o s v e ct or e s n o n n ul o s q u e f or m a n
o si st e m a ort o n o r m al C = { u k 1 , ... , uk r } q u e r e s ult a rı́ a a o a pli c a r o  m e s m o p r o c e d e m e nt o d e
o rt o n or m ali z a ci ó n a o si st e m a T = { v k 1 , ... , vk r } f o r m a d o u ni c a m e nt e p ol a s r pri m eir a s c ol u m n a s
i n d e p e n d e nt e s d e A .

A s´ı t e m o s q u e, c a n d o v ki ∈ T ,

v ki =
i− 1�

j = 1

< v ki , uk j > u k j + � e ki � u ki , eki �= θ R n

e, s e v ki /∈ T , e ki = θ R n , s e n d o a d e m ai s c ert a a i g u al d a d e

v ki =
�

k j < ki

< v ki , uk j > u k j .

P o r t a nt o, d a d a a  m atri z Q ∈ M m × r ( R ) c u x a s c ol u m n a s s o n
�

u k 1 | u k 2 | ··· | u k r

�
,

g r a z a s a q u e o si st e m a C = { u k 1 , ... , uk r } é o rt o n o r m al, t e m o s q u e Q t Q = I r e, a d e m ai s,

A = Q R,

s e n d o R = Q t A = ( r l j ) ∈ M r × n ( R ) u n h a  m at ri z t al q u e r l j = 0, s e l > j.
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Fi n al m e nt e, é e vi d e nt e q u e r a n g ( A )  = r a n g ( Q )  = r a n g ( R ) = r.
C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or t e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o.

T e o r e m a 7. 4. 1. (F a c t o ri z a ci ó n Q R ) S e x a A ∈ M m × n ( R ) c o n r a n g o r .  E xi st e n dú a s  m at ri c e s
Q ∈ M m × r ( R ) e R = ( r l j ) ∈ M r × n ( R ) , t al e s q u e A = Q R , Q t Q = I r e r l j = 0 s e l > j.

N o t a 7. 4. 2. P ar a r e ali z ar o c ál c ul o ef e cti v o d a f a ct ori z a ci ó n Q R d u n h a  m at ri z A ∈ M m × n ( R )
c o n r a n g o r e c ol u m n a s { v 1 , ... , vn } , t e m o s o s s e g ui nt e s p a s o s:

A pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s
T = { v 1 , ... , vn } f o r m a d o p ol a s c ol u m n a s d e A n o e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o n - di m e n si o n al
(R n , < ,  >) c o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e al g ú n d o s v e ct o r e s e i q u e r e s ult a n n o s c ál c ul o s
é n ul o, eli m ı́ n a s e e n o n s e t e n e n c o nt a n o pr o c e s o.
T o m a m o s Q ∈ M m × r ( R ) c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o
n o p u nt o a nt e ri o r.
C al c úl a s e R c o m o R = Q t A.

T a m é n p o d e m o s p r o c e d e r p arti n d o d o si st e m a d e v e ct or e s d a d o p ol a s p ri m eir a s r c ol u m n a s
li n e a r m e nt e i n d e p e n d e nt e s d a  m at ri z A .  A  m at ri z Q ∈ M m × r ( R ) é a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n
o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o a o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e
G r a m- S c h mi dt a e st e si st e m a.  Fi n al m e nt e, R = Q t A.

E x e m pl o s 7. 4. 3. 1) S e x a a  m atri z A c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d o si st e m a c o n si d er a d o
n o  E x e m pl o 7. 2. 1 1.  E nt ó n

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 3
0 2 1
0 0 1

− 1 − 1 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S u p o ñ a m o s q u e e n R 4 c o n si d e r a m o s o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e a pli c a m o s o p r o c e-
d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á s c ol u m n a s d e A , o bt e m o s u n si st e m a
o rt o n or m al

C =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ , u2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , u3 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1√
3

0
1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

e, p o r t a nt o, A = Q R o n d e

Q =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1√
2

0 1√
3

0  1 0
0 0 1√

3

− 1√
2

0 1√
3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

e

R = Q t A =

⎛

⎜
⎝

1√
2

0 0 − 1√
2

0 1  0  0
1√
3

0 1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 3
0 2 1
0 0 1

− 1 − 1 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

2√
2

2√
2

4√
2

0 2 1
0 0 3√

3

⎞

⎟
⎠ .

D e st e x eit o, r a n g ( A )  = r a n g ( Q )  = r a n g ( R ) = 3.
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2 ) S e, p o r e x e m pl o,

A =

⎛

⎝
1 1 2
1 0 1
0 1 1

⎞

⎠ ,

c o n si d er a n d o e n R 4 o p r o d ut o e s c al ar u s u al, a o a pli c ar o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali-
z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á s c ol u m n a s d e A , o bt e m o s o s e g ui nt e:

e 1 = v 1 , u1 =
e 1

� e 1 �
=

√
2

2

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝

√
2 / 2√
2 / 2
0

⎞

⎠ .

e 2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ − ( 1, 0 , 1)

⎛

⎝

√
2 / 2√
2 / 2
0

⎞

⎠

⎛

⎝

√
2 / 2√
2 / 2
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ −
1

2

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 / 2

− 1 / 2
1

⎞

⎠

u 2 =
e 2

� e 2 �
=

√
6

6

⎛

⎝
1

− 1
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 6√
6 / 3

⎞

⎠ ,

e 3 = v 3 − < v 3 , u1 > u 1 − < v 3 , u2 > u 2 =

⎛

⎝
2
1
1

⎞

⎠ − ( 2, 1 , 1)

� √
2 / 2√
2 / 2

� � √
2 / 2√
2 / 2

�

− ( 2, 1 , 1)

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 6√
6 / 3

⎞

⎠

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 6√
6 / 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
2
1
1

⎞

⎠ −
3

√
2

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ −
1

√
2

⎛

⎝
1

− 1
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ .

L o g o, A = Q R , o n d e

Q =

⎛

⎜
⎝

√
2

2

√
6

6√
2

2 −
√

6
6

0
√

6
3

⎞

⎟
⎠ ∈ M 3 × 2 ( R )

e

R = Q t A =

� √
2 / 2

√
2 / 2 0√

6 / 6 −
√

6 / 6
√

6 / 3

�
⎛

⎝
1 1 2
1 0 1
0 0 1

⎞

⎠ =

� √
2

√
2 / 2 3

√
2 / 2

0
√

6 / 2
√

6 / 2

�

.

P or t a nt o, r a n g ( A )  = r a n g ( Q )  = r a n g ( R ) = 2 .

N o t a 7. 4. 4. A pli c a n d o a f a ct ori z a ci ´o n Q R t e m o s q u e, s e A ∈ M m × n ( R ) c o n r a n g o n , Q ∈
M m × n ( R ) e R = Q t A ∈ M n × n ( R ) . C o m o o r a n g ( R ) = n , o bt e m o s q u e R é i n v e rtı́ b el.  D o ut r a
b a n d a, s e A ∈ M n × n ( R ) c o n r a n g o n ( A é i n v e rt ı́ b el), Q ∈ M n × n ( R ) é t al q u e Q t Q = Q Q t =
I n e, p o r t a nt o, Q r e s ult a u n h a  m atri z ort o g o n al.  A d e m ai s R = Q t A ∈ M n × n ( R ) . C o m o o
r a n g ( R ) = n , o bt e m o s q u e R é i n v e rt ı́ b el.
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Fi n al m e nt e, é e vi d e nt e q u e r a n g ( A )  = r a n g ( Q )  = r a n g ( R ) = r.
C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or t e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o.

T e o r e m a 7. 4. 1. (F a c t o ri z a ci ó n Q R ) S e x a A ∈ M m × n ( R ) c o n r a n g o r .  E xi st e n dú a s  m at ri c e s
Q ∈ M m × r ( R ) e R = ( r l j ) ∈ M r × n ( R ) , t al e s q u e A = Q R , Q t Q = I r e r l j = 0 s e l > j.

N o t a 7. 4. 2. P ar a r e ali z ar o c ál c ul o ef e cti v o d a f a ct ori z a ci ó n Q R d u n h a  m at ri z A ∈ M m × n ( R )
c o n r a n g o r e c ol u m n a s { v 1 , ... , vn } , t e m o s o s s e g ui nt e s p a s o s:

A pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a o si st e m a d e v e ct or e s
T = { v 1 , ... , vn } f o r m a d o p ol a s c ol u m n a s d e A n o e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o n - di m e n si o n al
(R n , < ,  >) c o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e al g ú n d o s v e ct o r e s e i q u e r e s ult a n n o s c ál c ul o s
é n ul o, eli m ı́ n a s e e n o n s e t e n e n c o nt a n o pr o c e s o.
T o m a m o s Q ∈ M m × r ( R ) c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o
n o p u nt o a nt e ri o r.
C al c úl a s e R c o m o R = Q t A.

T a m é n p o d e m o s p r o c e d e r p arti n d o d o si st e m a d e v e ct or e s d a d o p ol a s p ri m eir a s r c ol u m n a s
li n e a r m e nt e i n d e p e n d e nt e s d a  m at ri z A .  A  m at ri z Q ∈ M m × r ( R ) é a q u el a c u x a s c ol u m n a s s o n
o s v e ct or e s d o si st e m a ort o n or m al o bti d o a o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e
G r a m- S c h mi dt a e st e si st e m a.  Fi n al m e nt e, R = Q t A.

E x e m pl o s 7. 4. 3. 1) S e x a a  m atri z A c u x a s c ol u m n a s s o n o s v e ct or e s d o si st e m a c o n si d er a d o
n o  E x e m pl o 7. 2. 1 1.  E nt ó n

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 3
0 2 1
0 0 1

− 1 − 1 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S u p o ñ a m o s q u e e n R 4 c o n si d e r a m o s o p r o d ut o e s c al ar u s u al. S e a pli c a m o s o p r o c e-
d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á s c ol u m n a s d e A , o bt e m o s u n si st e m a
ort o n or m al

C =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

u 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1√
2

0
0

− 1√
2

⎞

⎟
⎟
⎠ , u2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , u3 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1√
3

0
1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

e, p or t a nt o, A = Q R o n d e

Q =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1√
2

0 1√
3

0  1 0
0 0 1√

3

− 1√
2

0 1√
3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

e

R = Q t A =

⎛

⎜
⎝

1√
2

0 0 − 1√
2

0 1  0  0
1√
3

0 1√
3

1√
3

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 3
0 2 1
0 0 1

− 1 − 1 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎝

2√
2

2√
2

4√
2

0 2 1
0 0 3√

3

⎞

⎟
⎠ .

D e st e x eit o, r a n g ( A )  = r a n g ( Q )  = r a n g ( R ) = 3.

7. 4.  F a c t o ri z a ci ó n  Q R 1 6 9

2 ) S e, p o r e x e m pl o,

A =

⎛

⎝
1 1 2
1 0 1
0 1 1

⎞

⎠ ,

c o n si d er a n d o e n R 4 o p r o d ut o e s c al ar u s u al, a o a pli c ar o pr o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali-
z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á s c ol u m n a s d e A , o bt e m o s o s e g ui nt e:

e 1 = v 1 , u1 =
e 1

� e 1 �
=

√
2

2

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝

√
2 / 2√
2 / 2
0

⎞

⎠ .

e 2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ − ( 1, 0 , 1)

⎛

⎝

√
2 / 2√
2 / 2
0

⎞

⎠

⎛

⎝

√
2 / 2√
2 / 2
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ −
1

2

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 / 2

− 1 / 2
1

⎞

⎠

u 2 =
e 2

� e 2 �
=

√
6

6

⎛

⎝
1

− 1
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 6√
6 / 3

⎞

⎠ ,

e 3 = v 3 − < v 3 , u1 > u 1 − < v 3 , u2 > u 2 =

⎛

⎝
2
1
1

⎞

⎠ − ( 2, 1 , 1)

� √
2 / 2√
2 / 2

� � √
2 / 2√
2 / 2

�

− ( 2, 1 , 1)

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 6√
6 / 3

⎞

⎠

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 6√
6 / 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
2
1
1

⎞

⎠ −
3

√
2

⎛

⎝
1
1
0

⎞

⎠ −
1

√
2

⎛

⎝
1

− 1
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ .

L o g o, A = Q R , o n d e

Q =

⎛

⎜
⎝

√
2

2

√
6

6√
2

2 −
√

6
6

0
√

6
3

⎞

⎟
⎠ ∈ M 3 × 2 ( R )

e

R = Q t A =

� √
2 / 2

√
2 / 2 0√

6 / 6 −
√

6 / 6
√

6 / 3

�
⎛

⎝
1 1 2
1 0 1
0 0 1

⎞

⎠ =

� √
2

√
2 / 2 3

√
2 / 2

0
√

6 / 2
√

6 / 2

�

.

P or t a nt o, r a n g ( A )  = r a n g ( Q )  = r a n g ( R ) = 2 .

N o t a 7. 4. 4. A pli c a n d o a f a ct ori z a ci ´o n Q R t e m o s q u e, s e A ∈ M m × n ( R ) c o n r a n g o n , Q ∈
M m × n ( R ) e R = Q t A ∈ M n × n ( R ) . C o m o o r a n g ( R ) = n , o bt e m o s q u e R é i n v e rtı́ b el.  D o ut r a
b a n d a, s e A ∈ M n × n ( R ) c o n r a n g o n ( A é i n v e rt ı́ b el), Q ∈ M n × n ( R ) é t al q u e Q t Q = Q Q t =
I n e, p o r t a nt o, Q r e s ult a u n h a  m atri z ort o g o n al.  A d e m ai s R = Q t A ∈ M n × n ( R ) . C o m o o
r a n g ( R ) = n , o bt e m o s q u e R é i n v e rt ı́ b el.
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7. 5.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  Utili c e o  m é t o d o d e  G r a m- S c h mi dt p ar a a c h ar u n h a b a s e ort o n or m al d o s u b e s p a z o d e R 3

x e r a d o p ol o s e g ui nt e si st e m a d e v e ct or e s
a ) S =

�
( 1, 1 , 0) t , ( 1, 0 , 0) t , ( 1, 1 , 1) t

�
.

b ) T =
�
( 1, 0 , 1) t , ( 2, − 1 , 1) t , ( 1, − 1 , 0) t

�
.

2.  D et e r mi n e o s v al or e s d o s p ar á m et r o s a, b, x, y, z, t p ar a q u e a  m atri z r e al

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 / 2 1 / 6 a x
1 / 2 1 / 6 b y
1 / 2 1 / 2 0 z
1 / 2 − 5 / 6 0 t

⎞

⎟
⎟
⎠
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⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
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⎞

⎟
⎟
⎠ .
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⎜
⎜
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⎟
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⎞

⎠ .
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⎜
⎜
⎝
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⎞

⎟
⎟
⎠ .

c )

C =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 − 2 4
1 − 1 1
1  1 1
1  2 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

7. 5.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 7 1
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⎜
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⎟
⎟
⎠ .
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( 0, 1 , 3 , − 2).
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4.  C o n si d é r a s e a  m at ri z A ∈ M 4 × 4 ( R ) d a d a p o r

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 2 − 1 0 2
− 1 − 2 0 − 2

0 0 − 3 0
2 − 2 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .
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F o r m a s c u a d r á ti c a s

N est e c a p´ıt ul o a b or d ar a s e o e st u d o d a s f or m a s c u a drá ti c a s e v e r a s e q u e p art e d o t r a b all o
r e ali z a d o c o a s  m atri c e s si m é t ri c a s, e s p e ci al m e nt e t o d o o q u e t e n q u e v er c o a di a g o n ali z a ci ó n
o rt o g o n al, s er á d e g r a n utili d a d e á h o r a d e cl a si fi c al a s.  A s f or m a s c u a dr á ti c a s a p a r e c e n c o n
fr e c u e n ci a e n c ert a s a pli c a ció n s d a ál x e b r a li n e ar á e n x e ñ e r ı́ a, n o p r o c e s a d o d e si n ai s e e n pr o-
bl e m a s d e o pti mi z a ci ó n li g a d o s a o c ál c ul o d e e xtr e m o s d e f u n ci ó n s d e v a ri a s v ari á b ei s.  T a m é n
a s p o d e m o s at o p ar e n fı́ si c a, x e o m etr ı́ a dif e r e n ci al, e c o n o mı́ a e e st atı́ s ti c a.

C o m e z a r e m o s i nt r o d u ci n d o a n o ci ´o n d e f or m a c u a dr á ti c a c o m o u n h a a pli c a ci ó n

ω : R n → R

d a d a p o r
ω (v ) = v t A v, ∀ v ∈ R n

o n d e A ∈ M n × n ( R ).  A c o nti n u a ci ó n v e r e m o s q u e s e f : R n × R n → R é u n h a f o r m a bili n e ar e
C n é a b a s e c a n ó ni c a d e R n , t e n s e q u e a f p o d e m o s a s o ci arll e u n h a f or m a c u a dr á ti c a d e fi ni d a
p or

ω f ( v ) = v t G C n v, ∀ v ∈ R n

o n d e G C n é a  m at ri z d e  G r a m d e f r e s p e ct o á b a s e C n .  D e x eit o i n v er s o d e m o str ar a s e q u e d a d a
ω : R n → R , ω (v ) = v t A v , u n h a f or m a c u a drá ti c a e n R n , e xi st e u n h a f o r m a bili n e a r

f ω ( u, v ) =
1

2
(ω (u + v ) − w (u ) − w (v ))

t al q u e

f ω ( u, v ) = u t (
1

2
(A + A t ) ) v

e, p o r t a nt o, f ω : R n × R n → R é u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a x a q u e a  m at ri z 1
2 ( A + A t )

é si m é t ri c a.  T a m é n s e c u m p r e q u e f ω é a ú ni c a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a p a r a a c al ω f ω = ω .  E st a
f o r m a bili n e a r si m é t ri c a ú ni c a c h a m a r a s e f or m a p ol ar d e ω .  Gr a z a s a i st o úl ti m o, p o d er e m o s
g ar a ntir q u e, d a d a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a, e xi st e u n h a ú ni c a  m at ri z si m é t ri c a M (ω )
t al q u e

ω (v ) = v t M ( ω )v, ∀ v ∈ R n

s e n d o M (ω ) = 1
2 ( A + A t ), s e ω (v ) = v t A v .

E n t o d a s a s d e fi ni ci ó n s a nt e ri o r e s t o m a m o s c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e R n .
C o m o e n c a s o s a nt eri or e s é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e, s e c a m bi a m o s a b a s e, a e x pr e si ó n d a f o r m a
c u a dr á ti c a t a m é n o f ai a ı́ n d a q u e, c o m o s e m pr e, o c a m bi o e st á c o nt r ol a d o p or u n h a  m atri z d e
c a m bi o d e b a s e. S e x a B o utr a b a s e d e R n e c h a m e m o s P B, C n á  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e d e B
á b a s e c a n ó ni c a d e R n .  C o m o s a b e m o s, ∀ v ∈ R n ,

v = P B, C n v B

s e n d o v B o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e v n a b a s e B .  P or t a nt o:

ω (v ) = v t M ( ω )v = v t
B P t

B, C n
M ( ω )P B, C n v B .

Á  m at ri z M (ω ) B = P t
B, C n

M ( ω )P B, C n c h á m a s ell e  m at ri z a s o ci a d a a ω r e s p e ct o á b a s e B e

é c o n g r u e nt e c o n M (ω ).  E vi d e nt e m e nt e t a m é n é si m é t ri c a e t e n s e q u e M (ω ) C n = M ( ω ).

1 7 3
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é c o n g r u e nt e c o n M (ω ).  E vi d e nt e m e nt e t a m é n é si m é t ri c a e t e n s e q u e M (ω ) C n = M ( ω ).
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L o g o, a e x p r e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a n a b a s e B é

ω ( v ) = v t
B M ( ω ) B v B .

C a n d o a  m at ri z M (ω ) B é  di a g o n al di r e m o s q u e a b a s e B é o rt o g o n al r e s p e ct o a ω .  N e st e
c a s o t e n s e q u e, s e v t

B = ( x 1 , ... , xn ) ,

ω (v ) = v t
B M ( ω ) B v B =

( x 1 , x2 , ... , xn )

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 a 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

x 1

x 2
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= a 1 x 2
1 + a 2 x 2

2 + ··· + a n x 2
n .

S e a b a s e B t e n c o m o v e ct or e s a { e 1 , ... , en } , o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e e i n a b a s e s e r á

e i B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
1
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e o 1 at ó p a s e n a c o m p o ñ e nt e i-é si m a.  L o g o, w (e i ) = a i e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

M (ω ) B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (e 1 ) 0 ··· 0
0 ω (e 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (e n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

N o s e g ui nt e a p art a d o v er e m o s q u e d a d a u n h a f or m a c u a dr ´ati c a ω p o d e m o s at o p ar u n h a
b a s e ort o g o n al p ar a el a. I st o é e q ui v al e nt e a at o p a r u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P t al q u e P t M ( ω )P
s e x a di a g o n al.  O b vi a m e nt e, a s c ol u m n a s d e P f or m ar á n a b a s e b u s c a d a. I n di c ar e m o s d o u s c a-
mi ñ o s p a r a c al c ul a r P .  O pri m eir o d el e s b a s e a d o n a di a g o n ali z a ció n o rt o g o n al e o s e g u n d o n a
di a g o n ali z a ci ó n p o r c o n g r u e n ci a.

P ar a a cl a si fi c a ci ó n d a s f o r m a s c u a dr á ti c a s, e st e s d o u s pr o c e s o s c o n v er x e n n o  m e s m o gr a z a s
á l ei d e i n e r ci a d e S yl v e st er q u e a s e g ur a o s e g ui nt e: s e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a
e D 1 , D 2 s o n  m at ri c e s di a g o n ai s a s o ci a d a s a ω r e s p e ct o a di sti nt a s b a s e s, e nt ó n o n ú m e r o d e
el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a s s ú a s di a g o n ai s p ri n ci p ai s é o  m e s m o.

Te n d o e n c o nt a t o d o i st o p o d er e m o s cl a si fi c ar a s f or m a s c u a dr á ti c a s c o m o ( s e mi) d e fi ni d a s
p o siti v a s, ( s e mi) d e fi ni d a s n e g ati v a s o u i n d e fi ni d a s, c o nt a n d o o n ú m e r o d e el e m e nt o s n e g ati v o s
e p o siti v o s q u e t e m o s e n c al q u er a d a s  m atri c e s di a g o n ai s a s o ci a d a s á f o r m a c u a d r á ti c a q u e
e st e a m o s a e st u d ar.  M ái s c o n c r et a m e nt e, s e x a n ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a e B u n h a
b a s e o rt o g o n al r e s p e ct o d e ω . S e c h a m a m o s si n at ur a d e ω a o p ar:

s g ( ω ) = ( p, q ),

o n d e p , q d e n ot a n, r e s p e cti v a m e nt e, o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a  m atri z
di a g o n al a s o ci a d a a ω n a b a s e B , t e n s e q u e:

1)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a ( ω (v ) > 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n ), s e, e s ó s e,
s g ( ω ) = ( n, 0).

2)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a ( ω (v ) < 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n ), s e, e s ó s e,
s g ( ω ) = ( 0 , n).

3)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a ( ω (v ) ≥ 0 , ∀ v ∈ R n ), s e, e s ó s e, s g ( ω ) =
(r, 0) c o n r < n .
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4 )  A f o r m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a ( ω (v ) ≤ 0 , ∀ v ∈ R n ) s e, e s ó s e, s g ( ω ) =
( 0, s) c o n s < n .

5)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é i n d e fi ni d a ( e xi st e n d o u s v e ct or e s n o n n ul o s u, v d e R n t al e s q u e
ω (u ) < 0 e ω (v ) > 0), s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( r, s ) c o n r, s n o n n ul o s.

E q ui v al e nt e m e nt e, s e utili z a m o s a di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al, t er e m o s q u e d a d a ω u n h a
f or m a c u a drá ti c a e M (ω ) a s ú a  m at ri z a s o ci a d a, c ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n t o d o s
p o siti v o s.

2)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n t o d o s
n e g ati v o s.

3)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n n e g ati v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

4)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n p o siti v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

5)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é i n d e fi ni d a, s e, e s ó s e, e xi st e n a ut o v al or e s d e M (ω ) p o siti v o s e
n e g ati v o s.

Fi n al m e nt e a c a b ar e m o s o c a p´ıt ul o e x p o ñ e n d o o c o ñ e ci d o c o m o crit eri o d e S yl v e st er p ar a
cl a si fi c ar f or m a s c u a dr á ti c a s.  E st e crit eri o cl a si fi c a a s f or m a s c u a dr á ti c a s  m e di a nt e o u s o d e
d et er mi n a nt e s d o s e g ui nt e x eit o: s e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a d a d a p or ω (v ) = v t A v
c o n A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) u n h a  m at ri z si m é t ri c a e d e n ot a m o s p or A r, r a s s ú a s s u b m at ri c e s
di a g o n ai s

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

...
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠ ,

c ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o r ∈ { 1 , ... ,  n} .
2)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, ( − 1) r d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o

r ∈ { 1 , ... ,  n} .

8. 1.  F o r m a s c u a d r á ti c a s e f o r m a s  bili n e a r e s.  F o r m a  p ol a r

D e fi ni ci ´o n 8. 1. 1. C h á m a s e f o r m a c u a dr á ti c a s o b r e R n a c al q u e r a a pli c a ci ó n ω : R n → R
d e fi ni d a p or

ω (v ) = v t A v, ∀ v ∈ R n

o n d e A ∈ M n × n ( R ).

E x e m pl o 8. 1. 2. A a pli c a ci ´o n ω : R 2 → R d e fi ni d a p or

ω

�
x
y

�

= 2 x y, ∀

�
x
y

�

∈ R 2

é  u n h a f o r m a c u a dr á ti c a x a q u e

ω

�
x
y

�

= 2 x y = ( x, y )

�
0 1
1 0

� �
x
y

�

.

S e t o m a m o s a s  m atri c e s

B =

�
1 0
2 − 1

�

, C =

�
1 3

− 1 − 1

�

t e n s e q u e

(x, y )

�
1 0
2 − 1

� �
x
y

�

= x 2 + 2 x y − y 2 =
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L o g o, a e x p r e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a n a b a s e B é

ω ( v ) = v t
B M ( ω ) B v B .

C a n d o a  m at ri z M (ω ) B é  di a g o n al di r e m o s q u e a b a s e B é o rt o g o n al r e s p e ct o a ω .  N e st e
c a s o t e n s e q u e, s e v t

B = ( x 1 , ... , xn ) ,

ω (v ) = v t
B M ( ω ) B v B =

( x 1 , x2 , ... , xn )

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 a 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

x 1

x 2
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= a 1 x 2
1 + a 2 x 2

2 + ··· + a n x 2
n .

S e a b a s e B t e n c o m o v e ct or e s a { e 1 , ... , en } , o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e e i n a b a s e s e r á

e i B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
1
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e o 1 at ó p a s e n a c o m p o ñ e nt e i-é si m a.  L o g o, w (e i ) = a i e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

M (ω ) B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (e 1 ) 0 ··· 0
0 ω (e 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (e n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

N o s e g ui nt e a p art a d o v er e m o s q u e d a d a u n h a f or m a c u a dr ´ati c a ω p o d e m o s at o p ar u n h a
b a s e ort o g o n al p ar a el a. I st o é e q ui v al e nt e a at o p a r u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el P t al q u e P t M ( ω )P
s e x a di a g o n al.  O b vi a m e nt e, a s c ol u m n a s d e P f or m ar á n a b a s e b u s c a d a. I n di c ar e m o s d o u s c a-
mi ñ o s p a r a c al c ul ar P .  O pri m eir o d el e s b a s e a d o n a di a g o n ali z a ció n o rt o g o n al e o s e g u n d o n a
di a g o n ali z a ci ó n p o r c o n g r u e n ci a.

P ar a a cl a si fi c a ci ó n d a s f o r m a s c u a dr á ti c a s, e st e s d o u s pr o c e s o s c o n v er x e n n o  m e s m o gr a z a s
á l ei d e i n e r ci a d e S yl v e st er q u e a s e g ur a o s e g ui nt e: s e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a d r á ti c a
e D 1 , D 2 s o n  m at ri c e s di a g o n ai s a s o ci a d a s a ω r e s p e ct o a di sti nt a s b a s e s, e nt ó n o n ú m e r o d e
el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a s s ú a s di a g o n ai s p ri n ci p ai s é o  m e s m o.

Te n d o e n c o nt a t o d o i st o p o d er e m o s cl a si fi c ar a s f or m a s c u a dr á ti c a s c o m o ( s e mi) d e fi ni d a s
p o siti v a s, ( s e mi) d e fi ni d a s n e g ati v a s o u i n d e fi ni d a s, c o nt a n d o o n ú m e r o d e el e m e nt o s n e g ati v o s
e p o siti v o s q u e t e m o s e n c al q u er a d a s  m atri c e s di a g o n ai s a s o ci a d a s á f o r m a c u a d r á ti c a q u e
e st e a m o s a e st u d ar.  M ái s c o n c r et a m e nt e, s e x a n ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a e B u n h a
b a s e ort o g o n al r e s p e ct o d e ω . S e c h a m a m o s si n at ur a d e ω a o p ar:

s g ( ω ) = ( p, q ),

o n d e p , q d e n ot a n, r e s p e cti v a m e nt e, o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a  m atri z
di a g o n al a s o ci a d a a ω n a b a s e B , t e n s e q u e:

1)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a ( ω (v ) > 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n ), s e, e s ó s e,
s g ( ω ) = ( n, 0).

2)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a ( ω (v ) < 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n ), s e, e s ó s e,
s g ( ω ) = ( 0 , n).

3)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a ( ω (v ) ≥ 0 , ∀ v ∈ R n ), s e, e s ó s e, s g ( ω ) =
(r, 0) c o n r < n .

8. 1.  F o r m a s  c u a d r á ti c a s e f o r m a s bi li n e a r e s.  F o r m a p o l a r 1 7 5

4 )  A f o r m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a ( ω (v ) ≤ 0 , ∀ v ∈ R n ) s e, e s ó s e, s g ( ω ) =
( 0, s) c o n s < n .

5)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é i n d e fi ni d a ( e xi st e n d o u s v e ct or e s n o n n ul o s u, v d e R n t al e s q u e
ω (u ) < 0 e ω (v ) > 0), s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( r, s ) c o n r, s n o n n ul o s.

E q ui v al e nt e m e nt e, s e utili z a m o s a di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al, t er e m o s q u e d a d a ω u n h a
f o r m a c u a drá ti c a e M (ω ) a s ú a  m at ri z a s o ci a d a, c ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n t o d o s
p o siti v o s.

2)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n t o d o s
n e g ati v o s.

3)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n n e g ati v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

4)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al or e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n p o siti v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

5)  A f o r m a c u a dr á ti c a ω é i n d e fi ni d a, s e, e s ó s e, e xi st e n a ut o v al or e s d e M (ω ) p o siti v o s e
n e g ati v o s.

Fi n al m e nt e a c a b ar e m o s o c a p´ıt ul o e x p o ñ e n d o o c o ñ e ci d o c o m o c rit eri o d e S yl v e st er p ar a
cl a si fi c ar f or m a s c u a dr á ti c a s.  E st e c rit eri o cl a si fi c a a s f or m a s c u a dr á ti c a s  m e di a nt e o u s o d e
d et e r mi n a nt e s d o s e g ui nt e x eit o: s e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a d a d a p o r ω (v ) = v t A v
c o n A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) u n h a  m at ri z si m é t ri c a e d e n ot a m o s p or A r, r a s s ú a s s u b m at ri c e s
di a g o n ai s

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

...
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠ ,

c ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o r ∈ { 1 , ... ,  n} .
2)  A f or m a c u a dr á ti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, ( − 1) r d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o

r ∈ { 1 , ... ,  n} .

8. 1.  F o r m a s c u a d r á ti c a s e f o r m a s  bili n e a r e s.  F o r m a  p ol a r

D e fi ni ci ´o n 8. 1. 1. C h á m a s e f o r m a c u a dr á ti c a s o b r e R n a c al q u e r a a pli c a ci ó n ω : R n → R
d e fi ni d a p o r

ω (v ) = v t A v, ∀ v ∈ R n

o n d e A ∈ M n × n ( R ).

E x e m pl o 8. 1. 2. A a pli c a ci ´o n ω : R 2 → R d e fi ni d a p o r

ω

�
x
y

�

= 2 x y, ∀

�
x
y

�

∈ R 2

é  u n h a f o r m a c u a dr á ti c a x a q u e

ω

�
x
y

�

= 2 x y = ( x, y )

�
0 1
1 0

� �
x
y

�

.

S e t o m a m o s a s  m atri c e s

B =

�
1 0
2 − 1

�

, C =

�
1 3

− 1 − 1

�

t e n s e q u e

(x, y )

�
1 0
2 − 1

� �
x
y

�

= x 2 + 2 x y − y 2 =
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( x, y )

�
1 3

− 1 − 1

� �
x
y

�

.

P o r t a nt o, é p o s ı́ b el q u e d ú a s  m at ri c e s di sti nt a s d e a n l u g ar á  m e s m a f o r m a c u a dr á ti c a.

N o t a 8. 1. 3. 1) S e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a, t e n s e q u e ω (θ R n ) = 0.
2)  E n x e r al, s e A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ), a e x p r e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a e st á d a d a p o r

ω (v ) = v t A v = ( v 1 , ... , vn ) A

⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠ =

n�

i, j = 1

a i j v i v j .

3) S e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a,

ω (α v ) = α 2 ω ( v )

p a r a t o d o e s c al ar α e t o d o v e ct or v .

D e fi ni ci ´o n 8. 1. 4. S e x a u n h a f o r m a bili n e a r f : R n × R n → R .  C h á m a s e f o r m a c u a drá ti c a
a s o ci a d a a f á a pli c a ci ó n ω : R n → R d e fi ni d a p o r

ω f ( v ) = v t G C n v, ∀ v ∈ R n

o n d e G C n é a  m at ri z d e  G r a m d e f r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e R n .

P r o p o si ci ó n  8. 1. 5. D a d a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a e n R n , e xi st e u n h a ú ni c a f o r m a
bili n e a r si m ét ri c a f ω : R n × R n → R t al q u e ω f ω = ω .

D e m o s t r a ci ´o n. D e fi n a m o s f ω : R n × R n → R c o m o

f ω ( u, v ) =
1

2
(ω (u + v ) − w (u ) − w (v )) .

E nt ó n, s e ∀ u ∈ R n w ( u ) = u t A u , t e n s e q u e

f ω ( u, v ) =
1

2
(( u + v ) t A ( u + v ) − u t A u − v t A v ) =

1

2
(u t A v + v t A u ) =

1

2
(u t A v + u t A t v ) =

u t (
1

2
(A + A t ) ) v.

L o g o, f ω : R n × R n → R é u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a x a q u e a  m at ri z 1
2 ( A + A t )

é si m é t ri c a.
A f o r m a c u a dr ´ati c a a s o ci a d a a f ω é

ω f ω ( v ) = v t G C n v, ∀ v ∈ R n .

C o m o G C n = 1
2 ( A + A t ), t e m o s q u e ω f ω = ω.

P o r o ut r a b a n d a, s e e xi sti s e u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a g : R n × R n → R t al q u e ω g = ω ,
t e m o s q u e f ω = g , x a q u e, s e G C n é a  m at ri z d e  G r a m d e g r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e R n ,
u s a n d o o f eit o d e q u e G C n é si m é t ri c a, o bt e m o s a s i g u al d a d e s

f ω ( u, v ) =
1

2
(ω (u + v ) − w (u ) − w (v ))  =

1

2
(ω g ( u + v ) − w g ( u ) − w g ( v ))  =

1

2
(u t G C n v + v t G C n u ) = u t G C n v = g (u, v ).

��

D e fi ni ci ´o n 8. 1. 6. A f or m a bili n e ar si m é t ri c a i nt r o d u ci d a n a p r o p o si ci ´o n a nt eri or c h á m a s e f o r m a
p ol a r d a f or m a c u a dr á ti c a ω : R n → R .

8. 2.  M a t ri z  a s o ci a d a  a  u n h a f o r m a  c u a d r á ti c a.  Di a g o n a li z a ci ó n p o r  c o n g r u e n ci a 1 7 7

E x e m pl o 8. 1. 7. P ar a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 2 → R d e fi ni d a p or

ω

�
x
y

�

= 2 x y, ∀

�
x
y

�

∈ R 2

o u, o q u e é o  m e s m o,

ω

�
x
y

�

= ( x, y )

�
0 1
1 0

� �
x
y

�

, ∀

�
x
y

�

∈ R 2 ,

t e n s e q u e f ω : R 2 × R 2 → R e st á d a d a p o r

f ω (

�
x 1

x 2

�

,

�
y 1

y 2

�

) = ( x 1 , x2 ) (
1

2
(

�
0 1
1 0

�

+

�
0 1
1 0

� t

) )

�
y 1

y 2

�

=

(x 1 , x2 )

�
0 1
1 0

� �
y 1

y 2

�

.

8. 2.  M a t ri z a s o ci a d a a  u n h a f o r m a c u a d r á ti c a.  Di a g o n ali z a ci ó n  p o r c o n g r u e n ci a

T e o r e m a 8. 2. 1. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a.  E xi st e u n h a ú ni c a  m at ri z si m ét ri c a
M (ω ) t al q u e

ω (v ) = v t M ( ω )v, ∀ v ∈ R n

D e m o s t r a ci ´o n. S e A é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n t al q u e

ω (v ) = v t A v, ∀ v ∈ R n

é s u fi ci e nt e t o m ar

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) .

E nt ó n, c o m o v t A v = v t A t v ∀ v ∈ R n ,

v t M ( ω )v = v t (
1

2
(A + A t ) ) v =

1

2
(v t A v + v t A t v ) = v t A v = ω (v ).

A f or m a p ol ar a s o ci a d a a ω s er á

f ω ( u, v ) = u t M ( ω )v.

D a q u el a, s e e xi sti s e o utr a  m atri z B si m é t ri c a t al q u e ω (v ) = v t B v, ∀ v ∈ R n , o bt e ri a m o s a
i g u al d a d e

f ω ( u, v ) = u t M ( ω )v = u t B v, ∀ u, v ∈ R n .

L o g o, c o m o c o n s e c u e n ci a, M (ω ) = B .

��

D e fi ni ci ´o n 8. 2. 2. D a d a u n h a f or m a c u a dr á ti c a ω : R n → R c h a m a r e m o s  m atri z a s o ci a d a a ω ,
r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a, á ú ni c a  m at ri z si m é t ri c a M (ω ) t al q u e ω (u ) = u t M ( ω )u, ∀ v ∈ R n .

E x e m pl o 8. 2. 3. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d a d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 .
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( x, y )

�
1 3

− 1 − 1

� �
x
y

�

.

P or t a nt o, é p o s ı́ b el q u e d ú a s  m at ri c e s di sti nt a s d e a n l u g ar á  m e s m a f o r m a c u a d r á ti c a.

N o t a 8. 1. 3. 1) S e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a, t e n s e q u e ω (θ R n ) = 0.
2)  E n x e r al, s e A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ), a e x p r e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a e st á d a d a p o r

ω (v ) = v t A v = ( v 1 , ... , vn ) A

⎛

⎜
⎝

v 1
...

v n

⎞

⎟
⎠ =

n�

i, j = 1

a i j v i v j .

3) S e ω : R n → R é u n h a f o r m a c u a dr á ti c a,

ω (α v ) = α 2 ω ( v )

p a r a t o d o e s c al ar α e t o d o v e ct or v .

D e fi ni ci ´o n 8. 1. 4. S e x a u n h a f o r m a bili n e a r f : R n × R n → R .  C h á m a s e f o r m a c u a d rá ti c a
a s o ci a d a a f á a pli c a ci ó n ω : R n → R d e fi ni d a p o r

ω f ( v ) = v t G C n v, ∀ v ∈ R n

o n d e G C n é a  m at ri z d e  G r a m d e f r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e R n .

P r o p o si ci ó n  8. 1. 5. D a d a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a e n R n , e xi st e u n h a ú ni c a f o r m a
bili n e a r si m ét ri c a f ω : R n × R n → R t al q u e ω f ω = ω .

D e m o s t r a ci ´o n. D e fi n a m o s f ω : R n × R n → R c o m o

f ω ( u, v ) =
1

2
(ω (u + v ) − w (u ) − w (v )).

E nt ó n, s e ∀ u ∈ R n w ( u ) = u t A u , t e n s e q u e

f ω ( u, v ) =
1

2
(( u + v ) t A ( u + v ) − u t A u − v t A v ) =

1

2
(u t A v + v t A u ) =

1

2
(u t A v + u t A t v ) =

u t (
1

2
(A + A t ) ) v.

L o g o, f ω : R n × R n → R é u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a x a q u e a  m at ri z 1
2 ( A + A t )

é si m é t ri c a.
A f o r m a c u a dr ´ati c a a s o ci a d a a f ω é

ω f ω ( v ) = v t G C n v, ∀ v ∈ R n .

C o m o G C n = 1
2 ( A + A t ), t e m o s q u e ω f ω = ω.

P o r o ut r a b a n d a, s e e xi sti s e u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a g : R n × R n → R t al q u e ω g = ω ,
t e m o s q u e f ω = g , x a q u e, s e G C n é a  m at ri z d e  G r a m d e g r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e R n ,
u s a n d o o f eit o d e q u e G C n é si m é t ri c a, o bt e m o s a s i g u al d a d e s

f ω ( u, v ) =
1

2
(ω (u + v ) − w (u ) − w (v ))  =

1

2
(ω g ( u + v ) − w g ( u ) − w g ( v ))  =

1

2
(u t G C n v + v t G C n u ) = u t G C n v = g (u, v ).

��

D e fi ni ci ´o n 8. 1. 6. A f or m a bili n e ar si m é t ri c a i nt r o d u ci d a n a p r o p o si ci ´o n a nt eri or c h á m a s e f o r m a
p ol ar d a f or m a c u a dr á ti c a ω : R n → R .

8. 2.  M a t ri z  a s o ci a d a  a  u n h a f o r m a  c u a d r á ti c a.  Di a g o n a li z a ci ó n p o r  c o n g r u e n ci a 1 7 7

E x e m pl o 8. 1. 7. P ar a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 2 → R d e fi ni d a p o r

ω

�
x
y

�

= 2 x y, ∀

�
x
y

�

∈ R 2

o u, o q u e é o  m e s m o,

ω

�
x
y

�

= ( x, y )

�
0 1
1 0

� �
x
y

�

, ∀

�
x
y

�

∈ R 2 ,

t e n s e q u e f ω : R 2 × R 2 → R e st á d a d a p o r

f ω (

�
x 1

x 2

�

,

�
y 1

y 2

�

) = ( x 1 , x2 ) (
1

2
(

�
0 1
1 0

�

+

�
0 1
1 0

� t

) )

�
y 1

y 2

�

=

(x 1 , x2 )

�
0 1
1 0

� �
y 1

y 2

�

.

8. 2.  M a t ri z a s o ci a d a a  u n h a f o r m a c u a d r á ti c a.  Di a g o n ali z a ci ó n  p o r c o n g r u e n ci a

T e o r e m a 8. 2. 1. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a.  E xi st e u n h a ú ni c a  m at ri z si m ét ri c a
M (ω ) t al q u e

ω (v ) = v t M ( ω )v, ∀ v ∈ R n

D e m o s t r a ci ´o n. S e A é u n h a  m at ri z c a dr a d a d e or d e n t al q u e

ω (v ) = v t A v, ∀ v ∈ R n

é s u fi ci e nt e t o m a r

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) .

E nt ó n, c o m o v t A v = v t A t v ∀ v ∈ R n ,

v t M ( ω )v = v t (
1

2
(A + A t ) ) v =

1

2
(v t A v + v t A t v ) = v t A v = ω (v ).

A f o r m a p ol ar a s o ci a d a a ω s er á

f ω ( u, v ) = u t M ( ω )v.

D a q u el a, s e e xi sti s e o utr a  m atri z B si m é t ri c a t al q u e ω (v ) = v t B v, ∀ v ∈ R n , o bt e ri a m o s a
i g u al d a d e

f ω ( u, v ) = u t M ( ω )v = u t B v, ∀ u, v ∈ R n .

L o g o, c o m o c o n s e c u e n ci a, M (ω ) = B .

��

D e fi ni ci ´o n 8. 2. 2. D a d a u n h a f or m a c u a dr á ti c a ω : R n → R c h a m a r e m o s  m atri z a s o ci a d a a ω ,
r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a, á ú ni c a  m at ri z si m é t ri c a M (ω ) t al q u e ω (u ) = u t M ( ω )u, ∀ v ∈ R n .

E x e m pl o 8. 2. 3. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d a d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 .
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C o m o n e st e c a s o

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

a  m atri z a s o ci a d a a ω é

M ( ω ) =
1

2
(A + A t ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1
2

1
2 1

1
2 1 1 1
1
2 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

8. 2. 4. E n t o d a s a s d e fi ni ci ó n s a nt e ri o r e s t o m a m o s c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e
R n . S e c a m bi a m o s a b a s e, a e x pr e si ó n d a f o r m a c u a d r á ti c a t a mé n o f ai. S e x a B o utr a b a s e d e
R n e c h a m e m o s P B, C n á  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e d e B á b a s e c a n ó ni c a d e R n .  C o m o s a b e m o s,
∀ v ∈ R n ,

v = P B, C n v B

s e n d o v B o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e v n a b a s e B .  E ntó n:

ω (v ) = v t M ( ω )v = v t
B P t

B, C n
M ( ω )P B, C n v B .

A  m at ri z P t
B, C n

M ( ω )P B, C n c h á m a s e  m at ri z a s o ci a d a a ω r e s p e ct o á b a s e B e d e n ó t a s e p o r

M (ω ) B .  E vi d e nt e m e nt e é si m é t ri c a e

M (ω ) C n = M ( ω ).

L o g o, a e x p r e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a n a b a s e B é

ω ( v ) = v t
B M ( ω ) B v B .

C a n d o a  m at ri z M (ω ) B é  di a g o n al di r a s e q u e a b a s e B é o rt o g o n al r e s p e ct o a ω .  N e st e c a s o
t e n s e q u e, s e v t

B = ( x 1 , ... , xn ) ,

ω (v ) = v t
B M ( ω ) B v B =

( x 1 , x2 , ... , xn )

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 . ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

x 1

x 2
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= a 1 x 2
1 + a 2 x 2

2 + ··· + a n x 2
n .

S e a b a s e B t e n c o m o v e ct or e s a

B = { e 1 , ... , en }

e

e i B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
1
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e o 1 at ó p a s e n a c o m p o ñ e nt e i-é si m a, p o d e m o s c o n cl u ı́ r q u e

w (e i ) = ( 0 , ... , 1 , ... , 0)

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 a 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
1
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= a i .
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L o g o, s e M (ω ) B é  di a g o n al, p ó d e s e e x p r e s ar d a s e g ui nt e f or m a:

M (ω ) B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (e 1 ) 0 ··· 0
0 ω (e 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (e n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

O r e s ult a d o q u e s e pr e s e nt a a c o nti n u a ci ´o n a x u d ar a n o s a cl a si fi c ar a s f or m a s c u a dr á ti c a s.

T e o r e m a 8. 2. 5. T o d a  m at ri z si m ét ri c a A ∈ M n × n ( R ) é c o n g r u e nt e c u n h a  m at ri z di a g o n al.
C o m o c o n s e c u e n ci a, t o d a f o r m a c u a d r áti c a ω : R n → R a d mit e u n h a b a s e o rt o g o n al.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o st r a ci ´o n c o n si st e e n u s ar q u e p o d e m o s tr a n sf or m ar A n u n h a  m at ri z
di a g o n al D r e ali z a n d o c ert a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e a s  m e s m a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s
p or c ol u m n a s. S e P = C 1 ··· C r é o p r o d ut o d e t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or c ol u m n a s
u s a d a s n o pr o c e s o, t e n s e q u e P t = C t

r ··· C t
1 é o p r o d ut o d e t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s

r e ali z a d a s p or fil a s e gr a z a s a i st o:

P t A P =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 a 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= D.

C o m o a  m atri z P é i n v e rtı́ b el, a s s ú a s c ol u m n a s f or m a n u n h a b a s e B d e R n e t e n s e q u e
P B, C n = P .  P o r t a nt o, s e A f o s e a  m atri z a s o ci a d a á f o r m a c u a dr á ti c a ω : R n → R , B s e r ı́ a u n h a
b a s e ort o g o n al p ar a ω .

��

N o t a 8. 2. 6. N o r e s ult a d o a nt eri or c o m pr o b o u s e q u e d a d a u n h a f or m a c u a dr ´ati c a ω p o d e m o s
at o p ar u n h a b a s e ort o g o n al p ar a el a. I st o é e q ui v al e nt e a at o p ar u n h a  m atri z i n v ertı́ b el P t al
q u e P t M ( ω )P s e x a di a g o n al.  O b vi a m e nt e, a s c ol u m n a s d e P f or m a n a b a s e b u s c a d a.

D e s d e o p u nt o d e vi st a p r á c ti c o t e m o s d o u s c a mi ñ o s.  O p ri m eir o e st ´a b a s e a d o n o u s o d a
di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d a  m atri z M (ω ).  X a q u e M (ω ) é si m é t ri c a, p ol o vi st o n o c a pı́ t ul o
a nt e ri or, e xi st e n u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e P t M ( ω )P = D .
E q ui v al e nt e m e nt e,

M (ω ) = P  D P t ,

s e n d o o s el e m e nt o s d a di a g o n al d e D o s a ut o v al or e s λ 1 , λ2 , ··· , λn d e M (ω ), c o nt a d o s c a d a u n
s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e.  P or t a nt o,

ω (v ) = ( P t v ) t D ( P t v ) ,

e, s e d e n ot a m o s c o m o u o v e ct or P t v , t e n s e q u e

ω (v ) = λ 1 u 2
1 + λ 2 u 2

2 + ··· + λ n u 2
n

s e n d o u i a s c o m p o ñ e nt e s d o v e ct or u .
A o utr a f or m a d e b u s c ar a b a s e ort o g o n al c o ˜n é c e s e c o m o di a g o n ali z a ci ó n p o r c o n g r u e n ci a e

e st á b a s e a d a n a utili z a ci ó n d a s  m e s m a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s ( v er a d e-
m o str a ci ó n d a ´ulti m a pr o p o si ci ó n ).  O e s q u e m a q u e s e utili z ar á p a r a ef e ct u ar dit a di a g o n ali z a ci ó n
é o s e g ui nt e:

A c h a m o s a  m atri z a s o ci a d a a ω :

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) .
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C o m o n e st e c a s o

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

a  m atri z a s o ci a d a a ω é

M ( ω ) =
1

2
(A + A t ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1
2

1
2 1

1
2 1 1 1
1
2 1 1 1
1 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

8. 2. 4. E n t o d a s a s d e fi ni ci ó n s a nt e ri o r e s t o m a m o s c o or d e n a d a s r e s p e ct o á b a s e c a n ó ni c a d e
R n . S e c a m bi a m o s a b a s e, a e x pr e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a t a mé n o f ai. S e x a B o ut r a b a s e d e
R n e c h a m e m o s P B, C n á  m at ri z d e c a m bi o d e b a s e d e B á b a s e c a n ó ni c a d e R n .  C o m o s a b e m o s,
∀ v ∈ R n ,

v = P B, C n v B

s e n d o v B o v e ct o r d e c o or d e n a d a s d e v n a b a s e B .  E ntó n:

ω (v ) = v t M ( ω )v = v t
B P t

B, C n
M ( ω )P B, C n v B .

A  m at ri z P t
B, C n

M ( ω )P B, C n c h á m a s e  m at ri z a s o ci a d a a ω r e s p e ct o á b a s e B e d e n ó t a s e p o r

M (ω ) B .  E vi d e nt e m e nt e é si m é t ri c a e

M (ω ) C n = M ( ω ).

L o g o, a e x pr e si ó n d a f o r m a c u a dr á ti c a n a b a s e B é

ω ( v ) = v t
B M ( ω ) B v B .

C a n d o a  m at ri z M (ω ) B é  di a g o n al di r a s e q u e a b a s e B é o rt o g o n al r e s p e ct o a ω .  N e st e c a s o
t e n s e q u e, s e v t

B = ( x 1 , ... , xn ) ,

ω (v ) = v t
B M ( ω ) B v B =

( x 1 , x2 , ... , xn )

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 . ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

x 1

x 2
...

x n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= a 1 x 2
1 + a 2 x 2

2 + ··· + a n x 2
n .

S e a b a s e B t e n c o m o v e ct or e s a

B = { e 1 , ... , en }

e

e i B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
1
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e o 1 at ó p a s e n a c o m p o ñ e nt e i-é si m a, p o d e m o s c o n cl u ı́ r q u e

w (e i ) = ( 0 , ... , 1 , ... , 0)

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 a 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
...
1
...
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= a i .

8. 2.  M a t ri z  a s o ci a d a  a  u n h a f o r m a  c u a d r á ti c a.  Di a g o n a li z a ci ó n p o r  c o n g r u e n ci a 1 7 9

L o g o, s e M (ω ) B é  di a g o n al, p ó d e s e e x p r e s a r d a s e g ui nt e f or m a:

M (ω ) B =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (e 1 ) 0 ··· 0
0 ω (e 2 ) ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (e n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

O r e s ult a d o q u e s e pr e s e nt a a c o nti n u a ci ´o n a x u d ar a n o s a cl a si fi c ar a s f or m a s c u a dr á ti c a s.

T e o r e m a 8. 2. 5. T o d a  m at ri z si m ét ri c a A ∈ M n × n ( R ) é c o n g r u e nt e c u n h a  m at ri z di a g o n al.
C o m o c o n s e c u e n ci a, t o d a f o r m a c u a d r áti c a ω : R n → R a d mit e u n h a b a s e o rt o g o n al.

D e m o s t r a ci ´o n. A d e m o st r a ci ´o n c o n si st e e n u s ar q u e p o d e m o s tr a n sf or m ar A n u n h a  m at ri z
di a g o n al D r e ali z a n d o c ert a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e a s  m e s m a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s
p o r c ol u m n a s. S e P = C 1 ··· C r é o p r o d ut o d e t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or c ol u m n a s
u s a d a s n o pr o c e s o, t e n s e q u e P t = C t

r ··· C t
1 é o p r o d ut o d e t o d a s a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s

r e ali z a d a s p or fil a s e gr a z a s a i st o:

P t A P =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

a 1 0 ··· 0
0 a 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= D.

C o m o a  m atri z P é i n v e rtı́ b el, a s s ú a s c ol u m n a s f or m a n u n h a b a s e B d e R n e t e n s e q u e
P B, C n = P .  P o r t a nt o, s e A f o s e a  m atri z a s o ci a d a á f o r m a c u a d r á ti c a ω : R n → R , B s e r ı́ a u n h a
b a s e o rt o g o n al p ar a ω .

��

N o t a 8. 2. 6. N o r e s ult a d o a nt eri or c o m pr o b o u s e q u e d a d a u n h a f or m a c u a dr ´ati c a ω p o d e m o s
at o p ar u n h a b a s e ort o g o n al p ar a el a. I st o é e q ui v al e nt e a at o p ar u n h a  m atri z i n v ertı́ b el P t al
q u e P t M ( ω )P s e x a di a g o n al.  O b vi a m e nt e, a s c ol u m n a s d e P f or m a n a b a s e b u s c a d a.

D e s d e o p u nt o d e vi st a p r á c ti c o t e m o s d o u s c a mi ñ o s.  O p ri m ei r o e st ´a b a s e a d o n o u s o d a
di a g o n ali z a ci ó n o rt o g o n al d a  m atri z M (ω ).  X a q u e M (ω ) é si m é t ri c a, p ol o vi st o n o c a pı́ t ul o
a nt e ri o r, e xi st e n u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e P t M ( ω )P = D .
E q ui v al e nt e m e nt e,

M (ω ) = P  D P t ,

s e n d o o s el e m e nt o s d a di a g o n al d e D o s a ut o v al or e s λ 1 , λ2 , ··· , λn d e M (ω ), c o nt a d o s c a d a u n
s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e.  P or t a nt o,

ω (v ) = (P t v ) t D ( P t v ) ,

e, s e d e n ot a m o s c o m o u o v e ct or P t v , t e n s e q u e

ω (v ) = λ 1 u 2
1 + λ 2 u 2

2 + ··· + λ n u 2
n

s e n d o u i a s c o m p o ñ e nt e s d o v e ct or u .
A o utr a f or m a d e b u s c ar a b a s e ort o g o n al c o ˜n é c e s e c o m o di a g o n ali z a ci ó n p o r c o n g r u e n ci a e

e st á b a s e a d a n a utili z a ci ó n d a s  m e s m a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e p or c ol u m n a s ( v er a d e-
m o st r a ci ó n d a ´ulti m a pr o p o si ci ó n ).  O e s q u e m a q u e s e utili z ar á p a r a ef e ct u a r dit a di a g o n ali z a ci ó n
é o s e g ui nt e:

A c h a m o s a  m atri z a s o ci a d a a ω :

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) .
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C o n st r uı́ m o s a  m at ri z a m pli a d a ( M (ω )|I n ).
R e ali z a m o s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e n ( M (ω )|I n ) e, d e f o r m a si m ult á n e a, a s  m e s-
m a s o p e r a ci ó n s el e m e nt ai s p or c ol u m n a s e n ( M (ω )|I n ), at a o bt e r a  m atri z di a g o n al D .  A o
fi n al d o p r o c e s o a  m atri z ( M (ω )|I n ) c o n v e rt e u s e e n ( D |Q ) c o n D di a g o n al e Q a  m at ri z
n a q u e al m a c e n a m o s a s o p er a ci ó n s p o r fil a s d o pr o c e s o.
P o ñ e m o s P t = Q .  D e st e x eit o P t M ( ω )P = D e a s c ol u m n a s d e P f or m a n a b a s e ort o g o n al
r e s p e ct o a ω .

O b vi a m e nt e, n e st e c a s o a  m at ri z P é i n v e rtı́ b el p e r o e n x er al n o n é o rt o g o n al.  D o utr a b a n d a,
o s el e m e nt o s d a di a g o n al d e D n o n s o n o s a ut o v al or e s d e M (ω ).  D e t o d o s o s x eit o s t e n s e q u e

ω (v ) = ( P − 1 v ) t D ( P − 1 v ) ,

e, s e d e n ot a m o s c o m o u o v e ct or P − 1 v , o bt e m o s a i g u al d a d e

ω (v ) = d 1 u 2
1 + d 2 u 2

2 + ··· + d n u 2
n

o n d e d 1 , d2 , ··· , dn s o n o s el e m e nt o s d a di a g o n al d e D , c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a sú a  m ulti-
pli ci d a d e, e u i s o n a s c o m p o ñ e nt e s d o v e ct or u .

E x e m pl o 8. 2. 7. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d a d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 .

P a r a c al c ul a r u n h a b a s e ort o g o n al r e s p e ct o d e ω pr o c e d er e m o s d o s e g ui nt e x eit o:

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

x a q u e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠

é si m é t ri c a.
R e ali c e m o s a g or a a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s q u e n o s c o n d u z a n á  m at ri z di a g o n al D :

�
A | I 4

�

F 1 4 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 − 1 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0

− 1 0 0  0 | 0 0 0  1

⎞

⎟
⎟
⎠

C 1 4 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0 − 1 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0

− 1 0 0  0 | 0 0 0  1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 1 ( 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0 − 1 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

8. 3.  C l a si fi c a ci ó n  d e f o r m a s  c u a d r á ti c a s 1 8 1

C 4 1 ( 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0  0 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 2 3 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0  0 | 1 0 0 − 1
0 1 1  0 | 0 1 1  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

C 2 3 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0  0 | 1 0 0 − 1
0 2 1  0 | 0 1 1  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 3 2 ( − 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0 | 1  0 0 − 1
0 2  1  0 | 0  1 1  0
0 0 − 1

2 0 | 0 − 1
2

1
2 0

0 0  0 − 1
2 | 1

2 0 0 1
2

⎞

⎟
⎟
⎠

C 3 2 ( − 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0 | 1  0 0 − 1
0 2  0  0 | 0  1 1  0
0 0 − 1

2 0 | 0 − 1
2

1
2 0

0 0  0 − 1
2 | 1

2 0 0 1
2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

L o g o

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0
0 2  0  0
0 0 − 1

2 0
0 0  0 − 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

e

P t A P = D

s e n d o

P t =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 − 1
0  1 1  0
0 − 1

2
1
2 0

1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

8. 3.  Cl a si fi c a ci ó n  d e f o r m a s c u a d r á ti c a s

D e fi ni ci ´o n 8. 3. 1. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R n → R .  Di r e m o s q u e

1) ω é d e fi ni d a p o siti v a s e ω (v ) > 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n .
2 ) ω é d e fi ni d a n e g ati v a s e ω (v ) < 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n .
3 ) ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a s e ω (v ) ≥ 0 , ∀ v ∈ R n .
4) ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a s e ω (v ) ≤ 0 , ∀ v ∈ R n .
5) ω é i n d e fi ni d a s e e xi st e n d o u s v e ct o r e s n o n n ul o s u, v d e R n t al e s q u e ω (u ) < 0 e ω (v ) > 0.

E x e m pl o 8. 3. 2. 1) S u p o ñ a m o s q u e ( R n , <  >) é u n e s p a ci o v e ct ori al e u clı́ d e o.  O p r o d ut o
e s c al a r d e fi ni d o e n R n é  u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a e a s ú a f o r m a c u a dr á ti c a a s o ci a d a
ω < > e s t á d a d a p o r

ω < > ( v ) =< v, v > .

C o m o p ar a o p r o d ut o e s c al ar c ú m p r e s e q u e < v, v > > 0, s e v é n o n n ul o, t e m o s q u e
a f or m a c u a dr á ti c a ω < > é  d e fi ni d a p o siti v a.
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C o n st r uı́ m o s a  m at ri z a m pli a d a ( M (ω )|I n ).
R e ali z a m o s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or fil a s e n ( M (ω )|I n ) e, d e f o r m a si m ult á n e a, a s  m e s-
m a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s p or c ol u m n a s e n ( M (ω )|I n ), at a o bt e r a  m atri z di a g o n al D .  A o
fi n al d o p r o c e s o a  m atri z ( M (ω )|I n ) c o n v e rt e u s e e n ( D |Q ) c o n D di a g o n al e Q a  m at ri z
n a q u e al m a c e n a m o s a s o p er a ci ó n s p o r fil a s d o pr o c e s o.
P o ñ e m o s P t = Q .  D e st e x eit o P t M ( ω )P = D e a s c ol u m n a s d e P f or m a n a b a s e ort o g o n al
r e s p e ct o a ω .

O b vi a m e nt e, n e st e c a s o a  m at ri z P é i n v e rtı́ b el p e r o e n x er al n o n é o rt o g o n al.  D o ut r a b a n d a,
o s el e m e nt o s d a di a g o n al d e D n o n s o n o s a ut o v al or e s d e M (ω ).  D e t o d o s o s x eit o s t e n s e q u e

ω (v ) = ( P − 1 v ) t D ( P − 1 v ) ,

e, s e d e n ot a m o s c o m o u o v e ct or P − 1 v , o bt e m o s a i g u al d a d e

ω (v ) = d 1 u 2
1 + d 2 u 2

2 + ··· + d n u 2
n

o n d e d 1 , d2 , ··· , dn s o n o s el e m e nt o s d a di a g o n al d e D , c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a sú a  m ulti-
pli ci d a d e, e u i s o n a s c o m p o ñ e nt e s d o v e ct or u .

E x e m pl o 8. 2. 7. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d a d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 .

P a r a c al c ul ar u n h a b a s e ort o g o n al r e s p e ct o d e ω pr o c e d er e m o s d o s e g ui nt e x eit o:

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

x a q u e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠

é si m é t ri c a.
R e ali c e m o s a g or a a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s q u e n o s c o n d u z a n á  m at ri z di a g o n al D :

�
A | I 4

�

F 1 4 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 − 1 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0

− 1 0 0  0 | 0 0 0  1

⎞

⎟
⎟
⎠

C 1 4 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0 − 1 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0

− 1 0 0  0 | 0 0 0  1

⎞

⎟
⎟
⎠

F 4 1 ( 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0 − 1 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

8. 3.  C l a si fi c a ci ó n  d e f o r m a s  c u a d r á ti c a s 1 8 1

C 4 1 ( 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0  0 | 1 0 0 − 1
0 0 1  0 | 0 1 0  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 2 3 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0  0 | 1 0 0 − 1
0 1 1  0 | 0 1 1  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

C 2 3 ( 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0 0  0 | 1 0 0 − 1
0 2 1  0 | 0 1 1  0
0 1 0  0 | 0 0 1  0
0 0 0 − 1

2 | 1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

F 3 2 ( − 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0 | 1  0 0 − 1
0 2  1  0 | 0  1 1  0
0 0 − 1

2 0 | 0 − 1
2

1
2 0

0 0  0 − 1
2 | 1

2 0 0 1
2

⎞

⎟
⎟
⎠

C 3 2 ( − 1
2 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0 | 1  0 0 − 1
0 2  0  0 | 0  1 1  0
0 0 − 1

2 0 | 0 − 1
2

1
2 0

0 0  0 − 1
2 | 1

2 0 0 1
2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

L o g o

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0
0 2  0  0
0 0 − 1

2 0
0 0  0 − 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠

e

P t A P = D

s e n d o

P t =

⎛

⎜
⎜
⎝

1  0 0 − 1
0  1 1  0
0 − 1

2
1
2 0

1
2 0 0 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

8. 3.  Cl a si fi c a ci ó n  d e f o r m a s c u a d r á ti c a s

D e fi ni ci ´o n 8. 3. 1. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R n → R .  Di r e m o s q u e

1) ω é d e fi ni d a p o siti v a s e ω (v ) > 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n .
2 ) ω é d e fi ni d a n e g ati v a s e ω (v ) < 0 , ∀ v ∈ R n , v �= θ R n .
3 ) ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a s e ω (v ) ≥ 0 , ∀ v ∈ R n .
4) ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a s e ω (v ) ≤ 0 , ∀ v ∈ R n .
5) ω é i n d e fi ni d a s e e xi st e n d o u s v e ct o r e s n o n n ul o s u, v d e R n t al e s q u e ω (u ) < 0 e ω (v ) > 0.

E x e m pl o 8. 3. 2. 1) S u p o ñ a m o s q u e ( R n , <  >) é u n e s p a ci o v e ct ori al e u clı́ d e o.  O p r o d ut o
e s c al a r d e fi ni d o e n R n é  u n h a f o r m a bili n e a r si m é t ri c a e a s ú a f o r m a c u a d r á ti c a a s o ci a d a
ω < > e s t á d a d a p o r

ω < > ( v ) =< v, v > .

C o m o p ar a o p r o d ut o e s c al ar c ú m p r e s e q u e < v, v > > 0, s e v é n o n n ul o, t e m o s q u e
a f o r m a c u a dr á ti c a ω < > é  d e fi ni d a p o siti v a.
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2 )  A f o r m a c u a d r á ti c a

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = x 2 + y 2 + z 2 + t2

é  d e fi ni d a p o siti v a e

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = − x 2 − y 2 − z 2 − t2

é  d e fi ni d a n e g ati v a.
3)  A f or m a c u a dr á ti c a

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = − x 2 − y 2 + z 2 + t2

é  n o n d e fi ni d a x a q u e

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ = − 1 , ω

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 1 .

D e fi ni ci ´o n 8. 3. 3. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a e f ω a s ú a f o r m a p ol a r a s o ci a d a.
C o m o s a b e m o s, s e M (ω ) é a  m at ri z a s o ci a d a a ω , t e m o s q u e

f ω ( u, v ) = u t M ( ω )v.

C h á m a s e r a di c al d a f or m a c u a dr ´ati c a ω a o s u b e s p a z o

N (ω ) = { v ∈ R n , | f ω ( v,  u ) = 0, ∀ u ∈ R n } .

C h á m a s e r a n g o d e ω a o r a n g o d e M (ω ).
Di s e q u e ω é n o n d e x e n e r a d a s e N (ω ) = { θ R n } .  E n c a s o c o ntr ari o dir a s e q u e é d e x e n e r a d a.

N ó t e s e q u e é  m oi si n x el o p r o b ar q u e ω é n o n d e x e n e r a d a, s e, e s ó s e, r a n g ( M (ω ))  = n , i st o é,
s e, e s ó s e, M (ω ) é i n v e rt ı́ b el

T e o r e m a 8. 3. 4. ( L ei  d e i n e r ci a  d e  S yl v e s t e r ) S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a.
S e D 1 , D 2 s o n  m at ri c e s di a g o n ai s a s o ci a d a s a ω r e s p e ct o a di sti nt a s b a s e s, e nt ó n o n ú m e r o d e
el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a s s ú a s di a g o n ai s p ri n ci p ai s é o  m e s m o.

D e m o s t r a ci ´o n. É e vi d e nt e q u e o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s  m ái s o d e n e g ati v o s d a di a g o-
n al pri n ci p al d e D 1 c oi n ci d e c o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s  m ái s o d e n e g ati v o s d a di a g o n al
p ri n ci p al d e D 2 e c o r a n g ( ω ).  P or t a nt o, s ó t e m o s q u e d e m o str ar q u e o n ú m e r o d e p o siti v o s
é c oi n ci d e nt e. S e x a n B 1 e B 2 d ú a s b a s e s d e R n p a r a a s c al e s a s  m atri c e s a s o ci a d a s a ω s o n di a g o-
n ai s. S u p o ñ a m o s q u e t e ñ e n n a di a g o n al r e s el e m e nt o s p o siti v o s, r e s p e cti v a m e nt e.  P r o b ar e m o s
q u e s = r .

S e

B 1 = { e 1 , ... , er , er + 1 , ... , en }

e

B 2 = { u 1 , ... , us , us + 1 , ... , un }

8. 3.  C l a si fi c a ci ó n  d e f o r m a s  c u a d r á ti c a s 1 8 3

p o d e m o s s u p o ñ e r q u e a s  m atri c e s a s o ci a d a s á s b a s e s B 1 y B 2 s o n d a f o r m a ( e n c a s o c o ntr ari o,
s ó t e m o s q u e r e or d e n ar o s v e ct or e s d a s b a s e s)

D 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (e 1 ) 0 ··· 0
0 . ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (e n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

, D2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (u 1 ) 0 ··· 0
0 . ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (u n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e
ω (e 1 ) > 0 , ... ,  ω(e r ) > 0 , ω(e r + 1 ) ≤ 0 , ... ,  ω(e n ) ≤ 0

ω (u 1 ) > 0 , ... ,  ω(u s ) > 0 , ω(u s + 1 ) ≤ 0 , ... ,  ω(u n ) ≤ 0 .

C o n si d er e m o s o s s u b e s p a z o s

U = � {e 1 , ... , er } � , W = � {u s + 1 , ... , un } � .

C ú m p r e s e q u e U ∩ W = { θ R n } e, p o r t a nt o, o si st e m a

L = { e 1 , ... , er , us + 1 , ... , un }

é li b r e.  O si st e m a L t e n r + n − s v e ct or e s e a d e m ai s r + n − s ≤ n .  E ntó n r ≤ s .  R a z o a n d o
d u n h a f o r m a si m é t ri c a, o bt eri a m o s q u e s ≤ r e i st o i m pli c a q u e s = r . ��

O t e or e m a a nt eri or p er mit e i nt r o d u cir u n i n v ari a nt e d a s f or m a s c u a dr á ti c a s c o ˜n e ci d o c o
n o m e d e si n at ur a.

D e fi ni ci ´o n 8. 3. 5. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a. S e x a B u n h a b a s e ort o g o n al
r e s p e ct o d e ω .  C h á m a s e si n at ur a d e ω a o p ar:

s g ( ω ) = ( p, q ),

o n d e p , q d e n ot a n, r e s p e cti v a m e nt e, o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a  m atri z
di a g o n al a s o ci a d a a ω n a b a s e B .

S e g u n d o o vi st o n a d e m o str a ci ó n d o t e o r e m a a nt eri or, c ú m p r e s e q u e

r a n g ( ω ) = p + q.

L o g o, ω é d e x e n e r a d a, s e, e s ó s e, p + q < n e n o n d e x e n er a d a, s e, e s ó s e, p + q = n .

E x e m pl o 8. 3. 6. D a d a a f or m a c u a dr á ti c a d o  E x e m pl o 8. 2. 7

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 ,

d e m o st r a m o s q u e e xi st e u n h a b a s e ort o g o n al p ar a ω d a d a p or

B = { e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1 / 2

1 / 2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 / 2
0
0

1 / 2

⎞

⎟
⎟
⎠ }

p ar a a c al

M (ω ) B =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0
0 2  0  0
0 0 − 1

2 0
0 0  0 − 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

P o r t a nt o, s g ( ω ) = ( 2 , 2) e a f or m a c u a dr á ti c a é n o n d e x e n er a d a, x a q u e 2  + 2  = 4.



1 8 2 C a p ı́ t u l o 8:  F o r m a s  c u a d rá ti c a s

2 )  A f o r m a c u a dr á ti c a

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = x 2 + y 2 + z 2 + t2

é  d e fi ni d a p o siti v a e

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = − x 2 − y 2 − z 2 − t2

é  d e fi ni d a n e g ati v a.
3)  A f or m a c u a dr á ti c a

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = − x 2 − y 2 + z 2 + t2

é  n o n d e fi ni d a x a q u e

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ = − 1 , ω

⎛

⎜
⎜
⎝

0
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ = 1 .

D e fi ni ci ´o n 8. 3. 3. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a e f ω a s ú a f o r m a p ol a r a s o ci a d a.
C o m o s a b e m o s, s e M (ω ) é a  m at ri z a s o ci a d a a ω , t e m o s q u e

f ω ( u, v ) = u t M ( ω )v.

C h á m a s e r a di c al d a f or m a c u a dr ´ati c a ω a o s u b e s p a z o

N (ω ) = { v ∈ R n , | f ω ( v,  u ) = 0, ∀ u ∈ R n } .

C h á m a s e r a n g o d e ω a o r a n g o d e M (ω ).
Di s e q u e ω é n o n d e x e n e r a d a s e N (ω ) = { θ R n } .  E n c a s o c o ntr ari o dir a s e q u e é d e x e n e r a d a.

N ó t e s e q u e é  m oi si n x el o p r o b ar q u e ω é n o n d e x e n e r a d a, s e, e s ó s e, r a n g ( M (ω ))  = n , i st o é,
s e, e s ó s e, M (ω ) é i n v e rt ı́ b el

T e o r e m a 8. 3. 4. ( L ei  d e i n e r ci a  d e  S yl v e s t e r ) S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a.
S e D 1 , D 2 s o n  m at ri c e s di a g o n ai s a s o ci a d a s a ω r e s p e ct o a di sti nt a s b a s e s, e nt ó n o n ú m e r o d e
el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a s s ú a s di a g o n ai s p ri n ci p ai s é o  m e s m o.

D e m o s t r a ci ´o n. É e vi d e nt e q u e o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s  m ái s o d e n e g ati v o s d a di a g o-
n al pri n ci p al d e D 1 c oi n ci d e c o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s  m ái s o d e n e g ati v o s d a di a g o n al
p ri n ci p al d e D 2 e c o r a n g ( ω ).  P or t a nt o, s ó t e m o s q u e d e m o str ar q u e o n ú m e r o d e p o siti v o s
é c oi n ci d e nt e. S e x a n B 1 e B 2 d ú a s b a s e s d e R n p a r a a s c al e s a s  m atri c e s a s o ci a d a s a ω s o n di a g o-
n ai s. S u p o ñ a m o s q u e t e ñ e n n a di a g o n al r e s el e m e nt o s p o siti v o s, r e s p e cti v a m e nt e.  P r o b ar e m o s
q u e s = r .

S e

B 1 = { e 1 , ... , er , er + 1 , ... , en }

e

B 2 = { u 1 , ... , us , us + 1 , ... , un }

8. 3.  C l a si fi c a ci ó n  d e f o r m a s  c u a d r á ti c a s 1 8 3

p o d e m o s s u p o ñ e r q u e a s  m at ri c e s a s o ci a d a s á s b a s e s B 1 y B 2 s o n d a f o r m a ( e n c a s o c o ntr ari o,
s ó t e m o s q u e r e o r d e n ar o s v e ct or e s d a s b a s e s)

D 1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (e 1 ) 0 ··· 0
0 . ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (e n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

, D2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ω (u 1 ) 0 ··· 0
0 . ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· ω (u n )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

o n d e
ω (e 1 ) > 0 , ... ,  ω(e r ) > 0 , ω(e r + 1 ) ≤ 0 , ... ,  ω(e n ) ≤ 0

ω (u 1 ) > 0 , ... ,  ω(u s ) > 0 , ω(u s + 1 ) ≤ 0 , ... ,  ω(u n ) ≤ 0 .

C o n si d e r e m o s o s s u b e s p a z o s

U = � {e 1 , ... , er } � , W = � {u s + 1 , ... , un } � .

C ú m p r e s e q u e U ∩ W = { θ R n } e, p o r t a nt o, o si st e m a

L = { e 1 , ... , er , us + 1 , ... , un }

é li b r e.  O si st e m a L t e n r + n − s v e ct or e s e a d e m ai s r + n − s ≤ n .  E ntó n r ≤ s .  R a z o a n d o
d u n h a f o r m a si m é t ri c a, o bt e ri a m o s q u e s ≤ r e i st o i m pli c a q u e s = r . ��

O t e or e m a a nt eri or p er mit e i nt r o d u cir u n i n v ari a nt e d a s f or m a s c u a dr á ti c a s c o ˜n e ci d o c o
n o m e d e si n at ur a.

D e fi ni ci ´o n 8. 3. 5. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a. S e x a B u n h a b a s e ort o g o n al
r e s p e ct o d e ω .  C h á m a s e si n at u r a d e ω a o p ar:

s g ( ω ) = ( p, q ),

o n d e p , q d e n ot a n, r e s p e cti v a m e nt e, o n ú m e r o d e el e m e nt o s p o siti v o s e n e g ati v o s d a  m atri z
di a g o n al a s o ci a d a a ω n a b a s e B .

S e g u n d o o vi st o n a d e m o str a ci ó n d o t e o r e m a a nt eri or, c ú m p r e s e q u e

r a n g ( ω ) = p + q.

L o g o, ω é d e x e n e r a d a, s e, e s ó s e, p + q < n e n o n d e x e n er a d a, s e, e s ó s e, p + q = n .

E x e m pl o 8. 3. 6. D a d a a f or m a c u a dr á ti c a d o  E x e m pl o 8. 2. 7

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 − 1
0 0 1  0
0 1 0  0

− 1 0 0  0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 ,

d e m o st r a m o s q u e e xi st e u n h a b a s e ort o g o n al p ar a ω d a d a p or

B = { e 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0

− 1

⎞

⎟
⎟
⎠ , e2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
− 1 / 2

1 / 2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ , e4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 / 2
0
0

1 / 2

⎞

⎟
⎟
⎠ }

p a r a a c al

M (ω ) B =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 0  0  0
0 2  0  0
0 0 − 1

2 0
0 0  0 − 1

2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

P o r t a nt o, s g ( ω ) = ( 2, 2) e a f or m a c u a dr á ti c a é n o n d e x e n e r a d a, x a q u e 2  + 2  = 4.
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C o m o c o n s e c u e n ci a i n m e di at a d a l ei d e i n er ci a d e S yl v e st er, t e n s e o s e g ui nt e r e s ult a d o.

C o r ol a ri o 8. 3. 7. S e a ω : R n → R u n a f o r m a c u a d r áti c a.  Ve rif ı́ c a s e o s e g ui nt e:

1) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( n, 0) .
2) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( 0 , n).
3) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( r, 0) c o n r < n .
4) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( 0 , s) c o n s < n .
5) A f o r m a c u a d r áti c a ω é i n d e fi ni d a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( r, s ) c o n r, s n o n n ul o s.

E x e m pl o 8. 3. 8. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d a d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0
1 3 2 0
2 2 7 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 .

N o n o s o c a s o

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0
1 3 2 0
2 2 7 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

x a q u e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0
1 3 2 0
2 2 7 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é si m é t ri c a.
R e ali c e m o s a g or a a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s q u e n o s c o n d u z a n á  m at ri z di a g o n al D :

�
A | I 4

�

F 1 3 ( − 2 ) , F1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0 | 1 0 0 0
0 2 0 0 | −1 1 0 0
0 0 3 0 | −2 0 1 0
0 0 0 1 | 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

C 1 3 ( − 2 ) , C1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 | 1 0 0 0
0 2 0 0 | −1 1 0 0
0 0 3 0 | −2 0 1 0
0 0 0 1 | 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

P ol o t a nt o,

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e
P t A P = D

s e n d o

P t =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
− 1 1 0 0
− 2 0 1 0

0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C o m o c o n s e c u e n ci a, ω é d e fi ni d a p o siti v a, x a q u e s g ( ω ) = ( 4 , 0).

8. 4.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 8 5

N o t a 8. 3. 9. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a. S e x a M (ω ) a s ú a  m at ri z a s o ci a d a.  C o m o
e st a  m at ri z é si m é t ri c a, p ol o  Te or e m a 7. 3. 2, s a b e m o s q u e e xi st e u n h a  m atri z ort o g o n al Q t al
q u e Q t M ( ω )Q é di a g o n al.  A s c ol u m n a s d e Q d a n l u g ar a u n h a b a s e ort o n or m al d o e s p a z o R n ,
r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al, f or m a d a p or a ut o v e ct or e s e, d a d o q u e Q t M ( ω )Q é di a g o n al,
t a m é n d a n l u g a r a u n h a b a s e ort o g o n al r e s p e ct o d e ω .  O s el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al d e
D = Q t M ( ω )Q s o n o s a ut o v al or e s d e M (ω ).

L o g o t e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o:

C o r ol a ri o 8. 3. 1 0. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a. S e x a M (ω ) a s ú a  m at ri z a s o ci a d a.
C ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n t o d o s
p o siti v o s.

2) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n t o d o s
n e g ati v o s.

3) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n n e g ati v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

4) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n p o siti v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

5) A f o r m a c u a d r áti c a ω é i n d e fi ni d a s e e xi st e n a ut o v al o r e s d e M (ω ) p o siti v o s e n e g ati v o s.

Fi n al m e nt e,  m o str ar e m o s u n crit eri o q u e t a m é n p o d e s e r ú til á h o r a d e c ar a ct eri z ar a s
f or m a s c u a dr á ti c a s d e fi ni d a s p o siti v a s e n e g ati v a s.

T e o r e m a 8. 3. 1 1. (C ri t e ri o  d e  S yl v e s t e r ) S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a d a d a p o r
ω (v ) = v t A v s e n d o A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) u n h a  m at ri z si m ét ri c a.  D e n ot e m o s p o r A r, r a s s ú a s
s u b m at ri c e s di a g o n ai s

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

. . .
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠ .

Ve rif ´ı c a s e o s e g ui nt e:

1) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o r ∈ { 1 , ... ,  n} .
2) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, (− 1) r d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o

r ∈ { 1 , ... ,  n} .

8. 4.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  C o n si d é r a s e a f o r m a w : R 3 → R d e fi ni d a p or

ω

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = x 2 + 2 x y + 4 y z.

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 3 .
b )  At o p e a  m atri z  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e

B = { ( 1, 0 , 1) t , ( 0, 1 , 2) t , ( 1, − 1 , 1) t } .

2.  C o n si d é r a s e a  m at ri z A ∈ M 4 × 4 ( R ) d a d a p or

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S e é p o s ı́ b el, c al c ul e u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e
P t A P = D.
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C o m o c o n s e c u e n ci a i n m e di at a d a l ei d e i n er ci a d e S yl v e st er, t e n s e o s e g ui nt e r e s ult a d o.

C o r ol a ri o 8. 3. 7. S e a ω : R n → R u n a f o r m a c u a d r áti c a.  Ve rif ı́ c a s e o s e g ui nt e:

1) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( n, 0) .
2) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( 0, n).
3) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( r, 0) c o n r < n .
4) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( 0 , s) c o n s < n .
5) A f o r m a c u a d r áti c a ω é i n d e fi ni d a, s e, e s ó s e, s g ( ω ) = ( r, s ) c o n r, s n o n n ul o s.

E x e m pl o 8. 3. 8. S e x a a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d a d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0
1 3 2 0
2 2 7 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ , ∀

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ R 4 .

N o n o s o c a s o

M (ω ) =
1

2
(A + A t ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0
1 3 2 0
2 2 7 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

x a q u e

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0
1 3 2 0
2 2 7 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

é si m é t ri c a.
R e ali c e m o s a g or a a s o p er a ci ó n s el e m e nt ai s q u e n o s c o n d u z a n á  m at ri z di a g o n al D :

�
A | I 4

�

F 1 3 ( − 2 ) , F1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 2 0 | 1 0 0 0
0 2 0 0 | −1 1 0 0
0 0 3 0 | −2 0 1 0
0 0 0 1 | 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

C 1 3 ( − 2 ) , C1 2 ( − 1 )

= ⇒

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 | 1 0 0 0
0 2 0 0 | −1 1 0 0
0 0 3 0 | −2 0 1 0
0 0 0 1 | 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

P ol o t a nt o,

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠

e
P t A P = D

s e n d o

P t =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
− 1 1 0 0
− 2 0 1 0

0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C o m o c o n s e c u e n ci a, ω é d e fi ni d a p o siti v a, x a q u e s g ( ω ) = ( 4 , 0).

8. 4.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 8 5

N o t a 8. 3. 9. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a dr á ti c a. S e x a M (ω ) a s ú a  m at ri z a s o ci a d a.  C o m o
e st a  m at ri z é si m é t ri c a, p ol o  Te or e m a 7. 3. 2, s a b e m o s q u e e xi st e u n h a  m atri z ort o g o n al Q t al
q u e Q t M ( ω )Q é di a g o n al.  A s c ol u m n a s d e Q d a n l u g ar a u n h a b a s e ort o n or m al d o e s p a z o R n ,
r e s p e ct o a o p r o d ut o e s c al ar u s u al, f or m a d a p or a ut o v e ct or e s e, d a d o q u e Q t M ( ω )Q é di a g o n al,
t a m é n d a n l u g a r a u n h a b a s e ort o g o n al r e s p e ct o d e ω .  O s el e m e nt o s d a di a g o n al pri n ci p al d e
D = Q t M ( ω )Q s o n o s a ut o v al or e s d e M (ω ).

L o g o t e m o s o s e g ui nt e r e s ult a d o:

C o r ol a ri o 8. 3. 1 0. S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a. S e x a M (ω ) a s ú a  m at ri z a s o ci a d a.
C ú m p r e s e o s e g ui nt e:

1) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n t o d o s
p o siti v o s.

2) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n t o d o s
n e g ati v o s.

3) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n n e g ati v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

4) A f o r m a c u a d r áti c a ω é s e mi d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, o s a ut o v al o r e s d e M (ω ) s o n
t o d o s n o n p o siti v o s s e n d o al g ú n d el e s n ul o.

5) A f o r m a c u a d r áti c a ω é i n d e fi ni d a s e e xi st e n a ut o v al o r e s d e M (ω ) p o siti v o s e n e g ati v o s.

Fi n al m e nt e,  m o str ar e m o s u n crit eri o q u e t a m é n p o d e s e r ú til á h o r a d e c a r a ct eri z ar a s
f o r m a s c u a dr á ti c a s d e fi ni d a s p o siti v a s e n e g ati v a s.

T e o r e m a 8. 3. 1 1. (C ri t e ri o  d e  S yl v e s t e r ) S e x a ω : R n → R u n h a f o r m a c u a d r áti c a d a d a p o r
ω (v ) = v t A v s e n d o A = ( a i j ) ∈ M n × n ( R ) u n h a  m at ri z si m ét ri c a.  D e n ot e m o s p o r A r, r a s s ú a s
s u b m at ri c e s di a g o n ai s

A (r, r ) =

⎛

⎜
⎝

a 1 1 ··· a 1 r
...

. . .
...

a r 1 ··· a r r

⎞

⎟
⎠ .

Ve rif ´ı c a s e o s e g ui nt e:

1) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a p o siti v a, s e, e s ó s e, d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o r ∈ { 1 , ... ,  n} .
2) A f o r m a c u a d r áti c a ω é d e fi ni d a n e g ati v a, s e, e s ó s e, (− 1) r d et( A r, r ) > 0 p a r a t o d o

r ∈ { 1 , ... ,  n} .

8. 4.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  C o n si d é r a s e a f o r m a w : R 3 → R d e fi ni d a p o r

ω

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = x 2 + 2 x y + 4 y z.

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 3 .
b )  At o p e a  m atri z  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e

B = { ( 1, 0 , 1) t , ( 0, 1 , 2) t , ( 1, − 1 , 1) t } .

2.  C o n si d é r a s e a  m at ri z A ∈ M 4 × 4 ( R ) d a d a p o r

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎞

⎟
⎟
⎠ .

S e é p o s ı́ b el, c al c ul e u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e
P t A P = D.
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3.  C o n si d é r a s e a  m at ri z A ∈ M 4 × 4 ( R ) d a d a p o r

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 2 − 1 0 2
− 1 − 2 0 − 2

0 0 − 3 0
2 − 2 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  C al c ul e u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e P t A P = D.
b )  C al c ul e o r a n g o e a si g n at ur a d a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d e fi ni d a p o r ω (v ) =

v t A v, ∀ x ∈ R 4 .
4.  C o n si d é r a s e a  m at ri z

A =

⎛

⎝
− 1 − 1 2
− 1 − 1 − 2

2 − 2 2

⎞

⎠ .

a )  D et er mi n e u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e A P = P  D.
b ) S e x a ω : R 3 → R a f o r m a c u a dr á ti c a d a d a p o r

ω (v ) = v t e A v .

C al c ul e o r a n g o e a si n at ur a d e ω .
5.  C o n si d é r a s e a f o r m a c u a dr á ti c a w : R 4 → R d e fi ni d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 2 − 3
0 1  2 − 2
2 0 1 2
3 2 0 2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 4 .
b )  At o p e o r a n g o d e w .

6. S e x a w : R 4 → R a f o r m a c u a dr á ti c a d e fi ni d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = x 2 + z 2 + t2 + y z + 2 xt + y t.

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 4 .
b )  C al c ul e o r a n g o e a si n at ur a d e w .
c )  At o p e u n h a b a s e d e R 4 o rt o g o n al r e s p e ct o d e w .

7.  Di a g o n ali z e e cl a si fi q u e a f or m a c u a dr á ti c a r e al w (v ) = v t A v s e n d o
a )

A =

⎛

⎝
1 0 2

− 2 1 1
0 1 5

⎞

⎠ .

b )

A =

⎛

⎝
1 1 2
1 3 2
2 2 7

⎞

⎠ .

c )

A =

⎛

⎝
4 2 1
2 2 1
1 1 3

⎞

⎠ .

8. 4.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 8 7

d )

A =

⎛

⎝
− 4 − 2 0
− 2 − 4 0

0  0 0

⎞

⎠ .

e )

A =

⎛

⎝
1 0 − 1
0 1 − 2

− 1 − 2 5

⎞

⎠ .

f )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

g )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 1 1
2 8 − 6 4

− 1 − 6 6 − 6
1 4 − 6 1 5

⎞

⎟
⎟
⎠ .

A d e m ai s, c al c ul e u n h a  m atri z i n v ertı́ b el P t al q u e a  m at ri z P t A P s e x a u n a  m atri z di a-
g o n al.

8.  P ar a c a d a α ∈ R , c o n si d é r a s e a f o r m a c u a dr á ti c a r e al w α : R 3 → R d e fi ni d a p or

w α

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = ( x, y, z )

⎛

⎝
2 α 0 0
2 α α 2 0
0 2 α 2 α

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ .

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w α r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 3 .
b )  Cl a si fi q u e w α s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d o p ar á m et r o α , i n di c a n d o o s e u r a n g o e

si n at ur a.
9. S e x a w α : R 4 → R a f o r m a c u a dr á ti c a d e fi ni d a p or

w α

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = − x 2 − 3 y 2 − ( α 2 + 6) z 2 + ( α − 3) t2 + 2 x y + 4 x z − 2 xt − 8 y z + 2 y t + 4 z t.

a )  Cl a si fi q u e w α s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d o p ar á m et r o α , c al c ul a n d o o s e u r a n g o
e si n at ur a.

b )  P ar a α = 1, a c h e u n h a b a s e B d e R 4 r e s p e ct o d a c al a  m atri z a s o ci a d a a w 1 s e x a
di a g o n al.
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3.  C o n si d é r a s e a  m at ri z A ∈ M 4 × 4 ( R ) d a d a p o r

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

− 2 − 1 0 2
− 1 − 2 0 − 2

0 0 − 3 0
2 − 2 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  C al c ul e u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e P t A P = D.
b )  C al c ul e o r a n g o e a si g n at ur a d a f or m a c u a dr á ti c a ω : R 4 → R d e fi ni d a p o r ω (v ) =

v t A v, ∀ x ∈ R 4 .
4.  C o n si d é r a s e a  m at ri z

A =

⎛

⎝
− 1 − 1 2
− 1 − 1 − 2

2 − 2 2

⎞

⎠ .

a )  D et er mi n e u n h a  m atri z ort o g o n al P e u n h a  m atri z di a g o n al D t al e s q u e A P = P  D.
b ) S e x a ω : R 3 → R a f o r m a c u a dr á ti c a d a d a p o r

ω (v ) = v t e A v .

C al c ul e o r a n g o e a si n at ur a d e ω .
5.  C o n si d é r a s e a f o r m a c u a dr á ti c a w : R 4 → R d e fi ni d a p o r

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = ( x, y, z, t )

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 2 − 3
0 1  2 − 2
2 0 1 2
3 2 0 2

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ .

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 4 .
b )  At o p e o r a n g o d e w .

6. S e x a w : R 4 → R a f o r m a c u a dr á ti c a d e fi ni d a p or

ω

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = x 2 + z 2 + t2 + y z + 2 xt + y t.

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 4 .
b )  C al c ul e o r a n g o e a si n at ur a d e w .
c )  At o p e u n h a b a s e d e R 4 o rt o g o n al r e s p e ct o d e w .

7.  Di a g o n ali z e e cl a si fi q u e a f or m a c u a dr á ti c a r e al w (v ) = v t A v s e n d o
a )

A =

⎛

⎝
1 0 2

− 2 1 1
0 1 5

⎞

⎠ .

b )

A =

⎛

⎝
1 1 2
1 3 2
2 2 7

⎞

⎠ .

c )

A =

⎛

⎝
4 2 1
2 2 1
1 1 3

⎞

⎠ .

8. 4.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 1 8 7

d )

A =

⎛

⎝
− 4 − 2 0
− 2 − 4 0

0  0 0

⎞

⎠ .

e )

A =

⎛

⎝
1 0 − 1
0 1 − 2

− 1 − 2 5

⎞

⎠ .

f )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

g )

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2 − 1 1
2 8 − 6 4

− 1 − 6 6 − 6
1 4 − 6 1 5

⎞

⎟
⎟
⎠ .

A d e m ai s, c al c ul e u n h a  m atri z i n v ertı́ b el P t al q u e a  m at ri z P t A P s e x a u n a  m atri z di a-
g o n al.

8.  P ar a c a d a α ∈ R , c o n si d é r a s e a f o r m a c u a dr á ti c a r e al w α : R 3 → R d e fi ni d a p o r

w α

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = ( x, y, z )

⎛

⎝
2 α 0 0
2 α α 2 0
0 2 α 2 α

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ .

a )  At o p e a  m atri z a s o ci a d a a w α r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e R 3 .
b )  Cl a si fi q u e w α s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d o p ar á m et r o α , i n di c a n d o o s e u r a n g o e

si n at ur a.
9. S e x a w α : R 4 → R a f o r m a c u a dr á ti c a d e fi ni d a p or

w α

⎛

⎜
⎜
⎝

x
y
z
t

⎞

⎟
⎟
⎠ = − x 2 − 3 y 2 − ( α 2 + 6) z 2 + ( α − 3) t2 + 2 x y + 4 x z − 2 xt − 8 y z + 2 y t + 4 z t.

a )  Cl a si fi q u e w α s e g u n d o o s di sti nt o s v al or e s d o p ar á m et r o α , c al c ul a n d o o s e u r a n g o
e si n at ur a.

b )  P ar a α = 1, a c h e u n h a b a s e B d e R 4 r e s p e ct o d a c al a  m atri z a s o ci a d a a w 1 s e x a
di a g o n al.
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V al o r e s si n g ul a r e s,  p s e u d oi n v e r s a s e  m ´ ı ni m o s c a d r a d o s

Est e c a pı́ t ul o fi n al e st á d e di c a d o á i nt r o d u ci ó n d a t e o r ı́ a d e d e s c o m p o si ció n e n v al o r e s si n g u-
l ar e s ( S V D), p s e u d oi n v er s a s e a s s ú a s a pli c a ció n s á s ol u ci ó n d e p r o bl e m a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s.
A d e s c o m p o si ci ´o n e n v al or e s si n g ul ar e s pr o p or ci o n a u n  m é t o d o p a r a c al c ul ar p s e u d oi n v er s a s e,
c o m o s e v er á  m ái s a di a nt e, p ar a r e s ol v er pr o bl e m a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s d e x eit o ó p ti m o.  E st e
ti p o d e d e s c o m p o si ci ó n  m ó s t r a s e e s p e ci al m e nt e ú til p a r a c al c ul ar o r a n g o d u n h a  m atri z d e bi-
d o, s o br e t o d o, a o s pr o bl e m a s q u e pr e s e nt a o  m é t o d o d e  G a u s s c o n r e s p e ct o á c o m a fl ot a nt e.
D e f eit o, o  m ´et o d o b a s e a d o n a S V D é  m oit o  m ái s ef e cti v o p ar a c al c ul ar o r a n g o d u n h a  m atri z
q u e o s d eri v a d o s d a utili z a ci ó n d a eli mi n a ci ó n g a u s si a n a e, p or s u p o st o, d e c al q u er a o utr o q u e
p a s e p ol o u s o d e d et er mi n a nt e s.  H o x e e n dı́ a a S V D c o n v ert e u s e n u n h a i m p ort a nt e f err a m e nt a
c o m p ut a ci o n al.

C o m e z ar e m o s i nt r o d u ci n d o a t e or´ı a d e d e s c o m p o si ció n e n v al o r e s si n g ul ar e s p ar a u n h a
m at ri z A ∈ M p × n ( R ).  C o m o a  m atri z A t A é si m é t ri c a, p o d e m o s a fir m ar q u e t o d o s o s s e u s
a ut o v al or e s s o n r e ai s.  A g or a b e n, n e st e c a s o p ó d e s e d e m o str ar q u e a d e m ai s d e s er r e ai s s o n
t o d o s  m ai or e s o u i g u ai s q u e c er o.  Te n d o e n c o nt a i st o úl ti m o, c h á m a n s e v al o r e s si n g ul ar e s d a
m at ri z A á s r aı́ c e s c a d r a d a s p o siti v a s d o s a ut o v al or e s d e A t A .  L o g o, s e

λ 1 , λ2 , ... ,  λn

s o n o s a ut o v al or e s d e A t A , c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a sú a  m ulti pli ci d a d e, t e n s e q u e o s v al or e s
si n g ul ar e s d e A s o n:

�
λ 1 ,

�
λ 2 , ... ,

�
λ n .

D e n ot a r e m o s o s v al or e s si n g ul ar e s c o m o σ 1 , σ2 , ··· , σn e o s o r d e n ar e m o s d e x eit o q u e

σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ n ≥ 0 .

U n h a v e z f eit o i st o e n u n ci ar a s e o t e or e m a d e d e s c o m p o si ci ´o n e n v al or e s si n g ul ar e s, o c al
g ar a nt e q u e p ar a t o d a  m atri z A ∈ M p × n ( R ) e xi st e n  m atri c e s ort o g o n ai s U ∈ M p × p ( R ) e
V ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m at ri z

Σ =

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M n × p ( R ) ,

c o n

D r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ 1 0 ··· 0
0 σ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r × r ( R ) ,

t al e s q u e

A = U Σ V t ,

s e n d o σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 o s v al or e s si n g ul ar e s n o n n ul o s.  A sı́ p oi s o r a n g o d e A c oi n ci d e
c o n ú m e r o d e v al or e s si n g ul ar e s n o n n ul o s, c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e, e
t a m é n c oi n ci d e c o r a n g o d e A t A .
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D e x eit o si mil a r a o o bti d o a o t r a b all ar c o a d e s c o m p o si ci ´o n e s p e ctr al d a  m atri z A , pó d e s e
p r o b a r q u e, s e o r a n g o d e A é r , p o d e m o s e s c ri bir A c o m o s u m a d e r m atri c e s d e r a n g o u n c o m o
s e g u e:

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + σ 2 u 2 v t

2 + ··· + σ r u r v
t
r ,

o n d e u 1 , u2 , ... , ur e v 1 , v2 , ... , vr s o n a s r p ri m ei r a s c ol u m n a s d a s  m atri c e s U e V r e s p e cti v a m e nt e.
O p r o c e d e m e nt o q u e s e utili z a r á p a r a c al c ul a r a S V D d u n h a  m atri z A ∈ M p × n ( R ) c o n

r a n g o r s e r á o s e g ui nt e:

A s c ol u m n a s d e V t ó m a n s e c o m o u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s
a s o ci a d o s a o s a ut o v al or e s d e A t A o r d e n a d o s d e  m ai or a  m e n or.
S e V = ( v 1 |v 2 | ··· |v n ) e U = ( u 1 |u 2 | ··· |u p ), c o m o A = U Σ V t , o bt e n s e q u e

A V = U Σ ,

e, p or t a nt o,

A v i = σ i u i , i ∈ { 1 , ... , r} ,

o u, o q u e é o  m e s m o,

u i =
1

σ i
A v i , i ∈ { 1 , ... , r} .

S e p > r , c o m pl é t a n s e a s c ol u m n a s d e U d e x eit o q u e

{ u 1 , u2 , ... , ur , ur + 1 , ... , up }

s e x a u n h a b a s e ort o n or m al d e R p .  O s v e ct o r e s

{ u r + 1 , ··· , up }

p ó d e n s e t o m a r c o m o u n h a b a s e ort o n or m al d o s u b e s p a z o d a d o p ol o c o n x u nt o d e s ol u-
ci ó n s d o si st e m a li n e ar h o m o x é n e o A t x = θ . I st o p ó d e s e f a c e r a sı́ x a q u e a di m e n sió n
d e s e s u b e s p a z o d e s ol u ci ó n s é p − r e t o d o s o s s e u s v e ct or e s s o n ort o g o n ai s a o s v e ct or e s
{ u 1 , u2 , ... , ur } .

S e t e m o s a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul a r e s d u n h a  m atri z A ∈ M p × n ( R ), n o s e g u n d o
p u nt o d o c a pı́ t ul o v e r a s e q u e e xi st e u n h a n o r m a || || n o e s p a z o d e  m atri c e s M p × n ( R ), t al q u e,
s e

A k = σ 1 u 1 v t
1 + σ 2 u 2 v t

2 + ··· + σ k u k v t
k ,

e nt ó n

||A − A k || = mi n {|| A − B || ; B ∈ M p × n ( R ) , r a n g ( B ) = k } = σ k + 1 .

L o g o, e n c e rt o  m o d o A k é a  m at ri z q u e  m ái s p r et o e st á a A d e e nt r e t o d a s a s d e r a n g o k
q u e p ert e n c e n a o e s p a z o v e ct ori al M p × n ( R ).  E st a  m at ri z c h a m ar a s e a pr o xi m a ci ó n d e r a n g o k
d a  m at ri z A .

A t er c eir a p art e d o c a pı́ t ul o e st á d e di c a d a a e st u d ar a n o ci ´o n d e p s e u d oi n v er s a, o u i n v er s a
x e n e r ali z a d a d e  M o or e- P e nr o s e, d u n h a  m atri z A ∈ M p × n ( R ).  D e n ot a r a s e c o m o A + e, c a n d o a
m at ri z A é c a d r a d a e i n v ertı́ b el, a p s e u d oi n v er s a d e A é e x a ct a m e nt e a  m atri z i n v er s a d e A .
T a m é n v e r e m o s q u e, c a n d o a  m atri z A t A é i n v e rt ı́ b el, e nt ó n

A + = ( A t A ) − 1 A t .

N e st e p u nt o p r e s e nt ar a n s e d o u s  m é t o d o s x e r ai s p a r a c al c ul ar a p s e u d oi n v er s a.  O p ri m ei-
r o b a s e a d o n a f a ct ori z a ci ó n Q R e o s e g u n d o n a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s.  P ar a o
p ri m eir o c a s o t e n s e q u e, s e A = Q R , e ntó n a p s e u d oi n v e r s a p ó d e s e c al c ul a r c o m o:

A + = R t ( R R t ) − 1 Q t .

N o s e g u n d o c a s o, t e n s e q u e, s e a S V D d e A é

A = U Σ V t
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c o n v al o r e s si n g ul ar e s

σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 ,

p ó d e s e d e m o str ar q u e

A + = V Ω U t

c o n

Ω =

⎛

⎝
T r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M n × p ( R )

o n d e

T r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
σ 1

0 ··· 0

0 1
σ 2

··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 1

σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= D − 1
r ∈ M r × r ( R ) .

L o g o,

A + = V Ω U t =
1

σ 1
v 1 u t

1 +
1

σ 2
v 2 u t

2 + ··· +
1

σ r
v r u

t
r .

E.  H.  M o o r e R.  P e nr o s e
( Wi ki p e di a  C o m m o n s) ( Cir o n e- M u si,  Fe sti v al d ell a S ci e n z a / Wi ki p e di a  C o m m o n s)

A p art e fi n al d o c a p´ıt ul o d e di c ar a s e a o s pr o bl e m a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s e a r e s ol u ci ó n
d e st e s utili z a n d o t a nt o a f a ct o ri z a ci ó n Q R c o m o a t e or ı́ a d e p s e u d oi n v er s a s.

P ar a  m oti v ar o pr o bl e m a c o m e z ar e m o s e x p o ñ e n d o o q u e o c orr e c a n d o t r a b all a m o s c o n
si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  N e st e c a s o, d a d o s A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p , s u p oñ a m o s q u e
t e m o s o si st e m a A x = b .  C o m o s a b e m o s, o a nt eri or si st e m a é i n c o m p atı́ b el s e b n o n p ert e n c e a o
s u b e s p a z o d e R n d a d o p o r

{ A w | w ∈ R n } .

M ali a s er A x = b u n si st e m a i n c o m p atı́ b el, a ál x e b r a li n e ar p er mit e at o p ar u n h a s ol u ci ó n
a p r o xi m a d a ó p ti m a o u, o q u e é o  m e s m o, u n v e ct or w ∈ R n t al q u e a di st a n ci a e nt r e A w e b
s e x a  m ı́ ni m a.

P o r o utr a b a n d a, d a d o q u e o c o n x u nt o { A w | w ∈ R n } é u n s u b e s p a z o d e R p , p o d e m o s
di cir d e x eit o  m ái s x e n é ri c o q u e, s e U é u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o R p c o p r o d ut o
e s c al ar u s u al, v ∈ U é a  m ell o r a pr o xi m a ci ó n d u n v e ct or b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U n o n s e nti d o
d o s  mı́ ni m o s c a d r a d o s, s e

� v − b � = mi n { � u − b � , u ∈ U } .
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S e p > r , c o m pl é t a n s e a s c ol u m n a s d e U d e x eit o q u e

{ u 1 , u2 , ... , ur , ur + 1 , ... , up }

s e x a u n h a b a s e ort o n or m al d e R p .  O s v e ct o r e s

{ u r + 1 , ··· , up }
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m at ri z A é c a d r a d a e i n v ertı́ b el, a p s e u d oi n v er s a d e A é e x a ct a m e nt e a  m atri z i n v er s a d e A .
T a m é n v e r e m o s q u e, c a n d o a  m atri z A t A é i n v e rt ı́ b el, e nt ó n

A + = ( A t A ) − 1 A t .

N e st e p u nt o pr e s e nt ar a n s e d o u s  m é t o d o s x e r ai s p ar a c al c ul ar a p s e u d oi n v er s a.  O p ri m ei-
r o b a s e a d o n a f a ct ori z a ci ó n Q R e o s e g u n d o n a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s.  P ar a o
pri m eir o c a s o t e n s e q u e, s e A = Q R , e ntó n a p s e u d oi n v e r s a p ó d e s e c al c ul a r c o m o:

A + = R t ( R R t ) − 1 Q t .

N o s e g u n d o c a s o, t e n s e q u e, s e a S V D d e A é

A = U Σ V t
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c o n v al o r e s si n g ul ar e s

σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 ,

p ó d e s e d e m o st r a r q u e

A + = V Ω U t

c o n

Ω =

⎛

⎝
T r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M n × p ( R )

o n d e

T r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
σ 1

0 ··· 0

0 1
σ 2

··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 1

σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= D − 1
r ∈ M r × r ( R ) .

L o g o,

A + = V Ω U t =
1

σ 1
v 1 u t

1 +
1

σ 2
v 2 u t

2 + ··· +
1

σ r
v r u

t
r .

E.  H.  M o o r e R.  P e nr o s e
( Wi ki p e di a  C o m m o n s) ( Cir o n e- M u si,  Fe sti v al d ell a S ci e n z a / Wi ki p e di a  C o m m o n s)

A p a rt e fi n al d o c a p´ıt ul o d e di c ar a s e a o s pr o bl e m a s d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s e a r e s ol u ci ó n
d e st e s utili z a n d o t a nt o a f a ct o ri z a ci ó n Q R c o m o a t e o r ı́ a d e p s e u d oi n v er s a s.

P a r a  m oti v ar o pr o bl e m a c o m e z ar e m o s e x p o ñ e n d o o q u e o c orr e c a n d o t r a b all a m o s c o n
si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s.  N e st e c a s o, d a d o s A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p , s u p oñ a m o s q u e
t e m o s o si st e m a A x = b .  C o m o s a b e m o s, o a nt eri or si st e m a é i n c o m p atı́ b el s e b n o n p e rt e n c e a o
s u b e s p a z o d e R n d a d o p o r

{ A w | w ∈ R n } .

M ali a s e r A x = b u n si st e m a i n c o m p atı́ b el, a ál x e b r a li n e a r p er mit e at o p ar u n h a s ol u ci ó n
a p r o xi m a d a ó p ti m a o u, o q u e é o  m e s m o, u n v e ct or w ∈ R n t al q u e a di st a n ci a e nt r e A w e b
s e x a  m ı́ ni m a.

P o r o ut r a b a n d a, d a d o q u e o c o n x u nt o { A w | w ∈ R n } é u n s u b e s p a z o d e R p , p o d e m o s
di ci r d e x eit o  m ái s x e n é ri c o q u e, s e U é u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct ori al e u cl ı́ d e o R p c o p r o d ut o
e s c al a r u s u al, v ∈ U é a  m ell o r a p r o xi m a ci ó n d u n v e ct o r b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U n o n s e nti d o
d o s  mı́ ni m o s c a d r a d o s, s e

� v − b � = mi n { � u − b � , u ∈ U } .
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Te n d o e n c o nt a a úl ti m a i g u al d a d e, e nt é n d e s e q u e o n o m e d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s dé b e s e a
q u e  mi ni mi z a r � u − b � é e q ui v al e nt e a  mi ni mi z a r

� u − b � 2 =

p

i= 1

( u i − b i )
2

s e n d o u i e b i a s c o m p o ñ e nt e s d o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d e u e b r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e
R p .

L o g o, s e A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b , di r e m o s
q u e o v e ct or w ∈ R n é  u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a d o si st e m a A x = b , s e A w é a  m ell o r
a p r o xi m a ci ó n d e b ∈ R n n o n s e nti d o d o s  m ı́ ni m o s c a d r a d o s.

O p ri m eir o r e s ult a d o i m p ort a nt e q u e s e pr e s e nt ar ´a é o q u e g a r a nt e q u e, s e U é u n s u b e s p a z o
d o e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o R p c o p r o d ut o e s c al ar u s u al, e nt ó n v ∈ U é a  m ell o r a p r o xi m a ci ó n
d e b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U , s e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U (v − b é o rt o g o n al a t o d o s o s v e ct or e s
d e U ).  E st e v e ct o r v c h á m a s e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U e p ó d e s e g a r a nti r
q u e e xi st e s e m p r e e q u e é ú ni c o.

D a s p r o pi e d a d e s a nt eri or e s d e d u ci m o s q u e, s e w,  w � ∈ R n s o n s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a s
d o si st e m a A x = b , t e n s e a i g u al d a d e A w = A w �.  L o g o, A (w − w �) = θ , e q ui v al e nt e m e nt e,
w − w � ∈ K e r( f A ).  E nt ó n, s e w é u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d e A x = b , o c o n x u nt o gl o b al
d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s t a m é n v e n d a d o p o r

S = w +  K er( f A ) = w +  K e r( f A t A ) .

T a m é n, s e A ∈ M p × n ( R ), b ∈ R p e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b , pó d e s e
c o n st r uı́ r u n n o v o si st e m a

A t A x = A t b

q u e s e c o ñ e c e c o n o m e d e si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s d o si st e m a A x = b .  O r e al m e nt e i n-
t e r e s a nt e d e st e si st e m a é q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a s d o si st e m a A x = b
c oi n ci d e c o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s A t A x = A t b. L o g o, r e s ol v er
o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s p ar a A x = b é e q ui v al e nt e a r e s ol v e r o si st e m a d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s d a d o p ol a s s ú a s e c u a ci ó n s n o r m ai s.

E vi d e nt e m e nt e, s e A t A é i n v e rtı́ b el, S s ó t e n u n el e m e nt o w d a d o p or

w = ( A t A ) − 1 A t b = A + b

x a q u e n e st e c a s o A + = ( A t A ) − 1 A t .
A d e m ai s v e r a s e q u e a f a ct ori z a ci ó n Q R p r o p o r ci o n a u n  m é t o d o p a r a r e s ol v er e st e p r o bl e m a

x a q u e, s e A ∈ M p × n ( R ) é u n h a  m at ri z, t e n s e q u e w é s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a p a r a A x = b ,
s e, e s ó s e, w é s ol u ci ó n d o si st e m a

R x = Q t b

o n d e R e Q s o n a s  m atri c e s q u e d a n l u g ar á f a ct o ri z a ci ó n Q R d e A .
D e x eit o  m ´ai s x er al d e m o str ar a s e q u e, n a s c o n di ci ó n s d o p a r á g r af o a nt e ri o r, p ó d e s e a fi r m a r

q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s e st á d a d o p o r

S = A + b +  K e r( f A ) = A + b +  K e r( f A t A ) .

E st e úl ti m o  m é t o d o d e s ol u ci ó n t e n c o m o v a nt a x e, s o br e o b a s e a d o n a utili z a ci ó n d a s e c u a-
ci ó n s n o r m ai s, q u e é  m e n o s s e n sı́ b el a o s p r o bl e m a s d e e st a bili d a d e e q u e e n x er al d á l u g a r a u n h a
t é c ni c a c o m p ut a ci o n al  m ell or.  C o m o e x e m pl o, fi n ali z ar a s e o c a p ı́ t ul o a pli c a n d o o s  mé t o d o s d e
m´ ı ni m o s c a d r a d o s á s ol u ció n d e p r o bl e m a s d e a x u st e p oli n ó mi c o.

E n c a nt o á n ot a ci ó n, n e st e c a p ı́ t ul o < ,  > d e n ot a r á o p r o d ut o e s c al ar u s u al d e R m e � v � o
v al o r d a s ú a n o r m a i n d u ci d a n u n v e ct or d e R m .
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9. 1.  D e s c o m p o si ci ó n e n  v al o r e s si n g ul a r e s

S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M p × n ( R ).  C o m o a  m atri z A t A é si m é t ri c a, g r a z a s a o  Te or e m a 7. 3. 1,
p o d e m o s a fir m ar q u e t o d o s o s s e u s a ut o v al or e s s o n r e ai s.  A d e m ai s c ú m p r e n s e o utr a s pr o pi e d a d e s
i nt er e s a nt e s q u e d e b e m o s t er e n c o nt a n o n q u e s e g u e.

P r o p o si ci ó n  9. 1. 1. S e A ∈ M p × n ( R ) e nt ó n,

K e r( f A )  =  K e r( f A t A ) , r a n g ( A )  = r a n g ( A t A )  = r a n g ( A A t ) .

D e m o s t r a ci ´o n. S e v ∈ R n é t al q u e v ∈ K e r( f A ) t e n s e q u e A v = θ R p e, c o m o c o n s e c u e n ci a,
A t A v = θ R n . I st o i m pli c a q u e v ∈ K e r( f A t A ).  N o c a s o d e q u e v ∈ K e r( f A t A ) t e n s e q u e A t A v =
θ R n .  E ntó n

v t A t A v = 0 ⇐ ⇒ (A v ) t A v = 0 ⇐ ⇒ <  A v,  A v  > = 0 ⇐ ⇒ A v = θ R p

L o g o, v ∈ K e r( f A ).  Fi n al m e nt e,

r a n g ( A ) = n − di m R ( K e r( f A ) )  = n − di m R ( K e r( f A t A ) )  = r a n g ( A t A )

e

r a n g ( A )  = r a n g ( A t )  = r a n g (( A t ) t A t ) )  = r a n g ( A A t ) .

��

P r o p o si ci ó n  9. 1. 2. S e x a A ∈ M p × n ( R ) . S e λ ∈ S p( A t A ) , λ ≥ 0 .

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a λ ∈ S p( A t A ) e v ∈ R n u n a ut o v e ct or a s o ci a d o a λ .  E ntó n

� A v � 2 = ( A v ) t A v = v t A t A v = λ v t v = λ � v � 2 ,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

λ =
� A v � 2

� v � 2
≥ 0 .

��

D e fi ni ci ´o n 9. 1. 3. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  C h á m a n s e v al o r e s si n g ul ar e s d a  m atri z A á s r a ı́ c e s
c a d r a d a s p o siti v a s d o s a ut o v al or e s d e A t A .  L o g o, s e

λ 1 , λ2 , ... ,  λn

s o n o s a ut o v al or e s d e A t A , c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a sú a  m ulti pli ci d a d e, t e n s e q u e o s v al or e s
si n g ul ar e s d e A s o n:

�
λ 1 ,

�
λ 2 , ... ,

�
λ n .

D e n ot a r e m o s o s v al or e s si n g ul ar e s c o m o σ 1 , σ2 , ··· , σn e e s c ri bi r é m ol o s e n o r d e d e cr e c e nt e

σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ n ≥ 0 .

E x e m pl o 9. 1. 4. s e

A =

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

t e n s e q u e

A t A =

⎛

⎝
1 0 1
0 4 0
1 0 1

⎞

⎠ .
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Te n d o e n c o nt a a úl ti m a i g u al d a d e, e nt é n d e s e q u e o n o m e d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s dé b e s e a
q u e  mi ni mi z ar � u − b � é e q ui v al e nt e a  mi ni mi z a r

� u − b � 2 =

p

i= 1

( u i − b i )
2

s e n d o u i e b i a s c o m p o ñ e nt e s d o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d e u e b r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e
R p .

L o g o, s e A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b , di r e m o s
q u e o v e ct or w ∈ R n é  u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a d o si st e m a A x = b , s e A w é a  m ell o r
a p r o xi m a ci ó n d e b ∈ R n n o n s e nti d o d o s  m ı́ ni m o s c a d r a d o s.

O p ri m eir o r e s ult a d o i m p ort a nt e q u e s e pr e s e nt ar ´a é o q u e g a r a nt e q u e, s e U é u n s u b e s p a z o
d o e s p a z o v e ct ori al e u clı́ d e o R p c o p r o d ut o e s c al ar u s u al, e nt ó n v ∈ U é a  m ell o r a p r o xi m a ci ó n
d e b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U , s e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U (v − b é o rt o g o n al a t o d o s o s v e ct or e s
d e U ).  E st e v e ct o r v c h á m a s e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U e p ó d e s e g a r a nti r
q u e e xi st e s e m p r e e q u e é ú ni c o.

D a s p r o pi e d a d e s a nt eri or e s d e d u ci m o s q u e, s e w,  w � ∈ R n s o n s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a s
d o si st e m a A x = b , t e n s e a i g u al d a d e A w = A w �.  L o g o, A (w − w �) = θ , e q ui v al e nt e m e nt e,
w − w � ∈ K e r( f A ).  E nt ó n, s e w é u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d e A x = b , o c o n x u nt o gl o b al
d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s t a m é n v e n d a d o p o r

S = w +  K er( f A ) = w +  K e r( f A t A ) .

T a m é n, s e A ∈ M p × n ( R ), b ∈ R p e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b , pó d e s e
c o n st r uı́ r u n n o v o si st e m a

A t A x = A t b

q u e s e c o ñ e c e c o n o m e d e si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s d o si st e m a A x = b .  O r e al m e nt e i n-
t er e s a nt e d e st e si st e m a é q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a s d o si st e m a A x = b
c oi n ci d e c o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s A t A x = A t b. L o g o, r e s ol v er
o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s p ar a A x = b é e q ui v al e nt e a r e s ol v e r o si st e m a d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s d a d o p ol a s s ú a s e c u a ci ó n s n o r m ai s.

E vi d e nt e m e nt e, s e A t A é i n v e rtı́ b el, S s ó t e n u n el e m e nt o w d a d o p or

w = ( A t A ) − 1 A t b = A + b

x a q u e n e st e c a s o A + = ( A t A ) − 1 A t .
A d e m ai s v e r a s e q u e a f a ct ori z a ci ó n Q R p r o p o r ci o n a u n  m é t o d o p a r a r e s ol v er e st e p r o bl e m a

x a q u e, s e A ∈ M p × n ( R ) é u n h a  m at ri z, t e n s e q u e w é s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a p a r a A x = b ,
s e, e s ó s e, w é s ol u ci ó n d o si st e m a

R x = Q t b

o n d e R e Q s o n a s  m atri c e s q u e d a n l u g ar á f a ct o ri z a ci ó n Q R d e A .
D e x eit o  m ´ai s x er al d e m o str ar a s e q u e, n a s c o n di ci ó n s d o p a r á g r af o a nt e ri o r, p ó d e s e a fi r m a r

q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s e st á d a d o p o r

S = A + b +  K e r( f A ) = A + b +  K e r( f A t A ) .

E st e úl ti m o  m é t o d o d e s ol u ci ó n t e n c o m o v a nt a x e, s o br e o b a s e a d o n a utili z a ci ó n d a s e c u a-
ci ó n s n o r m ai s, q u e é  m e n o s s e n sı́ b el a o s p r o bl e m a s d e e st a bili d a d e e q u e e n x er al d á l u g a r a u n h a
t é c ni c a c o m p ut a ci o n al  m ell or.  C o m o e x e m pl o, fi n ali z ar a s e o c a p ı́ t ul o a pli c a n d o o s  mé t o d o s d e
m´ ı ni m o s c a dr a d o s á s ol u ció n d e p r o bl e m a s d e a x u st e p oli n ó mi c o.

E n c a nt o á n ot a ci ó n, n e st e c a p ı́ t ul o < ,  > d e n ot ar á o p r o d ut o e s c al ar u s u al d e R m e � v � o
v al o r d a s ú a n o r m a i n d u ci d a n u n v e ct or d e R m .
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9. 1.  D e s c o m p o si ci ó n e n  v al o r e s si n g ul a r e s

S u p o ñ a m o s q u e A ∈ M p × n ( R ).  C o m o a  m at ri z A t A é si m é t ri c a, g r a z a s a o  Te or e m a 7. 3. 1,
p o d e m o s a fir m ar q u e t o d o s o s s e u s a ut o v al or e s s o n r e ai s.  A d e m ai s c ú m p r e n s e o ut r a s pr o pi e d a d e s
i nt e r e s a nt e s q u e d e b e m o s t er e n c o nt a n o n q u e s e g u e.

P r o p o si ci ó n  9. 1. 1. S e A ∈ M p × n ( R ) e nt ó n,

K e r( f A )  =  K e r( f A t A ) , r a n g ( A )  = r a n g ( A t A )  = r a n g ( A A t ) .

D e m o s t r a ci ´o n. S e v ∈ R n é t al q u e v ∈ K e r( f A ) t e n s e q u e A v = θ R p e, c o m o c o n s e c u e n ci a,
A t A v = θ R n . I st o i m pli c a q u e v ∈ K e r( f A t A ).  N o c a s o d e q u e v ∈ K e r( f A t A ) t e n s e q u e A t A v =
θ R n .  E ntó n

v t A t A v = 0 ⇐ ⇒ (A v ) t A v = 0 ⇐ ⇒ <  A v,  A v  > = 0 ⇐ ⇒ A v = θ R p

L o g o, v ∈ K e r( f A ).  Fi n al m e nt e,

r a n g ( A ) = n − di m R ( K e r( f A ) )  = n − di m R ( K e r( f A t A ) )  = r a n g ( A t A )

e

r a n g ( A )  = r a n g ( A t )  = r a n g (( A t ) t A t ) )  = r a n g ( A A t ) .

��

P r o p o si ci ó n  9. 1. 2. S e x a A ∈ M p × n ( R ) . S e λ ∈ S p( A t A ) , λ ≥ 0 .

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a λ ∈ S p( A t A ) e v ∈ R n u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ .  E ntó n

� A v � 2 = ( A v ) t A v = v t A t A v = λ v t v = λ � v � 2 ,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

λ =
� A v � 2

� v � 2
≥ 0 .

��

D e fi ni ci ´o n 9. 1. 3. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  C h á m a n s e v al o r e s si n g ul ar e s d a  m atri z A á s r a ı́ c e s
c a d r a d a s p o siti v a s d o s a ut o v al or e s d e A t A .  L o g o, s e

λ 1 , λ2 , ... ,  λn

s o n o s a ut o v al or e s d e A t A , c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a sú a  m ulti pli ci d a d e, t e n s e q u e o s v al or e s
si n g ul ar e s d e A s o n:

�
λ 1 ,

�
λ 2 , ... ,

�
λ n .

D e n ot a r e m o s o s v al or e s si n g ul ar e s c o m o σ 1 , σ2 , ··· , σn e e s c ri bi r é m ol o s e n o r d e d e cr e c e nt e

σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ n ≥ 0 .

E x e m pl o 9. 1. 4. s e

A =

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

t e n s e q u e

A t A =

⎛

⎝
1 0 1
0 4 0
1 0 1

⎞

⎠ .
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e nt ó n

p A t A ( x )  = d et( A t A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

1 − x 0 1
0 4 − x 0
1  0 1 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 4 − x )

�
�
�
�

1 − x 1
1 1 − x

�
�
�
�

= ( 4 − x )

�
�
�
�

2 − x 1
2 − x 1 − x

�
�
�
� = ( 4 − x )

�
�
�
�

2 − x 1
0 − x

�
�
�
� = − ( 4 − x )( 2 − x )x

e i st o i m pli c a q u e S p( A t A ) = { 0 , 2 , 4 } .  C o m o c o n s e c u e n ci a, o bt e m o s q u e o s v al or e s si n g ul ar e s
s o n

σ 1 =
√

4 = 2 ≥ σ 2 =
√

2 ≥ σ 3 =
√

0 = 0 ≥ 0 .

P r o p o si ci ó n  9. 1. 5. S e x a A ∈ M p × n ( R ) .  Cú m p r e s e q u e A e A t t e ñ e n o s  m e s m o s v al o r e s si n-
g ul a r e s n o n n ul o s.

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A t A e v ∈ R n u n a ut o v e ct o r
a s o ci a d o a λ .  E ntó n A t A v = λ v e i st o i m pli c a q u e

(A A t ) A v = A (A t A v ) = A (λ v ) = λ A v

o u, o q u e é o  m e s m o, λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A A t e A v ∈ R p u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ .
N ó t e s e q u e s e A v = θ R p t e n s e q u e

θ R n = A t A v = λ v

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, λ s erı́ a n ul o ( c o u s a i m p o s ı́ b el x a q u e s u p u x e m o s q u e n o n o er a).
D e st e x eit o t e m o s p r o b a d o q u e s e λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A t A e nt ó n λ é u n a ut o v al o r

d e A A t .  D e x eit o si mil a r pó d e s e c o m p r o b a r q u e s e λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A A t t a m é n o
é d e A t A . ��

N o t a 9. 1. 6. G r a z a s a o r e s ult a d o a nt eri or e st á cl a r o q u e, s e p �= n , u n h a d a s  m atri c e s A , A t t e n
m ´ai s v al o r e s si n g ul ar e s n ul o s q u e a o utr a x a q u e A t A ∈ M p × p ( R ) e A t A ∈ M n × n ( R ).

T a m é n é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e, s e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z si m é t ri c a, t e n s e q u e
A t A = A 2 e, p o r t a nt o, o s v al or e s si n g ul ar e s d e A c oi n ci d e n c o s v al or e s a b s ol ut o s d o s s e u s
a ut o v al or e s.

T e o r e m a 9. 1. 7. ( D e s c o m p o si ci ó n e n  v al o r e s si n g ul a r e s ) P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M p × n ( R )
e xi st e n  m at ri c e s o rt o g o n ai s U ∈ M p × p ( R ) e V ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m at ri z

Σ =

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M p × n ( R ) ,

c o n

D r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ 1 0 ··· 0
0 σ 2 ··· 0
...

...
. . .

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r × r ( R ) ,

t al e s q u e
A = U Σ V t ,

s e n d o σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 o s v al o r e s si n g ul a r e s n o n n ul o s d e A .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e o r a n g o d e A é r (i st o i m pli c a q u e t e n r v al or e s si n g ul ar e s
n o n n ul o s c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a).  O p r o c e d e m e nt o q u e s e
utili z a r á p a r a c al c ul a r a S V D d e A s er á o s e g ui nt e:

A s c ol u m n a s d e V t ó m a n s e c o m o u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s
a s o ci a d o s a o s a ut o v al or e s d e A t A o r d e n a d o s d e  m ai or a  m e n or.

9. 1.  D e s c o m p o si ci ó n e n  v a l o r e s si n g u l a r e s 1 9 5

S e V = ( v 1 |v 2 | ··· |v n ) e U = ( u 1 |u 2 | ··· |u p ), c o m o s e t er á q u e c u m p ri r q u e A = U Σ V t ,
o bt e n s e q u e

A V = U Σ ,

e, p or t a nt o,
A v i = σ i u i , i ∈ { 1 , ... , r} ,

o u, o q u e é o  m e s m o,

u i =
1

σ i
A v i , i ∈ { 1 , ... , r} .

S e p > r , c o m pl é t a n s e a s c ol u m n a s d e U d e x eit o q u e

{ u 1 , ... , ur , ur + 1 , ... , up }

s e x a u n h a b a s e ort o n or m al d e R p .  O s v e ct or e s

{ u r + 1 , ... , up }

p ó d e n s e t o m a r c o m o u n h a b a s e ort o n or m al d o s u b e s p a z o d a d o p ol o c o n x u nt o d e s ol u-
ci ó n s d o si st e m a li n e ar h o m o x é n e o A t x = θ R n . I st o pó d e s e f a c e r a sı́ x a q u e a di m e n si ó n
d e s e s u b e s p a z o d e s ol u ci ó n s é p − r e t o d o s o s s e u s v e ct or e s s o n ort o g o n ai s a o s v e ct or e s
{ u 1 , u2 , ... , ur } .

E n ef e ct o: s e t o m a m o s u i ∈ { u 1 , u2 , ... , ur } e u k ∈ { u r + 1 , ... , up } t e n s e q u e

< u i , uk > = <
1

σ i
A v i , uk > =

1

σ i
<  A v i , uk > =

1

σ i
< v i , At u k > =

1

σ i
< v i , θR n > = 0 ,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, u i e u k s o n o rt o g o n ai s.
P or o utr a b a n d a, { u 1 , u2 , ... , ur } f o r m a n u n si st e m a ort o n or m al x a q u e s e t o m a m o s

u i ∈ { u 1 , u2 , ... , ur }

< u i , ui > = <
1

σ i
A v i ,

1

σ i
A v i > =

1

σ 2
i

<  A v i ,  A vi > =
1

λ i
< v i , At A v i >

=
1

λ i
< v i , λi v i > =

λ i

λ i
< v i , vi > = � v i �

2 = 1 ,

e, s e t o m a m o s d o u s v e ct or e s di sti nt o s u i , uk ∈ { u 1 , u2 , ... , ur } ,

< u i , uk > = <
1

σ i
A v i ,

1

σ k
A v k > =

1

σ i σ k
<  A v i ,  A vk > =

1

σ i σ k
< v i , At A v k >

=
1

σ i σ k
< v i , λk v k > =

λ k

σ i σ k
< v i , vk > = 0 .

��

D e fi ni ci ´o n 9. 1. 8. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  A d e s c o m p o si ci ó n A = U Σ V t o bti d a n o t e or e m a a nt eri or
c h á m a s e d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d a  m at ri z A .  D e nó t a s e c o m o S V D( A ) ( S V D s o n
a s i ni ci ai s d a s ú a t r a d u ci ó n a o i n gl é s: Si n g ul a r  V al u e  D e c o m p o siti o n).

E x e m pl o 9. 1. 9. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s S V D( A ) p ar a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠ .

A  m at ri z A t A e st á d a d a p o r

A t A =

�
1 0

√
3

0 1  0

�
⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠ =

�
4 0
0 1

�

.
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e nt ó n

p A t A ( x )  = d et( A t A − x I 3 ) =

�
�
�
�
�
�

1 − x 0 1
0 4 − x 0
1  0 1 − x

�
�
�
�
�
�

= ( 4 − x )

�
�
�
�

1 − x 1
1 1 − x

�
�
�
�

= ( 4 − x )

�
�
�
�

2 − x 1
2 − x 1 − x

�
�
�
� = ( 4 − x )

�
�
�
�

2 − x 1
0 − x

�
�
�
� = − ( 4 − x )( 2 − x )x

e i st o i m pli c a q u e S p( A t A ) = { 0 , 2 , 4 } .  C o m o c o n s e c u e n ci a, o bt e m o s q u e o s v al or e s si n g ul ar e s
s o n

σ 1 =
√

4 = 2 ≥ σ 2 =
√

2 ≥ σ 3 =
√

0 = 0 ≥ 0 .

P r o p o si ci ó n  9. 1. 5. S e x a A ∈ M p × n ( R ) .  Cú m p r e s e q u e A e A t t e ñ e n o s  m e s m o s v al o r e s si n-
g ul a r e s n o n n ul o s.

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A t A e v ∈ R n u n a ut o v e ct o r
a s o ci a d o a λ .  E ntó n A t A v = λ v e i st o i m pli c a q u e

(A A t ) A v = A (A t A v ) = A (λ v ) = λ A v

o u, o q u e é o  m e s m o, λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A A t e A v ∈ R p u n a ut o v e ct o r a s o ci a d o a λ .
N ó t e s e q u e s e A v = θ R p t e n s e q u e

θ R n = A t A v = λ v

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, λ s erı́ a n ul o ( c o u s a i m p o s ı́ b el x a q u e s u p u x e m o s q u e n o n o e r a).
D e st e x eit o t e m o s p r o b a d o q u e s e λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A t A e nt ó n λ é u n a ut o v al o r

d e A A t .  D e x eit o si mil a r pó d e s e c o m p r o b ar q u e s e λ é u n a ut o v al o r n o n n ul o d e A A t t a m é n o
é d e A t A . ��

N o t a 9. 1. 6. Gr a z a s a o r e s ult a d o a nt eri or e st á cl a r o q u e, s e p �= n , u n h a d a s  m atri c e s A , A t t e n
m ´ai s v al or e s si n g ul ar e s n ul o s q u e a o utr a x a q u e A t A ∈ M p × p ( R ) e A t A ∈ M n × n ( R ).

T a m é n é i m p o rt a nt e r e s alt ar q u e, s e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z si m é t ri c a, t e n s e q u e
A t A = A 2 e, p o r t a nt o, o s v al or e s si n g ul ar e s d e A c oi n ci d e n c o s v al or e s a b s ol ut o s d o s s e u s
a ut o v al or e s.

T e o r e m a 9. 1. 7. ( D e s c o m p o si ci ó n e n  v al o r e s si n g ul a r e s ) P a r a t o d a  m at ri z A ∈ M p × n ( R )
e xi st e n  m at ri c e s o rt o g o n ai s U ∈ M p × p ( R ) e V ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m at ri z

Σ =

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M p × n ( R ) ,

c o n

D r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ 1 0 ··· 0
0 σ 2 ··· 0
...

...
. . .

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r × r ( R ) ,

t al e s q u e
A = U Σ V t ,

s e n d o σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 o s v al o r e s si n g ul a r e s n o n n ul o s d e A .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s q u e o r a n g o d e A é r (i st o i m pli c a q u e t e n r v al or e s si n g ul ar e s
n o n n ul o s c o nt a d o s c a d a u n s e g u n d o a s ú a  m ulti pli ci d a d e al x é b ri c a).  O p r o c e d e m e nt o q u e s e
utili z a r á p a r a c al c ul a r a S V D d e A s er á o s e g ui nt e:

A s c ol u m n a s d e V t ó m a n s e c o m o u n h a b a s e ort o n or m al d e R n f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s
a s o ci a d o s a o s a ut o v al or e s d e A t A o r d e n a d o s d e  m ai or a  m e n or.

9. 1.  D e s c o m p o si ci ó n e n  v a l o r e s si n g u l a r e s 1 9 5

S e V = ( v 1 |v 2 | ··· |v n ) e U = ( u 1 |u 2 | ··· |u p ), c o m o s e t er á q u e c u m p ri r q u e A = U Σ V t ,
o bt e n s e q u e

A V = U Σ ,

e, p or t a nt o,
A v i = σ i u i , i ∈ { 1 , ... , r} ,

o u, o q u e é o  m e s m o,

u i =
1

σ i
A v i , i ∈ { 1 , ... , r} .

S e p > r , c o m pl é t a n s e a s c ol u m n a s d e U d e x eit o q u e

{ u 1 , ... , ur , ur + 1 , ... , up }

s e x a u n h a b a s e ort o n or m al d e R p .  O s v e ct o r e s

{ u r + 1 , ... , up }

p ó d e n s e t o m a r c o m o u n h a b a s e ort o n or m al d o s u b e s p a z o d a d o p ol o c o n x u nt o d e s ol u-
ci ó n s d o si st e m a li n e ar h o m o x é n e o A t x = θ R n . I st o pó d e s e f a c e r a sı́ x a q u e a di m e n si ó n
d e s e s u b e s p a z o d e s ol u ci ó n s é p − r e t o d o s o s s e u s v e ct or e s s o n ort o g o n ai s a o s v e ct or e s
{ u 1 , u2 , ... , ur } .

E n ef e ct o: s e t o m a m o s u i ∈ { u 1 , u2 , ... , ur } e u k ∈ { u r + 1 , ... , up } t e n s e q u e

< u i , uk > = <
1

σ i
A v i , uk > =

1

σ i
<  A v i , uk > =

1

σ i
< v i , At u k > =

1

σ i
< v i , θR n > = 0 ,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, u i e u k s o n o rt o g o n ai s.
P or o utr a b a n d a, { u 1 , u2 , ... , ur } f o r m a n u n si st e m a ort o n or m al x a q u e s e t o m a m o s

u i ∈ { u 1 , u2 , ... , ur }

< u i , ui > = <
1

σ i
A v i ,

1

σ i
A v i > =

1

σ 2
i

<  A v i ,  A vi > =
1

λ i
< v i , At A v i >

=
1

λ i
< v i , λi v i > =

λ i

λ i
< v i , vi > = � v i �

2 = 1 ,

e, s e t o m a m o s d o u s v e ct or e s di sti nt o s u i , uk ∈ { u 1 , u2 , ... , ur } ,

< u i , uk > = <
1

σ i
A v i ,

1

σ k
A v k > =

1

σ i σ k
<  A v i ,  A vk > =

1

σ i σ k
< v i , At A v k >

=
1

σ i σ k
< v i , λk v k > =

λ k

σ i σ k
< v i , vk > = 0 .

��

D e fi ni ci ´o n 9. 1. 8. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  A d e s c o m p o si ci ó n A = U Σ V t o bti d a n o t e or e m a a nt eri or
c h á m a s e d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d a  m atri z A .  D e nó t a s e c o m o S V D( A ) ( S V D s o n
a s i ni ci ai s d a s ú a t r a d u ci ó n a o i n gl é s: Si n g ul a r  V al u e  D e c o m p o siti o n).

E x e m pl o 9. 1. 9. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s S V D( A ) p ar a a  m at ri z

A =

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠ .

A  m at ri z A t A e st á d a d a p o r

A t A =

�
1 0

√
3

0 1  0

�
⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠ =

�
4 0
0 1

�

.
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E nt ó n, S p( A t A ) = { 4 , 1 } e i st o i m pli c a q u e o s v al or e s si n g ul ar e s d e A s o n

σ 1 =
√

4 = 2 > σ 2 =
√

1 = 1 .

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or o bt e n s e q u e a  m atri z  Σ s er á

Σ =

⎛

⎝
2 0
0 1
0 0

⎞

⎠ .

P a s e m o s a c al c ul ar a  m atri z V .  O s s u b e s p a z o s pr o pi o s a s o ci a d o s a o s a ut o v al or e s λ 1 = 4 e
λ 2 = 1 s o n:

V ( 4)  =

� �
x
y

�

∈ R 2 | ( A t A − 4 I 2 )

�
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 |

�
0 0
0 − 3

� �
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 | y = 0

�

= �

� �
1
0

� �

�,

V ( 1)  =

� �
x
y

�

∈ R 2 | ( A t A − I 2 )

�
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 |

�
3 0
0 0

� �
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 | x = 0

�

= �

� �
0
1

� �

�.

D e st e x eit o, � �
1
0

�

,

�
0
1

� �

é u n h a b a s e d e R 2 f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s.  C o m o o s d o u s v e ct or e s s o n u nit ari o s e ort o g o n ai s
e nt r e si, t a m é n f o r m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R 2 ( n o n é n e c e s a ri o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e
o rt o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt) o q u e i m pli c a q u e p o d e m o s t o m ar

v 1 =

�
1
0

�

, v2 =

�
0
1

�

e V = I 2 .
A  m at ri z U ∈ M 3 × 3 ( R ) c o n st r ú e s e d o s e g ui nt e x eit o.  A pri m eir a c ol u m n a e st á d a d a p o r

u 1 =
1

2
A v 1 =

1

2

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠
�

1
0

�

=
1

2

⎛

⎝
1
0√
3

⎞

⎠ =

⎛

⎝

1
2
0

√
3

2

⎞

⎠ .

Si mil a r m e nt e, a s e g u n d a c ol u m n a d e U c al c úl a s e c o m o

u 2 =
1

2
A v 2 =

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠
�

0
1

�

=

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ .

C o m o o r a n g o d a  m atri z A é r = 2 e 2 < p = 3, o v e ct or u 3 d e b e o bt e r s e gr a z a s a
d et e r mi n a ci ó n d u n h a b a s e d o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s S d o si st e m a li n e ar h o m o x é n e o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = θ R 3 .

A g o r a b e n, c o m o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ ⇐ ⇒
x +

√
3 z = 0
y = 0

�

,
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t e n s e q u e

S =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
0

− x√
3

⎞

⎠ | x ∈ R

⎫
⎬

⎭

e, d e st a f or m a, u n h a b a s e d e S e st á d a d a p ol o v e ct or

w =

⎛

⎝

√
3
0

− 1

⎞

⎠ .

Te n d o e n c o nt a i st o, t o m a m o s a t er c eir a c ol u m n a d e U c o m o

u 3 =
w

� w �
=

⎛

⎝

√
3

2
0

− 1
2

⎞

⎠

e U é a  m at ri z d a d a p or

U =

⎛

⎜
⎝

1
2 0

√
3

2
0 1 0

√
3

2 0 − 1
2

⎞

⎟
⎠ .

O b vi a m e nt e s e c al c ul a m o s U Σ V t o bt e m o s A x a q u e

U Σ V t =

⎛

⎜
⎝

1
2 0

√
3

2
0 1 0

√
3

2 0 − 1
2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝
2 0
0 1
0 0

⎞

⎠
�

1 0
0 1

�

=

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠ .

N o t a 9. 1. 1 0. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  D e x eit o si mil a r a o o bti d o c o a d e s c o m p o si ci ó n e s p e ct r al
d a  m atri z A , p o d e p r o b ar s e q u e, s e o r a n g o d e A é r , utili z a n d o a d e s c o m p o si ció n e n v al o r e s
si n g ul ar e s d e A p o d e m o s e s c ri bi r A c o m o s u m a d e r m atri c e s d e r a n g o u n c o m o s e g u e:

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + σ 2 u 2 v t

2 + ··· + σ r u r v
t
r ,

o n d e u 1 , u2 , ... , ur e v 1 , v2 , ... , vr s o n a s r p ri m eir a s c ol u m n a s d a s  m atri c e s U e V r e s p e cti v a m e nt e.

9. 2.  A p r o xi m a ci ó n s  d e r a n g o k

O r e s ult a d o p ri n ci p al d e st a s e c ci ó n di n o s q u e s e a pr o xi m a m o s u n h a  m atri z A ∈ M p × n ( R )
p ol a s p ri m eir a s k c o m p o ñ e nt e s d a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s, p é r d e s e u n h a c a n-
ti d a d e d e i nf or m a ci ó n d a o r d e d o v al or si n g ul ar c ol o c a d o n o p o st o k + 1.  E st a a p r o xi m a ci ´o n
é d e e s p e ci al utili d a d e n o t r at a m e nt o d e  m atri c e s o n d e p e q u e n o s c a m bi o s n o s v al or e s p r o v o c a n
alt er a ci ó n d o r a n g o, n a r e d u ci ó n d e r u ı́ d o n o p r o c e s a m e nt o di xit al d e si n ai s, n a r e st a ur a ció n
d e i m a x e s, n a a n áli s e d e s e ri e s t e m p or ai s, n a e xtr a c ci ó n d e i nf o r m a ci ó n d e b a s e s d e d at o s e,
fi n al m e nt e, n a c o m pr e si ó n d e i m a x e s.

D e fi ni ci ´o n 9. 2. 1. U n h a n or m a  m atri ci al ´e u n h a n or m a n o e s p a z o v e ct ori al V = M p × n ( R ).
A s n o r m a s u s u ai s d e fi ni d a s e n R p e R n d a n l u g a r a o q u e s e c o ñ e c e c o m o n or m a  m atri ci al

i n d u ci d a.  D efı́ n e s e d o s e g ui nt e x eit o p ar a c a d a A ∈ M p × n ( R ):

� A � = m a x { � A v � | � v � = 1 } .

N ó t e s e q u e � A � e st á b e n d e fi ni d a x a q u e a f u n ci ó n f A : R n → R p é c o nti n u a e a c a d a u n
m á xi m o n o c o m p a ct o C 1 = { v ∈ R n | �v � = 1 } .
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E nt ó n, S p( A t A ) = { 4 , 1 } e i st o i m pli c a q u e o s v al or e s si n g ul ar e s d e A s o n

σ 1 =
√

4 = 2 > σ 2 =
√

1 = 1 .

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or o bt e n s e q u e a  m atri z  Σ s er á

Σ =

⎛

⎝
2 0
0 1
0 0

⎞

⎠ .

P a s e m o s a c al c ul ar a  m atri z V .  O s s u b e s p a z o s pr o pi o s a s o ci a d o s a o s a ut o v al o r e s λ 1 = 4 e
λ 2 = 1 s o n:

V ( 4)  =

� �
x
y

�

∈ R 2 | ( A t A − 4 I 2 )

�
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 |

�
0 0
0 − 3

� �
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 | y = 0

�

= �

� �
1
0

� �

�,

V ( 1)  =

� �
x
y

�

∈ R 2 | ( A t A − I 2 )

�
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 |

�
3 0
0 0

� �
x
y

�

=

�
0
0

� �

=

� �
x
y

�

∈ R 2 | x = 0

�

= �

� �
0
1

� �

�.

D e st e x eit o, � �
1
0

�

,

�
0
1

� �

é u n h a b a s e d e R 2 f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s.  C o m o o s d o u s v e ct or e s s o n u nit ari o s e ort o g o n ai s
e nt r e si, t a m é n f o r m a n u n h a b a s e ort o n or m al d e R 2 ( n o n é n e c e s a ri o a pli c ar o p r o c e d e m e nt o d e
ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt) o q u e i m pli c a q u e p o d e m o s t o m ar

v 1 =

�
1
0

�

, v2 =

�
0
1

�

e V = I 2 .
A  m at ri z U ∈ M 3 × 3 ( R ) c o n st r ú e s e d o s e g ui nt e x eit o.  A pri m eir a c ol u m n a e st á d a d a p o r

u 1 =
1

2
A v 1 =

1

2

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠
�

1
0

�

=
1

2

⎛

⎝
1
0√
3

⎞

⎠ =

⎛

⎝

1
2
0

√
3

2

⎞

⎠ .

Si mil a r m e nt e, a s e g u n d a c ol u m n a d e U c al c úl a s e c o m o

u 2 =
1

2
A v 2 =

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠
�

0
1

�

=

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ .

C o m o o r a n g o d a  m atri z A é r = 2 e 2 < p = 3, o v e ct or u 3 d e b e o bt e r s e g r a z a s a
d et e r mi n a ci ó n d u n h a b a s e d o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s S d o si st e m a li n e ar h o m o x é n e o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = θ R 3 .

A g o r a b e n, c o m o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ ⇐ ⇒
x +

√
3 z = 0
y = 0

�

,
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t e n s e q u e

S =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
0

− x√
3

⎞

⎠ | x ∈ R

⎫
⎬

⎭

e, d e st a f o r m a, u n h a b a s e d e S e st á d a d a p ol o v e ct or

w =

⎛

⎝

√
3
0

− 1

⎞

⎠ .

Te n d o e n c o nt a i st o, t o m a m o s a t er c eir a c ol u m n a d e U c o m o

u 3 =
w

� w �
=

⎛

⎝

√
3

2
0

− 1
2

⎞

⎠

e U é a  m at ri z d a d a p or

U =

⎛

⎜
⎝

1
2 0

√
3

2
0 1 0

√
3

2 0 − 1
2

⎞

⎟
⎠ .

O b vi a m e nt e s e c al c ul a m o s U Σ V t o bt e m o s A x a q u e

U Σ V t =

⎛

⎜
⎝

1
2 0

√
3

2
0 1 0

√
3

2 0 − 1
2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝
2 0
0 1
0 0

⎞

⎠
�

1 0
0 1

�

=

⎛

⎝
1 0
0 1√
3 0

⎞

⎠ .

N o t a 9. 1. 1 0. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  D e x eit o si mil ar a o o bti d o c o a d e s c o m p o si ci ó n e s p e ct r al
d a  m at ri z A , p o d e p r o b ar s e q u e, s e o r a n g o d e A é r , utili z a n d o a d e s c o m p o si ció n e n v al o r e s
si n g ul a r e s d e A p o d e m o s e s c ri bi r A c o m o s u m a d e r m atri c e s d e r a n g o u n c o m o s e g u e:

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + σ 2 u 2 v t

2 + ··· + σ r u r v
t
r ,

o n d e u 1 , u2 , ... , ur e v 1 , v2 , ... , vr s o n a s r p ri m ei r a s c ol u m n a s d a s  m atri c e s U e V r e s p e cti v a m e nt e.

9. 2.  A p r o xi m a ci ó n s  d e r a n g o k

O r e s ult a d o p ri n ci p al d e st a s e c ci ó n di n o s q u e s e a pr o xi m a m o s u n h a  m atri z A ∈ M p × n ( R )
p ol a s p ri m ei r a s k c o m p o ñ e nt e s d a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s, p é r d e s e u n h a c a n-
ti d a d e d e i nf or m a ci ó n d a o r d e d o v al or si n g ul ar c ol o c a d o n o p o st o k + 1.  E st a a p r o xi m a ci ´o n
é d e e s p e ci al utili d a d e n o t r at a m e nt o d e  m atri c e s o n d e p e q u e n o s c a m bi o s n o s v al or e s p r o v o c a n
alt e r a ci ó n d o r a n g o, n a r e d u ci ó n d e r u ı́ d o n o p r o c e s a m e nt o di xit al d e si n ai s, n a r e st a ur a ció n
d e i m a x e s, n a a n áli s e d e s e ri e s t e m p or ai s, n a e xtr a c ci ó n d e i nf o r m a ci ó n d e b a s e s d e d at o s e,
fi n al m e nt e, n a c o m pr e si ó n d e i m a x e s.

D e fi ni ci ´o n 9. 2. 1. U n h a n or m a  m atri ci al ´e u n h a n or m a n o e s p a z o v e ct ori al V = M p × n ( R ).
A s n o r m a s u s u ai s d e fi ni d a s e n R p e R n d a n l u g a r a o q u e s e c o ñ e c e c o m o n o r m a  m atri ci al

i n d u ci d a.  D efı́ n e s e d o s e g ui nt e x eit o p ar a c a d a A ∈ M p × n ( R ):

� A � = m a x { � A v � | � v � = 1 } .

N ó t e s e q u e � A � e st á b e n d e fi ni d a x a q u e a f u n ci ó n f A : R n → R p é c o nti n u a e a c a d a u n
m á xi m o n o c o m p a ct o C 1 = { v ∈ R n | �v � = 1 } .
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P r o p o si ci ó n  9. 2. 2. P a r a t o d a A ∈ M p × n ( R ) e u ∈ R n c ú m p r e s e q u e

� A u � ≤ � A � � u � .

D e m o s t r a ci ´o n. O b vi a m e nt e s e u é n ul o a d e si g u al d a d e a nt eri or c ú m p r e s e d e x eit o t ri vi al.

S u p o ñ a m o s q u e u é n o n n ul o e c o n si d er e m o s o v e ct or u nit ari o w =
u

� u �
.  E ntó n,

� A � = m a x { � A v � | � v � = 1 } ≥ � A w � =
� A u �

� u �
,

e i st o i m pli c a q u e � A u � ≤ � A � � u � . ��

P r o p o si ci ó n  9. 2. 3. P a r a t o d o p a r d e  m at ri c e s A ∈ M p × n ( R ) e B ∈ M n × m ( R ) c ú m p r e s e q u e

� A B � ≤ � A � � B � .

D e m o s t r a ci ´o n. Gr a z a s ´a  P r o p o si ci ó n 9. 2. 2 o bt e m o s a d e si g u al d a d e d e s e x a d a x a q u e

� A B � = m a x { � A B v � | � v � = 1 } ≤ m a x {| A � � B v � | � v � = 1 } ≤ m a x { � A � � B � � v � | � v � = 1 }

= � A � � B � .

��

N o t a 9. 2. 4. N al g ú n s li b r o s d a lit er at ur a s o br e o t e m a, c a n d o s e tr a b all a c o n  m atri c e s c a dr a d a s,
a d e si g u al d a d e a nt eri or ( c h a m a d a pr o pi e d a d e  m ulti pli c ati v a) i n cl ú e s e n a d e fi ni ci ó n d e n o r m a
m at ri ci al.  O ut r a o p ci ´o n é d e fi ni r u n h a n or m a  m atri ci al c o m o u n h a a pli c a ci ó n d o c o n x u nt o d e
m at ri c e s s o br e u n c or p o, d e n ot a d o p or M (R ), e n R , t al q u e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) ∀ A ∈ M (R ) � A � ≥ 0 . � A � = 0 ⇔ A =  Θ.
2) � α A � = |α | �A � ∀ A ∈ M (R ), α ∈ R .
3)  D a d a s A,  B ∈ M (R ), s e e xi st e A + B , � A + B � ≤ � A � + � B � .
4)  D a d a s A,  B ∈ M (R ), s e e xi st e A B , � A B � ≤ � A � � B � .

D e fi ni ci ´o n 9. 2. 5. D a d a u n h a  m at ri z A ∈ M n × n ( R ) d e f ı́ n e s e o r a di o e s p e ctr al d e A c o m o

ρ (A ) = m a x {| λ | | λ ∈ S p( A )} .

P r o p o si ci ó n  9. 2. 6. D a d a u n h a  m at ri z A ∈ M p × n ( R ) t e n s e q u e

� A � =
�

ρ (A t A ) .

L o g o, � A � = σ 1 , s e n d o σ 1 o v al o r si n g ul a r  m ái s g r a n d e d e A .

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o a  m at ri z A t A é si m é t ri c a p ó d e s e di a g o n ali z ar d e x eit o ort o g o n al.  Gr a z a s
a i st o p o d e m o s g ar a ntir q u e e xi st e n u n h a  m atri z ort o g o n al U ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m atri z di a g o n al
D ∈ M n × n ( R ) t al q u e

U t A t A U =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

s e n d o { λ 1 , ... ,  λn } o s a ut o v al o r e s d e A t A .  E q ui v al e nt e m e nt e,

A t A = U D U t .

E nt ó n, p a r a t o d o v ∈ R n

� A v � 2 = v t A t A v = v t U D U t v = ( U t v ) t D ( U t v ) =
n�

i= 1

λ i |w i |
2 ,
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o n d e w = U t v .  Di st o úl ti m o d e d ú c e s e q u e s e v é u n v e ct o r u nit ari o

� A v � 2 ≤ ρ (A t A )
n

i= 1

|w i |
2 = ρ (A t A ) � U t v � 2 = ρ (A t A ) � v � 2 = ρ (A t A )

e, p o r t a nt o, � A v � ≤ ρ (A t A ).  E n c o n s e c u e n ci a,

� A � ≤ ρ (A t A ) .

P o r o utr a b a n d a, s e x a λ o a ut o v al or  m ái s g r a n d e d e A t A .  E ntó n, s e v é u n a ut o v e ct or
u nit ari o a s o ci a d o a λ , t e n s e q u e

� A v � 2 = v t A t A v = λ � v � 2 = λ

e d e st e x eit o � A � ≥ ρ (A t A ) . ��

N o t a 9. 2. 7. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  D o r e s ult a d o a nt eri o r s é g u e s e q u e s e λ é o a ut o v al or  m ái s
g r a n d e d e A t A e v é u n a ut o v e ct or u nit ari o a s o ci a d o a λ ,

� A v � = ρ (A t A ) = � A � .

P r o p o si ci ó n  9. 2. 8. Te n s e o s e g ui nt e:

1) D a d a A ∈ M p × n ( R ) ,

� A � = m a x {| v t A u | | �v � = � u � = 1 } .

2) S e x a n A ∈ M p × n ( R ) e U ∈ M p × p ( R ) , V ∈ M n × n ( R ) m at ri c e s o rt o g o n ai s.  E nt ó n

� A � = � U A � = � A V � .

C o m o c o n s e c u e n ci a t e n s e q u e � A � = � U t A V � .
3) S e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z si m ét ri c a, � A � = ρ (A ).
4) S e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z o rt o g o n al, � A � = 1 .
5) D a d a A ∈ M p × n ( R ) ,

� A t A � = � A � 2 .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e t e m o s d o u s v e ct or e s u nit ari o s v ∈ R p e
u ∈ R n .  E ntó n

|v t A u | = | < v, A u > | ≤ �A u � � v � = � A u � ≤ � A � � u � = � A � .

A s´ı p oi s, � A � ≥ m a x {| v t A u | | �v � = � u � = 1 } . Ve x a m o s q u e s e a c a d a o v al or  m á xi m o.
S e x a u ∈ R n u n v e ct o r u nit ari o t al q u e � A u � = � A � ( s a b e m o s q u e e xi st e p ol a n ot a 9. 2. 7) e

c o n si d er e m o s v =
1

� A �
A u .  E ntó n

v t A u =
1

� A �
� A u � 2 =

1

� A �
� A � 2 = � A �

e i st o i m pli c a q u e s e a c a d a o  m á xi m o.
S e U ∈ M p × p ( R ) é u n h a  m at ri z ort o g o n al

� A � 2 = ρ (A t A ) = ρ (A t U t U A ) = � U A � 2 .

D e x eit o a n ´al o g o o bt eri a m o s q u e � A � = � A V � p ar a t o d a  m atri z ort o g o n al V ∈ M n × n ( R ).
C o m o c o n s e c u e n ci a, � A � = � U t A V � .
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P r o p o si ci ó n  9. 2. 2. P a r a t o d a A ∈ M p × n ( R ) e u ∈ R n c ú m p r e s e q u e

� A u � ≤ � A � � u � .

D e m o s t r a ci ´o n. O b vi a m e nt e s e u é n ul o a d e si g u al d a d e a nt eri or c ú m p r e s e d e x eit o t ri vi al.

S u p o ñ a m o s q u e u é n o n n ul o e c o n si d er e m o s o v e ct or u nit ari o w =
u

� u �
.  E ntó n,

� A � = m a x { � A v � | � v � = 1 } ≥ � A w � =
� A u �

� u �
,

e i st o i m pli c a q u e � A u � ≤ � A � � u � . ��

P r o p o si ci ó n  9. 2. 3. P a r a t o d o p a r d e  m at ri c e s A ∈ M p × n ( R ) e B ∈ M n × m ( R ) c ú m p r e s e q u e

� A B � ≤ � A � � B � .

D e m o s t r a ci ´o n. Gr a z a s ´a  P r o p o si ci ó n 9. 2. 2 o bt e m o s a d e si g u al d a d e d e s e x a d a x a q u e

� A B � = m a x { � A B v � | � v � = 1 } ≤ m a x {| A � � B v � | � v � = 1 } ≤ m a x { � A � � B � � v � | � v � = 1 }

= � A � � B � .

��

N o t a 9. 2. 4. N al g ú n s li b r o s d a lit er at ur a s o br e o t e m a, c a n d o s e tr a b all a c o n  m atri c e s c a dr a d a s,
a d e si g u al d a d e a nt eri or ( c h a m a d a pr o pi e d a d e  m ulti pli c ati v a) i n cl ú e s e n a d e fi ni ci ó n d e n o r m a
m at ri ci al.  O ut r a o p ci ´o n é d e fi ni r u n h a n or m a  m atri ci al c o m o u n h a a pli c a ci ó n d o c o n x u nt o d e
m atri c e s s o br e u n c or p o, d e n ot a d o p or M (R ), e n R , t al q u e s e c u m pr e n a s s e g ui nt e s pr o pi e d a d e s:

1) ∀ A ∈ M (R ) � A � ≥ 0 . � A � = 0 ⇔ A =  Θ.
2) � α A � = |α | �A � ∀ A ∈ M (R ), α ∈ R .
3)  D a d a s A,  B ∈ M (R ), s e e xi st e A + B , � A + B � ≤ � A � + � B � .
4)  D a d a s A,  B ∈ M (R ), s e e xi st e A B , � A B � ≤ � A � � B � .

D e fi ni ci ´o n 9. 2. 5. D a d a u n h a  m at ri z A ∈ M n × n ( R ) d e f ı́ n e s e o r a di o e s p e ctr al d e A c o m o

ρ (A ) = m a x {| λ | | λ ∈ S p( A )} .

P r o p o si ci ó n  9. 2. 6. D a d a u n h a  m at ri z A ∈ M p × n ( R ) t e n s e q u e

� A � =
�

ρ (A t A ) .

L o g o, � A � = σ 1 , s e n d o σ 1 o v al o r si n g ul a r  m ái s g r a n d e d e A .

D e m o s t r a ci ´o n. C o m o a  m at ri z A t A é si m é t ri c a p ó d e s e di a g o n ali z ar d e x eit o ort o g o n al.  Gr a z a s
a i st o p o d e m o s g ar a ntir q u e e xi st e n u n h a  m atri z ort o g o n al U ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m at ri z di a g o n al
D ∈ M n × n ( R ) t al q u e

U t A t A U =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

s e n d o { λ 1 , ... ,  λn } o s a ut o v al o r e s d e A t A .  E q ui v al e nt e m e nt e,

A t A = U D U t .

E nt ó n, p a r a t o d o v ∈ R n

� A v � 2 = v t A t A v = v t U D U t v = ( U t v ) t D ( U t v ) =
n�

i= 1

λ i |w i |
2 ,

9. 2.  A p r o xi m a ci ó n s  d e  r a n g o k 1 9 9

o n d e w = U t v .  Di st o úl ti m o d e d ú c e s e q u e s e v é u n v e ct o r u nit ari o

� A v � 2 ≤ ρ (A t A )
n

i= 1

|w i |
2 = ρ (A t A ) � U t v � 2 = ρ (A t A ) � v � 2 = ρ (A t A )

e, p o r t a nt o, � A v � ≤ ρ (A t A ).  E n c o n s e c u e n ci a,

� A � ≤ ρ (A t A ) .

P o r o ut r a b a n d a, s e x a λ o a ut o v al or  m ái s g r a n d e d e A t A .  E ntó n, s e v é u n a ut o v e ct o r
u nit a ri o a s o ci a d o a λ , t e n s e q u e

� A v � 2 = v t A t A v = λ � v � 2 = λ

e d e st e x eit o � A � ≥ ρ (A t A ) . ��

N o t a 9. 2. 7. S e x a A ∈ M p × n ( R ).  D o r e s ult a d o a nt eri o r s é g u e s e q u e s e λ é o a ut o v al o r  m ái s
g r a n d e d e A t A e v é u n a ut o v e ct o r u nit ari o a s o ci a d o a λ ,

� A v � = ρ (A t A ) = � A � .

P r o p o si ci ó n  9. 2. 8. Te n s e o s e g ui nt e:

1) D a d a A ∈ M p × n ( R ) ,

� A � = m a x {| v t A u | | �v � = � u � = 1 } .

2) S e x a n A ∈ M p × n ( R ) e U ∈ M p × p ( R ) , V ∈ M n × n ( R ) m at ri c e s o rt o g o n ai s.  E nt ó n

� A � = � U A � = � A V � .

C o m o c o n s e c u e n ci a t e n s e q u e � A � = � U t A V � .
3) S e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z si m ét ri c a, � A � = ρ (A ).
4) S e A ∈ M n × n ( R ) é u n h a  m at ri z o rt o g o n al, � A � = 1 .
5) D a d a A ∈ M p × n ( R ) ,

� A t A � = � A � 2 .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s e n p ri m ei r o l u g ar q u e t e m o s d o u s v e ct or e s u nit ari o s v ∈ R p e
u ∈ R n .  E ntó n

|v t A u | = | < v, A u > | ≤ �A u � � v � = � A u � ≤ � A � � u � = � A � .

A s´ı p oi s, � A � ≥ m a x {| v t A u | | �v � = � u � = 1 } . Ve x a m o s q u e s e a c a d a o v al or  m á xi m o.
S e x a u ∈ R n u n v e ct o r u nit ari o t al q u e � A u � = � A � ( s a b e m o s q u e e xi st e p ol a n ot a 9. 2. 7) e

c o n si d er e m o s v =
1

� A �
A u .  E ntó n

v t A u =
1

� A �
� A u � 2 =

1

� A �
� A � 2 = � A �

e i st o i m pli c a q u e s e a c a d a o  m á xi m o.
S e U ∈ M p × p ( R ) é u n h a  m at ri z o rt o g o n al

� A � 2 = ρ (A t A ) = ρ (A t U t U A ) = � U A � 2 .

D e x eit o a n ´al o g o o bt eri a m o s q u e � A � = � A V � p ar a t o d a  m atri z ort o g o n al V ∈ M n × n ( R ).
C o m o c o n s e c u e n ci a, � A � = � U t A V � .
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S e A é si m é t ri c a p ó d e s e di a g o n ali z ar d e x eit o ort o g o n al.  A s ı́ p oi s e xi st e u n h a  m at ri z o rt o-
g o n al U ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m atri z di a g o n al D ∈ M n × n ( R ) t al q u e

U t A U =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

s e n d o { λ 1 , ... ,  λn } o s e u c o n x u nt o d e a ut o v al o r e s.  E nt ó n,

� A � 2 = � U D U t � 2 = � D � 2 = ρ (D t D ) = m a x { λ 2
1 , ··· , λ2n } = ρ (A ) 2 ,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, � A � = ρ (A ).
O b vi a m e nt e, s e U é o rt o g o n al � U � = � U U t � = � I n � = 1 . Fi n al m e nt e, c o m o A t A é si m é t ri c a

t e n s e q u e � A t A � = ρ (A t A ) = � A � 2 . ��

D e fi ni ci ´o n 9. 2. 9. S e x a A ∈ M p × n ( R ) t al q u e r a n g ( A ) = r . S u p oñ a m o s q u e

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ r u r v

t
r

é a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s. S e k é u n n ú m e r o n at u r al p o siti v o  m e n or q u e r ,
c h á m a s e a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o k d e A á  m at ri z

A k = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ k u k v t

k .

N o t a 9. 2. 1 0. S e A k é a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o k d e A ∈ M p × n ( R ), r a n g ( A ) = r e

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ r u r v

t
r

é a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s, t e n s e q u e

A k = U Σ k V t ,

o n d e

Σ k =

⎛

⎝
D k | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M p × n ( R ) ,

c o n

D k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ 1 0 ··· 0
0 σ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ k

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M k × k ( R ) .

E nt ó n, A k = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ k u k v t

k é a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A k e o s e u
r a n g o é k .  L o g o,

A − A k = U T k V t ,

o n d e

T k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Θ | Θ | Θ
− −  −  − −
Θ | R k | Θ
− −  −  − −
Θ | Θ | Θ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M p × n ( R ) ,

c o n

R k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ k + 1 0 ··· 0
0 σ k + 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r − k × r − k ( R ) .

9. 2.  A p r o xi m a ci ó n s  d e  r a n g o k 2 0 1

Te n d o e n c o nt a i st o e r e or d e n a n d o a s c ol u m n a s d e U e V , o bt e m o s d ú a s n o v a s  m atri c e s
ort o g o n ai s W e H t al e s q u e

A − A k = W P k H t ,

o n d e

P k =

⎛

⎝
S k | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M p × n ( R ) ,

e

S k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ k + 1 0 ··· 0
0 σ k + 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r − k × r − k ( R ) .

E st a é a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A − A k , o u dit o d o ut r o x eit o,

A − A k = σ k + 1 w 1 h t
1 + σ k + 2 w 2 h t

2 + ··· + σ r w r − k h t
r − k .

L o g o, p ol a  Pr o p o si ci ó n 9. 2. 6, o bt e m o s q u e

� A − A k � = σ k + 1 .

T e o r e m a 9. 2. 1 1. S e x a A ∈ M p × n ( R ) t al q u e r a n g ( A ) = r . S u p oñ a m o s q u e

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + σ 2 u 2 v t

2 + ··· + σ r u r v
t
r

é a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul a r e s e q u e A k é a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o k d e A p a r a
k t al q u e 0 < k < r .  E nt ó n

||A − A k || = mi n {|| A − B ||, | B ∈ M p × n ( R ) , r a n g ( B ) = k } .

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a k u n n ú m e r o n at u r al t al q u e 0 < k < r . S e x a B ∈ M p × n ( R ) d e r a n g o k .
S e � A − B � < � A − A k � , t e ri a m o s q u e

� A − B � < σ k + 1 .

O c o n x u nt o d e s ol u ci ´o n s d o si st e m a B x = θ R n é  u n s u b e s p a z o S d e di m e n si ó n n − k . S e
w ∈ S t e n s e q u e

� A w � = � (A − B )w � ≤ � (A − B )� � w � < σ k + 1 � w � .

S e x a L o s u b e s p a z o x er a d o p ol o s v e ct or e s { v 1 , ... , vk , vk + 1 } .  P a r a e st e s v e ct or e s t e m o s q u e
A v i = σ i u i e c o m o di m R ( L ) = k + 1 e di m R ( S ) = n − k o bt e n s e, gr a z a s á f ó r m ul a d e  G r a s s m a n n,
q u e S ∩ L �= ∅ .  D a q u el a e xi st e w n o n n ul o e n S ∩ L e i st o i m pli c a q u e s e

w =
k + 1�

i= 1

α i v i

o bt e m o s q u e

� A w � = �

k + 1�

i= 1

α i A v i � = �
k + 1�

i= 1

α i σ i u i � = (
k + 1�

i= 1

( α i σ i )
2 )

1
2 ≥ σ k + 1 (

k + 1�

i= 1

α 2
i )

1
2 = σ k + 1 � w � ,

o q u e é u n a b s u r d o p ol o pr o b a d o a nt e ri o r m e nt e.  D e st e x eit o c ú m p r e s e q u e

||A − A k || = mi n {|| A − B ||, | B ∈ M p × n ( R ) , r a n g ( B ) = k } .

��

N o t a 9. 2. 1 2. N ó t e s e q u e e n c ert o  m o d o A k é a  m at ri z q u e  m ái s p r et o e st á d e A s e g u n d o a
n or m a � � d e e ntr e t o d a s a s d e r a n g o k q u e p ert e n c e n a o e s p a z o v e ct ori al M p × n ( R ).



2 0 0 C a p ı́ t u l o 9:  V a l o r e s si n g u l a r e s, p s e u d oi n v e r s a s e  ḿı ni m o s  c a d r a d o s

S e A é si m é t ri c a p ó d e s e di a g o n ali z ar d e x eit o ort o g o n al.  A s ı́ p oi s e xi st e u n h a  m at ri z o rt o-
g o n al U ∈ M n × n ( R ) e u n h a  m atri z di a g o n al D ∈ M n × n ( R ) t al q u e

U t A U =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ 1 0 ··· 0
0 λ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· λ n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

s e n d o { λ 1 , ... ,  λn } o s e u c o n x u nt o d e a ut o v al o r e s.  E nt ó n,

� A � 2 = � U D U t � 2 = � D � 2 = ρ (D t D ) = m a x { λ 2
1 , ··· , λ2n } = ρ (A ) 2 ,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, � A � = ρ (A ).
O b vi a m e nt e, s e U é o rt o g o n al � U � = � U U t � = � I n � = 1 . Fi n al m e nt e, c o m o A t A é si m é t ri c a

t e n s e q u e � A t A � = ρ (A t A ) = � A � 2 . ��

D e fi ni ci ´o n 9. 2. 9. S e x a A ∈ M p × n ( R ) t al q u e r a n g ( A ) = r . S u p oñ a m o s q u e

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ r u r v

t
r

é a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s. S e k é u n n ú m e r o n at u r al p o siti v o  m e n or q u e r ,
c h á m a s e a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o k d e A á  m at ri z

A k = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ k u k v t

k .

N o t a 9. 2. 1 0. S e A k é a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o k d e A ∈ M p × n ( R ), r a n g ( A ) = r e

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ r u r v

t
r

é a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s, t e n s e q u e

A k = U Σ k V t ,

o n d e

Σ k =

⎛

⎝
D k | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M p × n ( R ) ,

c o n

D k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ 1 0 ··· 0
0 σ 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ k

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M k × k ( R ) .

E nt ó n, A k = σ 1 u 1 v t
1 + ··· + σ k u k v t

k é a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A k e o s e u
r a n g o é k .  L o g o,

A − A k = U T k V t ,

o n d e

T k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Θ | Θ | Θ
− −  −  − −
Θ | R k | Θ
− −  −  − −
Θ | Θ | Θ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M p × n ( R ) ,

c o n

R k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ k + 1 0 ··· 0
0 σ k + 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r − k × r − k ( R ) .

9. 2.  A p r o xi m a ci ó n s  d e  r a n g o k 2 0 1

Te n d o e n c o nt a i st o e r e or d e n a n d o a s c ol u m n a s d e U e V , o bt e m o s d ú a s n o v a s  m at ri c e s
o rt o g o n ai s W e H t al e s q u e

A − A k = W P k H t ,

o n d e

P k =

⎛

⎝
S k | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M p × n ( R ) ,

e

S k =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

σ k + 1 0 ··· 0
0 σ k + 2 ··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∈ M r − k × r − k ( R ) .

E st a é a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A − A k , o u dit o d o ut r o x eit o,

A − A k = σ k + 1 w 1 h t
1 + σ k + 2 w 2 h t

2 + ··· + σ r w r − k h t
r − k .

L o g o, p ol a  Pr o p o si ci ó n 9. 2. 6, o bt e m o s q u e

� A − A k � = σ k + 1 .

T e o r e m a 9. 2. 1 1. S e x a A ∈ M p × n ( R ) t al q u e r a n g ( A ) = r . S u p oñ a m o s q u e

A = U Σ V t = σ 1 u 1 v t
1 + σ 2 u 2 v t

2 + ··· + σ r u r v
t
r

é a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul a r e s e q u e A k é a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o k d e A p a r a
k t al q u e 0 < k < r .  E nt ó n

||A − A k || = mi n {|| A − B ||, | B ∈ M p × n ( R ) , r a n g ( B ) = k } .

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a k u n n ú m e r o n at u r al t al q u e 0 < k < r . S e x a B ∈ M p × n ( R ) d e r a n g o k .
S e � A − B � < � A − A k � , t e ri a m o s q u e

� A − B � < σ k + 1 .

O c o n x u nt o d e s ol u ci ´o n s d o si st e m a B x = θ R n é  u n s u b e s p a z o S d e di m e n si ó n n − k . S e
w ∈ S t e n s e q u e

� A w � = � (A − B )w � ≤ � (A − B )� � w � < σ k + 1 � w � .

S e x a L o s u b e s p a z o x er a d o p ol o s v e ct or e s { v 1 , ... , vk , vk + 1 } .  P a r a e st e s v e ct or e s t e m o s q u e
A v i = σ i u i e c o m o di m R ( L ) = k + 1 e di m R ( S ) = n − k o bt e n s e, gr a z a s á f ó r m ul a d e  G r a s s m a n n,
q u e S ∩ L �= ∅ .  D a q u el a e xi st e w n o n n ul o e n S ∩ L e i st o i m pli c a q u e s e

w =
k + 1�

i= 1

α i v i

o bt e m o s q u e

� A w � = �

k + 1�

i= 1

α i A v i � = �
k + 1�

i= 1

α i σ i u i � = (
k + 1�

i= 1

( α i σ i )
2 )

1
2 ≥ σ k + 1 (

k + 1�

i= 1

α 2
i )

1
2 = σ k + 1 � w � ,

o q u e é u n a b s u r d o p ol o pr o b a d o a nt e ri o r m e nt e.  D e st e x eit o c ú m p r e s e q u e

||A − A k || = mi n {|| A − B ||, | B ∈ M p × n ( R ) , r a n g ( B ) = k } .

��

N o t a 9. 2. 1 2. N ó t e s e q u e e n c e rt o  m o d o A k é a  m at ri z q u e  m ái s p r et o e st á d e A s e g u n d o a
n o r m a � � d e e ntr e t o d a s a s d e r a n g o k q u e p ert e n c e n a o e s p a z o v e ct ori al M p × n ( R ).
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E x e m pl o 9. 2. 1 3. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s a  m ell or a pr o xi m a ci ´o n d e r a n g o d o u s d a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ M 4 × 3 ( R ) .

D a d o q u e

A t A =

⎛

⎝
0 1 − 1 1
0 1  1 0
1 0  0 0

⎞

⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
3 0 0
0 2 0
0 0 1

⎞

⎠

o s a ut o v al or e s d e A t A s o n 3, 2 e 1, s e n d o o s s e u s v al or e s si n g ul ar e s

σ 1 =
√

3 > σ 2 =
√

2 > σ 3 =
√

1 = 1 .

E nt ó n,

Σ =

⎛

⎜
⎜
⎝

√
3 0 0

0
√

2 0
0 0 1
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

e r a n g ( A ) = 3.
O s s u b e s p a z o s pr o pi o s d e c a d a u n d o s a ut o v al or e s d e A t A s o n:

V ( 3)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 3 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
0 0 0
0 − 1 0
0 0 − 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | y = z = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
1 0  0
0 0  0
0 0 − 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x = z = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 1 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
2 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x = y = 0

⎫
⎬

⎭
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= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

e d e st e x eit o, t e n d o e n c o nt a q u e s o n v e ct or e s ort o g o n ai s e u nit ari o s, t ó m a s e

v 1 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , v3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

e V = I 3 .
O s v e ct o r e s q u e d a n l u g ar á s c ol u m n a s d e U vi r á n d a d o s p o r:

u 1 =
1

σ 1
A v 1 =

1
√

3

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ =
1

√
3

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
3 / 3

−
√

3 / 3√
3 / 3

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

u 2 =
1

σ 2
A v 2 =

1
√

2

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ =
1

√
2

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
2 / 2

−
√

2 / 2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

e

u 3 =
1

σ 3
A v 3 =

1

1

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

L o g o, a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A é

A =
√

3 u 1 v t
1 +

√
2 u 2 v t

2 + u 3 v t
3

e a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o d o u s d e A é

A 2 =
√

3 u 1 v t
1 +

√
2 u 2 v t

2 =
√

3

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
3 / 3

−
√

3 / 3√
3 / 3

⎞

⎟
⎟
⎠

�
1 0 0

�
+

√
2

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
2 / 2

−
√

2 / 2
0

⎞

⎟
⎟
⎠

�
0 1 0

�

=

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0
1 0 0

− 1 0 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

9. 3.  P s e u d oi n v e r s a s o u i n v e r s a s  x e n e r ali z a d a s  d e  M o o r e- P e n r o s e

C o m o o utr a a pli c a ci ó n d a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s n e st a s e c ci ó n e st u d a r e m o s
u n h a e xt e n si ó n d a n o ci ó n d e i n v e rti bili d a d e p ar a  m atri c e s d e bi d a a  E. H.  M o or e ( 1 8 6 2 – 1 9 3 2) e
R.  P e nr o s e ( 1 9 3 1 –).

T e o r e m a 9. 3. 1. S e x a A ∈ M p × n ( R ) .  E xi st e u n h a ú ni c a  m at ri z A + ∈ M n × p ( R ) , c h a m a d a  m at ri z
p s e u d oi n v e r s a d e A , o u t a m é n i n v e r s a x e n e r ali z a d a d e  M o o r e- P e n r o s e d e A , t al q u e c u m p r e a s
s e g ui nt e s p r o pi e d a d e s:

1) A A + A = A .
2) A + A A + = A + .
3) A A + é si m ét ri c a.
4) A + A é si m ét ri c a.
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E x e m pl o 9. 2. 1 3. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s a  m ell or a pr o xi m a ci ´o n d e r a n g o d o u s d a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ M 4 × 3 ( R ) .

D a d o q u e

A t A =

⎛

⎝
0 1 − 1 1
0 1  1 0
1 0  0 0

⎞

⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎝
3 0 0
0 2 0
0 0 1

⎞

⎠

o s a ut o v al or e s d e A t A s o n 3, 2 e 1, s e n d o o s s e u s v al or e s si n g ul ar e s

σ 1 =
√

3 > σ 2 =
√

2 > σ 3 =
√

1 = 1 .

E nt ó n,

Σ =

⎛

⎜
⎜
⎝

√
3 0 0

0
√

2 0
0 0 1
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

e r a n g ( A ) = 3.
O s s u b e s p a z o s pr o pi o s d e c a d a u n d o s a ut o v al or e s d e A t A s o n:

V ( 3)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 3 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
0 0 0
0 − 1 0
0 0 − 2

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | y = z = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
1 0  0
0 0  0
0 0 − 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x = z = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 1)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 1 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
2 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x = y = 0

⎫
⎬

⎭

9. 3.  P s e u d oi n v e r s a s  o u i n v e r s a s  x e n e r a li z a d a s  d e  M o o r e- P e n r o s e 2 0 3

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

e d e st e x eit o, t e n d o e n c o nt a q u e s o n v e ct or e s ort o g o n ai s e u nit ari o s, t ó m a s e

v 1 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , v3 =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠

e V = I 3 .
O s v e ct o r e s q u e d a n l u g ar á s c ol u m n a s d e U vi r á n d a d o s p o r:

u 1 =
1

σ 1
A v 1 =

1
√

3

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ =
1

√
3

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1

− 1
1

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
3 / 3

−
√

3 / 3√
3 / 3

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

u 2 =
1

σ 2
A v 2 =

1
√

2

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ =
1

√
2

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
2 / 2

−
√

2 / 2
0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

e

u 3 =
1

σ 3
A v 3 =

1

1

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
1
1
0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

L o g o, a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A é

A =
√

3 u 1 v t
1 +

√
2 u 2 v t

2 + u 3 v t
3

e a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o d o u s d e A é

A 2 =
√

3 u 1 v t
1 +

√
2 u 2 v t

2 =
√

3

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
3 / 3

−
√

3 / 3√
3 / 3

⎞

⎟
⎟
⎠

�
1 0 0

�
+

√
2

⎛

⎜
⎜
⎝

0√
2 / 2

−
√

2 / 2
0

⎞

⎟
⎟
⎠

�
0 1 0

�

=

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0
1 0 0

− 1 0 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ +

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0
1 1 0

− 1 1 0
1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

9. 3.  P s e u d oi n v e r s a s o u i n v e r s a s  x e n e r ali z a d a s  d e  M o o r e- P e n r o s e

C o m o o utr a a pli c a ci ó n d a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s n e st a s e c ci ó n e st u d a r e m o s
u n h a e xt e n si ó n d a n o ci ó n d e i n v e rti bili d a d e p ar a  m atri c e s d e bi d a a  E. H.  M o or e ( 1 8 6 2 – 1 9 3 2) e
R.  P e nr o s e ( 1 9 3 1 –).

T e o r e m a 9. 3. 1. S e x a A ∈ M p × n ( R ) .  E xi st e u n h a ú ni c a  m at ri z A + ∈ M n × p ( R ) , c h a m a d a  m at ri z
p s e u d oi n v e r s a d e A , o u t a m é n i n v e r s a x e n e r ali z a d a d e  M o o r e- P e n r o s e d e A , t al q u e c u m p r e a s
s e g ui nt e s p r o pi e d a d e s:

1) A A + A = A .
2) A + A A + = A + .
3) A A + é si m ét ri c a.
4) A + A é si m ét ri c a.
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D e m o s t r a ci ´o n. Ver e m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e e xi st e u n h a  m atri z c u m pri n d o a s c atr o pr o pi e-
d a d e s d o e n u n ci a d o d o t e or e m a. S u p o ñ a m o s q u e a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A
é

A = U Σ V t ,

o n d e σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 s o n o s v al or e s si n g ul ar e s n o n n ul o s d e A .  T o m e m o s

A + = V Ω U t

c o n

Ω =

⎛

⎝
T r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M n × p ( R )

o n d e

T r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
σ 1

0 ··· 0

0 1
σ 2

··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 1

σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= D − 1
r ∈ M r × r ( R ) .

A  m at ri z A + c u m p r e a s c at r o p r o pi e d a d e s d o e n u n ci a d o.  E n ef e ct o, a p ri m eir a i g u al d a d e
c ú m p r e s e x a q u e

A A + A = U Σ V t V Ω U t U Σ V t = U Σ Ω Σ V t = U Σ V t = A,

e d e x eit o si mil ar o bt e n s e q u e A + A A + = A + . P o r o ut r a b a n d a,

(A A + ) t = ( A + ) t A t = ( V Ω U t ) t ( U Σ V t ) t = U Ω t V t V Σ t U t = U Ω t Σ t U t

= U ( Σ Ω) t U t = U Σ V t V Ω U t = A A +

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A A + é  u n h a  m at ri z si m é t ri c a.  A p r o b a d o c ar á c t e r si m é t ri c o d a  m at ri z
A + A f ai s e d e x eit o a nál o g o.

P a r a p r o b a r a u ni ci d a d e d a  m atri z A + s u p o ñ a m o s q u e e xi st e o utr a  m atri z B s ati sf a c e n d o
a s c o n di ci ó n s A B A = A , B A B = B , A B é si m é t ri c a e B A é si m é t ri c a.  E nt ó n:

( A + ) t A t = ( A A + ) t = A A + , Bt A t = ( A B ) t = A B,

e, si mil a r m e nt e,

A t ( A + ) t = ( A + A ) t = A + A,  A t B t = ( B A ) t = B A.

A d e m ai s c ú m p r e s e q u e

A A + = ( A A + ) t = ( A + ) t A t = ( A + ) t ( A B A ) t = ( A + ) t A t ( A B ) t = ( A A + ) t A B = A A + A B = A B,

e, d e x eit o a n ál o g o,

A + A = B A.

L o g o,

A + = A + A A + = A + A B = B A B = B,

q u e d a n d o a d e m o st r a ci ó n fi n ali z a d a. ��

N o t a 9. 3. 2. N ó t e s e q u e d a s p r o pi e d a d e s q u e d e fi n e n á  m at ri z p e s u d oi n v er s a d e d ú c e s e q u e

A + = ( A + ) + .

9. 3.  P s e u d oi n v e r s a s  o u i n v e r s a s  x e n e r a li z a d a s  d e  M o o r e- P e n r o s e 2 0 5

E x e m pl o 9. 3. 3. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s a  m atri z p s e u d oi n v er s a d e

A =

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠ .

Gr a z a s a o f eit o n o  E x e m pl o 9. 1. 4 s a b e m o s q u e

A t A =

⎛

⎝
1 0 1
0 4 0
1 0 1

⎞

⎠ ,

q u e S p( A t A ) = { 0 , 2 , 4 } e q u e o s v al or e s si n g ul ar e s d e A s o n

σ 1 =
√

4 = 2 ≥ σ 2 =
√

2 ≥ σ 3 =
√

0 = 0 ≥ 0 .

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or, o bt e n s e q u e a  m atri z  Σ s er ´a

Σ =

⎛

⎝
2  0 0

0
√

2 0
0  0 0

⎞

⎠ .

P a s e m o s a c al c ul ar a  m atri z V .  O s s u b e s p a z o s pr o pi o s a s o ci a d o s a o s a ut o v al or e s λ 1 = 4,
λ 2 = 2 e λ 3 = 0 s o n:

V ( 4)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 4 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
− 3 0  1

0 0  0
1 0 − 3

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x = z = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
− 1 0  1

0 2  0
1 0 − 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |
x = z
y = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 0)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 0 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
1 0 1
0 4 0
1 0 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |
z = − x

y = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.
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D e m o s t r a ci ´o n. Ver e m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e e xi st e u n h a  m atri z c u m pri n d o a s c atr o pr o pi e-
d a d e s d o e n u n ci a d o d o t e or e m a. S u p o ñ a m o s q u e a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul a r e s d e A
é

A = U Σ V t ,

o n d e σ 1 ≥ σ 2 ≥ ···  ≥ σ r > 0 s o n o s v al or e s si n g ul ar e s n o n n ul o s d e A .  T o m e m o s

A + = V Ω U t

c o n

Ω =

⎛

⎝
T r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ ∈ M n × p ( R )

o n d e

T r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
σ 1

0 ··· 0

0 1
σ 2

··· 0
...

...
...

...
0 0 ··· 1

σ r

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= D − 1
r ∈ M r × r ( R ) .

A  m at ri z A + c u m p r e a s c atr o p r o pi e d a d e s d o e n u n ci a d o.  E n ef e ct o, a p ri m ei r a i g u al d a d e
c ú m p r e s e x a q u e

A A + A = U Σ V t V Ω U t U Σ V t = U Σ Ω Σ V t = U Σ V t = A,

e d e x eit o si mil ar o bt e n s e q u e A + A A + = A + . P o r o ut r a b a n d a,

(A A + ) t = ( A + ) t A t = ( V Ω U t ) t ( U Σ V t ) t = U Ω t V t V Σ t U t = U Ω t Σ t U t

= U ( Σ Ω) t U t = U Σ V t V Ω U t = A A +

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A A + é  u n h a  m at ri z si m é t ri c a.  A p r o b a d o c ar á c t e r si m é t ri c o d a  m at ri z
A + A f ai s e d e x eit o a nál o g o.

P a r a p r o b ar a u ni ci d a d e d a  m atri z A + s u p o ñ a m o s q u e e xi st e o utr a  m atri z B s ati sf a c e n d o
a s c o n di ci ó n s A B A = A , B A B = B , A B é si m é t ri c a e B A é si m é t ri c a.  E nt ó n:

( A + ) t A t = ( A A + ) t = A A + , Bt A t = ( A B ) t = A B,

e, si mil ar m e nt e,

A t ( A + ) t = ( A + A ) t = A + A,  A t B t = ( B A ) t = B A.

A d e m ai s c ú m p r e s e q u e

A A + = ( A A + ) t = ( A + ) t A t = ( A + ) t ( A B A ) t = ( A + ) t A t ( A B ) t = ( A A + ) t A B = A A + A B = A B,

e, d e x eit o a n ál o g o,

A + A = B A.

L o g o,

A + = A + A A + = A + A B = B A B = B,

q u e d a n d o a d e m o st r a ci ó n fi n ali z a d a. ��

N o t a 9. 3. 2. N ó t e s e q u e d a s pr o pi e d a d e s q u e d e fi n e n á  m at ri z p e s u d oi n v er s a d e d ú c e s e q u e

A + = ( A + ) + .

9. 3.  P s e u d oi n v e r s a s  o u i n v e r s a s  x e n e r a li z a d a s  d e  M o o r e- P e n r o s e 2 0 5

E x e m pl o 9. 3. 3. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s a  m atri z p s e u d oi n v er s a d e

A =

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠ .

G r a z a s a o f eit o n o  E x e m pl o 9. 1. 4 s a b e m o s q u e

A t A =

⎛

⎝
1 0 1
0 4 0
1 0 1

⎞

⎠ ,

q u e S p( A t A ) = { 0 , 2 , 4 } e q u e o s v al or e s si n g ul ar e s d e A s o n

σ 1 =
√

4 = 2 ≥ σ 2 =
√

2 ≥ σ 3 =
√

0 = 0 ≥ 0 .

C o m o c o n s e c u e n ci a d o a nt eri or, o bt e n s e q u e a  m atri z  Σ s er ´a

Σ =

⎛

⎝
2  0 0

0
√

2 0
0  0 0

⎞

⎠ .

P a s e m o s a c al c ul ar a  m atri z V .  O s s u b e s p a z o s pr o pi o s a s o ci a d o s a o s a ut o v al or e s λ 1 = 4,
λ 2 = 2 e λ 3 = 0 s o n:

V ( 4)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 4 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
− 3 0  1

0 0  0
1 0 − 3

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x = z = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 2)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 2 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
− 1 0  1

0 2  0
1 0 − 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |
x = z
y = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

V ( 0)  =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | ( A t A − 0 I 3 )

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |

⎛

⎝
1 0 1
0 4 0
1 0 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |
z = − x

y = 0

⎫
⎬

⎭

= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.
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D e st e x eit o ⎧
⎨

⎩
w 1 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , w2 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ , w3 =

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

é u n h a b a s e d e R 3 f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s.  C o m o s o n ort o g o n ai s e nt r e si, p ar a c al c ul ar v 1 , v 2

e v 3 , s ó t e m o s q u e n o r m ali z ar.  E nt ó n:

v 1 = w 1 , v2 =
w 2

� w 2 �
=

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ , v3 =

w 3

� w 3 �
=

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

−
√

2
2

⎞

⎟
⎠ .

P o r t a nt o,

V =

⎛

⎜
⎝

0
√

2
2

√
2

2
1 0  0

0
√

2
2 −

√
2

2

⎞

⎟
⎠ .

P a s e m o s a g o r a a c o n str u´ı r a  m at ri z U ∈ M 3 × 3 ( R ).  A p ri m ei r a c ol u m n a e st á d a d a p o r

u 1 =
1

2
A v 1 =

1

2

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ =
1

2

⎛

⎝
0
0
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ .

Si mil ar m e nt e, a s e g u n d a c ol u m n a d e U c al c úl a s e c o m o

u 2 =
1

√
2

A v 2 =
1

√
2

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ =

1
√

2

⎛

⎝

√
2

0
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ .

C o m o o r a n g o d a  m atri z A é r = 2 e 2 < p = 3, o v e ct or u 3 d e b e o bt e r s e gr a z a s á d et e r mi-
n a ci ó n d u n h a b a s e d o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s S d o si st e m a li n e ar h o m o x é n e o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = θ R 3 .

A g o r a b e n, c o m o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ ⇐ ⇒
x = 0
z = 0

�

,

t e n s e q u e

S = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
y
0

⎞

⎠ | x ∈ R

⎫
⎬

⎭
�,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, u n h a b a s e d e S p o d e s er a d a d a p ol o v e ct or

w =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

q u e x a t e n n or m a u n.  Te n d o e n c o nt a i st o úl ti m o, t o m a m o s a t er c eir a c ol u m n a d e U c o m o
u 3 = w e, d e st e x eit o

U =

⎛

⎝
0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎞

⎠ .

9. 3.  P s e u d oi n v e r s a s  o u i n v e r s a s  x e n e r a li z a d a s  d e  M o o r e- P e n r o s e 2 0 7

D a d o q u e

Ω =

⎛

⎝

1
2 0 0
0 1√

2
0

0  0 0

⎞

⎠ ,

a  m atri z p s e u d oi n v er s a d e A s er á:

A + = V Ω U t

=

⎛

⎜
⎝

0
√

2
2

√
2

2
1 0  0

0
√

2
2 −

√
2

2

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝

1
2 0 0
0 1√

2
0

0  0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞

⎠

=

⎛

⎝

1
2 0 1

2
0  0 0
0 1

2 0

⎞

⎠ .

É d o a d o c o m pr o b ar q u e A A + A = A e A + A A + = A + .  Fi n al m e nt e, A A + e A A + s o n si m é t ri-
c a s x a q u e

A A + =

⎛

⎝
1 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞

⎠

e

A A + =

⎛

⎝

1
2 0 1

2
0 1 0
1
2 0 1

2

⎞

⎠ .

N o t a 9. 3. 4. D o  Te o r e m a 9. 3. 1 d e d ú c e s e q u e s e A ∈ M p × n ( R ) e A + é a s ú a p s e u d oi n v er s a
c ú m p r e s e a s e g ui nt e i g u al d a d e:

A + = V Ω U t =
1

σ 1
v 1 u t

1 +
1

σ 2
v 2 u t

2 + ··· +
1

σ r
v r u

t
r .

N o t a 9. 3. 5. T a m é n d o  Te o r e m a 9. 3. 1 d e d ú c e s e q u e, s e A ∈ M n × n ( R ) é i n v e rt ı́ b el, a p s e u d oi n-
v er s a d e A é e x a ct a m e nt e a  m atri z i n v er s a d e A .  C a n d o a  m atri z A t A é i n v e rt ı́ b el, e ntó n

A + = ( A t A ) − 1 A t .

Fi n al m e nt e, e xi st e u n  m é t o d o alt e r n ati v o b a s e a d o n a f a ct ori z a ci ó n Q R p a r a o c ál c ul o d a
p s e u d oi n v er s a.  N e st e c a s o t e n s e q u e, s e A = Q R , e ntó n a p s e u d oi n v e r s a p ó d e s e c al c ul ar c o m o:

A + = R t ( R R t ) − 1 Q t .

E x e m pl o 9. 3. 6. S u p o ñ a m o s q u e t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 1
1 0
1 1

⎞

⎠ .

e nt ó n

A t A =

�
3 2
2 2

�

r e s ult a s e r u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el c o n i n v er s a

(A t A ) − 1 =

�
1 − 1

− 1 3
2

�

.

C o m o c o n s e c u e n ci a, a p s e u d oi n v er s a d e A e st á d a d a p o r:

A + = ( A t A ) − 1 A t =

�
1 − 1

− 1 3
2

� �
1 1 1
1 0 1

�

=

�
0  1 0
1
2 − 1 1

2

�

.
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D e st e x eit o ⎧
⎨

⎩
w 1 =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ , w2 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ , w3 =

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

é u n h a b a s e d e R 3 f o r m a d a p o r a ut o v e ct or e s.  C o m o s o n ort o g o n ai s e nt r e si, p ar a c al c ul ar v 1 , v 2

e v 3 , s ó t e m o s q u e n o r m ali z ar.  E nt ó n:

v 1 = w 1 , v2 =
w 2

� w 2 �
=

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ , v3 =

w 3

� w 3 �
=

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

−
√

2
2

⎞

⎟
⎠ .

P o r t a nt o,

V =

⎛

⎜
⎝

0
√

2
2

√
2

2
1 0  0

0
√

2
2 −

√
2

2

⎞

⎟
⎠ .

P a s e m o s a g or a a c o n str u´ı r a  m at ri z U ∈ M 3 × 3 ( R ).  A p ri m ei r a c ol u m n a e st á d a d a p o r

u 1 =
1

2
A v 1 =

1

2

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ =
1

2

⎛

⎝
0
0
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
1

⎞

⎠ .

Si mil ar m e nt e, a s e g u n d a c ol u m n a d e U c al c úl a s e c o m o

u 2 =
1

√
2

A v 2 =
1

√
2

⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ =

1
√

2

⎛

⎝

√
2

0
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ .

C o m o o r a n g o d a  m atri z A é r = 2 e 2 < p = 3, o v e ct or u 3 d e b e o bt e r s e gr a z a s á d et e r mi-
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A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ = θ R 3 .

A g o r a b e n, c o m o

A t

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0
0

⎞

⎠ ⇐ ⇒
x = 0
z = 0

�

,

t e n s e q u e

S = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
0
y
0

⎞

⎠ | x ∈ R

⎫
⎬

⎭
�,

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, u n h a b a s e d e S p o d e s er a d a d a p ol o v e ct or

w =

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

q u e x a t e n n or m a u n.  Te n d o e n c o nt a i st o úl ti m o, t o m a m o s a t er c eir a c ol u m n a d e U c o m o
u 3 = w e, d e st e x eit o

U =

⎛

⎝
0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎞

⎠ .
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Ω =

⎛

⎝

1
2 0 0
0 1√
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0

0  0 0

⎞

⎠ ,

a  m at ri z p s e u d oi n v er s a d e A s er á:

A + = V Ω U t
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⎜
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⎠
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⎞

⎠
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⎞

⎠

=

⎛
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2 0 1
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⎞
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É d o a d o c o m p r o b ar q u e A A + A = A e A + A A + = A + .  Fi n al m e nt e, A A + e A A + s o n si m é t ri-
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⎛
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⎞

⎠
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⎛
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2

⎞

⎠ .

N o t a 9. 3. 4. D o  Te o r e m a 9. 3. 1 d e d ú c e s e q u e s e A ∈ M p × n ( R ) e A + é a s ú a p s e u d oi n v e r s a
c ú m p r e s e a s e g ui nt e i g u al d a d e:

A + = V Ω U t =
1

σ 1
v 1 u t

1 +
1

σ 2
v 2 u t

2 + ··· +
1

σ r
v r u

t
r .

N o t a 9. 3. 5. T a m é n d o  Te o r e m a 9. 3. 1 d e d ú c e s e q u e, s e A ∈ M n × n ( R ) é i n v e rt ı́ b el, a p s e u d oi n-
v e r s a d e A é e x a ct a m e nt e a  m atri z i n v er s a d e A .  C a n d o a  m atri z A t A é i n v e rt ı́ b el, e ntó n

A + = ( A t A ) − 1 A t .

Fi n al m e nt e, e xi st e u n  m é t o d o alt e r n ati v o b a s e a d o n a f a ct ori z a ci ó n Q R p a r a o c ál c ul o d a
p s e u d oi n v e r s a.  N e st e c a s o t e n s e q u e, s e A = Q R , e ntó n a p s e u d oi n v e r s a p ó d e s e c al c ul a r c o m o:

A + = R t ( R R t ) − 1 Q t .

E x e m pl o 9. 3. 6. S u p o ñ a m o s q u e t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 1
1 0
1 1

⎞

⎠ .

e nt ó n

A t A =

�
3 2
2 2

�

r e s ult a s e r u n h a  m at ri z i n v ertı́ b el c o n i n v e r s a

(A t A ) − 1 =

�
1 − 1

− 1 3
2

�

.

C o m o c o n s e c u e n ci a, a p s e u d oi n v er s a d e A e st á d a d a p o r:

A + = ( A t A ) − 1 A t =

�
1 − 1

− 1 3
2

� �
1 1 1
1 0 1

�

=

�
0  1 0
1
2 − 1 1

2

�

.
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E x e m pl o 9. 3. 7. S u p o ñ a m o s q u e t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 1 2
1 0 1
0 1 1

⎞

⎠ ∈ M 4 × 3 ( R ) .

N o s e g u n d o c a s o d e  E x e m pl o s 7. 4. 3 vi m o s q u e a f a ct ori z a ci ó n Q R d e A e st á d a d a p o r

Q =

⎛

⎝

√
2 / 2

√
6 / 6√

2 / 2 −
√

6 / 6

0
√

6 / 3

⎞

⎠ ∈ M 3 × 2 ( R )

e

R = Q t A =

� √
2

√
2 / 2 3

√
2 / 2

0
√

6 / 2
√

6 / 2

�

∈ M 2 × 3 ( R ) .

E nt ó n

A + = R t ( R R t ) − 1 Q t =

⎛

⎝
1 / 9 5 / 9 − 4 / 9
1 / 9 − 4 / 9 − 5 / 9
2 / 9 1 / 9 − 1 / 9

⎞

⎠ .

9. 4.  P r o bl e m a s  d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s

S e x a A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p . S u p oñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a A x = b .  C o m o s a b e m o s o
a nt e ri or si st e m a é i n c o m p at ı́ b el s e b n o n p e rt e n c e a o s u b e s p a z o d e R n d a d o p o r

I m(f A ) = { A w ∈ R n | w ∈ R n } .

A c o nti n u a ci ´o n v er e m o s q u e, a p e s ar d e s er u n si st e m a i n c o m p atı́ b el, p o d e m o s at o p ar u n h a
s ol u ci ó n a p r o xi m a d a ó p ti m a o u, o q u e é o  m e s m o, u n v e ct or w ∈ R n t al q u e a di st a n ci a e n R p

e nt r e A w e b s e x a  m ı́ ni m a.

D e fi ni ci ´o n 9. 4. 1. S e x a U u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e R p .  Di r e m o s q u e v ∈ U é a  m ell o r a p r o xi-
m a ci ó n d u n v e ct o r b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U n o s e nti d o d o s  mı́ ni m o s c a d r a d o s, s e

� v − b � = mi n { � u − b � , u ∈ U } .

S e x a A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p . S u p oñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b .
Di r e m o s q u e o v e ct or w ∈ R n é  u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d o si st e m a A x = b , s e A w é a
m ell o r a p r o xi m a ci ´o n d e b ∈ R p n o s e nti d o d o s  mı́ ni m o s c a d r a d o s p or v e ct or e s d e U = I m( f A ) .

O n o m e d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s d ´e b e s e a q u e  mi ni mi z ar � u − b � é e q ui v al e nt e a  mi ni mi z a r

� u − b � 2 =

p�

i= 1

( u i − b i )
2 ,

s e n d o u i e b i a s c o m p o ñ e nt e s d o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d e u e b r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e
R p .

P r o p o si ci ó n  9. 4. 2. S e x a U u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct o ri al R p .  U n v e ct o r v ∈ U é a  m ell o r
a p r o xi m a ci ó n d e b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U , s e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U ( v − b é o rt o g o n al a
t o d o s o s v e ct o r e s d e U ).

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a v ∈ U t al q u e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U .  E ntó n, d a d o u ∈ U ,

� u − b � 2 = � (u − v ) + ( v − b )� 2 = < (u − v ) + ( v − b ), (u − v ) + ( v − b ) > =

� u − v � 2 + � v − b � 2 + 2 < u − v, v − b > =

� u − v � 2 + � v − b � 2 ,

x a q u e, c o m o u − v ∈ U , t e n s e q u e < u − v, v − b > = 0.

9. 4.  P r o b l e m a s  d e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s 2 0 9

C o m o � u − v � 2 ≥ 0, d e d u ci m o s q u e � u − b � 2 ≥ � v − b � 2 p a r a t o d o u ∈ U e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

� v − b � = mi n { � u − b � , u ∈ U } .

��

D e fi ni ci ´o n 9. 4. 3. S e x a U u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct ori al R p .  A o v e ct or v ∈ U t al q u e v − b
é o rt o g o n al a t o d o s o s v e ct or e s d e U c h á m a s ell e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U .

T e o r e m a 9. 4. 4. S e x a U u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct o ri al R p .  A p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o b r e
o s u b e s p a z o U s e m p r e e xi st e e é ú ni c a.

D e m o s t r a ci ´o n. Ve x a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e s e m pr e ´e p o s ı́ b el c al c ul ar u n h a pr o x e c ció n o r-
t o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U . S u p o ñ a m o s q u e di mR ( U ) = r e q u e B � = { v 1 , ... , vr } é u n h a
b a s e d e U . S e a m pli a m o s B � a u n h a b a s e B = { v 1 , ... , vr , vr + 1 , ... , vp } d o e s p a z o R p e a pli c a m o s
o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a B , o bt e m o s u n h a b a s e ort o n or m al
C = { u 1 , ... , ur , ur + 1 , ... , up } d e R p t al q u e C � = { u 1 , ... , ur } é u n h a b a s e ort o n or m al d e U .  A sı́,

b = α 1 u 1 + ··· + α r u r + α r + 1 u r + 1 + ··· + α p u p

e, s e t o m a m o s v = α 1 u 1 + ··· + α r u r , t e m o s q u e v ∈ U e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U .  L o g o, v é u n h a
p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U .

C o m pr o b e m o s a c o nti n u a ci ó n a u ni ci d a d e d e dit a pr o x e c ci ó n. S e e xi sti s e v � ∈ U t al q u e

< v � − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U,

t eri a m o s q u e
v − v � = ( v − b ) − (v � − b )

é u n v e ct o r q u e p ert e n c e a U e q u e a d e m ai s é o rt o g o n al a t o d o s o s v e ct or e s d e U x a q u e

∀ u ∈ U  < v − v �, u  >= < (v − b ) − (v � − b ), u  >= < v − b, u  > − < v � − b, u  > = 0 .

E nt ó n, v − v � é o rt o g o n al a si  m e s m o. I st o i m pli c a q u e

0 = < v − v �, v − v � > = � v − v �� 2 ,

e e nt ó n v = v �.

��

N o t a 9. 4. 5. Te n d o e n c o nt a o r e s ult a d o a nt eri or, s e U é u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct ori al R p ,
a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U e st á d a d a p o r v = α 1 u 1 + ··· + α r u r s e n d o
b = α 1 u 1 + ··· + α r u r + α r + 1 u r + 1 + ··· + α p u p .  C o m o C = { u 1 , ... , ur , ur + 1 , ... , up } é u n h a b a s e
ort o n or m al d e R p e { u 1 , ... , ur } u n h a b a s e ort o n or m al d e U , t e n s e q u e

v = < b, u 1 > u 1 + ··· + < b, u r > u r

é a e x pr e si ó n p a r a a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al.  A d e m ai s, a a nt eri or i g u al d a d e i m pli c a q u e

v = Q b,

s e n d o Q a  m atri z d a d a p or
Q = A A t = u 1 u t

1 + ··· + u r u
t
r ,

c o n
A = u 1 | ··· | u r ∈ M p × r ( R ) .

A  m at ri z Q c h á m a s e  m at ri z d e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al s o br e U .  D e st e x eit o a p r o x e c ció n
o rt o g o n al s o br e U p ó d e s e i nt e r pr et ar c o m o u n h a a pli c a ci ó n li n e a r d a d a p or:

f Q : R p → R p .
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E x e m pl o 9. 3. 7. S u p o ñ a m o s q u e t o m a m o s a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 1 2
1 0 1
0 1 1

⎞

⎠ ∈ M 4 × 3 ( R ) .

N o s e g u n d o c a s o d e  E x e m pl o s 7. 4. 3 vi m o s q u e a f a ct ori z a ci ó n Q R d e A e st á d a d a p o r

Q =

⎛

⎝

√
2 / 2

√
6 / 6√

2 / 2 −
√

6 / 6

0
√

6 / 3

⎞

⎠ ∈ M 3 × 2 ( R )

e

R = Q t A =

� √
2

√
2 / 2 3

√
2 / 2

0
√

6 / 2
√

6 / 2

�

∈ M 2 × 3 ( R ) .

E nt ó n

A + = R t ( R R t ) − 1 Q t =

⎛

⎝
1 / 9 5 / 9 − 4 / 9
1 / 9 − 4 / 9 − 5 / 9
2 / 9 1 / 9 − 1 / 9

⎞

⎠ .

9. 4.  P r o bl e m a s  d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s

S e x a A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p . S u p oñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a A x = b .  C o m o s a b e m o s o
a nt eri or si st e m a é i n c o m p at ı́ b el s e b n o n p e rt e n c e a o s u b e s p a z o d e R n d a d o p o r

I m(f A ) = { A w ∈ R n | w ∈ R n } .

A c o nti n u a ci ´o n v er e m o s q u e, a p e s ar d e s er u n si st e m a i n c o m p atı́ b el, p o d e m o s at o p a r u n h a
s ol u ci ó n a p r o xi m a d a ó p ti m a o u, o q u e é o  m e s m o, u n v e ct or w ∈ R n t al q u e a di st a n ci a e n R p

e nt r e A w e b s e x a  m ı́ ni m a.

D e fi ni ci ´o n 9. 4. 1. S e x a U u n s u b e s p a z o v e ct ori al d e R p .  Di r e m o s q u e v ∈ U é a  m ell o r a p r o xi-
m a ci ó n d u n v e ct o r b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U n o s e nti d o d o s  mı́ ni m o s c a d r a d o s, s e

� v − b � = mi n { � u − b � , u ∈ U } .

S e x a A ∈ M p × n ( R ) e b ∈ R p . S u p oñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b .
Dir e m o s q u e o v e ct or w ∈ R n é  u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d o si st e m a A x = b , s e A w é a
m ell o r a p r o xi m a ci ´o n d e b ∈ R p n o s e nti d o d o s  mı́ ni m o s c a d r a d o s p or v e ct or e s d e U = I m( f A ) .

O n o m e d e  mı́ ni m o s c a d r a d o s d ´e b e s e a q u e  mi ni mi z ar � u − b � é e q ui v al e nt e a  mi ni mi z a r

� u − b � 2 =

p�

i= 1

( u i − b i )
2 ,

s e n d o u i e b i a s c o m p o ñ e nt e s d o s v e ct or e s d e c o or d e n a d a s d e u e b r e s p e ct o d a b a s e c a n ó ni c a d e
R p .

P r o p o si ci ó n  9. 4. 2. S e x a U u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct o ri al R p .  U n v e ct o r v ∈ U é a  m ell o r
a p r o xi m a ci ó n d e b ∈ R p p o r v e ct o r e s d e U , s e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U ( v − b é o rt o g o n al a
t o d o s o s v e ct o r e s d e U ).

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a v ∈ U t al q u e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U .  E ntó n, d a d o u ∈ U ,

� u − b � 2 = � (u − v ) + ( v − b )� 2 = < (u − v ) + ( v − b ), (u − v ) + ( v − b ) > =

� u − v � 2 + � v − b � 2 + 2 < u − v, v − b > =

� u − v � 2 + � v − b � 2 ,

x a q u e, c o m o u − v ∈ U , t e n s e q u e < u − v, v − b > = 0.

9. 4.  P r o b l e m a s  d e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s 2 0 9

C o m o � u − v � 2 ≥ 0, d e d u ci m o s q u e � u − b � 2 ≥ � v − b � 2 p a r a t o d o u ∈ U e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

� v − b � = mi n { � u − b � , u ∈ U } .

��

D e fi ni ci ´o n 9. 4. 3. S e x a U u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct ori al R p .  A o v e ct o r v ∈ U t al q u e v − b
é o rt o g o n al a t o d o s o s v e ct or e s d e U c h á m a s ell e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U .

T e o r e m a 9. 4. 4. S e x a U u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct o ri al R p .  A p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o b r e
o s u b e s p a z o U s e m p r e e xi st e e é ú ni c a.

D e m o s t r a ci ´o n. Ve x a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e s e m pr e ´e p o s ı́ b el c al c ul a r u n h a pr o x e c ció n o r-
t o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U . S u p o ñ a m o s q u e di mR ( U ) = r e q u e B � = { v 1 , ... , vr } é u n h a
b a s e d e U . S e a m pli a m o s B � a u n h a b a s e B = { v 1 , ... , vr , vr + 1 , ... , vp } d o e s p a z o R p e a pli c a m o s
o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt a B , o bt e m o s u n h a b a s e ort o n or m al
C = { u 1 , ... , ur , ur + 1 , ... , up } d e R p t al q u e C � = { u 1 , ... , ur } é u n h a b a s e o rt o n or m al d e U .  A sı́,

b = α 1 u 1 + ··· + α r u r + α r + 1 u r + 1 + ··· + α p u p

e, s e t o m a m o s v = α 1 u 1 + ··· + α r u r , t e m o s q u e v ∈ U e < v − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U .  L o g o, v é u n h a
p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U .

C o m p r o b e m o s a c o nti n u a ci ó n a u ni ci d a d e d e dit a pr o x e c ci ó n. S e e xi sti s e v � ∈ U t al q u e

< v � − b, u  > = 0 , ∀ u ∈ U,

t e ri a m o s q u e
v − v � = ( v − b ) − (v � − b )

é u n v e ct o r q u e p ert e n c e a U e q u e a d e m ai s é o rt o g o n al a t o d o s o s v e ct or e s d e U x a q u e

∀ u ∈ U  < v − v �, u  >= < (v − b ) − (v � − b ), u  >= < v − b, u  > − < v � − b, u  > = 0 .

E nt ó n, v − v � é o rt o g o n al a si  m e s m o. I st o i m pli c a q u e

0 = < v − v �, v − v � > = � v − v �� 2 ,

e e nt ó n v = v �.

��

N o t a 9. 4. 5. Te n d o e n c o nt a o r e s ult a d o a nt eri or, s e U é u n s u b e s p a z o d o e s p a z o v e ct ori al R p ,
a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e o s u b e s p a z o U e st á d a d a p o r v = α 1 u 1 + ··· + α r u r s e n d o
b = α 1 u 1 + ··· + α r u r + α r + 1 u r + 1 + ··· + α p u p .  C o m o C = { u 1 , ... , ur , ur + 1 , ... , up } é u n h a b a s e
o rt o n o r m al d e R p e { u 1 , ... , ur } u n h a b a s e o rt o n or m al d e U , t e n s e q u e

v = < b, u 1 > u 1 + ··· + < b, u r > u r

é a e x pr e si ó n p a r a a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al.  A d e m ai s, a a nt eri or i g u al d a d e i m pli c a q u e

v = Q b,

s e n d o Q a  m atri z d a d a p or
Q = A A t = u 1 u t

1 + ··· + u r u
t
r ,

c o n
A = u 1 | ··· | u r ∈ M p × r ( R ) .

A  m at ri z Q c h á m a s e  m at ri z d e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al s o br e U .  D e st e x eit o a p r o x e c ció n
o rt o g o n al s o b r e U p ó d e s e i nt e r p r et ar c o m o u n h a a pli c a ci ó n li n e a r d a d a p or:

f Q : R p → R p .
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U

b

u

v = f Q ( b )

v − b

E x e m pl o 9. 4. 6. S e x a o s u b e s p a z o d e R 3 d a d o p o r

U =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 | x + y − z = 0

⎫
⎬

⎭
.

A di m e n si ´o n d e U é d o u s e u n h a b a s e d e st e s u b e s p a z o é

B � =

⎧
⎨

⎩
v 1 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
.

S e a pli c a m o s o p r o c e d e m e nt o d e ort o n or m ali z a ci ó n d e  G r a m- S c h mi dt á b a s e a nt e ri o r o bt e-
m o s o s v e ct or e s

u 1 =
v 1

� v 1 �
=

1
√

2

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ ,

u �
2 = v 2 − < v 2 , u1 > u 1 =

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ − <

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ ,

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ >

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠

=

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ −

√
2

2

⎛

⎜
⎝

√
2

2
0

√
2

2

⎞

⎟
⎠ =

⎛

⎝
1

− 1
0

⎞

⎠ −

⎛

⎝

1
2
0
1
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝

1
2

− 1
− 1

2

⎞

⎠ ,

u 2 =
u �

2

� u �
2 �

=
2

√
6

⎛

⎝

1
2

− 1
− 1

2

⎞

⎠ =

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 3

−
√

6 / 6

⎞

⎠

e, c o m o c o n s e c u e n ci a,

C � =

⎧
⎨

⎩
u 1 =

⎛

⎝

√
2 / 2

0√
2 / 2

⎞

⎠ , u2 =

⎛

⎝

√
6 / 6

−
√

6 / 3

−
√

6 / 6

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭

é u n h a b a s e o rt o n or m al d e U .
D e st e x eit o, d a d o

b =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ ,

9. 4.  P r o b l e m a s  d e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s 2 1 1

a s ú a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al s o br e o s u b e s p a z o U e st á d a d a p o r

v = < b, u 1 > u 1 + < b, u 2 > u 2

s e n d o

< b, u 1 > =
√

2 ,  < b, u2 > = −

√
6

3
.

P o r t a nt o,

v =
√

2 u 1 −

√
6

3
u 2 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ +

⎛

⎝
− 1 / 3

2 / 3
1 / 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
2 / 3
2 / 3
4 / 3

⎞

⎠ .

P or o utr a b a n d a, a  m at ri z d e p r o x e c ci ó n o rt o g o n al é Q = A A t o n d e

A =
�

u 1 | u 2

�
=

⎛

⎝

√
2 / 2

√
6 / 6

0 −
√

6 / 3√
2 / 2 −

√
6 / 6

⎞

⎠ .

D e st e x eit o,

Q =

⎛

⎝
2 / 3 − 1 / 3 1 / 3

− 1 / 3 2 / 3 1 / 3
1 / 3 1 / 3 2 / 3

⎞

⎠ ,

e a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e U o bt e n s e t a m é n c o m o

v = Q b =

⎛

⎝
2 / 3
2 / 3
4 / 3

⎞

⎠ .

D e fi ni ci ´o n 9. 4. 7. S e x a A ∈ M p × n ( R ), b ∈ R p e s u p o ñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s A x = b .  O si st e m a A t A x = A t b c o ñ é c e s e c o n o m e d e si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s d o
si st e m a A x = b .

T e o r e m a 9. 4. 8. S e x a A ∈ M p × n ( R ) , b ∈ R p e s u p o ñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s A x = b .  O c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s  mı́ ni m o- c u a d r áti c a s d o si st e m a A x = b c oi n ci d e c o
c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s A t A x = A t b .

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a w ∈ R n u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a d o si st e m a A x = b .  E ntó n, A w
é a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e U = I m( f A ) e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A w − b é o rt o g o n al a
t o d o s o s v e ct or e s d o s u b e s p a z o U .  Utili z a n d o e st e f eit o, t e n s e q u e

0 = <  A w − b,  A v  > = ( A v ) t ( A w − b ) = v t A t A w − v t A t b = v t ( A t A w − A t b )

= < A t A w − A t b, v  >, ∀ v ∈ R n .

I st o i m pli c a q u e A t A w − A t b = θ R n o u, o q u e é o  m e s m o, A t A w = A t b .  A sı́ p oi s w é u n h a
s ol u ci ó n d o si st e m a A t A x = A t b .

I n v e r s a m e nt e, s e w é u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A t A x = A t b , t e m o s q u e A t A w − A t b = θ R n

e w é a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d o si st e m a A x = b , x a q u e ∀ v ∈ R n

0 = < A t A w − A t b, v  >

= v t ( A t A w − A t b ) = v t A t A w − v t A t b = ( A v ) t ( A w − b ) = <  A w − b,  A v  > .

��
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v = < b, u 1 > u 1 + < b, u 2 > u 2
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D e fi ni ci ´o n 9. 4. 7. S e x a A ∈ M p × n ( R ), b ∈ R p e s u p o ñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s A x = b .  O si st e m a A t A x = A t b c o ñ é c e s e c o n o m e d e si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s d o
si st e m a A x = b .

T e o r e m a 9. 4. 8. S e x a A ∈ M p × n ( R ) , b ∈ R p e s u p o ñ a m o s q u e t e m o s o si st e m a d e e c u a ci ó n s
li n e a r e s A x = b .  O c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s  mı́ ni m o- c u a d r áti c a s d o si st e m a A x = b c oi n ci d e c o
c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s A t A x = A t b .

D e m o s t r a ci ´o n. S e x a w ∈ R n u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a d o si st e m a A x = b .  E ntó n, A w
é a p r o x e c ci ó n o rt o g o n al d e b s o br e U = I m( f A ) e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A w − b é o rt o g o n al a
t o d o s o s v e ct or e s d o s u b e s p a z o U .  Utili z a n d o e st e f eit o, t e n s e q u e

0 = <  A w − b,  A v  > = ( A v ) t ( A w − b ) = v t A t A w − v t A t b = v t ( A t A w − A t b )

= < A t A w − A t b, v  >, ∀ v ∈ R n .

I st o i m pli c a q u e A t A w − A t b = θ R n o u, o q u e é o  m e s m o, A t A w = A t b .  A sı́ p oi s w é u n h a
s ol u ci ó n d o si st e m a A t A x = A t b .

I n v e r s a m e nt e, s e w é u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A t A x = A t b , t e m o s q u e A t A w − A t b = θ R n

e w é a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d o si st e m a A x = b , x a q u e ∀ v ∈ R n

0 = < A t A w − A t b, v  >

= v t ( A t A w − A t b ) = v t A t A w − v t A t b = ( A v ) t ( A w − b ) = <  A w − b,  A v  > .

��
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N o t a 9. 4. 9. D o t e or e m a a nt eri or d e d u ci m o s q u e, s e w,  w � ∈ R n s o n s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a s
d o si st e m a A x = b , t e n s e a i g u al d a d e A w = A w �.  L o g o, A (w − w �) = θ R p , e q ui v al e nt e m e nt e,
w − w � ∈ K e r( f A ).  E nt ó n, s e w é u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d e A x = b , o c o n x u nt o gl o b al
d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s t a m é n v e n d a d o p o r

S = w +  K er( f A ) = { w + u | u ∈ K e r( f A ) } .

E vi d e nt e m e nt e, s e A t A é i n v e rtı́ b el, S s ó t e n u n el e m e nt o e é

w = ( A t A ) − 1 A t b = A + b

E x e m pl o 9. 4. 1 0. S e x a A a  m atri z d a d a p or

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2  1
1 2  2
1 2 − 2
1 2 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ M 4 × 3 ( R ) .

C o n si d e r e m o s o si st e m a A x = b s e n d o

b =

⎛

⎜
⎜
⎝

4
6
1
2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C o m o r a n g ( A ) = 2 �= 3 = r a n g ( A |b ), t e n s e q u e o si st e m a é i n c o m p at ı́ b el.  A s s ol u ció n s
m´ ı ni m o- c u a d rá ti c a s a s at o p ar e m o s r e s ol v e n d o o si st e m a A t A x = A t b q u e n e st e c a s o e st á d a d o
p o r:

A =

⎛

⎝
4 8  0
8 1 6 0
0 0 1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 3
2 6
1 2

⎞

⎠ ⇔

�
z = 6

5
4 x + 8 y = 1 3

.

E nt ó n,

S =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝

1 3
4 − 2 y

y
6
5

⎞

⎠ | y ∈ R

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝

1 3
4
0
6
5

⎞

⎠ + y

⎛

⎝
− 2

1
0

⎞

⎠ | y ∈ R

⎫
⎬

⎭
=

⎛

⎝

1 3
4
0
6
5

⎞

⎠ + �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 2

1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

s e n d o

K e r( f A ) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 2

1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

T e o r e m a 9. 4. 1 1. S e x a A ∈ M p × n ( R ) e s u p o ñ a m o s q u e a s ú a f a ct o ri z a ci ó n Q R é A = Q R .
C ú m p r e s e q u e w é s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r áti c a p a r a A x = b , s e, e só s e, w é s ol u ci ó n d o si st e m a
R x = Q t b .

D e m o s t r a ci ´o n. O v e ct or w é s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a p a r a A x = b , s e, e s ó s e, w é s ol u ci ó n
d o si st e m a A t A x = A t b . S e A = Q R , t e m o s q u e

A t A w = A t b ⇔ R t Q t Q R w = R t Q t b ⇔ R t R w = R t Q t b ⇔

R R t R w = R R t Q t b

e, c o m o R R t ∈ M r × r ( R ) é i n v e rt ı́ b el, o bt e m o s q u e R w = Q t b.
I n v e r s a m e nt e, s e R w = Q t b , t e n s e q u e

R t R w = R t Q t b ⇔ R t Q t Q R w = R t Q t b ⇔ A t A w = A t b.

9. 4.  P r o b l e m a s  d e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s 2 1 3

��

E x e m pl o 9. 4. 1 2. T o m e m o s o si st e m a d a d o n o e x e m pl o 9. 4. 1 0.  E nt ´o n, c o m o

A = Q R =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
2

1√
1 0

1
2

2√
1 0

1
2

− 2√
1 0

1
2

− 1√
1 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

�
2 4  0

0 0
√

1 0

�

e

Q t b =

�
1 3 / 2

1 2√
1 0

�

,

o bt e m o s

R

�
x
y

�

=

� 1 3
2
1 2√
1 0

�

⇔

�
z = 1 2

1 0
2 x + 4 y = 1 3

2

⇔

�
z = 6

5
4 x + 8 y = 1 3

.

D e x eit o  m ´ai s x er al p ó d e s e a fi r m a r q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s
c a d r a d o s e st á d a d o p o r

S = A + b +  K e r( f A ) = A + b +  K e r( f A t A ) .

E st e úl ti m o  m é t o d o d e s ol u ci ó n t e n c o m o v a nt a x e s o br e o b a s e a d o n a utili z a ci ó n d a s e c u a-
ci ó n s n o r m ai s, q u e é  m e n o s s e n sı́ b el a o s p r o bl e m a s d e e st a bili d a d e e q u e e n x er al d á l u g a r a
u n h a t é c ni c a c o m p ut a ci o n al  m ell or.

T e o r e m a 9. 4. 1 3. S e x a A ∈ M p × n ( R ) .  Cú m p r e s e q u e A + b é a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r áti c a d e
n o r m a  mı́ ni m a d o si st e m a A x = b .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e o si st e m a é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o x a
q u e a pr o b a d o c a s o d et er mi n a d o é t ri vi al.  N e st e c a s o a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a c oi n ci d e
c o a s ol u ci ó n d o si st e m a e o q u e t er e m o s q u e pr o b ar é q u e A + b é a s ol u ci ó n d e n o r m a  m ı́ ni m a
d o si st e m a A x = b . S u p oñ a m o s q u e u ∈ R n é  u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A x = b .  E ntó n A u = b .
L o g o,

b = A u = A A + A u = A A + b,

e a s ı́ p ró b a s e q u e A + b é u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A x = b .
C o m o s a b e m o s p ol a t e or´ı a x er al d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s a s ol u ció n x e r al d o si st e m a

A x = b e s cr ı́ b e s e c o m o u n h a s ol u ció n p a rti c ul ar s u m a d a c o n t o d a s a s s ol u ci ó n s d o si st e m a
h o m o x é n e o a s o ci a d o.  E nt ó n

A + b +  K e r( f A )

é a s ol u ci ó n x e r al n e st e c a s o. S e x a w ∈ K e r( f A ) e s e x a A = Q R a d e s c o m p o si ci ó n Q R d e A .
C o m o A w = θ R p s e e s ó s e R w = θ R p ,

< A + b,  w  > = < R t ( R R t ) − 1 Q t b,  w  > = < (R R t ) − 1 Q t b,  R w  > = 0

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A + b e w s o n o rt o g o n ai s.  A pli c a n d o o  Te or e m a d e  Pit á g o r a s a A + b e w
o bt e m o s q u e

� A + b + w � 2 = � A + b � 2 + � w � 2 ≥ � A + b � 2 ,

c o q u e a i g u al d a d e d á s e s e e s ó s e w = θ R n .  P o r t a nt o, d e st e x eit o pró b a s e q u e A + b é a s ol u ci ó n
d e n o r m a  mı́ ni m a d o si st e m a A x = b .

S u p o ñ a m o s a c o nti n u a ci ó n q u e o si st e m a é i n c o m p at ı́ b el.  A s s ol u ció n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti-
c a s s o n a s s ol u ci ó n s d o si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s A t A x = A t b q u e é c o m p at ı́ b el.  E ntó n
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N o t a 9. 4. 9. D o t e or e m a a nt eri or d e d u ci m o s q u e, s e w,  w � ∈ R n s o n s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a s
d o si st e m a A x = b , t e n s e a i g u al d a d e A w = A w �.  L o g o, A (w − w �) = θ R p , e q ui v al e nt e m e nt e,
w − w � ∈ K e r( f A ).  E nt ó n, s e w é u n h a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d e A x = b , o c o n x u nt o gl o b al
d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s t a m é n v e n d a d o p o r

S = w +  K er( f A ) = { w + u | u ∈ K e r( f A ) } .

E vi d e nt e m e nt e, s e A t A é i n v e rtı́ b el, S s ó t e n u n el e m e nt o e é

w = ( A t A ) − 1 A t b = A + b

E x e m pl o 9. 4. 1 0. S e x a A a  m atri z d a d a p or

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 2  1
1 2  2
1 2 − 2
1 2 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ ∈ M 4 × 3 ( R ) .

C o n si d e r e m o s o si st e m a A x = b s e n d o

b =

⎛

⎜
⎜
⎝

4
6
1
2

⎞

⎟
⎟
⎠ .

C o m o r a n g ( A ) = 2 �= 3 = r a n g ( A |b ), t e n s e q u e o si st e m a é i n c o m p at ı́ b el.  A s s ol u ció n s
m´ ı ni m o- c u a drá ti c a s a s at o p ar e m o s r e s ol v e n d o o si st e m a A t A x = A t b q u e n e st e c a s o e st á d a d o
p o r:

A =

⎛

⎝
4 8  0
8 1 6 0
0 0 1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 3
2 6
1 2

⎞

⎠ ⇔

�
z = 6

5
4 x + 8 y = 1 3

.

E nt ó n,

S =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝

1 3
4 − 2 y

y
6
5

⎞

⎠ | y ∈ R

⎫
⎬

⎭
=

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝

1 3
4
0
6
5

⎞

⎠ + y

⎛

⎝
− 2

1
0

⎞

⎠ | y ∈ R

⎫
⎬

⎭
=

⎛

⎝

1 3
4
0
6
5

⎞

⎠ + �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 2

1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�,

s e n d o

K e r( f A ) = �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
− 2

1
0

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.

T e o r e m a 9. 4. 1 1. S e x a A ∈ M p × n ( R ) e s u p o ñ a m o s q u e a s ú a f a ct o ri z a ci ó n Q R é A = Q R .
C ú m p r e s e q u e w é s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r áti c a p a r a A x = b , s e, e só s e, w é s ol u ci ó n d o si st e m a
R x = Q t b .

D e m o s t r a ci ´o n. O v e ct or w é s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a p a r a A x = b , s e, e s ó s e, w é s ol u ci ó n
d o si st e m a A t A x = A t b . S e A = Q R , t e m o s q u e

A t A w = A t b ⇔ R t Q t Q R w = R t Q t b ⇔ R t R w = R t Q t b ⇔

R R t R w = R R t Q t b

e, c o m o R R t ∈ M r × r ( R ) é i n v e rt ı́ b el, o bt e m o s q u e R w = Q t b.
I n v e r s a m e nt e, s e R w = Q t b , t e n s e q u e

R t R w = R t Q t b ⇔ R t Q t Q R w = R t Q t b ⇔ A t A w = A t b.

9. 4.  P r o b l e m a s  d e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s 2 1 3

��

E x e m pl o 9. 4. 1 2. T o m e m o s o si st e m a d a d o n o e x e m pl o 9. 4. 1 0.  E nt ´o n, c o m o

A = Q R =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1
2

1√
1 0

1
2

2√
1 0

1
2

− 2√
1 0

1
2

− 1√
1 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

�
2 4  0

0 0
√

1 0

�

e

Q t b =

�
1 3 / 2

1 2√
1 0

�

,

o bt e m o s

R

�
x
y

�

=

� 1 3
2
1 2√
1 0

�

⇔

�
z = 1 2

1 0
2 x + 4 y = 1 3

2

⇔

�
z = 6

5
4 x + 8 y = 1 3

.

D e x eit o  m ´ai s x er al p ó d e s e a fi r m a r q u e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s
c a d r a d o s e st á d a d o p o r

S = A + b +  K e r( f A ) = A + b +  K e r( f A t A ) .

E st e úl ti m o  m é t o d o d e s ol u ci ó n t e n c o m o v a nt a x e s o br e o b a s e a d o n a utili z a ci ó n d a s e c u a-
ci ó n s n o r m ai s, q u e é  m e n o s s e n sı́ b el a o s p r o bl e m a s d e e st a bili d a d e e q u e e n x er al d á l u g a r a
u n h a t é c ni c a c o m p ut a ci o n al  m ell or.

T e o r e m a 9. 4. 1 3. S e x a A ∈ M p × n ( R ) .  Cú m p r e s e q u e A + b é a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r áti c a d e
n o r m a  mı́ ni m a d o si st e m a A x = b .

D e m o s t r a ci ´o n. S u p o ñ a m o s e n p ri m eir o l u g ar q u e o si st e m a é c o m p at ı́ b el i n d et e r mi n a d o x a
q u e a pr o b a d o c a s o d et er mi n a d o é t ri vi al.  N e st e c a s o a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a c oi n ci d e
c o a s ol u ci ó n d o si st e m a e o q u e t er e m o s q u e pr o b ar é q u e A + b é a s ol u ci ó n d e n o r m a  m ı́ ni m a
d o si st e m a A x = b . S u p oñ a m o s q u e u ∈ R n é  u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A x = b .  E ntó n A u = b .
L o g o,

b = A u = A A + A u = A A + b,

e a s ı́ p ró b a s e q u e A + b é u n h a s ol u ci ó n d o si st e m a A x = b .
C o m o s a b e m o s p ol a t e or´ı a x er al d e si st e m a s d e e c u a ci ó n s li n e a r e s a s ol u ció n x e r al d o si st e m a

A x = b e s cr ı́ b e s e c o m o u n h a s ol u ció n p a rti c ul a r s u m a d a c o n t o d a s a s s ol u ci ó n s d o si st e m a
h o m o x é n e o a s o ci a d o.  E nt ó n

A + b +  K e r( f A )

é a s ol u ci ó n x e r al n e st e c a s o. S e x a w ∈ K e r( f A ) e s e x a A = Q R a d e s c o m p o si ci ó n Q R d e A .
C o m o A w = θ R p s e e s ó s e R w = θ R p ,

< A + b,  w  > = < R t ( R R t ) − 1 Q t b,  w  > = < (R R t ) − 1 Q t b,  R w  > = 0

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, A + b e w s o n o rt o g o n ai s.  A pli c a n d o o  Te or e m a d e  Pit á g o r a s a A + b e w
o bt e m o s q u e

� A + b + w � 2 = � A + b � 2 + � w � 2 ≥ � A + b � 2 ,

c o q u e a i g u al d a d e d á s e s e e s ó s e w = θ R n .  P o r t a nt o, d e st e x eit o pró b a s e q u e A + b é a s ol u ci ó n
d e n o r m a  mı́ ni m a d o si st e m a A x = b .

S u p o ñ a m o s a c o nti n u a ci ó n q u e o si st e m a é i n c o m p at ı́ b el.  A s s ol u ció n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti-
c a s s o n a s s ol u ci ó n s d o si st e m a d e e c u a ci ó n s n o r m ai s A t A x = A t b q u e é c o m p at ı́ b el.  E ntó n
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( A t A ) + A t b é a s ol u ci ó n d e n o r m a  m ı́ ni m a d o si st e m a A t A x = A t b .  A g o r a b e n, s e a d e s c o m p o si-
ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A é

A = U

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t ,

t e n s e q u e

A t A = V

⎛

⎝
D t

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ U t U

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t = V

⎛

⎝
D 2

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t .

L o g o,

(A t A ) + = V

⎛

⎝
D − 2

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t

e

( A t A ) + A t = V

⎛

⎝
D − 1

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ U t = A + .

D e st e x eit o o bt e n s e q u e ( A t A ) + A t = A + e o r e s ult a d o q u e d a pr o b a d o.

��

E x e m pl o 9. 4. 1 4. S e x a o si st e m a
⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ .

O si st e m a a nt eri or é i n c o m p at´ ı b el x a q u e r a n g (A ) = 2 < r a n g ( A |b ) = 3 . C o m o t e m o s
c o m p r o b a d o n o t e or e m a a nt eri or A + b é a s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d rá ti c a d e n o r m a  m ı́ ni m a d o
si st e m a A x = b .  C o m o

A + =

⎛

⎝

1
2 0 1

2
0  0 0
0 1

2 0

⎞

⎠

a c al c ul a m o s n o e x e m pl o 9. 3. 3, t e n s e q u e

A + b =

⎛

⎝

1
2 0 1

2
0  0 0
0 1

2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
0
1
2

⎞

⎠ .

P o r o ut r a b a n d a,

K e r( f A ) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ ∈ R 3 |
x + z = 0
y = 0

⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�

e, c o m o c o n s e c u e n ci a, o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o p r o bl e m a d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s e st á d a d o p o r

S = A + b +  K e r( f A ) =

⎛

⎝
1
0
1
2

⎞

⎠ + �

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1
0

− 1

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�.
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9. 5.  A x u s t e  p oli n ó mi c o  d e  d a t o s  m e di a n t e  mı́ ni m o s c a d r a d o s

m ar kri g ht 9. 5.  A x u s t e p o li n ó mi c o  d e  d a t o s  m e di a n t e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s
S u p o ñ a m o s q u e t e m o s u n c o n x u nt o d e p ar e s { (x i , yi ) }

n
i= 1 e q u e e st a m o s i nt er e s a d o s e n

at o p ar o p oli n o mi o p (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + ··· + a n x n c u x a g r á fi c a s e a x u st e  m ell or a o s d at o s
d a d o s p ol o s p ar e s a nt eri or e s. I st o é, q u e r e m o s at o p ar o s c o e fi ci e nt e s d u n p oli n o mi o c o m o o
a nt e ri or d e x eit o q u e s e  mi ni mi c e o s e g ui nt e f u n ci o n al:

P (a 0 , a1 , ... , an ) =
n�

i= 1

( p ( x i ) − y i )
2

=
n�

i= 1

�
a 0 + a 1 x i + a 2 x 2

i + ··· + a n x n
i − y i

� 2

=
n�

i= 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

( 1, xi , x2i , ... , xni )

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 0

a 1

a 2
...

a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

− y i

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2

.

I st o úl ti m o é e q ui v al e nt e a at o p ar a s s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a s d o si st e m a li n e ar A x = b ,
o n d e:

A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1 x 1 x 2
1 ··· x n

1

1 x 2 x 2
2 ··· x n

2
...

...
...

...
...

1 x n x 2
n ··· x n

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

, x =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 0

a 1

a 2
...

a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e b =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

y 1

y 2

y 3
...

y n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

E x e m pl o 9. 5. 1. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s a p ar ´a b ol a q u e a x u st e n o s e nti d o d e  m ı́ ni m o s
c a d r a d o s o s s e g ui nt e s d at o s

x i 0 0 1 - 1
y i 0 2 4  0

D a d o s d o s c o n x u nt o s d e p u nt o s { x 1 , x2 , x3 , x4 } e { y 1 , y2 , y3 , y4 } , t rá t a s e d e a x u st ar o s c o e-
fi ci e nt e s a 0 , a 1 e a 2 d a p a r á b ol a d e e c u a ci ó n y ( x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 .  D a q u el a, d e b e m o s at o p ar
a s s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a s d o si st e m a li n e ar:

⎛

⎜
⎜
⎝

1 x 1 x 2
1

1 x 2 x 2
2

1 x 3 x 2
3

1 x 4 x 2
4

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

y 1

y 2

y 3

y 4

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

i st o é,
⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0
1 0 0
1 1 1
1 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
4
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

O si st e m a d e e c u a ci ´o n s n or m ai s ( A t A x = A t b ) e st a r á d a d o p o r:
⎛

⎝
4 0 2
0 2 0
2 0 2

⎞

⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
6
4
4

⎞

⎠ .
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( A t A ) + A t b é a s ol u ci ó n d e n o r m a  m ı́ ni m a d o si st e m a A t A x = A t b .  A g o r a b e n, s e a d e s c o m p o si-
ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s d e A é

A = U

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t ,

t e n s e q u e

A t A = V

⎛

⎝
D t

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ U t U

⎛

⎝
D r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t = V

⎛

⎝
D 2

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t .

L o g o,

(A t A ) + = V

⎛

⎝
D − 2

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ V t

e

( A t A ) + A t = V

⎛

⎝
D − 1

r | Θ
−  − −
Θ | Θ

⎞

⎠ U t = A + .

D e st e x eit o o bt e n s e q u e ( A t A ) + A t = A + e o r e s ult a d o q u e d a pr o b a d o.

��

E x e m pl o 9. 4. 1 4. S e x a o si st e m a
⎛

⎝
1 0 1
0 0 0
0 2 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ .
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⎞

⎠
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⎛

⎝
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2 0 1
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0 1
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⎞

⎠

⎛

⎝
1
1
1

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
0
1
2

⎞

⎠ .
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⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
x
y
z

⎞
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⎫
⎬

⎭
= �

⎧
⎨

⎩
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⎝
1
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⎞

⎠

⎫
⎬

⎭
�
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9. 5.  A x u s t e  p oli n ó mi c o  d e  d a t o s  m e di a n t e  mı́ ni m o s c a d r a d o s

m a r k ri g ht 9. 5.  A x u s t e p o li n ó mi c o  d e  d a t o s  m e di a n t e  m ı́ ni m o s  c a d r a d o s
S u p o ñ a m o s q u e t e m o s u n c o n x u nt o d e p ar e s { (x i , yi ) }

n
i= 1 e q u e e st a m o s i nt er e s a d o s e n

at o p ar o p oli n o mi o p (x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 + ··· + a n x n c u x a g r á fi c a s e a x u st e  m ell or a o s d at o s
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a nt e ri or d e x eit o q u e s e  mi ni mi c e o s e g ui nt e f u n ci o n al:

P (a 0 , a1 , ... , an ) =
n�

i= 1

( p ( x i ) − y i )
2

=
n�

i= 1

�
a 0 + a 1 x i + a 2 x 2

i + ··· + a n x n
i − y i

� 2

=
n�

i= 1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

( 1, xi , x2i , ... , xni )

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 0

a 1

a 2
...

a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

− y i

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2

.
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A =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1 x 1 x 2
1 ··· x n

1

1 x 2 x 2
2 ··· x n

2
...

...
...

...
...

1 x n x 2
n ··· x n

n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

, x =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a 0

a 1

a 2
...

a n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e b =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

y 1

y 2

y 3
...

y n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

E x e m pl o 9. 5. 1. N e st e e x e m pl o c al c ul ar e m o s a p ar ´a b ol a q u e a x u st e n o s e nti d o d e  m ı́ ni m o s
c a d r a d o s o s s e g ui nt e s d at o s

x i 0 0 1 - 1
y i 0 2 4  0

D a d o s d o s c o n x u nt o s d e p u nt o s { x 1 , x2 , x3 , x4 } e { y 1 , y2 , y3 , y4 } , t rá t a s e d e a x u st ar o s c o e-
fi ci e nt e s a 0 , a 1 e a 2 d a p a r á b ol a d e e c u a ci ó n y ( x ) = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 .  D a q u el a, d e b e m o s at o p ar
a s s ol u ci ó n s  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a s d o si st e m a li n e ar:

⎛

⎜
⎜
⎝

1 x 1 x 2
1

1 x 2 x 2
2

1 x 3 x 2
3

1 x 4 x 2
4

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

y 1

y 2

y 3

y 4

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

i st o é,
⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0
1 0 0
1 1 1
1 − 1 1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎜
⎜
⎝

0
2
4
0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

O si st e m a d e e c u a ci ´o n s n or m ai s ( A t A x = A t b ) e st a r á d a d o p o r:
⎛

⎝
4 0 2
0 2 0
2 0 2

⎞

⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
6
4
4

⎞

⎠ .
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R e ali z a n d o o p e r a ci ´o n s el e m e nt ai s p or fil a s s o br e a  m atri z a m pli a d a d o si st e m a o bt e m o s q u e
o si st e m a a nt eri or é e q ui v al e nt e a

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠

⎛

⎝
a 0

a 1

a 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1
2
1

⎞

⎠

e d e st e x eit o a 0 = 1, a 1 = 2 e a 2 = 2.  L o g o, a p ar á b ol a b u s c a d a é

y = 1 + 2 x + x 2 .

9. 6.  P r o bl e m a s  p r o p o s t o s

1.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 0 1
0 1 0
1 0 1

⎞

⎠ ,

c al c ul e a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s, a s ú a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o d o u s e a
s ú a p s e u d oi n v e r s a.

2.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 − 2
1 − 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

c al c ul e a s ú a d e s c o m p o si ci ó n e n v al o r e s si n g ul ar e s, a s ú a a p r o xi m a ci ó n d e r a n g o d o s e a
s ú a p s e u d oi n v e r s a.

3.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 1

− 1 1
1 1

⎞

⎠ ,

c al c ul e a s ú a p s e u d oi n v e r s a.
4.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
2 1
0 3
1 − 2

⎞

⎠ ,

c al c ul e a s ú a p s e u d oi n v e r s a.
5.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
2 − 1

− 2 1
4 − 2

⎞

⎠ ,

c al c ul e a s ú a p s e u d oi n v e r s a.
6.  C al c ul e a s p s e u d oi n v er s a s d e A e A t s e n d o

A =

⎛

⎝
− 2 0

0 0
0 5

⎞

⎠ ,

7.  C o n si d é r a s e o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b , o n d e

A =

⎛

⎝
− 2 1 1

1 − 2 1
1 1 − 2

⎞

⎠

e b = ( 1 , 1 , 1) t .
a )  P r o b e q u e o si st e m a é i n c o m p at ı́ b el.
b )  C al c ul e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a n o s e nti d o d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s.

9. 6.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 2 1 7

8.  C o n si d é r a s e a  m at ri z r e al

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 − 1 1
1 0 1
0 1 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D et e r mi n e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o s e nti d o d e  m´ ı ni m o s c a dr a d o s d o si st e m a A x = b ,
c o n b = ( 3 , 1 , 3 , 1) t .

9.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 2

− 2 − 4
2 4

⎞

⎠ ,

d et e r mi n e, utili z a n d o a p s e u d oi n v er s a d e A , o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o s e nti d o d e  mı́ ni m o s
c a d r a d o s d o si st e m a A x = b , o n d e b = ( 4 , − 5 , 5) t .

1 0.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
1  0 0
0  0 0
0 − 1 2

⎞

⎠ ,

d et e r mi n e, utili z a n d o a p s e u d oi n v er s a d e A , o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o s e nti d o d e  mı́ ni m o s
c a d r a d o s d o si st e m a A x = b o n d e b = ( 0 , 1 , 0) t .

1 1.  At o p e a p ar á b ol a q u e a x u st e n o s e nti d o d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s o s s e g ui nt e s d at o s

a )
x 0 0 1 - 1
y 0 2 4  0

.

b )
x - 2 - 1 1 2
y 3  1 1 5

.

1 2.  D et er mi n e a , b ∈ R p a r a q u e a r e ct a a x + b y = 1 s e x a a  m ´ai s p r ó xi m a n o s e nti d o d e
m´ ı ni m o s c a dr a d o s a o s p u nt o s ( 0, 0) , ( 1, 1) , (− 1 , 1) e ( 1 , − 1).
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⎠
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s ú a p s e u d oi n v e r s a.

2.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0

− 1 1 − 2
1 − 1 2

⎞

⎟
⎟
⎠ ,
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⎞

⎠ ,
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6.  C al c ul e a s p s e u d oi n v er s a s d e A e A t s e n d o

A =

⎛

⎝
− 2 0

0 0
0 5

⎞

⎠ ,

7.  C o n si d é r a s e o si st e m a d e e c u a ci ó n s li n e a r e s A x = b , o n d e

A =

⎛

⎝
− 2 1 1

1 − 2 1
1 1 − 2

⎞

⎠

e b = ( 1 , 1 , 1) t .
a )  P r o b e q u e o si st e m a é i n c o m p at ı́ b el.
b )  C al c ul e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s d o si st e m a n o s e nti d o d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s.

9. 6.  P r o b l e m a s p r o p o s t o s 2 1 7

8.  C o n si d é r a s e a  m at ri z r e al

A =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 − 1 1
1 0 1
0 1 − 1

⎞

⎟
⎟
⎠ .

D et e r mi n e o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o s e nti d o d e  m´ ı ni m o s c a dr a d o s d o si st e m a A x = b ,
c o n b = ( 3 , 1 , 3 , 1) t .

9.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
1 2

− 2 − 4
2 4

⎞

⎠ ,

d et e r mi n e, utili z a n d o a p s e u d oi n v er s a d e A , o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o s e nti d o d e  mı́ ni m o s
c a d r a d o s d o si st e m a A x = b , o n d e b = ( 4 , − 5 , 5) t .

1 0.  D a d a a  m atri z

A =

⎛

⎝
1  0 0
0  0 0
0 − 1 2

⎞

⎠ ,

d et e r mi n e, utili z a n d o a p s e u d oi n v er s a d e A , o c o n x u nt o d e s ol u ci ó n s n o s e nti d o d e  mı́ ni m o s
c a d r a d o s d o si st e m a A x = b o n d e b = ( 0 , 1 , 0) t .

1 1.  At o p e a p ar á b ol a q u e a x u st e n o s e nti d o d e  m ı́ ni m o s c a d r a d o s o s s e g ui nt e s d at o s

a )
x 0 0 1 - 1
y 0 2 4  0

.

b )
x - 2 - 1 1 2
y 3  1 1 5

.

1 2.  D et er mi n e a , b ∈ R p a r a q u e a r e ct a a x + b y = 1 s e x a a  m ´ai s p r ó xi m a n o s e nti d o d e
m´ ı ni m o s c a dr a d o s a o s p u nt o s ( 0, 0) , ( 1, 1) , (− 1 , 1) e ( 1 , − 1).
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[ 2 6]  D.  L u z a r d o,  A. J.  P e ñ a. Hi st o ri a d el ál g e b r a li n e al h a st a l o s al b o r e s d el si gl o  X X, Di v ul g a ci o n e s  M a t e m á ti c a s
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e c u a ci ó n li n e a r, 7 2
e nt r a d a p ri ci p al, 4 9
e pi m o r fi s m o, 1 1 5
e s p a z o v e c t o ri al, 9 0
e s p a z o v e c t o ri al

d e ti p o fi ni t o, 1 0 0
e u clı́ d e o, 1 5 6

e s p e c t r o, 1 2 8
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c u a d r á ti c a a s o ci a d a a u n h a a pli c a ci ó n bili n e a r, 1 7 6
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e c u a ci ó n li n e a r, 7 2
e nt r a d a p ri ci p al, 4 9
e pi m o r fi s m o, 1 1 5
e s p a z o v e c t o ri al, 9 0
e s p a z o v e c t o ri al

d e ti p o fi ni t o, 1 0 0
e u clı́ d e o, 1 5 6

e s p e c t r o, 1 2 8
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L U , 7 8
Q R , 1 6 8

f o r m a
bili n e a r d e fi ni d a p o si ti v a, 1 5 6
bili n e a r, 1 5 6
bili n e a r si m é t ri c a, 1 5 6
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m ell o r a p r o xi m a ci ó n d u n v e c t o r n o s e nti d o d o s  mı́ ni-
m o s c a d r a d o s, 2 0 8

m o n o m o r fi s m o, 1 1 5
m ul ti pli ci d a d e
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n ú m e r o c o m pl e x o, 2 7
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h o m o x é n e o a s o ci a d o, 7 3
i n c o m p a tı́ b el, 7 4
n o n h o m o x é n e o, 7 3
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s ol u ci ó n  m ı́ ni m o- c u a d r á ti c a d o si s t e m a A x = b , 2 0 8
s u b e s p a z o v e c t o ri al, 9 1
s u b e s p a z o v e c t o ri al

p r o pi o, 1 3 1
s u m a, 9 7

s u b m a t ri z, 3 7
s u b m a t ri z

di a g o n al, 8 2
s u m a d e  m a t ri c e s, 3 8

t e o r e m a d e  Pi t á g o r a s, 1 6 0
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Ál x e br a li n e arÁl x e br a li n e ar
Hist ori a, te orí a e pr áctic a

É  b e n  c o ñ e ci d o  q u e  a  ál x e br a  li n e ar  é  
u n h a  m at eri a  q u e  a p ar e c e  n as  m e m ori as  
d a m ai or p art e d os gr a os d e c o nti d o ci e ntí -
fi c o-t é c ni c o. Te n d o e n c o nt a ist o, est a o br a 
est á p e ns a d a p ar a q u e o l e ct or i nt er es a d o  
p o d a af o n d ar n o s e u est u d o t e n d o a m a n 
u n a e x p osi ci ó n ri g or os a d a t e orí a, u n h a b o a 
s eri e d e e x e m pl os il ustr ati v os e u n h a a m pl a 
c ol e c ci ó n  d e  pr o bl e m as  p ar a  pr a cti c ar  e  
a fir m ar  o  est u d a d o.  P arti n d o  d u n h a  br e v e 
i ntr o d u ci ó n hist óri c a, n o s e g u n d o c a pít ul o 
r es ú m e ns e  as  pr o pi e d a d es  b ási c as  d os  n ú -
m er os  r e ais  e  c o m pl e x os.  A  c o nti n u a ci ó n, 
n o t er c eir o c a pít ul o,  d efí n e ns e as n o ci ó ns 
d e  m atri z e r a n g o q u e p er mitir á n a b or d ar 
n o c a pít ul o c u art o o est u d o d os sist e m as d e 
e c u a ci ó ns li n e ar es. O q ui nt o c a pít ul o  est á 
a di c a d o  a os  es p a z os  v e ct ori ais  e  ás  a pli c a -
ci ó ns li n e ar es d ei x a n d o cl ar a a í nti m a r el a -

ci ó n e xist e nt e e ntr e est e ti p o d e a pli c a ci ó ns 
e as m atri c es. N o s e xt o c a pít ul o est ú d as e o 
pr o bl e m a d e di a g o n ali z a ci ó n, é di cir, s a b er 
c a n d o  u n a  m atri z  c a dr a d a  é  s e m ell a nt e  a  
u n h a  m atri z  di a g o n al.  O  c a pít ul o  s éti m o  
est á a di c a d o ás f or m as bili n e ar es e a os es -
p a z os  v e ct ori ais  c o n  pr o d ut o  es c al ar.  N el 
i ntr o d ú c e ns e  a  n o ci ó n  d e  ort o g o n ali d a d e  
e  fi n alí z as e  e x a mi n a n d o  c ert as  pr o pi e d a -
d es d as m atri c es si m étri c as c o n c o e fi ci e nt es 
r e ais. Est e ti p o d e m atri c es x u nt o c o a di a g o -
n ali z a ci ó n ort o g o n al utilí z a ns e n o c a pít ul o 
oit a v o p ar a cl asi fi c ar as  f or m as c u a dr áti c as 
r e ais. Fi n al m e nt e, o últi m o c a pít ul o d a o br a 
a dí c as e a e x p or a t e orí a d e d es c o m p osi ci ó n 
e n  v al or es  si n g ul ar es,  á  c o nstr u c ci ó n  d a 
ps e u d oi n v ers a d u n h a m atri z e a s ú a a pli c a -
ci ó n á r es ol u ci ó n d e pr o bl e m as d e mí ni m os 
c a dr a d os.
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