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Kurzfassung

Die Verwendung von lang kragenden Schaftfriasern im Bereich der Hochgeschwindig-
keitsbearbeitung birgt besondere Herausforderungen beziiglich der Prozessdynamik. In
diesem Zusammenhang werden verschiedene kontinuumsmechanische Berechnungsmo-
delle fiir Werkzeuge mit Hohlschaft vorgestellt. Dabei wird eine teilweise Fiillung des
Schaftes mit einer flieBfahigen Ausgleichsmasse zum Zweck des automatischen Wuch-
tens berticksichtigt. Ausgehend von der Verformungskinematik wird die systembeschrei-
bende Variationsformulierung mit Hilfe des HAMILTONschen Prinzips hergeleitet. Da-
bei wird auch auf den Einfluss von stochastisch verteilten Unwuchten, geometrischen
Nichtlinearitdten und Schubdeformationen eingegangen. Zur Ortsdiskretisierung wer-
den sowohl lokale als auch globale Methoden angewendet und miteinander verglichen.
Die Auswertung stellt den Einfluss von verschiedenen geometrischen sowie prozessbe-
dingten Parametern auf die Eigenfrequenzen, stationare Deformation, Stabilitdt sowie

Zeitlosung dar.

Schlagworter:  Hochgeschwindigkeitsbearbeitung, lang kragende Schaftfraser, nichtli-
neare Schwingungen, nichtlineare Verformungskinematik, Spannungs-
versteifung, Rotationserweichung, Variationsrechnung, Prinzip von
HAMILTON, RITZ-Ansatz, Finite-Elemente-Methode (FEM)

Abstract

The use of long slender end mills for high-speed-cutting (HSC) holds special require-
ments with respect to the system dynamics. In this context, several tool models in the
area of continuum mechanics are presented. Especially hollow tool shafts, with a fluid
medium inside, for the purpose of automatic balancing are considered. Starting with
the kinematics of deformation, HAMILTONS principle is used to evaluate the variational
formulation. Therefore, also the influence of a stochastic distributed unbalance, geo-
metrical nonlinearities and shear deformations are discussed. For space discretisation
local as well as global approaches are used and compared with each other. Following
up on this, results are presented, which show the influence of different geometrical and
process-related parameters due to the eigenfrequencies, stationary deformation, stabi-

lity and time solution.

Keywords: High-Speed-Cutting (HSC), slender end mills, nonlinear oscillations,
geometrical nonlinearity, stress stiffening, spin softening, calculus
of variations, HAMILTONSs principle, RiTZ-approach, Finite-Element-
Method (FEM)
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1. Einleitung

1.1. Problemstellung und Motivation der Arbeit

Die spanende Bearbeitung von Werkstiicken mit Frésern stellt eines der bedeutsamsten
Verfahren in der Fertigungstechnik dar. Die aktuellen Entwicklungen auf diesem Gebiet
sind vielfaltig und gehen in verschiedene Richtungen. Beispiele dafiir sind Untersuchun-
gen zum Einfluss des Schneidenwerkstoffes auf den Werkzeugverschleil [114], zu den
verwendeten Kiihlschmierstoffen [85] oder die energetische Optimierung des Zerspan-
prozesses anhand verschiedener Parameter [129]. Dabei nehmen simulative Untersu-
chungen gleichsam mit Experimenten eine wichtige Stellung ein. Was all diese Arbeiten
vereint, ist die Erweiterung bisheriger technologischer Grenzen und damit verbunden
eine hohere Effizienz, Umweltvertraglichkeit und nicht zuletzt Wirtschaftlichkeit.

Diese Arbeit beschéaftigt sich mit dem Einsatz lang kragender Schaftfriaser unter Ver-
wendung hoher Drehzahlen. Genutzt werden diese Werkzeuge um z. B. tiefe Kavitéten
fertigen zu konnen. Hohe Drehzahlen gehen dabei mit hohen Schnittgeschwindigkeiten
einher und wirken sich positiv auf die technischen sowie wirtschaftlichen Eigenschaften
des Fertigungsprozesses aus. Jedoch konnen im Gegenzug Probleme in Verbindung mit
einer schlanken Werkzeuggeometrie auftreten, welche sich mindernd auf die zugehorige
Steifigkeit und Eigenfrequenzen auswirkt. Letztere konnen unter Umstdnden niedriger
als die mogliche Spindeldrehzahl ausfallen. Der Betrieb in diesem Frequenzbereich fiihrt
auch ohne Materialeingriff aufgrund von unvermeidbaren Unwuchten sowie Form- und
Lagefehlern zu Resonanz. Damit einhergehend kénnen Schéden am Werkzeug sowie
Werkstiick auftreten und Gefahren fiir den Zerspanungsmechaniker entstehen.

Um dieses Problem zu umgehen, bieten sich prinzipiell zwei Losungen an. Zum einen
kann das Werkzeug mit ausreichend Abstand zur niedrigsten Eigenfrequenz im unter-
kritischen Betrieb eingesetzt werden [99], was jedoch im Widerspruch zu hohen Schnitt-
geschwindigkeiten und den dafiir notwendigen Drehzahlen steht. Zum anderen ist ein
iiberkritischer Betrieb mit ebenfalls ausreichend Abstand zu den Eigenfrequenzen denk-
bar, wobei eine sichere Resonanzdurchfahrt zu gewéhrleistet ist. Dies kann z. B. durch
den Einsatz eines Fanglagers sichergestellt werden, welches sich in der Néhe des freien
Werkzeugendes befindet und im Resonanzgebiet den Radialschlag begrenzt. Letzterer
nimmt im iberkritischen Betrieb ab, wodurch die Notwendigkeit eines zusatzlichen

Lagers entféllt. Als praktikabler erweist sich die Verwendung eines automatisch wuch-
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2 1. Einleitung

tenden Werkzeuges. Zu diesem Zweck kann ein Hohlschaft genutzt werden, der teilweise
mit einer flieffahigen Ausgleichsmasse gefiillt ist. Die Ausgleichsmasse wirkt einerseits
dampfend und andererseits begiinstigt sie die Laufruhe im tberkritischen Bereich, so-

dass auch ein An- oder Auslauf ohne zusétzliches Fanglager moglich ist [50].

Als essentiell erweist sich eine genaue Kenntnis iiber das statische und dynamische
Werkzeugverhalten. Zu diesem Zweck werden nachfolgend verschiedene Berechnungs-
modelle unterschiedlicher Komplexitat fiir lang kragende Werkzeuge zur Anwendung
mit hohen Drehzahlen vorgestellt. Das Hauptaugenmerk liegt auf der makroskopischen
Abbildung des Werkzeuges unter Beriicksichtigung eventueller Exzentrizitaten bzw.
Unwuchten. In diesem Zusammenhang wird auch der Einfluss einer Ausgleichsmasse

berticksichtigt, wie sie im Zuge des automatischen Wuchtens Anwendung findet.

1.2. Stand der Technik

1.2.1. Hochgeschwindigkeitsfrasen

Nach DIN 8580 [25] zéhlt das Frisen zur Hauptgruppe der trennenden Verfahren
und im Speziellen zur Gruppe der spanenden Verfahren mit geometrisch bestimm-
ter Schneide. Eine weitere Unterteilung beziiglich der Ordnungsnummern erfolgt in
DIN 8589 [26]. Dabei wird zum einen nach der Art der hergestellten Form am Werk-
stick (Plan-, Rund-, Schraub-, Wélz-, Profil- und Formfrésen), zum anderen nach der
formgebenden Schnittfliche am Werkzeug (Umfangs-, Stirn- und Stirn-Umfangsfrésen)
unterschieden. Ohne Zuteilung einer Ordnungsnummer werden das Auflen-, Innen-,
Gegenlauf- sowie Gleichlauffrasen gefiihrt.

Eine Differenzierung hinsichtlich der Schnittgeschwindigkeit ist in den vorangegange-
nen Normen nicht vorgesehen. Jedoch hat sich im Zuge stets steigendender Werte der
Begriftf Hochgeschwindigkeitsfrasen bzw. allgemeiner Hochgeschwindigkeitsbearbeitung
(engl. High-speed-cutting, kurz HSC) etabliert [112]. Der Anfang dieser Entwicklung
kann nach [20] auf das deutsche Patent mit der Nr. 523594 [93] aus dem Jahr 1931
zuriickgefithrt werden. Darin wird die Abhéngigkeit der Schnitttemperatur von der
zugehorigen Geschwindigkeit beim Spanen beschrieben. Demzufolge steigt die Schnitt-
temperatur zunachst parabolisch an, erreicht ein Maximum und fallt anschliefend mit
steigender Geschwindigkeit ab. Der spezielle Verlauf héngt stark von dem zu spanen-
den Material ab. Experimentell bestatigt wurden diese Ergebnisse erst deutlich spater
z.B. mit den Werken [58], [59] sowie [81]. In den beiden erstgenannten Quellen werden
Schnittgeschwindigkeiten von bis zu 60000 m/min unter Verwendung von translatori-
schen Bewegungen realisiert. Im Speziellen kommen Projektile (bewegtes Werkstiick
bei gleichzeitig ruhendem Werkzeug) oder Raketenschlitten (bewegtes Werkzeug bei

gleichzeitig ruhendem Werkstiick) zum Einsatz.
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1.2. Stand der Technik 3

Die in praktischen Anwendungen realisierten Schnittgeschwindigkeiten liegen jedoch
nach wie vor deutlich unterhalb dieser experimentellen Extremwerte. In Bezug darauf

zeigt Abbildung 1.1 tibliche Schnittgeschwindigkeiten fiir verschiedene Werkstoffe.

Kunststoff

I konventionell
I Ubergang
[ JHSC

Aluminium

Kupferlegierung

Gusseisen
Stahl

Titanlegierung

Nickelbasislegierung

10! 10? 10? 104

Ve in m/min

Abb. 1.1.: Bereiche der Schnittgeschwindigkeit fiir die Bearbeitung unterschiedlicher
Werkstoffe [22], [101].

Fir die HSC-Bearbeitung betragen die Schnittgeschwindigkeiten rund das Ftnf- bis
Zehnfache im Vergleich zu konventionellen Anwendungen. Die hochsten Schnittge-
schwindigkeiten werden zur Bearbeitung von Kunststoffen eingesetzt und betragen
~ 8000 m/min. Bei den metallischen Werkstoffen eignen sich besonders Aluminiumle-
gierungen zur HSC-Bearbeitung. Fiir Eisenwerkstoffe wie z. B. Gusseisen oder Stahl lie-
gen die maximalen Schnittgeschwindigkeiten nur noch im Bereich von
~2000-3000 m/min [22]. Um eine Abgrenzung der praktisch verwendeten Schnittge-
schwindigkeiten von denen unter Experimentalbedingungen vorzunehmen, werden letz-
tere in [20] auch als ultrahohe Schnittgeschwindigkeiten bezeichnet.

Die Schnittgeschwindigkeit wirkt sich beim Frasen, wie auch bei anderen spanen-
den Verfahren, entscheidend auf die Spanbildung und damit auf den gesamten Fer-
tigungsprozess aus. Mit ihrer Zunahme wird der Span beim Abheben weniger ge-
staucht bzw. umgeformt, wodurch Reibung und die damit entstehende Wéarme redu-
ziert werden [20]. Zu den weiteren Eigenschaften der HSC-Bearbeitung zahlen ein hohes
Zeitspanvolumen, eine verbesserte Oberflichenqualitéit, niedrige Schnittkréfte und eine
glnstigere Warmeabfuhr durch die Spane [101]. Das erhohte Zeitspanvolumen fiihrt
u. a. zu kiirzeren Fertigungszeiten. Daran ankntipfend ist zu erwahnen, dass aufgrund
der besseren Oberflaichenqualitit teilweise oder komplett auf eine nachfolgende Fein-
bearbeitung (z. B. Schleifen) verzichtet werden kann [98], [101], [102].

Die Hochgeschwindigkeitsbearbeitung bringt unterschiedliche Herausforderungen mit
sich, welche nicht nur das Werkzeug, sondern auch die Maschine und deren Antriebs-
einheiten betreffen. Neben der erforderlichen Leistung stehen die realisierbare Dreh-
zahl sowie Vorschubgeschwindigkeit im Vordergrund. Beziiglich der Motorspindel hat

sich eine walzgelagerte Bauweise mit Drehstrommotorantrieb etabliert, bei welcher
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4 1. Einleitung

die Drehzahleinstellung anhand eines Frequenzumrichters erfolgt [98], [115]. In Bezug
auf die Vorschubbewegung werden in der Regel entweder servoelektrische Linearan-
triebe oder Lineardirektantriebe verwendet. Bei ersteren ergeben sich haufig dynami-
sche Limitierungen aufgrund der Kraftiibertragungselemente, wobei in [126] potentielle
Steigerungsmoglichkeiten aufgezeigt werden. Im Gegensatz dazu entfallen die mecha-
nischen Elemente zur Kraftiibertragung bei den Direktantrieben, wodurch héhere Vor-
schubgeschwindigkeiten von mehr als 100 m/min realisiert werden konnen [84]. Neben
der klassischen Bauweise mit kartesischen Achsen und serieller Kinematik gibt es auch
Varianten mit parallelkinematischen Konzepten. Diese Systeme zeichnen sich durch ge-
ringere bewegte Massen aus, wodurch sich hohe realisierbare Geschwindigkeiten sowie
Beschleunigungen ergeben. Als weitere Vorteile dieser Bauart konnen eine hohe Posi-
tionsgenauigkeit sowie Systemsteifigkeit genannt werden [19], [77], [82], [83].

Ein anderer Punkt, der beim HSC-Frésen vermehrt Aufmerksamkeit erfordert, ist
die Sicherheit der Anlage und des Bedienpersonals. Neben allgemeinen Anforderun-
gen, wie sie z.B. in DIN EN ISO 16090-1 [30] aufgefithrt werden, beschéaftigt sich
DIN EN ISO 15641 [29] speziell mit Fraswerkzeugen zur HSC-Bearbeitung. In letzterer
Norm wird auch die Fliehkraft als eine der Hauptbelastungen aufgefiihrt, da diese qua-
dratisch mit der Winkelgeschwindigkeit zunimmt. Dabei kénnen folgende Versagens-

arten am Werkzeug auftreten:
» Versagen des Grundkorpers (Schaft),
o Versagen der Schneidteil-Anbindung bei zusammengesetzten Werkzeugen,
o Versagen des Schneidteils.

Kommt es zu einer der aufgefithrten Versagensarten, konnen Einzelteile aufgrund der
hohen Bewegungsenergie umhergeschleudert und somit zur Gefahrenquelle werden. Die
Konstruktion eines Fraswerkzeuges hat dabei so zu erfolgen, dass es auch der doppelten
maximalen Betriebsdrehzahl und folglich der vierfachen Fliehkraft mindestens eine Mi-
nute standhélt. Fiir zusammengesetzte Werkzeuge konnen alternative Priifbedingungen
herangezogen werden.

Eine besondere Stellung nehmen Unwuchten ein. Fiir die maximale Betriebsdrehzahl
muss die Auswuchtgiitestufe fiir das Werkzeug mindestens G 40 entsprechen. Jedoch
konnen aus verschiedenen Anwendungsgriinden auch niedrigere Stufen erforderlich sein
(vgl. [29]). In der FKM-Richtlinie [100] wird fiir das System aus Werkzeug und Spann-
vorrichtung die Giitestufe G 16 vorgeschlagen und in DIN ISO 21940-11 [31] fiur den
Werkzeugmaschinenantrieb mindestens G 2,5 gefordert. Die Giitestufe gibt an, dass
die Schwerpunktgeschwindigkeit des Rotors (Produkt aus Exzentrizitdt und Winkelge-

schwindigkeit) den angegeben Wert in mm/s nicht iiberschreitet.
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1.2. Stand der Technik 5

1.2.2. Verwendung lang kragender Schaftfraser

Zur Erweiterung der herstellbaren Formenvielfalt erweisen sich lang kragende Werk-
zeuge als vorteilhaft. Beispiele hierfir sind tiefe und schwer zugéangliche Aussparungen,
Nuten sowie Eckbearbeitungen. Zu den Anwendungsbereichen zéhlen u.a. der For-

menbau oder die Herstellung von Integralbauteilen [49]. In Abbildung 1.2 sind zwei

Beispiele fiir die Bearbeitung mit lang kragendem Schaftfréser dargestellt.

a) b)

Abb. 1.2.: Anwendungsbeispiele fir Friaswerkzeuge mit lang kragendem Schaft.
a) Friasen von Taschen fiir Formkerne [130]. b) Bearbeitung eines stau-
benden Werkstoffes (Modellgips) [4].

Eine Baugruppe bestehend aus Werkzeug, Spannfutter bzw. Werkzeugaufnahme und
Spindel ist in Abbildung 1.3 skizziert. Die Werkzeugaufnahme stellt das Verbindungs-
element zwischen Spindel und Fraswerkzeug dar. Hierfiir sind unterschiedliche Baufor-
men moglich, wobei in der spanenden Bearbeitung haufig auf sogenannte Hohlschaftke-
gelspannsysteme (kurz HSK) zurtickgegriffen wird. Nahere Informationen dazu werden
z.B. in den Normen DIN 69893-1 [24] und DIN 69063-1 [23] gegeben, wobei sich Letzte-
re auf die maschinenseitigen Anschlussmafie bezieht. Grundséatzlich zeichnen sich HSK-
Spannsysteme durch eine hohe Genauigkeit sowie Steifigkeit aus und sind besonders

fir Anwendungen mit hohen Drehzahlen geeignet [13].

Nach DIN EN ISO 15641 wird die Kraglange als die frei zugédngliche Lange des Werk-
zeuges in Richtung der Rotationsachse Liag = Lrw definiert, was auch der Festlegung
im weiteren Verlauf dieser Arbeit entspricht. Abweichend dazu wird in verschiedenen
Literaturquellen (z. B. [16] und [47]) die Lange der Spannvorrichtung mit einbezogen,
sodass Lirag = Lgr + Lrw gilt. Weiterhin ist der Schaftauflendurchmesser Dsg, einge-
zeichnet, welcher fiir eine zylindrische Bauform zugleich der biegekritische Durchmesser
ist. In diesem Zusammenhang lasst sich auch der Schlankheitsgrad Liae/Ds, definieren,
welcher zur Identifikation eines lang kragenden Werkzeuges verwendet werden kann.

Wie bereits in [49] festgestellt, lassen sich in der Literatur jedoch unterschiedliche
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6 1. Einleitung

Spindel

7
\§Spannfutter
S&—; N Schaft ~Schneidtel

AN\

Dg

Lgr Lyw

Abb. 1.3.: Baugruppe bestehend aus Friaswerkzeug und Spannfutter nach [49]. Geo-
metrische Groflen: Dg, Schaftauflendurchmesser des Frasers, Lsrp Lange der
Werkzeugaufnahme, Lgyw freie Linge des Werkzeuges.

Grenzwerte finden. Deswegen werden nachfolgend Schéfte mit einem Schlankheitsgrad
von Liyag/Dsa = Lyw/Dsa > 5 als lang kragend bezeichnet (vgl. [1]).

Bei der Schaftform konnen neben zylindrischen auch konische Geometrien auftreten.
Weiterhin wird in [4] und [50] die Moglichkeit aufgezeigt, die Kraglange durch mehr-

teilige Werkzeuge und stufenweiser Verjiingung zu vergrofiern.

Durch den hohen Schlankheitsgrad ergeben sich eine vergleichsweise niedrige Steifigkeit
und folglich niedrige Eigenfrequenzen des Werkzeuges. Deswegen kommt dem Schwin-
gungsverhalten eine besondere Bedeutung zu. Nach [78] treten am Werkzeug bzw. der

gesamten Werkzeugmaschine folgende Schwingungsarten auf:

e Freie Schwingungen
Hervorgerufen durch die Anfangsbedingungen kommt es zu freien Schwingungen

in den Eigenfrequenzen, welche in Abhéngigkeit der Dampfung abklingen.

o FErzwungene Schwingungen
Zeitabhangige Anregungen (z. B. Fliehkraftwirkung einer Unwucht, schwingendes
Fundament oder Schnittreaktionen) sorgen fiir Schwingungen, deren Antwortfre-
quenzen bei linearem Systemverhalten mit den Anregungsfrequenzen identisch
sind. Stimmt eine Anregungsfrequenz mit einer Eigenfrequenz iiberein, so tritt

Resonanz auf.

o Selbsterregte Schwingungen
Die zum Schwingen notwendige Energie wird dem Zerspanprozess entzogen, wobei

die Bewegung in den Eigenfrequenzen erfolgt (z. B. regenerative Ratterschwing-
ung).

Resonanzschwingungen stellen eine Gefahr fiir das Werkzeug dar, wobei die niedrigste
Biegeeigenfrequenz am kritischsten zu bewerten ist. Frequenzen hoherer Biegemoden
sowie samtlicher Langs- und Torsionsmoden sind in der Regel weniger von Bedeu-

tung [125]. Besonders im Hinblick auf die HSC-Bearbeitung ist es moglich, dass die
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Drehzahl der niedrigsten Biegeeigenfrequenz nahe kommt oder sogar iibersteigt. In
diesen Féllen sind unzulissig grofie Schwingungsamplituden infolge einer Anregung
moglich. Zum einen kann die Oberflichenqualitdt des zu bearbeitenden Werkstiicks
abnehmen, zum anderen kann es im Extremfall zum Versagen des gesamten Werkzeu-
ges fithren. Letzterem entsprechend ist in Abbildung 1.4 ein Fraser mit gebrochenem
Grundkorper (Schaft) dargestellt, dessen Versagen auf eine Resonanzkatastrophe zu-
riickzufiithren ist. In diesem Fall kommt der im vorangegangenen Unterkapitel bereits
angesprochenen Sicherheit der Anlage sowie des Bedienpersonals eine besondere Rolle
zu. Dabei erweist sich die kinetische Energie als kritisch, da diese quadratisch mit der

Winkelgeschwindigkeit anwéchst.

Abb. 1.4.: Gebrochener Schaft eines lang krangenden Fraswerkzeuges infolge von Re-
sonanzschwingungen [49], [99].

In diesem Zusammenhang wird in [99] als maximale Betriebsdrehzahl fiir lang kra-
gende Werkzeuge 60% der niedrigsten Biegeeigenfrequenz angegeben. Grundlage fiir
diese Grengze ist, dass sich das Werkzeug bis zu diesem Wert als starrer Rotor verhélt.
Folglich kénnen die in DIN ISO 21940-11 [31] angegebenen Konzepte zur Auswuchtung

angewendet werden.

Der tiberkritische Betrieb von lang kragenden Frasern wird u. a. in den Quellen [2], [3],
[44], [45] und [50] behandelt. Die Drehzahl liegt dabei oberhalb der ersten und unterhalb
der zweiten biegekritischen Eigenfrequenz. Als problematisch erweist sich dabei, dass
stets Abweichungen beziiglich der Werkzeuggeometrie, Finspannung oder Massevertei-
lung vorliegen. Demzufolge fallt der Massenschwerpunkt nicht mit der Rotationsachse
zusammen und es entstehen auch ohne Werkzeugeingrift Fliehkraftbeanspruchungen
wahrend der Rotation. Um die niedrigste Eigenfrequenz dennoch ohne Schaden tiber-
winden zu kénnen, wird die Verwendung eines Fanglagers vorgeschlagen. Das Fanglager
wird in der Néhe des freien Werkzeugendes positioniert, wobei im ruhenden Zustand
kein Kontakt vorliegt. Der Kontaktspalt wird nur im kritischen Drehzahlbereich ge-
schlossen und verhindert somit den radialen Ausbruch des Werkzeuges. Im tiberkriti-
schen Drehzahlbereich nimmt die radiale Auslenkung aufgrund der Selbstzentrierung
des Schaftes wieder ab, sodass kein Kontaktschluss mehr besteht. Die Selbstzentrierung
tritt infolge des elastischen Werkzeugverhaltens (bzw. elastischer Rotor nach [53]) auf.
Neben der Verwendung eines Fanglagers wird in den bereits genannten Quellen auch

die Nutzung eines fluidgefiillten Hohlschaftes beschrieben. Hierfiir wird der Schaft als
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rohr- bzw. kreiszylinderschalenférmiger Korper ausgefiihrt, wobei der Hohlraum teil-
weise mit einem flieBfdhigen Stoff gefiillt ist. Durch die Fliehkraft, welche infolge der
Rotation auftritt, lagert sich das Fluid kreisringférmig an der Innenlaibung des Schaftes
an. Auf diese Weise kann die Selbstzentrierung im tiberkritischen Drehzahlbereich ver-
stiarkt werden. Als weiterer Vorteil der Fluidbewegung ist die entstehende Reibung und
die damit verbundene Dampfung zu nennen. Experimentelle Untersuchungen zeigen,
dass die Schwingungsamplituden unter Verwendung eines teilweise gefiillten Schaftes
deutlich abnehmen und die Notwendigkeit eines Fanglagers entfallt. Als Fullmedium
sind prinzipiell Flissigkeiten wie auch granulare Stoffe denkbar, wobei sich Letztere
aufgrund starkerer Dampfungswirkung als geeigneter erweisen. Von den in [50] unter-
suchten Fiillmedien fiihrt je nach Schaftgeometrie entweder kugelférmiges Mikroglas
(mittlerer Durchmesser 500 pm) oder Eisenpulver (mittlere Partikelgrofe 100 um) zu
den besten Ergebnissen hinsichtlich des Werkzeugschwingungsverhaltens. Der Damp-
fung kommt auch im unterkritischen Bereich eine wesentliche Bedeutung zu, da hier
die initiale Unwucht durch das Fiillmedium verstiarkt wird. Erst im iiberkritischen Be-
reich wirkt es hinsichtlich der Selbstzentrierung unterstiitzend. Fiir ein weitergehendes
Studium zu den Themen Selbstzentrierung elastischer Rotoren sowie automatisches
Wuchten werden beispielsweise die Werke [40] und [53] empfohlen.

Ein wesentlicher Vorteil der genannten Methode liegt darin, dass kein zusatzlicher Ener-
gieeintrag zum Wuchten erforderlich ist (passives Wuchten). Auflerdem wird nur ein
geringer Bauraum bendtigt, womit sich dieses Verfahren auch fiir Fraser mit geringem
Auflendurchmesser (Ds, ~ 1cm) anwenden lasst. Demgegeniiber stehen aktive Vari-
anten, bei welchen eine zusétzliche Energiequelle notwendig ist. Zum Wuchten eines
elastischen Werkzeuges werden aktive Losungen in [21] sowie [52] vorgestellt. Deren er-
forderlicher Bauraum steht jedoch einer Anwendung fiir die hier diskutierten Werkzeuge
im Wege. Verschiedene Methoden der Schwingungsreduktion werden ebenfalls zur Un-
terdriickung von regenerativem Rattern eingesetzt, wahrenddessen sich das Werkzeug
im Eingriff befindet. Beispiele zur Erweiterung des ratterfreien Anwendungsbereichs

werden in den Quellen [10], [17], [70], [75] und [124] genannt.

Zur Berechnung der dynamischen Eigenschaften lang kragender Werkzeuge stehen be-
reits eine Vielzahl an mechanischen Modellen zur Verfiigung. Die Komplexitat dieser
Modelle unterscheidet sich je nach Anwendung ganz erheblich. Héufiges Ziel ist die
simulative Modalanalyse, wobei im Speziellen die Eigenfrequenzen und auch die dy-
namische Steifigkeit von Interesse sind. Die wohl einfachste Approximation stellt der
Einmassenschwinger dar, wofiir Ersatzkennwerte beziiglich Steifigkeit, Masse und evtl.
Déampfung bestimmt werden miissen. Dieses Modell erlaubt z. B. die Abschatzung der
niedrigsten biegekritischen Eigenfrequenz. Besonders mit Hinsicht auf die Untersuchung
von Ratterschwingungen findet der Einmassenschwinger mit einem oder zwei Freiheits-
graden in der Arbeitsebene Anwendung [51], [124].

Im Vergleich zu diskreten Modellen erlaubt die Kontinuumsmechanik eine detailliertere
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Abbildung, wobei zwischen 1D-, 2D- und 3D-Modellen unterschieden werden kann. Im
Hinblick auf lang kragende Werkzeuge liegt die Verwendung einer eindimensionalen
Balkentheorie nahe. Abhéngig vom Schlankheitsgrad kann sowohl auf schubstarre Mo-
delle nach EULER-BERNOULLI (vgl. [1], [49], [50]) oder schubweiche Formulierungen
(nach [76], [131]) zuriickgegriffen werden. Zu Letzteren gehort z. B. die Theorie nach
TIMOSHENKO, welche Schubverformungen erster Ordnung beriicksichtigt.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Verschiebung am Werkzeug nicht ausschliefSlich
auf dessen Deformation zuriickzufiihren ist. In [88] wird auf den Einfluss der Verdre-
hung und Verbiegung des Spannfutters sowie die Relativbewegung zwischen Werkzeug
und Spannfutter eingegangen. Jedoch wird die Werkzeugverschiebung um so stérker
von der eigenen Deformation dominiert, je geringer der zugehorige Durchmesser aus-
fallt. Nicht unerwahnt soll auch die endliche Steifigkeit der Spindel und des Gestells der
Werkzeugmaschine bleiben. Messungen am ruhenden Werkzeugsystem hinsichtlich des
Spannfuttereinflusses auf die niedrigste Biegeeigenfrequenz werden in [1] vorgestellt.
Erwartungsgeméafl fiihrt eine Zunahme der Spannfutterlange Lgg zur Absenkung der
niedrigsten biegekritischen Eigenfrequenz. Der Einfluss des Spannfutters nimmt mit zu-
nehmendem Schlankheitsgrad des Werkzeuges tendenziell ab, was sich mit den in [8§]
getdtigten Aussagen deckt.

In der Literatur lassen sich zahlreiche Arbeiten zur Dynamik ruhender sowie rotierender
Schalen (2D-Modelle) finden (allgemeine Werke: [6], [36], [61], [62], [107]). Diese Mo-
delle erweisen sich als besonders interessant fiir den Fall, dass ein Hohlschaft betrachtet
wird. Auch beziiglich der Schale kann zwischen schubstarren (vgl. [63], [92], [95]) oder
schubweichen Formulierungen [91] unterschieden werden. Dabei stellt die KIRCHHOFF-
LovEe-Schalentheorie das zweidimensionale Pendant zum EULER-BERNOULLI-Balken
dar. Gleiches gilt fiir die Theorien nach MINDLIN-REISSNER und TIMOSHENKO. Fiir
den Fall, dass rotierende Schalen betrachtet werden, spielen geometrische Nichtlineari-
taten eine besondere Rolle. Bei den aufgefithrten Quellen handelt es sich um allgemeine
Betrachtungen ohne jeglichen Bezug zu Friasern mit Hohlschaft.

Abschlieflend soll auch die Modellierung mittels dreidimensionaler Modelle angespro-
chen werden. Dieser Modellierungstyp erlaubt die Abbildung komplexer geometrischer
Formen, wodurch sich auch CAD-Daten einbeziehen lassen. Dabei kommen in der Re-
gel numerische Losungsverfahren wie die Methode der finiten Elemente (FEM) zum
Einsatz. Entsprechend vielfaltig sind auch die Anwendungsmoglichkeiten und Publi-
kationen, welche sich in diesem Zusammenhang finden lassen. Als Beispiel seien die
Quellen [71] und [128] aufgefiihrt, welche jeweils ein 3D FE-Modell zur numerischen
Modalanalyse eines Schaftfrasers verwenden. Die daraus gewonnen Ergebnisse werden
anschliefend zur Erstellung von Stabilitdtskarten fiir die ratterfreie Bearbeitung ge-

nutzt.
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1.3. Thema und Aufbau der Arbeit

Wesentliches Ziel dieser Arbeit ist die Bereitstellung verschiedener kontinuumsmechani-
scher Berechnungsmodelle fiir lang kragende Werkzeuge beim HSC-Frasen. Im Vorder-
grund dabei steht die Verwendung von Hohlschéften, die zum Zweck des automatischen
Wuchtens mit einem flieffahigen Medium gefiillt sind. Untersucht werden soll der Ein-
fluss einer potentiellen Unwucht sowie des Fiillmediums auf die Dynamik des Werkzeu-
ges. Die zur Modellbildung und Loésung notwendigen theoretischen Grundlagen werden
in Kapitel 2 behandelt.

In Kapitel 3 erfolgt die Abbildung des Werkzeugschaftes als Balkenmodell. Hierfir wird
die Verformungskinematik genauer betrachtet und die damit einhergehenden Verzer-
rungsmafe bereitgestellt. Mit Hilfe des Prinzips von HAMILTON wird anschliefend die
Variationsformulierung hergeleitet. Zum einen wird zwischen schubstarrer und schub-
weicher Balkentheorie unterschieden (EULER-BERNOULLI, TIMOSHENKO), zum ande-
ren bzgl. linearer sowie nichtlinearer Formulierung der Verzerrungen.

Essentieller Bestandteil ist die Unwuchtmodellierung mit Hilfe eines stochastischen
Ansatzes nach WEDIG und DIMENTBERG, wie er z. B. in [119], [120] und [121] an-
gewendet wird. Infolgedessen erweisen sich charakteristische Groflen wie die Eigenfre-
quenzen nicht ldnger als deterministische Werte, sondern als Zufallswerte. Die Orts-
diskretisierung der problembeschreibenden Differentialgleichungen erfolgt sowohl mit
einem globalen RITZ-Ansatz als auch lokal unter Verwendung der FEM.

Das Kapitel endet mit der Darstellung und Diskussion verschiedener Parameterstudi-
en des ruhenden sowie rotierenden Werkzeuges. In diesem Zusammenhang wird neben
den Eigenfrequenzen und deren Abhéngigkeiten auch auf die stationidre Deformation
unter Fliehkraftbelastung, Zeitlosungen sowie den Einfluss der Schubdeformation und

Nichtlinearitdten eingegangen.

Daran anschlieBend wird in Kapitel 4 der Werkzeugschaft als Schale abgebildet. Die
prinzipielle Herleitung der Variationsformulierung und die Losung der daraus hervor-
gehenden Differentialgleichungen erfolgt in Analogie zum Balkenmodell. Dabei wird
erneut eine Unterscheidung beziiglich des Schubverhaltens (KIRCHHOFF-LOVE,
MINDLIN-REISSNER) und geometrisch linearen sowie nichtlinearen Verzerrungen vor-
genommen.

Prasentiert werden Berechnungsergebnisse fiir den ruhenden sowie rotierenden Schaft
mit und ohne Ausgleichsmasse. Besonderes Augenmerk wird auf die Eigenfrequenzen
und deren Abhéangigkeit von der Winkelgeschwindigkeit gelegt, wobei auch Messergeb-
nisse vergleichend Beriicksichtigung finden. Ferner werden Stabilitatskarten angegeben,

die in Bezug auf eine lineare Modellierung von Interesse sind.

Den Abschluss dieser Arbeit bildet Kapitel 5, worin eine Zusammenfassung und ein

Ausblick zu moglichen Folgeuntersuchungen gegeben wird.
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2. Theoretische Grundlagen

2.1. Kontinuumsmechanische Grundbegriffe

Zur Beschreibung der Kinematik eines deformierbaren Korpers werden an dieser Stelle
einige kontinuumsmechanische Grundbegriffe erlautert. Die Angaben in diesem sowie
dem folgenden Unterkapitel beziehen sich auf die Werke [5], [11] und [127], welche auch
zum weiterfithrenden Studium empfohlen werden.

Der hier verwendete Begriff Kontinuum beschreibt eine Menge materieller Teilchen,
die ein stetiges Volumen (Korper) bilden. Weiterhin kénnen jedem Punkt des Konti-
nuums gewisse Eigenschaften zugeordnet werden. Im Falle einer raumlichen und/oder
zeitlichen Verteilung werden diese auch als Feldgréflen bezeichnet. Dabei treten so-
wohl skalare GroBen (z.B. Temperaturverteilung) als auch gerichtete Grofien (z.B.
Spannungsverteilung) auf. Letztere werden wiederum von Tensoren der entsprechen-
den Stufe beschrieben.

Die Identifikation eines Teilchens erfolgt zu jedem Augenblick iiber dessen Ortsvektor
7 = x;€;. Bei doppelt auftretenden Indizes gilt hier, wie auch im weiteren Verlauf, die
EINsTEINsche Summenkonvention. Infolge derer werden die doppelten Indizes von eins
bis drei aufsummiert. Bei den Koordinaten z; (Xj,t) des Ortsvektors handelt es sich
um Funktionen in Abhéngigkeit der Anfangskoordinaten X; und der Zeit ¢. Fir den
Fall, dass diese Identifikationsvorschrift zu jedem Zeitpunkt invertierbar und stetig dif-
ferenzierbar ist, wird sie als Konfiguration bezeichnet. Daraus leitet sich ab, dass ein
Teilchen nicht an mehreren Orten gleichzeitig sein kann. Ebenso kénnen nicht mehre-
re Teilchen zu einem Zeitpunkt dieselbe Position teilen (Durchdringung), da dies die
eindeutige Zuordnung zwischen den Teilchen verschiedener Konfigurationen behindert.
Abbildung 2.1 zeigt ein Kontinuum in zwei unterschiedlichen Konfigurationen. Zum
Zeitpunkt t = tqg = 0 befindet sich das Kontinuum in seiner Ausgangs- bzw. Refe-
renzkonfiguration. Die Position samtlicher Teilchen wird allein durch deren Anfangs-
koordinaten beschrieben. Zu einem beliebigen darauffolgenden Zeitpunkt ¢t = t; > t,
nimmt das Kontinuum eine Momentankonfiguration ein. Somit ergibt sich die Bewe-

gung des Kontinuums durch eine zeitlich stetige Abfolge von Konfigurationen.

Zur Beschreibung der Bewegung sind unterschiedliche Betrachtungsweisen moglich. Die
Varianten nach LAGRANGE und EULER werden dabei am héufigsten genutzt. Bei Ers-
terer sind die Werte fiir X; (LAGRANGE-Koordinaten) zeitlich konstant, wodurch der
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Ausgangskonfiguration fiir ¢ = ¢,

il

A Momentankonfiguration fir ¢ = ¢; > g

Abb. 2.1.: Ubergang eines Kérpers von der Ausgangs- bzw. Referenzkonfiguration hin
zur Momentankonfiguration.

Beobachter einem bewegten Teilchen folgt und dessen Eigenschaftsénderungen sieht.
Letztere zeichnet sich dadurch aus, dass die Werte fur z; (EULER-Koordinaten) zeitlich
konstant sind und der Beobachter seine Position beibehalt. Dadurch werden verschie-

dene Teilchen und deren Eigenschaften betrachtet, die den Beobachtungsort passieren.

Je nach Anwendungsgebiet eignet sich eine Variante mehr als die andere. Bei stro-
mungsmechanischen Problemen wird héufig die EULERsche Betrachtungsweise bevor-
zugt, um bestimmte Stréomungseigenschaften (z. B.: Druck, Temperatur, Geschwindig-
keit) an einem festen Punkt zu untersuchen. In der Festkorpermechanik ist die LA-
GRANGEschen Betrachtungsweise verbreiteter. Dies begriindet sich damit, dass der
Anfangszustand eines Korpers in der Regel bekannt und dessen zeitliche Anderung
von Interesse ist. Es miissen demnach sdmtliche Teilchen der Anfangskonfiguration in
die gesuchte Momentankonfiguration tiberfiihrt werden. Ebenso wirkt sich die Wahl
der Betrachtungsweise auf mogliche Zeitableitungen aus. Fiir die Beschreibung mit
LAGRANGE-Koordinaten gilt fiir die teilchenfeste Zeitableitung
dr(X;,t)  Or(X;,t)

L‘: f— 2.].
" dt ot (2.1)

und bei der Wahl von EULER-Koordinaten fiir die ortsfeste Zeitableitung

ar\TL Y 2.9
dt ot R o, (2:2)

r=

Bei Letzterem setzt sich die Zeitableitung aus einem lokalen und konvektiven Anteil
zusammen. Da in dieser Arbeit ausschliefilich die LAGRANGEsche Betrachtungswei-
se Verwendung findet, werden nachfolgend nur die dafiir notwendigen Grundbegriffe
erklart. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Verformungskinematik. Dazu wird
erneut Abbildung 2.1 betrachtet. Mit den Punkten Py und P; wird dasselbe materielle
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Teilchen in der Ausgangs- und Momentankonfiguration bezeichnet. Der Verschiebungs-

vektor zwischen den beiden Punkten ist mit
ﬁpop1 = U; (Xj,t)é;‘ = [l’z (Xj,t) —Xz]e_; (23)

definiert. Die Verschiebungen u; lassen sich, wie eingangs schon fiir die EULER-Koordi-
naten x; erwdahnt, in Abhéngigkeit der LAGRANGE-Koordinaten und der Zeit t angeben.
Infolge der Kontinuumsbewegung ergibt sich der Deformationsgradient zu

F:Fije,-®ej:V®rp1:anei®ej:<8Xj—|—5ij>ei®ej. (24)
Bei der Gradientenbildung wird jede Komponente des Vektors 7p, nach jedem X;
differenziert. Mathematisch ldsst sich der Gradient als dyadisches Produkt (®) des
NABLA-Operators V mit dem dazugehorigen Vektor darstellen. Auflerdem wird in Glei-
chung (2.4) das KRONECKER-Delta

1, firi=y
0, firi+#j

eingefiihrt, welches die Koordinaten des Einheitstensors zweiter Stufe E beschreibt.

Unter Beachtung dessen, kann Gleichung (2.4) zu
F = E + 6 ® FPOPl (26)

umgeformt werden. AnschlieBend wird der Rechts-CAUCHY-GREEN-Deformations-
tensor mit
P=Péei®é;=F" - F=F,F;é®e¢ (2.7)

berechnet. Bei dem linksseitigen Skalarprodukt () des Deformationsgradienten mit sei-
ner Transponierten ist auf die Reihenfolge zu achten. Bei der Umkehr der Reihenfolge
(rechtsseitige Multiplikation mit der Transponierten) ergibt sich die Berechnungsvor-
schrift des Links-CAUCHY-GREEN-Deformationstensors, der zur EULERschen Betrach-
tungsweise gehort. Im nachsten Schritt wird der LAGRANGEsche Verzerrungstensor

(P —E) =3 (P —d) €& ® ¢ (2.8)

€E=¢€;6Q¢ =

N —
N —

definiert. Der Verzerrungstensor ist im Allgemeinen symmetrisch, sodass €;; = €j; gilt.
Fiir kartesische Koordinaten léasst sich zwischen den Verzerrungen und den Verschie-

bungen der Zusammenhang

= ; <6ui Ou;  Ouy 8uk> (2.9)

0X; | 0X, | 0X,0X,
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angeben. Bei den meisten technischen Anwendungen wird vorausgesetzt, dass die auf-
tretenden Verschiebungsgradienten gering sind und somit nur die linearen Anteile in
Gleichung (2.9) berticksichtigt werden. Bei grofieren Deformationen oder auch bei der
Modellierung spannungsversteifender Einfliilsse gewinnen die nichtlinearen Anteile je-

doch an Bedeutung.

2.2. Spannungen und konstitutive Gleichungen

Die Beanspruchung eines festen Korpers fithrt zu Reaktionen im Inneren. Zur ndheren
Erlauterung ist in Abbildung 2.2 ein Korper dargestellt, welcher in zwei Teile geschnit-
ten wurde. Die Form des Korpers, dessen Lagerung und auch die &uflere Beanspruchung

(gegeben durch den Vektor fuy) sind als beliebig anzuschen.

Y

VN

Abb. 2.2.: Darstellung des Normalenvektors 77 und Spannungsvektors ¢ fiir einen ge-
schnittenen Korper unter Beanspruchung.

n

Die Orientierung des Schnittes wird mit dem Normalenvektor 77 festgelegt. Weiterhin
bezeichnet ¢ den Spannungsvektor, welcher die innere Kraftreaktion bezogen auf die
Schnittflache wiedergibt. Das Antragen der Vektoren erfolgt an beiden Schnittufern
nach dem dritten NEWTONschen Axiom paarweise entgegengesetzt. Wird nur ein dif-

ferentielles Element und nicht die gesamte Schnittflache betrachtet, so gilt

g dﬁnt
r= . (2.10)
dA

Hierin kennzeichnen d ﬁm und dA die differentiellen Groflen fiir den Schnittkraftvektor
und die Schnittflache. Die Richtungsabhéngigkeit des Spannungsvektors ist der Grund,
warum sich der allgemeine Spannungszustand innerhalb eines Punktes nicht iiber einen
einzelnen Vektor abbilden lasst. Es ist jedoch moglich, den Spannungszustand anhand
dreier Spannungsvektoren zu ermitteln, deren Schnittflichen durch jeweils orthogonale

Normalenvektoren beschrieben werden. Mit den Komponenten der drei Spannungsvek-

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



2.2. Spannungen und konstitutive Gleichungen 15

toren folgt der Zusammenhang

Dabei bezeichnet o den Spannungstensor, welcher den jeweiligen Zustand in einem
Punkt vollstdndig beschreibt.

Die vorausgegangenen Angaben wurden unabhingig von den beiden eingefithrten Be-
trachtungsweisen vorgenommen. In Bezug auf die Spannungen erscheint es sinnvoll
die momentane Konfiguration, beschrieben durch die EULERschen Koordinaten, zu
verwenden. Infolgedessen gibt o die wahren Spannungen wieder und wird auch als
CAucHYscher Spannungstensor bezeichnet. Gleiches gilt fiir den Schnittkraft- sowie
Spannungsvektor, welche sich in diesem Zusammenhang auf die momentane Schnitt-
flache beziehen.

Erfolgt die Beschreibung mittels LAGRANGE-Koordinaten, was im weiteren Verlauf
dieser Arbeit der Fall ist, so miissen das Flachenelement und der zugehorige Schnitt-
kraftvektor in den Ausgangszustand transformiert werden. Damit ergibt sich zunéchst

der unsymmetrische erste P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

(2

F=7;606=dt(F)F ' -0="LF"0,¢¢ (2.12)
P
und anschlieend der symmetrische zweite PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

T=T,;6®€eE ="T- <FT)71 = det (F) F'!l.o- (FT) ' pOFlk O'lel € ® €j.
g (2.13)
Die angewendeten Transformationen erfolgen ausschliellich tiber den Deformationsgra-
dienten. Aufgrund der geforderten Massenkontinuitat wahrend der Deformation kann
dessen Determinante mit dem Quotienten py/p angegeben werden. Darin kennzeichnet
po und p die Dichte in der Referenz- sowie Momentankonfiguration. Néhere Informa-

tionen dazu kénnen [11] und [127] entnommen werden.

Nachdem die Beziehungen der Spannungen bekannt sind, erfolgt die Angabe der konsti-
tutiven Gleichungen unter der Voraussetzung elastischen Materialverhaltens. Dadurch
speichert der Korper wahrend seiner Deformation potentielle Energie, die nach dem
Wegfall der Beanspruchung freigegeben wird und der Koérper in seine Anfangskonfi-
guration zurtickkehrt. Die volumenbezogene Dichte der gespeicherten Energie kann in
integraler Form mit
Epo (€)= [[x(€) - Jae (2.14)
e
und in differentieller Form mit
T = aESOt (2.15)
e

angegeben werden. Wird Gleichung (2.14) in einer TAYLOR-Reihe entwickelt, so ergibt
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sich nach Abbruch des quadratischen Gliedes

OF 1 O*E*
* * pot pot
EPOt E =e€o + ( €:€o> et 56 . < 0e? .

pot e

oe

—_—
=Ty

) ) e+ 09 (e). (2.16)

Die Glieder nullter und erster Ordnung in Gleichung (2.16) kénnen vernachlassigt wer-
den. Begriindet wird dies mit der Beliebigkeit des Anfangs- bzw. Referenzzustandes,
der hier durch den Nulltensor fiir die Verzerrungen €, = 0 sowie Spannungen Tty = 0

beschrieben wird [5]. Mit dem verbleibenden Term zweiter Ordnung gilt

1 ( 82Egot

e -WC . .e. (2.17)

1
E* - .. -
€ oe? e€0> ¢ 2 —

pot 2

Der Steifigkeitstensor (Y C = Cijrl € ® €; ® €, ® €7 vierter Stufe besitzt 81 Koordinaten,

die sich mit P
pot 2.18
8% 8ekl ( )

angeben lassen. Die Symmetrien von Spannungs- sowie Verzerrungstensor wirken sich

Ciji =

auch auf den Steifigkeitstensor aus, sodass Cijx = Cjim und Cijiy = Cie gilt. Mit
dem Satz von SCHWARZ, welcher eine beliebige Reihenfolge der Differentiationen in
Gleichung (2.18) fordert, folgt zusétzlich Cjj = Ci;. Die Anzahl der unabhéngigen
Koordinaten reduziert sich damit von urspriinglich 81 auf 21 im allgemeinen anisotro-
pen Fall.
In dieser Arbeit wird ausschliefllich linear elastisches und isotropes Materialverhalten
nach HOOKE betrachtet. Dies hat zur Folge, dass sich der Steifigkeitstensor auf zwei
unabhingige Materialparameter reduziert und mit Hilfe der beiden LAMEschen Kon-
stanten
L, = vE sowie Lo = L
(1+v)(1—2v) 2(1+v)

ausdriicken lasst. Bei technischen Anwendungen werden die LAMEschen Konstanten in

(2.19)

der Regel durch den Elastizitdtsmodul £ und die Querkontraktionszahl v ausgedriickt.
Damit ergeben sich die konstitutiven Gleichungen zwischen Spannungen, Verzerrungen
und Materialkennwerten zu

— — v — —
T = Ti € (0% €; = <€ij + 1_2V5ij€k/€> € €;. (220)

14+v
Abschlieflend soll noch die in einem deformierten elastischen Koérper gespeicherte poten-
tielle Energie definiert werden. Mit den vorangegangenen Betrachtungen beziiglich des
Zusammenhangs zwischen Spannungen und Verzerrungen sowie mit Gleichung (2.17)

ergibt sich

1 1
[ g2 RCPs. _ 2
Epot —/Epotdv 2\//<e AV = 2v/ € 1) (2.21)
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2.3. Prinzip von Hamilton 17

fir die potentielle Energie [11], [127]. Diese Angabe stellt eine der zentralen Groflen
zur Auswertung analytischer Methoden dar, worauf im anschlieBenden Unterkapitel

eingegangen wird.

2.3. Prinzip von Hamilton

In der Mechanik existieren unterschiedliche Varianten zur Formulierung von Anfangs-
Randwert-Problemen. Ublicherweise wird zwischen synthetischen und analytischen Ver-
fahren unterschieden. Synthetische Methoden basieren auf dem Freischneiden von Kor-
pern oder differentiellen Elementen. Anschliefend kommt es zur Auswertung der dazu-
gehorigen Impuls- sowie Drallsidtze und der Einarbeitung von geometrischen und dy-
namischen Randbedingungen. Abweichend dazu liegen analytischen Methoden Axiome
zugrunde, die mit Hilfe von Funktionalen beschrieben werden. Die Auswertung der
Funktionale kann z. B. unter Verwendung von energetischen Ausdriicken erfolgen. Da-
bei erweist es sich als Vorteil, dass die dynamischen Randbedingungen in der Formu-
lierung bereits enthalten sind und keine zusétzliche Beriicksichtigung erforderlich ist.
Weiterhin gestaltet sich der Umgang mit skalaren Funktionalen oftmals angenehmer
als die Auswertung vektorieller Beziehungen infolge des synthetischen Vorgehens. Dies
ist auch der Grund, warum in den anschliefenden Kapiteln hauptséchlich analytische
Betrachtungen in Form des Prinzips von HAMILTON Anwendung finden. Als weiter-
fithrende Literatur zu diesem Thema werden die Werke [87] und [118] empfohlen, die

auch Grundlage fiir die nachfolgenden Angaben sind.

Zunéchst sollen die Begriffe der virtuellen Verriickung und die damit verbundene vir-
tuelle Arbeit erklért werden. Bei der virtuellen Verriickung handelt es sich um eine
gedachte virtuelle Anderung des Zustands eines Systems bei festgehaltener Zeit. Diese
virtuelle Zustandsanderung muss den kinematischen Bindungen des Systems gentigen
und beinhaltet im Allgemeinen sowohl Translationen wie auch Rotationen. Fiir den Fall,
dass am System duflere Krafte und Momente angreifen, wird deren Wirkung durch die

zugehorige virtuelle Arbeit berticksichtigt.

Ausgangspunkt fiir das Prinzip von HAMILTON, wie auch fiir einige andere Methoden
der Mechanik, ist das LAGRANGE-D’ ALEMBERT-Prinzip

oW = [ o -o7av. (2.22)
\%

Es kennzeichnen dW die virtuelle Arbeit der aufleren und inneren Kréfte, p die bereits
eingefiihrte Massendichte, 07 die virtuelle Verriickung und 75 den Beschleunigungsvek-
tor. Zur Abkiirzung wird an dieser Stelle fiir die partielle Zeitableitung 0(...)/0t = (...) .
eingefithrt. Das Volumenintegral auf der rechten Seite beschreibt somit die Wirkung

der Tréagheiten.
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Wird das LAGRANGE-D’ALEMBERT-Prinzip fiir Starrkorper ausgewertet, entféllt die
Forménderungsarbeit in 6WW und es ergibt sich das Prinzip von D’ALEMBERT in der
LAGRANGEschen Fassung. Werden hingegen die Tragheiten in Gleichung (2.22) ver-
nachlassigt, folgt daraus das Prinzip der virtuellen Arbeit fiir statische Problemstel-
lungen.

Fiir das Prinzip von HAMILTON sind weitere Anpassungen beziiglich Gleichung (2.22)
notwendig. Die virtuelle Verriickung ist in diesem Zusammenhang als materielle Varia-
tion zu verstehen. Damit sind zur Bestimmung von §7 nicht nur die Zeit ¢ festzuhalten,
sondern auch das materielle Teilchen und die dazugehorigen LAGRANGE-Koordinaten.
In dieser Arbeit wird fortan nicht zwischen virtueller Verriickung und materieller Varia-
tion unterschieden, wodurch beide Begriffe als Synonyme aufzufassen sind. Im néachsten

Schritt wird das Volumenintegral der Trégheiten gemafl

_ 4 _ _
/pf:tt-(Sf'dV _ @/pﬁt-émv_ /pf:t o7, AV
Vv 1% Vv

—_————
=6Exin

(2.23)

angepasst, sodass die Variation der kinetischen Energie 6 Fy;, auftritt. AnschlieBend

erfolgt die Darstellung von Gleichung (2.22) in integraler Form

t1 ty
/(5Ekm+5W) dt:/(i/pﬁt-éfdf/) dt:/pﬁt-&?df/

to to \%4 \%

. (2.24)

sodass ein Funktional entsteht und dessen Wert durch Variation minimiert werden
kann. Die darin enthaltenen Zeitrander t; und ¢; konnen beliebig gewahlt werden.
Als entscheidend erweist sich, dass fiir die virtuellen Verriickungen 67, = 7, = 0
gilt, woraufhin die rechte Seite des umgeformten LAGRANGE-D’ALEMBERT-Prinzip
verschwindet. Abschlieend wird noch festgelegt, dass aus dW der konservative Anteil

mit —FEpq herausgelost wird, sodass sich
t1 t1
5 / (B — Boo) dt + / SWdt = 0 (2.25)
to to

ergibt. Darin kennzeichnet E, die potentielle Energie infolge einer Verformung, wie
sie z. B. mit Gleichung (2.21) bestimmt werden kann. Die Differenz aus kinetischer und

potentieller Energie wird als LAGRANGE-Funktion bezeichnet.

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



2.4. Losungstheorie 19

2.4. Losungstheorie

2.4.1. Anfangswertprobleme

Anfangswertprobleme werden definiert durch zeitabhéangige Differentialgleichungen und
einem vollstandigen Satz an Anfangsbedingungen. Die hier aufgefithrten Methoden zur
Losung beschrianken sich auf lineare Problemstellungen mit konstanten Koeffizienten.
Da in dieser Arbeit auch nichtlineare Differentialgleichungen betrachtet und gelost wer-
den, ist im Vorfeld eine Linearisierung erforderlich. Falls nicht anders gekennzeichnet,

beziehen sich die folgenden Erlduterungen auf die Werke [15] und [87].
Mechanische Systeme lassen sich unter den eben genannten Voraussetzungen allgemein

mit

( ) fl;xt(t)a (T;]FE Rna
M,D,G,C,Z € Rvn

[(t) +(C +Z)-

Jt=0)=d, qt=0)=d (2.26)

'Ql ’Ql

beschreiben. Dabei handelt es sich um ein Differentialgleichungssystem 2. Ordnung in
Matrix-Vektor-Darstellung. Es kennzeichnen ¢ den Vektor der Freiheitsgrade, @ sowie
¢ die zugehérigen Zeitableitungen und ﬁ;xt den dufleren Anregungsvektor. Die An-
fangsbedingungen fiir Auslenkung und Geschwindigkeit sind mit den Vektoren ¢ und
@ gegeben. Wahrend die beschleunigungsproportionalen Krafte und Momente auf eine
symmetrische Massenmatrix M fithren, ist dies bei den geschwindigkeits- sowie aus-
lenkungsproportionalen Termen im Allgemeinen nicht der Fall. An dieser Stelle wird
Gebrauch davon gemacht, dass sich quadratische Matrizen in symmetrische und schief-
symmetrische Anteile aufspalten lassen. Wahrend Erstere auf die Dampfungsmatrix
D sowie die Steifigkeitsmatrix C fiihren, entsprechen Letztere der gyroskopischen Ma-
trix G und der zirkulatorischen Matrix Z. Abgesehen von der Symmetrieeigenschaft
konnen den jeweiligen Matrizen auch unterschiedliche physikalische Bedeutungen zu-
gewiesen werden. So beeinflussen die Dampfungsmatrix wie auch die zirkulatorische
Matrix den Energieinhalt des Systems. Sie kénnen dabei sowohl dissipierend als auch
anfachend wirken. Demgegeniiber verhalten sich die gyroskopische Matrix als auch die

Steifigkeitsmatrix energieneutral, was ebenfalls auf die Massenmatrix zutriftt.

Nachfolgend soll die Losung von Anfangswertproblemen anhand von Systemen erster
Ordnung behandelt werden. Dazu wird von der Moglichkeit Gebrauch gemacht, Sys-
teme hoherer Ordnung in ein System erster Ordnung umzuschreiben. In Bezug auf

Gleichung (2.26) erfolgt zunéchst die Umstellung nach dem Beschleunigungsvektor
e -M1(C+Z)g-M-(D+G)-¢ (2.27)

woraus sich die Notwendigkeit einer regularen Massenmatrix ergibt. Anschliefend wird
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der Zustandsvektor

q

7= ﬁ (2.28)

eingefiihrt, womit ein System erster Ordnung

q 0 E q 0 Z, 7 € R,
N 1 -1 ot -1 7 | 2nx2
q —M (C+Z) -M (D+G) q M 'fext A € Rexen
~~
=Z(t) =A =Z(t) =i(t)

(2.29)
resultiert. Darin beschreiben 7 und # den Zustandsvektor sowie dessen Zeitableitung,
A die Systemmatrix und « den aufleren Anregungsvektor. Ferner treten als Eintrige
die Nullmatrix 0, die Einheitsmatrix E und der Nullvektor 0 auf. Zusammen mit dem
Anfangszustand Z (t = 0) = 7 ergibt sich ein vollstdndiges Anfangswertproblem erster
Ordnung. Es ist anzumerken, dass sich durch die Ordnungsreduktion die Anzahl der
Systemgleichungen verdoppelt. Die beschriebene Darstellung wird auch als Zustands-
form bezeichnet und ist fiir lineare Differentialgleichungssysteme beliebiger Ordnung
anwendbar.

Fir die zugehorige Zeitlosung kann zwischen dem homogenen und partikuldren Anteil
Ty(t) und Z,(t) unterschieden werden. Aufgrund der Linearitét gilt das Prinzip der
Superposition, sodass sich die Gesamtlosung aus der Summe beider Anteile zusam-

mensetzt.

Homogene Losung

Die homogene Losung beschreibt das Eigenverhalten des Systems infolge der Anfangs-
bedingungen. Eine duflere Anregung liegt nicht vor, sodass (t) = 0 gilt. Folglich lautet

das homogene Problem

7 € RY,

(2.30)
welches sich aus N Zustandsgleichungen sowie Anfangsbedingungen zusammensetzt.
Die Losung kann mit unterschiedlichen Methoden erfolgen. Neben dem klassischen
Verfahren auf Grundlage der Eigenwerttheorie besteht die Moglichkeit das Problem
mit Hilfe der Uberfithrungsmatrix zu lésen. Auf Letzteres wird an dieser Stelle genauer
eingegangen. Hierfiir wird vorausgesetzt, dass sich N unabhéngige Losungsvektoren
Z;(t) fiir das Anfangswertproblem (2.30) finden lassen. Infolgedessen bildet auch jede

beliebige Linearkombination dieser Vektoren eine homogene Losung

N
=1
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Wie bereits angegeben, lasst sich die Linearkombination in Matrix-Vektor-Schreibwei-
se darstellen. Darin kennzeichnen X(t) = [fl (t), Zo(t), - - - ,EN(t)} eine Fundamental-
matrix und ¢ einen Konstantenvektor, dessen Elemente die jeweiligen Losungsanteile
wichten. Diese allgemeine homogene Losung ist anschliefend mit Hilfe des Anfangszu-

standes Ty zu spezifizieren, wofir

=X,
gelten muss. Wird der damit bekannte Konstantenvektor in Gleichung (2.31) eingesetzt,

so ergibt sich

Zu(t) = X(t) - Xq ' T = B(t) - To. (2.33)

Demzufolge setzt sich die homogene Losung aus dem Anfangszustand und der Uber-
fihrungsmatrix ®(t) zusammen.
Zur Bestimmung der Uberfithrungsmatrix haben sich mehrere Methoden etabliert, wel-

che die Nutzung der Exponentialfunktion in unterschiedlicher Weise vereint:

o Eigenwerttheorie:
Mit Hilfe des Ansatzes

T(t) = k e (2.34)

und der Gleichung (2.30) ergibt sich das korrespondierende Eigenwertproblem
[A —\E]k =0 (2.35)
Dessen nichttriviale Losung
det (A —AE) =0 (2.36)

liefert N Eigenwerte );, welche wiederum mit den vorausgegangenen Gleichun-
gen (2.35) und (2.34) die Eigenvektoren k; sowie homogenen Losungsanteile ;(£)
nach sich ziehen. Letztere sind linear unabhéngig und kénnen zum Aufbau der
Fundamentalmatrix und anschlieBend zur Berechnung der Uberfiihrungsmatrix
genutzt werden. Treten mehrfache Eigenwerte auf, so ist der Ansatz nach Glei-
chung (2.34) gegebenenfalls anzupassen, worauf an dieser Stelle jedoch nicht né-

her eingegangen wird.

o Matrix-Exponentialfunktion:

Eine zweite Variante, welche die Losung des Eigenwertproblems umgeht, nutzt

direkt fiir die Uberfithrungsmatrix den Ansatz

B(t) = et (2.37)
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Mit der Definition der Matrix-Exponentialfunktion als unendliche Reihe

A =3 A (2.38)
i=0
gilt
de(?) At
— A 2.39
= A, (239)

wodurch Gleichung (2.37) das homogene Problem (2.30) spaltenweise erfiillt. Zur
Losung dieser konvergenten Reihe kommen in der Regel numerische Verfahren
zum Einsatz. In [15] wird ein analytisches Vorgehen beschrieben, welches auf

dem Spektrum (Menge der Eigenwerte) des Produktes At basiert.

Die homogene Losung auf Grundlage der Eigenwerttheorie bietet sich an, wenn Eigen-
werte und -vektoren ohnehin von Interesse sind. Andernfalls liegt es nahe, unter Ver-

wendung der Matrix-Exponentialfunktion die Uberfithrungsmatrix zu berechnen.

Partikulare Losung

Die partikulére bzw. inhomogene Losung #,(¢) von Gleichung (2.29) beschreibt die
Zwangsbewegung des Systems infolge der dufleren Anregung (¢) und kann durch Va-

riation der Konstanten mit dem Ansatz
Zp(t) = ®(t) - &(t) (2.40)

berechnet werden. Eingesetzt in das inhomogene Differentialgleichungssystem (2.29)

ergibt sich

Bolt) = B(1) A+ B(0)-E0) = A B(0)-2(0) + 7). (2.41)
—A-B(1)

Wegen Gleichung (2.39) erfiillt ®(¢) das homogene System. Die linksseitige Multiplika-
tion mit der inversen Uberfiihrungsmatrix und die anschlieBende Zeitintegration fiithren

auf

a(t) = / &1(D) - (D) di (2.42)

und damit

(1) = ®(1) - / ®L(1) - (D) df. (2.43)
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Wie sich anhand der Definition (2.37) einfach zeigen lisst, gilt ® ' (t) = ®(—t) sowie
B(t1) - P(ty) = P(t1 + t2) und folglich

Z,(t) = / &(t — 1) - (D) di. (2.44)

Die partikulare Losung entspricht der verallgemeinerten Form des DUHAMELschen Fal-

tungsintegrals, wobei ® (¢ — t) die Matrix der Gewichtsfunktionen darstellt.

Numerische Integration

Neben den bereits besprochenen analytischen Verfahren zur Losung eines Anfangswert-
problems, wird an dieser Stelle auf die numerische Auswertung eingegangen. Aufgrund
der Vielzahl an Verfahren, die hierfiir zur Verfiigung stehen, ist nur die Behandlung
der wesentlichen Grundlagen moéglich. Als weiterfithrende Literatur wird neben den
bereits genannten Quellen [15], [87] auch [14] sowie [86] empfohlen, welche Grundlage
der nachfolgenden Angaben sind.
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist Gleichung (2.29), wobei die rechte Seite allge-
mein als Funktion des Zustandsvektors und der Zeit betrachtet wird. Daraus resultiert
die Darstellung

Ft)=A-T+a(t) = f(T(t),1), (2.45)
welche auch nichtlineare Zusammenhénge beinhalten kann. Der Anfangszustand 7
muss zur Vollstdndigkeit gegeben sein. Die Losung des Problems erfolgt nicht konti-
nuierlich, sondern an diskreten Zeitpunkten ¢;. Die Zustandsianderung zwischen zwei

Zeitpunkten lasst sich mit

tit1 tit1
B — B = / FEOD) T = Fn=a+ / F(7(6),1) dt (2.46)
ti t;
beschreiben. Zunéchst soll auf sogenannte Einschrittverfahren eingegangen werden, um
das in Gleichung (2.46) vorkommende Integral ndherungsweise zu l6sen. Dabei werden
Quadraturformeln ausgewertet, die lediglich auf den aktuellen Zustand z; und den zuge-

horigen Zeitpunkt ¢; zugreifen. Die einfachste Moglichkeit dafiir stellt die Rechteckregel

—_——— .
=At
dar. Die Zeitschrittweite ist mit At gegeben, wobei diese innerhalb der Losung auch
variieren kann. Gleichung (2.47) wird als explizites EULER-Verfahren bezeichnet. Wird

zur Auswertung der Rechteckregel der Funktionswert am rechten Rand des Zeitschritt-
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intervalls verwendet, so ergibt sich das implizite EULER-Verfahren
T & T+ At f (i) L) - (2.48)

Wie dargestellt ist der gesuchte Vektor Z;.1 ebenfalls teil der Losungsvorschrift, sodass
im Allgemeinen eine iterative Losung notwendig ist.
Neben der Rechteckregel gibt es eine Vielzahl an Quadraturen hoherer Stufe, welche

mit

j=1 k=1

zusammengefasst werden kénnen [14], [87]. Darin kennzeichnet s die Stufe der Quadra-
tur und a;, b;, sowie ¢; die vom jeweiligen Verfahren abhéngigen Koeffizienten. Neben
Einschrittverfahren existieren auch diverse Mehrschrittverfahren, welche neben dem

aktuellen auch zeitlich zuriickliegende Zustéinde fiir die Integration nutzen.

Da es sich bei den genannten Methoden um Néaherungslosungen handelt, entstehen Ab-
weichungen zur analytischen Losung. In diesem Zusammenhang wird zwischen einem
lokalen und globalen Diskretisierungsfehler unterschieden. Wéhrend Ersterer die ent-
stehende Abweichung zwischen zwei aufeinander folgenden Zeitschritten kennzeichnet,
gibt Letzterer die Abweichung zu einem beliebigen Zeitpunkt von der exakten Losung
wieder. Fiir beide Fehler gilt, dass sie mit steigender Diskretisierung (d. h. mit kleine-
rem At) abnehmen. Zusétzlich nimmt auch die verwendete Quadraturformel Einfluss
auf den Diskretisierungsfehler [87].

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass mit jeder Rechenoperation ebenfalls ein
Rundungsfehler in Abhéngigkeit der Maschinengenauigkeit auftritt. Demzufolge l&sst
sich die Genauigkeit der numerischen Losung durch Verringerung der Zeitschrittweite
nicht beliebig erhohen. Es kann jedoch eine optimale Schrittweite gefunden werden,
bei welcher die Summe aus Rundungs- und Diskretisierungsfehler ein Minimum an-
nimmt [33].

Stabilitat

Stabilitdtsprobleme in der Mechanik beschaftigen sich mit der Empfindlichkeit von
Zustanden eines Systems gegeniiber Storeinfliissen. Dabei kann prinzipiell zwischen
Problemstellungen der Statik bzw. Elastostatik und der Kinetik unterschieden werden.
An dieser Stelle wird ausschlieSlich auf letztere Kategorie naher eingegangen. Im Lau-
fe der Zeit wurden hierfiir unterschiedliche Theorien und Definitionen vorgestellt. Die
aus heutiger Sicht wohl bedeutsamste lieferte ALEKSANDR MICHAJLOVIC LJAPUNOV,
welche auch in dieser Arbeit Anwendung findet. Ursache fiir den Erfolg dieser Theorie

ist deren Allgemeinheit, die sie von ihren Vorgangern unterscheidet. Nachfolgend wer-
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den die wesentlichen Inhalte naher erklért. Grundlage dafiir bilden neben [87] auch die
Quellen [43], [60] sowie [73].

Fiir das weitere Vorgehen ist zunéchst eine genaue Definition der Stabilitdt notwendig.
Ausgangspunkt ist erneut das Differentialgleichungssystem erster Ordnung nach Glei-
chung (2.45). Wirkt zusétzlich eine Storung auf das System (z. B. in Form abweichender

Anfangsbedingungen), so ergibt sich eine ebenfalls gestorte Losung

— 7+ A7 (2.50)

SIN

Darin kennzeichnet ¥ die ungestorte Losung und Ax’ den auf die Stérung zurtickzufiih-
renden Anteil. Sowohl die ungestorte als auch die gestorte Losung konnen als Trajek-
torien im Raum aufgefasst werden (mit dem Begriff Raum ist in dieser Arbeit stets der
EukLiDische Raum gemeint). Damit ist es moglich, zu jedem Zeitpunkt den Abstand
der beiden Losungen anzugeben. Dieser stellt die Grundlage des LIAPUNOVschen Sta-
bilitatskriteriums dar. Demnach ist eine ungestorte Losung stabil, wenn sich fiir eine
beliebig kleine obere Schranke des Abstands

) -T(t)|=|aF@)| <e (2.51)
ein dazugehoriger initialer Wert
7 (to) — 7 (o) | = | A% (to) | < (e). (2.52)

angeben lasst. Damit kann eine begrenzte Storung der Bewegung (beliebiger Zeit-
punkt ¢) auf eine ebenfalls begrenzte Abweichung im Anfangszustand zurtickgefiihrt
werden. Die Ungleichungen (2.51) sowie (2.52) sind die Voraussetzungen fiir sogenann-
te schwache Stabilitdt. Gilt zusétzlich fiir den Abstand

lim
t—o0

F (1) —#(t)| = lim [AZ (1) | = 0, (2.53)
so liegt asymptotische Stabilitat vor. Sind die Ungleichungen (2.51) und (2.52) nicht
erfilllbar, ist die Bewegung instabil. Falls eine stationdre Lage als ungestorter Zu-
stand herangezogen wird, reduziert sich die zugehorige Trajektorie auf einen Punkt
7 (t) = const. Dies hat jedoch keine Auswirkungen auf die Giiltigkeit der vorausgegan-

genen Definitionen.

Mit dem nun spezifizierten Begriff der Stabilitdt stellt sich die Frage eines geeigne-
ten Nachweises. Zu diesem Zweck werden unter der ersten Methode von LJAPUNOV
samtliche Verfahren vereint, die auf der ndheren Untersuchung bis hin zur Losung der
gestorten Bewegung beruhen. Diese Methode wird nachfolgend néher erlautert. Die
zweite bzw. direkte Methode von LIAPUNOV soll hier nur kurz erwahnt werden. Diese

beschéftigt sich mit der Auswertung von Vergleichsfunktionen in Abhéngigkeit von Z(t)
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sowie t. Filir mechanische Probleme bietet es sich an, Funktionen auf Grundlage der po-
tentiellen und kinetischen Energie zu verwenden. Anhand der Definitheitseigenschaften
dieser Funktionen lassen sich schliefllich Aussagen beziiglich der Stabilitat eines Zustan-

des treffen.

Die erste Methode von LJAPUNOV bezieht sich auf die ndhere Auswertung der gestorten

Bewegung. Konkret werden die sogenannten Storungsgleichungen gemaf

— = f(T+ AT ) — f(T,1) (2.54)

SIID

AZ =

gebildet (vgl. Gleichung (2.45)). Anschlieflend kénnen durch Berechnung der Zeitlosung
Aussagen iiber die Stabilitdt getroffen werden. Das angesprochene Vorgehen ist emp-
fehlenswert, wenn sich eine geschlossene analytische Losung finden lasst. Dies ist jedoch
nur in seltenen Féllen gegeben. Ist eine analytische Losung nicht bestimmbar, wird in
der Regel auf andere Verfahren zuriickgegriffen, die ohne Bestimmung der Zeitlosung
auskommen.

An dieser Stelle soll nur das Vorgehen fiir Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-

zienten beschrieben werden. Liegt zusétzlich Linearitat vor, so kénnen die Gleichungen

T=f(@t)=A-7 bzw. AZ = A - AT (2.55)

angegeben werden. Die Matrix A ist dquivalent zu der bereits eingefithrten System-
matrix. Das dazugehorige Eigenwertproblem nach Gleichung (2.35) liefert eine entspre-
chende Menge von im Allgemeinen komplexen Eigenwerten );. Deren Realteile bilden

die Grundlage fiir folgende Aussagen:

o Asymptotische Stabilitdt

Liegt vor, falls sémtliche Eigenwerte negative Realteile besitzen.

o Schwache Stabilitdit
Liegt vor, falls ein oder mehrere Eigenwerte mit verschwindendem Realteil auf-

treten und die restlichen kleiner als Null sind.

o Instabilitat

Liegt vor, falls der Realteil mindestens eines Eigenwertes grofier als Null ist.

Wird ein nichtlineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten be-

trachtet, so wird in der Regel zuerst eine Linearisierung

-

=T

AT = f— T Z (Of(x,t)

i=1 O

durchgefiihrt. Das weitere Vorgehen entspricht dem eines linearen Systems. Jedoch
erlaubt es keine Aussagen iiber schwache Stabilitdt, da die Hinzunahme nichtlinearer

Storungsanteile die Stabilitdtsaussage in beide Richtungen beeinflussen kann. Daher
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mussen fiir schwache Stabilitat auch die nichtlinearen Anteile fir die Untersuchung

berticksichtigt werden.

Rayleigh-Dampfung

Idealerweise erfolgt wéihrend eines Schwingvorgangs kein Verlust von Energie und
die Bewegung lduft unverandert fort. In der Realitit tritt Energiedissipation jedoch
stets auf, welche z. B. durch Dampfung verursacht wird. Grundsétzlich handelt es sich
bei Dampfung um eine makroskopische Erscheinung, die auf mikroskopische Vorgan-
ge zuriickzufithren ist. Dementsprechend schwierig gestaltet sich deren Modellierung,
woraufhin sich unterschiedliche Moéglichkeiten etabliert haben. In dieser Arbeit wird
ausschlieBlich eine geschwindigkeitsproportionale Dampfung nach RAYLEIGH genutzt,
wie sie z. B. in [110] beschrieben wird. Die genannte Quelle stellt auch die Grundlage

der nachfolgenden Angaben dar.

Es erfolgt die Unterteilung in einen inneren sowie &ufleren Dampfungsanteil. Wéahrend
Ersterer die Energiedissipation infolge einer Deformation berticksichtigt, bildet Letz-
terer z. B. die Reibung eines bewegten Korpers mit seiner Umgebung ab. Zur ndheren
Erklarung wird zunéachst eine homogene sowie entkoppelte Einzelgleichung eines me-
chanischen Systems

m{+dq+cq=0 (2.57)

betrachtet. Der Ansatz nach RAYLEIGH besteht darin, die Dampferkonstante wie folgt

d=rym+rsc (2.58)

zu definieren. Mit den Koeffizienten r, und r3 wird die Dampferkonstante anteilig tiber
die Masse und die Steifigkeit ermittelt. Wird Gleichung (2.58) in (2.57) eingesetzt und

zusatzlich durch m dividiert, so ergibt sich

C Cc

q+ <7“a+7“/3 — )q+ —q=0
m2 : (2.59)
:wo :wo

Unter Verwendung der Eigenkreisfrequenz wy kann der Zusammenhang mit dem
LEHRschen Dampfungsmafl
L d 1

e 2 2.60
2wegm 2wy (Ta t T wo) ( )

v

angegeben werden. Letzteres nimmt in Abhéangigkeit der Eigenkreisfrequenz unter-
schiedliche Werte an, was in Abbildung 2.3 dargestellt ist.

Wiéhrend fiir den r,-Anteil (dulere Ddmpfung) eine umgekehrte Proportionalitit be-

ziiglich der Eigenkreisfrequenz vorliegt, nimmt der r3-Anteil (innere Dampfung) mit
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Abb. 2.3.: Abhéngigkeit der RAYLEIGH-Dampfung und deren Bestandteile von der
Eigenkreisfrequenz wy nach [110].

dieser linear zu. Fiir die Summe der beiden Anteile gilt, dass sich nur fiir zwei Eigen-
kreisfrequenzen wp, und wyg, dasselbe LEHRsche Dampfungsmafl ergibt. Dieser Sach-
verhalt stellt auch die Grundlage zur Bestimmung der RAYLEIGH-Koeffizienten dar.
Unter Vorgabe eines LEHRschen Dampfungsmafies ¥ = 9(wpa) = ¥(wop) und der bei-

den Eigenkreisfrequenzen, die diesen Wert erfiillen, resultieren

29w, 29
To = P00 owie rg=———. (2.61)
Woa + Wob Woa T+ Wob
Fiir mehrere Freiheitsgrade lautet der Ansatz nach Gleichung (2.58) wie folgt
D=r,M+r3C. (2.62)

Grundsatzlich wird damit gewahrleistet, dass die Dampfung proportional zur Massen-
sowie Steifigkeitsverteilung erfolgt und eine symmetrische Matrix D resultiert. Des Wei-
teren stimmen die Eigenvektoren des mit RAYLEIGH gedampften Systems mit denen des
konservativen Systems iiberein. Infolgedessen ist die Entkopplung des Differentialglei-
chungssystems mittels Modaltransformation in Einzelgleichen (vgl. Gleichung (2.57))
moglich. Hierfiir wird die Transformation mit Hilfe der Modalmatrix durchgefiihrt, wel-
che als spaltenweise Zusammenstellung der Eigenvektoren definiert ist [87].

Die Wahl eines geeigneten Dampfungsmafles erweist sich in der Regel als schwierig.
Experimentelle Untersuchungen konnen dabei helfen, geeignete Werte fiir die einzelnen
Eigenschwingungen zu bestimmen, worauf an dieser Stelle jedoch nicht naher eingegan-
gen wird. Allgemeine Richtwerte fiir typische Anwendungen und Materialien werden
z.B. in [110] aufgefiihrt.

2.4.2. Randwertprobleme

Die Beschreibung von Randwertproblemen erfolgt typischerweise mit partiellen Diffe-
rentialgleichungen und den dazugehorigen Randbedingungen. Eine analytische Losung
ist jedoch nur in wenigen Féallen moglich. Reale Problemstellungen weisen haufig an-

spruchsvolle Geometrien auf, welche ausschlieflich Naherungslosungen erlauben. Zum
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weiterfithrenden Studium sei auf die Quellen [42], [87] und [104] verwiesen, welche auch
die Grundlage fiir diesen Abschnitt bilden. Auf die analytische Losungstheorie wird hier

nicht naher eingegangen.
Zur FErlauterung der verschiedenen Néherungsverfahren dient eine gewdhnliche
Differentialgleichung der Form

du d%u d™u
T TSy eeey T — Jex i . 2
f’<U(x),dx,dx2, ,dmm) fo (2) mit z € 11 (263)

Darin kennzeichnen u(x) die Differentialvariable, m die beliebige Ordnung, fe.(z) die
auBere Beanspruchung und II das betrachtete Gebiet. Ein Verfahren, welches direkt
auf die Differentialgleichung angewendet wird, ist die Methode der finiten Differenzen.
Hierfiir werden die Differentialquotienten d’u/dz? durch Differenzenquotienten der je-
weiligen Ordnung approximiert. Die Auswertung der Differenzenquotienten erfolgt an
einer endlichen Anzahl von Knoten im Gebiet, die es im Vorfeld zu definieren gilt. Die
urspriingliche Differentialgleichung (2.63) wird somit in ein System von algebraischen
Gleichungen tiberfithrt. Die Implementierung der Randbedingungen erfolgt tiber die
Vorgabe bestimmter Knotenwerte und reduziert sowohl die Anzahl der Unbekannten
als auch der Gleichungen des Gleichungssystems. Dessen Losung stellt eine Naherung
der gesuchten Funktion u(z) =~ u(z) an den Knotenpunkten dar. Die Genauigkeit
der Losung ist dabei abhéngig von den verwendeten Differenzenquotienten sowie der
Knotenanzahl. Sind auflerdem Ergebnisse in den Knotenzwischenbereichen von Inter-

esse, so konnen diese interpoliert werden.

Eine andere Gruppe von Néherungsverfahren basiert auf der Abweichung, die durch
das Einsetzen einer Naherungslosung in die Differentialgleichung entsteht. Diese Ab-
weichung wird auch als Residuum bezeichnet und kann mit

du d*u  d™u

Rwuﬂzf(uumdfdﬁw.)—ﬁmu»#o (2.61)

" dam

angegeben werden. Die Naherungslosung lasst sich als endliche Reihe mit der Form

n

u(z)=> U(z) @ (2.65)
i=1

darstellen. Dabei handelt es sich um einen Satz linear unabhéngiger Funktionen U; (z),
die mit den Faktoren u; gewichtet werden. Wahrend die Ansatzfunktionen vorzugeben
sind, existieren verschiedene Moglichkeiten zur Bestimmung der Wichtungsfaktoren.
Bei dem Kollokationsverfahren wird das Residuum an n Stellen zu null gefordert. Das
daraus resultierende Gleichungssystem dient zur Bestimmung der Koeffizienten ;.
Eine andere Variante sieht die Wichtung des Residuums mit einer Testfunktion v(z)

und anschlieBender Integration iiber das gesamte Gebiet vor. Das somit entstehende

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



30 2. Theoretische Grundlagen

Funktional lautet

(2.66)

und stellt ein integrales Fehlermafl dar, welches zu Null gefordert wird. Wie bereits
in Gleichung (2.66) angegeben, wird fiir die Testfunktion ein Ansatz analog zur Néhe-
rungslosung gewéhlt. Bei den Testfunktionen kommt es nur auf den qualitativen Verlauf
an, sodass die Bestimmung der Koeffizienten 9; entfallt. Nach ausgefiihrter Integration
verbleibt ein algebraisches Gleichungssystem zur Bestimmung der gesuchten Koeffizien-
ten u;. Dieses Vorgehen wird als Verfahren der gewichteten Residuen bezeichnet. Wird
dartiber hinaus gefordert, dass die Testfunktionen mit den Ansatzfunktionen identisch
sind, ergibt sich das Verfahren von GALERKIN.

Beide Varianten beriicksichtigen die Randbedingungen anhand der Ansatzfunktionen.
Dies betrifft vorerst sowohl die geometrischen als auch dynamischen Randbedingun-
gen. Um die Forderungen beziiglich der Ansatzfunktionen zu verringern, wird Glei-
chung (2.66) mittels partieller Integration in eine schwache Formulierung tiberfiihrt.
Infolgedessen ergibt sich eine niedrigere Ordnung im Vergleich zur urspriinglichen Dif-
ferentialgleichung und die dynamischen Randbedingungen sind bereits enthalten. Dies
hat zur Folge, dass die Ansatzfunktionen lediglich den geometrischen Randbedingungen

gentigen miissen [42].

Den in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen liegt mit dem Prinzip von
HAMILTON (vgl. Abschnitt 2.3) stets ein Funktional in Form der Variationsformu-
lierung zugrunde. Es besteht die Moglichkeit daraus die Feldgleichungen zu generieren
und diese wie oben beschrieben zu losen. Jedoch handelt es sich bei der Variations-
formulierung bereits um einen dquivalenten Ausdruck zu Gleichung (2.66). Anstelle
der Testfunktionen treten hierbei die virtuellen Verriickungen. Bei der sogenannten
RiTzschen Losungsmethode werden fiir die gesuchte Funktion und deren Variation die

Ansitze
n n

u(z) =Y Ui(x) @, und du(z)= 2;1 Ui (x) du; (2.67)

i=1
gewéhlt. Die Ansatzfunktionen miissen hierfiir lediglich den geometrischen Randbe-
dingungen geniigen. Dies begriindet sich damit, dass mit der Variationsformulierung
bereits eine schwache Darstellung einschliefilich der dynamischen Randbedingungen
vorliegt. Die Ansatzfunktionen lassen sich beziiglich ihrer Anforderungen und Giite in

folgender Reihenfolge aufsteigend klassifizieren [87]:

o Zuldssige Funktionen

Es werden lediglich die geometrischen Randbedingungen erfillt.

o Vergleichsfunktionen
Die Ansatzfunktionen erfiillen samtliche d.h. sowohl geometrische wie auch dy-

namische Randbedingungen.
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o FEigenfunktionen
Neben der Gesamtheit an Randbedingungen wird auch die Differentialgleichung
erfiillt.

Abgesehen von globalen Ansatzfunktionen, die fiir das gesamte Gebiet Giiltigkeit be-
sitzen, ist auch eine Losung auf Grundlage von lokalen Ansdtzen moglich. Letztere
sind dabei nur fir einen Teilbereich des Gebietes giiltig. Weit verbreitet ist in diesem
Zusammenhang die Methode der finiten Elemente. Dafiir wird das Gebiet II in eine
endliche Anzahl von Teilgebieten II,, den finiten Elementen, unterteilt. Jedes Element
zeichnet sich durch eine bestimmte Anzahl an Knoten aus. Die Néherungslosung fiir

ein beliebiges Element kann mit einem Polynom der Form
U (T) = co + 11 + c2® + ... + cpa” (2.68)

angegeben werden. Die Bestimmung der Koeffizienten ¢; erfolgt tiber die Knoten-
variablen des Elements. Dabei ist zu beachten, dass beim Ubergang zweier Elemente
Kontinuitéatsanforderungen zu erfiillen sind. Dies kann je nach Ordnung des zu losenden
Randwertproblems die Werte der Naherungslésung selbst als auch deren Ableitungen
betreffen. Unter Beachtung dessen fiithrt Gleichung (2.68) auf

e (1) = Y Uei (2) Tlei = U - e, (2.69)

i=1

wobei 1e; die Knotenvariablen und U,; (z) die zugehérigen Formfunktionen kennzeich-
nen [103]. Wie angegeben wird fiir die FEM typischerweise die vektorielle Notation
genutzt. Die mit U, zusammengefassten Formfunktionen zeichnen sich dadurch aus,
dass sie nur in dem jeweiligen Elementgebiet ungleich null sind. Es liegt somit ein Aus-
druck vor, der dem RiTZ-Ansatz aus Gleichung (2.65) formal sehr dhnlich ist.
AnschlieSend resultiert die Gesamtverschiebung aus der Assemblierung der einzelnen
Elementbeitrage. Auf den Zusammenbau der globalen Matrizen und Vektoren wird im
spateren Verlauf der Arbeit anhand der Anwendungsbeispiele genauer eingegangen. Die
Implementierung der Randbedingungen erfolgt &hnlich zu dem Verfahren der finiten
Differenzen. Hierfiir werden in dem entstehenden FE-Gleichungssystem die Verschie-

bungen (und Verrtickungen) der jeweiligen Knoten vorgegeben.

Die beschriebenen Methoden beschrianken sich nicht nur auf eindimensionale Proble-
me, sondern lassen sich auch auf Probleme mit mehreren Dimensionen anwenden.
Liegt ferner ein Anfangsrandwertproblem zugrunde, kann der RITZ-Ansatz mit dem
BERNOULLIschen Produktansatz kombiniert werden. Letzterer sieht vor, dass sich die
Losung als Produkt einer Zeit- sowie Ortsfunktion angeben lésst. Infolgedessen wird
Gleichung (2.65) wie folgt

i(z,t) = fj U, () @s(t) (2.70)

=1
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angepasst, worin die Koeffizienten ,(t) zeitabhidngige Grofien darstellen. Diese Erwei-

terung wird auch als gemischter R1Tz-Ansatz bezeichnet.

2.5. Stochastische Grundbegriffe

Fiir die spatere Modellierung der Unwucht des Werkzeugschaftes wird ein stochasti-
scher Ansatz verwendet. Zu diesem Zweck werden nachfolgend die dafir erforderlichen
Grundbegriffe erlautert. Die Angaben beziehen sich dabei auf [8], [38] und [109].
Begonnen wird mit dem Begriff des zufalligen Versuches, welcher in der Stochastik
einen beliebig oft wiederholbaren Vorgang mit unbekanntem Ausgang beschreibt. Die
Menge aller moglichen Ausgéange sei mit A gegeben, worin eine zugehorige Teilmenge
als zufalliges Ereignis A; bezeichnet wird. Die KOLMOGOROVschen Axiome legen an
dieser Stelle den Begriff der Wahrscheinlichkeit fest:

o Jedem zufélligen Ereignis ldsst sich eine Wahrscheinlichkeit 0 < P(A4;) < 1 zu-

ordnen.
o Die Wahrscheinlichkeit aller méglichen Ausgéange betréagt P(A) = 1.

o Fiir die Wahrscheinlichkeit bei der Vereinigung zweier zufélliger Ereignisse gilt
allgemein P(A; U Ay) = P(A;) + P(A2) — P(A; N Ap). Letzterer Anteil ertibrigt
sich, falls die beiden Ereignisse unvereinbar sind und fiir deren Durchschnitt

P(Al N AQ) =0 gllt

Zufallsvariable

Die Beschreibung eines zufélligen Versuchs kann anhand einer Zufallsvariablen S : A —
R erfolgen (mit der Menge der reellen Zahlen R). Deren Verteilung F'(S) nimmt eine
besondere Stellung ein, wobei zwischen diskreten und stetigen Varianten unterschieden
werden kann. Fir diese Arbeit spielen lediglich Letztere eine Rolle, sodass fiir die

Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie

S

F(S) = / £(5)ds (2.71)

gilt. Die Auswertung der Verteilungsfunktion liefert F(S) = P(S < S), wihrenddessen
die zugehorige Dichtefunktion f(S) die Berechnungsgrundlage bildet. Darauf aufbau-
end lassen sich verschiedene Kenngréflen ableiten. Eine Auswahl derer sei mit dem

Erwartungswert
+00

E(S) = / S - £(S)]dS, (2.72)

—00
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der Varianz

Var(5) = E[S —E(S)* = | { S — E(S)]? f(S)}dS, (2.73)

—00

der Standardabweichung
o(S) =/ Var(9) (2.74)

und der Kovarianz

Cov(Sy,S2) = E[(S1 — E(51))(S2 — E(S,))]

_ 70 70{ [S1 — E(S1)] [Sa — E(S)] (S, 52)}d51 dsS, (2.75)

—00 —00

gegeben. Mit dem zuletzt genannten Mafl kann die Abhéangigkeit (bzw. Korrelation) von
zwel unterschiedlichen Zufallsvariablen bestimmt werden. Fir den Fall unkorrelierter
Zufallsvariablen gilt Cov(Sy, S9) = 0.

Als konkretes Beispiel einer stetigen Verteilungsfunktion ist die GAUSS- bzw. Normal-
verteilung zu nennen. Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sei mit
£(9) L5585 it ser 2.76
=———¢ 2% mi € :
210 (S) (2.76)
angegeben. Fiir den Fall einer Standardnormalverteilung (Var(S) = o%(S) = 1,
E(S) = 0) sind in Abbildung 2.4 die Dichte- sowie Verteilungsfunktion dargestellt.

0,4 1
= 0,2 = 0,5
0 ' 0 '
-5 0 5 -5 0 5
S S

Abb. 2.4.: Wahrscheinlichkeitsfunktionen der Standardnormalverteilung.

Stochastischer Prozess

Ist die Zufallsvariable von einer deterministischen Grofie abhéngig, so wird der Be-
griff des stochastischen Prozesses verwendet. In diesem Fall gilt beispielsweise S(t) mit
t € T, wobei T die Parametermenge festlegt. Typischerweise liegt eine Abhéngigkeit

von der Zeit und/oder dem Ort vor. Infolgedessen ergeben sich auch die mit den Glei-
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chungen (2.72) bis (2.75) definierten Kennwerte zu Funktionen des- bzw. derselben

Parameter.

Im Speziellen wird hier auf den WIENER-Prozess 20(t) mit ¢ € [0,00) eingegangen,
welcher der MARKOV-Eigenschaft gentigt. Diese besagt, dass zur Beschreibung der Zu-
kunft eines stochastischen Systems nur der aktuelle Zustand zum Zeitpunkt ¢ = ¢,
relevant ist. Die Vergangenheit und die dazugehorigen Zustande mit ¢ < ¢y haben kei-
nen Einfluss auf zukiinftige Entwicklungen. Dartiber hinaus ist der Prozess stationér
und damit invariant gegeniiber einer Verschiebung des Arguments t.

Anwendung findet der WIENER-Prozess z. B. zur Modellierung der BROWNschen Be-
wegung eines Teilchens in fliissiger oder gasformiger Umgebung. Dem Teilchen wird zu
jedem Zeitpunkt eine Position zugeteilt. Die Lagednderungen ergeben sich durch die
Zuwachse der ZufallsgroBen 20(t;11) — 2(¢;), welche unabhéngig sind. Die Geschwin-
digkeit ist dabei stets Null. Infolgedessen kann die Ableitung des WIENER-Prozesses
im klassischen Sinne nicht gebildet werden, jedoch im Sinne der Distributionstheorie.
Hierfur wird 20(t) als stochastischer Prozess betrachtet, dessen Ableitung ebenfalls ein

stochastischer Prozess ist. Damit kann
t
W) =w(t)  baw. W) = / wo(f) df (2.77)
0

geschrieben werden. Hierin kennzeichnet to(t) das weile Rauschen, genauer gesagt han-
delt es sich um das GAUSSsche weifle Rauschen. Dieses zeichnet sich durch einen ver-
schwindenden Erwartungswert E [w(¢)] = 0 und normalverteilte sowie unkorrelierte
Zufallsgrofien to aus. Letzteres fithrt auf eine Kovarianzfunktion (auch Autokovarianz-

funktion genannt)

Cov [r(D), (i + )] E[(m(t) ~ E(ro(D)) ) (w(E + 1) ~ E(w(f + 1)) )]

=0 =0

E [w(@w(+1)] =0 (t)

mit der DIRAC-Funktion
oo Lfir t=0
d(t) = . (2.79)
0 fir t#£0
Das zugehorige Leistungsdichtespektrum ergibt sich aus der FOURIER-Transformation

von Gleichung (2.78) und nimmt mit

+oo +oo

S (w) = / {COV [m(t_)m(ﬂ t)} e“’t}dt = / {5(t)e“"t}dt = const. (2.80)

—0o0 —0o0

einen konstanten Wert an. Folglich enthalt das weifle Rauschen sdamtliche Frequenzen

(bzw. Kreisfrequenzen) mit gleichbleibender Intensitét.

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



35

3. Balkenmodelle

In diesem Kapitel wird ein lang kragendes Fraswerkzeug mit Hohlschaft als Balken
modelliert. Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist das mechanische
Modell, wie es in Abbildung 3.1a) dargestellt ist. Konkret besteht der Fraser aus einem
kreisringformigen Schaft (Lange L, AuBlenradius Rg,, Innenradius Rg;, Querschnitts-
fliche Ag, Flachentragheitsmoment 7, Elastizitatsmodul F, Dichte ps), einem Schneid-
teil (Masse m) und einer Ausgleichsmasse (Auflenradius Ra,, Innenradius Ry;, Quer-
schnittsfliche Aa, Dichte pa). Letztere wird als flieBfahiges Medium (Granulat oder
Flissigkeit) angenommen, sodass sie sich bei Rotation ebenfalls kreisringférmig an der
Schaftinnenseite verteilt. Das System dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit €2, wo-
bei die Werkzeughalterung und die Spindel nicht berticksichtigt werden.

Abbildung 3.1b) dient der ndheren Beschreibung der Kinematik des Werkzeugschaftes.

Hierfiir wird angenommen, dass die Rotations- und Schaftachse parallel verschoben

a) b)

a7/ ygfo

20 X,

Ausgleichsm.:
PA, AA

Pg; —+ Werkzeugschaft:
| ps: As, E, I

Schneidteil: m

P

Abb. 3.1.: Mechanisches Modell eines Friasers mit lang kragendem Schaft. a) Anord-
nung des Werkzeugschaftes und der Rotationsachse (Spindelachse). b) De-
taildarstellung zur Bestimmung der Kinematik des Schaftes einschlieflich
der iiber die Schaftlange verteilten Unwucht p.
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angeordnet sind. Diese Parallelverschiebung wird durch die Exzentrizitat eqg und den
Winkel 19 beschrieben. Dartiber hinaus wird eine verteilte Unwucht p(X) am dufleren
Rand berticksichtigt, deren Winkelposition iiber 1 (X) gegeben ist. Die dadurch her-
vorgerufene Exzentrizitiat bzgl. der Schaftachse wird mit e; (X) definiert. Auflerdem
soll das Modell die Moglichkeit bieten, dass auch die Schneidteilmasse eine gegeniiber
der Schaftachse unabhédngige Exzentrizitat besitzt. Diese wird iiber die Grolen e und
1 angegeben.

Zur Beschreibung der Deformation des Schaftes wird zunachst die EULER-BERNOULLI-
Balkentheorie verwendet, bei welcher der Schaft als einparametriges Strukturmodell

abgebildet wird. Die damit einhergehenden Annahmen lauten nach [72]:

o Der Balken besitzt eine neutrale Faser, welche bei ausschlieSlicher Biegebean-
spruchung weder gedehnt noch gestaucht wird. Diese Faser befindet sich im geo-

metrischen Schwerpunkt des Querschnittes.
o Die Balkenquerschnitte bleiben wéhrend der Deformation eben.

o Balkenquerschnitte, die im undeformierten Zustand senkrecht zur neutralen Faser

stehen, behalten diese Orthogonalitidt auch wahrend der Deformation bei.

o Durch Querkontraktion hervorgerufene Verformungen innerhalb der Querschnitts-

ebene werden ausgeschlossen.

Diese Annahmen haben zur Folge, dass die Bewegung des Balkens mit den
Verschiebungsfunktionen der neutralen Faser u (X, t), v (X,t) und w (X, t) sowie dem
Torsionswinkel ¢ (X,t) beschrieben werden kann. Darin kennzeichnet X die
LAGRANGE-Koordinate in Langsrichtung (vgl. Abbildung 3.1). Die Verschiebung eines
beliebigen Teilchens auflerhalb der neutralen Faser Pgy — Pg; wird im anschlieBenden

Unterkapitel beschrieben.

3.1. Verformungskinematik des Balkens

Zur Beschreibung der Verformungskinematik ist in Abbildung 3.2 die Verformung des
Schaftes detailliert dargestellt. Fiir unterschiedliche Ansichten sind jeweils ein Aus-
schnitt des Schaftes in der Referenz- und Momentankonfiguration abgebildet. In der
undeformierten Referenzkonfiguration lautet der Ortsvektor zu einem beliebigen ma-
teriellen Teilchen des Schaftes im Punkt Pgg

X
@)7TPs = | Y| - (3.1)
A
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a) 29 b)

b o

. -}:’so N_ s

Abb. 3.2.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens auflerhalb der
Schaftachse wihrend der Deformation. a) Torsion in der y,zo-Ebene.
b) Verschiebungen in der z5zo-Ebene. ¢) Verschiebungen in der z5y»-Ebene.

Im deformierten Zustand wird die Lage desselben materiellen Teilchens im Punkt Pg;

mit dem Ortsvektor

X +u—Ysin(p3) + Zsin (p2)
2)TPgy = Y +v— Zsin (¢1) (3.2)
Z 4w+ Ysin (¢)

beschrieben. Darin lassen sich die beiden Biegewinkel, unter Beachtung der EULER-
BERNOULLI-Theorie, mit ¢y = —w x sowie p3 = v x angeben. Wird zusétzlich fiir den
Torsionswinkel vereinfachend ¢, = ¢ geschrieben und die Sinusfunktionen linearisiert,
so ergibt sich
X+tu—Yvx —Zwx
2)Tpg R Y+v—Z¢ . (3.3)
Z4+w+Yo

Beide Vektoren (9)7p,, sowie (9)7pg, sind im korperfesten xays2s-Koordinatensystem

angegeben. Unter Verwendung der beiden Rotationsmatrizen

1 0 0
R =10 cos(Qt+1) —sin(Q+ ) (3.4a)
sin (Qt +1bg)  cos (2 + 1))

und
0 0

PR =10 cos(Q) —sin(Qt) (3.4b)
0 sin(Qt) cos ()
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ergibt sich der Ortsvektor 7pg, im Inertialsystem zu

0)7Ps1 = ©T01 + R (1)712 +7 R+ (9)7pg,
——
=0
X+u-— Y’U7X — Z’LU,X
= legcos (U + o) — (Z +w+Ye)sin (Qt) + (Y +v — Z¢) cos (2t)
eosin (U + o) + (Z + w+ Y @) cos () + (Y +v — Z¢) sin (Q)
(3.5)

Die daraus resultierende Geschwindigkeit eines beliebigen materiellen Teilchens lautet

0 Tps; =0)Ts = (0)7Ps,
={uy —Yvxi — Zw xi} €y,
+ { — eg2sin(Qt + 1) — cos(Q2) { — v+ Qu+YQop+ Z(p, + Q)}
— sin(Q6) [0+ w, + Y (6, + Q) — Q2] }é;m (3.6)
+ { + o€ cos(Qt + 1hg) — sin(Qt) [ -0+ Qu+YQo+ Z(¢p, + Q)]

+ cos() [ + we + V(6 + Q) — QZ9] }5

Unter Verwendung des Vektors (3.3) ergibt sich der Deformationsgradient (vgl. Glei-
chung (2.4)) zu

1+U’X—YU’X)(—ZU}7XX —Vx —WXx
F= UVx — Z¢,X 1 —¢ . (37)
wx +Yox ¢ 1

Die Auswertung des Deformationsgradienten kann auch mit dem Vektor (3.5) erfol-
gen. Die Winkelfunktionen entfallen mit Berechnung des rechten CAUCHY-GREEN-
Deformationstensors nach Gleichung (2.7) und sind damit auch in den Verzerrungen

(Gleichung (2.9)) nicht mehr enthalten. Die resultierenden Verzerrungskoordinaten lau-

ten

€11 = ; (UX —Yvxx —Zwxx + 1)2 + (U,X - Z¢,X)2 =+ (w,X + Y<Z5,X)2 - 1]7
€12 = €91 = ; :U,X( —ux+Yvxx+ Zw,XX) +owx + o x (Yo — Z)};
€13 — €31 = ; :w,X( —Uux + YU’XX + Zw?Xx) + (b(Zfb,X - U)() -+ Y¢’X:|.

(3.8)
Zur Angabe der verbleibenden Koordinaten des Verzerrungstensors werden die Span-

nungen an den freien Oberflichen des Schaftes

Tog = T33 = Tog = T332 = () (3-9)
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betrachtet. Aus dem HOOKEschen Gesetz nach Gleichung (2.20) folgt

€22 = €33 = —Ve€11,

(3.10)

€93 — €39 — 0.

Die Verzerrungen in Normalenrichtung e;; und e33 kénnen als freie Einschniirung des
Querschnittes unter Zugbeanspruchung interpretiert werden. Umgekehrt kommt es bei
einer Druckbeanspruchung zu einer Querschnittsaufweitung. Dies verstoit jedoch ge-
gen die BERNOULLIsche Annahme, dass es innerhalb einer Querschnittsebene keine
Verformung infolge von Querkontraktion gibt. Letzteres kann jedoch mit der Querkon-
traktionszahl v = 0 sichergestellt werden (vgl. [12], [18], [118]).

3.2. Variationsformulierung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Variationsformulierung mit Hilfe des Prinzips von
HAMILTON herzuleiten. Dafiir sind zunédchst Ausdriicke fiir die kinetische und poten-
tielle Energie sowie flir die virtuelle Arbeit der potentiallosen Kréfte und Momente
notwendig.

Ausgangspunkt fiir die kinetische Energie sind die Geschwindigkeitsvektoren fiir ein be-
liebiges materielles Teilchen, Ausgleichsmasse, Unwucht und Schneidteil. Fiir die drei

Letzteren wird Gleichung (3.6) angepasst, sodass

UA = (0) Vs . (0T, = (00 und U, = (0\Us| x=
O =0, _, o OR= 0B, W 0T = 0% @)

u=u,+=0 Z=Rg, sin (¢1) €p=¢€2

ho=12

gilt. Wéhrend (07, wie die verteilte Unwuchtmasse von der Langskoordinate X abhén-
gig ist, gilt ()0, ausschlieBlich an der Stelle X = L. Mit den Geschwindigkeiten ergibt

sich die kinetische Energie zu

L L L
947 o T 1 » m o
B =2 [ [P ddsax + 2 [ [ gFddsax+5 [ngiax+5 @,
0 Ag 0 Aa 0 ©0)

—_———
=Fkin1 =Fxin2 :Ekin3 =Fkin4

(3.12)
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Diese setzt sich aus den vier folgenden Anteilen fiir den bewegten Werkzeugschaft Ei;,1,

die Ausgleichsmasse Fiine, die Unwucht Fy;,3 und das Schneidteil Ey,4 zusammen:

L
Eyin1 = % /{As [UQt + 0% 4w} + 2Q(vw, — vw) + Q7 (eg + 0%+ w2>
0
+ QeOQ(cos(wo)(vQ +w,) + sin(¢g) (W — vﬁ)}

+ ]{’U?Xt + wh + 2(92 <¢2 i 1) + oL+ QQ@)} }dX,
(3.13)

L
Eiino = %AA /{ (Qw — v,t) ( — v+ Quw + 2¢f2 sin(wg)) + 2Qu (w,t + o2 cos(wo))
0

+ 2Qeg cos(vo)wy + w; + Q% (ef + UQ)}dX,

(3.14)
L
Piins = % /{ { — Rea (¢ + Q) sin(Qt + ¢b1) + Qe cos(Q + 1) ) + cos(Q)u,
0
2
— Qsin(Qt)v — sin(Qt)w,; — Qcos(Q2t)w — el sin(Q2 + ’QZ)[)):|
+ [Rsa((d),t + Q) cos(Qt + 1) — Qe sin(Qt + %)) + sin(Q)v,
2
+ Q cos(Q)v + cos(Q)w; — Qsin(Q)w + o2 cos( + 1/)0)}
, 2
+ {u,t — RSa<cos(z/11)v7Xt + sm(wl)w,xf/)} dX,
(3.15)
Fying = T;{ui + v?t + w?t + 2Q {vwi — wuy — exvsin(ihy) + eqw COS(T,DQ)}
+ 02 [1)2 + w?® + €5 + 2vey cos(1s) + 2we, sin(wg)] }
X=L
(3.16)
Durch Auswertung des Fléchenintegrals ergeben sich die Querschnittsgrofien
Ag=m (R%a - R%i) : (3.17a)
Ay =7 (Ri. - RY), (3.17h)
T (4 4
1= (RS, - RY,). (3.17¢)
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Fir das polare Flachentriagheitsmoment sowie das Torsionstrédgheitsmoment gilt im

Fall von Kreis- bzw. Kreisringquerschnitten Ip = It = 21.

Im néchsten Schritt wird die potentielle Energie aufgrund der elastischen Deformation
im Schaft angegeben. Hierfiir wird die Verformungsenergiedichte nach Gleichung (2.17)
benotigt, die sich mit den bereits bekannten Spannungen infolge des HOOKEschen Ge-
setzes (Gleichung (2.20)) und den Verzerrungen (Gleichung (3.8) ff.) berechnen lésst.
Letztere werden jedoch nicht vollumfanglich verwendet, sondern in reduzierter Form.
Zum einen werden fiir €1, nichtlineare Terme vernachléssigt, welche den Torsionswin-
kel ¢ oder dessen partielle Ableitungen enthalten. Zum anderen werden fiir €35 und

€13 ausschliellich lineare Terme berticksichtigt. Folglich lauten die reduzierten Verzer-

rungsmafe
2 02 2
X X X
€l =ux — YU xx — 9 9 + S Yuxvxx — Zuxwxx

+YZv xxw xx,
(3.18)

€12 = €21 = —§¢,X,

€13 = €31 = §¢,X-
Mit den genannten Vereinfachungen wird eine nichtlineare Kopplung der translatori-
schen Verschiebungsfunktionen mit dem Torsionswinkel unterbunden. Je nach Anwen-
dung sind auch weitere Vereinfachungen denkbar, um den Umfang der potentiellen
Energie und den folgenden Gleichungen zu verringern. So wird z.B. in [67], fir die

Modellierung eines bewegten Sdgedrahtes, auf nichtlineare Anteile im Zusammenhang

mit der Langsverschiebung u verzichtet.

Mit den vorangegangenen Uberlegungen lisst sich das elastische Potential mit

1 E | P
Epor :2/(6"7)4‘/8:20/! {6%1+V+1(€%2+€%3)] dAsdX
S
2
2/{ [uX UX+2>+UX+QUX] (3'19)

{(y +1)(ux + 1)2(U?XX +woy) + ¢?X] }dX

* v+1
angeben (vgl. [118]). Das axiale Flachenmoment vierter Ordnung tritt ausschlieflich
in Verbindung mit biquadratischen Ausdriicken der Funktion ¢ x auf. Jedoch werden
diese Anteile mit den vorangegangenen Vereinfachungen beziiglich der Verzerrungen

vernachléssigt.

Anschlielend werden die Variationen der energetischen Ausdriicke gebildet. Im Spezi-

ellen ergeben sich fiir die einzelnen Anteile der kinetischen Energie

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



42 3. Balkenmodelle

L
0Fyin = ps/ { — Agu you + Ag [6092 cos(1g) + Qv + 2w,t) — vﬁ} ov

0

— Iv xu0v x + Ag [6092 sin(tho) + Q(ws2 — 2v,) — w,tt] sw  (3.20)

— IU},Xtt(S'w,X — 2[(¢,tt - Qz¢) 5¢}dX,

L
0By = pAAA/ { [eOQQ cos(thg) + Qv 4 2w,) — U,tt} ov
b (3.21)

+ [6092 sin(¢g) + Qw2 — 2v,) — wﬁ} 5w}dX,

L
0 Exing = M/ { {RSaU,Xtt cos(¢1) + Rsaw xu sin(vy) — u,tt} ou
0

+ [UQ2 + €0 cos(1y) + Rsa sin(1);) (% - Q%)
+ Rsacos(11) (2 + 26,) + 2w, — v,tt] 50
+ Ry cos(t) [0 — Rea (00 c0s(0) + w xusin(u)) | 0,x
+ |00 e sin(yo) + R cos(in) (226 — 6.
b Reafsin (1) (Q + 26,) — 20,0 — w,tt} 5w
+ Reasin(©1) [ — Rea (0.0 cos() + w e sin(n)) [ ux

+ Rsa [Rsa(Qgﬁb — ¢4t) +sin(¥y) (U,tt — Qv + 2w,t)>

— cos(11)(Q2(2v, — w) +wyy) + eofY? sin (o — ¢1)} 5¢}dX>
(3.22)

0Fying = m{ — U ydu + [6292 cos(tha) + Qv + 2w,) — Uﬂgt] ov
(3.23)
+ [6292 sin(e) + QwQ — 2v4) — wytt} 5w}

X=L
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und fiir die variierte potentielle Energie

E
5Ep0t — 5

L
/ {(ux +1) {As(u’x(uyx +2) + v + w?X) + QI(U?)(X + w?XX)]éu,X
0

-+ [ASU,X (u7X(u7X + 2) -+ U,QX + w?X)}év,X -+ 2[(U7X -+ 1)2U,XXaU7XX
+ [Aswjx (u’X(u,X + 2) + U,QX + w?XﬂcSw,X + 2[(’&7)( + 1)2w,XX(5w7XX

21
+ 7¢ x0¢ X}dX
(3.24)
In den Gleichungen (3.20) bis (3.23) sind bereits die variierten Verschiebungsfunktio-
nen, welche Zeitableitung enthalten, mittels Produktintegration umgeschrieben. Fiir

die Funktion v und deren Ableitungen sei beispielsweise

t1 t1

/ fovudt = [fov]t — / fdvdt,
to — to

= (3.25)
/ Fovxedt = [fov]" / F 100 xdt
\_\,_/

mit einer beliebigen von der Zeit ¢ abhdngigen Funktion f angegeben.

Die virtuelle Arbeit der potentiallosen Schnittreaktionen lautet

OWe = Fubu| 4 Fegdv|  + Fdw| — + Mc3¢| (3.26)
X=L X X=L X=L

Darin kennzeichnen Fyy, Fy, und Fy, die Schnittkrafte in Richtung des mitdrehenden
Tayozo-Koordinatensystems aus Abbildung 3.1. Das Schnittmoment M, wirkt um die

z9-Achse.

Werden die vorangegangenen Ausdriicke in das Prinzip von HAMILTON nach Glei-

chung (2.25) eingesetzt, so lautet die vollstandige Variationsformulierung

t1

/ {6Ekm1 + 0 Bins + 0 Exins + 0 Bing — 6 Epog + 6W0}dt 0. (3.27)

to

Da die spéter beschriebenen Losungsmethoden direkt auf die Variationsformulierung
angewendet werden, ist eine Weiterverarbeitung zur Generierung der Feld- bzw. Be-
wegungsgleichungen nicht erforderlich. Dennoch werden fiir eine geometrisch lineare

Betrachtung die resultierenden Gleichungen in Anhang A aufgefiihrt.
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3.3. Modellierung der Unwucht

Die Exzentrizitdaten infolge des Fluchtungsfehlers von Schaft und Schneidteil werden
vollstandig durch die Konstanten e, 1y sowie e, 19 beschrieben. Ortsabhéngige Abwei-
chungen des Schaftschwerpunktes, z. B. hervorgerufen durch Materialinhomogenitéaten,
werden mit den beiden Funktionen e; (X) und ¢, (X) angegeben.

Die Exzentrizitat soll im Bereich |e; (X) | < eqmax liegen und lésst sich auf die ebenfalls
ortsabhdngige Unwuchtmasse p (X) zuriickfithren. Der Zusammenhang zwischen den
beiden Groflen ist mit %

(X)) = stl_(el)(X)psAs (3.28)
gegeben. Es sei daran erinnert, dass sich die Unwuchtmasse nach Abbildung 3.1 am
Auflenrand des Schaftes befindet und die Mafleinheit kg/m besitzt. Die Verteilungs-
dichtefunktion in Abhéngigkeit der dimensionslosen Schaftexzentrizitit e1e) = €1/€1max

wird mit Hilfe eines Polynoms vierten Grades

Co + C1€1rel + C2€% 1 + 365 + cqet e <1
f (elrel) _ 0 1C1rel 2C1rel 3C1rel 4C1rels | 1T€1| (329)
07 |€1re1| >1

abgebildet. Die darin enthaltenen fiinf Konstanten werden iiber die Forderungen

f(elrel = _1> = 07 f(elrel = +1> = 07
+1
3.30
7af<elrel) = 0, 7af(€lrel) = O, /f(elrel) delrel =1 ( )
Oerrel elrel=—1 Oerrel errel=+1 ]

bestimmt. Folglich gilt fiir die Verteilungsdichte- und die daraus resultierende Vertei-

lungsfunktion

L2 +et ), lewal <1

f(elrel) — 16 ( 1rel 11“61) | 1 1| — , (3'31a>
07 ‘elrel| >1
07 €irel < -1
€1rel

F (elrel) = f f (élrel) délrfﬂ = %6 (8 + 15611"61 - 1Oe:lirel + 36?1‘61) ) |€1rel| S 1
]-7 €irel > 1

(3.31b)

Beide Funktionen werden in Abbildung 3.3 graphisch dargestellt.

Mit den Gleichungen (2.72) bis (2.74) ergibt sich der Erwartungswert zu E(e;) = 0,
die Varianz zu Var(e;) = €2 . /7 und die Standardabweichung zu o(e;) = €1max/V/7.
Fiir die Winkellage v, wird eine Gleichverteilung im Bereich 0 < 94 (X) < 27 mit

E(¢) = 7, Var(yy) = 72/3 und o (1) = 7/v/3 gefordert.
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1 1
05 & 05
—~ R
0 : 0
-1 0 1 -1 0 1
€1rel €1rel

Abb. 3.3.: Verteilungsdichte- und Verteilungsfunktion fiir die dimensionslose Schaf-
texzentrizitat.

Weiterhin ist davon auszugehen, dass die Exzentrizitaten von zwei benachbarten Quer-
schnitten nicht unabhéngig voneinander sind. Abbildung 3.4 verdeutlicht die Abhén-
gigkeit fiir zwei aufeinander folgende Querschnitte n; und n;,; mit dem inkrementellen

Abstand AX. Die Positionen der zu den Querschnitten gehérenden Schwerpunkte sind

mit ey, 11, sowie ey ;41,4141 gegeben.

(G
N

RN o

4,
€1,i+1

T

Abb. 3.4.: Darstellung zur Abhangigkeit der Exzentrizitdt von zwei aufeinander fol-
genden Querschnitten mit dem inkrementellen Abstand AX.

Analog zu [96] wird fiir die Modellierung der Schaftexzentrizitit sowie deren Winkel-
lage ein Ansatz nach WEDIG und DIMENTBERG gewéhlt, der die vorangegangenen

Eigenschaften beriicksichtigt. Hierzu werden beide Grofien als Winkelprozess

X
Ger = Geyo +wwp X + UWD/ QBX(X)}dX,

" (3.32)
Gy = Cpro +wwp X + UWD/ Qﬂj()_()] dX

0

abgebildet [119], [120], [121]. Darin charakterisieren (., sowie (y, die Startwinkel, wwp
die Prozesswinkelgeschwindigkeit, owp die Prozessintensitit und 2J den
WIENER-Prozess. Bei den Startwinkeln handelt es sich um gleichverteilte Werte im
Bereich 0 < (e 0,Cyp0 < 27. Mit der Prozesswinkelgeschwindigkeit wird ein linearer
Verlauf vorgegeben, von welchem die Realisierungen zufallig abweichen. Die Prozessin-

tensitéit gibt dabei die Grofle der Abweichungen an.
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Fiir die Generierung der beiden Winkelprozesse werden zwei unterschiedliche Reali-
sierungen des WIENER-Prozesses und der Startwerte verwendet. Die Prozesswinkel-
geschwindigkeit und -intensitit stimmen jedoch tiberein. Die Winkelprozesse werden

im Anschluss mit

J1eq = COS (Ce1)7 Gy = COS <<¢1>7
U U
1
Jrer = — arccos (gie, ), Gror = — arccos (giy, ),
' ' (3.33)
93e; = F_l (9261) ) 1/)1 - 7vblmax * 92415
%
€1 = €1lmax * 93¢,

transformiert, damit die gewiinschten Verteilungen entstehen. In Abbildung 3.5 werden

die einzelnen Schritte dargestellt.

Mit Hinsicht auf wwp und owp werden bewusst hohe Werte gewéhlt, um die sto-
chastische Verteilung anhand jeweils einer Realisierung aufzeigen zu konnen. Das obe-
re Diagramm zeigt die generierten Winkelprozesse fiir zwei beliebige und unabhéngi-
ge Realisierungen. Im Anschluss werden jeweils die Cosinusargumente berechnet, um
den Wertebereich auf —1 < gy, g1y < 1 zu begrenzen (vgl. [56]). Dabei erweist
sich die resultierende Verteilungsdichte (Badewannenform) als ungeeignet. Durch die
anschliefende Transformation mit Hilfe der Umkehrfunktion (Arkuscosinus) kénnen
gleichverteilte Zufallsgroffen mit ebenfalls begrenztem Wertebereich 0 < goc,, g2y, < 1
bereitgestellt werden. Um den Winkel 1; zu erhalten, wird gy, mit dem konstanten
Faktor 1 max = 27 multipliziert. Fir die gewiinschte Verteilung von e; wird die Inver-
sionsmethode genutzt, welche die Transformation mit der inversen Verteilungsfunktion
F~(é1e1) nach Gleichung (3.31b) vorsieht [57]. Daraufhin erfolgt erneut die Multipli-
kation mit dem konstanten Faktor ei,.x.

Zum Abschluss zeigt Abbildung 3.6 eine beispielhafte Realisierung der dimensionslosen
Schaftexzentrizitat. Hierfiir werden mit wwp = 27 %, owp = g% und L = 0,27m

Werte verwendet, die auch in spéateren Simulationen Anwendung finden.
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150 T T T T T T T T T
I
Ss 100 —Cwl _
i=
w 90 r
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
X/L
2 2
S 1 S 1
g a
0 0
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
J1ey 91y,
2 2
§ 1 § 1
& (AN
0 0
0 0,25 0,5 0,75 1 0 0,25 0,5 0,75 1

G2y

J3ey 5 €lrel

Abb. 3.5.: Beispielhafte Realisierung einer Unwucht (e; (X), ¢ (X )) fir die Parame-
ter: wwp = 1000 24, owp = 10024 L = 1m, AX =

1000

1

30
§

-1 ]
1 0,8

0 04 0,6

| 0,2

0 X/L

Abb. 3.6.: Dreidimensionale Darstellung der dimensionslosen Schaftexzentrizitét fiir

eine beispielhafte Realisierung [97]. Verwendete Parameter: wyp = 27 24,

owp =224 L =0,27Tm, AX = £ =5
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3.4. Globale Diskretisierung

Fiir die Verschiebungsfunktionen u(X,t), v(X,t), w(X,t) und ¢(X,t) werden die ge-

mischten RITZ-Ansétze

A B

u(X,t) ~u(X,t) :;UQ(X)aa(t), v(X,t) ~v(X,t) :Z%(X)ﬁb(t),
C D

w (X, t) ~w(X,t) I;WC(X)wc(t), ¢ (X, 1) = ¢ (X 1) ZCZZ@d(X)&d(t)

sowie fur deren Variationen

Uy (X) 0l (), 00 (X,8) ~ 00 (X, 1) = S V5 (X) 655 (1),

I
NES

Su(X,t) ~ 6a (X, 1)

i
—
™
Il
—_

¢ (X) 5 (1)
(3.35)

definiert. Darin kennzeichnen A, B, C' und D die frei wahlbaren Parameter zur Dis-

Mo

W, (X) 6w, (t), 66 (X,t)=dp(X,t)=

Il
Ma

w (X, )~ w0 (X, 1)

2
Il
—
o
Il
—

kretisierung. Unter Verwendung der Notationen

a(.) RN 0() _ _
o =()x =0 md = (), = () (3.36)

gilt fir die partiellen Ableitungen der angendherten Verschiebungsfunktion v (X, )

‘/b/<X)Q~Jb(t)’ 17”(X7t) :Zvl)”(X)@b(t>7

I
M

v (X, 1)

b=1 b=1
V(X ) =X V(X)) u(t), v(X.t) =Y Vi(X)u(t), (3.37)
él(Xat) :Z‘/I),(X)éb(t% 5I<X7t) :ZVIJI(X)ijb(t)

o
I
-
S8
Il
-

sowie fiir die dazugehorigen virtuellen Verriickung dv (X, ¢)

ZVB )00 (1), 00" (X, 1) ZVB ) 005 (t) - (3.38)

Die Ableitungen der verbleibenden Ansatzfunktionen und deren Variationen sind in An-
hang A aufgefithrt. Werden die gemischten RITz-Ansétze in die Variationsformulierung

eingesetzt, ergibt sich ein Ausdruck in der Form

t1

/ {azijl -] ot +gi; .| 695 + 2: .| ow, +§:1 [...]5@}& — 0. (3.39)

to

Um Gleichung (3.39) zu erfiillen, wird nach dem Fundamentallemma der Variations-
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rechnung gefordert, dass die eckigen Klammern jeweils verschwinden. Daraus resul-
tieren vier Satze von Differentialgleichungen. Im Speziellen liefern da, # 0, 95 # 0,
S, # 0 und §¢¢ # 0 die Gleichungen (3.40) bis (3.43):

L B c
/ { [ Uq(Asps + 1) + pRsa > Vyvpcos(vr) + pRsa Y Wiw,sin(yn) | U,
0 = b=1

S( U’ﬂa+1) As(iU;ﬂa(ij;ﬂﬁ?)+(§:Vé@b>2
+(iwc J)eer((Bea) (s esfor

F mZUua =0,

X=L

(3.40)

b=1 c=1

/

B c B
(Aapa + Asps + 1) (Q (609 cos(1o) + QY Vitp +2) chc) - Vbéb)
=1

d=1 d=1 d=1

D .
+ pRg, sin (1)) ( "> By — O > ‘Ddﬁbd) + pRga €2 cos(1) (Q +2) Qiéd) Vs

1 B A A B 2 c 2
— 5 |ASEX Vit | 2 Udtia| Do Usla +2 | + | 2UVi0y | + | Do Wi
b=1 b=1

a=1 a=1 c=1

B
+> Vv, (2[,03 + uRga(cos(2¢1) + 1))

NS

N =

a

c
— 21 Rg, cos(v1) ( Uatla — Rsa > Wb, Sin(wl)) Vi

c=1
A

(Z Ultig + 1) S Vo |V, }dX

a=1 b=1

B
ms) (egﬂcos(iﬂg + QZV},U;, —1—22ch) Foy —md_ Vi
b=1

b=1

—FEI

|

B

VBH =0,
X=L

(3.41)
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B C C
(AA,OA + ASPS + M) (Q (eOQ Sin(iﬁo) -2 Z %7713 + Q Z Wcﬁ}c) - Z WCQEC)
c=1

b=1 c=1

/

D D . D .
+ 1R, cos(¢r) (92 S Pada— Y ‘I)dégd) + 1 Rsa$2sin () (Q +2) q)dﬁgd) w.

Y
d=1 d=1 d=1
1 C A A B 2 C 2
—5|AsE S W\ Y Ulta| D Ultig+2) + | DVitn| + | D Wb,
c=1 a=1 a=1 b=1 c=1

c
+ > Wi, (2[/)3 — ,uRéa(cos(le) — 1))
c=1

A B
- 2/vLRSaL Sin(djl) ( Z Uaaa - RSa Z ‘/blijb COS(djl))] W/
a=1 b=1
A 2 cC
— EI (Z Uliig + 1) 3 Wg’wc] W;’}dx
a=1 c=1
B . C C .
+ 9 [mQ| ex2sin(ehy) — 2 Z Viyy + Q Z Wb, | + Fo, —m Z Wew, | W, =0,
b=1 c=1 c=1 X=I
(3.42)
L
/ { eottRsa 2 sin(vo — ) + (Q Z Dy — Z q)d¢d) (2IPS + uRéa)
0
+ ,URSa Sin(wl) — Q2 Z %ﬁb —2Q Z Wc’(bc + Z ‘/bﬁb
b=1 c=1 b=1 (3 43)

B C
+ pRsa cos(¢) (Q S Webe — 20> Vit — > Ww) P
c=1

c=1 b=1

Z@ Ga

@5}01)( + M q>£‘ = 0.
X=L

3.4.1. Stationare Lage und Linearisierung

Die Berechnung der Eigenwerte wie auch der Zeitlosung des Gleichungssystems (3.40)
bis (3.43) erfolgt fiir eine Bewegung um die stationire Lage. Hierzu werden fir die

Zeitfunktionen aus Gleichung (3.34) folgende Storungsansétze

b (1) = Tpo + A@ﬁ(t) , = ~b (t) , ﬁj, = Afib (1), (3.44)
We (t) = Weo + A, (1), ch (1), we. = Aw, (t),
B (t) = dao + Adg (1), —Ada(t),  ba =Adult)
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eingefiihrt. Jede Funktion setzt sich demnach aus einer konstanten stationéren Verschie-
bung (Gréflen mit dem Index ,,0¢) und einer Bewegung um diese Position (A-GroBen)
zusammen. Werden nach dem Einsetzen die zeitabhéngigen Anteile sowie deren Ablei-
tungen Null gesetzt, so verbleibt ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem zur
Bestimmung der stationaren Lage. Mit deren Hilfe kann anschliefend das Differential-
gleichungssystem linearisiert werden. Die Gleichungen zur Berechnung der stationédren

Lage lauten

L
/ > Ultigo + 1
0 a=1

(Zea] ea((Soi )« (£oee)

(Aapa + Agps + jt) (60 cos(to) + Y %Ubo)

M\m

A A B 2
(Z U! a0 (Z Ul g0 + 2) + (va’@bo)
=1 b=1

(3.45)
UldX =0,

b=1

Jf]

d=1

+ uRs, ( cos(1)1) — sin(¢) Z @dédo) Vs

Z Vi, Ubo

Vs

A A B 2 C 2
> " Uliiag ( > Uliiao + 2) + (Z V;)ﬁbo) + (Z Wc’wco)
a=1 a=1 b=1

c=1

—FEl

A 2 B
(Z U;’l]ao + 1) Z Vb//,&b0
a=1

b=1

vﬁ”}dx

)

B

€2 COS wz Z X

b=

=0,
X=L

+ {mQ2

(3.46)

c=1

[l

c
(Aapa + Agps + 1) (60 sin(¢o) + Y Wcﬁfco)

d=1

A A B 2 c 2
o| 2 U;aao(ZU;aao + 2) + (Z%’%o) + (Z éwco) ]W4
a=1 b=1

a=1 c=1

+ pRsa ( sin(t1) 4 cos(¢1) D q)dﬁgdo)] w.

ASE Z Wi,

A 2 ¢
( > Uliigo + 1) > Wi

a=1 c=1
+ {mQ2

— Bl

W;’}dx

=0

X=L

C
€9 Sin(l/JQ) + Z WCQIJC()] ny}

c=1

(3.47)
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und

Jte

pRsa (60 sin(vo — 1) + Rsa Z Dyoa0 — sin(yy) Z Vi 0o 4 cos(v1) Z W, ch)

}dX =0.
(3.48)

Die Losung des Gleichungssystems (3.45) bis (3.48) erfolgt iterativ mit dem NEWTON-

+ 2ps! Z Dydao

d=1

e —

ZCD a0 | P

RAPHSON-Verfahren. Dafiir ist es notwendig, einen Startpunkt fiir die Iteration zu
wahlen. In der Regel handelt es sich dabei um den undeformierten Grundzustand. Falls
damit keine Losung gefunden werden kann, ist die Winkelgeschwindigkeit €2 stufenweise
zu inkrementieren. Hierfiir wird stets der deformierte Zustand des vorangegangenen In-
krements als Startpunkt der Iteration gewéhlt. Mit den bekannten Koeffizienten ergibt

sich die stationare Lage zu

up (X) =g (X) =Y Uy (X) tigo, vo (X) = v Z X) Dy,
! - (3.49)
wo (X) = wo (X) :z_:lwc(X)wco, ¢o (X) ~ Z X) bao-

Die Struktur des linearisierten Differentialgleichungssystems lésst sich mit

Maa Mab Mae Mad Aﬁa Gaa YGab YGac YGad Aaa
Mga Mgy Mpe Mga| | D0 L (950 93 Gse Gpa| Aty
Meya My Meye Mg ch Gva Gyb  Gye Gvd A’LDC
Mea Mgy Mee Mea| | Adg Gea Yeb Yee Yed| |Adyg
A = A A
I I (3.50)
Caa Cab Cac Cod Aﬂa fa

Ca CBb Cpe Cpa| |ADp fs AG, fos €RY; M, G, Cy € R

+ . fry
Cya Cyb Cye Cyd A, Iy ’ n=A+B+C+D
Ceéa Ceb Cec Ced Adq Je
—_—— ——
CO A(i .fT(;xt

angeben. Darin kennzeichnen M die Massenmatrix, G die gyroskopische Matrix, C,
die tangentiale Steifigkeitsmatrix, f;xt den Vektor der duBeren Anregung, A den Vek-
tor der Storungen und Ag sowie Ag dessen Zeitableitungen. Die in Gleichung (3.50)

angegebenen Elemente fiir die Massenmatrix lauten
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L L
Maa = — /(ASPS + M)UaUadX - m{UaUa} y o Map = RSa/MCOS(¢1)VZUaan
X=L

0 0

L L
Mae = Rea / psin())WUNdX, e =0, Mg = Rea / jcos(ib)UaVidX,
0 0

L
mey = — / {(AA/)A + Agps + M)vag + (Ips + uRg, cosz(wl))Vb’Vé}dX

0
X=L

L

L
mp. = —Réa/gsin(Qz/Jl)WC'VédX, mgq = RSa/MSin(wl)q)dVBdXv
5 0

L L
Mo = Rsa / psin(g)UWAX,  moy = —R2, / g sin(2¢,) VW dX,
0 0

L

Meye = — /{ (AAPA + ASpS + /J) WCW’Y + (]pS + MRga SIHZ(w1>>WéW:/}dX
0

)

X=L

nfoar)

L L
Myg = —Rsa/ucos(wl)cdeWdX, Mmeg =0, mg = RSa/usm(wl)qu)ng,
0 0

L L
Mee = _RSa/MCOS(wl)WC(D&dX7 Meq = —/ (2[/)8 + MRga) y0edX,  (3.51)
0 0

fiir die gyroskopische Matrix

Jaa = Gab = Jac = Jad = 9Ba = 986 = Oa

X=L

L
Jpe = ZQ/ (AAPA + Asps + u) WeVadX + 2mQ{WcVBH ;
0
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90 = 20Rsa [ prcos(n)@aVpd X,
0

» Gye = 0,

L
Gva =0, gp= —QQ/ (AAPA + Asps + M)%W’YdX - ZmQ{V},WV}
0

04 = 20Rs, / psin()@W.dX,  gea =0, gep = —2QRs, / 11 cos(1hr ) Vped X,
0 0

gee = —20Rs, / psin(y)We®edX,  gea =0 (3.52)
0

und fiir die Tangentensteifigkeitsmatrix

5

M\Dj

As <3u0 (i +2) + 0 + w2 + 2) Y (%’2 + ng) U'ULdX,

CO{CL

L
=~ [ (i +1) (Asagvb' oral b”) U dX,
0

L
Cow = —E/ (@ +1) (As oW, + 21w6'W"> UadX,  caa =0,
0
L
o= —F [ (#+1) (Asvgv/; + oI B”)U;dX,
0

L
em= [ {02 (Axpa + Asps )iV — LAsE (a0 + 2+ 3062+ ) 0V
0

— I+ 1)2vb"vﬁ”}dx 4 mQQ{v;,vﬁH ,

X=L

L
Che = —EAS/U(')wOW VidX,  cpg = — R /usm 1) P4V3d X,
0

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



3.4. Globale Diskretisierung 55

L L
o= —E / (@ +1) (Aswgw; + 2Ing,;’) U'dX, e, = —EAs / CRTATA I D'
0

0

L
1
o = / {92 (AAPA + Asps + u) W.W., — 2ASE(ug(ug +2) + 0y + 3wg2) Ww!
0

)
X=L

_EI(@,+ 1)2WC”W:/}dX 4 mQQ{WCWV}

L L
¢ra = Rea(2? / peos()PaWodX, e =0, cgp = —Rgal2? / psin(i;)Vy®ed X,
0 0

L
Cee = Rga2? / jucos(ih )W, Ded X,
0

L
ET
0

Der Vektor der auleren Anregung bleibt, analog zur Massen- und gyroskopischen Ma-

trix, durch die Linearisierung unverandert. Die zugehorigen Elemente lassen sich mit

foz = _FCXUa

)
X=L

L
fo=— QQ/ {60 cos (1) (AAPA + Agps + ,u) + uRsa COS(%)] VpdX
0

- (ezmQQ cos(1y) + Fcy) Vg‘ ,
X

L
f7 = — QQ/ {60 Sin(l/io)(AApA + Asps + ,u) + LLRSa sin(@/;ﬁ] W,de
0

— <62m§22 sin () + FCZ) W,

)
X=L

X=L

L
fg = —eoRsaQ2 /usin(¢0 — 7701)@5(1)( — MCCI)E‘ (354)
0

angeben. Wie die vorangegangenen Gleichungen zeigen, sind sowohl die Massen- wie

auch die tangentiale Steifigkeitsmatrix (M und Cg) symmetrisch. Die gyroskopische
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Matrix G ist hingegen schiefsymmetrisch. Auflerdem kann das Gleichungssystem (3.50)

durch eine Ddmpfungsmatrix nach Gleichung (2.62) erweitert werden.

3.4.2. Ortsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die verwendeten Ortsfunktionen U; (X), V; (X), W; (X)
und ®; (X) ndher definiert. Hierfur bietet es sich an, die Eigenfunktionen eines ver-
wandten Problems zu verwenden. Diesbeziiglich werden die Longitudinal-, Transversal-
und Torsionsschwingungen eines ruhenden Balkens mit konstanten Eigenschaften fiir
Geometrie und Material betrachtet. Die nachfolgenden Angaben beziehen sich, falls

nicht anders gekennzeichnet, auf [111].

Die linearen sowie homogenen Bewegungsgleichungen des genannten Problems seien

mit
FEuxx —puy =0, (3.55a)
EIZZv,XXXX -+ ,OAU’H =0, (355b)
EIYYw,XXXX + IOA’U),” = 0, (355C)
Glroxx —pUyy +122)pu =0 (3.55d)
I
=Ip

in der starken Form gegeben. Die Verschiebungsfunktionen sind in Analogie zu Ab-
bildung 3.1 definiert. Auch hier wird ein rotationssymmetrischer Querschnitt voraus-
gesetzt, wodurch Iyy = Izz = [ und Ip = It = 21 gilt. Infolgedessen sind die Be-
wegungsgleichungen (3.55b) sowie (3.55¢) fiir die Transversalschwingungen identisch.
Beides sind partielle Differentialgleichungen vierter Ordnung im Ort und zweiter Ord-
nung in der Zeit. Mit dem BERNOULLIschen Produktansatz ist jeweils die Aufspaltung
in ein gewohnliches Anfangswert- und Randwertproblem méglich. Die zugehorige all-

gemeine Ortslosung lésst sich mit

X . X X ) X
V(X)) =W (X) = a;cos ()\L> + ay sin ()\L> + a3 cosh </\L) + a4 sinh <A%) |
3.56

angegeben. Darin kennzeichnen a; Konstanten, welche an die Randbedingungen ange-

passt werden. Fir einen einseitig eingespannten Balken gilt

V(XZO) EO, Vx(X:O) EO, Vxx(X:L) EO, V:XX)((X:L> EO,
W(XIO) EO, Wx(XIO> 507 WXX(X:L) EO, VV,XXX(X:L) EO,
(3.57)
wobei lediglich die homogenen Bedingungen angegeben werden. Das Einsetzen in die

allgemeine Losung (3.56) fihrt auf vier Gleichungen zur Bestimmung der
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Koeffizienten a;. Fiir nichttriviale Losungen muss die Determinante der Koeffizienten-

matrix verschwinden. Daraus folgt die Eigenwertgleichung
cos (A) cosh (\) +1 =0, (3.58)

welche unendlich viele abzahlbare Losungen A; besitzt. Die zugehorigen Schwingformen

mit der Normierung a; = 1 stellen die gesuchten Ortsfunktionen dar und lauten

X X cos (A;) + cosh (\;) [ _ ( X) , ( X)]
o8 ( L ) o8 ( L ) sin (\;) + sinh (\;) i L i L

(3.59)
Nach [116] erweist sich die alternative Darstellung
Vi(X) = Wi (X)
X cos (A;) + cosh (A X
- ()\iL> ~ sin (\;) + sinh (A ()\’L> (3.60)
A

o () [1- oty iiiffﬁ&fit (37

zur numerischen Auswertung bei hoheren Modeordnungen als geeigneter.

Die partiellen Differentialgleichungen fiir die Longitudinal- und Torsionsschwingun-
gen (3.55a) sowie (3.55d) besitzen dieselbe Struktur und sind jeweils zweiter Ordnung
in Ort und Zeit. Die allgemeine homogene Losung fiir die separierten Randwertproble-

me lautet einheitlich
X X
U(X)=®(X)=a;cos <)\L) + ay sin <>\L> (3.61)

mit den zugehorigen homogenen Randbedingungen

0,
(3.62)

0,

Die Eigenwertgleichung, welche erneut aus der Forderung einer nichttrivialen Losung

hervorgeht, liefert die Eigenwerte

21—1
2

A = . (3.63)

Die korrespondierenden Schwingformen mit der Normierung a, = 1 lauten
, X
U (X) = &, (X) = sin (A) . (3.64)

Mit den Gleichungen (3.59) bzw. (3.60) und (3.64) sind samtliche Ortsfunktionen defi-
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niert. Eine Ubersicht zu weiteren Eigenwertgleichungen, Eigenwerten sowie Ortsfunk-
tionen ist in [111] zu finden, wobei unterschiedliche Randbedingungen fiir Axial- sowie

Transversalschwingungen betrachtet werden.

3.5. Lokale Diskretisierung

Nach der globalen Diskretisierung im vorherigen Unterkapitel wird an dieser Stelle ein
lokaler Ansatz mit Hilfe der FEM vorgestellt. Infolgedessen wird die Gebietsintegration
nicht mehr iiber die gesamte Schaftlinge durchgefiihrt, sondern iiber das jeweilige Ele-
mentgebiet. Damit die Integrationsgrenzen fiir jedes Element identisch sind, wird neben
der globalen Koordinate X noch die lokale Koordinate ¢ eingefithrt. Der Zusammen-

hang zwischen beiden Koordinaten ist mit
g(X) =ay + QQX

E(X =—LJ2) =1 =
(X =+4Le/2) = +1

£=2X

(3.65)
0X = Leog

gegeben, wobei L, die Elementldnge definiert. Fiir die Verschiebungsfunktionen werden

innerhalb eines Elements die linearen bzw. kubischen Polynome

w(é,t) = u(€,t) = ay + asé (3.66a)
V(€ 1) A T (E,) = by + bof + b€ + by (3.66h)
w (€,t) =W (E,1) = c1 + o + € + u&? (3.66¢)
¢ (1) = @ (1) = di + do§ (3.66d)

verwendet [104]. Auf eine zusitzliche Kennzeichnung dieser Funktionen mit dem In-
dex (...)e (vgl. Abschnitt 2.4.2) wird der Kiirze wegen verzichtet. Die Ordnung der
Polynomansétze resultiert aus der Variationsformulierung bzw. schwachen Form der
Differentialgleichungen. Fiir die Langsverschiebung sowie den Torsionswinkel sind als
Minimalanforderung C° stetige und fiir die Radialverschiebungen C' stetige Ansitze
erforderlich. Die darin enthaltenen zeitabhangigen Konstanten a;(t), b;(t), ¢;(t) und
d;(t) werden an die Knotenvariablen angepasst, welche in Abbildung 3.7 fiir ein finites

Balkenelement mit zwei Knoten dargestellt sind.

Daraus resultieren die Bedingungen

i(~1,1)

(1), a(1,t) = ds(t), (3.67a)
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Abb. 3.7.: Finites Balkenelement mit zwei Knoten und den dazugehorigen Knoten-

variablen.
v(=1,t) = 01(t), v(1,t) =0a(t), ve(—1,t) = v16(t), ve(1,t) = vag(t), (3.67b)
w(—1,t) = wi(t), w(l,t) =wa(t), we(—1,t) =wie(t), we(l,t) = woe(t), (3.67c)

gg(—l,t) = &1@)7 qg(lvt) = Q;Q(t)' (367d>

Im Anschluss kénnen die Verschiebungsansétze als Skalarprodukt zweier Vektoren

W) =U@E) -7, &) =V(E) i@, (3.68)
@ (&) =W () i), &) =3 i)
dargestellt werden. In Analogie dazu gilt fiir die Variationen
0u(€,t) =U (&) @oq(t),  du(&t) =V () (), (3.69)
00 (6,1) =W (€) - @04 (1),  36(6,t) =B () - 204 (1)

Die insgesamt 12 Knotenvariablen eines Elements, bzw. deren Variationen, beziehen
sich auf das korperfeste x9ys20-Koordinatensystem. Zusammengefasst werden sie mit

den zwei Vektoren

S
24 = [Uhvl,wh¢1>w1,§,01,g>uz,02,w27¢2,w2,5,v2,§} )

B B (3.70)
207 =0 [@71,?717@1, G1, W1 e, Vg, Uz, Vo, W, ¢2>@2,§,?72,4
Die Formfunktionen werden mit den Zeilenvektoren
U= l2€,0,0,0, 0,0, g—;,O,O, 0,0,0] , (3.71a)
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V:[agt*%+2ﬂxux@_1y@+1X&_§+ﬁf+%&00f5_ng+lyy
4 4 4 4

(3.71b)

IV:[Q&ga_%+aﬂl@_1V@+1XQQQ_§+3£+%0K€_D@+1Pﬁy
4 4 4 4

(3.71c)

5:0@Q5§Qmw@§y@o (3.71d)

angegeben. In Abbildung 3.8 sind die Formfunktionen der vorausgehenden Vektoren

im Einheitsgebiet dargestellt.

1 1
03 — Knoten 1
4 - & — Knoten 2
S IS I3
S S I'SF
0 0 -0,3
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
3 3
Abb. 3.8.: Formfunktionen der einzelnen Knotenvariablen in Abhéngigkeit der lokalen
Variable €.

Am Beispiel des Radialverschiebungsansatzes v (X, t) lauten die partiellen Ableitungen

L. Le ’

\T-/ \—“/—/

=Vx =Vixx (3.72)
vy = V. (z)cf, Uy = V. (2)5,
U xt = V' (2)@ U xi = V' (2)C.I;

sowie die Ableitungen der zugehorigen Variationen
Six =V'-(0¢ und Soxx =V"- (907 (3.73)

Hierfir findet erneut die mit Gleichung (3.36) eingefiihrte Notation Anwendung. Die
partiellen Ableitungen der verbleibenden FE-Ansidtze und deren Variationen sind in
Anhang A aufgefithrt. Fiir den Vektor der Knotenvariablen wird zusétzlich der Sto-

rungsansatz einschliellich Zeitableitungen

@71 = @@+ A7), @7t =@Adt), ©dt)=Adl) (3.74)

definiert. Dieser besteht aus der stationdren Lage (2)go und der zeitabhéngigen Bewe-

gung (A¢(t) in deren Umfeld. Anschliefend werden die vorausgegangenen Ansétze in
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die Variationsformulierung eingesetzt. Daraus folgt zunéachst ein Differentialgleichungs-

system mit der Struktur

M- ) A+ )G AT+ @ fu @) = @ F .

- 2 (3.75)
~(2)Co () A7
Im Speziellen lautet die Massenmatrix
_ Le T 4
M = 5 { { (Asps + M)U + uRsa cos(wl)V + pRg, sin(yy )W } U

+ [,LLRSa sin(¢1)® — (Aapa + Asps + u)V] -V + 3 [ZMRSa cos(1)U
— — T —
— pRE, sin(21) W' — (2[ps + uRE, (cos(2i1) + 1)>V’] V!

1

- - T — —
- |:MRSa cos(thy)® + (Aapa + Agps + M)W} W+ 3 |:2/LRSa sin(¢)U

o’

(3.76)

— pR2, sin(20,)V' + ( — 21 ps + R, (cos(2¢y) — ))W

+ [ (QIpS + ,uRSa><I> + uRsa Sln(@/zl)V 1t Rs, cos @/11

_m[ﬁT.ﬁWT.mwrw]

xX=L’
&=1

die gyroskopische Matrix

+1

Le g - T —

(g)G = > / {QQ {,uRSa COS(@/Jl)CI) + (AApA + Agps + M)W} -V
21

T —

+ 20 {,uRsa sin(@/)l)@ — (Aapa + Asps + ,u)V - W

T —
@}dg

(3.77)

— 20 Rs, | cos(1hy)V + sin(ihy )W

4+ 2mS

WV VTP
B

L’
1
der auflere bzw. externe Kraftvektor

+1
@fow = 5 / {92
-1

+Q?

(Axpa -+ Asps + e cos(ib) + iR, cos(in) |V

(Aapa + Agps + p)eo sin(

Rsa Sln(wl)} W

o) +
+ egu€¥ Ry, sin (g — 1) } { egm§22 cos(1) + Fcy} V
o

{eng sin(w)q) + FCZ] W+ M, }

(3.78)
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und der interne Kraftvektor

+1

(2)ﬁnt — Lze / { — §<u6 +1) [AS (a{] (ag + 2) + 9% + 11)62) + 2](@6’2 + wg)’?)} U’
1

+0? {EO(AA,OA + Agps + 1) — ptRsato Sin(%)] 1%
. AsE —/ [/

— 2 -
— T g (y + 2) + v4% + w()?} V' — Emg(ag + 1) V"

+ 0? |:1I)0(AAPA + Asps + ,U) + NRSaQEO COS(@Z)I)} W
AsE T T
- S {ug(ug +2) + 02 + w62] W' — Elay (@ + 1) W

+ QQ {stlgzﬁg + ,uRgagEO - ,uRSaEO sin(;bl) + ,URsa@o COS(¢1):| (i;

- VEleégé’}dg + mO? [UQV + wol/f/} ’X:L.
. (3.79)
Letzterer wird im weiteren Verlauf linearisiert und tiber das Produkt der Tangenten-
steifigkeitsmatrix mit dem Vektor der Freiheitsgrade dargestellt. Die zugehorige Matrix

und deren Berechnungsvorschrift lauten

aﬁnt(cj)
Cy =25
(2)~0 o7 |
9=q0
L. 7 E
== / { - 2[,43(3%(% +2) +0p? +wp? + 2) 0" + 21 (vg? + wy?) U
-1

— — — — T —
+ 2As(ty + 1) (V' + wpW') + 41 (1w + 1) (5 V" + ng”)} Nk
T

+ QQ (AAPA + ASPS + M)V - NRSa sin(qﬁl)cﬁ : ‘7

_AsE{
2

T

20y (0" + 0" + wyW') + (g (uf + 2) + 30% + wp)V'| - V'

— — — T —
— El(uy+1) {2ng’ +apV" + V”] -V
T

(Aapa + Asps + )W + pRsq cos()®| - W

AsE L AT
- —; [2w6(u6U’ + 0"+ 0pV') + (g (g + 2) + 5,2 + 3wg2)W’} W

+0?

— - — T -
— El(uy+1) {ngU/ + ugW" + W”] W

— — — T —
+0? {(2[/)5 + ,LLR%a)(I) — tRsa sin(¢1)V 4 uRs, cos(z/Jl)W] P

EI
v+1

=L
=1

¥ hae s o2 777 7]
£

(3.80)

Die erforderliche stationédre Lage wird iterativ mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren
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gemaf
. —1
— — a r 7 . - F £
qoi+1) = qQoi + 'g‘(qf?) B . (fext — fint(i)) = qo; + C(]il . (fext - fint(i)) (381)
q4=q0:
N——’
=Cy;

ermittelt. Als Startlosung fiir die erste Berechnung dient der unverformte Grundzu-
stand. Die Iteration wird abgebrochen, wenn sich die Betragssummennorm der statio-
néaren Verschiebungen

1Goll= > Iqoi] (3.82)

um weniger als 1% je Durchgang andert. Falls keine Konvergenz eintritt, ist eine Last-

inkrementierung durchzufiihren.

3.6. Anmerkungen zur schubweichen Formulierung

Wiéhrend in den vorangegangenen Abschnitten stets die Schubeinfliisse im Zuge der
EuULER-BERNOULLI-Balkentheorie vernachléassigt werden, sollen sie an dieser Stelle Be-
achtung finden. Im Speziellen wird die Balkentheorie nach TIMOSHENKO verwendet,
welche Schubeinfliisse erster Ordnung beriicksichtigt. Dies hat zur Folge, dass die Bal-
kenquerschnitte wiahrend der Verformung nach wie vor eben bleiben, aber nicht mehr
senkrecht zur neutralen Faser [79]. Zur ndheren Beschreibung der Verformungskinema-
tik ist in Abbildung 3.9 ein Balkenelement im verformten sowie unverformten Zustand

dargestellt.

Zusétzlich zu den Querschnittsverdrehungen infolge der Biegung werden die Winkel
B(X,t) und y(X, t) definiert, welche auf den Schubeinfluss zuriickzufithren sind. Die ein-
zelnen Verformungsanteile iiberlagern sich, sodass fiir die resultierenden Querschnitts-

verdrehungen

po=—-wx+ [ und @3=vx—7 (3.83)

gilt. Dies hat zur Folge, dass sich die Anzahl der unabhéngigen Verschiebungsfunktio-
nen von vier (u, v, w, ¢) auf sechs (u, v, w, ¢, a, ) erhoht. Der linearisierte Ortsvektor

zu einem beliebigen materiellen Teilchen lautet demnach

X+u—Y(x—7)—Z(wx —p)
@)7Ps; ~ Y +v—Zé : (3.84)
Z+w+Yo

Auf die sich anschlieenden Berechnungen zur Bereitstellung des Verzerrungstensors

wird an dieser Stelle verzichtet, da diese analog zu Unterkapitel 3.1 durchzufiihren
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a‘) z9 b) Z9 C) y2
i—' Y2 i»—» To :L—> X9
T Y2 Z2
v X
AL
. Pg;
S
Ps1 P ) /PSO
i o A==
N = o =
A y sSlONG | - ( k\
Y u U1
(75} Uu

Abb. 3.9.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens auflerhalb der
Schaftachse unter Verwendung der TIMOSHENKO-Balkentheorie. a) Tor-
sion in der yszo-Ebene. b) Verschiebungen in der x9zo-Ebene. ¢) Verschie-
bungen in der zsys-Ebene.

sind. Die linearen und von Null verschiedenen Verzerrungen ergeben sich zu

€11 = Ux — YU7XX — Z’UJJ(X + Y77X + ZB,Xy

€12 = €21 = L Y= Zox), (3.85)
2

€13 = €31 = ;(5 + Yﬁb,x)-

Da die Schubwinkel nach TIMOSHENKO nur Funktionen der Léngskoordinate und der
Zeit, sind, ergibt sich eine konstante Schubspannung iiber den gesamten Querschnitt.
Dies entspricht jedoch nicht der Realitédt. In Abbildung 3.10 ist die Schubspannungs-

verteilung am Beispiel von 75 fiir einen Vollquerschnitt dargestellt.

a) b) c)
k=1 k<1

Y2 ' Yo Ya

/
Tlg(X,Y) T12(X)
k‘.ﬁCQ 29 (¢ >> T 29 (¢ /> )

;

Abb. 3.10.: Schubspannungsverteilung infolge einer Querkraftbeanspru-

Z9

)

chung in einem Vollquerschnitt nach [79]. a) Reale pa-
rabolische  Verteilung,. b) Verteilung nach TIMOSHEN-
KO ohne Schubkorrektur (x = 1). ¢) Verteilung nach

TIMOSHENKO mit Schubkorrektur (k < 1), welche mit einem ver-
ringerten Wirkquerschnitt dargestellt wird.
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Bei der realen Schubspannungsverteilung handelt es sich um eine parabolische Funktion
iiber den Querschnitt. An den freien Oberfléchen gilt jeweils 730 = 0. Um dem entste-
henden Fehler durch die Nédherung erster Ordnung entgegenzuwirken, wird der Schub-
korrekturfaktor s eingefiigt. Mit dessen Hilfe kann die Ersatzschubsteifigkeit ©G Ag
berechnet werden. Auf die Berechnung der geometrieabhingigen Groflie wird an die-
ser Stelle nicht eingegangen. Nach [108] betragt der Schubkorrekturfaktor fiir einen
kreisrunden Vollquerschnitt 0,75 und fir einen diinnwandigen Kreisquerschnitt 0,5.

Letzterer Wert wird auch fiir spatere Berechnungen verwendet.

Die Schubkorrektur muss ebenfalls fiir die Berechnung der potentiellen Energie beachtet
werden. In Anlehnung an Gleichung (3.19) gilt
E [ 2
,{/ —
Epot = 5 // |:€%1 —+ ]/74—1 (E%Q + 6%3)] dAS dX. (386)
0 Ag

Die weiteren Ausfithrungen entsprechen den vorangegangenen Abschnitten. In An-
hang B werden die vereinfachten Bewegungsgleichungen unter Verwendung eines globa-
len R1TZ-Ansatzes und die Elementmatrizen fiir die FEM aufgefiithrt. Die Bestimmung
der globalen oder lokalen Ortsansatzfunktionen erfolgt analog zu denen der Léngsver-

schiebung bzw. des Torsionswinkels.

3.7. Berechnungsergebnisse

Nachfolgend werden die Berechnungsergebnisse fiir verschiedene Parameterstudien dar-
gestellt. Dabei wird z. B. der Einfluss der Winkelgeschwindigkeit, unterschiedlicher geo-
metrischer Groffen und auch von Materialparametern untersucht. In Tabelle 3.1 werden
die zur Simulation verwendeten Werte des Werkzeuges angegeben. Sofern nicht anders
gekennzeichnet, gelten diese Parameter fiir alle in diesem Kapitel aufgefiihrten Ergeb-
nisse.

Weiterhin soll auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede eingegangen werden, welche zwi-
schen einer geometrisch linearen sowie nichtlinearen Betrachtung auftreten. Ebenfalls
wird der Einfluss der Schubdeformationen gegeniiber einer schubstarren Betrachtung
diskutiert.

Zur rechentechnischen Umsetzung der Modelle mit globaler Diskretisierung kommt das
Computeralgebrasystem MATHEMATICA® zum Einsatz. Dabei erweist sich der symbo-
lische Umgang mit den aufgefithrten Formeln und Anséitzen als wesentlicher Vorteil.
Abweichend dazu werden die FE-Berechnungen mit Hilfe von MATLAB® durchgefiihrt.
In diesem Zusammenhang steht die numerische Handhabung von vieldimensionalen

Matrix-Vektor-Gleichungssystemen im Vordergrund.
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Tab. 3.1.: Fiir die Simulationen verwendete Parameter des Werkzeuges. Schaftgeome-
trie nach [50].

Klasse Beschreibung Formelz. Wert
Materialdaten Schaft Dichte 0s 7850 kg/m?
E-Modul E 2,1-10" N/m?
Querkontraktionszahl v 0,3
Geometrie Schaft Auflenradius Rs, 5mm
Innenradius Rg; 4 mm
Schaftlinge L 0,27m
Déampfung a-Anteil Ta 0
B-Anteil T8 0
Exzentrizitat Fluchtungsfehler € 0
Schaft e1(X) 0
Schneidteil e 0
Schneidteil Masse m 0
Ausgleichsmasse Fillgrad S} 0

3.7.1. Ruhendes Werkzeug

Als Erstes werden fiir den ruhenden Schaft ohne Ausgleichsmasse sowie Schneidteil
die gemessenen Eigenfrequenzen nach [50] mit den jeweiligen Berechnungsergebnis-
sen verglichen. Die experimentelle Bestimmung der niedrigsten Biegeeigenfrequenzen
erfolgt mit Hilfe der Impulshammermethode. Dabei wird sowohl die Erregung durch
den Impulshammer als auch die resultierende Bewegung des Schafts (Antwort) erfasst.
Die Messungen werden an insgesamt 15 Punkten durchgefiihrt, womit sich auch die
Schwingformen darstellen und den Eigenfrequenzen zuordnen lassen [50].

In Tabelle 3.2 werden die Ergebnisse fiir die niedrigsten zwei Biegemoden und jeweils
fiir den niedrigsten Torsions- sowie Langsmode dargestellt. Fur Letztere werden in [50]
keine Messwerte angegeben. Bei der Simulationen wird zwischen der schubweichen und
schubstarren Variante nach EULER-BERNOULLI bzw. TIMOSHENKO unterschieden. Zu-
satzlich werden die Ergebnisse unter Verwendung des RITz-Ansatzes (globale Diskre-
tisierung) als auch der FEM (lokale Diskretisierung) angegeben. Die FE-Ergebnisse
werden mit Hilfe von 100 Elementen ermittelt, wobei sich eine Konvergenz fir die
betrachteten Groflen einstellt. Die Auswertung des RiTz-Ansatzes erfolgt allein unter

Beriicksichtigung des jeweiligen Modes.

Zunachst werden die Frequenzen der Biegemoden betrachtet. Die Abweichungen zwi-
schen den berechneten und gemessenen Eigenfrequenzen liegen im einstelligen Pro-
zentbereich. Dies kann u.a. mit der Annahme einer unendlich steifen Einspannung
(Werkzeughalterung sowie Spindel) fiir die Simulation begriindet werden, was in der
Realitat nicht zutrifft. In [50] erfolgt die Messung der Schaftbewegung unter Nutzung

eines Laser-Vibrometers, wodurch eine zusatzliche verfialschende Masse ausgeschlossen
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Tab. 3.2.: Vergleich der gemessenen Eigenfrequenzen des Werkzeugschaftes nach [50]
mit den Ergebnissen verschiedener Berechnungsmodelle. Fiir die Diskreti-
sierung der FE-Modelle werden jeweils 100 Elemente verwendet.

Frequenzen in Hz

Mode Messung [50] EULER-BERN. TIMOSHENKO
Rirz FEM Rirz FEM
1. Biegung 121,9 127,1 1271  126,9 126,9
2. Biegung 721,5 794,8 794,8 788,1 785,6
1. Torsion - 2970,1 2970,1 2970,1 2970,1
1. Langs - 4789,1 4789,1 4789,1 47891

ist. Bei Verwendung eines mechanischen Beschleunigungssensors ist dies jedoch zu be-
achten. Die Unterschiede zwischen den einzelnen Berechnungsmodellen fallen gering
aus. Fur die schubstarre Variante liefern der RiTz-Ansatz und die FEM unter der
verwendeten Rundung identische Ergebnisse. Bei der schubweichen Formulierung trifft
dies ebenfalls fiir den ersten Mode zu. Fiir den zweiten Mode féllt das FE-Ergebnis
geringfiigig kleiner aus (< 1%). Erwartungsgemésf liegen die Frequenzen der schubwei-
chen Formulierung unter denen des schubstarren Modells.

In Bezug auf die niedrigste Torsions- und Léngseigenfrequenz sind die Bewegungs-
gleichungen identisch (vorausgesetzt x = 1) und es sind auch keine Unterschiede hin-
sichtlich der Losungsmethode festzustellen. Weiterhin kann die in [125] getroffene Aus-
sage bestétigt werden, dass lediglich die niedrigste Biegeeigenfrequenz von Interesse ist,
da alle anderen Eigenfrequenzen um ein Vielfaches hoher sind. Dies kann mit der hohen
Steifigkeit in Axialrichtung begriindet werden (vgl. [10]), was nicht nur auf das Werk-
zeug sondern auch auf die tibrige Maschine (Spannfutter, Spindel und das Werkzeug-
gestell) zutrifft. Im Gegensatz dazu ist die Steifigkeit orthogonal zur Rotationsachse

deutlich geringer.

Einfluss des Verhiltnisses L/ Dsg,

In Abbildung 3.11 werden die niedrigsten Biegeeigenfrequenzen der unterschiedlichen
Berechnungsmodelle in Abhéngigkeit des Verhéltnisses 5 < L/Dg, < 100 dargestellt.

Je nach Loésungsmethode wird auch der relative Fehler angegeben, wobei sich dieser
stets auf das Ergebnis der schubweichen Variante bezieht. Die Frequenzen nehmen
mit steigendem Léngendurchmesserverhahltnis exponentiell ab, wodurch ein linearer
Zusammenhang in doppelt logarithmischer Darstellung resultiert. Der relative Fehler
zwischen den schubweichen und schubstarren Berechnungsergebnissen nimmt zu, je
kleiner L/Dsg, und je grofler die Modeordnung sind. Fir L/Ds, = 10 betrdgt die Ab-

weichung fir den ersten Mode rund 1 %. Deswegen wird fiir einen langkragenden Werk-
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Frequenzen relativer Fehler
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EULER-BERN.: - 1 =1 =2 1=23 c1=4 -1=25
TIMOSHENKO: —1=1 —1=2 1=3 =1= —1=25

Abb. 3.11.: Vergleich der Biegeeigenfrequenzen des Schaftes fiir die schubstarre und
schubweiche Formulierung. Ergebnisse in Abhéngigkeit des Verhéltnisses
L/Dg, und der Modeordnung i. Angabe des relativen Fehlers in Bezug
auf die schubweiche Formulierung.

zeugschaft die Theorie nach EULER-BERNOULLI als ausreichend angesehen. Beztiglich
des Losungsverfahrens treten nur geringe Unterschiede auf. Es ist jedoch anzumerken,
dass fir die FEM der relative Fehler zwischen schubweicher und schubstarrer Formu-
lierung grofer ausfallt.

Aus den genannten Griinden wird im weiteren Verlauf, sofern nicht anders gekennzeich-

net, die EULER-BERNOULLI-Theorie unter Verwendung des globalen RITZ-Ansatzes
genutzt.

Einfluss der Ausgleichsmasse

In Tabelle 3.3 wird die Wirkung der Ausgleichsmasse auf die niedrigsten zwei Biege-
eigenfrequenzen aufgezeigt. Dabei wird zum einen die Dichte py und zum anderen der
Fiillgrad © variiert.
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Tab. 3.3.: Einfluss der Dichte sowie des Fiillgrades der Ausgleichsmasse auf die nied-
rigsten Biegeeigenfrequenzen des ruhenden Schaftes. Berechnungsergebnis-
se fiir das schubstarre Modell und globaler Diskretisierung.

Frequenzen in Hz fiir pa/ps = 1/3
©
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1. Biegung | 127,1 120,2 114,3 109,1 104,7 100,7
2. Biegung | 7948 751,7 714,9 683,0 655,1 630,3

Mode

Frequenzen in Hz fiir pa/ps = 2/3
©
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1. Biegung | 127,1 114,3 104,7 97,2 91,1 86,0
2. Biegung | 794,8 714,9 655,1 608,2 570,1 538,3

Mode

Frequenzen in Hz fir ps/ps = 1
S)
00 02 04 06 08 10

1. Biegung | 127,1 109,1 97,2 88,4 81,7 76,3
2. Biegung | 794,8 683,0 608,2 553,5 511,3 477,6

Mode

Fiir die Berechnung des Fiillgrades gilt

VB R
S _

Q) _
R3, R’

(3.87)

wobei Vi und Vg die Volumina der Ausgleichsmasse sowie des Schafthohlraums kenn-
zeichnen. Erwartungsgeméafl nehmen die Eigenfrequenzen mit steigender Ausgleichs-
masse ab. Fiir das hier gewéhlte Beispiel sinken die Eigenfrequenzen des Schaftes auf
bis zu 60 % der urspringlichen Werte ohne Ausgleichsmasse. Die Beriicksichtigung ei-
nes zusétzlichen Schneidteils bewirkt ebenfalls eine Absenkung der Eigenfrequenzen
(vgl. Abschnitt 3.7.2).

Verteilung der Eigenfrequenzen infolge einer stochastischen Unwucht

Die Eigenfrequenzen stellen keine deterministischen Groflen dar, sondern unterliegen
einer Streuung. Dies kann tiber eine verteilte Unwucht modelliert werden. Hierfiir sind
in Abbildung 3.12 die Ergebnisse verschiedener MONTE-CARLO-Simulationen mit Hil-
fe von Histogrammen dargestellt.

Die Berechnung der niedrigsten Biegeeigenfrequenz erfolgt fiir variierende Werte
VON €1max- Die Angabe der maximalen Schaftexzentrizitiat erfolgt in Abhéangigkeit der

zugehorigen Wandstérke (Hs = Rg, — Rsi), wobei fiir die einzelnen Werte jeweils 1000
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Realisierungen herangezogen werden. Zusétzlich wird zwischen Berechnungen mit und
ohne Berticksichtigung der Schneidteilmasse (m = 0,01 kg) unterschieden.

Fiir den Fall, dass ejnax = 0 gilt, ergibt sich eine deterministische Rechnung ohne
Streuung der Figenfrequenzen. Weiterhin ist ersichtlich, dass je grofler die maximale
Schaftexzentrizitat ist, desto grofer fallt die Streuung der Eigenfrequenzen aus. Dabei
ist von einer symmetrischen Verteilung um den deterministischen Wert auszugehen.
Der Unterschied zwischen den beiden Varianten mit und ohne Schneidteil besteht dar-
in, dass die Streuung der Eigenfrequenzen fiir m = 0, 01 kg geringer ausfillt. Dies kann
mit der hoheren Gesamtmasse des Systems begriindet werden, gegeniiber welcher die

Schaftunwucht einen geringeren Anteil einnimmt.

m =20 m = 0,01kg

116 120 124 128 132 136 92 96 100 104
f01 in Hz fOl in Hz
— €lmax = 0 - €lmax — 0; 25 HS - €lmax — 0; 75 HS

|:| €lmax = 0; 50 HS l:] €lmax = 1; 00 HS

Abb. 3.12.: Histogramme fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der niedrigsten Biege-
eigenfrequenz in Abhéngigkeit von e1y,.,. Verwendete Parameter fiir den
WEDIG-DIMENTBERG-Ansatz zur Unwuchtmodellierung: wywp = 27 124

7 rad ’
ra
UWD 5 —

In Abbildung 3.13 werden fiir die MONTE-CARLO-Simulationen mit und ohne Schneid-
teilmasse jeweils die Wahrscheinlichkeitsverteilung und Box-Whisker-Plots angegeben.
Bei Letzteren wird die Box von den 25 %- sowie 75 %-Quartilen begrenzt und bein-
haltet zusétzlich eine Markierung fiir den Median. Die maximale Léinge der Antennen
(Whisker) entspricht dem interquartilen Abstand (Lénge der Box), wobei deren En-
den jeweils den extremsten Wert kennzeichnen [74]. Ausreifier (Werte die Aulerhalb des
Antennenbereichs liegen) treten bei den vorliegenden Daten nicht auf. Beide Darstellun-
gen bestatigen die aus den Histogrammen resultierende Annahme einer symmetrischen

Verteilung.
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m =0 m = 0,01kg

1 1
8 0.8 1 0.8 |
=
E| 206 =06 |
go = =
S| ™ 047 04
E
5 0.2 02 |

0 — 0 -

116 120 124 128 132 136 92 96 100 104

f01 in Hz f01 in Hz

3
- —TV— | | LT
£
p o |

116 120 124 128 132 136 92 96 100 104

Jor in Hz for in Hz
— €1max = 0 — €lmax — 07 25 HS — €lmax = 07 75 HS
— €lmax = 07 50 HS — €lmax = 17 00 HS

Abb. 3.13.: Wahrscheinlichkeitsverteilung und Box-Whisker-Plots der MONTE-
CARLO-Simulationen in Abhéangigkeit von ej,,... Verwendete Parameter

fiir den WEDIG-DIMENTBERG-Ansatz zur Unwuchtmodellierung: wwp =

rad __ m rad
2m S WD = 5 Ny

Zuséatzlich werden in Tabelle 3.4 der arithmetische Mittelwert, die Varianz und die Stan-
dardabweichung fiir die niedrigste biegekritische Eigenfrequenz angegeben. Der arith-
metische Mittelwert fgl andert sich, &hnlich wie der Median, nur geringfiigig in Abhén-
gigkeit von eq,.x. Im Gegensatz dazu nehmen sowohl die Varianz als auch die Standard-
abweichung erwartungsgemafl mit steigendem ej,,., zu. Im Falle der grofiten untersuch-
ten Exzentrizitit ejmax = 1,00 Hg betriagt die Standardabweichung o(fy) = 4,35 Hz
fir das Werkzeug ohne Schneidteilmasse und o(fo;) &~ 2,13 Hz mit Schneidteilmasse.
Beziiglich des arithmetischen Mittelwertes entspricht dies einer Abweichung von rund
3,42 % bzw. 2,17 %.

Es sei angemerkt, dass ein Wert von ej,.c = 1,0 Hg weit tiber den in der Praxis auf-
tretenden Toleranzen liegt. In [50] werden fiir experimentelle Untersuchungen von lang
kragenden Hohlschéaften nahtlose Prazisionsrohre als Halbzeuge verwendet. Diesbeziig-
lich werden mit DIN EN 10305-1 [28] die technischen Lieferbedingungen vorgegeben
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Tab. 3.4.: Arithmetischer Mittelwert, Varianz und Standardabweichung fiir die nied-
rigste biegekritische Figenfrequenz infolge der MONTE-CARLO-Simula-

tionen.
m =0 m = 0,01 kg
€imax | fo1 Var(fo1) o(for) o(for)/for| fou Var(for) o(for) o(for)/for

inHz inHz> inHz in% inHz inHz> inHz in%
0 127,07 0 0 0 98,42 0 0 0
0,10 Hg | 127,05 0,19 043 034 0842 004 020 021
0,25 Hg | 127,06 1,19 1,09 0,86 98,42 0,27 0,52 0,53
0,50 Hg | 127,03 4,76 2,18 1,72 98,43 1,09 1,04 1,06
0,75 Hg | 126,99 10,73 3,28 2,58 98,41 2,45 1,56 1,59
1,00 Hs | 127,14 1890 435  3.42 08,19 455 213 217

(nahtlos kaltgezogene Prézisionsrohre). Falls nicht anders festgelegt, ist eine dimensi-

onslose Exzentrizitat von

HSmax - HSmin
€rel = < 0,1 3.88
: HSmax + HSmin ( )

innerhalb eines Querschnittes einzuhalten. Weiterhin gilt fiir Rohre, welche nach
AuBen- /Innendurchmesser und Wandstéarke definiert sind, dass sich die Wanddicken-
grenzabmafe im Bereich von +0,1mm oder +10% bewegen. Dabei gilt der jeweils
groffere Wert. Im Falle einer Warmebehandlung wird aulerdem darauf hingewiesen,
dass die Grenzabmafle von Auflen- und Innendurchmesser eines Rohres mit dem Fak-
tor 1,5 fiir 0,05 > Hg/Ds, > 0,025 bzw. 2 fiir Hs/Ds, < 0,025 multipliziert werden
miissen. Fir die Geradheitstoleranz gelten die Angaben nach Tabelle 3.5, wobei nach

dem AuBendurchmesser und der Streckgrenze (7) unterschieden wird.

Tab. 3.5.: Geradheitstoleranzen fiir Rohre mit einer Lange von L > 1000 mm und
einem Aufendurchmesser von Dg, > 15mm nach DIN EN 10305-1 [28].

Durchmesser Geradheitstolerenz

e =0,0015 L fir 7, < 500 N/mm
e =0,0020 L fur 7, > 500 N/mm
e =0,0025 L fur 7, < 500 N/mm
e =0,0030 L fur 7, > 500 N/mm

Dg, < 260 mm

Dg, > 260 mm

Fir Langen von weniger als 1000 mm und Dg, > 15mm gilt zusatzlich e < 0,003 L.
Weiterhin wird darauf hingewiesen, dass fir Dg, < 15mm, die Geradheitstoleranzen
individuell vereinbart werden kénnen. In Abbildung 3.14 werden die eben behandelten

Toleranzangaben visualisiert. Zusétzlich gilt noch die bereits angesprochene Auswucht-
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gutestufe G 40 fiir das Werkzeug bei maximaler Betriebsdrehzahl (vgl. DIN EN ISO
15641 [29]).

a) b)
N -
\ % Hemin L

Abb. 3.14.: Darstellung der Toleranzen fir kaltgezogene Prézisionsrohre. a) FExzen-
trizitdt innerhalb eines Querschnittes nach [94]. b) Geradheitstoleranz
nach [28].

LN

HSmax

3.7.2. Rotierendes Werkzeug

Anschlieflend zu den Betrachtungen am ruhenden Werkzeug, werden nachfolgend ver-
schiedene Rechnungen unter Einfluss einer Bewegung durchgefiihrt. Neben der Winkel-
geschwindigkeit interessiert auch die Exzentrizitat und die daraus resultierende statio-
nare Deformation. Des Weiteren wird die Schaftbewegung unter Wirkung einer Schnitt-
kraft sowie der Dampfungseinfluss untersucht. Fir die Berechnungen kommen aus-

schlieBlich die schubstarren Modelle zum Einsatz.

Einfluss der Winkelgeschwindigkeit

In Abbildung 3.15 sind die Eigenfrequenzen des Werkzeuges in Abhéngigkeit der Winkel-
geschwindigkeit im Bereich von 0 bis 6000 rad/s dargestellt. Eine Exzentrizitat wird
nicht berticksichtigt, sodass ey = e; = e; = 0 gilt. Neben den drei niedrigsten Biege-
eigenfrequenzen wird auch die niedrigste Léngs- und Torsionseigenfrequenz angegeben.
Fiir den Schaft ohne Schneidteilmasse und €2 = 0 entsprechen die dargestellten Werte
den Angaben aus Tabelle 3.2, sofern diese dort aufgefithrt werden. Gut erkennbar ist
die deutlich hohere Lage der niedrigsten Langs- und Torsionseigenfrequenz im Vergleich
zu den Werten der niedrigsten Biegemoden.

Wiéhrend die Langs- und Torsionseigenfrequenz nicht bzw. nur marginal von der Win-
kelgeschwindigkeit abhéngig sind, werden die Biegeeigenfrequenzen deutlich beein-
flusst. Die konjugiert komplexen Eigenwerte des ruhenden Schaftes spalten sich infolge
der Rotation auf. Aufgrund der Bifurkation ist zwischen einem vorwértigen (VW) und
rickwértigen (RW) Mode zu unterscheiden (steigende und fallende Frequenz). Beide
Losungsanteile konnen als laufende Wellen in Umfangsrichtung interpretiert werden,
wobei die Ausbreitungsrichtung entgegengesetzt ist [7], [118]. Die Bifurkation resultiert

hauptsachlich aus der Wahl des mitdrehenden z5y,29-Koordinatensystems. Beziiglich
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------------------------------------------------------------------------------------- m:o

————— 1.-3. Biegung RW
g 1123, Biegung VW
— — —1. Torsion
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m = 0,01 kg
————— 1.-3. Biegung RW
——1.-3. Biegung VW
— — —1. Torsion
---------- 1. Langs
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Abb. 3.15.: Eigenfrequenzen des Werkzeuges mit und ohne Schneidteilmasse in Ab-
héangigkeit der Winkelgeschwindigkeit. Diskretisierung fiir den globalen
RiTz-Ansatz: {A, B,C, D} = 3.

des zoyozo-Inertialsystems tritt diese deutlich schwécher auf, wie z. B. in [106] und [131]
gezeigt wird.

Die Beriicksichtigung der Schneidteilmasse m bewirkt, wie bereits festgestellt, eine Ab-
senkung der Eigenfrequenzen. Eine Ausnahme bildet die Torsionseigenfrequenz, welche
unverandert bleibt. Ursache hierfiir ist, dass das Schneidteil als Punktmasse modelliert
wird und somit die kinetische Energie fiir die Torsionsbewegung unverandert bleibt
(vgl. Formel (3.12)).

Stationare Deformation

Tritt die Rotation zusammen mit einer Exzentrizitat auf, so fithrt die resultierende
Fliehkraftbeanspruchung zur stationaren Deformation des Schaftes. Die Eigenwertbe-
rechnung erfolgt anschlieend fiir eine Bewegung um die deformierte Lage. In Abbil-
dung 3.16 werden die Frequenzen des niedrigsten Biegeeigenmodes in Abhangigkeit der
Winkelgeschwindigkeit 0 < Q < wq;|g=0 und der Exzentrizitat 0 < ey < Hg (Fluch-
tungsfehler) dargestellt. Neben den Ergebnissen des geometrisch nichtlinearen Modells
werden auch diejenigen fiir eine lineare Formulierung angegeben. Zu diesem Zweck

werden die nichtlinearen Terme aus Gleichung (3.8) vernachléassigt.

Die Angabe der Frequenzen erfolgt an dieser Stelle in Bezug auf das ortsfeste Inertial-
system. Im Vergleich zu Abbildung 3.15 wird die Drehzahl zur Frequenz des riickwérti-
gen Modes addiert und von der Frequenz des vorwartigen Modes subtrahiert. Folglich
sind in Abbildung 3.16 zwei Flachen (RW, VW) sowohl fir das lineare als auch nicht-
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0
—_
—_

/ —

nichtlinear
linear

UJ01/UJ01 |Q
—_
o
Ot

—
B N W W W W W

L\

0,8

0,6

0.4
Q/wo1|a=o ’

Abb. 3.16.: Abhingigkeit der niedrigsten Biegeeigenkreisfrequenz (dimensionslose
Angabe mit w1 /woi|a=o0 = fo1/fo1la=0) von der Exzentrizitit ey und der
Winkelgeschwindigkeit 2. Diskretisierung: {A, B, C, D} = 5.

lineare Modell dargestellt. Fiir das nichtlineare Modell ergibt sich mit zunehmendem
Produkt aus Winkelgeschwindigkeit und Exzentrizitat ein leichter Anstieg der Biege-
eigenfrequenzen. Dabei hat Erstere einen parabolischen Einfluss, wohingegen Letztere
auf eine Abhéngigkeit fithrt, welche ahnlich zu einer Wurzelfunktion ist. Das linea-
re Modell zeigt keinen Einfluss der stationdren Lage auf die Eigenfrequenzen. Dies
begriindet sich mit der fehlenden Spannungsversteifung. Bei unterkritischem Betrieb
(2 < 0,6wo;|a—o) und praxisnahen Werten fiir die Exzentrizitit sind die Anderungen
in den Eigenfrequenzen kaum von Bedeutung. Im iiberkritischen Bereich und mit aus-
reichend Abstand zu den Eigenfrequenzen gilt das Gleiche.

Die Bifurkation der Eigenwerte tritt nur fiir das nichtlineare Modell bei hoher Dreh-
zahl und Exzentrizitdt sichtbar in Erscheinung, was mit den Ergebnissen von [106]
iibereinstimmt. Fiir praktische Anwendungsbereiche spielen die spannungsversteifen-
den Effekte auf die Eigenfrequenzen nur eine untergeordnete Rolle. Besonders die hier
angegebenen Werte beziiglich der Exzentrizitéit tiberschreiten deutlich die zu erwarten-
den Fertigungstoleranzen (vgl. Gleichung (3.88) bzw. Tabelle 3.5). Demzufolge geniigt
die Rechnung mit linearen Verzerrungsanteilen.

Der Einfluss einer axialen Schnittkraft auf die Biegeeigenfrequenzen erweist sich als li-
near (Berticksichtigung der geometrischen Nichtlinearitaten vorausgesetzt). Dabei fiihrt
eine Druckbeanspruchung zu sinkenden und eine Zugbeanspruchung zu steigenden Bie-

geeigenfrequenzen [80].

In Abbildung 3.17 wird die stationdre Lage fiir 2 = 2wp1|g—o und ey = Hg dargestellt.
Verglichen wird das Ergebnis des RiTz-Ansatzes mit dem der FEM. Bereits durch ei-
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ne einzelne globale Ansatzfunktion wird die stationdre Lage akzeptabel angendhert.
Erwartungsgeméaf verringert sich die Abweichung des RITZ-Ansatzes zur FE-Losung
durch die Verwendung mehrerer Ansatzfunktionen. Da die gewédhlte Winkelgeschwin-
digkeit zwischen erster und zweiter Biegeeigenkreisfrequenz liegt, ist eine Selbstzen-
trierung zu beobachten. Deswegen ist auch die Rotationsachse im linken Diagramm

zusammen mit der stationdren Verschiebung eingezeichnet.

stationare Lage absoluter Fehler relativer Fehler
-3 -7
0 x 10 , 5 X 10 , 3
-0,5
g -1 N
o =
I'@o _175 [E?
-2
25 - -9 - 1 -
0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1
X/L X/L X/L
— FEM — RITZ (5 Ansatzfunktionen)
—— RiITZ (1 Ansatzf.) — — RiTz (10 Ansatzfunktionen)
— Rotationsachse —-— RITZ (20 Ansatzfunktionen)

Abb. 3.17.: Stationédre Lage berechnet mittels FEM (Diskretisierung: 100 Elemente)
und globalem RiTZ-Ansatz. Verwendete Parameter: Winkelgeschwindig-

keit Q = 2wq;, Exzentrizitdt eg = Hg. Angabe der Fehler in Bezug auf
die FE-Losung.

In Abbildung 3.18 ist der Einfluss der Ausgleichsmasse auf die stationdre Deformation
dargestellt. Wéhrend fiir die Exzentrizitdt unverdndert eg = Hg und vy = 0 gilt, be-
tragt die Winkelgeschwindigkeit €2 = 1,5 wo1|e—o, a—o. Letztere ist in Abhangigkeit der
niedrigsten Biegeeigenkreisfrequenz des ruhenden Schaftes ohne Fiillmedium definiert.
Die Berechnung erfolgt ausschliefilich mit dem schubstarren FE-Modell.

In dem linken Diagramm ist die Radialverschiebung vy(X) fiir unterschiedliche Wer-
te des Fillgrades © € {0;0,2;0,4;0,6;0,8;1} und bei konstantem Dichteverhéaltnis

pa/ps = 1/3 zu sehen. Die resultierende Exzentrizitét
|k
elees = 7 [ 150(X) + eold X (3.89)
0

ist rechts abgebildet, wobei hier ebenfalls Ergebnisse fiir pa/ps = 2/3 und pa/ps = 1
aufgefiihrt werden. Es ist erkennbar, dass mit Zunahme der Ausgleichsmasse (Steige-

rung von O sowie py/ps) der selbstzentrierende Effekt begtinstigt wird. Dies ldsst sich
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damit begriinden, dass durch die zusétzliche Masse die niedrigste biegekritische Eigen-
kreisfrequenz abnimmt. Folglich vergrofert sich deren Abstand zu der gleichbleibenden

Rotationswinkelgeschwindigkeit.

x1073

Vp in m

-4 . L . 6 . . ]
0 0,25 0,5 0,75 1 0 0,25 0,5 0,75 1
X/L o
—— Rotationsachse pa/ps =1

Abb. 3.18.: Einfluss der Ausgleichsmasse im iiberkritischen Drehzahlbetrieb fiir ei-
ne konstante Winkelgeschwindigkeit von ©Q = 1,5wpi]e-0,0=0 und
eo = Hgs. Links: Stationdre Lage in Abhéngigkeit von © und fiir
pa/ps = 1/3. Rechts: Resultierende Exzentrizitét |eles.

Schnittvorschub bei exzentrischem Werkzeug

Bevor die Zwangsschwingungen des Schaftes betrachtet werden, wird auf die Schnitt-
kraft beim Stirnfrasen und dem damit verbundenen Schnittvorschub eingegangen. Die
nachfolgenden Angaben bezichen sich dabei auf [20], [54] und [122].

Ausgangspunkt sind die in Abbildung 3.19 dargestellten Groflen. Darin kennzeich-
nen D, den Durchmesser des Schneidteils, v¢ die Vorschubgeschwindigkeit, a, den
Arbeitseingriff, a, die Schnitttiefe, f, den Zahn- und f, den Schnittvorschub. Beim
Zahnvorschub handelt es sich um den translatorisch zuriickgelegten Weg des Frésers

pro Umdrehung und Zahn.

Der Zusammenhang zwischen Zahnvorschub und Vorschubgeschwindigkeit lautet

b= oy (3.90)
2m

wobei n, die Anzahl der Zdéhne wiedergibt. Der Schnittvorschub kann vereinfachend
mit
fe = f,sin(¢) (3.91)

angegeben werden. Dazu wird angenommen, dass der Einstellwinkel des Werkzeuges
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\ /
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Abb. 3.19.: Geometrische Gréflen zur Bestimmung der Schnittkraft beim Stirnfrasen
nach [20].

7/2 betragt. Folglich stimmen die Spanungsdicke mit dem Schnittvorschub und die
Spanungbreite mit der Schnitttiefe tiberein. Die Schnittkraft einer einzelnen Schneide
kann mit

F. = Agpan ke = ap fe ke = ap f, ke sin(¢), (3.92)

bestimmt werden. Darin kennzeichnet k. die spezifische Schnittkraft in N/m?. Die-
ser Wert héngt hauptsachlich vom zu spanenden Material ab, wobei auch verschiedene
Prozessparameter Einfluss nehmen. Die Berechnung erfolgt in der Regel anhand des ex-
perimentell bestimmten Hauptwertes der spezifischen Schnittkraft (spezifische Schnitt-
kraft bei jeweils 1 mm Spanungsbreite und -dicke). Im weiteren Verlauf ist k. nicht
Gegenstand der Betrachtungen, weshalb auf die eingangs genannten Quellen verwiesen

wird.

Die bisherigen Angaben beriicksichtigen weder die Zykloidenbewegung, welche durch
die Vorschubgeschwindigkeit hervorgerufen wird, noch einen exzentrischen Lauf. Die
daraus resultierenden Abweichungen beziiglich des Schnittvorschubs sind in Abbil-
dung 3.20 dargestellt. Betrachtet wird ein zweischneidiges Werkzeug mit einem Durch-
messer von Dy = 0,01m und der Winkelgeschwindigkeit 2 = 20007 %. Die Er-
gebnisse werden fiir folgende Vorschubgeschwindigkeiten vy € {12,242 62} so-
wie Exzentrizitdten {e, ea} € {0,50 pm, 100 um} angegeben. Neben der vereinfachten
Berechnung nach Gleichung (3.91) wird auch der tatséchliche Schnittvorschub dar-
gestellt. Letzterer lasst sich nicht analytisch angeben, sondern muss numerisch iiber
den Abstand der Schnittbahnen in der Arbeitsebene ermittelt werden. Erwartungs-
gemaf treten fiir geringe Vorschubgeschwindigkeiten und bei fehlender Exzentrizitit
kaum Abweichungen zwischen der vereinfachten Berechnung und dem numerisch be-
stimmten Schnittvorschub auf. Liegt allerdings eine Exzentrizitat vor, so ergeben sich

unterschiedliche Schnittvorschiibe je Zahn.

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



3.7. Berechnungsergebnisse

79

es =0 eo = 50 um eo = 100 um
10~ 104 104
775><0 775><0 775><0
Z|E 0
E|.8
Tl=2s
<)
0
0 s
¢ in rad ¢ in rad ¢ in rad
-3
15 x 10
o |8 1
ElE
G105
<)
0
0 m
¢ in rad ¢ in rad ¢ in rad
5 x 1073 5 x 1073 5 x1073
Z
g
<t
I
<)
Z
g
Ne)
I
)
0 m 2m 0 m 0 m 2
¢ in rad ¢ in rad ¢ in rad

— num. Lsg. Zahn 1
— num. Lsg. Zahn 2

Naherung Zahn 1
Néherung Zahn 2

Abb. 3.20.: Vergleich des vereinfachten und numerisch bestimmten Schnittvorschubs

in Abhéngigkeit der Vorschubgeschwindigkeit v¢ und der geom. Schneid-

teilexzentrizitidt es;. Weitere Parameter: 0 = 20007 %, Durchmesser

Schneidteil D, = 0,01 m, Anzahl der Schneiden n, = 2.
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Fiir das hier gewahlte Beispiel liegt die Exzentrizitéit stets in Richtung des ersten Zah-
nes, sodass sich dessen Vorschub erhoht und der des zweiten Zahnes (gegentiberliegend)
verringert. Die maximale Verdnderung des Zahnvorschubs entspricht in diesem Fall der
doppelten Exzentrizitat. Mit Zunahme der Vorschubgeschwindigkeit ist erkennbar, dass
immer stéarkere Abweichungen vom Verlauf einer Sinushalbwelle auftreten.

Fir vf = 1m/s sowie e; = 100 pm (grofite betrachtete Exzentrizitit bei kleinster be-
trachteter Vorschubgeschwindigkeit) ist erkennbar, dass der Schnittvorschub des ersten
Zahnes Knickstellen besitzt. In diesem Fall wird die Spaninnenseite von den Schnittfla-
chen mehrerer vorausgehender Zihne begrenzt. Der Ubergang zwischen diesen Bahn-
segmenten sorgt fiir eine Unstetigkeit der ersten Ableitung. Liegt keine Exzentrizitat
vor, wird die Spaninnenseite lediglich von der Schnittflache des direkt vorausgehenden
Zahnes gebildet. In diesem Zusammenhang zeigt Abbildung 3.21 die Spanungsquer-
schnitte und Schnittbahnen fiir ausgewéhlte Kombinationen der Vorschubgeschwindig-

keit und Exzentrizitit.

vp=1m/s, e =0 vp=1m/s, es = 100 um vp=06m/s, e =0
x1073 x1073 x1073
5 : 1 5p ' 1 5 :
g g g
20 £0 =0
N N N
-5 -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -10 -5 0 5 10 15
x1073 x1073 x1073
y in m Y in m 1y in m
— Bahn Mittelpunkt — Bahn Zahn 1 — Bahn Zahn 2
Spanungsqu. 1 Spanungsqu. 2

Abb. 3.21.: Visualisierung der Spanungsquerschnitte fiir unterschiedliche Vorschub-
geschwindigkeiten vy und Exzentrizitaten es.

Um die Abweichungen des Schnittvorschubs zwischen vereinfachter Berechnung und nu-
merischer Losung genauer zu betrachten, werden die jeweiligen Funktionen als

FOURIER-Reihe

o (8) = 22 £ [ag cos (k ) + besin (k 6)] (3.93)

2 k=1

entwickelt. Die darin enthaltenen Koeflizienten kénnen mit
1 27 1 27
P / focos (k@) dp bzw. by =~ / fosin (k ¢) do (3.94)
T T
0 0

berechnet werden [15]. In Abbildung 3.22 werden die FOURIER-Koeffizienten der Schnitt-
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vorschiibe fiir k£ € {0,1, 2,

...,20} angegeben (je Schneiden und Berechnungsvariante).

Beziiglich der Vorschubgeschwindigkeit und Exzentrizitat werden die selben Paarungen
wie in Abbildung 3.21 berticksichtigt.

Die Koeffizienten nehmen erwartungsgeméf fiir alle gezeigten Varianten mit steigender

Ordnung ab. Da der numerisch ermittelte Verlauf des Schnittvorschubs weder punkt-

noch achsensymmetrisch ist, treten sowohl Sinus- als auch Cosinus-Anteile auf. Die

vereinfachte Berechnung liefert stets einen achsensymmetrischen Verlauf, wodurch sich

lediglich Cosinus-Anteile in der FOURIER-Reihe ergeben (b, = 0).

Zahn 1

Zahn 2

vp=1m/s, e =0

1010

vp=1m/s, e = 100 pm

|ak|; |bk‘ in m

vp=06m/s, e =0

10710

lag!, [bx| in m

—e— a; numerisch
*  ap Naherung

—e— b, numerisch
#* by Naherung

Abb. 3.22.: FOURIER-Koeffizienten fiir den numerisch ermittelten Schnittvorschub

und dessen Naherung nach Gleichung (3.91).
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Die Abdrangung des Frisers infolge der Schnittkréfte ist nicht Bestandteil der hier dar-
gestellten Ergebnisse. Besonders fiir schlanke Werkzeuge mit vergleichsweise geringer
Steifigkeit kann dieser Sachverhalt von Bedeutung sein. Nédhere Untersuchungen dazu
werden z. B. in [103] aufgefiihrt.

Zwangsschwingung bei Schnittkraftanregung

Wie im vorangegangen Abschnitt beschrieben, erfolgt die Schnittkraftberechnung nach
Gleichung (3.92) direkt proportional zum Schnittvorschub. Folglich erstreckt sich die-
se selbst bei konstanter Drehzahl des Werkzeuges iiber ein breites Frequenzband. Es
besteht die Moglichkeit, fiir die in rein harmonische Anteile zerlegte Schnittkraft je-
den Losungsanteil zu berechnen und anschlieBend zu superponieren. Voraussetzung
dafiir ist die bereits beschriebene Linearisierung der Bewegungsgleichungen (vgl. Glei-
chung (3.50)).
Bei den hier gezeigten Beispielen dominiert stets die grundharmonische Anregung. Des-
wegen beschrinken sich die nachfolgenden Zeitlosungen auch auf eine rein harmonische
Anregung der Form

Foy = F - cos (Qext) . (3.95)

Zunéchst werden dampfungsfreie Schwingungen betrachtet, wofiir Abbildung 3.23 die

maximale Verschiebung am freien Schaftende Upax = 0(X = L, )| max zeigt.

Qex / Wo1 |Q:0

Abb. 3.23.: Maximale dimensionslose Verschiebung ¥pax/0stasr in Abhéngigkeit der
Anregungskreisfrequenz und der Winkelgeschwindigkeit [97]. Verwendete
Parameter: m = 0,01kg, ¥ = 0, Diskretisierung {A, B,C, D} = 3.
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Die Angabe erfolgt in Bezug auf die statische Verschiebung v, an gleicher Stelle.
Variiert werden die Anregungskreisfrequenz 0 < Q. < 2wpi|o=o und die Winkelge-
schwindigkeit des Werkzeuges 0 < € < wp;|q=o. Die Ergebnisse beziehen sich erneut
auf das mitrotierende schaftfeste Koordinatensystem bei stets konstanter Anregungs-

amplitude. Fiir die Anfangsbedingungen gilt

a(X,0) =0, 9(X,0)=0, @w(X,0)=0, #(X,0)=0,

: . . (3.96)
iW(X,0)=0, 5(X,0)=0, w(X,0)=0, ¢(X,0)=0.

Damit ist die Gesamtlosung mit der partikularen Losung identisch, wahrend die homo-
gene Losung des Differentialgleichungssystems verschwindet. Das betrachtete Zeitinter-
vall fiir eine Rechnung betragt jeweils 0 < ¢ < 107/Qex. Fiir den Fall, dass Q = Q¢ = 0
gilt, stimmt v, mit der statischen Verschiebung iiberein. Wird weiterhin Q = 0, je-
doch ein verdnderliches ()., angenommen, ergibt sich ein Verlauf mit einem Peak im
Resonanzbereich der ersten Biegeeigenkreisfrequenz. Die Peakhohe ist trotz fehlender
Déampfung endlich, da das simulierte Zeitintervall begrenzt ist. Mit zunehmender Ro-
tationsgeschwindigkeit des Werkzeuges ist ein Split des Resonanzpeaks zu beobachten.
Dies ist die Folge der Bifurkation der dazugehorigen Biegeeigenkreisfrequenzen. Wéh-
rend der Peak des riickwartigen Modes mit steigender Drehzahl schmaler und hoher
wird, ist fiir den vorwértigen Mode das Gegenteil zu beobachten. Ahnliche Ergebnisse

werden auch in [9] und [106] vorgestellt.

In Abbildung 3.24 wird der Einfluss der Dampfung auf die Zwangsschwingung darge-
stellt. Genauer kommt die RAYLEIGH-Dampfung nach Gleichung (2.62) zum Einsatz.
Dabei wird das LEHRsche Démpfungsmafl ¢ variiert, mit dessen Hilfe die Wichtungs-
faktoren 7, und rz bestimmt werden. Ferner gilt fiir die dampfungsgleichen Kreisfre-
quenzen beztiglich des ersten Biegemodes im ruhenden Zustand wp, = 0, 5 wo1|o=0 und

wob = 1, 5 Wo1|a=o-

6 T | |
5 — 9 =0,000 —9=0,012| 4
— ¥ =0,004 — 9J=0,016
. 4 9 =0.008 — 9 =0020]| -
= g :
g
= 2 .
1 A |
0 | s-v_—'lﬂ-< | B
0 0,5 1 1,5 2

QeX/WOI |Q:O

Abb. 3.24.: Maximale dimensionslose Verschiebung ¥pa.x/Vstar in Abhéngigkeit der
Anregungskreisfrequenz und der Démpfung. Verwendete Parameter:
m = 0,01kg, Q= 0,5w|a=0, Diskretisierung {A, B,C, D} = 3.
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Gut zu erkennen ist, dass mit Zunahme des LEHRschen Dampfungsmafles die Schwin-
gungsamplituden abnehmen. Besonders deutlich wird dies im Bereich der Resonanz-
stellen. Mit steigender Entfernung vom Resonanzbereich nimmt der Dampfungseinfluss

stetig ab.
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4. Schalenmodelle

Ausgehend von der einparametrigen Beschreibung des Werkzeugschaftes erfolgt eine
Erweiterung auf eine zweiparametrige Darstellung als zylindrische Schale. Dies hat den
Vorteil, dass neben den bereits betrachteten Biege-, Langs- und Torsionsschwingungen
des Balkens auch Schalenschwingungen untersucht werden kénnen. In Abbildung 4.1 ist

das zu Grunde liegende mechanische Modell einer kreiszylindrischen Schale dargestellt.

Abb. 4.1.: Mechanisches Modell einer rotierenden kreiszylindrischen Schale (grau) mit
Ausgleichsmasse (orange).

Die Schalengeometrie wird iiber den mittleren Radius Rsy, = (Rsa + Rsi) /2, die Wand-
starke Hg = Rg, — Rs; und die Schaftlange L festgelegt. Es sind drei Koordinatensys-
teme zur Beschreibung der Kinematik definiert. Bei dem zyzo-Koordinatensystem
handelt es sich um das ruhende Inertialsystem. Das xy;z;-Koordinatensystem ist
mit dem Winkel Q¢ beziiglich der zyp-Achse verdreht. Wiederum mit dem Winkel
¢ beziiglich der x;-Achse verdreht, kennzeichnet das xsys2o-Koordinatensystem die
Lage eines beliebigen materiellen Teilchens auf der Schalenmittelfliche. Mit Hilfe der
LAGRANGE-Koordinaten X, Y = Rgn¢ und Z erfolgt die Identifikation eines belie-
bigen materiellen Teilchens. Die geradlinigen Funktionen u (X, ¢,t) sowie w (X, ¢, 1)
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beschreiben die Lings- und Radialverschiebung der Mittelflache. Abweichend davon er-
folgt die Verschiebung v (X, ¢,t) krummlinig in Umfangsrichtung. Sdmtliche Verschie-
bungen stellen Funktionen in Abhéngigkeit der beiden Strukturparameter X und ¢
sowie der Zeit t dar.

Fir die Ausgleichsmasse wird erneut angenommen, dass sie sich gleichméfig iiber
die gesamte Schaftlange verteilt. Aufgrund der Fliehkraft bildet sich eine ringférmi-
ge Schicht, die im Kontakt zur Innenlaibung des Schaftes steht. Der mittlere Radius
fir die Ausgleichsmassenschicht ist mit Ra, = (Raa + Rai) /2 und die Schichtdicke
mit Hy = Ra, — Ra; gegeben. Auf die Beriicksichtigung einer Exzentrizitat wird in
diesem Kapitel verzichtet. Jedoch fithrt die Ausgleichsmasse aufgrund der Rotation
auch ohne Exzentrizitat zu einer mechanischen Beanspruchung, was einen Unterschied

zu den vorausgegangenen Balkenmodellen darstellt.

Zur Beschreibung der Verformungskinematik wird die Schale zunéchst als schubstarr
angenommen und die Theorie nach KIRCHHOFF-LOVE verwendet. Diese entspricht im
Wesentlichen der KIRCHHOFF’schen Plattentheorie, welche jedoch auf einen Schalen-

korper angewendet wird. Sie besagt nach [68]:

o Die Schale besitzt eine neutrale Flache, die bei einer Biegebeanspruchung weder

gedehnt noch gestaucht wird. Diese Flache fallt mit der Mittelflache zusammen.

o Samtliche materiellen Punkte, die im undeformierten Zustand auf einer Flachen-

normalen liegen, befinden sich auch im deformierten Zustand auf einer Geraden.

o Die Orthogonalitiat der Flachennormalen bleibt wéihrend der Verformung erhal-

ten.

 Durch Querkontraktion hervorgerufene Anderungen der Schalendicke werden ver-

nachléssigt.

Diese Annahmen haben zur Folge, dass die Verformung der Schale mit den drei ge-
nannten Verschiebungsfunktionen der Mittelfliche beschrieben werden kann. Die Ver-
drehungen der Flachennormalen ergeben sich, wie spater noch gezeigt wird, durch die

Richtungsableitungen der Radialverschiebung.

4.1. Verformungskinematik der Schale

Zur Beschreibung der Verformungskinematik sind in Abbildung 4.2 der Léangs- und
Querschnitt eines Schalenelements dargestellt. Dieses wird jeweils in der undeformier-

ten Referenzkonfiguration und zusétzlich in der deformierten Momentankonfiguration
abgebildet.

Es kennzeichnet Pgy ein materielles Teilchen des Schaftes mit dem Abstand Z von der

Mittelflache, welches sich in der Referenzposition befindet. Der zugehorige Ortsvektor
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Abb. 4.2.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens aulerhalb der Scha-
lenmittelfliche wéihrend der Deformation nach [36]. a) Darstellung im
Langsschnitt der Schale. b) Darstellung im Querschnitt der Schale.

lautet (2)7pg, = [0,0, Z)". Beim Ubergang in die Momentankonfiguration erfolgt die
Verschiebung des materiellen Teilchens in den Punkt Pg;, welche mit u; beschrieben

wird. Ausgedriickt mit den Verschiebungsfunktionen der Schalenmittelflache ergibt sich

uy u~+ Z sin (@3)
(2)TPsoPs = |U2| = %v — Zsin (p1)] - (4.1)
Us w

Die Winkel ¢; und ¢, geben die Verdrehungen der Flachennormalen um die xo- und y»-
Achse an. Im Zuge der Schalentheorie nach KIRCHHOFF-LOVE kénnen die Drehwinkel

mit den partiellen Ableitungen

ow 1 ow 1 ow

PLTOY ~ Rew 0b  Rey ¢ WG P27 Ty T TUX (4.2)

ausgedriickt werden. Unter der Annahme kleiner Drehwinkel folgt fiir den Verschie-

bungsvektor nach Gleichung (4.1)

U1 u— Zwx
g _ Rsm+2 Z
T = A | fSmTLy, 2 . 4.3
(2)" PsoPs1 U2 Rsm v Rsm W, ¢ ( )
Uus w

Mit dem Abstandsvektor zwischen dem x,y;2;-Koordinatensystemen und dem Teil-

chenfesten o1 2o-System

W72 = | X, Rsmsin (@), Rsmcos ((/b)}T (4.4)
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sowie den Rotationsmatrizen

1 0 0 1 0 0
"R=10 cos() sin(Qt)] und "R= |0 cos(¢) sin(¢) (4.5)
0 —sin(Q) cos(Qt) 0 —sin(¢) cos(9)

kann der Ortsvektor zum Punkt Pg; im Inertialsystem mit

(0)7Ps; ="R- ( )12 +2R- ( )TPso T(2) FPSOPSI))

X+U—Zw7x

(4.6)
= (%v — %w,(é) cos(Qt + @) + (Rsm + w + Z) sin(Qt + ¢)
(—%v + Rsme‘f’) sin(Qt + ¢) + (Rsm + w + Z) cos(Q + ¢)
angegeben werden. Die dazugehorige Geschwindigkeit lautet
B 047, R
0)7TPs; = dtPS = {uﬂf - Zw,Xt} €z
Rsm + 7 Z
+H sm vy — w¢t+Q(Rgm+w+Z)]cos(Qt+¢)
RSm 7 RSm 7
Rsn + 2 Z _ "
+ |:wt — Q < SRsm v — Rsm w7¢>:| Sln(Qt + ¢)} eyo
Rsn + Z Z
— Q
+ H ( R RSmw7¢>:| cos(Qt + ¢)
Rsm + 7 Z . S
{ SRS vy — 7 w¢t+Q(RSm+w+Z)] 51n(Qt+¢)}eZO.

(4.7)

Die Berechnung des Deformationsgradienten fiir die Schale gestaltet sich wegen der
Zylinderkoordinaten aufwendiger im Vergleich zu kartesischen Koordinaten. Wie in [32]
und [123] beschrieben, wird als Zwischenschritt zunéchst das totale Differential des

Verschiebungsvektors (9)7pg,pg, mit

. ou ou ou . .
(2)dTPsoPs1 = (a); dX + i;dgb + 1dZ> Coy + urdeéy,

8uz 8uQ 8uQ o N
<(3X dX + 90 do + 57 dZ) €y, + U2déEy, (4.8)

8u3 8u3 8’&3
dX d dz de’
* <aX 50991 57 ) €z + Usdes

berechnet. Um die Differentiale der zylindrischen Basisvektoren zu bestimmen, werden

diese in den kartesischen Koordinaten

gxz - 51317
eﬁ’yQ = COS (¢) gyl — sin (¢) 5217 (49>
€., = sin (@) €y, + cos(¢) e,
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angegeben. Da €, und €,, vom Winkel ¢ abhangig sind, gilt fiir die zugehorigen Dif-

ferentiale
de,, = 0,

déy, =[—sin () e, —cos(9)e;,]do = —(do) &y, (4.10)
d522 = [ cos (¢) gyl — sin (¢> gzl] d¢ = <d¢) gyz'
Damit kann Gleichung (4.8) wie folgt

Ouy 1 ow Oug
X Rsm 00 aZ dX
= __ | Ousg 1 Ous Oua |
@) dTPgoPs; = | G52 Rom (a¢ tu ) 9z Rsm do 411
Oug  _1 (% —u ) Oug dz ( . )
dX Rgm \ 09 2 oz

:V((Q)FPSOPSJ) =@d¥

dargestellt werden. Das totale Differential ldsst sich somit als Skalarprodukt des Ver-
schiebungsvektorgradienten V( TPSOPSI) mit dem differentiellen Wegsegment (o)dZ
angeben. Unter Verwendung der Verschiebungen u; aus Gleichung (4.3) ergibt sich der

Deformationsgradient zu

F=E+V® (2)TPgoPs:

1—|—U7X—Z’UJXX L(’LL¢—ZU)7X¢) —W x
RSRH:;IZ?U’X R B W x¢ 1 —l— (’U ot W) + % (’U7¢ — w7¢¢) ﬁ (U — w7¢)
w,x e (wy — v) 1

(4.12)
Mit Hilfe des Rechts-CAUCHY-GREEN-Deformationstensors nach Gleichung (2.7) kann
der Verzerrungstensor mit Gleichung (2.8) berechnet werden. Daraus ergeben sich die

fiir den weiteren Verlauf notwendigen Verzerrungen zu

1
U= op {R {uQX +2ux(1 — Zw xx) + v + w0 + Zwxx(Zwxx — 2)
+2RsnZvx (vx — wxg) + 2 (vx — w,X¢)2}>
1
€99 = 2RI {Rsm|:(7}¢ + w)(2Rsm + v, + w) + v + (v — w,¢)2:|

+ QRSmZ[ — Rsmu7¢w,x¢ —+ (/U#b — w7¢¢)(RSm + V.o + U)) + (U — w7¢)2

+ Z? {Rsmw o+ (0 —wg) + (vg — w,¢¢)2] }
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1
2RE,,

€19 = €9] = {Rgm {U,X(Rsln +vy+w) Fuy(ux +1)+wx(wey — v)]

+ Rst |:Rsm( —UpW XX — (U,X -+ 2)w,X¢ + U,X) + w}X(wﬁ — ?J)

+Ux(204 + W — W) — W xp(Ve+ w)}

+ Z2 [R%mwg(d)w,xx + (U7¢ — ’LU7¢¢)(U7X — w,X¢)} }
(4.13)

4.2. Variationsformulierung

Analog zum Vorgehen aus Abschnitt 3.2 werden zunéchst die potentielle sowie ki-
netische Energie hergeleitet. Anschliefflend erfolgt die Auswertung des Prinzips von
HAMILTON, um die Variationsformulierung bereitzustellen. Fiir die kinetische Energie
ist sowohl die Bewegung des Schaftes als auch der Ausgleichsmasse zu beachten.

Wihrend fiir den Schaft der Geschwindigkeitsvektor nach Gleichung (4.7) gilt, finden
fiir die Ausgleichsmasse einige Vereinfachungen Beriicksichtigung. Es wird angenom-
men, dass die kinematische Kopplung zwischen Ausgleichsmasse und der Schaftinnen-
laibung ausschliefllich in Radialrichtung erfolgt. Dies wird mit der wirkenden Flieh-
kraft begriindet. Eine Kopplung in Langs- und Umfangsrichtung erfolgt nicht. Zuséatz-
lich werden samtliche Drehtragheiten der Ausgleichsmasse vernachléssigt, indem keine
Abhéangigkeit der Geschwindigkeit in Z-Richtung beriicksichtigt wird. Mit den vor-

ausgegangenen Annahmen gilt fiir den Geschwindigkeitsvektor des Ausgleichsmediums

Tpy, = TP 7=0 -

A St RSm:RAm (414)
u=u,=0

v=v =0

Die kinetische Energie des Schaftes einschlieBlich der Ausgleichsmasse lautet

or L [ +Hs/2 +Hp /2

R m 5 R m p
Ba=[[{ ] [’)825 (0)7«331] az+ [ [’)AQA (O)rgA] 47§ dX do
0 0 |-Hg/2 —Ha/2
2m L 1 H
:// 7pAHARAm QQ<RAm +'UJ)2 +w2t:| + Pss |:R§m(H§(w2Xt +QQ)
00 2 ’ 24Rsm ’

+ 1203 + 1203 + 1203 + 1207 (0® + w?) + 24Q(v,w — vw,) )
+ 2HE R vy — w g1) + H3 (Q2(U —wg)? + v — 2vw. + wibt)
+ 12RS, QO + 24RE Qv + Qw)} }dX de.
(4.15)
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Auf eine zusétzliche Berticksichtigung der Schneidteilmasse wird im vorausgegangenen
Ausdruck verzichtet. Die potentielle Energie des deformierten Schaftes berechnet sich
nach Gleichung (2.21) zu

R +Hs/22r L
By = 2(1_53 / // &+ + 2wenen +2(1—v)&y| dXdedZ,  (4.16)
—HS/Q 00

wobei aufgrund der freien Einschniirung ess = =% (€11 +€22) gilt (vgl. [118]). Die bereits
hergeleiteten Verzerrungen werden hierfiir vereinfacht. Dabei ist von Bedeutung, dass
im Gegensatz zu den Angaben aus Kapitel 3 keine Exzentrizitét berticksichtigt wird.
Die Beanspruchung, welche durch die Rotation auftritt, erfolgt somit ausschliefSlich in
Umfangsrichtung des Schaftes. Deswegen werden fiir €;; und €;5 nur die linearen Anteile
berticksichtigt. Fiir eo9 werden dariiber hinaus auch Nichtlinearitaten mit einbezogen.
Letztere beinhalten jedoch nur Terme in Verbindung mit der Umfangsverschiebung v
und v 4 sowie der Radialverschiebung w und w 4. Ferner werden sémtliche Anteile mit
quadratischer Ordnung beziiglich Z vernachléssigt. Diese Annahme sorgt auch dafiir,
dass Flachenmomente vierter Ordnung vermieden werden. Unter diesen Voraussetzun-

gen reduzieren sich die mit Gleichung (4.13) gegebenen Verzerrungen auf

€11 =Ux — ZW XX,

2 2 2
v VW VW w w Zv Zw v w
€29 =5 — o+ Yo T e e
2R: ~ R3, 2R3, R%, 2R3, 2R, RZ, Rg., Rsn  Rgm
u ZUX ZU}X
612 :€21: 7¢) _I_ b — K d)

2Rsm,  2Rsm  Rsm = 2

Damit lautet die potentielle Energie

Epot =

2m L
48(1 - y2 RS // {H§ [ZRgmw?XX + (1= v)Rg,(vx — 2w xs)
0 0

+ 2 U¢ — W pe ( VR%mw7XX + Vo — w,¢¢)] + 6 |:2Rém (21672)( + (1 — V)U?X)
+ RZ,, <8Vu7x(1}7¢ +w) +4(1 — V)u@ux)
+2RZ (2yu7x ((v - w,¢)2 + (v + w)2> +2(v,y + w)? + (1 — u)uiﬁ)

+ 4Rgm (v, + w)((v —wy)+ (v + w)Q) + ((v —wg)? + (vg + w)2)2} }dX deo.
(4.18)
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Die Auswertung des Prinzips von HAMILTON sieht die Variation der energetischen

Ausdriicke vor, sodass sich

2r L

1
0 Exin :% 0/0/ { { - 12HSpSR§mu,tt] ou

— Hgps [H§ (QQ(“W —v)+vu— w,<z>tt) +12R§,, (Q(Qw,t — i) + U,tt>:| ov

+ 12 Rsm | pA Ha Ram (2*(Ram + w) = w ) + ps Hs Rsm (2*(Rsm + w) + 200,

ow

- w,tt)

_ pngRgmw7Xtt(5w7X + png |:QQ(UJ7¢ — U) + vy — w7¢tt] 5w,¢}dX d¢

(4.19)
und
27 L
FHqg
OF o = //{12R2m{y v—wgy)? 4 (v +w)?) + 2R (Vg + w
pot 21— | | Al o)+ (e +w)?) sm(V,p + w)
+ 2R§mU7X:| 5U7X

+12(1 — V)R, [Rva,X + u,d,} Su g
1200 = 0,) [20 RS + (09 + 0)2Rom + v+ ) + (0= w,)2 |60
+(1- V)R, [Hg(u,x — 2w.xg) + 12Rsm(Rsmv.x + u,(b)} 5ux
+2 {VR%IH(lZu,X(RSm +v4+w) — H§w7XX> + HE(vgy — w 44)

+ 6(Rsm + v, +w) ((v@ + w)(2Rsm + v, +w) + (v — w,@zﬂ o4
+ 12(Rgm + v,p + w) [QVRgmu,X + (vp+w)(2Rsm +vg +w) + (v — w7¢)2} Sw
—12(v — wy) {QVRgmu,X + (v +w)(2Rsm + V4 +w) + (v — w7¢)2} dw 4
+2H3 {Rémwxx + VRS, (W gp — v7¢)] dw xx
+2H3 {uRgmw,XX —vg4+ w7¢¢] SW 4o

+2(v — 1)HIRE,, [U,X — 2w?X4 5w’X¢}dX d¢
(4.20)
ergeben. Eine duflere Anregung des Schalenmodells wird nicht berticksichtigt, sodass
fiir die virtuelle Arbeit der potentiallosen Krafte 6WW = 0 gilt. Erneut werden die Feld-
gleichungen fiir eine geometrisch lineare Betrachtung in Anhang C aufgefiihrt.
Die Losung mittels lokaler Ansatzfunktionen im Zuge der FEM erfordert Anpassungen

hinsichtlich der Variationsformulierung. Nahere Erklarungen dazu sind in Unterkapi-
tel 4.4 zu finden.
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4.3. Globale Diskretisierung

Zunéchst wird die Diskretisierung der Variationsformulierung mittels globaler und iso-

chroner Ansétze beschrieben. Fiir die Verschiebungsfunktionen kann allgemein

A K 8fa ) A K ~
U(X7¢7) ngt :ZZ Uqak 9k ¢7 ZzuakUangb )
a=1k=0 a=1 k=0
- ak(X¢t)
5 & ~ agq Qb t) SR
U(X7¢7 ) X ¢7 :szbqu< szbq%q X ¢’ >’ (421)
b=19=0 b=19=0
=V (X,0,t)

U)(X,gb, )Nw X gb Zzwcpfc gp ¢7 Zzwcpwcp X ¢7 )

c=1p=0 _— c=1p=0
:WCP(X=¢7t)

und fir deren Variationen

hES
Mw

ou (X, o,t) = ou(X,¢,t) = o Unis (X, 0, 1) ,

0

I
—
&
Il

[0}

I
M
M@

ov (X, gb, t) ~ 0U (X, gb, t) (51}59‘/59 (X, gb, t) s (422)

=
Il
—
R

MQ
M -

w (X, qb, t) =~ (5@ (X, QZS, t) 5w7¢WV¢ (X, QZ5, t)

1 4p=0

2
Il

angegeben werden (vgl. [48], [90], [92] und [107]). Darin kennzeichnen @,x, 0, sowie
W, konstante Koeffizienten und A, B, C, K, () sowie P die Diskretisierungsparame-
ter. Die Formfunktionen U, (X, ¢,t), Vig (X, ¢,t) sowie W, (X, ¢, 1) lassen sich, wie
in Gleichung 4.21 bereits angegeben, als Produkt der beiden Teilfunktionen f,, (X)
und g, (¢,t) darstellen. Bei Ersterer handelt es sich um die Ortsfunktion in Schalen-
langsrichtung und bei Letzterer in Umfangsrichtung. Wahrend fiir die Langsrichtung
die Eigenschwingformen nach Gleichung (3.59) verwendet werden kénnen, gilt in Um-

fangsrichtung
gn (@, t) = cos (ng + wt) . (4.23)

Die Indizes der Funktionen f,,,(X) und g,(¢,t) geben Auskunft iiber die Modeordnung
und die damit einhergehende Anzahl der Schwingungsknoten. In Langsrichtung treten
m — 1 Knoten auf, wohingegen es in Umfangsrichtung 2n Knoten sind. Es sei an dieser
Stelle auch auf die unterschiedlichen Startwerte der Indizes hingewiesen. In Abbil-

dung 4.3 sind beispielhaft die Moden bis zur vierten Ordnung dargestellt.

Fiir die verwandte Problemstellung des rotierenden Ringes sind z. B. in [34] und [117]
vergleichbare Ansétze zu finden. Dabei handelt es sich jedoch um ein einparametriges
Problem in Umfangsrichtung, womit die Formfunktionen in Langsrichtung entfallen.

Ein gemischter RITZz-Ansatz, wie er in Abschnitt 3.4 verwendet wird, erweist sich hier
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undeformierte Schale
deformierte Schale

deformierte Schale,
phasenverschoben um eine halbe Periodendauer

n=>0

Abb. 4.3.: Darstellung der Schalenschwingformen des einseitig eingespannten Schaf-
tes. Mit den Parametern m und n werden die Schwingordnungen in Langs-
und Umfangsrichtung angegeben (vgl. [61]).

als ungeeignet. Dieser wiirde dazu fithren, dass die gyroskopische Matrix zur Nullma-
trix wird, was sich mit der Orthogonalitdt der verwendeten Ansatzfunktionen erklart.
Lediglich fiir die ruhende Schale stellt der gemischte R1Tz-Ansatz eine Alternative dar,
da in diesem Fall keine gyroskopischen Anteile auftreten (vgl. [105]). Zur Angabe der

partiellen Ortsableitungen wird

a(.)

RN L) e
o =(x=()" md == =), =(.) (4.24)

sowie fiir die Zeitableitung

=w—=t =w(...) (4.25)

vereinbart. Darin kennzeichnet das Produkt wt die dimensionslose Eigenzeit.
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Die Ableitungen der Ansétze werden beispielhaft fiir w (X, ¢, t) mit

c P

U_/(X7¢7t) :Zzwcp (X ¢7 )7 U_JH(X7¢7 ZZprW” X7¢7t)7
c=1p=0 c= lp 0

w® (X, 9,t) = > wa,We, (X, 0,t), 0% (X,,t) ZZprWOO (X,0,1),
c=1p=0 c=1p=0

* sk c r Kk

QIJ(X,(b,t> :Zzwcpwcp(xv(bat)a QD(X,¢,t) :Zzwcpwcp<X7¢at>7
c=1p=0 c=1p=0
Cc P

(X,0,t) =D we,Wh (X, ¢,1)

c=1p=0

(4.26)

und die zugehorigen Variationen mit

Il
Ma
M~

Il
Ma
M~

6'@/ (X7 Cb, t) 5w7¢Wq//¢ <X7 Qb, t) ) 51DN (X7 ¢7 t) 5u~]’Y¢W4’¢ (Xa ¢, t) )
=1 4=0 =1 ¢)=0
c r c P
512}0 (X’ ¢7 t) = Z Z 6w7¢Wf$ﬂ; (X7 ¢7 t) ) 51])00 (X7 qb? t) = Z Z 6u~)’7¢W$;1 <X7 ¢7 t) )
y=14=0 y=14=0
c P
0w’ (X, 0,t) = Z 0 W35, (X, 1)

2
Il
—
T

(4.27)
angegeben. Die Ableitungen der verbleibenden Ansatzfunktionen und deren Variatio-
nen konnen in Anhang C eingesehen werden. Nach dem Einsetzten in die Variations-

formulierung ergibt sich ein Ausdruck der Form

/{ 2 Z ] Ot + Z Z ] 0Tg0 + Z Z 5ww}dt =0, (4.28)

io a=1 k=0 =16=0 y=1 =0

in dem die eckigen Klammern nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
verschwinden miissen. Fiir 0tq,. 7 0, 00g9 # 0 und dw. # 0 ergeben sich die partiellen
Differentialgleichungen (4.29), (4.30) und (4.31):

2r L

1 RSm//{ 1—V pSHSRSmw uUM
| BH [QRgmu' o (54 0) (2R ) + (5 - wof)] v (429)

+ (1= v)EHs (Rsmd' + ﬂ")Ugn}dquS — 0,
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2m L
1 -0 2 = -~ -0 2
A1)+ D RLL //{QHS 1/+1)[6E(v— )<2VRSmu —|—<v w)
2**0

+ (0° + @) (2Rsm + 0° + w)) + (2 - l)psR§m<H§(Q2(v — @) — w0 + W)

_ 12R§m( — 0% + (,u2%*+ 2&)912))1 Vg@
+(1—1?)EHsR?,, {Hg (v — 20"°) + 12Rg (Rsw® + a)] Vi
+2(v+ 1)EHg [ngm(mu’ (Rsm +0° + @) — H3w ”) + H3(v° — w>)

+6( Rsm + 7° + @) ((17 + @) (2Rsm +0° + @) + (0 - w°)2>] V;e}dngb —0,
(4.30)

2 L

1202 — )RE, //{6lEHS Rsm +v° +w)<2VR§mU’+(v°+w)(2RSm+v°+w)

+ (0 —u°) ) +2(2 - 1R} (HApARAm (2*(Ram + @) — w?w)

+ Hsps Rsu (9 Rsm + ) + 2000 — wzil—?))] W
+ (1 — V) ps HE R WP W,
+ [(ﬂ — 1)psH3R2, <Q2 (@° - 7) +w? - w2€§§°)

— 6EHs (v — @) (QVRgma’ + (07 + @) (2Rsm + 07 + @) + (7 - w")w °
+ EH3R?,, [Rgmw” + (@™ - u)] "+ EHS (ngmw" — 7+ w"") o0

+ (v — 1) EHSRS,, (v 2w’°)W;;}dXd¢ = 0.
(4.31)

4.3.1. Stationdre Lage und Linearisierung

Zur Bestimmung der stationdren Lage werden fiir die Verschiebungsfunktionen nach

Gleichung (4.21) die Stérungsansitze

fb(X,(é,t) :ITLO(X7¢)+AQ(X7¢7 )7 "EL(X,(b,t) IWA%IH ﬂ’(Xv(b’t) :szgv
To (X, 0) + AT(X,0,1), §(X,0,t) =wAv, §(X,0,t) =w?Au,
t

B (X, ¢,t) = wy (X, ¢) + Aw (X, ¢, w

|
I
ASe
=

I

), 0 (X, 6,1) =wAw, w(X,,t) =wAw
(4.32)
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definiert. Darin wird der stationare Anteil durch
A K
ﬂO X ¢ :ZZ akOUak X (b)

a=1 k=0

B Q
B0 (X,0) =33 GhgoVig (X, 6) (4.33)

b=1q=0

QD() X Cb :ZZprOWCp X Qb)

beschrieben und die nichtstationdre Deformation durch die Deltafunktionen Aw,y, Ay,
sowie Aw,,. Nach dem Einsetzen in die Gleichungen (4.29) bis (4.31), konnen diese in
zwei Gleichungssysteme aufgespalten werden. Einerseits ergibt sich ein zeitabhéngiges
Differentialgleichungssystem zur Beschreibung der Dynamik. Andererseits resultiert bei
Vernachlédssigung der Ableitungen nach der Eigenzeit ein algebraisches Gleichungssys-

tem zur Bestimmung der stationdren Lage. Letzteres ergibt sich zu

2 L

st | | {E (6 ) (s 5+ ) + ()

+ 2R§m6] Ul + (1 = v) EHs(Rsm) + uS)UQH}dqub =0,
(4.34)

2n L

T 1); TR 0/0/ {ZHS (v+1) [GE(EO — ) <2uR§mag + (0 —wg)”

+ (@3 + wo) (QRSm + 78+ w0)> + (V? — 1)psR3,,Q? (H§ (@0 - wg) + 12R§mvo)] Vao

+ (1= *)EHSRS,, [Hg (o — 26) + 12Rsn (Rt + uo)] Vi,
+2(v+ 1)EHg [ngm (12@’0 (Rewm + 75 + o) — ngg) + H3 (v — w5°)

+6( R + T + o) ((@3 ) (2Rsm + T + o) + (7 — w3)2>] v;e}dde) —0
(4.35)
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und

2n L

1 - o
1202 — 1)R3,, 0/0/ {6 [EHS (RSm +Up + wo) <2yR§mu6 + (Uo — w0>

+ (05 + @o) (2Rsm + 05 + w0)> +2(? — )RS, 02 (HApARAm (Ram + o)

+ HgpsRsm (RSm + wo))] Wiy
+ [(VQ — 1)ps HY B3, 2 (5 — o)

— 6EH(vy — ;) (QVRgmug + (05 + @o) (2Rsm + 05 + o) + (0 — w8)2>] o
+ EHIRS, | R + v (a5 — 53) | Wi, + BHY (RS — o3 + 6" ) W33
+ (v — 1)EHSRE,, (@g — ng’) ;‘;}dXdcb = 0.

(4.36)

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert die Konstanten a0, Upq0 SOWie Wepo und
damit die stationare Lage. Da die einzelnen Gleichungen nicht nur gekoppelt sondern
auch nichtlinear sind, werden hierfiir numerische Loésungsverfahren (z.B. NEWTON-
RAPHSON) benotigt. Anschlieflend konnen die zeitabhéngigen Differentialgleichungen
um die berechnete stationédre Lage linearisiert werden. Das daraus folgende Gleichungs-

system lasst sich allgemein mit

M(ar)(ak)  M(ar)(bg) T(ar)(cp) 9(ar)(ak)  G(ar)(bg) I(ar)(cp)
2
M(Bo)(ak)  TUBO)(bg) T(BO)(cp) | W T | G(B0)(ak)  9(BO)(ba)  9(BO)(cp) | W
M(yp)(ak)  T(yp)(bg)  THy)(ep) I(v)(ak)  G(vp)(ba)  I(v)(ep)
M G
A~ qu, ﬁxt e Rn
C(om)(ak) C(om)(bq) C(om)(cp) Uqal fom M. G Cg c R<»
T |cwnar)  C@nen  C@ne) | (0| Al | = oo (K+1)+B(Q+1)
Clyp)(ak)  Co)(ba)  C(v)(ep) Aw, Fow
Y Y q Y 7Y 7Y Y ‘|—C <P+ 1)
CO A‘; f;xt

(4.37)
angeben. Darin kennzeichnen M die Massenmatrix, G die gyroskopische Matrix, Cy
die tangentiale Steifigkeitsmatrix, A§ den Koeffizientenvektor und ]E(;Xt den Vektor der
auBeren Krafte. Wie bereits erwdahnt, sind die Massen- sowie Steifigkeitsmatrix sym-

metrisch. Die gyroskopische Matrix ist hingegen schiefsymmetrisch.
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Die Elemente fiir die Massenmatrix lauten

2n L

M(ak)(ak) = _pSHSRSm//Uakade d¢7
0 0

M(ar)(bg) = M(ar)(cp) = MU(B0)(ak) = 0,

H2 27 L .
M(g0)(bq) = —PsHs Rem <1 + DR ) / / V4 Viod X do,
00
2w L
pSH3 *k o
(BO)(cp) — 12RSS //chV59dX do,
noo (4.38)

M(yp)(ak) = 0,

2m L
psHS
M0 = Top / / VigWoydX do,

2w L
M(yp)(cp) = — // { (pAHARAm + ﬂsHsRsm> WepWay
00

L (R Wew!, W, ) dX dg,
12Rgm i

fiir die gyroskopische Matrix

Y(ar)(ak) = Y(ar)(bg) = Y(ar)(cp) = 9(80)(ak) = 9(80)(bq) = 0,

2m L
960y (ep) = —2psHs R / / W ep Vo dX dop,
00

(4.39)

2m L
Jewyak) =0, g = 2ps Hs s / / VigWay dX do, gy =0
0 0

und fiir die Tangentensteifigkeitsmatrix

2w L

Rgm
ou-c) (ak) EHS//{ 5 U(;,{

1
— —  peU° vdXd
2Rgm(v +1) * a“} 2

EH 2 L
S —0 — o — — 0
Clak)(bg) = m 0/0/ {QV{(RSm + vy + wo) Vbq + (UO - wo)%q] Uém
+ (1 — I/)Rsm%qUo }dX do,
UEHS 27 L
Clak)(cp) =

<—1Rs/ / (R 08 ) Woy (35— 20) W | U, X s

. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



100 4. Schalenmodelle

27 L

EHg
C(80)(ak) = 2(—13&11//{2”[ Rsm + 0 + o) Vi + (2 wo)vﬂe]U
+(1- V>RSmV5/9U;k}dX do,

2w

L
C(B0)(bg) = V2 R // { [ — 2Hg <6E (QVRémag + (@8 + ujo) (QRSm U+ U_Jo)
Moo

+ 3(@0 - 1?)8)2) + (v* — 1)ps R, 02 (H§ + 12R§m))qu

— 24EHs (0o — w5 ) (Rsm + T + wo)vbg] Vo
+ (v = 1)EHs RS, Vy, (HE + 12R3, ) Vi,
— 2EHy [(Hg +6(2R3,, (vith + 1) + 6 Rsw (5 + w0) + (0 — w3)2
+3(75 + @0)2»%3 +12(00 — @) (R + 75 + u—)o)qu} vgg}dx do,

2n L

C(B6)(cp) =12<1 _1]/2 o // {HS [<6E(2VRSmu0 (UO + wo) <2RSm + g + wo)

+3(5 - wg)z) + (0 = 1)psHERE, 0% )W

cp

— 12E (v — ) (Rsm + 75 + wO)WCP} Vo
+ (1= v)EHSRE, W2V
+ EHs [Hg (VR WL + W) —6 (2Rgm (vt +1) + 6 R (5 + @0
2 2
+ (0 — @)+ 3(55 + o) )ch
+12(00 — @) (R + 75 + wO)W;p} v;e}dx do,

2n L

IJEHS o
Clyp)(ak) = (RSm// { Rgm + UO + wo) wa + ( 0) WJ} ;k dX do,

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



4.4. Lokale Diskretisierung mittels FEM 101

2n L
1

Cyy)(bp) = 1201 = Vz)Rg // { {HS <6E<2VR§mu6 + (178 + wo) (2Rsm + 5 + wo)
Mg o0

+3(0 —wg) ) + (v — 1)psH§R§mQ2> T

— 12BHs (v — @) (Rsm + 75 + wo)Ww} Vg
+(1—v)EHSRS, WV
+ EHg {Hg (vRE W, + W52 — 6(2R§m (vt + 1) + 6 Rgm (05 + 10)
2 2
+ (0 — @)+ 3(55 + o) >Ww
+ 12(5 — @5) (Rem + 75 + wo)w;p] v,;;}dx dg,
1 2m L

o) T2 - DR} // { [ — 12EHs (T — w5 ) (Rsm + T + w0 ) W5,
"o oo

+ 6<EHS (2R§m (yag + 1) + 6Rspm (@g + wo) + (@0 - w3)2 + 3(@3 + wO)Q)

207 — )RS, (HapaRam + ngsRsm)>ch} W,
+ {HS <6E(2uR§mag (W + o) (2Rsm + 75 + ) +3(w0 — 5))
. 1)H§psR§mQ2) we
— 12EHs (v — w§) (Rsm + 75 + wO)WCp} °
+ EHE (RS, W0, + vRE W YWY, + EHE (R, WY + Wi )We,
+2(1 — u)EHgRgmwg;W4;}dX de.

(4.40)
Fiir den Vektor der Anregung ﬁ;xt ergeben sich die Elemente

2m L

for =0, oo =0, fou= (paAHaRS, + psHsRE,)Q? [ [WoyaXdo  (441)
00

4.4. Lokale Diskretisierung mittels FEM

Fir die Diskretisierung mit lokalen Ansatzfunktionen werden Modifikationen beziiglich
des beschriebenen Schalenmodells vorgenommen. Ursache hierfiir ist, dass die Kriim-
mung der Schale nicht iiber die Variationsformulierung selbst, sondern tiber die Orien-
tierung der einzelnen Elemente beriicksichtigt wird. Als vorteilhaft erweist sich dabei

die vereinfachte Verformungskinematik eines einzelnen Elements. Dies wiederum hat
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Einfluss auf den Umfang der kinetischen sowie potentiellen Energie und somit auch
auf die Variationsformulierung. AuBlerdem werden zu erwartende Konvergenzproble-
me vermieden, die in [89] und [97] am Beispiel gekrimmter Ringelemente aufgezeigt

werden.

In Abbildung 4.4 ist der mittels flacher Schalenelemente diskretisierte Schaft darge-
stellt. Das zgyozo- sowie x1y; z1-Koordinatensystem sind wie in Abbildung 4.1 definiert.
Gleiches gilt fiir die &ufleren Abmessungen des Schaftes. Das x91520-Koordinatensystem
befindet sich im Schwerpunkt eines beliebigen finiten Elements, welches in Abhéngig-
keit der LAGRANGE-Koordinaten X, Y und Z beschrieben wird. Die dazugehorigen
Verschiebungsfunktionen u, v und w bleiben in ihrer Bedeutung unverédndert. Wei-
terhin wird die Elementgrofie tiber die beiden Langen L., und L., sowie die bereits
bekannte Dicke Hg definiert.

Abb. 4.4.: Diskretisierter Werkzeugschaft unter Verwendung von rechteckigen flachen
Schalenelementen.

Durch den Ubergang vom zylindrischen hin zum kartesischen zyys2,-Koordinaten-
system ist es erforderlich, die kinematischen Beziehungen aus Abschnitt 4.1 anzupassen.
Infolgedessen werden die Ableitungen und Integrale mit

o(... a(...

8(43 = Rma(Y) sowie /Rmdgb = /dY. (4.42)
substituiert (vgl. Gleichung (4.2)). Demzufolge lautet die angepasste kinetische Energie
nach Gleichung (4.15)
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1 +Hs/2 +HS/2
Exin =5 / {PS / (0)77}%81
Ae —Hg/2
FLey /2 +Leg /2 pSH3
=3 / / {pAHAw?t + psHs (v + 0% + w?) + 552 (wh, + wh)
Ly /2 ~Ley /2
_ psHs

OdZ + pa / (O)F}%Al X—o
0 —Hg/2 Y=0

X=
Y=

Q

Hiwys — 1204(Rgm + w) + 12vw4

+Q?

paHA(Ram + w)* + psHs (U2 + (Rgm + w)2) T psllf (1 + w?y)} }dX dy,

(4.43)
worin A, die Elementmittelfliche kennzeichnet. Gleichermafien werden die Verzerrun-
gen einer flachen Schale aus den bereits bekannten Beziehungen (4.13) abgeleitet. Nach
der Substitution wird jedoch fiir die verbleibenden Radien Rg, — oo gefordert. Wei-
terhin werden, in Analogie zu Abschnitt 4.2, nur lineare Anteile fiir €;; sowie €15 be-
trachtet. Fiir €55 werden auch Nichtlinearitaten beriicksichtigt. Dabei entfallen jedoch
quadratische Terme, welche uy, wyy oder hohere Potenzen von Z enthalten. Mit den

vorangegangenen Uberlegungen lauten die Verzerrungsmafe

€11 =ux — ZWxx,
2 2 (4.44)

Vy Wy Uy Ux
’2 + 2 —Zwyy und €3 =€y = 5 + 5 — Zw xy.

€20 =Vy +

Unter Hinzunahme von Gleichung (2.21) ergibt sich folgende potentielle Energie

Hg/2
/ / (& + &+ 2wenen +2(1-v) &y} dZdA,
Ae —Hg/2
BH +Ley /2 +Le, /2
S / / {QV [Hg (w?XY — w’Xway) — 6’U,,X (U’y<1}7y + 2) + w?y)

T 24(v2 - 1)
—Ley /2 —Ley /2

E

Epot ==—————
P T (1 —1?)

-3 |:'07y(’U7y +2)— w?y] 2}dX dY.
(4.45)
Da keine potentiallosen Kréfte auftreten, gilt fiir die zugehorige virtuelle Arbeit
OW = 0. Dies begriindet sich damit, dass die dufleren Krafte oder Momente (z.B.
Schnittreaktionen) nicht auf jedes finite Element wirken. Diese kénnen an spéaterer Stel-
le zum Knotenlastvektor addiert werden. Die variierten Energien fiir das

HAMILTONsche Prinzip lauten
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+Ley/2 +Ley /2
5Ekin = / / { — pSHSu’tt(Su — PSHS <2§2w7t — QQU -+ 'U,tt) ov
—Ley /2 —Le, /2

+ {PAHA (QQ(RAm + U)) — w,tt) + pSHS (QQ(RSm + w) + 2Q’U7t — IU,tt)} 521]

H3 H3
— Mw Xtt(;wX — M(w Yit — QQUJ y)éwy dX dY
12 ' 12 ' ’ ’
(4.46)
und
tLey/2 +Le, /2
FHg
0 Epot :m { -6 [QU,X + I/(U7y(v,y +2) + w?y):| ou, x
Loy /2 —Ley /2

+6(r—1)(uy +vx)duy +6(r—1)(uy +vx)ovx
— 6(U7y + 1) {27/’&7)( + U7y(U7y + 2) + w?y} (5U7y (4 47>

— 6wy {21/14)( +oy(vy +2)+ w?y} ow y
— Hg(wg(x + VlUyy)(SULXX — Hg(VULXX + w7yy)5w7yy

-+ 2H§(l/ — 1)w7xy(5w7xy}dX dY.

4.4.1. Konforme flache Schalenelemente

In diesem Abschnitt werden fiir die Verschiebungsfunktionen wu, v und w geeignete
FE-Ansétze hergeleitet. Fiir die Integration in der Elementroutine bietet es sich an,
auf ein Einheitsgebiet iiberzugehen. Dieses Einheitsgebiet wird nicht mit den globalen
LAGRANGE-Koordinaten X und Y beschrieben, sondern mit den lokalen Koordinaten

¢ und 7. Die Zusammenhénge zwischen lokalen und globalen Koordinaten sind mit

S(X):Cbo‘l—(llX U(Y):bo—l—bly
&= L2 X n = L2 Y
E(X=—L,/2)=—-1 aX:Lag, nY =—Le,/2) = -1 j@Y—ﬁﬁn
£(X =+Le, /2) = +1 2 n(Y = +Le, /2) = +1 2
(4.48)

gegeben. Mit der Variationsformulierung ist bereits eine schwache Darstellung der Be-
wegungsgleichungen eines Elements gegeben. Gegeniiber der starken Formulierung be-
steht der Vorteil darin, dass fiir die Verschiebungsfunktionen u sowie v nur Ableitungen
bis zur 1. Ordnung und fiir w Ableitungen bis zur 2. Ordnung nach £ und 7 auftreten.
Infolgedessen miissen die FE-Ansétze fiir die beiden Erstgenannten mindestens einen
C? stetigen und fiir Letztere einen C* stetigen Verlauf garantieren. In der starken Form
verdoppelt sich die maximale Ordnung der Ableitungen und es sind Ansédtze hoherer
Stetigkeit erforderlich.
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In Abbildung 4.5 sind alle zu beriicksichtigenden Knotenvariablen eines rechteckigen
sowie flachen Schalenelements dargestellt. Die Nummerierung der vier Knoten erfolgt

in der gezeigten Weise.

Wy, e W en

4 Wy 72 W,y

Abb. 4.5.: Flaches Schalenelement mit vier Knoten und Knotenvariablen.

Letztlich handelt es sich um eine Kombination aus Scheiben- und Plattenelement. Fiir
ein reines Scheibenelement lauten die angenédherten Freiheitsgrade u; sowie v; und fiir
ein reines Plattenelement w;, w; ¢, w;, sowie w; ¢,. Die Winkel 4; sind nur erforderlich,
wenn mit Hilfe von flachen Elementen eine gekriimmte Struktur modelliert wird. Dies
wird an spéterer Stelle in diesem Abschnitt bei der Transformation der Freiheitsgrade
deutlich. Fiir den Fall, dass eine flache Struktur vorliegt, miissen die Winkel 4; vernach-
lassigt werden. Anderenfalls ergeben sich Nullzeilen und -spalten in den Elementmatri-
zen. Der damit einhergehende Rangabfall hat zur Folge, dass z. B. die Steifigkeitsmatrix
singular wird. Somit ist eine Invertierung zur Losung der stationdaren Lage nicht mehr
moglich. Eine andere Variante im Umgang mit flachen Strukturen stellt die Sperrung
der Freiheitsgrade 7; dar. Ebenso kénnen den betroffenen Freiheitsgraden ,kiinstliche®
Steifigkeiten zugewiesen werden. Voraussetzung hierfiir ist, dass die Losung der ver-
bleibenden Freiheitsgrade nicht verfalscht wird [65].

Die Verschiebungen innerhalb eines Elements werden iiber die Polynomanséatze
u (&, t) = u(€,n,t) = ar + az§ + asn + asdn, (4.49a)

v (57 7, t) U (fa 7, t) = bl + b2£ + b37] + b4€7], (44913)

w(&,m,t) =W (&,n,t) =c1 + o€ + c3n + ca€? + esén + cgn® + o€ + €PN + coln?
+ C107]3 + C11§377 + 012527]2 + C13é:773 + 01453772 + 01552773

+ 01653773
(4.49¢)
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beschrieben [104]. Die Konstanten a;(t), b;(t) und ¢;(t) ergeben sich anhand der Forde-

rungen

u(=1,-1,t) =u(t), u(l,=1,t)=us(t), u(—=1,1,t)=us(t), u(l,1,t)=uyt),
(4.50a)

v(—1,-1,t)=u(t), v(1,—-1,t) =wvs(t), v(—1,1,¢t) =ws(t), v(1,1,t) = va(t),

(4.50D)
w(—1,-1,t) =w(t), w(l,=1,t) = ws(t),
w(—1,1,t) = ws(t), w(1,1,1) = wy(t),
We (—1,—1,t) =w1(t), We (1, —1,1) = wae(t),
We (—1, 1, t) = Wsg (t), We (1, 1, t) = Wyg (t), (4.50(3)
W, (=1, =1,t) = wq,(t), W, (1, —=1,t) = we,(t),
W, (—1,1,t> = w3’n(t), Wy, (1,1,t) = w4,7,(t),
Wen (=1, —1,1) = w1 g(1), Wen (1, =1,1) = wWagy(2),
Wey (—1,1,8) = ws (1), Wey (1,1,1) = wae(t).

Das bikubische Polynom fiir die Radialverschiebung w (Gleichung (4.49¢)) in Verbin-
dung mit den geforderten Knotenvariablen wird als konformer Ansatz bezeichnet. Es
besteht auch die Moglichkeit, dass keine Anpassung in Bezug auf die gemischten Ablei-
tungen w; ¢, vorgenommen wird. In diesem Fall reduziert sich das zugehorige Polynom
von 16 auf nur noch 12 zu bestimmende Parameter. Dieser nichtkonforme Ansatz lie-

fert, trotz Unstetigkeit beztiglich we,, akzeptable Ergebnisse [104].

Im néchsten Schritt werden die Ansatzfunktionen in Vektor-Matrix-Notation

)

dargestellt. Fiir die virtuellen Verriickungen gilt entsprechend

Die 28 Knotenvariablen eines Elements und deren Variationen werden in den Vektoren

T
(2)q = |:u17 U1, Wy, wlma Wi,¢, 71, w17§777 ooy Ug, Vg, Wy, w4,777 Wy, £, V4, wl,{n:| )
T

(4.53)
2)0q 25{?11, U1, W, Wy, W1e, Y1, W,gny vy Udy Vg, Wa, Wy g, Wa e, Vi, W1 gy
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zusammengefasst. Unter Verwendung der Abktirzungen

[\]

6_]-7

77_17

)
I

§

n

1 A=¢-2,

I
as
+ o+

+ 1
(4.54)
+ ]-7 B = n— 27

(=
I
VIR
I
3
[\

+o> 42
I

lassen sich die Vektoren fur die Formfunktionen mit

i
|
|

[ab,0,0,0,0,0,0,—ab,0,0,0,0,0,0,—ab,0,0,0,0,0,0, ab,0,0,0,0,0,0],
- - +- -+ ++
(4.55a)

‘7:1[0, ab,0,0,0,0,0,0,-ab,0,0,0,0,0,0,—ab,0,0,0,0,0,0, ab,0,0,0,0,0},
4 - = + - -+ ++

(4.55b)
|
W:[0,0, a?Ab?B, a> Ab%b, a*>a b®B,0, a>a b? b,
16 - +- + - +- + - +- + - +- +
0,0,—a?Ab?>B,—a?>Ab%b, aa®b*B,0, aa®b*b,
+ -=-+ + -= 4+ -+ - + -+ - +
(4.55¢)
0,0,—a®>Ab*B, a?Abb* —a’>ab®*B,0, a’a b b,
- ++ - - +-+ - ++ - - +-+
0,0, a> Ab*B,—a®*Abb* —aa®b*B,0, aa®b b*
-+ - 4+ -=+ -+ + - -+ -+

angeben. In Abbildung 4.6 sind die Formfunktionen fiir die einzelnen Knotenvariablen

innerhalb des Einheitsgebiets dargestellt.

B Knoten 1
B Knoten 2
[ 1Knoten 3
I Knoten 4

Abb. 4.6.: Formfunktionen der einzelnen Knotenvariablen in Abhéngigkeit der lokalen
Variablen ¢ und 7.
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Unter Beachtung von Gleichung (4.48) gilt fiir die partiellen Ableitungen der Ansétze

am Beispiel von w (&, 1, 1)

2 2\°
Wx = Lest @7  Wxx = (Le) Wee -2)4,
DY _/_/
=W x :W,XX
. 2 - 2\’ - L 2\ .- .
Wy = I Wn )4, Wyy = I VV,nn 294, W xy = I W&n'@)qv
ey ey exr ey
%:—/ [
=Wy :W,YY =W xy
Wy =w=W-@f Wy =w=W- @]
(4.56)
und fiir die dazugehérigen Variationen
) 2 - B ) 2 \? - B
5w,X = i VV,g : (2)5617 (5w,XX = 7 VV,gg : (2)(5%
2 2\°
wy = W - (204, dwyy = Won - 204, (4.57)
El Ley El El Ley El

i} 2\( 2\~ ;
0w xy = (LJC) (Ley> Wen - 204

Die Ableitungen der verbleibenden Ansatzfunktionen sowie deren Variationen sind in
Anhang C aufgefiithrt. AnschlieBend werden die vorausgegangenen Definitionen in die
Variationsformulierung eingesetzt und diese um die stationédre Lage linearisiert. Mit
Hilfe eines Storungsansatzes fiir den Vektor der Knotenvariablen nach Gleichung (3.74)
lasst sich ein lineares Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung angeben, dessen
Struktur identisch zu Gleichung (3.75) ist. Voraussetzung dafiir ist die Auswertung des

Fundamentallemmas der Variationsrechnung. Die daraus resultierende Massenmatrix

lautet
Lew Loy 77
@M = - //{pSHS(UT-U+VT-V+WT-W) + paHAWT W
14 (4.58)
H3, - - - -
_|_ IOS S (W/T X W/ _|_ WOT . WO) dfdn,
12
die gyroskopische Matrix
;o A
@G = 205 Hs Q2 =2 / / {VT W T V}dgdn, (4.59)
S1 4
der externe Lastvektor
+141
g 2 Ley Ley T
@ ot = ~(paHaRan + psHs Rem ) =52 / Wdedn (4.60)
S14
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und der interne Lastvektor

+1+1

£ 1 Lex Ley 02 =
@)/ in “1202-1) 2 2 /1/1{6EHS{ v (05 + 2) + wy ) + 2ug

Uv/

+ 6EHg(1 — v)(a@8 + o) U° + 12(* — 1) ps HsQ?5,V

+6EHs(1 — )(a@ + o)V + 6EHs (T8 + 1) [mg LR+ 2) + wg?} T

+12(0% = 1)(Hapa + Hsps ) Q*woW + [6Est§(2uu6 +0g(05 + 2) + w5?)
+ (v - 1)pSH§’QQw§} W + EH3(vw® + wl)W"

+ EH (vl + w®)W +2(1 — y)EHg@gOW'O}dgdn.

(4.61)
Fiir die tangentiale Steifigkeitsmatrix, welche sich aus dem inneren Lastvektor ableitet,
gilt
+1+1
1 Lex Le — T
(Q)Co :m 5 Y //{12EHS|:U ‘|‘y( SVO+VO+wOW0)] U

1-1

2
+6(1 — v)EHs(U° V’) LU° + 12002 — 1) ps HsQPVT - V
+6(1 — v)EHs (0U° + V’)T V' 4+ 6EHg [2;/(@3 + 1)U
+ <2yug + 305 (05 + 2) + wg” + 2) Vo +2(u + 1)wgvf/°r Ve
+12(v% — 1)(pAHA + psHs)Q2WT W
+ [6EHS <2ng(7’ +2(05 + 1)wgVe + (2w + 03 (05 + 2) + 3w32)W°>
+ (v — 1)ps]—1§§22l/f/°}T W
+ EHE(W" + VW°<>)T W+ EHE (VW + VT/°°)T LW
+2(1 - v) EHSW"T - W’Q}dgdn.

(4.62)
Entsprechend der Anzahl der Knotenfreiheitsgrade eines Elements ergeben sich 28 x 28
Elementmatrizen und 28 x 1 Elementvektoren. Fiir den Zusammenbau der globalen
Matrizen und Vektoren ist eine Transformation aus dem xoys2o-Koordinatensystem in
das z1y;21-Koordinatensystem erforderlich. Zur Transformation zwischen den Koordi-

natensystemen gilt
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Die darin verwendete Elementrotationsmatrix lautet

AR, 0 0 0
0 2R, 0 0
21R —
0 0 2R, 0
0 0 0 ?2'R;
wobei fiir die Freiheitsgrade eines einzelnen Knotens
10 0 0 0
0 cos(¢p) —sin(p) O 0
0 sin(¢) cos(p) O 0
Ri=10 0 0 10
0 0 0 0 cos(9)
0 0 0 0 sin(¢)
0 0 0 0 0

o O o O

— sin (¢)
cos ()
0

(4.64)

(4.65)

_ o O O O o O

gilt. Mit Hilfe der Beziehung (4.63) ergibt sich das lineare Differentialgleichungssystem

im schaft- bzw. schalenfesten x,y; z;-Koordinatensystem zu

21RT

=M

=0)G

o T 2, T =
@M -PR-mA¢+*R - G PR-)AT+ R 9Co - PR -1 Ag

=1 Co

_ 21RT ) (2”?.
%/#_/
=muf

(4.66)

Hierfiir wird das Gleichungssystem zusétzlich von links mit der transponierten Rotati-

onsmatrix multipliziert. Fiir den Lastvektor bietet es sich an, die modifizierte Rotati-

onsmatrix

(R, o 0 0 0 ]

0 b 2 41 0 0
2aRT 2R — =7 (4.67)
0 0 2R, 4o 0
+5
2R
|0 0 0 Ri ¢+ ]

zu verwenden. Hierin kennzeichnet d¢ das Winkelsegment eines einzelnen Elements,
welches abhangig von der Diskretisierung ist. Damit wird sichergestellt, dass die Flieh-

kraftanteile radial wirken.
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4.5. Anmerkungen zur schubweichen Formulierung

Die hier verwendete schubweiche Formulierung basiert auf der MINDLIN-REISSNER-
Schalentheorie und berticksichtigt Schubdeformationen erster Ordnung (analog zu der
Balkentheorie nach TIMOSHENKO, vgl. Abschnitt 3.6). Der daraus resultierende Ein-
fluss auf die Verformung ist in Abbildung 4.7 dargestellt.

Abb. 4.7.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens auflerhalb der
Schalenmittelflache wiahrend der Deformation nach [36]. Beriicksichtigung
der Schubdeformationswinkel o und S infolge der MINDLIN-REISSNER-
Theorie. a) Darstellung im Léangsschnitt der Schale. b) Darstellung im
Querschnitt der Schale.

Die Winkel der Querschnittsverdrehungen ergeben sich zu

1
pr=p—Wo—Q und o = —w x + . (4.68)
Sm
Darin kennzeichnen a(X, ¢,t) und B(X, ¢,t) die zusétzlichen Schubwinkel gegentiber
der KIRCHHOF-LOVE-Theorie. Infolgedessen erhoht sich die Anzahl der unabhéngigen
Verschiebungsfunktionen von drei auf funf (u, v, w, a, [3). Der Verschiebungsvektor

eines beliebigen materiellen Teilchens des Schaftes lautet folglich

U1 u—l—Z(—w7X—i—B)
@) TPsoPsi = |u2| & %v -7 (%i — a) ) (4.69)
us w
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Die resultierenden linearen Verzerrungen sind mit

€n =ux — Zwxx + 4B x,

Vg w o Zvg  Zwgs Lo

€22 :RSm R + R%m Rém .
ey ey — L8 VX Zux  Zwxy N Zax N ZB4 (4.70)
P T 2Rgm T 2 2Rsm Rsm 9 SV

o
€13 =€31 = 5 und €3 = €30 = —
gegeben. Fiir €13 sowie €3 werden lediglich die von Z unabhéngigen Anteile beriick-

sichtigt, was mit der Annahme einer konstanten Schubverteilung einhergeht.

Wiéhrend die Berechnung der kinetischen Energie analog zur schubstarren Formulie-
rung erfolgt, miissen fiir die potentielle Energie die zusétzlichen Verzerrungsanteile
beriicksichtigt werden. Unter Voraussetzung des HOOKE’schen Gesetzes und der damit

einhergehenden Relationen zwischen Spannungen und Verzerrungen gilt

HS/2 2 L

FRgy,
Epot = m / // {e% + 632 + 2v€r1€99

—Hg/2 0 0

(4.71)
+2(1—v) {E%Q +kK (6%3 + 653) } } dX dedZ.

Fir den Schubkorrekturfaktor wird hier der Wert x = 5/6 gewahlt, welcher aus der
Berechnung fiir einen Rechteckquerschnitt hervorgeht [62], [66]. Fir die Simulation
mittels FEM bietet es sich erneut an, flache statt gekriimmter Elemente zu verwenden.
Die dafiir notwendigen Anpassungen entsprechen den Erlduterungen aus Abschnitt 4.4.
In Anhang D werden die resultierenden Bewegungsgleichungen und Elementmatrizen

bei globaler sowie lokaler Diskretisierung aufgefiihrt.

4.6. Berechnungsergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Berechnungsergebnisse der im Vorfeld beschriebenen
Schalenmodelle prasentiert und diskutiert. Zusétzlich werden fiir ausgewéhlte Beispie-
le Messdaten zum Vergleich herangezogen. Die rechentechnische Umsetzung erfolgt
erneut unter Verwendung der kommerziellen Softwarepakete MATHEMATICA® sowie
MATLAB®. Ersteres wird fiir Berechnungen mit globaler Diskretisierung verwendet und
Letzteres fiir die FE-Simulationen. Sofern nicht anders gekennzeichnet, handelt es sich
bei den Berechnungsergebnissen um die Resultate der schubstarren Formulierung bei

globaler Diskretisierung.

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



4.6. Berechnungsergebnisse 113

4.6.1. Ruhender Schaft

Zunachst wird der ruhende Schaft ohne Rotation betrachtet. Grundlage hierfiir ist
die in [105] beschriebene Geometrie einer fest-frei gelagerten Schale. In der genannten
Quelle werden Messdaten fiir die Eigenfrequenzen in Abhéngigkeit der geometrischen
Ordnung angegeben. In Tabelle 4.1 werden die verwendeten Parameter fiir die Geome-

trie und das Material (Aluminiumlegierung) aufgefiihrt.

Tab. 4.1.: Verwendete Parameter fiir die Berechnung der ruhenden kreiszylindrischen
Schale nach [105].

Klasse Beschreibung Formelz. Wert

Materialdaten ~ Dichte 0s 2714, 5kg/m?
E-Modul E 6,895 - 1019 N /m?
Querkontraktionszahl v 0,315

Geometrie Schalendicke Hg 0,000648 m
Radius der Schalenmittelflache Rgp, 0,2423 m
Schalenlédnge L 0,6255m

Lagerung geklemmt-frei — —

Ausgleichsmasse Fiillgrad © 0

Als Erregereinheit fiir die Modalanalyse kommt ein elektrodynamischer Shaker zum
Einsatz. Die Messung der Schwingungsantwort erfolgt zum einen mittels Dehnungs-
messstreifen und zum anderen kontaktlos tiber induktive Aufnehmer. Erstere dienen
zur Bestimmung der Modeform in Langsrichtung. Letztere messen die Schwingformen

in Umfangsrichtung. Die kontaktlose Messung wird in [35] genauer beschrieben.

Die Geometrie in Tabelle 4.1 entspricht nicht der eines potentiellen Werkzeugschaftes,
sondern ist in Hinblick auf eine gute Realisier- bzw. Messbarkeit der Anregungs- und
Antwortsignale gewéhlt worden. Besonders fiir die experimentelle Identifikation der
Modeformen erweisen sich groflere Abmessungen als vorteilhaft. Die Messergebnisse

dienen zur Validierung der eingefiihrten Schalenmodelle.

Einfluss der Modeordnung auf die Eigenfrequenzen

In Abbildung 4.8 sind die berechneten Ergebnisse zusammen mit den Messdaten dar-
gestellt. Die Eigenfrequenzen werden in Abhéngigkeit der Parameter 1 < m < 3 und
1 < n < 16 angegeben. Ersterer definiert die geometrische Ordnung in Léangsrich-
tung und Letzterer in Umfangsrichtung (vgl. Abbildung 4.3). Zuséatzlich werden fiir
die Abweichungen der Ergebnisse zwischen den Berechnungsmodellen die absoluten
sowie relativen Fehler angegeben. Gleiches gilt fir die Abweichungen zwischen den

Berechnungsergebnissen und den Messwerten.
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Es ist ersichtlich, dass die Eigenfrequenzen mit steigendem Parameter n und konstan-
ten Werten fiir m zunéchst abfallen, ein Minimum durchlaufen und anschliefflend wieder
zunehmen. Dies lédsst sich mit den unterschiedlichen Anteilen der potentiellen Energie
infolge der Biegung und Dehnung erklaren. Dieser Sachverhalt wird mit Abbildung 4.9
verdeutlicht. Darin ist zu sehen, wie die Verformungsenergie infolge der Biegung mit
steigendem n zunimmt. Fiir die Dehnung ist das Gegenteil zu beobachten. Die Uberla-
gerung beider Anteile bildet die gesamte Verformungsenergie, welche der Charakteristik
in Abbildung 4.8 entspricht [61].
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Abb. 4.8.: Eigenfrequenzen der ruhenden Schale in Abhéngigkeit der Parameter m
und n. Vergleich der Ergebnisse ermittelt mit dem isochronen Ansatz, der
FEM und den Messergebnissen nach [105].
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Bei Zunahme der Modeordnung in Léngsrichtung m und konstanter Modeordnung in
Umfangsrichtung n ist stets ein Anstieg der Eigenfrequenzen zu verzeichnen. Dies lésst
sich mit dem identischen Verhalten im Vergleich zu den Balkenmodellen begriinden. Als
bemerkenswert erweist sich, dass bei gleichzeitig hohen Werten fiir die Modeordnung

in Umfangsrichtung die Eigenfrequenzen néher zusammenriicken.

-------- Biegeenergie
— = Dehnungsenergie

—— Gesamtenergie

Epot

Abb. 4.9.: Zusammensetzung der gesamten Verformungsenergie einer kreiszylindri-
schen Schale in Abhéngigkeit der Modeordnung in Umfangsrichtung
nach [61].

Grundsitzlich liegt eine gute Ubereinstimmung zwischen den Simulationsergebnissen
und den Messwerten vor. Es ist jedoch festzustellen, dass die berechneten Eigenfre-
quenzen hoher ausfallen als die Messwerte. Dahingehend sei auf den Einfluss der Erre-
gereinheit hingewiesen. Einerseits wird die schwingungsfdhige Masse durch den Shaker
selbst und seine Anbindung erhoht. Andererseits wird auch die Steifigkeit durch die
Shakeranbindung beeinflusst.

Die FE-Ergebnisse kommen den Messwerten prinzipiell naher als die des isochronen
Ansatzes. Diesbeziiglich sei angemerkt, dass die Diskretisierung mit 30 x 160 Elemen-
ten (Langs- und Umfangsrichtung) erfolgt. Damit wird gewéhrleistet, dass mindestens
10 Elemente pro Modeordnung und Richtung vorliegen. Die angegebenen Fehler zeigen,
dass die Unterschiede zwischen den Modellen mit steigendem n tendenziell abnehmen.
Gleiches gilt auch fiir die Abweichungen zwischen den Berechnungen und den Messwer-
ten. In Bezug auf den Parameter m ist ein derartiger Zusammenhang nicht festzustellen.
Die relativen Abweichungen zwischen den Messungen und den Berechnungen liegen mit

Ausnahme weniger Werte im einstelligen Prozentbereich.

Einfluss der Verhiltnisse L/Rs,, und Rs,,/Hs auf die Eigenfrequenzen

In Abbildung 4.10 ist der Einfluss des Verhéltnisses von Schalenlénge zu mittlerem
Radius L/Rgy, bei sonst unverdnderten Parametern dargestellt. Fir die geometrische
Ordnung der Moden gilt m = 1 sowie 1 < n < 16. Es ist ersichtlich, dass mit Zunahme
von L/ Rg,, die Eigenfrequenzen gegen unveranderliche Werte konvergieren. Diese Werte
nehmen mit der geometrischen Ordnung zu, wobei die Frequenz des Modes fiir m = 1
sowie n = 1 gegen null konvergiert. Bis es zur Konvergenz sémtlicher Moden kommt,

wechseln sich diese beziiglich der niedrigsten Eigenfrequenz ab.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass je grofier L/Rg,, ausfillt, desto geringer sind die
Unterschiede in den Eigenfrequenzen in Bezug auf die Lagerung. Deswegen konnen die
Randbedingungen auch als Randstérungen aufgefasst werden, die mit Zunahme des

Verhéltnisses aus Lénge zu mittlerem Radius an Bedeutung verlieren [37].
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Abb. 4.10.: Einfluss des Verhaltnisses L/ Rg,, auf die Eigenfrequenzen der Schale. Fiir
die dargestellten Frequenzen gilt m = 1 sowie 1 < n < 16.

Falls neben L/Rg,, zusitzlich noch das Verhéiltnis von mittlerem Radius zur Scha-
lendicke Rsy,/Hs variiert wird, ist in Abbildung 4.11 die sich einstellende niedrigste
Eigenfrequenz dargestellt (es gilt nach wie vor m = 1). Fir n > 1 werden Strichpunkt-

linien und fiir n = 1 durchgezogene Linien verwendet.
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Abb. 4.11.: Niedrigste FEigenfrequenz der Schale in Abhéngigkeit der beiden Verhélt-
nisse L/Rgy, sowie Ry /Hs.

Es ist erkennbar, dass die Eigenfrequenzen mit zunehmenden Werten von Rgy,/Hs
abnehmen (in besonderem Mafle fiir n > 1). Aulerdem ist das Grenzverhaltnis L/Rgy,
von Interesse, bei welchem die Modeordnung n = 1 fiir die niedrigste Eigenfrequenz
erstmals auftritt. Diese Grenze nimmt mit sinkenden Werten von Rg,,/Hg ebenfalls
ab, wobei die zugehorigen Frequenzen steigen. Selbst fiir einen lang kragenden Hohl-
schaft sind Werte von L/Rg,, > 30 sowie Rs,,/Hs > 10 unwahrscheinlich. So gilt z. B.
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L/Rgm = 27 und Rs,,/Hs = 4,5 fiir die Geometrie des in Tabelle 3.1 angegebenen
Schaftes nach [50], welcher fiir die HSC-Bearbeitung eingesetzt wird. Demzufolge ist zu
erwarten, dass fiir die niedrigste Eigenfrequenz m = 1 und n = 1 gilt. Dabei handelt es
sich um den niedrigsten Biegeeigenmode. Dieser kann sowohl mit den Balkenmodellen

aus Kapitel 3 als auch mit den hier diskutierten Schalenmodellen berechnet werden.

Vergleich der schubstarren und schubweichen Formulierung

Nachfolgend werden die Unterschiede zwischen der schubstarren (KIRCHHOFF-LOVE)
und schubweichen (MINDLIN-REISSNER) Formulierung untersucht. Dazu sind in Abbil-
dung 4.12 die berechneten Eigenfrequenzen unter Verwendung der globalen Diskreti-

sierung fiir beide Varianten dargestellt.
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Abb. 4.12.: Vergleich der schubstarren und schubweichen Schalentheorie. Eigenfre-
quenzen fiir unterschiedliche Modeordnungen und bei Variation des Ver-
héltnisses Rsy,/Hs. Berechnungsergebnisse unter Verwendung der globa-
len Diskretisierung (isochrone Ansatze).
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Frequenzen absoluter Fehler relativer Fehler
30
10O <
[ B
n A=
= E
E 8
=
i)
= S
I A=
= 5
3
=
8
S x 0
Il £ 4
£ 2o
3 0 5
&~ 4
P43, ;123
n m
KIRCHHOFF-LOVE
MINDLIN-REISSNER

Abb. 4.13.: Vergleich der schubstarren und schubweichen Schalentheorie. Eigenfre-
quenzen fiir unterschiedliche Modeordnungen und bei Variation des Ver-

héltnisses Rg,,/Hs. Berechnungsergebnisse unter Verwendung der lokalen
Diskretisierung (FEM).

Die Ergebnisse werden in Abhéngigkeit der geometrischen Modeordnung {m,n} €
{1,2,3,4,5} und des Verhaltnisses Rg,/Hs € {5;7,5;10} angegeben. Ferner werden
die absoluten und relativen Abweichungen des schubstarren Modells von der schubwei-
chen Variante aufgefiihrt.

Tendenziell zeigen beide Varianten dieselbe Abhéngigkeit der Eigenfrequenzen von der
Modeordnung, wobei die Ergebnisse der schubweichen Modellierung erwartungsgemaf
niedriger ausfallen. Die angegebenen Fehler zeigen, dass die Abweichungen mit steigen-
der geometrischer Modeordnung zunehmen. Fiir das Verhéltnis R,/ Hg ergibt sich eine
umgekehrte Abhangigkeit des Fehlers. Es ist anzumerken, dass von unten nach oben
auch das Verhaltnis L/Hg abnimmt. Hierfiir gilt, dass je kiirzer der Schaft bezogen auf

die Wandstéarke ausféllt, desto grofier werden die Abweichungen.
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Fiir reale Schaftgeometrien ist Rs,,/Hs < 10 zu erwarten. Hierfiir zeigen die Ergeb-
nisse vorheriger Rechnungen (vgl. Abbildung 4.11), dass bei lang kragenden Schéften
die numerisch niedrigste Figenfrequenz gleichzeitig auch die geometrisch Niedrigste ist
(m,n = 1). Fur diesen Fall wird die schubstarre Variante als ausreichend angesehen.
Sind jedoch geometrisch héhere Moden bei gleichzeitig dickwandigem Schaft von In-
teresse, so ist die schubweichen Variante zu bevorzugen.

In Abbildung 4.13 sind die Ergebnisse von Vergleichsrechnungen unter Verwendung der
FEM dargestellt. Grundsétzlich ergibt sich ein dhnliches Verhalten, wobei die Abwei-
chungen zwischen schubweicher und schubstarrer Formulierung etwas grofier ausfallen.

Diese Beobachtung deckt sich mit den Ergebnissen der jeweiligen Balkenmodelle aus
Abbildung 3.11.

4.6.2. Rotierender Schaft

Wie fiir den ruhenden Schaft erfolgt zunédchst die Validierung der Berechnungsmodelle
anhand von Messdaten. Grundlage hierfiir bilden die in [92] publizierten Werte. Gegen-
stand der Betrachtung ist eine fest-frei gelagerte kreiszylindrische Schale, welche um
die Langsachse rotiert.

Die Anregung bei der Modalanalyse erfolgt kontaktlos mit Hilfe eines elektrischen Ma-
gneten. Zur Messung der Schwingungsantwort kommen Dehnungsmessstreifen zum Ein-

satz. Die zugehorigen Berechnungsparameter sind in Tabelle 4.2 aufgefiihrt.

Tab. 4.2.: Verwendete Parameter fiir die Berechnung der rotierenden kreiszylindri-
schen Schale nach [92].

Klasse Beschreibung Formelz. Wert

Materialdaten Dichte 0s 7850 kg /m?
E-Modul E 2,1-10" N/m?
Querkontraktionszahl v 0,3

Geometrie Schalendicke Hg 0,0002 m
Radius der Schalenmittelfliche Rgp, 0,03705m
Schalenlénge L 0,243 m

Lagerung geklemmt-frei — —

Ausgleichsmasse  Fiillgrad © 0

Einfluss der Winkelgeschwindigkeit auf die Bifurkation der Eigenwerte

In Abbildung 4.14 sind die zwei numerisch niedrigsten Eigenkreisfrequenzen (wge so-
wie wp3) in Abhéngigkeit der Winkelgeschwindigkeit 2 dargestellt. Die Angabe erfolgt

bezogen auf die korrespondierenden Eigenkreisfrequenzen der ruhenden Schale, wobei
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woi /Woila=0 = foi/ foila=o gilt. Neben den Messwerten aus [92] sind die Simulations-
ergebnisse fiir den globalen isochronen Ansatz sowie der FEM aufgefiihrt. Auflerdem

wird zwischen der geometrisch linearen und nichtlinearen Formulierung unterschieden.

Samtliche Varianten haben gemein, dass es zur Bifurkation der Eigenkreisfrequenzen
infolge der Rotation kommt. Dabei ist anzumerken, dass die Abhéngigkeit von der
Winkelgeschwindigkeit nichtlinear ausfallt. Dies stellt eine Abweichung zum Verhalten
der Biegeeigenfrequenzen dar, welche sich mit den Balkenmodellen ergeben (vgl. Ab-
bildung 3.15). Die Zuordnung der steigenden und fallenden Frequenz zum vor- bzw.
riickwartigen Mode bleibt unverédndert. Es sei jedoch erwéhnt, dass in der Literatur
fir rotierende Schalen auch die umgekehrte Bezeichnung zu finden ist (z. B. in [92]).
Beziiglich der Diskretisierung (lokal sowie global) ist kein nennenswerter Unterschied
in den Berechnungsergebnissen festzustellen, sodass die gezeigten Graphen nahezu de-

ckungsgleich sind.

0
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|w02]/w02]9
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---------- linear isochron RW woooos linear FEM RW O Messungen
————— linear isochron VW —-—-=linecar FEM VW
— — —nichtl. isochron RW — — —nichtl. FEM RW

nichtl. isochron VW nichtl. FEM VW

Abb. 4.14.: Einfluss der Winkelgeschwindigkeit auf die beiden niedrigsten Schalenei-
genkreisfrequenzen. Vergleich der Ergebnisse ermittelt mit dem isochro-
nen Ansatz sowie dem FE-Modell mit den Messdaten nach [92]. Dis-
kretisierungsparameter fir den globalen Ansatz: {A, B,C} = 4 sowie
{K,Q, P} = 3. Diskretisierung fiir die FEM: 30 x 30 Elemente.

Weiterhin auffallend ist das unterschiedliche Verhalten zwischen linearer und nicht-
linearer Formulierung. Bei Ersterer ist eine Vereinigung der Frequenzen von vor- und
riickwértigem Mode zu beobachten (rechtes Diagramm in Abbildung 4.14). Dieser
Punkt kennzeichnet gleichzeitig das beginnende Eintreten der Instabilitat (vgl. [113]).
Der Vergleich mit den Messwerten zeigt, dass die Berticksichtigung der geometrischen
Nichtlinearitaten zwingend erforderlich ist und Instabilitat unter den gewahlten Bedin-

gungen nicht auftritt. Lediglich fir geringe Winkelgeschwindigkeiten € /w;|ao—0 < 1

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



4.6. Berechnungsergebnisse 121

eignet sich eine Betrachtung, die ausschlieflich auf den linearen Verzerrungsanteilen
beruht.

Die gezeigte Abhangigkeit der Eigenkreisfrequenzen von der Winkelgeschwindigkeit
kann auch fiir das einfachere Beispiel des rotierenden Ringes beobachtet werden. Dies-
beziiglich sind Ergebnisse von experimentellen sowie simulativen Untersuchungen in
den Quellen [34], [39], [55], [64], [69], [97] und [117] aufgefithrt. Dabei verhalten sich
die Eigenkreisfrequenzen der Radialschwingungen fiir beide Beispiele (Schale und Ring)
ahnlich.

Berechnung der stationdren Lage

Die sich infolge der Rotation einstellende stationare Deformation ist in Abbildung 4.15
dargestellt. Konkret handelt es sich dabei um die axiale und radiale Verschiebung bei
einer Winkelgeschwindigkeit von 2 = 1000 rad/s.

Erneut werden das globale und lokale Modell gegeniibergestellt. Hierfiir werden zuséatz-
lich die absoluten und relativen Abweichungen aufgezeigt. Fiir das FE-Modell werden
zur Berechnung 100 Elemente in Langsrichtung verwendet. Im Gegensatz dazu wird
die Anzahl der globalen Ansatzfunktionen variiert. An dieser Stelle wird nochmals auf
die alternative Angabe der Formfunktionen nach Gleichung (3.60) hingewiesen. Diese
eignet sich besonders fiir hohe Modeordnungen in Léngsrichtung. Die Angabe nach
Gleichung (3.59) fithrt aufgrund der darin enthaltenen hyperbolischen Anteile bei ho-

heren Modeordnungen zu numerischen Problemen in der Auswertung.

Aufgrund der Rotationssymmetrie geniigt die Angabe der Verschiebungen in Abhén-
gigkeit der X-Koordinate. Eine Unterscheidung zwischen geometrisch linearem und
nichtlinearem Modell erfolgt an dieser Stelle nicht, da beide Varianten nahezu identi-

sche Verformungen liefern.

Mit dem FE-Modell ergibt sich fiir die Langsverschiebung ug ein linearer Verlauf, wobei
es zu einer Verkiirzung der Schale kommt. Demgegeniiber liegt fiir die Radialverschie-
bung w, ein Verlauf vor, welcher der Sprungfunktion &hnlich ist. Die Ergebnisse des
globalen Ansatzes nahern sich denen der FE-Losung mit zunehmender Diskretisierung
an. Hierbei weist die Radialverschiebung ein ,, Uberschwingen“ im Bereich der Schalen-
bzw. Schaftenden auf. Aufgrund der verwendeten trigonometrischen Funktionen liegt
der Vergleich mit dem GiBBSschen Phidnomen nahe. Dieses beschreibt einen analogen
Sachverhalt bei der Entwicklung unstetiger Funktionen mittels FOURIER-Reihe [41],
[46].

Die angegebenen relativen Fehler zeigen, dass die betragsméfigen Unterschiede zwi-
schen den beiden Losungsmethoden mit steigendem Verhéltnis X /L tendenziell ab-
nehmen. Jedoch bestehen selbst fiir die hochste gewéhlte Diskretisierung (20 globale

Ansatzfunktionen) nennenswerte Abweichungen.
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Abb. 4.15.: Stationédre Lage berechnet mittels FEM und isochronem Ansatz fiir eine
Winkelgeschwindigkeit von 2 = 1000 rad/s. Diskretisierung fiir die FEM:
100 x 30 Elemente.

Einfluss der Ausgleichsmasse auf die Eigenfrequenzen der rotierenden Schale

Um den Einfluss des Fiillmediums aufzuzeigen, wird in Abbildung 4.16 die numerisch

niedrigste Eigenkreisfrequenz (vor- und rickwértiger Mode) in Abhéngigkeit von der

Winkelgeschwindigkeit und des Fiillgrades dargestellt. Die Angabe von Kreisfrequen-

zen und Winkelgeschwindigkeit erfolgt erneut bezogen auf wys|o—o. Fir die Dichte des

Filllmediums gilt stets pa/ps = 0,1. Zur Losung wird der globale Ansatz verwendet
(Diskretisierung: {A, B, C'} = 4 sowie {K,Q, P} = 3).
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Abb. 4.16.: Bifurkation der niedrigsten Eigenkreisfrequenz in Abhéngigkeit der Win-
kelgeschwindigkeit {2 und des Fillgrades ©. Ergebnisse fiir ein konstantes
Verhéltnis pa/ps = 0, 1.
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Abb. 4.17.: Bifurkation der niedrigsten Eigenkreisfrequenz in Abhangigkeit der Win-
kelgeschwindigkeit €2 und der Dichte des Fiillmediums p. Ergebnisse fiir
einen konstanten Fiillgrad © = 0, 1.
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Es ist ersichtlich, dass mit Zunahme des Fillgrades sich die Eigenkreisfrequenzen des
vor- und riickwértigen Modes annédhern. Das bedeutet, die Bifurkation tritt unveréin-
dert auf, ist jedoch schwécher ausgepragt. Dies ldsst sich mit der zunehmenden Masse
erklaren, wodurch wys|g—g abnimmt. Infolgedessen wird mit 0 < © < wos|a=o ein gerin-
gerer Winkelgeschwindigkeitsbereich abgedeckt, was zu einer verminderten Bifurkation
fithrt. Weiterhin ist erkennbar, dass der Fiillgrad fiir geringe Werte einen stérkeren Ein-
fluss auf die Bifurkation ausiibt als fiir grole Werte. Ursache hierfiir ist, dass der Schaft
sich von auflen nach innen fiillt und mit abnehmendem Radius sinkt auch der Einfluss
der Fliehkraft. Dieser Sachverhalt wird im weiteren Verlauf der Arbeit nochmals aus-
fihrlicher betrachtet (vgl. Abbildung 4.19).

In Abbildung 4.17 wird in Analogie zu den vorangegangenen Betrachtungen das Ver-
héltnis pa /ps anstatt des Fiillgrades variiert. Letzterer betragt fiir diese Berechnungen
konstant ©® = 0, 1. Prinzipiell zeigt sich ein ahnliches Verhalten wie zuvor in Abbil-
dung 4.16. Erneut besteht ein umgekehrt proportionaler Zusammenhang zwischen dem

Dichteverhéltnis und dessen Einfluss auf die Bifurkation.

Stabilitatsverhalten des linearen Berechnungsmodells

Abschlielend wird das Stabilitatsverhalten der linearen Formulierung betrachtet, wobei
auch die Spannung in Umfangsrichtung 799 Beriicksichtigung findet. In diesem Zusam-
menhang werden die drei Bereiche 199 < 75, 75 < 799 < 7, und 795 > 7, unterschieden.
Es kennzeichnen 7, = 235N/ mm? die Streckgrenze und 7, = 350 N/ mm” die Zugfestig-
keit fiir S235 nach [27]. Da ein ebener Spannungszustand vorliegt und 711 = 72 ~ 0

gilt, kann 799 als Vergleichsspannung verwendet werden.

Zur Berechnung ist in Abbildung 4.18 der Freischnitt eines differentiellen Schalenele-

ments des rotierenden Schaftes einschliefilich Ausgleichsmasse dargestellt.

Abb. 4.18.: Freigeschnittenes Schalenelement einschliefllich Ausgleichsmasse unter
Rotation.

In differentieller Form kennzeichnen d f,; die externe Beanspruchung in Radialrichtung
sowie d fiy; die Schnittkraft in Umfangsrichtung (bezogen auf die Schnittlange). Erstere

beriicksichtigt die Fliehkraftwirkung der Schale selbst sowie der Ausgleichsmasse und
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ergibt sich zu

Afext = psHsRgm A dX RgmQ* + pa HaRam Ao dX Rpm$2.

=dmg =dma

(4.72)

Fir das Kraftegleichgewicht in vertikaler Richtung gilt

5 Fui = Afu — 2 fing dX sin (dj’) = (4.73)

wobei die Schnittkraft in Umfangsrichtung die MaBeinheit N/m besitzt. Infolgedessen

lautet die korrespondierende Spannung

dfint
Hg

Ty = ~ (Pngm + /JAZL;Rim) 0. (4.74)
Hierfiir wird Gleichung (4.72) in (4.73) eingesetzt und beziiglich dem differentiellen
Winkel d¢ linearisiert. Fiir 755 > 74 ist anzumerken, dass ein nichtlineares Materialver-
halten auftritt, wodurch Gleichung (4.74) zunehmend an Genauigkeit verliert.

In Abbildung 4.19 sind die Gréflen Ha, Ran und dfe in Abhédngigkeit des Fiillgrades
(vgl. Gleichung (3.87)) dargestellt. Dabei werden Erstere auf den Radius der Schaftin-
nenlaibung Rg; bezogen. Die differentielle Fliehkraft wird ebenfalls im Verhaltnis zum
Wert dfex1 = dfext(© = 1) nach Gleichung (4.72) angegeben.

L1 - 1,5
= ﬂ
- %
E A
)
=05 <
iy 5 —
3 — Ha/Rs; he) 0,5 — kumuliert
ﬁ 0 . , — Ram/Rs; 0 . | — vereinfacht
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
S 0

Abb. 4.19.: Einfluss des Fiillgrades © auf die geometrischen Groflen Hy und Ran,
sowie die differentielle Fliehkraft d fe.:.

Da sich der Schaft von aufien nach innen fillt, nimmt die Abhéngigkeit Ran,(©) sowie
H(©) mit steigendem Fiillgrad zu. Der abnehmende mittlere Radius fithrt besonders
fiir groe Werte des Fiillgrades zu einer fehlerhaften Fliehkraft. Dies zeigt sich im
Vergleich zur kumulierten Fliehkraft, wofiir das Fiillmedium in eine endliche Anzahl

diinner Schichten unterteilt wird.

In Abbildung 4.20 werden zwolf Stabilitatskarten in einem 4 x 3 Raster dargestellt. Von
oben nach unten wird der Fiillgrad © € {0,1/3,2/3,1} und von links nach rechts das
Dichteverhéltnis pa/ps € {1/3,2/3,1} variiert. Innerhalb der einzelnen Stabilitéts-
karten stellen das Verhéaltnis L/Rg, und die dimensionslose Winkelgeschwindigkeit
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Q/Womin|o=o die Veranderlichen dar. Dabei kennzeichnet wopin|o—o die minimale Figen-
kreisfrequenz innerhalb der betrachteten Moden (m = 1, n € {2,3,4}) im ruhenden
Zustand. Der Mode m = 1, n = 1 wird nicht beachtet (entspricht dem ersten Biege-
eigenmode), da dieser nicht zur Instabilitat fithrt. Weil ausschlieBlich dampfungsfreie
Bewegungsgleichungen untersucht werden, kann lediglich schwache Stabilitiat oder In-
stabilitdt auftreten.

Fir © = 0 ist erkennbar, dass die Grenze zwischen schwacher Stabilitdt und Insta-
bilitdt mit Zunahme des Verhéltnisses L/Rs, ebenfalls ansteigt, bis sie den Wert
Q/Womin|a=0 = 1, 8 erreicht. Grund hierfiir ist, dass sich fir L/Rg, < 10 die Moden mit
der minimalen Eigenfrequenz abwechseln und diese unterschiedliche Stabilitdtsgrenzen
aufweisen. Dies entspricht auch den Beobachtungen aus Abbildung 4.10. Die Streck-
grenze sowie Zugfestigkeit werden ebenfalls nur fir geringe Werte von L/Rg, < 10
iiberschritten. Dies kann mit der dimensionslosen Darstellung erklart werden. Mit Zu-
nahme des Langenverhéltnisses nehmen die Eigenfrequenzen ab und damit die betrach-
tete maximale Winkelgeschwindigkeit Q.x = 3 Womin|a=o- Fir das gewéhlte Beispiel
findet die Uberschreitung der Streckgrenze zusétzlich nur im instabilen Bereich statt.
Mit Zunahme des Fiillgrades (© > 0) ist zu beobachten, dass die Stabilitdtsgrenze stets
den Wert Q/womin|o=0 ~ 1 einnimmt. Aulerdem verkleinert sich der Bereich, in wel-
chem die Streckgrenze oder Zugfestigkeit erreicht werden, weil die zunehmende Masse
wiederum womin|o=o verringert. Das Dichteverhéltnis pa/ps zeigt insgesamt nur einen
marginalen Einfluss, wobei sich fiir © = 0 erwartungsgeméfl gar keine Abhéngigkeit
einstellt.

Zum Vergleich werden in Abbildung 4.21 Stabilitatskarten zum Einfluss des Verhéltnis-
ses L/ Rgy, dargestellt, jedoch unter Verwendung der absoluten Winkelgeschwindigkeit.
In einem Bereich von 0 < Q < 2000rad/s und © = 0 ist erkennbar, dass die Streck-
grenze nicht iiberschritten wird. Der stabile Winkelgeschwindigkeitsbereich nimmt mit
steigenden Werten von L/Rsg,, ab. Ursache hierfir sind erneut die gleichsam fallenden
Eigenfrequenzen mit zunehmender Schalenldnge. Die restlichen Stabilitatskarten mit
O > 0 zeigen, dass die Streckgrenze wie auch die Zugfestigkeit stets fiir konstante Wer-
te von 2 iiberschritten werden. Dies lasst sich mit Gleichung (4.74) begriinden, da die

Schalenlédnge nicht in die Berechnung der Umfangsspannung eingeht.

In Abbildung 4.22 wird anstelle von L/Rg,, das Verhéltnis Rg,,/Hgs variiert, wahrend-
dessen die restlichen Angaben unter Verwendung der bezogenen Winkelgeschwindig-
keit unverandert bleiben. Erstmals werden die Streckgrenze und Zugfestigkeit auch im
stabilen Bereich tiberschritten. Dabei handelt es sich um vergleichsweise dickwandi-
ge Schafte mit geringem Fiillgrad. Folglich ergeben sich relativ hohe Eigenfrequenzen
sowie maximale Winkelgeschwindigkeiten. Die Stabilitdtskarten in Abhéngigkeit von
Rsm/Hs und der absoluten Winkelgeschwindigkeit werden in Abbildung 4.23 darge-
stellt. Sowohl die Stabilitatsgrenze als auch die Spannungskennwerte 7, und 7, werden

fir steigende Werte von Rgy,/Hg bei stets geringeren Winkelgeschwindigkeiten erreicht.
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Abb. 4.20.: Stabilitatskarten fiir das lineare Schalenmodell in Abhéngigkeit der di-

mensionslosen Winkelgeschwindigkeit /womin|o=0 und des Verhéltnisses
L/Rgy,. Zusétzliche Variation des Fiillgrades © und des Dichteverhélt-
nisses pa/ps. Vereinfachte Beriicksichtigung der Umfangsspannung nach

Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter fiir den isochronen Ansatz:
{A,B,C} =1,{K,Q,P} =4.
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Abb. 4.21.: Stabilititskarten fiir das lineare Schalenmodell in Abhéngigkeit der ab-

soluten Winkelgeschwindigkeit und des Verhéltnisses L/Rg,,. Variation
des Fillgrades © und des Dichteverhéltnisses pa/ps analog zu Abbil-
dung 4.20. Vereinfachte Berticksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter fiir den isochronen Ansatz:

{A,B,C} =1, {K,Q,P} = 4.
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Abb. 4.22.: Stabilitdtskarten fiir das lineare Schalenmodell in Abhéngigkeit der di-
mensionslosen Winkelgeschwindigkeit /womin|o=0 und des Verhéltnisses
Rsm/ Hsy. Zusétzliche Variation des Fiillgrades © und des Dichteverhalt-
nisses pa/ps. Vereinfachte Beriicksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter fiir den isochronen Ansatz:

{A,B,C} =1, {K,Q,P} = 4.

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



130

4. Schalenmodelle

pa/ps =1/3 pa/ps =2/3 pa/ps =1
100 100 oo 100
«»n 80 »n 80 | »n 80
T T s
= | 360 3 60 | \8 60
I @D @D !
o | = 40 40 | = 40
20 : 20 5 20 -
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Q in rad/s 2 in rad/s Q in rad/s
100 100 100
n 80 n 80 n 80
o= ] =
e 60 = 60 = 60
wn wn wn
I |/ 40 &40 &40
@
20 20 : 20 :
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Q in rad/s Q in rad/s Q in rad/s
100 100 100
n 80 »n 80 n 80
T T T
o | T3 60 ~ 60 ~ 60
~ = =) =
o] R 0N A
|| & 40 A 40 A 40
@ 20 20 - 20
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Q in rad/s 2 in rad/s  in rad/s
100 100 100
xn 80 xn 80 xn 80
= = =
|z 60 5 60 = 60
wn wn wn
I |~ 40 S 40 = 40
@
20 : 20 : 20 :
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Q in rad/s Q2 in rad/s Q2 in rad/s
schwach stabil mit 7y < 7 instabil mit Ty < 74
schwach stabil mit 7, < 19 <7, M instabil mit 7, < 799 < 7,
B schwach stabil mit 799 > 7, B instabil mit 799 > 7,

Abb. 4.23.: Stabilititskarten fiir das lineare Schalenmodell in Abhéngigkeit der ab-

soluten Winkelgeschwindigkeit und des Verhéltnisses Rsgy,/Hs. Variati-
on des Fiillgrades © und des Dichteverhéltnisses pa/ps analog zu Ab-
bildung 4.22. Vereinfachte Berticksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter fiir den isochronen Ansatz:
{A,B,C} =1,{K,Q,P} =4.
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In Abbildung 4.24 werden die Eigenkreisfrequenzen des vor- und riickwértigen Modes
(m =1, n € {2,3}) in Abhéngigkeit der Winkelgeschwindigkeit dargestellt (jeweils
bezogen auf wo;|n—o). Die Ergebnisse werden fiir unterschiedliche Werte von ©, pa/ps
und Rs,,/Hs angegeben. Es ist erkennbar, dass mit Zunahme des Fillgrades sowie
Dichteverhéltnisses die von den Kurven eingeschlossene Fliche abnimmt. Ahnliches
ist auch fiur das nichtlineare Modell zu beobachten, wobei sich der Frequenzabstand
zwischen vor- und rickwartigem Mode verringert (vgl. Abbildung 4.16 bzw. 4.17). Im
gleichen Zuge néhert sich die Stabilitatsgrenze dem Wert € /womin|o=o0 = 1 an. Weiterhin
ist festzustellen, dass mit Zunahme von Rg,/Hg auch der Einfluss des Fiillmediums
und dessen Dichte steigt. Je diinnwandiger der Schaft, desto grofler ist der Massenanteil

des Fillmediums und die daraus resultierende Vorspannung in Umfangsrichtung.
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Abb. 4.24.: Einfluss des Fiillmediums auf die Stabilitatsgrenze des linearen Schalen-
modells. Oben: Variation des Fillgrades © fiir pa/ps = 1/3 = const.
Mitte: Variation des Verhéltnisses pa/ps fir © = 0,025 = const. Un-
ten: Variation des Verhéltnisses Rgy,/Hg fur © = 0,025 = const. und
pa/ps = 1/3 = const.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Der Einsatz lang kragender Schaftfraser im Bereich der HSC-Bearbeitung birgt spezi-
elle Herausforderungen im Vergleich zu konventionellen Techniken. Infolge des hohen
Schlankheitsgrades konnen die niedrigsten Eigenfrequenzen unterhalb der Betriebs-
drehzahl liegen. Eine Anregung im Resonanzgebiet fithrt zu grofien Schwingungsam-
plituden und im Extremfall zum kompletten Werkzeugversagen [99]. In diesem Zusam-
menhang sind auch die mogliche Beschadigung des Werkstiicks und die Gefahrdung des
Bedienpersonals zu nennen. Neben den Schnittreaktionen konnen sich auch unvermeid-
bare Fliehkrafte, hervorgerufen durch eine Unwucht sowie Form- und Lageabweichun-
gen, als kritisch erweisen. Eine hinreichend genaue Kenntnis iiber das Systemverhalten
erweist sich als unerlésslich. An dieser Stelle setzt die vorliegende Arbeit an und liefert
verschiedene Berechnungsmodelle zur Untersuchung der Werkzeugdynamik.

Im Speziellen werden lang kragende Fraser mit Hohlschaft betrachtet, wie sie z.B.
in [50] untersucht werden. Der so entstehende Hohlraum kann teilweise mit einem flie-
fihigen Medium gefiillt werden, was zum automatischen Wuchten und zur Selbstzen-
trierung im tberkritischen Drehzahlbereich beitriagt. Weiterhin fithrt das Fillmedium

zur Schwingungsreduktion infolge von Fliissigkeits- oder Partikeldampfung.

Nach der Abhandlung der theoretischen Grundlagen in Kapitel 2 folgt in Kapitel 3
die Modellierung des Werkzeugschaftes tiber schubstarre sowie schubweiche Balken-
modelle (EULER-BERNOULLI, TIMOSHENKO). Dafir wird die Verformungskinematik
betrachtet und die nichtlinearen Verzerrungsmafle bereitgestellt. Anschliefend wird die
Variationsformulierung mit Hilfe des HAMILTONschen Prinzips hergeleitet. In diesem
Zusammenhang wird eine stochastisch verteilte Unwucht berticksichtigt, welche sich
iiber die gesamte Schaftlange verteilt. Deren Abbildung erfolgt anhand eines Ansatzes
nach WEDIG und DIMENTBERG. Zur Ortsdiskretisierung kommen sowohl ein globaler
RiTz-Ansatz als auch die FEM mit lokalen Ansatzfunktionen zum Einsatz.

Im Anschluss werden systematische Parameterstudien fiir das ruhende sowie bewegte
Werkzeug durchgefithrt. Diesbeziiglich wird der Einfluss von unterschiedlichen geome-
trischen Groflen, Prozessparametern und der Unwucht auf die Eigenfrequenzen aufge-
zeigt. Die Unwucht hat u. a. zur Folge, dass die Eigenfrequenzen keine deterministischen
Werte darstellen, sondern einer stochastischen Verteilung unterliegen. Fiir die Berech-
nung der niedrigsten biegekritischen Eigenfrequenz eines lang kragenden Werkzeuges
(L/Ds, > 5) ergeben sich nur geringe Abweichungen (< 5 %) zwischen der schubstar-

ren und schubweichen Theorie. Fiir kurze Werkzeuge sowie hohere Modeordnungen
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ist die Verwendung einer schubweichen Formulierung empfehlenswert. Weiterhin ist
es unter Einbezug von geometrischen Nichtlinearitdten moglich, die Auswirkungen ei-
ner stationdren Deformation zu beriicksichtigen. Deren Einfluss erweist sich jedoch im
praktischen Anwendungsbereich als gering, sodass ein lineares Modell den Anforderun-
gen in der Regel gentigt. Weiterhin werden Ergebnisse von Zeitlosungen fiir erzwungene
Schwingungen mit variierender Anregungsfrequenz gezeigt. In diesem Zusammenhang
wird auch der Einfluss von Lageabweichungen der Schneiden auf die Spanungsgeometrie

und der daraus folgenden Schnittreaktionen diskutiert.

In Kapitel 4 wird die Modellierung des Werkzeugschaftes als Schale beschrieben. Im
Gegensatz zu den vorausgegangenen Balkenmodellen erweisen sich geometrische Nicht-
linearitaten hier als unverzichtbar. Die stationdre Lage infolge der Rotation fithrt zur
Spannungsversteifung und beeinflusst die Eigenfrequenzen. Abweichend zum linearen
Modell tritt unter Berticksichtigung der nichtlinearen Verzerrungsanteile in Umfangs-
richtung keine Instabilitat auf, was durch die experimentellen Untersuchungen in [92]
bestatigt wird. Dieser Sachverhalt ist um so wichtiger, je groler der Fiillgrad des Hohl-
schaftes sowie die Dichte des Fiillmediums ausfallen. Das Stabilitdtsverhalten des linea-
ren Modells wird zusétzlich mittels Stabilitdtskarten in Abhéngigkeit von verschiedenen
Parametern untersucht. Fiir den ruhenden Schaft erfolgt die Validierung der berech-
neten Schaleneigenfrequenzen mit Hilfe der Messdaten nach [35], wobei die relativen
Abweichungen zumeist im einstelligen Prozentbereich liegen. An dieser Stelle sei ange-
merkt, dass abhéngig von der Geometrie die niedrigste Schaleneigenfrequenz nicht dem
niedrigsten geometrischen Mode entspricht. Die Unterschiede zwischen schubstarrer
und schubweicher Beschreibung (KIRCHHOFF-LOVE, MINDLIN-REISSNER) nehmen er-

neut mit steigender Modeordnung sowie dimensionsloser Wandstérke (Hs/Rsy) zu.

Die vorgestellten Modelle und Ergebnisse beschéaftigen sich ausfiithrlich mit der Dyna-
mik lang kragender Fréaswerkzeuge. Transiente Wechselwirkungen zwischen Werkzeug
und Werkstiick werden dabei aufler Acht gelassen. Deswegen wird fiir Folgestudien eine
Erweiterung in diese Richtung empfohlen. So kann z. B. die zeitabhdngige Abdréngung
des Werkzeuges infolge der Schnittreaktionen berticksichtigt werden, was besonders
bei schlanken Ausfithrungen mit verminderter Steifigkeit von Interesse ist. Zusétzli-
ches Potential bietet auch die Abbildung des Fiillmediums. In diesem Zusammenhang
ist besonders die Dédmpfung infolge der Fluid- bzw. Partikelbewegung von Interesse.
Diesbeziiglich bietet sich z.B. die Kopplung mit einer Diskrete-Elemente-Simulation
an. Die Berticksichtigung weiterer Teile der Werkzeugmaschine wie z. B. Spannfutter
oder Spindel ist prinzipiell moglich. Nach [1] ist jedoch davon auszugehen, dass diese
Elemente nur eine untergeordnete Rolle fiir das Verhalten von schlanken Werkzeugen
einnehmen. Obwohl bereits verschiedene Messdaten zur Validierung einbezogen wer-
den, bieten sich hier Moglichkeiten zur Erweiterung. Wahrend Messungen am bewegten
Werkzeug haufig schwer zu realisieren sind, ist z. B. die Untersuchung der stochastisch

verteilten Eigenfrequenzen im ruhenden Zustand denkbar.
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6.2. Symbolverzeichnis

Lateinische Notation

Formelzeichen Einheit Beschreibung

0 — Nullvektor

0 — Nullmatrix

e, Gp m Arbeitseingriff, Schnitttiefe

A; divers zufilliges Ereignis

Ap, As m? Querschnittsflache Ausgleichsm., Schaft

Agpan m? Spanungsquerschnitt

A divers Systemmatrix

c — Konstantenvektor

C divers Steifigkeitsmatrix

Co divers Tangentensteifigkeitsmatrix

WC, Ciju N/m? allg. Steifigkeitstensor vierter Stufe

Cov(S1,.S2) divers Kovarianz bzw. Kovarianzfunktion

D, m Durchmesser Schneidteil

Dg, m Auflendurchmesser Schaft

D divers Déampfungsmatrix

eo, €1(X), ea m Exzentrizitat Einspannung, Schaft, Schneid-
teil

€; - Basis-Einheitsvektor

E N/m? Elastizitatsmodul

Eyin, Epot Nm kinetische, potentielle Energie

B N/m? Verformungsenergiedichte

E(S) divers Erwartungswert

E — Einheitsmatrix

I Jo Hz Frequenz, Eigenfrequenz

for [z m Schnitt-, Zahnvorschub

f(9) - Verteilungsdichtefunktion

f_;xt divers auflerer Beanspruchungsvektor

ﬁm divers innerer Beanspruchungsvektor

Flis divers absoluter Fehler

F.q % relativer Fehler

E, N Schnittkraft beim Frisen

F(S) — Verteilungsfunktion

F, F;; — Deformationsgradient

Ji — i-te Transformationsstufe fiir Unwuchtvertei-

lung
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G divers gyroskopische Matrix

Hy, Hg m Wandstérke Ausgleichsmasse, Schaft

I, It, Iy m* Flachenmoment 2. Ordnung (axial, Torsion,
polar)

ks divers i-ter Eigenvektor

ke N/m? spezifische Schnittkraft

L m Lange Schatft

Ly, L N/m? LAME-Konstanten

L. m Elementlinge (FEM)

m kg Masse Schneidteil

M. Nm Schnittmoment beim Frésen

M divers Massenmatrix

n, — Anzahl der Schneiden des Frasers

i — Normalenvektor

P(A;) - Wahrscheinlichkeit

Py, Py — Materieller Punkt in der Referenz- und
Momentankonfiguration

P, P; — Rechts-CAUCHY-GREEN-Deformations-
tensor

q(t) divers Vektor der Freiheitsgrade bzw. Knotenfrei-
heitsgrade

Aq(t) divers Vektor der Freiheitsgrade bzw. Knotenfrei-
heitsgrade im Zuge des Storungsansatzes

Tas T8 1/s, s RAYLEIGH-Koeffizienten

7(u;, t) m Ortsvektor

Ras, Raj, Ram m Radius Ausgleichsmasse auflen, innen, Mitte

Rsa, Rsi, Rsm m Radius Schaft aulen, innen, Mitte

R — Rotationsmatrix

R, R™*" — reelle Zahlen, Matrixdimension

S divers Zufallsvariable

S(w) divers Leistungsdichtespektrum

t S Zeit

t N/m? Spannungsvektor

wi(X,t) m allg. Verschiebungsfunktionen (Balken)

wi (X, Y, 1), ui(X, ¢,t) m allg. Verschiebungsfunktionen (Schale)

u(t) divers Anregungsvektor Zustandsmodell

Ve, Ut m/s Schnitt-, Vorschubgeschwindigkeit

U(ug, t) m/s Geschwindigkeitsvektor

V, Va, Vs m3 Volumen allg., Ausgleichsm., Schafthohlr.

Var(S) divers Varianz der Zufallsvariable S
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1 (t) — weifles Rauschen

w Nm Arbeit

03(t) — WIENER-Prozess

Z; m EUuLER-Koordinaten
Z(t) divers Zustandsvektor

X, bzw. X, Y, Z m LAGRANGE-Koordinaten
X(t) divers Fundamentalmatrix

Z divers zirkulatorische Matrix

Griechische Notation

Formelzeichen Einheit Beschreibung

0ij - KRONECKER-Delta

i(t) - DirAc-Funktion

6(...) — Variationsoperator

€, € — LAGRANGE-Verzerrungstensor

Gy (X)), Gy (X) rad stochastischer Winkelprozess nach WEDIG
und DIMENTBERG

G105 Cer0 rad Startwinkel ~des  WEDIG-DIMENTBERG-
Prozesses

7 — lokale Variable (FEM)

) — LEHRsches Dampfungsmaf

G — Fillgrad

K — Schubkorrekturfaktor

i rad/s i-ter Eigenwert

p(X) kg/m Verteilte Unwucht des Schaftes

v — Querkontraktionszahl

13 — lokale Variable (FEM)

IT divers Gebiet eines Randwertproblems

0, PAs PS kg/m3 Massendichte allg., Ausgleichsmasse, Schaft

a(9) divers Standardabweichung

OWD rad/m Intensitat des WEDIG-DIMENTBERG-
Prozesses

o, 0 N/m? CAUCHY-Spannungstensor

Ts N/m? Streckgrenze

T N/m? Zugfestigkeit

T, Tij N/m? 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

T, Tij N/m? 2. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

10} rad LAGRANGE-Koordinate

D(t) divers Uberfithrungsmatrix
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o, V1(X), 1o rad Winkel Einspann-, Schaft-, Schneidteilexzen-
trizitat

W, Wo rad/s Kreis-, Eigenkreisfrequenz

WWD rad/m Ortswinkelgeschwindigkeit ~des  WEDIG-
DIMENTBERG-Prozesses

Q, Qex rad/s Winkelgeschwindigkeit der Rotation bzw.

Anregung

Funktionen zur Beschreibung der Deformation

Formelzeichen Einheit Beschreibung

a(X,Yt), a(X, o, t) rad Schubwinkel um X-Achse (Schale)

a(X, Y t), a(X, o,t) rad approx. Schubwinkel um X-Achse (Schale)

ap(X,Y), ag(X, ¢) rad station. Schubwinkel um X-Achse (Schale)

ag(X,Y), ag(X, ¢) rad approx. station. Schubwinkel um X-Achse
(Schale)

Qi rad Koeffizienten des isochronen Ansatzes fir
Schubwinkel um X-Achse (Schale)

Aji(X, ¢,1) — Formfunktionen des isochronen Ansatzes fir
Schubwinkel um X-Achse (Schale)

A€ ) — FE-Formfunktionenvektor fiir Schubwinkel
um X-Achse (Schale)

B(X,1) rad Schubwinkel um Y-Achse (Balken)

B(X,t) rad approx. Schubwinkel um Y-Achse (Balken)

B(X,Y 1), B(X, 0,t) rad Schubwinkel um Y-Achse (Schale)

B(X,Y,t), B(X,¢,t) rad approx. Schubwinkel um Y-Achse (Schale)

Bo(X) rad station. Schubwinkel um Y-Achse (Balken)

Bo(X) rad approx. station. Schubwinkel um Y-Achse
(Balken)

Bo(X,Y), Bo(X, ®) rad station. Schubwinkel um Y-Achse (Schale)

Bo(X,Y), Bo(X, ) rad approx. station. Schubwinkel um Y'-Achse
(Schale)

Bi(t), By rad Koeffizienten des gemischten RI1TZ- sowie iso-

Bij(X)a BZ(Xa ¢7t)7

—

B(€), B(&,n)

chronen Ansatzes fiir Schubwinkel um Y-
Achse (Balken, Schale)

Formfunktionen des gemischten RITZ- sowie
isochronen Ansatzes fiir Schubwinkel um Y-
Achse (Balken, Schale)
FE-Formfunktionenvektor fiir Schubwinkel
um Y-Achse (Balken, Schale)
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Y(X,1)
V(X 1)
Yo0(X)
Yo(X)

rad
rad
rad

rad

rad

rad
rad
rad
rad

rad

5 B B B EBE B B B B

Schubwinkel um Z-Achse (Balken)

approx. Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
station. Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
approx. station. Schubwinkel um Z-Achse
(Balken)

Koeffizienten des gemischte RITZ-Ansatzes
fiir Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
Formfunktionen des gemischte RITZ-
Ansatzes fir Schubwinkel um Z-Achse
(Balken)

FE-Formfunktionenvektor fiir Schubwinkel
um Y-Achse (Balken)

Torsionswinkel (Balken)

approx. Torsionswinkel (Balken)

station. Torsionswinkel (Balken)

approx. station. Torsionswinkel (Balken)
Koeffizienten des gemischte RITZ-Ansatzes
fir Torsionswinkel (Balken)

Formfunktionen des gemischte RITZ-
Ansatzes fiir Torsionswinkel (Balken)
FE-Formfunktionenvektor fiir Torsionswin-
kel (Balken)

Léngsverschiebung (Balken)

approx. Léngsverschiebung (Balken)
Langsverschiebung (Schale)

approx. Léngsverschiebung (Schale)

station. Langsverschiebung (Balken)
approx. station. Langsverschiebung (Balken)
station. Léngsverschiebung (Schale)

approx. station. Langsverschiebung (Schale)
Koeffizienten des gemischten RI1TZ- sowie iso-
chronen Ansatzes fiir Léangsversch. (Balken,
Schale)

Formfunktionen des gemischten RITZ- sowie
isochronen Ansatzes fiir Léngsversch. (Bal-
ken, Schale)

FE-Formfunktionenvektor fiir Langsverschie-
bung (Balken, Schale)

Radialverschiebung in Y-Richtung (Balken)
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v(X,t) m approx. Radialverschiebung in Y-Richtung
(Balken)

v(X,Y,t), v(X, ¢, 1) m Umfangsverschiebung (Schale)

(X, Y 1), v(X, 0,t) m approx. Umfangsverschiebung (Schale)

vo(X) m station. Radialverschiebung in Y-Richtung
(Balken)

0o(X) m approx. station. Radialverschiebung in Y-
Richtung (Balken)

vo(X,Y), vo(X, & m station. Umfangsverschiebung (Schale)

(X, Y), vo(X, ¢) m approx.  station.  Umfangsverschiebung
(Schale)

0;(t), Uy m Koeffizienten des gemischten RiTz- sowie iso-
chronen Ansatzes fiir Radial- bzw. Umfangs-
verschiebung (Balken, Schale)

Vi(X), Vi (X, ¢,1) — Formfunktionen des gemischten RITZ- sowie
isochronen Ansatzes fiir Radial- bzw. Um-
fangsverschiebung (Balken, Schale)

V(€), V(E,n) — FE-Formfunktionenvektor fiir Radial- bzw.
Umfangsverschiebung (Balken, Schale)

w(X,t m Radialverschiebung in Z-Richtung (Balken)

w(X,t m approx. Radialverschiebung in Z-Richtung
(Balken)

w(X,Y,t), w(X,o,t) m Radialversch. (Schale)

w(X,Y,t), w(X,o,t) m approx. Radialverschiebung (Schale)

wo(X) m station. Radialverschiebung in Z-Richtung
(Balken)

wo(X) m approx. station. Radialverschiebung in Z-
Richtung (Balken)

wo(X,Y), wo(X, @) m station. Radialverschiebung (Schale)

wo(X,Y), wo(X, @) m approx. station. Radialverschiebung (Schale)

w;(t), Wy m Koeffizienten des gemischten RITZ- sowie

isochronen Ansatzes fiir Radialverschiebung
(Balken, Schale)

Formfunktionen des gemischten RITZ- sowie
isochronen Ansatzes fiir Radialverschiebung
(Balken, Schale)

FE-Formfunktionenvektor fiir ~Radialver-
schiebung (Balken, Schale)
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Ableitungen
Formelzeichen Beschreibung
d(...)/dt = (...) totale Ableitung nach der Zeit

Q Q

b

o) o5
/\/\/\/\/\/\/.\

S5

partielle Ableitung nach der Zeit

partielle Ableitung nach der Eigenzeit

partielle Ableitung nach dem Ort (EULER-Koor.)
partielle Ableitung nach dem Ort (LAGRANGE-Koor.)
partielle Ableitung in Langsrichtung (Diskretisierung)
partielle Ableitung in Umfangsrichtung (Diskretisierung

mit flachen Schalenelementen)

9(...) /00 = (...)° partielle Ableitung in Umfangsrichtung (Diskretisierung
mit isochronem Ansatz)
Abkiirzungen
Abkiirzung Beschreibung
(v) arithmetischer Mittelwert
det(...) Determinante
DIN Deutsches Institut fiir Normung
EN Europaische Norm
FEM Finite-Elemente-Methode
FKM Forschungskuratorium Maschinenbau
HSC High-Speed-Cutting
HSK Hohlschaftkegel
ISO Internationale Organisation fiir Normung
RW riickwartiger Mode
VW vorwartiger Mode
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A. Feldgleichungen und Ableitungen

der Ansatze fiur die Balkenmodelle

Feldgleichungen

Die Feldgleichungen fiir das lineare EULER-BERNOULLI-Modell lauten:

EAsu xx — (psAs + p)uy + pRsa [uxﬁ cos(¢n) + w xu sin(z/;l)} =0, (A1)

[6092 cos(thy) + Q%0 — vy + QQw,t] (paAn + psAs + 1) — ETv xxxx + pslv xxu
1 .
+ §,URSa [RSaU,XXtt(l + COS(2w1>) + 2sin(¢) (¢,tt - QQQb)

+ 2 cos(¢1) (RSaw,XXtt sin(y1) — uxe + QF + 29%5)} =0,
(A.2)

[0 sin(t) — 200, + Q*w — w | (paAa + psAs + 1) = ETw xxxx + psTw x xu
1 .
+ iuRsa {Rgaw,XXtt(l - COS(le)) — 2sin(¢n ) (u xu — 0?2 — 2Q¢ )

+ 2cos(vr) (RSaU7XXtt sin(¢1) + Q%¢ — (bv“)] =0

) EI
eouRsan sin(vo — 1) + m¢,xx + QPSI(QQ¢ —ou)+ MRga(QQGﬁ — ou)

+ pRsa, Sin(%)(“,tt — Q% — QQwi) — ptRg, COSWl)(QQU,t — Q*w + w,tt) = 0.

(A.4)

Globale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der gemischten RiTz-Ansétze fiir die Langsverschiebung u (X, t)
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A
S
- | (A.5)
=3 U, ;o u(X,t) =" U (X)) (t),
a=1 a=1
die Radialverschiebung w (X, t)
c c
w' (X, t) = WiX)d (), " (X,t) =3 W (X)we(t),
c=1 c=1
c c
B =S W (X)), B0 =S W (X) b)), (A6
c=1 c=1
c c
W' (X,t) = Wi(X)we(t), o' (X,t) => W (X)w
c=1 c=1
und den Torsionswinkel ¢ (X, )
— D ~
¢ (X,t) =D ©4(X)da(t),
d=1
. 5 . . b (A.7)
d=1 d=1
Partielle Ableitungen der virtuellen Verriickungen fiir ou (X, t)
Z Ul (X) dt, (1), (A.8)
fiir 0w (X, 1)
Z W2 (X)owy (t), ow"(X,t) Z W (X) 0w, (t) (A.9)
und fiir §¢ (X, 1)
— D ~
09" (X, 1) = 2 P (X) 90 (1) (A-10)

Lokale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der FE-Ansétze fur die Langsverschiebung u (§,t) = U (&) 2)q(t)

_ 2 - L o= .
ux =—Usg 27=U""(7q

S U- G All
.Y @7 (A.11)

: (2)(_ia

|
Il
]

l
|
I
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die Radialverschiebung @ (&,t) = W () - 2)q(t)
— 2 - — I — — 2\ = — 7
wx =7 We @f=W-@f Wxx = ) Wee - 0 =W
wy = W - (2)(?, Wy = W (2)6.1;, (A-12)
W xy = W’ 24, W x = W (2)C'I;
und den Torsionswinkel ¢(&,t) = B(€) 2)q(t)
bx = 2B i= - i
x = 7P = 2)4,
XL @ : @ (A.13)
or =P @27, Gu =P (2)q.
Partielle Ableitungen der virtuellen Verriickungen fiir 6@ (£, t) = U(€) - 2)0q(t)
Six = U (907, (A.14)
fiir 5 (¢, 1) = W(E) - (564(t)
ow x = W' (2)04, 0w xx = W 2)0q (A.15)
und fiir 66 (§,1) = B(¢) - 2)0q(¢)
Spx =B - (207, (A.16)
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B. Anmerkungen zum

Timoshenko-Balken

Globale Diskretisierung

Zusitzliche gemischte RiTz-Ansétze fir die Schubwinkel und deren Variationen (ein-

heitliche Diskretisierungsparameter):

A A
ﬂ(th) ~ ZBa V(Xat) %;Y Zra
a=1 a=1
A A
55(){’ t) = Z Ba 5604 57(Xa t) Z Fa 6/704

=1

Q

=1

Q

(B.1)

Vereinfachte lineare Bewegungsgleichungen (ohne Ausgleichsmasse, Exzentrizitat, Un-

wucht und Schnittreaktionen):

L

—4s [ { psiilla + Ea’U;}dX - m[aUa}
0

=0, (B.2)

X=L

L
/ { — psAsiVa + psl (3 — 0V, + EI(5 - o) V;’}dx _ m[@Va} —0, (B3)
.0 X=L
L .
/{—m&@mﬁmg@—wﬁm+Edﬁ—Mﬁm}w—th4 =0,
0 X=L
(B.4)
/ { _ B e 2psI¢<Da}dX — 0, (B.5)
" v+1

O/ { {psf(d/ ~5) - Z’ZVEfSl)B] Bo + EI(a" - B’)B;}dx —0, (B.6)
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/ { [psf(é’ —4) - ;ffsnﬂ Lo+ EI(0" - 7’)r;}dx = 0. (B.7)

Lokale Diskretisierung

Zusatzliche FE-Ansatze fur die Schubwinkel und deren Variationen:

22

BEt) ~B(Et) =B(E) ), V&) ~AE ) =f<£>-<2>@<t>,
B(E,t) ~ 6B(E, ) 7

(&) - (2)04(1), 6v(€,t) = 07(§,t) =

I
el

Elementmatrizen fiir Masse und Steifigkeit:

H(B W) 20E 4 1 E)T~§+I(V’—f)T.f}dé

—m
x=L’
=1
(B.9)
EL. T T
(2)C: 2e {_ASU/T_U’/_l_I(F/_‘_/’//) -‘7//+I(§/—W,/) 'W//
el
_ g BB+ I1(W" - é’)T-E’ (B.10)
v+1 2(1/—1—1)
KAS ~T i =T =
—mr T I(V7=T7) T 3de
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C. Feldgleichungen und Ableitungen

der Ansatze fir die Schalenmodelle

Feldgleichungen
Die Feldgleichungen fiir das lineare KIRCHHOFF-LOVE-Modell lauten:
ERswuxx +vE(vxe+wx)+ (V* = 1)psRsmuy = 0, (C.1)

E[HSQ(QXX — 2w7XX¢) + 12Rsm(RSmU,XX + u7x¢)}

—2(v+1)ps {Hg(QQw@ — Q%0+ vy — W) + 12RE, (Vg + 2Qw , — Q2'U)} =0,
(C.2)

EHg
W {R (Hg(_v,XX¢ — (l/ — 2)wyxx¢¢ + VUJ’XXXXJ + 12U,¢ + 12w)

+ Hg(w,XXW — VU xXx¢ T Rgmw,XXXX) + 12VRgmu,X] (CB)
+ pSHSRSm |:H§ (w,X¢tt + w,XXtt) + 12Q(QRSm + Qw + 2U7t) — 12w7tt:|
+ 12pAHARAm(QQRAm + QQM - w,tt> = 0.

Globale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der isochronen Ansétze fir die Langsverschiebung u (X, ¢, t)

A K A K
'L_L/(X,(b,t) IZZ'&]{U/]C(X ¢7 )7 u’ (X ¢7 :ZzﬂkU;k X ¢7 )7

a=1 k=0 a=1 k=0 (04)
" A K « . A K
Q(X7¢7t) :ZzaakUak(X7¢7t)» /a(XJQS :ZzakUQk X¢) )

e
Il
—
iy

o
2
Il
—
iy
o
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und die Umfangsverschiebung v (X, ¢, t)

B Q B Q
(X ¢a = Z Z quV;;q X ¢a ) ) 0° (Xv ¢7 t) = Z Z 2~}bq‘/;;; (Xv ¢7 t) )
b=1q=0 b=1q=0
s 2 (C5)
v (X, ¢7 = ququ X gb t) v (X, gbv t) = Z Z 'Z}bqqu (Xa ¢a t) :
b=1q=0 b=1¢=0

Partielle Ableitungen der virtuellen Verrtickungen fiir du (X, ¢, t)

ou' (X, ¢,t) Zz&t% (X 0,1), 0ut (X, ¢,1) ZZ&LM « (X, 0,1)

a=1 k=0 a=1 k=0

(C.6)
und fir 0v (X, ¢, t)
B B
50’ (X (25, = ZZ(SUQQV/BQ (X (25, ), ov° (X (25, = ZZ(SUQQVBQ (X (25, )
B=16=0 B=16=0
(C.7)

Lokale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der FE-Ansitze fiir die Langsversch. @ (€,1,t) = U(€, 1) - 2)q(t)

2 B} 5 3
ux = —Ue 20=U"" 94, uy = —Uy,-2q=U"" (294,

Lo Ley (C.8)
u, =U- (9q, Uy =U-

Partielle Ableitungen der virtuellen Verriickungen fiir éu (§,n,t) = U (&,m) - 2)04(1)

ot x = U' - (904, Sy = U°®- (907 (C.10)

und fitr 69 (€, 1,t) = V(£,1) - )04(t)

0ox =V 907, Soy = V° - 207. (C.11)
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D. Anmerkungen zur

Mindlin-Reissner-Schale

Globale Diskretisierung

Zusitzliche isochrone Ansitze fir die Schubwinkel und deren Variationen (einheitliche

Diskretisierungsparameter):

A A
CY(X, ¢7 t) ~ 0_5<X7 (ba t) = Z ZAab<X7 (ba t)&aln
a=1b=1
ﬁ(Xa ¢>t> %5<X7 ¢7t> = ZZBab(Xy ¢7t)6ab7
a=1b=1
A A (D.1)
(50[(X7 ¢7 t) ~ 5d<X7 QS) t) = Z Z A7¢(X7 ¢a t)(;&vdh
y=1¢=1
A A
56(){7 ¢7 t) ~ 6B(X7 ¢7 t) = Z Z BW/J(Xv (bv t)ag’}’w
y=1v¢=1

Vereinfachte lineare Bewegungsgleichungen (ohne Ausgleichsmasse, Exzentrizitat, Un-

wucht, Schneidteilmasse und Schnittreaktionen):

27

L
EH
//{ Hgps Rgmw? uUw—I— 5 [Rsmu —1—1/(1) —I—w)} "
00

" (D.2)
"3 T DA, (e ) 31”}&( v
27 L
24R //{ — 2ps RS, [Hs (Rsmozw +w? — )+ 1205, 00° ]Vw
o [Rsm(a'H§+1za°)+H§(5°+ o) RV (D.3)
b 2B [ o5+ v (7 7)) 4 )

+12R3,, (vRswil +0° + u_)ﬂ V;;p}dx d¢ = 0,
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2

L
123 / / {12HS [ERgm(uRSmu’ +7° @) - (v~ 1)pSR§mZ§w2] Wy
0 0

— (V¥ = D)psHRS,, (’Z%IwZ — §w2> W2,

— FHRE,, [ (04 Rgm + 0° _OO) R%m(ﬁ’ — w”)}W,’y'w

+ (v* — 1)psHS RS, ((*SjRSmﬁ +ow? — EOwQ) o

— EH? [RSm (6° + vRsw (B — ")) +0° — u‘f”} wes

+ (v = 1) EHIRS,, (&' Rem + B° + ' — 2w’°)ngp}dx d¢ =0
(D.4)

24RZ 77{ 20y~ DHsK,
0 0

+ 6/$ERSma] Ay — (v—1)EHIRE, [O/Rsm Iy 2w’°} A,

*ko 2

v+ 1)psH? gRSme —l—ﬁu —w w
S

+2EH? [RSm (@° + vRsw (B — ")) +5° — woo] A%, YdX do =0,

(D.5)
27 L ”
2(X1 2 5 2 2
24RSm 1 O/U/{ HSRSm[(V + 1) ps Hg (w w” — Bw ) — 6/<¢E6} By
+2EH? {y (6°Rom +0° — 0°) + RE, (8 - w”)] B, (D.6)

—(v—1)EH} (a’RSm +B° 4+ — 2@’°)B§¢}dX d¢ = 0.
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Lokale Diskretisierung

Zusatzliche FE-Ansatze fur die Schubwinkel und deren Variationen:

Oé(f,?], t) ~ 0_4(57777t) = 12{(67 77) : (2)J(t)7
0B(&, ) = 0B, 1) = B(§.m) - 5q(t).
Elementmatrizen fiir Masse und Steifigkeit:
Lo A
@M =ps Hs—* ;y//{—UT O-vV' VW w
14
Hg > o\ T 1o Hg 1 T\ T e D.8
+§(B—W) -W+§(A—W) W (D.8)
Hg 7o AT 2 Hg 7! T =
+§(W — A) -A+§(W ~ B) - B {dedn,
+141
chLo 1 T 1 7 =\ T
o C =EHs— Qy//{VQ_l(uqu’) 0~ 5 (T +7) 0
15
_ 1 7o 2N\ T / / o o
2(V+1)(U +V') Vid (vU'+ V) -V
+ H§ (_ _‘OV—B,—FVW%ﬂ-W”) w”
1202 — 1)
H% A0 7 R/ T
. _ B 00 0
+ 08 1)[ (W= B) + W ] W
H§ - — - T - K —»T —
Al B<> . 2 A /o A D 9
12(y+1)( * we) W 200+ 1) (D-9)
2
_ HS (A’ + B° 2W/<>) A’/
24(v + 1)
H? - W
A° B my <><>] . A°
12@2_1){ (B W) =W
K N H? - = - > AT =
_ BT . B S AO B/ _ 0O " . B/
2(v + 1) +12(1/2—1)( vt B =W - W)
H? o o NT =
——= (A" + B®—-2W") . B°®;dédn.
24(1/—1—1)( * ) } S dn

R. Schmidt, Berechnungsmodelle fiir Fraswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



	Einleitung
	Problemstellung und Motivation der Arbeit
	Stand der Technik
	Hochgeschwindigkeitsfräsen
	Verwendung lang kragender Schaftfräser

	Thema und Aufbau der Arbeit

	Theoretische Grundlagen
	Kontinuumsmechanische Grundbegriffe
	Spannungen und konstitutive Gleichungen
	Prinzip von Hamilton
	Lösungstheorie
	Anfangswertprobleme
	Randwertprobleme

	Stochastische Grundbegriffe

	Balkenmodelle
	Verformungskinematik des Balkens
	Variationsformulierung
	Modellierung der Unwucht
	Globale Diskretisierung
	Stationäre Lage und Linearisierung
	Ortsfunktionen

	Lokale Diskretisierung
	Anmerkungen zur schubweichen Formulierung
	Berechnungsergebnisse
	Ruhendes Werkzeug
	Rotierendes Werkzeug


	Schalenmodelle
	Verformungskinematik der Schale
	Variationsformulierung
	Globale Diskretisierung
	Stationäre Lage und Linearisierung

	Lokale Diskretisierung mittels FEM
	Konforme flache Schalenelemente

	Anmerkungen zur schubweichen Formulierung
	Berechnungsergebnisse
	Ruhender Schaft
	Rotierender Schaft


	Zusammenfassung und Ausblick
	Verzeichnisse
	Quellenverzeichnis
	Symbolverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis

	Feldgleichungen und Ableitungen der Ansätze für die Balkenmodelle
	Anmerkungen zum Timoshenko-Balken
	Feldgleichungen und Ableitungen der Ansätze für die Schalenmodelle
	Anmerkungen zur Mindlin-Reissner-Schale

