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Kurzfassung

Die Verwendung von lang kragenden Schaftfräsern im Bereich der Hochgeschwindig-
keitsbearbeitung birgt besondere Herausforderungen bezüglich der Prozessdynamik. In
diesem Zusammenhang werden verschiedene kontinuumsmechanische Berechnungsmo-
delle für Werkzeuge mit Hohlschaft vorgestellt. Dabei wird eine teilweise Füllung des
Schaftes mit einer fließfähigen Ausgleichsmasse zum Zweck des automatischen Wuch-
tens berücksichtigt. Ausgehend von der Verformungskinematik wird die systembeschrei-
bende Variationsformulierung mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips hergeleitet. Da-
bei wird auch auf den Einfluss von stochastisch verteilten Unwuchten, geometrischen
Nichtlinearitäten und Schubdeformationen eingegangen. Zur Ortsdiskretisierung wer-
den sowohl lokale als auch globale Methoden angewendet und miteinander verglichen.
Die Auswertung stellt den Einfluss von verschiedenen geometrischen sowie prozessbe-
dingten Parametern auf die Eigenfrequenzen, stationäre Deformation, Stabilität sowie
Zeitlösung dar.

Schlagwörter: Hochgeschwindigkeitsbearbeitung, lang kragende Schaftfräser, nichtli-
neare Schwingungen, nichtlineare Verformungskinematik, Spannungs-
versteifung, Rotationserweichung, Variationsrechnung, Prinzip von
Hamilton, Ritz-Ansatz, Finite-Elemente-Methode (FEM)

Abstract

The use of long slender end mills for high-speed-cutting (HSC) holds special require-
ments with respect to the system dynamics. In this context, several tool models in the
area of continuum mechanics are presented. Especially hollow tool shafts, with a fluid
medium inside, for the purpose of automatic balancing are considered. Starting with
the kinematics of deformation, Hamiltons principle is used to evaluate the variational
formulation. Therefore, also the influence of a stochastic distributed unbalance, geo-
metrical nonlinearities and shear deformations are discussed. For space discretisation
local as well as global approaches are used and compared with each other. Following
up on this, results are presented, which show the influence of different geometrical and
process-related parameters due to the eigenfrequencies, stationary deformation, stabi-
lity and time solution.

Keywords: High-Speed-Cutting (HSC), slender end mills, nonlinear oscillations,
geometrical nonlinearity, stress stiffening, spin softening, calculus
of variations, Hamiltons principle, Ritz-approach, Finite-Element-
Method (FEM)
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1

1. Einleitung

1.1. Problemstellung und Motivation der Arbeit

Die spanende Bearbeitung von Werkstücken mit Fräsern stellt eines der bedeutsamsten
Verfahren in der Fertigungstechnik dar. Die aktuellen Entwicklungen auf diesem Gebiet
sind vielfältig und gehen in verschiedene Richtungen. Beispiele dafür sind Untersuchun-
gen zum Einfluss des Schneidenwerkstoffes auf den Werkzeugverschleiß [114], zu den
verwendeten Kühlschmierstoffen [85] oder die energetische Optimierung des Zerspan-
prozesses anhand verschiedener Parameter [129]. Dabei nehmen simulative Untersu-
chungen gleichsam mit Experimenten eine wichtige Stellung ein. Was all diese Arbeiten
vereint, ist die Erweiterung bisheriger technologischer Grenzen und damit verbunden
eine höhere Effizienz, Umweltverträglichkeit und nicht zuletzt Wirtschaftlichkeit.

Diese Arbeit beschäftigt sich mit dem Einsatz lang kragender Schaftfräser unter Ver-
wendung hoher Drehzahlen. Genutzt werden diese Werkzeuge um z.B. tiefe Kavitäten
fertigen zu können. Hohe Drehzahlen gehen dabei mit hohen Schnittgeschwindigkeiten
einher und wirken sich positiv auf die technischen sowie wirtschaftlichen Eigenschaften
des Fertigungsprozesses aus. Jedoch können im Gegenzug Probleme in Verbindung mit
einer schlanken Werkzeuggeometrie auftreten, welche sich mindernd auf die zugehörige
Steifigkeit und Eigenfrequenzen auswirkt. Letztere können unter Umständen niedriger
als die mögliche Spindeldrehzahl ausfallen. Der Betrieb in diesem Frequenzbereich führt
auch ohne Materialeingriff aufgrund von unvermeidbaren Unwuchten sowie Form- und
Lagefehlern zu Resonanz. Damit einhergehend können Schäden am Werkzeug sowie
Werkstück auftreten und Gefahren für den Zerspanungsmechaniker entstehen.
Um dieses Problem zu umgehen, bieten sich prinzipiell zwei Lösungen an. Zum einen
kann das Werkzeug mit ausreichend Abstand zur niedrigsten Eigenfrequenz im unter-
kritischen Betrieb eingesetzt werden [99], was jedoch im Widerspruch zu hohen Schnitt-
geschwindigkeiten und den dafür notwendigen Drehzahlen steht. Zum anderen ist ein
überkritischer Betrieb mit ebenfalls ausreichend Abstand zu den Eigenfrequenzen denk-
bar, wobei eine sichere Resonanzdurchfahrt zu gewährleistet ist. Dies kann z. B. durch
den Einsatz eines Fanglagers sichergestellt werden, welches sich in der Nähe des freien
Werkzeugendes befindet und im Resonanzgebiet den Radialschlag begrenzt. Letzterer
nimmt im überkritischen Betrieb ab, wodurch die Notwendigkeit eines zusätzlichen
Lagers entfällt. Als praktikabler erweist sich die Verwendung eines automatisch wuch-
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2 1. Einleitung

tenden Werkzeuges. Zu diesem Zweck kann ein Hohlschaft genutzt werden, der teilweise
mit einer fließfähigen Ausgleichsmasse gefüllt ist. Die Ausgleichsmasse wirkt einerseits
dämpfend und andererseits begünstigt sie die Laufruhe im überkritischen Bereich, so-
dass auch ein An- oder Auslauf ohne zusätzliches Fanglager möglich ist [50].

Als essentiell erweist sich eine genaue Kenntnis über das statische und dynamische
Werkzeugverhalten. Zu diesem Zweck werden nachfolgend verschiedene Berechnungs-
modelle unterschiedlicher Komplexität für lang kragende Werkzeuge zur Anwendung
mit hohen Drehzahlen vorgestellt. Das Hauptaugenmerk liegt auf der makroskopischen
Abbildung des Werkzeuges unter Berücksichtigung eventueller Exzentrizitäten bzw.
Unwuchten. In diesem Zusammenhang wird auch der Einfluss einer Ausgleichsmasse
berücksichtigt, wie sie im Zuge des automatischen Wuchtens Anwendung findet.

1.2. Stand der Technik

1.2.1. Hochgeschwindigkeitsfräsen

Nach DIN 8580 [25] zählt das Fräsen zur Hauptgruppe der trennenden Verfahren
und im Speziellen zur Gruppe der spanenden Verfahren mit geometrisch bestimm-
ter Schneide. Eine weitere Unterteilung bezüglich der Ordnungsnummern erfolgt in
DIN 8589 [26]. Dabei wird zum einen nach der Art der hergestellten Form am Werk-
stück (Plan-, Rund-, Schraub-, Wälz-, Profil- und Formfräsen), zum anderen nach der
formgebenden Schnittfläche am Werkzeug (Umfangs-, Stirn- und Stirn-Umfangsfräsen)
unterschieden. Ohne Zuteilung einer Ordnungsnummer werden das Außen-, Innen-,
Gegenlauf- sowie Gleichlauffräsen geführt.
Eine Differenzierung hinsichtlich der Schnittgeschwindigkeit ist in den vorangegange-
nen Normen nicht vorgesehen. Jedoch hat sich im Zuge stets steigendender Werte der
Begriff Hochgeschwindigkeitsfräsen bzw. allgemeiner Hochgeschwindigkeitsbearbeitung
(engl. High-speed-cutting, kurz HSC) etabliert [112]. Der Anfang dieser Entwicklung
kann nach [20] auf das deutsche Patent mit der Nr. 523594 [93] aus dem Jahr 1931
zurückgeführt werden. Darin wird die Abhängigkeit der Schnitttemperatur von der
zugehörigen Geschwindigkeit beim Spanen beschrieben. Demzufolge steigt die Schnitt-
temperatur zunächst parabolisch an, erreicht ein Maximum und fällt anschließend mit
steigender Geschwindigkeit ab. Der spezielle Verlauf hängt stark von dem zu spanen-
den Material ab. Experimentell bestätigt wurden diese Ergebnisse erst deutlich später
z. B. mit den Werken [58], [59] sowie [81]. In den beiden erstgenannten Quellen werden
Schnittgeschwindigkeiten von bis zu 60000m/min unter Verwendung von translatori-
schen Bewegungen realisiert. Im Speziellen kommen Projektile (bewegtes Werkstück
bei gleichzeitig ruhendem Werkzeug) oder Raketenschlitten (bewegtes Werkzeug bei
gleichzeitig ruhendem Werkstück) zum Einsatz.
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1.2. Stand der Technik 3

Die in praktischen Anwendungen realisierten Schnittgeschwindigkeiten liegen jedoch
nach wie vor deutlich unterhalb dieser experimentellen Extremwerte. In Bezug darauf
zeigt Abbildung 1.1 übliche Schnittgeschwindigkeiten für verschiedene Werkstoffe.

101 102 103 104

vc in m/min

konventionell
Übergang
HSC

Nickelbasislegierung
Titanlegierung

Stahl
Gusseisen

Kupferlegierung
Aluminium
Kunststoff

Abb. 1.1.: Bereiche der Schnittgeschwindigkeit für die Bearbeitung unterschiedlicher
Werkstoffe [22], [101].

Für die HSC-Bearbeitung betragen die Schnittgeschwindigkeiten rund das Fünf- bis
Zehnfache im Vergleich zu konventionellen Anwendungen. Die höchsten Schnittge-
schwindigkeiten werden zur Bearbeitung von Kunststoffen eingesetzt und betragen
≈ 8000m/min. Bei den metallischen Werkstoffen eignen sich besonders Aluminiumle-
gierungen zur HSC-Bearbeitung. Für Eisenwerkstoffe wie z. B. Gusseisen oder Stahl lie-
gen die maximalen Schnittgeschwindigkeiten nur noch im Bereich von
≈ 2000-3000m/min [22]. Um eine Abgrenzung der praktisch verwendeten Schnittge-
schwindigkeiten von denen unter Experimentalbedingungen vorzunehmen, werden letz-
tere in [20] auch als ultrahohe Schnittgeschwindigkeiten bezeichnet.
Die Schnittgeschwindigkeit wirkt sich beim Fräsen, wie auch bei anderen spanen-
den Verfahren, entscheidend auf die Spanbildung und damit auf den gesamten Fer-
tigungsprozess aus. Mit ihrer Zunahme wird der Span beim Abheben weniger ge-
staucht bzw. umgeformt, wodurch Reibung und die damit entstehende Wärme redu-
ziert werden [20]. Zu den weiteren Eigenschaften der HSC-Bearbeitung zählen ein hohes
Zeitspanvolumen, eine verbesserte Oberflächenqualität, niedrige Schnittkräfte und eine
günstigere Wärmeabfuhr durch die Späne [101]. Das erhöhte Zeitspanvolumen führt
u. a. zu kürzeren Fertigungszeiten. Daran anknüpfend ist zu erwähnen, dass aufgrund
der besseren Oberflächenqualität teilweise oder komplett auf eine nachfolgende Fein-
bearbeitung (z. B. Schleifen) verzichtet werden kann [98], [101], [102].

Die Hochgeschwindigkeitsbearbeitung bringt unterschiedliche Herausforderungen mit
sich, welche nicht nur das Werkzeug, sondern auch die Maschine und deren Antriebs-
einheiten betreffen. Neben der erforderlichen Leistung stehen die realisierbare Dreh-
zahl sowie Vorschubgeschwindigkeit im Vordergrund. Bezüglich der Motorspindel hat
sich eine wälzgelagerte Bauweise mit Drehstrommotorantrieb etabliert, bei welcher
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4 1. Einleitung

die Drehzahleinstellung anhand eines Frequenzumrichters erfolgt [98], [115]. In Bezug
auf die Vorschubbewegung werden in der Regel entweder servoelektrische Linearan-
triebe oder Lineardirektantriebe verwendet. Bei ersteren ergeben sich häufig dynami-
sche Limitierungen aufgrund der Kraftübertragungselemente, wobei in [126] potentielle
Steigerungsmöglichkeiten aufgezeigt werden. Im Gegensatz dazu entfallen die mecha-
nischen Elemente zur Kraftübertragung bei den Direktantrieben, wodurch höhere Vor-
schubgeschwindigkeiten von mehr als 100m/min realisiert werden können [84]. Neben
der klassischen Bauweise mit kartesischen Achsen und serieller Kinematik gibt es auch
Varianten mit parallelkinematischen Konzepten. Diese Systeme zeichnen sich durch ge-
ringere bewegte Massen aus, wodurch sich hohe realisierbare Geschwindigkeiten sowie
Beschleunigungen ergeben. Als weitere Vorteile dieser Bauart können eine hohe Posi-
tionsgenauigkeit sowie Systemsteifigkeit genannt werden [19], [77], [82], [83].
Ein anderer Punkt, der beim HSC-Fräsen vermehrt Aufmerksamkeit erfordert, ist
die Sicherheit der Anlage und des Bedienpersonals. Neben allgemeinen Anforderun-
gen, wie sie z. B. in DIN EN ISO 16090-1 [30] aufgeführt werden, beschäftigt sich
DIN EN ISO 15641 [29] speziell mit Fräswerkzeugen zur HSC-Bearbeitung. In letzterer
Norm wird auch die Fliehkraft als eine der Hauptbelastungen aufgeführt, da diese qua-
dratisch mit der Winkelgeschwindigkeit zunimmt. Dabei können folgende Versagens-
arten am Werkzeug auftreten:

• Versagen des Grundkörpers (Schaft),

• Versagen der Schneidteil-Anbindung bei zusammengesetzten Werkzeugen,

• Versagen des Schneidteils.

Kommt es zu einer der aufgeführten Versagensarten, können Einzelteile aufgrund der
hohen Bewegungsenergie umhergeschleudert und somit zur Gefahrenquelle werden. Die
Konstruktion eines Fräswerkzeuges hat dabei so zu erfolgen, dass es auch der doppelten
maximalen Betriebsdrehzahl und folglich der vierfachen Fliehkraft mindestens eine Mi-
nute standhält. Für zusammengesetzte Werkzeuge können alternative Prüfbedingungen
herangezogen werden.
Eine besondere Stellung nehmen Unwuchten ein. Für die maximale Betriebsdrehzahl
muss die Auswuchtgütestufe für das Werkzeug mindestens G40 entsprechen. Jedoch
können aus verschiedenen Anwendungsgründen auch niedrigere Stufen erforderlich sein
(vgl. [29]). In der FKM-Richtlinie [100] wird für das System aus Werkzeug und Spann-
vorrichtung die Gütestufe G 16 vorgeschlagen und in DIN ISO 21940-11 [31] für den
Werkzeugmaschinenantrieb mindestens G2,5 gefordert. Die Gütestufe gibt an, dass
die Schwerpunktgeschwindigkeit des Rotors (Produkt aus Exzentrizität und Winkelge-
schwindigkeit) den angegeben Wert in mm/s nicht überschreitet.
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1.2. Stand der Technik 5

1.2.2. Verwendung lang kragender Schaftfräser

Zur Erweiterung der herstellbaren Formenvielfalt erweisen sich lang kragende Werk-
zeuge als vorteilhaft. Beispiele hierfür sind tiefe und schwer zugängliche Aussparungen,
Nuten sowie Eckbearbeitungen. Zu den Anwendungsbereichen zählen u. a. der For-
menbau oder die Herstellung von Integralbauteilen [49]. In Abbildung 1.2 sind zwei
Beispiele für die Bearbeitung mit lang kragendem Schaftfräser dargestellt.

a) b)

Abb. 1.2.: Anwendungsbeispiele für Fräswerkzeuge mit lang kragendem Schaft.
a) Fräsen von Taschen für Formkerne [130]. b) Bearbeitung eines stäu-
benden Werkstoffes (Modellgips) [4].

Eine Baugruppe bestehend aus Werkzeug, Spannfutter bzw. Werkzeugaufnahme und
Spindel ist in Abbildung 1.3 skizziert. Die Werkzeugaufnahme stellt das Verbindungs-
element zwischen Spindel und Fräswerkzeug dar. Hierfür sind unterschiedliche Baufor-
men möglich, wobei in der spanenden Bearbeitung häufig auf sogenannte Hohlschaftke-
gelspannsysteme (kurz HSK) zurückgegriffen wird. Nähere Informationen dazu werden
z. B. in den Normen DIN 69893-1 [24] und DIN 69063-1 [23] gegeben, wobei sich Letzte-
re auf die maschinenseitigen Anschlussmaße bezieht. Grundsätzlich zeichnen sich HSK-
Spannsysteme durch eine hohe Genauigkeit sowie Steifigkeit aus und sind besonders
für Anwendungen mit hohen Drehzahlen geeignet [13].

Nach DIN EN ISO 15641 wird die Kraglänge als die frei zugängliche Länge des Werk-
zeuges in Richtung der Rotationsachse Lkrag = LFW definiert, was auch der Festlegung
im weiteren Verlauf dieser Arbeit entspricht. Abweichend dazu wird in verschiedenen
Literaturquellen (z. B. [16] und [47]) die Länge der Spannvorrichtung mit einbezogen,
sodass Lkrag = LSF + LFW gilt. Weiterhin ist der Schaftaußendurchmesser DSa einge-
zeichnet, welcher für eine zylindrische Bauform zugleich der biegekritische Durchmesser
ist. In diesem Zusammenhang lässt sich auch der Schlankheitsgrad Lkrag/DSa definieren,
welcher zur Identifikation eines lang kragenden Werkzeuges verwendet werden kann.
Wie bereits in [49] festgestellt, lassen sich in der Literatur jedoch unterschiedliche
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LFW

Spindel

Spannfutter

Schaft D
Sa

LSF

Schneidteil

Abb. 1.3.: Baugruppe bestehend aus Fräswerkzeug und Spannfutter nach [49]. Geo-
metrische Größen:DSa Schaftaußendurchmesser des Fräsers, LSF Länge der
Werkzeugaufnahme, LFW freie Länge des Werkzeuges.

Grenzwerte finden. Deswegen werden nachfolgend Schäfte mit einem Schlankheitsgrad
von Lkrag/DSa = LFW/DSa ≥ 5 als lang kragend bezeichnet (vgl. [1]).
Bei der Schaftform können neben zylindrischen auch konische Geometrien auftreten.
Weiterhin wird in [4] und [50] die Möglichkeit aufgezeigt, die Kraglänge durch mehr-
teilige Werkzeuge und stufenweiser Verjüngung zu vergrößern.

Durch den hohen Schlankheitsgrad ergeben sich eine vergleichsweise niedrige Steifigkeit
und folglich niedrige Eigenfrequenzen des Werkzeuges. Deswegen kommt dem Schwin-
gungsverhalten eine besondere Bedeutung zu. Nach [78] treten am Werkzeug bzw. der
gesamten Werkzeugmaschine folgende Schwingungsarten auf:

• Freie Schwingungen
Hervorgerufen durch die Anfangsbedingungen kommt es zu freien Schwingungen
in den Eigenfrequenzen, welche in Abhängigkeit der Dämpfung abklingen.

• Erzwungene Schwingungen
Zeitabhängige Anregungen (z. B. Fliehkraftwirkung einer Unwucht, schwingendes
Fundament oder Schnittreaktionen) sorgen für Schwingungen, deren Antwortfre-
quenzen bei linearem Systemverhalten mit den Anregungsfrequenzen identisch
sind. Stimmt eine Anregungsfrequenz mit einer Eigenfrequenz überein, so tritt
Resonanz auf.

• Selbsterregte Schwingungen
Die zum Schwingen notwendige Energie wird dem Zerspanprozess entzogen, wobei
die Bewegung in den Eigenfrequenzen erfolgt (z. B. regenerative Ratterschwing-
ung).

Resonanzschwingungen stellen eine Gefahr für das Werkzeug dar, wobei die niedrigste
Biegeeigenfrequenz am kritischsten zu bewerten ist. Frequenzen höherer Biegemoden
sowie sämtlicher Längs- und Torsionsmoden sind in der Regel weniger von Bedeu-
tung [125]. Besonders im Hinblick auf die HSC-Bearbeitung ist es möglich, dass die
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Drehzahl der niedrigsten Biegeeigenfrequenz nahe kommt oder sogar übersteigt. In
diesen Fällen sind unzulässig große Schwingungsamplituden infolge einer Anregung
möglich. Zum einen kann die Oberflächenqualität des zu bearbeitenden Werkstücks
abnehmen, zum anderen kann es im Extremfall zum Versagen des gesamten Werkzeu-
ges führen. Letzterem entsprechend ist in Abbildung 1.4 ein Fräser mit gebrochenem
Grundkörper (Schaft) dargestellt, dessen Versagen auf eine Resonanzkatastrophe zu-
rückzuführen ist. In diesem Fall kommt der im vorangegangenen Unterkapitel bereits
angesprochenen Sicherheit der Anlage sowie des Bedienpersonals eine besondere Rolle
zu. Dabei erweist sich die kinetische Energie als kritisch, da diese quadratisch mit der
Winkelgeschwindigkeit anwächst.

Abb. 1.4.: Gebrochener Schaft eines lang krangenden Fräswerkzeuges infolge von Re-
sonanzschwingungen [49], [99].

In diesem Zusammenhang wird in [99] als maximale Betriebsdrehzahl für lang kra-
gende Werkzeuge 60% der niedrigsten Biegeeigenfrequenz angegeben. Grundlage für
diese Grenze ist, dass sich das Werkzeug bis zu diesem Wert als starrer Rotor verhält.
Folglich können die in DIN ISO 21940-11 [31] angegebenen Konzepte zur Auswuchtung
angewendet werden.

Der überkritische Betrieb von lang kragenden Fräsern wird u. a. in den Quellen [2], [3],
[44], [45] und [50] behandelt. Die Drehzahl liegt dabei oberhalb der ersten und unterhalb
der zweiten biegekritischen Eigenfrequenz. Als problematisch erweist sich dabei, dass
stets Abweichungen bezüglich der Werkzeuggeometrie, Einspannung oder Massevertei-
lung vorliegen. Demzufolge fällt der Massenschwerpunkt nicht mit der Rotationsachse
zusammen und es entstehen auch ohne Werkzeugeingriff Fliehkraftbeanspruchungen
während der Rotation. Um die niedrigste Eigenfrequenz dennoch ohne Schaden über-
winden zu können, wird die Verwendung eines Fanglagers vorgeschlagen. Das Fanglager
wird in der Nähe des freien Werkzeugendes positioniert, wobei im ruhenden Zustand
kein Kontakt vorliegt. Der Kontaktspalt wird nur im kritischen Drehzahlbereich ge-
schlossen und verhindert somit den radialen Ausbruch des Werkzeuges. Im überkriti-
schen Drehzahlbereich nimmt die radiale Auslenkung aufgrund der Selbstzentrierung
des Schaftes wieder ab, sodass kein Kontaktschluss mehr besteht. Die Selbstzentrierung
tritt infolge des elastischen Werkzeugverhaltens (bzw. elastischer Rotor nach [53]) auf.
Neben der Verwendung eines Fanglagers wird in den bereits genannten Quellen auch
die Nutzung eines fluidgefüllten Hohlschaftes beschrieben. Hierfür wird der Schaft als
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rohr- bzw. kreiszylinderschalenförmiger Körper ausgeführt, wobei der Hohlraum teil-
weise mit einem fließfähigen Stoff gefüllt ist. Durch die Fliehkraft, welche infolge der
Rotation auftritt, lagert sich das Fluid kreisringförmig an der Innenlaibung des Schaftes
an. Auf diese Weise kann die Selbstzentrierung im überkritischen Drehzahlbereich ver-
stärkt werden. Als weiterer Vorteil der Fluidbewegung ist die entstehende Reibung und
die damit verbundene Dämpfung zu nennen. Experimentelle Untersuchungen zeigen,
dass die Schwingungsamplituden unter Verwendung eines teilweise gefüllten Schaftes
deutlich abnehmen und die Notwendigkeit eines Fanglagers entfällt. Als Füllmedium
sind prinzipiell Flüssigkeiten wie auch granulare Stoffe denkbar, wobei sich Letztere
aufgrund stärkerer Dämpfungswirkung als geeigneter erweisen. Von den in [50] unter-
suchten Füllmedien führt je nach Schaftgeometrie entweder kugelförmiges Mikroglas
(mittlerer Durchmesser 500µm) oder Eisenpulver (mittlere Partikelgröße 100µm) zu
den besten Ergebnissen hinsichtlich des Werkzeugschwingungsverhaltens. Der Dämp-
fung kommt auch im unterkritischen Bereich eine wesentliche Bedeutung zu, da hier
die initiale Unwucht durch das Füllmedium verstärkt wird. Erst im überkritischen Be-
reich wirkt es hinsichtlich der Selbstzentrierung unterstützend. Für ein weitergehendes
Studium zu den Themen Selbstzentrierung elastischer Rotoren sowie automatisches
Wuchten werden beispielsweise die Werke [40] und [53] empfohlen.
Ein wesentlicher Vorteil der genannten Methode liegt darin, dass kein zusätzlicher Ener-
gieeintrag zum Wuchten erforderlich ist (passives Wuchten). Außerdem wird nur ein
geringer Bauraum benötigt, womit sich dieses Verfahren auch für Fräser mit geringem
Außendurchmesser (DSa ≈ 1 cm) anwenden lässt. Demgegenüber stehen aktive Vari-
anten, bei welchen eine zusätzliche Energiequelle notwendig ist. Zum Wuchten eines
elastischen Werkzeuges werden aktive Lösungen in [21] sowie [52] vorgestellt. Deren er-
forderlicher Bauraum steht jedoch einer Anwendung für die hier diskutiertenWerkzeuge
im Wege. Verschiedene Methoden der Schwingungsreduktion werden ebenfalls zur Un-
terdrückung von regenerativem Rattern eingesetzt, währenddessen sich das Werkzeug
im Eingriff befindet. Beispiele zur Erweiterung des ratterfreien Anwendungsbereichs
werden in den Quellen [10], [17], [70], [75] und [124] genannt.

Zur Berechnung der dynamischen Eigenschaften lang kragender Werkzeuge stehen be-
reits eine Vielzahl an mechanischen Modellen zur Verfügung. Die Komplexität dieser
Modelle unterscheidet sich je nach Anwendung ganz erheblich. Häufiges Ziel ist die
simulative Modalanalyse, wobei im Speziellen die Eigenfrequenzen und auch die dy-
namische Steifigkeit von Interesse sind. Die wohl einfachste Approximation stellt der
Einmassenschwinger dar, wofür Ersatzkennwerte bezüglich Steifigkeit, Masse und evtl.
Dämpfung bestimmt werden müssen. Dieses Modell erlaubt z. B. die Abschätzung der
niedrigsten biegekritischen Eigenfrequenz. Besonders mit Hinsicht auf die Untersuchung
von Ratterschwingungen findet der Einmassenschwinger mit einem oder zwei Freiheits-
graden in der Arbeitsebene Anwendung [51], [124].
Im Vergleich zu diskreten Modellen erlaubt die Kontinuumsmechanik eine detailliertere

R. Schmidt, Berechnungsmodelle für Fräswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



1.2. Stand der Technik 9

Abbildung, wobei zwischen 1D-, 2D- und 3D-Modellen unterschieden werden kann. Im
Hinblick auf lang kragende Werkzeuge liegt die Verwendung einer eindimensionalen
Balkentheorie nahe. Abhängig vom Schlankheitsgrad kann sowohl auf schubstarre Mo-
delle nach Euler-Bernoulli (vgl. [1], [49], [50]) oder schubweiche Formulierungen
(nach [76], [131]) zurückgegriffen werden. Zu Letzteren gehört z. B. die Theorie nach
Timoshenko, welche Schubverformungen erster Ordnung berücksichtigt.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Verschiebung am Werkzeug nicht ausschließlich
auf dessen Deformation zurückzuführen ist. In [88] wird auf den Einfluss der Verdre-
hung und Verbiegung des Spannfutters sowie die Relativbewegung zwischen Werkzeug
und Spannfutter eingegangen. Jedoch wird die Werkzeugverschiebung um so stärker
von der eigenen Deformation dominiert, je geringer der zugehörige Durchmesser aus-
fällt. Nicht unerwähnt soll auch die endliche Steifigkeit der Spindel und des Gestells der
Werkzeugmaschine bleiben. Messungen am ruhenden Werkzeugsystem hinsichtlich des
Spannfuttereinflusses auf die niedrigste Biegeeigenfrequenz werden in [1] vorgestellt.
Erwartungsgemäß führt eine Zunahme der Spannfutterlänge LSF zur Absenkung der
niedrigsten biegekritischen Eigenfrequenz. Der Einfluss des Spannfutters nimmt mit zu-
nehmendem Schlankheitsgrad des Werkzeuges tendenziell ab, was sich mit den in [88]
getätigten Aussagen deckt.
In der Literatur lassen sich zahlreiche Arbeiten zur Dynamik ruhender sowie rotierender
Schalen (2D-Modelle) finden (allgemeine Werke: [6], [36], [61], [62], [107]). Diese Mo-
delle erweisen sich als besonders interessant für den Fall, dass ein Hohlschaft betrachtet
wird. Auch bezüglich der Schale kann zwischen schubstarren (vgl. [63], [92], [95]) oder
schubweichen Formulierungen [91] unterschieden werden. Dabei stellt die Kirchhoff-
Love-Schalentheorie das zweidimensionale Pendant zum Euler-Bernoulli-Balken
dar. Gleiches gilt für die Theorien nach Mindlin-Reissner und Timoshenko. Für
den Fall, dass rotierende Schalen betrachtet werden, spielen geometrische Nichtlineari-
täten eine besondere Rolle. Bei den aufgeführten Quellen handelt es sich um allgemeine
Betrachtungen ohne jeglichen Bezug zu Fräsern mit Hohlschaft.
Abschließend soll auch die Modellierung mittels dreidimensionaler Modelle angespro-
chen werden. Dieser Modellierungstyp erlaubt die Abbildung komplexer geometrischer
Formen, wodurch sich auch CAD-Daten einbeziehen lassen. Dabei kommen in der Re-
gel numerische Lösungsverfahren wie die Methode der finiten Elemente (FEM) zum
Einsatz. Entsprechend vielfältig sind auch die Anwendungsmöglichkeiten und Publi-
kationen, welche sich in diesem Zusammenhang finden lassen. Als Beispiel seien die
Quellen [71] und [128] aufgeführt, welche jeweils ein 3D FE-Modell zur numerischen
Modalanalyse eines Schaftfräsers verwenden. Die daraus gewonnen Ergebnisse werden
anschließend zur Erstellung von Stabilitätskarten für die ratterfreie Bearbeitung ge-
nutzt.
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1.3. Thema und Aufbau der Arbeit

Wesentliches Ziel dieser Arbeit ist die Bereitstellung verschiedener kontinuumsmechani-
scher Berechnungsmodelle für lang kragende Werkzeuge beim HSC-Fräsen. Im Vorder-
grund dabei steht die Verwendung von Hohlschäften, die zum Zweck des automatischen
Wuchtens mit einem fließfähigen Medium gefüllt sind. Untersucht werden soll der Ein-
fluss einer potentiellen Unwucht sowie des Füllmediums auf die Dynamik des Werkzeu-
ges. Die zur Modellbildung und Lösung notwendigen theoretischen Grundlagen werden
in Kapitel 2 behandelt.

In Kapitel 3 erfolgt die Abbildung des Werkzeugschaftes als Balkenmodell. Hierfür wird
die Verformungskinematik genauer betrachtet und die damit einhergehenden Verzer-
rungsmaße bereitgestellt. Mit Hilfe des Prinzips von Hamilton wird anschließend die
Variationsformulierung hergeleitet. Zum einen wird zwischen schubstarrer und schub-
weicher Balkentheorie unterschieden (Euler-Bernoulli, Timoshenko), zum ande-
ren bzgl. linearer sowie nichtlinearer Formulierung der Verzerrungen.
Essentieller Bestandteil ist die Unwuchtmodellierung mit Hilfe eines stochastischen
Ansatzes nach Wedig und Dimentberg, wie er z. B. in [119], [120] und [121] an-
gewendet wird. Infolgedessen erweisen sich charakteristische Größen wie die Eigenfre-
quenzen nicht länger als deterministische Werte, sondern als Zufallswerte. Die Orts-
diskretisierung der problembeschreibenden Differentialgleichungen erfolgt sowohl mit
einem globalen Ritz-Ansatz als auch lokal unter Verwendung der FEM.
Das Kapitel endet mit der Darstellung und Diskussion verschiedener Parameterstudi-
en des ruhenden sowie rotierenden Werkzeuges. In diesem Zusammenhang wird neben
den Eigenfrequenzen und deren Abhängigkeiten auch auf die stationäre Deformation
unter Fliehkraftbelastung, Zeitlösungen sowie den Einfluss der Schubdeformation und
Nichtlinearitäten eingegangen.

Daran anschließend wird in Kapitel 4 der Werkzeugschaft als Schale abgebildet. Die
prinzipielle Herleitung der Variationsformulierung und die Lösung der daraus hervor-
gehenden Differentialgleichungen erfolgt in Analogie zum Balkenmodell. Dabei wird
erneut eine Unterscheidung bezüglich des Schubverhaltens (Kirchhoff-Love,
Mindlin-Reissner) und geometrisch linearen sowie nichtlinearen Verzerrungen vor-
genommen.
Präsentiert werden Berechnungsergebnisse für den ruhenden sowie rotierenden Schaft
mit und ohne Ausgleichsmasse. Besonderes Augenmerk wird auf die Eigenfrequenzen
und deren Abhängigkeit von der Winkelgeschwindigkeit gelegt, wobei auch Messergeb-
nisse vergleichend Berücksichtigung finden. Ferner werden Stabilitätskarten angegeben,
die in Bezug auf eine lineare Modellierung von Interesse sind.

Den Abschluss dieser Arbeit bildet Kapitel 5, worin eine Zusammenfassung und ein
Ausblick zu möglichen Folgeuntersuchungen gegeben wird.
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2. Theoretische Grundlagen

2.1. Kontinuumsmechanische Grundbegriffe

Zur Beschreibung der Kinematik eines deformierbaren Körpers werden an dieser Stelle
einige kontinuumsmechanische Grundbegriffe erläutert. Die Angaben in diesem sowie
dem folgenden Unterkapitel beziehen sich auf die Werke [5], [11] und [127], welche auch
zum weiterführenden Studium empfohlen werden.
Der hier verwendete Begriff Kontinuum beschreibt eine Menge materieller Teilchen,
die ein stetiges Volumen (Körper) bilden. Weiterhin können jedem Punkt des Konti-
nuums gewisse Eigenschaften zugeordnet werden. Im Falle einer räumlichen und/oder
zeitlichen Verteilung werden diese auch als Feldgrößen bezeichnet. Dabei treten so-
wohl skalare Größen (z. B. Temperaturverteilung) als auch gerichtete Größen (z. B.
Spannungsverteilung) auf. Letztere werden wiederum von Tensoren der entsprechen-
den Stufe beschrieben.
Die Identifikation eines Teilchens erfolgt zu jedem Augenblick über dessen Ortsvektor
~r = xi~ei. Bei doppelt auftretenden Indizes gilt hier, wie auch im weiteren Verlauf, die
Einsteinsche Summenkonvention. Infolge derer werden die doppelten Indizes von eins
bis drei aufsummiert. Bei den Koordinaten xi (Xj, t) des Ortsvektors handelt es sich
um Funktionen in Abhängigkeit der Anfangskoordinaten Xj und der Zeit t. Für den
Fall, dass diese Identifikationsvorschrift zu jedem Zeitpunkt invertierbar und stetig dif-
ferenzierbar ist, wird sie als Konfiguration bezeichnet. Daraus leitet sich ab, dass ein
Teilchen nicht an mehreren Orten gleichzeitig sein kann. Ebenso können nicht mehre-
re Teilchen zu einem Zeitpunkt dieselbe Position teilen (Durchdringung), da dies die
eindeutige Zuordnung zwischen den Teilchen verschiedener Konfigurationen behindert.
Abbildung 2.1 zeigt ein Kontinuum in zwei unterschiedlichen Konfigurationen. Zum
Zeitpunkt t = t0 ≡ 0 befindet sich das Kontinuum in seiner Ausgangs- bzw. Refe-
renzkonfiguration. Die Position sämtlicher Teilchen wird allein durch deren Anfangs-
koordinaten beschrieben. Zu einem beliebigen darauffolgenden Zeitpunkt t = t1 > t0

nimmt das Kontinuum eine Momentankonfiguration ein. Somit ergibt sich die Bewe-
gung des Kontinuums durch eine zeitlich stetige Abfolge von Konfigurationen.

Zur Beschreibung der Bewegung sind unterschiedliche Betrachtungsweisen möglich. Die
Varianten nach Lagrange und Euler werden dabei am häufigsten genutzt. Bei Ers-
terer sind die Werte für Xi (Lagrange-Koordinaten) zeitlich konstant, wodurch der
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P0

~rP0

~e2

~rP1

P1

~rP0P1

~e1

~e3

Ausgangskonfiguration für t = t0

Momentankonfiguration für t = t1 > t0

Abb. 2.1.: Übergang eines Körpers von der Ausgangs- bzw. Referenzkonfiguration hin
zur Momentankonfiguration.

Beobachter einem bewegten Teilchen folgt und dessen Eigenschaftsänderungen sieht.
Letztere zeichnet sich dadurch aus, dass die Werte für xi (Euler-Koordinaten) zeitlich
konstant sind und der Beobachter seine Position beibehält. Dadurch werden verschie-
dene Teilchen und deren Eigenschaften betrachtet, die den Beobachtungsort passieren.

Je nach Anwendungsgebiet eignet sich eine Variante mehr als die andere. Bei strö-
mungsmechanischen Problemen wird häufig die Eulersche Betrachtungsweise bevor-
zugt, um bestimmte Strömungseigenschaften (z. B.: Druck, Temperatur, Geschwindig-
keit) an einem festen Punkt zu untersuchen. In der Festkörpermechanik ist die La-
grangeschen Betrachtungsweise verbreiteter. Dies begründet sich damit, dass der
Anfangszustand eines Körpers in der Regel bekannt und dessen zeitliche Änderung
von Interesse ist. Es müssen demnach sämtliche Teilchen der Anfangskonfiguration in
die gesuchte Momentankonfiguration überführt werden. Ebenso wirkt sich die Wahl
der Betrachtungsweise auf mögliche Zeitableitungen aus. Für die Beschreibung mit
Lagrange-Koordinaten gilt für die teilchenfeste Zeitableitung

~̇r = d~r (Xi, t)
dt = ∂~r (Xi, t)

∂t
(2.1)

und bei der Wahl von Euler-Koordinaten für die ortsfeste Zeitableitung

~̇r = d~r (xi, t)
dt = ∂~r (xi, t)

∂t
+ ẋk

∂~r (xi, t)
∂xk

. (2.2)

Bei Letzterem setzt sich die Zeitableitung aus einem lokalen und konvektiven Anteil
zusammen. Da in dieser Arbeit ausschließlich die Lagrangesche Betrachtungswei-
se Verwendung findet, werden nachfolgend nur die dafür notwendigen Grundbegriffe
erklärt. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Verformungskinematik. Dazu wird
erneut Abbildung 2.1 betrachtet. Mit den Punkten P0 und P1 wird dasselbe materielle
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Teilchen in der Ausgangs- und Momentankonfiguration bezeichnet. Der Verschiebungs-
vektor zwischen den beiden Punkten ist mit

~rP0P1 = ui (Xj, t)~ei = [xi (Xj, t)−Xi]~ei (2.3)

definiert. Die Verschiebungen ui lassen sich, wie eingangs schon für die Euler-Koordi-
naten xi erwähnt, in Abhängigkeit der Lagrange-Koordinaten und der Zeit t angeben.
Infolge der Kontinuumsbewegung ergibt sich der Deformationsgradient zu

F = Fij ~ei ⊗ ~ej = ~∇⊗ ~rP1 = ∂xi
∂Xj

~ei ⊗ ~ej =
(
∂ui
∂Xj

+ δij

)
~ei ⊗ ~ej. (2.4)

Bei der Gradientenbildung wird jede Komponente des Vektors ~rP1 nach jedem Xi

differenziert. Mathematisch lässt sich der Gradient als dyadisches Produkt (⊗) des
Nabla-Operators ~∇mit dem dazugehörigen Vektor darstellen. Außerdem wird in Glei-
chung (2.4) das Kronecker-Delta

δij =

1, für i = j

0, für i 6= j
(2.5)

eingeführt, welches die Koordinaten des Einheitstensors zweiter Stufe E beschreibt.
Unter Beachtung dessen, kann Gleichung (2.4) zu

F = E + ~∇⊗ ~rP0P1 (2.6)

umgeformt werden. Anschließend wird der Rechts-Cauchy-Green-Deformations-
tensor mit

P = Pij ~ei ⊗ ~ej = FT · F = FkiFkj ~ei ⊗ ~ej (2.7)

berechnet. Bei dem linksseitigen Skalarprodukt (·) des Deformationsgradienten mit sei-
ner Transponierten ist auf die Reihenfolge zu achten. Bei der Umkehr der Reihenfolge
(rechtsseitige Multiplikation mit der Transponierten) ergibt sich die Berechnungsvor-
schrift des Links-Cauchy-Green-Deformationstensors, der zur Eulerschen Betrach-
tungsweise gehört. Im nächsten Schritt wird der Lagrangesche Verzerrungstensor

ε = εij ~ei ⊗ ~ej = 1
2 (P− E) = 1

2 (Pij − δij)~ei ⊗ ~ej (2.8)

definiert. Der Verzerrungstensor ist im Allgemeinen symmetrisch, sodass εij = εji gilt.
Für kartesische Koordinaten lässt sich zwischen den Verzerrungen und den Verschie-
bungen der Zusammenhang

εij = 1
2

(
∂ui
∂Xj

+ ∂uj
∂Xi

+ ∂uk
∂Xi

∂uk
∂Xj

)
(2.9)
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angeben. Bei den meisten technischen Anwendungen wird vorausgesetzt, dass die auf-
tretenden Verschiebungsgradienten gering sind und somit nur die linearen Anteile in
Gleichung (2.9) berücksichtigt werden. Bei größeren Deformationen oder auch bei der
Modellierung spannungsversteifender Einflüsse gewinnen die nichtlinearen Anteile je-
doch an Bedeutung.

2.2. Spannungen und konstitutive Gleichungen

Die Beanspruchung eines festen Körpers führt zu Reaktionen im Inneren. Zur näheren
Erläuterung ist in Abbildung 2.2 ein Körper dargestellt, welcher in zwei Teile geschnit-
ten wurde. Die Form des Körpers, dessen Lagerung und auch die äußere Beanspruchung
(gegeben durch den Vektor ~fext) sind als beliebig anzusehen.

~n

~t

~n

~t

~fext

Abb. 2.2.: Darstellung des Normalenvektors ~n und Spannungsvektors ~t für einen ge-
schnittenen Körper unter Beanspruchung.

Die Orientierung des Schnittes wird mit dem Normalenvektor ~n festgelegt. Weiterhin
bezeichnet ~t den Spannungsvektor, welcher die innere Kraftreaktion bezogen auf die
Schnittfläche wiedergibt. Das Antragen der Vektoren erfolgt an beiden Schnittufern
nach dem dritten Newtonschen Axiom paarweise entgegengesetzt. Wird nur ein dif-
ferentielles Element und nicht die gesamte Schnittfläche betrachtet, so gilt

~t = d~fint

dA . (2.10)

Hierin kennzeichnen d~fint und dA die differentiellen Größen für den Schnittkraftvektor
und die Schnittfläche. Die Richtungsabhängigkeit des Spannungsvektors ist der Grund,
warum sich der allgemeine Spannungszustand innerhalb eines Punktes nicht über einen
einzelnen Vektor abbilden lässt. Es ist jedoch möglich, den Spannungszustand anhand
dreier Spannungsvektoren zu ermitteln, deren Schnittflächen durch jeweils orthogonale
Normalenvektoren beschrieben werden. Mit den Komponenten der drei Spannungsvek-
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toren folgt der Zusammenhang

~t = ti ~ei = σ · ~n = σijnj ~ei. (2.11)

Dabei bezeichnet σ den Spannungstensor, welcher den jeweiligen Zustand in einem
Punkt vollständig beschreibt.

Die vorausgegangenen Angaben wurden unabhängig von den beiden eingeführten Be-
trachtungsweisen vorgenommen. In Bezug auf die Spannungen erscheint es sinnvoll
die momentane Konfiguration, beschrieben durch die Eulerschen Koordinaten, zu
verwenden. Infolgedessen gibt σ die wahren Spannungen wieder und wird auch als
Cauchyscher Spannungstensor bezeichnet. Gleiches gilt für den Schnittkraft- sowie
Spannungsvektor, welche sich in diesem Zusammenhang auf die momentane Schnitt-
fläche beziehen.
Erfolgt die Beschreibung mittels Lagrange-Koordinaten, was im weiteren Verlauf
dieser Arbeit der Fall ist, so müssen das Flächenelement und der zugehörige Schnitt-
kraftvektor in den Ausgangszustand transformiert werden. Damit ergibt sich zunächst
der unsymmetrische erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

τ̃ = τ̃ij ~ei ⊗ ~ej = det (F) F−1 · σ = ρ0

ρ
F−1
ik σkj ~ei ⊗ ~ej (2.12)

und anschließend der symmetrische zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

τ = τij ~ei ⊗ ~ej = τ̃ ·
(
FT
)−1

= det (F) F−1 · σ ·
(
FT
)−1

= ρ0

ρ
F−1
ik σklF

−1
jl ~ei ⊗ ~ej.

(2.13)
Die angewendeten Transformationen erfolgen ausschließlich über den Deformationsgra-
dienten. Aufgrund der geforderten Massenkontinuität während der Deformation kann
dessen Determinante mit dem Quotienten ρ0/ρ angegeben werden. Darin kennzeichnet
ρ0 und ρ die Dichte in der Referenz- sowie Momentankonfiguration. Nähere Informa-
tionen dazu können [11] und [127] entnommen werden.

Nachdem die Beziehungen der Spannungen bekannt sind, erfolgt die Angabe der konsti-
tutiven Gleichungen unter der Voraussetzung elastischen Materialverhaltens. Dadurch
speichert der Körper während seiner Deformation potentielle Energie, die nach dem
Wegfall der Beanspruchung freigegeben wird und der Körper in seine Anfangskonfi-
guration zurückkehrt. Die volumenbezogene Dichte der gespeicherten Energie kann in
integraler Form mit

E?
pot (ε) =

∫
ε

[τ (ε̄) · ·] dε̄ (2.14)

und in differentieller Form mit
τ =

∂E?
pot

∂ε
(2.15)

angegeben werden. Wird Gleichung (2.14) in einer Taylor-Reihe entwickelt, so ergibt
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sich nach Abbruch des quadratischen Gliedes

E?
pot ≈ E?

pot

∣∣∣
ε=ε0

+
(
∂E?

pot

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=ε0

)
︸ ︷︷ ︸

=τ0

· · ε + 1
2ε · ·

(
∂2E?

pot

∂ε2

∣∣∣∣∣
ε=ε0

)
· ·ε +O(3) (ε) . (2.16)

Die Glieder nullter und erster Ordnung in Gleichung (2.16) können vernachlässigt wer-
den. Begründet wird dies mit der Beliebigkeit des Anfangs- bzw. Referenzzustandes,
der hier durch den Nulltensor für die Verzerrungen ε0 = 0 sowie Spannungen τ0 = 0
beschrieben wird [5]. Mit dem verbleibenden Term zweiter Ordnung gilt

E?
pot ≈

1
2ε · ·

(
∂2E?

pot

∂ε2

∣∣∣∣∣
ε=ε0

)
· ·ε ≡ 1

2ε · ·
(4)C · ·ε︸ ︷︷ ︸

=τ

. (2.17)

Der Steifigkeitstensor (4)C = Cijkl ~ei⊗~ej⊗~ek⊗~el vierter Stufe besitzt 81 Koordinaten,
die sich mit

Cijkl =
∂2E?

pot

∂εij∂εkl
(2.18)

angeben lassen. Die Symmetrien von Spannungs- sowie Verzerrungstensor wirken sich
auch auf den Steifigkeitstensor aus, sodass Cijkl = Cjikl und Cijkl = Cijlk gilt. Mit
dem Satz von Schwarz, welcher eine beliebige Reihenfolge der Differentiationen in
Gleichung (2.18) fordert, folgt zusätzlich Cijkl = Cklij. Die Anzahl der unabhängigen
Koordinaten reduziert sich damit von ursprünglich 81 auf 21 im allgemeinen anisotro-
pen Fall.
In dieser Arbeit wird ausschließlich linear elastisches und isotropes Materialverhalten
nach Hooke betrachtet. Dies hat zur Folge, dass sich der Steifigkeitstensor auf zwei
unabhängige Materialparameter reduziert und mit Hilfe der beiden Laméschen Kon-
stanten

L1 = νE

(1 + ν) (1− 2ν) sowie L2 = E

2 (1 + ν) (2.19)

ausdrücken lässt. Bei technischen Anwendungen werden die Laméschen Konstanten in
der Regel durch den Elastizitätsmodul E und die Querkontraktionszahl ν ausgedrückt.
Damit ergeben sich die konstitutiven Gleichungen zwischen Spannungen, Verzerrungen
und Materialkennwerten zu

τ = τij ~ei ⊗ ~ej = E

1 + ν

(
εij + ν

1− 2ν δijεkk
)
~ei ⊗ ~ej. (2.20)

Abschließend soll noch die in einem deformierten elastischen Körper gespeicherte poten-
tielle Energie definiert werden. Mit den vorangegangenen Betrachtungen bezüglich des
Zusammenhangs zwischen Spannungen und Verzerrungen sowie mit Gleichung (2.17)
ergibt sich

Epot =
∫
V

E?
potdV̄ = 1

2

∫
V

(
ε · ·(4)C · ·ε

)
dV̄ = 1

2

∫
V

(ε · ·τ) dV̄ (2.21)
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2.3. Prinzip von Hamilton 17

für die potentielle Energie [11], [127]. Diese Angabe stellt eine der zentralen Größen
zur Auswertung analytischer Methoden dar, worauf im anschließenden Unterkapitel
eingegangen wird.

2.3. Prinzip von Hamilton

In der Mechanik existieren unterschiedliche Varianten zur Formulierung von Anfangs-
Randwert-Problemen. Üblicherweise wird zwischen synthetischen und analytischen Ver-
fahren unterschieden. Synthetische Methoden basieren auf dem Freischneiden von Kör-
pern oder differentiellen Elementen. Anschließend kommt es zur Auswertung der dazu-
gehörigen Impuls- sowie Drallsätze und der Einarbeitung von geometrischen und dy-
namischen Randbedingungen. Abweichend dazu liegen analytischen Methoden Axiome
zugrunde, die mit Hilfe von Funktionalen beschrieben werden. Die Auswertung der
Funktionale kann z. B. unter Verwendung von energetischen Ausdrücken erfolgen. Da-
bei erweist es sich als Vorteil, dass die dynamischen Randbedingungen in der Formu-
lierung bereits enthalten sind und keine zusätzliche Berücksichtigung erforderlich ist.
Weiterhin gestaltet sich der Umgang mit skalaren Funktionalen oftmals angenehmer
als die Auswertung vektorieller Beziehungen infolge des synthetischen Vorgehens. Dies
ist auch der Grund, warum in den anschließenden Kapiteln hauptsächlich analytische
Betrachtungen in Form des Prinzips von Hamilton Anwendung finden. Als weiter-
führende Literatur zu diesem Thema werden die Werke [87] und [118] empfohlen, die
auch Grundlage für die nachfolgenden Angaben sind.

Zunächst sollen die Begriffe der virtuellen Verrückung und die damit verbundene vir-
tuelle Arbeit erklärt werden. Bei der virtuellen Verrückung handelt es sich um eine
gedachte virtuelle Änderung des Zustands eines Systems bei festgehaltener Zeit. Diese
virtuelle Zustandsänderung muss den kinematischen Bindungen des Systems genügen
und beinhaltet im Allgemeinen sowohl Translationen wie auch Rotationen. Für den Fall,
dass am System äußere Kräfte und Momente angreifen, wird deren Wirkung durch die
zugehörige virtuelle Arbeit berücksichtigt.

Ausgangspunkt für das Prinzip von Hamilton, wie auch für einige andere Methoden
der Mechanik, ist das Lagrange-D’Alembert-Prinzip

δW =
∫
V

ρ~r,tt · δ~r dV̄ . (2.22)

Es kennzeichnen δW die virtuelle Arbeit der äußeren und inneren Kräfte, ρ die bereits
eingeführte Massendichte, δ~r die virtuelle Verrückung und ~r,tt den Beschleunigungsvek-
tor. Zur Abkürzung wird an dieser Stelle für die partielle Zeitableitung ∂(...)/∂t = (...),t
eingeführt. Das Volumenintegral auf der rechten Seite beschreibt somit die Wirkung
der Trägheiten.
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Wird das Lagrange-D’Alembert-Prinzip für Starrkörper ausgewertet, entfällt die
Formänderungsarbeit in δW und es ergibt sich das Prinzip von D’Alembert in der
Lagrangeschen Fassung. Werden hingegen die Trägheiten in Gleichung (2.22) ver-
nachlässigt, folgt daraus das Prinzip der virtuellen Arbeit für statische Problemstel-
lungen.
Für das Prinzip von Hamilton sind weitere Anpassungen bezüglich Gleichung (2.22)
notwendig. Die virtuelle Verrückung ist in diesem Zusammenhang als materielle Varia-
tion zu verstehen. Damit sind zur Bestimmung von δ~r nicht nur die Zeit t festzuhalten,
sondern auch das materielle Teilchen und die dazugehörigen Lagrange-Koordinaten.
In dieser Arbeit wird fortan nicht zwischen virtueller Verrückung und materieller Varia-
tion unterschieden, wodurch beide Begriffe als Synonyme aufzufassen sind. Im nächsten
Schritt wird das Volumenintegral der Trägheiten gemäß

∫
V

ρ~r,tt · δ~r dV̄ = d
dt

∫
V

ρ~r,t · δ~r dV̄ −
∫
V

ρ~r,t · δ~r,t dV̄
︸ ︷︷ ︸

=δEkin

(2.23)

angepasst, sodass die Variation der kinetischen Energie δEkin auftritt. Anschließend
erfolgt die Darstellung von Gleichung (2.22) in integraler Form

t1∫
t0

(δEkin + δW ) dt =
t1∫
t0

 d
dt

∫
V

ρ~r,t · δ~r dV̄
 dt =

∫
V

ρ~r,t · δ~r dV̄
∣∣∣∣∣
t1

t0︸ ︷︷ ︸
=0

, (2.24)

sodass ein Funktional entsteht und dessen Wert durch Variation minimiert werden
kann. Die darin enthaltenen Zeitränder t0 und t1 können beliebig gewählt werden.
Als entscheidend erweist sich, dass für die virtuellen Verrückungen δ~r|t0 = δ~r|t1 = 0
gilt, woraufhin die rechte Seite des umgeformten Lagrange-D’Alembert-Prinzip
verschwindet. Abschließend wird noch festgelegt, dass aus δW der konservative Anteil
mit −Epot herausgelöst wird, sodass sich

δ

t1∫
t0

(Ekin − Epot) dt+
t1∫
t0

δWdt = 0 (2.25)

ergibt. Darin kennzeichnet Epot die potentielle Energie infolge einer Verformung, wie
sie z. B. mit Gleichung (2.21) bestimmt werden kann. Die Differenz aus kinetischer und
potentieller Energie wird als Lagrange-Funktion bezeichnet.
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2.4. Lösungstheorie

2.4.1. Anfangswertprobleme

Anfangswertprobleme werden definiert durch zeitabhängige Differentialgleichungen und
einem vollständigen Satz an Anfangsbedingungen. Die hier aufgeführten Methoden zur
Lösung beschränken sich auf lineare Problemstellungen mit konstanten Koeffizienten.
Da in dieser Arbeit auch nichtlineare Differentialgleichungen betrachtet und gelöst wer-
den, ist im Vorfeld eine Linearisierung erforderlich. Falls nicht anders gekennzeichnet,
beziehen sich die folgenden Erläuterungen auf die Werke [15] und [87].

Mechanische Systeme lassen sich unter den eben genannten Voraussetzungen allgemein
mit

M · ~̈q(t) + (D + G) · ~̇q(t) + (C + Z) · ~q(t) = ~fext(t),
~q(t = 0) ≡ ~q0, ~̇q(t = 0) ≡ ~̇q0,

~q, ~f ∈ Rn,

M,D,G,C,Z ∈ Rn×n (2.26)

beschreiben. Dabei handelt es sich um ein Differentialgleichungssystem 2. Ordnung in
Matrix-Vektor-Darstellung. Es kennzeichnen ~q den Vektor der Freiheitsgrade, ~̇q sowie
~̈q die zugehörigen Zeitableitungen und ~fext den äußeren Anregungsvektor. Die An-
fangsbedingungen für Auslenkung und Geschwindigkeit sind mit den Vektoren ~q0 und
~̇q0 gegeben. Während die beschleunigungsproportionalen Kräfte und Momente auf eine
symmetrische Massenmatrix M führen, ist dies bei den geschwindigkeits- sowie aus-
lenkungsproportionalen Termen im Allgemeinen nicht der Fall. An dieser Stelle wird
Gebrauch davon gemacht, dass sich quadratische Matrizen in symmetrische und schief-
symmetrische Anteile aufspalten lassen. Während Erstere auf die Dämpfungsmatrix
D sowie die Steifigkeitsmatrix C führen, entsprechen Letztere der gyroskopischen Ma-
trix G und der zirkulatorischen Matrix Z. Abgesehen von der Symmetrieeigenschaft
können den jeweiligen Matrizen auch unterschiedliche physikalische Bedeutungen zu-
gewiesen werden. So beeinflussen die Dämpfungsmatrix wie auch die zirkulatorische
Matrix den Energieinhalt des Systems. Sie können dabei sowohl dissipierend als auch
anfachend wirken. Demgegenüber verhalten sich die gyroskopische Matrix als auch die
Steifigkeitsmatrix energieneutral, was ebenfalls auf die Massenmatrix zutrifft.

Nachfolgend soll die Lösung von Anfangswertproblemen anhand von Systemen erster
Ordnung behandelt werden. Dazu wird von der Möglichkeit Gebrauch gemacht, Sys-
teme höherer Ordnung in ein System erster Ordnung umzuschreiben. In Bezug auf
Gleichung (2.26) erfolgt zunächst die Umstellung nach dem Beschleunigungsvektor

~̈q = M−1 · ~fext −M−1 · (C + Z) · ~q −M−1 · (D + G) · ~̇q, (2.27)

woraus sich die Notwendigkeit einer regulären Massenmatrix ergibt. Anschließend wird
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der Zustandsvektor

~x =
~q
~̇q

 (2.28)

eingeführt, womit ein System erster Ordnung~̇q
~̈q


︸︷︷︸
=~̇x(t)

=
 0 E
−M−1 · (C + Z) −M−1 · (D + G)


︸ ︷︷ ︸

=A

·

~q
~̇q


︸︷︷︸
=~x(t)

+
 ~0
M−1 · ~fext


︸ ︷︷ ︸

=~u(t)

,
~x, ~u ∈ R2n,

A ∈ R2n×2n

(2.29)
resultiert. Darin beschreiben ~x und ~̇x den Zustandsvektor sowie dessen Zeitableitung,
A die Systemmatrix und ~u den äußeren Anregungsvektor. Ferner treten als Einträge
die Nullmatrix 0, die Einheitsmatrix E und der Nullvektor ~0 auf. Zusammen mit dem
Anfangszustand ~x (t = 0) ≡ ~x0 ergibt sich ein vollständiges Anfangswertproblem erster
Ordnung. Es ist anzumerken, dass sich durch die Ordnungsreduktion die Anzahl der
Systemgleichungen verdoppelt. Die beschriebene Darstellung wird auch als Zustands-
form bezeichnet und ist für lineare Differentialgleichungssysteme beliebiger Ordnung
anwendbar.
Für die zugehörige Zeitlösung kann zwischen dem homogenen und partikulären Anteil
~xh(t) und ~xp(t) unterschieden werden. Aufgrund der Linearität gilt das Prinzip der
Superposition, sodass sich die Gesamtlösung aus der Summe beider Anteile zusam-
mensetzt.

Homogene Lösung

Die homogene Lösung beschreibt das Eigenverhalten des Systems infolge der Anfangs-
bedingungen. Eine äußere Anregung liegt nicht vor, sodass ~u(t) = ~0 gilt. Folglich lautet
das homogene Problem

~̇x(t) = A · ~x(t) mit ~x (t = 0) = ~x0,
~x ∈ RN ,

A ∈ RN×N ,
(2.30)

welches sich aus N Zustandsgleichungen sowie Anfangsbedingungen zusammensetzt.
Die Lösung kann mit unterschiedlichen Methoden erfolgen. Neben dem klassischen
Verfahren auf Grundlage der Eigenwerttheorie besteht die Möglichkeit das Problem
mit Hilfe der Überführungsmatrix zu lösen. Auf Letzteres wird an dieser Stelle genauer
eingegangen. Hierfür wird vorausgesetzt, dass sich N unabhängige Lösungsvektoren
~̂xi(t) für das Anfangswertproblem (2.30) finden lassen. Infolgedessen bildet auch jede
beliebige Linearkombination dieser Vektoren eine homogene Lösung

~xh(t) = c1 ~̂x1(t) + c2 ~̂x2(t) + · · ·+ cN ~̂xN(t) =
N∑
i=1

ci ~̂xi(t) = X(t) · ~c. (2.31)
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Wie bereits angegeben, lässt sich die Linearkombination in Matrix-Vektor-Schreibwei-
se darstellen. Darin kennzeichnen X(t) =

[
~̂x1(t), ~̂x2(t), · · · , ~̂xN(t)

]
eine Fundamental-

matrix und ~c einen Konstantenvektor, dessen Elemente die jeweiligen Lösungsanteile
wichten. Diese allgemeine homogene Lösung ist anschließend mit Hilfe des Anfangszu-
standes ~x0 zu spezifizieren, wofür

~xh(t = 0) = X(t = 0)︸ ︷︷ ︸
=X0

·~c ≡ ~x0 bzw. ~c = X−1
0 · ~x0 (2.32)

gelten muss. Wird der damit bekannte Konstantenvektor in Gleichung (2.31) eingesetzt,
so ergibt sich

~xh(t) = X(t) ·X−1
0︸ ︷︷ ︸

=Φ(t)

·~x0 = Φ(t) · ~x0. (2.33)

Demzufolge setzt sich die homogene Lösung aus dem Anfangszustand und der Über-
führungsmatrix Φ(t) zusammen.
Zur Bestimmung der Überführungsmatrix haben sich mehrere Methoden etabliert, wel-
che die Nutzung der Exponentialfunktion in unterschiedlicher Weise vereint:

• Eigenwerttheorie:
Mit Hilfe des Ansatzes

~x(t) = ~k eλt (2.34)

und der Gleichung (2.30) ergibt sich das korrespondierende Eigenwertproblem

[A− λE]~k = ~0. (2.35)

Dessen nichttriviale Lösung

det (A− λE) ≡ 0 (2.36)

liefert N Eigenwerte λi, welche wiederum mit den vorausgegangenen Gleichun-
gen (2.35) und (2.34) die Eigenvektoren ~ki sowie homogenen Lösungsanteile ~xi(t)
nach sich ziehen. Letztere sind linear unabhängig und können zum Aufbau der
Fundamentalmatrix und anschließend zur Berechnung der Überführungsmatrix
genutzt werden. Treten mehrfache Eigenwerte auf, so ist der Ansatz nach Glei-
chung (2.34) gegebenenfalls anzupassen, worauf an dieser Stelle jedoch nicht nä-
her eingegangen wird.

• Matrix-Exponentialfunktion:
Eine zweite Variante, welche die Lösung des Eigenwertproblems umgeht, nutzt
direkt für die Überführungsmatrix den Ansatz

Φ(t) = eAt. (2.37)
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Mit der Definition der Matrix-Exponentialfunktion als unendliche Reihe

eAt =
∞∑
i=0

ti

i!A
i (2.38)

gilt
dΦ(t)
dt = AeAt, (2.39)

wodurch Gleichung (2.37) das homogene Problem (2.30) spaltenweise erfüllt. Zur
Lösung dieser konvergenten Reihe kommen in der Regel numerische Verfahren
zum Einsatz. In [15] wird ein analytisches Vorgehen beschrieben, welches auf
dem Spektrum (Menge der Eigenwerte) des Produktes At basiert.

Die homogene Lösung auf Grundlage der Eigenwerttheorie bietet sich an, wenn Eigen-
werte und -vektoren ohnehin von Interesse sind. Andernfalls liegt es nahe, unter Ver-
wendung der Matrix-Exponentialfunktion die Überführungsmatrix zu berechnen.

Partikuläre Lösung

Die partikuläre bzw. inhomogene Lösung ~xp(t) von Gleichung (2.29) beschreibt die
Zwangsbewegung des Systems infolge der äußeren Anregung ~u(t) und kann durch Va-
riation der Konstanten mit dem Ansatz

~xp(t) = Φ(t) · ~c(t) (2.40)

berechnet werden. Eingesetzt in das inhomogene Differentialgleichungssystem (2.29)
ergibt sich

~̇xp(t) = Φ̇(t)︸ ︷︷ ︸
=A·Φ(t)

·~c(t) + Φ(t) · ~̇c(t) = A ·Φ(t) · ~c(t) + ~u(t). (2.41)

Wegen Gleichung (2.39) erfüllt Φ(t) das homogene System. Die linksseitige Multiplika-
tion mit der inversen Überführungsmatrix und die anschließende Zeitintegration führen
auf

~c(t) =
t∫

0

Φ−1(t̄) · ~u(t̄) dt̄ (2.42)

und damit

~xp(t) = Φ(t) ·
t∫

0

Φ−1(t̄) · ~u(t̄) dt̄. (2.43)
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Wie sich anhand der Definition (2.37) einfach zeigen lässt, gilt Φ−1(t) = Φ(−t) sowie
Φ(t1) ·Φ(t2) = Φ(t1 + t2) und folglich

~xp(t) =
t∫

0

Φ(t− t̄) · ~u(t̄) dt̄. (2.44)

Die partikuläre Lösung entspricht der verallgemeinerten Form des Duhamelschen Fal-
tungsintegrals, wobei Φ(t− t̄) die Matrix der Gewichtsfunktionen darstellt.

Numerische Integration

Neben den bereits besprochenen analytischen Verfahren zur Lösung eines Anfangswert-
problems, wird an dieser Stelle auf die numerische Auswertung eingegangen. Aufgrund
der Vielzahl an Verfahren, die hierfür zur Verfügung stehen, ist nur die Behandlung
der wesentlichen Grundlagen möglich. Als weiterführende Literatur wird neben den
bereits genannten Quellen [15], [87] auch [14] sowie [86] empfohlen, welche Grundlage
der nachfolgenden Angaben sind.
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist Gleichung (2.29), wobei die rechte Seite allge-
mein als Funktion des Zustandsvektors und der Zeit betrachtet wird. Daraus resultiert
die Darstellung

~̇x(t) = A · ~x+ ~u(t) = ~f (~x(t), t) , (2.45)

welche auch nichtlineare Zusammenhänge beinhalten kann. Der Anfangszustand ~x0

muss zur Vollständigkeit gegeben sein. Die Lösung des Problems erfolgt nicht konti-
nuierlich, sondern an diskreten Zeitpunkten ti. Die Zustandsänderung zwischen zwei
Zeitpunkten lässt sich mit

~xi+1 − ~xi =
ti+1∫
ti

~f
(
~x(t̄), t̄

)
dt̄ → ~xi+1 = ~xi +

ti+1∫
ti

~f
(
~x(t̄), t̄

)
dt̄ (2.46)

beschreiben. Zunächst soll auf sogenannte Einschrittverfahren eingegangen werden, um
das in Gleichung (2.46) vorkommende Integral näherungsweise zu lösen. Dabei werden
Quadraturformeln ausgewertet, die lediglich auf den aktuellen Zustand ~xi und den zuge-
hörigen Zeitpunkt ti zugreifen. Die einfachste Möglichkeit dafür stellt die Rechteckregel

~xi+1 ≈ ~xi + (ti+1 − ti)︸ ︷︷ ︸
=∆t

~f (~x(ti), ti) = ~xi + ∆t ~f (~x(ti), ti) (2.47)

dar. Die Zeitschrittweite ist mit ∆t gegeben, wobei diese innerhalb der Lösung auch
variieren kann. Gleichung (2.47) wird als explizites Euler-Verfahren bezeichnet. Wird
zur Auswertung der Rechteckregel der Funktionswert am rechten Rand des Zeitschritt-
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intervalls verwendet, so ergibt sich das implizite Euler-Verfahren

~xi+1 ≈ ~xi + ∆t ~f (~x(ti+1), ti+1) . (2.48)

Wie dargestellt ist der gesuchte Vektor ~xi+1 ebenfalls teil der Lösungsvorschrift, sodass
im Allgemeinen eine iterative Lösung notwendig ist.
Neben der Rechteckregel gibt es eine Vielzahl an Quadraturen höherer Stufe, welche
mit

~xi+1 ≈ ~xi + ∆t
s∑
j=1

aj~pj und ~pj = ~f

(
~xi + ∆t

s∑
k=1

bjk~pk, ti + cj∆t
)

(2.49)

zusammengefasst werden können [14], [87]. Darin kennzeichnet s die Stufe der Quadra-
tur und aj, bjk sowie cj die vom jeweiligen Verfahren abhängigen Koeffizienten. Neben
Einschrittverfahren existieren auch diverse Mehrschrittverfahren, welche neben dem
aktuellen auch zeitlich zurückliegende Zustände für die Integration nutzen.

Da es sich bei den genannten Methoden um Näherungslösungen handelt, entstehen Ab-
weichungen zur analytischen Lösung. In diesem Zusammenhang wird zwischen einem
lokalen und globalen Diskretisierungsfehler unterschieden. Während Ersterer die ent-
stehende Abweichung zwischen zwei aufeinander folgenden Zeitschritten kennzeichnet,
gibt Letzterer die Abweichung zu einem beliebigen Zeitpunkt von der exakten Lösung
wieder. Für beide Fehler gilt, dass sie mit steigender Diskretisierung (d. h. mit kleine-
rem ∆t) abnehmen. Zusätzlich nimmt auch die verwendete Quadraturformel Einfluss
auf den Diskretisierungsfehler [87].
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass mit jeder Rechenoperation ebenfalls ein
Rundungsfehler in Abhängigkeit der Maschinengenauigkeit auftritt. Demzufolge lässt
sich die Genauigkeit der numerischen Lösung durch Verringerung der Zeitschrittweite
nicht beliebig erhöhen. Es kann jedoch eine optimale Schrittweite gefunden werden,
bei welcher die Summe aus Rundungs- und Diskretisierungsfehler ein Minimum an-
nimmt [33].

Stabilität

Stabilitätsprobleme in der Mechanik beschäftigen sich mit der Empfindlichkeit von
Zuständen eines Systems gegenüber Störeinflüssen. Dabei kann prinzipiell zwischen
Problemstellungen der Statik bzw. Elastostatik und der Kinetik unterschieden werden.
An dieser Stelle wird ausschließlich auf letztere Kategorie näher eingegangen. Im Lau-
fe der Zeit wurden hierfür unterschiedliche Theorien und Definitionen vorgestellt. Die
aus heutiger Sicht wohl bedeutsamste lieferte Aleksandr Michajlovič Ljapunov,
welche auch in dieser Arbeit Anwendung findet. Ursache für den Erfolg dieser Theorie
ist deren Allgemeinheit, die sie von ihren Vorgängern unterscheidet. Nachfolgend wer-
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den die wesentlichen Inhalte näher erklärt. Grundlage dafür bilden neben [87] auch die
Quellen [43], [60] sowie [73].

Für das weitere Vorgehen ist zunächst eine genaue Definition der Stabilität notwendig.
Ausgangspunkt ist erneut das Differentialgleichungssystem erster Ordnung nach Glei-
chung (2.45). Wirkt zusätzlich eine Störung auf das System (z. B. in Form abweichender
Anfangsbedingungen), so ergibt sich eine ebenfalls gestörte Lösung

~̄x = ~x+ ∆~x. (2.50)

Darin kennzeichnet ~x die ungestörte Lösung und ∆~x den auf die Störung zurückzufüh-
renden Anteil. Sowohl die ungestörte als auch die gestörte Lösung können als Trajek-
torien im Raum aufgefasst werden (mit dem Begriff Raum ist in dieser Arbeit stets der
Euklidische Raum gemeint). Damit ist es möglich, zu jedem Zeitpunkt den Abstand
der beiden Lösungen anzugeben. Dieser stellt die Grundlage des Ljapunovschen Sta-
bilitätskriteriums dar. Demnach ist eine ungestörte Lösung stabil, wenn sich für eine
beliebig kleine obere Schranke des Abstands

∣∣∣~̄x (t)− ~x (t)
∣∣∣ =

∣∣∣∆~x (t)
∣∣∣ < ε (2.51)

ein dazugehöriger initialer Wert

∣∣∣~̄x (t0)− ~x (t0)
∣∣∣ =

∣∣∣∆~x (t0)
∣∣∣ ≤ η (ε) . (2.52)

angeben lässt. Damit kann eine begrenzte Störung der Bewegung (beliebiger Zeit-
punkt t) auf eine ebenfalls begrenzte Abweichung im Anfangszustand zurückgeführt
werden. Die Ungleichungen (2.51) sowie (2.52) sind die Voraussetzungen für sogenann-
te schwache Stabilität. Gilt zusätzlich für den Abstand

lim
t→∞

∣∣∣~̄x (t)− ~x (t)
∣∣∣ = lim

t→∞

∣∣∣∆~x (t)
∣∣∣ = 0, (2.53)

so liegt asymptotische Stabilität vor. Sind die Ungleichungen (2.51) und (2.52) nicht
erfüllbar, ist die Bewegung instabil. Falls eine stationäre Lage als ungestörter Zu-
stand herangezogen wird, reduziert sich die zugehörige Trajektorie auf einen Punkt
~x (t) ≡ const. Dies hat jedoch keine Auswirkungen auf die Gültigkeit der vorausgegan-
genen Definitionen.

Mit dem nun spezifizierten Begriff der Stabilität stellt sich die Frage eines geeigne-
ten Nachweises. Zu diesem Zweck werden unter der ersten Methode von Ljapunov
sämtliche Verfahren vereint, die auf der näheren Untersuchung bis hin zur Lösung der
gestörten Bewegung beruhen. Diese Methode wird nachfolgend näher erläutert. Die
zweite bzw. direkte Methode von Ljapunov soll hier nur kurz erwähnt werden. Diese
beschäftigt sich mit der Auswertung von Vergleichsfunktionen in Abhängigkeit von ~x(t)
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sowie t. Für mechanische Probleme bietet es sich an, Funktionen auf Grundlage der po-
tentiellen und kinetischen Energie zu verwenden. Anhand der Definitheitseigenschaften
dieser Funktionen lassen sich schließlich Aussagen bezüglich der Stabilität eines Zustan-
des treffen.

Die erste Methode von Ljapunov bezieht sich auf die nähere Auswertung der gestörten
Bewegung. Konkret werden die sogenannten Störungsgleichungen gemäß

∆~̇x = ~̇̄x− ~̇x = ~f (~x+ ∆~x, t)− ~f (~x, t) (2.54)

gebildet (vgl. Gleichung (2.45)). Anschließend können durch Berechnung der Zeitlösung
Aussagen über die Stabilität getroffen werden. Das angesprochene Vorgehen ist emp-
fehlenswert, wenn sich eine geschlossene analytische Lösung finden lässt. Dies ist jedoch
nur in seltenen Fällen gegeben. Ist eine analytische Lösung nicht bestimmbar, wird in
der Regel auf andere Verfahren zurückgegriffen, die ohne Bestimmung der Zeitlösung
auskommen.
An dieser Stelle soll nur das Vorgehen für Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten beschrieben werden. Liegt zusätzlich Linearität vor, so können die Gleichungen

~̇x = ~f (~x, t) = A · ~x bzw. ∆~̇x = A ·∆~x (2.55)

angegeben werden. Die Matrix A ist äquivalent zu der bereits eingeführten System-
matrix. Das dazugehörige Eigenwertproblem nach Gleichung (2.35) liefert eine entspre-
chende Menge von im Allgemeinen komplexen Eigenwerten λi. Deren Realteile bilden
die Grundlage für folgende Aussagen:

• Asymptotische Stabilität
Liegt vor, falls sämtliche Eigenwerte negative Realteile besitzen.

• Schwache Stabilität
Liegt vor, falls ein oder mehrere Eigenwerte mit verschwindendem Realteil auf-
treten und die restlichen kleiner als Null sind.

• Instabilität
Liegt vor, falls der Realteil mindestens eines Eigenwertes größer als Null ist.

Wird ein nichtlineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten be-
trachtet, so wird in der Regel zuerst eine Linearisierung

∆~̇x = ~̇̄x− ~̇x ≈
n∑
i=1

∂ ~f(~x, t)
∂xi

∣∣∣∣∣
~x=~x0

·∆xi

 = A0 ·∆~x (2.56)

durchgeführt. Das weitere Vorgehen entspricht dem eines linearen Systems. Jedoch
erlaubt es keine Aussagen über schwache Stabilität, da die Hinzunahme nichtlinearer
Störungsanteile die Stabilitätsaussage in beide Richtungen beeinflussen kann. Daher
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müssen für schwache Stabilität auch die nichtlinearen Anteile für die Untersuchung
berücksichtigt werden.

Rayleigh-Dämpfung

Idealerweise erfolgt während eines Schwingvorgangs kein Verlust von Energie und
die Bewegung läuft unverändert fort. In der Realität tritt Energiedissipation jedoch
stets auf, welche z. B. durch Dämpfung verursacht wird. Grundsätzlich handelt es sich
bei Dämpfung um eine makroskopische Erscheinung, die auf mikroskopische Vorgän-
ge zurückzuführen ist. Dementsprechend schwierig gestaltet sich deren Modellierung,
woraufhin sich unterschiedliche Möglichkeiten etabliert haben. In dieser Arbeit wird
ausschließlich eine geschwindigkeitsproportionale Dämpfung nach Rayleigh genutzt,
wie sie z. B. in [110] beschrieben wird. Die genannte Quelle stellt auch die Grundlage
der nachfolgenden Angaben dar.

Es erfolgt die Unterteilung in einen inneren sowie äußeren Dämpfungsanteil. Während
Ersterer die Energiedissipation infolge einer Deformation berücksichtigt, bildet Letz-
terer z. B. die Reibung eines bewegten Körpers mit seiner Umgebung ab. Zur näheren
Erklärung wird zunächst eine homogene sowie entkoppelte Einzelgleichung eines me-
chanischen Systems

mq̈ + dq̇ + cq = 0 (2.57)

betrachtet. Der Ansatz nach Rayleigh besteht darin, die Dämpferkonstante wie folgt

d = rαm+ rβc (2.58)

zu definieren. Mit den Koeffizienten rα und rβ wird die Dämpferkonstante anteilig über
die Masse und die Steifigkeit ermittelt. Wird Gleichung (2.58) in (2.57) eingesetzt und
zusätzlich durch m dividiert, so ergibt sich

q̈ +
(
rα + rβ

c

m︸︷︷︸
=ω2

0

)
q̇ + c

m︸︷︷︸
=ω2

0

q = 0.
(2.59)

Unter Verwendung der Eigenkreisfrequenz ω0 kann der Zusammenhang mit dem
Lehrschen Dämpfungsmaß

ϑ = 1
2ω0

d

m
= 1

2ω0

(
rα + rβω

2
0

)
(2.60)

angegeben werden. Letzteres nimmt in Abhängigkeit der Eigenkreisfrequenz unter-
schiedliche Werte an, was in Abbildung 2.3 dargestellt ist.

Während für den rα-Anteil (äußere Dämpfung) eine umgekehrte Proportionalität be-
züglich der Eigenkreisfrequenz vorliegt, nimmt der rβ-Anteil (innere Dämpfung) mit
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1
2ω0
rα

1
2rβω0

1
2ω0

(rα + rβω
2
0)

ω0a ω0b ω0

ϑ
(ω

0)

Abb. 2.3.: Abhängigkeit der Rayleigh-Dämpfung und deren Bestandteile von der
Eigenkreisfrequenz ω0 nach [110].

dieser linear zu. Für die Summe der beiden Anteile gilt, dass sich nur für zwei Eigen-
kreisfrequenzen ω0a und ω0b dasselbe Lehrsche Dämpfungsmaß ergibt. Dieser Sach-
verhalt stellt auch die Grundlage zur Bestimmung der Rayleigh-Koeffizienten dar.
Unter Vorgabe eines Lehrschen Dämpfungsmaßes ϑ = ϑ(ω0a) = ϑ(ω0b) und der bei-
den Eigenkreisfrequenzen, die diesen Wert erfüllen, resultieren

rα = 2ϑω0aω0b

ω0a + ω0b
sowie rβ = 2ϑ

ω0a + ω0b
. (2.61)

Für mehrere Freiheitsgrade lautet der Ansatz nach Gleichung (2.58) wie folgt

D = rα M + rβ C. (2.62)

Grundsätzlich wird damit gewährleistet, dass die Dämpfung proportional zur Massen-
sowie Steifigkeitsverteilung erfolgt und eine symmetrische Matrix D resultiert. Des Wei-
teren stimmen die Eigenvektoren des mit Rayleigh gedämpften Systems mit denen des
konservativen Systems überein. Infolgedessen ist die Entkopplung des Differentialglei-
chungssystems mittels Modaltransformation in Einzelgleichen (vgl. Gleichung (2.57))
möglich. Hierfür wird die Transformation mit Hilfe der Modalmatrix durchgeführt, wel-
che als spaltenweise Zusammenstellung der Eigenvektoren definiert ist [87].
Die Wahl eines geeigneten Dämpfungsmaßes erweist sich in der Regel als schwierig.
Experimentelle Untersuchungen können dabei helfen, geeignete Werte für die einzelnen
Eigenschwingungen zu bestimmen, worauf an dieser Stelle jedoch nicht näher eingegan-
gen wird. Allgemeine Richtwerte für typische Anwendungen und Materialien werden
z. B. in [110] aufgeführt.

2.4.2. Randwertprobleme

Die Beschreibung von Randwertproblemen erfolgt typischerweise mit partiellen Diffe-
rentialgleichungen und den dazugehörigen Randbedingungen. Eine analytische Lösung
ist jedoch nur in wenigen Fällen möglich. Reale Problemstellungen weisen häufig an-
spruchsvolle Geometrien auf, welche ausschließlich Näherungslösungen erlauben. Zum
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weiterführenden Studium sei auf die Quellen [42], [87] und [104] verwiesen, welche auch
die Grundlage für diesen Abschnitt bilden. Auf die analytische Lösungstheorie wird hier
nicht näher eingegangen.

Zur Erläuterung der verschiedenen Näherungsverfahren dient eine gewöhnliche
Differentialgleichung der Form

f

(
u (x) , dudx,

d2u

dx2 , ...,
dmu
dxm

)
= fext (x) mit x ∈ Π. (2.63)

Darin kennzeichnen u(x) die Differentialvariable, m die beliebige Ordnung, fext(x) die
äußere Beanspruchung und Π das betrachtete Gebiet. Ein Verfahren, welches direkt
auf die Differentialgleichung angewendet wird, ist die Methode der finiten Differenzen.
Hierfür werden die Differentialquotienten diu/dxi durch Differenzenquotienten der je-
weiligen Ordnung approximiert. Die Auswertung der Differenzenquotienten erfolgt an
einer endlichen Anzahl von Knoten im Gebiet, die es im Vorfeld zu definieren gilt. Die
ursprüngliche Differentialgleichung (2.63) wird somit in ein System von algebraischen
Gleichungen überführt. Die Implementierung der Randbedingungen erfolgt über die
Vorgabe bestimmter Knotenwerte und reduziert sowohl die Anzahl der Unbekannten
als auch der Gleichungen des Gleichungssystems. Dessen Lösung stellt eine Näherung
der gesuchten Funktion u (x) ≈ ū (x) an den Knotenpunkten dar. Die Genauigkeit
der Lösung ist dabei abhängig von den verwendeten Differenzenquotienten sowie der
Knotenanzahl. Sind außerdem Ergebnisse in den Knotenzwischenbereichen von Inter-
esse, so können diese interpoliert werden.

Eine andere Gruppe von Näherungsverfahren basiert auf der Abweichung, die durch
das Einsetzen einer Näherungslösung in die Differentialgleichung entsteht. Diese Ab-
weichung wird auch als Residuum bezeichnet und kann mit

R [ū (x)] = f

(
ū (x) , dūdx,

d2ū

dx2 , ...,
dmū
dxm

)
− fext (x) 6= 0 (2.64)

angegeben werden. Die Näherungslösung lässt sich als endliche Reihe mit der Form

ū (x) =
n∑
i=1

Ui (x) ũi (2.65)

darstellen. Dabei handelt es sich um einen Satz linear unabhängiger Funktionen Ui (x),
die mit den Faktoren ũi gewichtet werden. Während die Ansatzfunktionen vorzugeben
sind, existieren verschiedene Möglichkeiten zur Bestimmung der Wichtungsfaktoren.
Bei dem Kollokationsverfahren wird das Residuum an n Stellen zu null gefordert. Das
daraus resultierende Gleichungssystem dient zur Bestimmung der Koeffizienten ũi.
Eine andere Variante sieht die Wichtung des Residuums mit einer Testfunktion v̄(x)
und anschließender Integration über das gesamte Gebiet vor. Das somit entstehende
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Funktional lautet ∫
Π

{
R [ū (x)]

n∑
i=1

Vi (x) ṽi︸ ︷︷ ︸
=v̄(x)

}
dx ≡ 0

(2.66)

und stellt ein integrales Fehlermaß dar, welches zu Null gefordert wird. Wie bereits
in Gleichung (2.66) angegeben, wird für die Testfunktion ein Ansatz analog zur Nähe-
rungslösung gewählt. Bei den Testfunktionen kommt es nur auf den qualitativen Verlauf
an, sodass die Bestimmung der Koeffizienten ṽi entfällt. Nach ausgeführter Integration
verbleibt ein algebraisches Gleichungssystem zur Bestimmung der gesuchten Koeffizien-
ten ũi. Dieses Vorgehen wird als Verfahren der gewichteten Residuen bezeichnet. Wird
darüber hinaus gefordert, dass die Testfunktionen mit den Ansatzfunktionen identisch
sind, ergibt sich das Verfahren von Galerkin.
Beide Varianten berücksichtigen die Randbedingungen anhand der Ansatzfunktionen.
Dies betrifft vorerst sowohl die geometrischen als auch dynamischen Randbedingun-
gen. Um die Forderungen bezüglich der Ansatzfunktionen zu verringern, wird Glei-
chung (2.66) mittels partieller Integration in eine schwache Formulierung überführt.
Infolgedessen ergibt sich eine niedrigere Ordnung im Vergleich zur ursprünglichen Dif-
ferentialgleichung und die dynamischen Randbedingungen sind bereits enthalten. Dies
hat zur Folge, dass die Ansatzfunktionen lediglich den geometrischen Randbedingungen
genügen müssen [42].

Den in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen liegt mit dem Prinzip von
Hamilton (vgl. Abschnitt 2.3) stets ein Funktional in Form der Variationsformu-
lierung zugrunde. Es besteht die Möglichkeit daraus die Feldgleichungen zu generieren
und diese wie oben beschrieben zu lösen. Jedoch handelt es sich bei der Variations-
formulierung bereits um einen äquivalenten Ausdruck zu Gleichung (2.66). Anstelle
der Testfunktionen treten hierbei die virtuellen Verrückungen. Bei der sogenannten
Ritzschen Lösungsmethode werden für die gesuchte Funktion und deren Variation die
Ansätze

ū (x) =
n∑
i=1

Ui (x) ũi, und δū (x) =
n∑
i=1

Ui (x) δũi (2.67)

gewählt. Die Ansatzfunktionen müssen hierfür lediglich den geometrischen Randbe-
dingungen genügen. Dies begründet sich damit, dass mit der Variationsformulierung
bereits eine schwache Darstellung einschließlich der dynamischen Randbedingungen
vorliegt. Die Ansatzfunktionen lassen sich bezüglich ihrer Anforderungen und Güte in
folgender Reihenfolge aufsteigend klassifizieren [87]:

• Zulässige Funktionen
Es werden lediglich die geometrischen Randbedingungen erfüllt.

• Vergleichsfunktionen
Die Ansatzfunktionen erfüllen sämtliche d. h. sowohl geometrische wie auch dy-
namische Randbedingungen.
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• Eigenfunktionen
Neben der Gesamtheit an Randbedingungen wird auch die Differentialgleichung
erfüllt.

Abgesehen von globalen Ansatzfunktionen, die für das gesamte Gebiet Gültigkeit be-
sitzen, ist auch eine Lösung auf Grundlage von lokalen Ansätzen möglich. Letztere
sind dabei nur für einen Teilbereich des Gebietes gültig. Weit verbreitet ist in diesem
Zusammenhang die Methode der finiten Elemente. Dafür wird das Gebiet Π in eine
endliche Anzahl von Teilgebieten Πe, den finiten Elementen, unterteilt. Jedes Element
zeichnet sich durch eine bestimmte Anzahl an Knoten aus. Die Näherungslösung für
ein beliebiges Element kann mit einem Polynom der Form

ūe (x) = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cnx

n (2.68)

angegeben werden. Die Bestimmung der Koeffizienten ci erfolgt über die Knoten-
variablen des Elements. Dabei ist zu beachten, dass beim Übergang zweier Elemente
Kontinuitätsanforderungen zu erfüllen sind. Dies kann je nach Ordnung des zu lösenden
Randwertproblems die Werte der Näherungslösung selbst als auch deren Ableitungen
betreffen. Unter Beachtung dessen führt Gleichung (2.68) auf

ūe (x) =
n∑
i=1

Uei (x) ũei = ~Ue · ~̃ue, (2.69)

wobei ũei die Knotenvariablen und Uei (x) die zugehörigen Formfunktionen kennzeich-
nen [103]. Wie angegeben wird für die FEM typischerweise die vektorielle Notation
genutzt. Die mit ~Ue zusammengefassten Formfunktionen zeichnen sich dadurch aus,
dass sie nur in dem jeweiligen Elementgebiet ungleich null sind. Es liegt somit ein Aus-
druck vor, der dem Ritz-Ansatz aus Gleichung (2.65) formal sehr ähnlich ist.
Anschließend resultiert die Gesamtverschiebung aus der Assemblierung der einzelnen
Elementbeiträge. Auf den Zusammenbau der globalen Matrizen und Vektoren wird im
späteren Verlauf der Arbeit anhand der Anwendungsbeispiele genauer eingegangen. Die
Implementierung der Randbedingungen erfolgt ähnlich zu dem Verfahren der finiten
Differenzen. Hierfür werden in dem entstehenden FE-Gleichungssystem die Verschie-
bungen (und Verrückungen) der jeweiligen Knoten vorgegeben.

Die beschriebenen Methoden beschränken sich nicht nur auf eindimensionale Proble-
me, sondern lassen sich auch auf Probleme mit mehreren Dimensionen anwenden.
Liegt ferner ein Anfangsrandwertproblem zugrunde, kann der Ritz-Ansatz mit dem
Bernoullischen Produktansatz kombiniert werden. Letzterer sieht vor, dass sich die
Lösung als Produkt einer Zeit- sowie Ortsfunktion angeben lässt. Infolgedessen wird
Gleichung (2.65) wie folgt

ū (x, t) =
n∑
i=1

Ui (x) ũi(t) (2.70)
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angepasst, worin die Koeffizienten ũi(t) zeitabhängige Größen darstellen. Diese Erwei-
terung wird auch als gemischter Ritz-Ansatz bezeichnet.

2.5. Stochastische Grundbegriffe

Für die spätere Modellierung der Unwucht des Werkzeugschaftes wird ein stochasti-
scher Ansatz verwendet. Zu diesem Zweck werden nachfolgend die dafür erforderlichen
Grundbegriffe erläutert. Die Angaben beziehen sich dabei auf [8], [38] und [109].
Begonnen wird mit dem Begriff des zufälligen Versuches, welcher in der Stochastik
einen beliebig oft wiederholbaren Vorgang mit unbekanntem Ausgang beschreibt. Die
Menge aller möglichen Ausgänge sei mit Λ gegeben, worin eine zugehörige Teilmenge
als zufälliges Ereignis Ai bezeichnet wird. Die Kolmogorovschen Axiome legen an
dieser Stelle den Begriff der Wahrscheinlichkeit fest:

• Jedem zufälligen Ereignis lässt sich eine Wahrscheinlichkeit 0 ≤ P(Ai) ≤ 1 zu-
ordnen.

• Die Wahrscheinlichkeit aller möglichen Ausgänge beträgt P(Λ) = 1.

• Für die Wahrscheinlichkeit bei der Vereinigung zweier zufälliger Ereignisse gilt
allgemein P(A1 ∪A2) = P(A1) + P(A2)−P(A1 ∩A2). Letzterer Anteil erübrigt
sich, falls die beiden Ereignisse unvereinbar sind und für deren Durchschnitt
P(A1 ∩ A2) = 0 gilt.

Zufallsvariable

Die Beschreibung eines zufälligen Versuchs kann anhand einer Zufallsvariablen S : Λ→
R erfolgen (mit der Menge der reellen Zahlen R). Deren Verteilung F (S) nimmt eine
besondere Stellung ein, wobei zwischen diskreten und stetigen Varianten unterschieden
werden kann. Für diese Arbeit spielen lediglich Letztere eine Rolle, sodass für die
Verteilungsfunktion einer Zufallsgröße

F (S) =
S∫

−∞

f(S̄) dS̄ (2.71)

gilt. Die Auswertung der Verteilungsfunktion liefert F (S) = P(S < S̄), währenddessen
die zugehörige Dichtefunktion f(S) die Berechnungsgrundlage bildet. Darauf aufbau-
end lassen sich verschiedene Kenngrößen ableiten. Eine Auswahl derer sei mit dem
Erwartungswert

E(S) =
+∞∫
−∞

[S · f(S)]dS, (2.72)
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der Varianz

Var(S) = E [S − E(S)]2 =
+∞∫
−∞

{
[S − E(S)]2 f(S)

}
dS, (2.73)

der Standardabweichung
σ(S) =

√
Var(S) (2.74)

und der Kovarianz

Cov(S1, S2) = E [(S1 − E(S1))(S2 − E(S2))]

=
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

{
[S1 − E(S1)] [S2 − E(S2)] f(S1, S2)

}
dS1 dS2

(2.75)

gegeben. Mit dem zuletzt genannten Maß kann die Abhängigkeit (bzw. Korrelation) von
zwei unterschiedlichen Zufallsvariablen bestimmt werden. Für den Fall unkorrelierter
Zufallsvariablen gilt Cov(S1, S2) = 0.

Als konkretes Beispiel einer stetigen Verteilungsfunktion ist die Gauss- bzw. Normal-
verteilung zu nennen. Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sei mit

f(S) = 1√
2πσ(S)

e
− [S−E(S)]2

2σ2(S) mit S ∈ R (2.76)

angegeben. Für den Fall einer Standardnormalverteilung (Var(S) = σ2(S) = 1,
E(S) = 0) sind in Abbildung 2.4 die Dichte- sowie Verteilungsfunktion dargestellt.

-5 0 5
S

0

0,2

0,4

f
(S

)

-5 0 5
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0

0,5

1

F
(S

)

Abb. 2.4.: Wahrscheinlichkeitsfunktionen der Standardnormalverteilung.

Stochastischer Prozess

Ist die Zufallsvariable von einer deterministischen Größe abhängig, so wird der Be-
griff des stochastischen Prozesses verwendet. In diesem Fall gilt beispielsweise S(t) mit
t ∈ T , wobei T die Parametermenge festlegt. Typischerweise liegt eine Abhängigkeit
von der Zeit und/oder dem Ort vor. Infolgedessen ergeben sich auch die mit den Glei-
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chungen (2.72) bis (2.75) definierten Kennwerte zu Funktionen des- bzw. derselben
Parameter.

Im Speziellen wird hier auf den Wiener-Prozess W(t) mit t ∈ [0,∞) eingegangen,
welcher der Markov-Eigenschaft genügt. Diese besagt, dass zur Beschreibung der Zu-
kunft eines stochastischen Systems nur der aktuelle Zustand zum Zeitpunkt t = t0

relevant ist. Die Vergangenheit und die dazugehörigen Zustände mit t < t0 haben kei-
nen Einfluss auf zukünftige Entwicklungen. Darüber hinaus ist der Prozess stationär
und damit invariant gegenüber einer Verschiebung des Arguments t.
Anwendung findet der Wiener-Prozess z. B. zur Modellierung der Brownschen Be-
wegung eines Teilchens in flüssiger oder gasförmiger Umgebung. Dem Teilchen wird zu
jedem Zeitpunkt eine Position zugeteilt. Die Lageänderungen ergeben sich durch die
Zuwächse der Zufallsgrößen W(ti+1) −W(ti), welche unabhängig sind. Die Geschwin-
digkeit ist dabei stets Null. Infolgedessen kann die Ableitung des Wiener-Prozesses
im klassischen Sinne nicht gebildet werden, jedoch im Sinne der Distributionstheorie.
Hierfür wird W(t) als stochastischer Prozess betrachtet, dessen Ableitung ebenfalls ein
stochastischer Prozess ist. Damit kann

Ẇ(t) = w(t) bzw. W(t) =
t∫

0

w(t̄) dt̄ (2.77)

geschrieben werden. Hierin kennzeichnet w(t) das weiße Rauschen, genauer gesagt han-
delt es sich um das Gausssche weiße Rauschen. Dieses zeichnet sich durch einen ver-
schwindenden Erwartungswert E [w(t)] = 0 und normalverteilte sowie unkorrelierte
Zufallsgrößen w aus. Letzteres führt auf eine Kovarianzfunktion (auch Autokovarianz-
funktion genannt)

Cov
[
w(t̄),w(t̄+ t)

]
= E

[(
w(t̄)− E(w(t̄))︸ ︷︷ ︸

=0

)(
w(t̄+ t)− E(w(t̄+ t))︸ ︷︷ ︸

=0

)]

= E
[
w(t̄)w(t̄+ t)

]
= δ (t)

(2.78)

mit der Dirac-Funktion

δ (t) =

∞ , für t = 0

0 , für t 6= 0
. (2.79)

Das zugehörige Leistungsdichtespektrum ergibt sich aus der Fourier-Transformation
von Gleichung (2.78) und nimmt mit

S (ω) =
+∞∫
−∞

{
Cov

[
w(t̄)w(t̄+ t)

]
e−i ω t

}
dt =

+∞∫
−∞

{
δ(t)e−i ω t

}
dt = const. (2.80)

einen konstanten Wert an. Folglich enthält das weiße Rauschen sämtliche Frequenzen
(bzw. Kreisfrequenzen) mit gleichbleibender Intensität.
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3. Balkenmodelle

In diesem Kapitel wird ein lang kragendes Fräswerkzeug mit Hohlschaft als Balken
modelliert. Ausgangspunkt für die nachfolgenden Betrachtungen ist das mechanische
Modell, wie es in Abbildung 3.1a) dargestellt ist. Konkret besteht der Fräser aus einem
kreisringförmigen Schaft (Länge L, Außenradius RSa, Innenradius RSi, Querschnitts-
fläche AS, Flächenträgheitsmoment I, Elastizitätsmodul E, Dichte ρS), einem Schneid-
teil (Masse m) und einer Ausgleichsmasse (Außenradius RAa, Innenradius RAi, Quer-
schnittsfläche AA, Dichte ρA). Letztere wird als fließfähiges Medium (Granulat oder
Flüssigkeit) angenommen, sodass sie sich bei Rotation ebenfalls kreisringförmig an der
Schaftinnenseite verteilt. Das System dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit Ω, wo-
bei die Werkzeughalterung und die Spindel nicht berücksichtigt werden.
Abbildung 3.1b) dient der näheren Beschreibung der Kinematik des Werkzeugschaftes.
Hierfür wird angenommen, dass die Rotations- und Schaftachse parallel verschoben

x2
y2z2

PS1

Ω t

ψ0

ψ1

x0, x1 y0

y1
z0

z1

e0

µ

a) b)

x0,
x1

z1 y1
y0

z0

Z

Y

Ω

L

Schneidteil:m

Werkzeugschaft:
ρS, AS, E, I

PS0

X

RSa

RSi = RAa

Ω t

RAi

ρA, AA

Ausgleichsm.:

x2

y2z2

x2

Abb. 3.1.: Mechanisches Modell eines Fräsers mit lang kragendem Schaft. a) Anord-
nung des Werkzeugschaftes und der Rotationsachse (Spindelachse). b) De-
taildarstellung zur Bestimmung der Kinematik des Schaftes einschließlich
der über die Schaftlänge verteilten Unwucht µ.
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angeordnet sind. Diese Parallelverschiebung wird durch die Exzentrizität e0 und den
Winkel ψ0 beschrieben. Darüber hinaus wird eine verteilte Unwucht µ(X) am äußeren
Rand berücksichtigt, deren Winkelposition über ψ1(X) gegeben ist. Die dadurch her-
vorgerufene Exzentrizität bzgl. der Schaftachse wird mit e1 (X) definiert. Außerdem
soll das Modell die Möglichkeit bieten, dass auch die Schneidteilmasse eine gegenüber
der Schaftachse unabhängige Exzentrizität besitzt. Diese wird über die Größen e2 und
ψ2 angegeben.
Zur Beschreibung der Deformation des Schaftes wird zunächst die Euler-Bernoulli-
Balkentheorie verwendet, bei welcher der Schaft als einparametriges Strukturmodell
abgebildet wird. Die damit einhergehenden Annahmen lauten nach [72]:

• Der Balken besitzt eine neutrale Faser, welche bei ausschließlicher Biegebean-
spruchung weder gedehnt noch gestaucht wird. Diese Faser befindet sich im geo-
metrischen Schwerpunkt des Querschnittes.

• Die Balkenquerschnitte bleiben während der Deformation eben.

• Balkenquerschnitte, die im undeformierten Zustand senkrecht zur neutralen Faser
stehen, behalten diese Orthogonalität auch während der Deformation bei.

• Durch Querkontraktion hervorgerufene Verformungen innerhalb der Querschnitts-
ebene werden ausgeschlossen.

Diese Annahmen haben zur Folge, dass die Bewegung des Balkens mit den
Verschiebungsfunktionen der neutralen Faser u (X, t), v (X, t) und w (X, t) sowie dem
Torsionswinkel φ (X, t) beschrieben werden kann. Darin kennzeichnet X die
Lagrange-Koordinate in Längsrichtung (vgl. Abbildung 3.1). Die Verschiebung eines
beliebigen Teilchens außerhalb der neutralen Faser PS0 → PS1 wird im anschließenden
Unterkapitel beschrieben.

3.1. Verformungskinematik des Balkens

Zur Beschreibung der Verformungskinematik ist in Abbildung 3.2 die Verformung des
Schaftes detailliert dargestellt. Für unterschiedliche Ansichten sind jeweils ein Aus-
schnitt des Schaftes in der Referenz- und Momentankonfiguration abgebildet. In der
undeformierten Referenzkonfiguration lautet der Ortsvektor zu einem beliebigen ma-
teriellen Teilchen des Schaftes im Punkt PS0

(2)~rPS0 =


X

Y

Z

 . (3.1)
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Abb. 3.2.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens außerhalb der
Schaftachse während der Deformation. a) Torsion in der y2z2-Ebene.
b) Verschiebungen in der x2z2-Ebene. c) Verschiebungen in der x2y2-Ebene.

Im deformierten Zustand wird die Lage desselben materiellen Teilchens im Punkt PS1

mit dem Ortsvektor

(2)~rPS1 =


X + u− Y sin (ϕ3) + Z sin (ϕ2)

Y + v − Z sin (ϕ1)
Z + w + Y sin (ϕ1)

 (3.2)

beschrieben. Darin lassen sich die beiden Biegewinkel, unter Beachtung der Euler-
Bernoulli-Theorie, mit ϕ2 = −w,X sowie ϕ3 = v,X angeben. Wird zusätzlich für den
Torsionswinkel vereinfachend ϕ1 = φ geschrieben und die Sinusfunktionen linearisiert,
so ergibt sich

(2)~rPS1 ≈


X + u− Y v,X − Zw,X

Y + v − Zφ
Z + w + Y φ

 . (3.3)

Beide Vektoren (2)~rPS0 sowie (2)~rPS1 sind im körperfesten x2y2z2-Koordinatensystem
angegeben. Unter Verwendung der beiden Rotationsmatrizen

01R =


1 0 0
0 cos (Ωt+ ψ0) − sin (Ωt+ ψ0)
0 sin (Ωt+ ψ0) cos (Ωt+ ψ0)

 (3.4a)

und

02R =


1 0 0
0 cos (Ωt) − sin (Ωt)
0 sin (Ωt) cos (Ωt)

 (3.4b)
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ergibt sich der Ortsvektor ~rPS1 im Inertialsystem zu

(0)~rPS1 = (0)~r01︸ ︷︷ ︸
=~0

+01R · (1)~r12 +02 R · (2)~rPS1

=


X + u− Y v,X − Zw,X

e0 cos (Ωt+ ψ0)− (Z + w + Y φ) sin (Ωt) + (Y + v − Zφ) cos (Ωt)
e0 sin (Ωt+ ψ0) + (Z + w + Y φ) cos (Ωt) + (Y + v − Zφ) sin (Ωt)

 .
(3.5)

Die daraus resultierende Geschwindigkeit eines beliebigen materiellen Teilchens lautet

(0)~vPS1 =(0)~vS = (0)~̇rPS1

= {u,t − Y v,Xt − Zw,Xt}~ex0

+
{
− e0Ω sin(Ωt+ ψ0)− cos(Ωt)

[
− v,t + Ωw + Y Ωφ+ Z(φ,t + Ω)

]
− sin(Ωt)

[
Ωv + w,t + Y (φ,t + Ω)− ΩZφ

]}
~ey0

+
{

+ e0Ω cos(Ωt+ ψ0)− sin(Ωt)
[
− v,t + Ωw + Y Ωφ+ Z(φ,t + Ω)

]
+ cos(Ωt)

[
Ωv + w,t + Y (φ,t + Ω)− ΩZφ

]}
~ez0 .

(3.6)

Unter Verwendung des Vektors (3.3) ergibt sich der Deformationsgradient (vgl. Glei-
chung (2.4)) zu

F =


1 + u,X − Y v,XX − Zw,XX −v,X −w,X

v,X − Zφ,X 1 −φ
w,X + Y φ,X φ 1

 . (3.7)

Die Auswertung des Deformationsgradienten kann auch mit dem Vektor (3.5) erfol-
gen. Die Winkelfunktionen entfallen mit Berechnung des rechten Cauchy-Green-
Deformationstensors nach Gleichung (2.7) und sind damit auch in den Verzerrungen
(Gleichung (2.9)) nicht mehr enthalten. Die resultierenden Verzerrungskoordinaten lau-
ten

ε11 = 1
2

[(
u,X − Y v,XX − Zw,XX + 1

)2
+
(
v,X − Zφ,X

)2
+
(
w,X + Y φ,X

)2
− 1

]
,

ε12 = ε21 = 1
2

[
v,X

(
− u,X + Y v,XX + Zw,XX

)
+ φw,X + φ,X(Y φ− Z)

]
,

ε13 = ε31 = 1
2

[
w,X

(
− u,X + Y v,XX + Zw,XX

)
+ φ

(
Zφ,X − v,X

)
+ Y φ,X

]
.

(3.8)
Zur Angabe der verbleibenden Koordinaten des Verzerrungstensors werden die Span-
nungen an den freien Oberflächen des Schaftes

τ22 = τ33 = τ23 = τ32 = 0 (3.9)
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betrachtet. Aus dem Hookeschen Gesetz nach Gleichung (2.20) folgt

ε22 = ε33 = −νε11,

ε23 = ε32 = 0.
(3.10)

Die Verzerrungen in Normalenrichtung ε22 und ε33 können als freie Einschnürung des
Querschnittes unter Zugbeanspruchung interpretiert werden. Umgekehrt kommt es bei
einer Druckbeanspruchung zu einer Querschnittsaufweitung. Dies verstößt jedoch ge-
gen die Bernoullische Annahme, dass es innerhalb einer Querschnittsebene keine
Verformung infolge von Querkontraktion gibt. Letzteres kann jedoch mit der Querkon-
traktionszahl ν = 0 sichergestellt werden (vgl. [12], [18], [118]).

3.2. Variationsformulierung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Variationsformulierung mit Hilfe des Prinzips von
Hamilton herzuleiten. Dafür sind zunächst Ausdrücke für die kinetische und poten-
tielle Energie sowie für die virtuelle Arbeit der potentiallosen Kräfte und Momente
notwendig.
Ausgangspunkt für die kinetische Energie sind die Geschwindigkeitsvektoren für ein be-
liebiges materielles Teilchen, Ausgleichsmasse, Unwucht und Schneidteil. Für die drei
Letzteren wird Gleichung (3.6) angepasst, sodass

(0)~vA = (0)~vS

∣∣∣∣∣Y=Z=0
u=u,t=0

, (0)~vµ = (0)~vS

∣∣∣∣∣Y=RSa cos (ψ1)
Z=RSa sin (ψ1)

und (0)~vm = (0)~vS

∣∣∣∣∣ X=L
Y=Z=0
e0=e2
ψ0=ψ2

(3.11)

gilt. Während (0)~vµ wie die verteilte Unwuchtmasse von der Längskoordinate X abhän-
gig ist, gilt (0)~vm ausschließlich an der Stelle X = L. Mit den Geschwindigkeiten ergibt
sich die kinetische Energie zu

Ekin = ρS

2

L∫
0

∫
AS

(0)~v
2
S dĀS dX

︸ ︷︷ ︸
=Ekin1

+ ρA

2

L∫
0

∫
AA

(0)~v
2
A dĀA dX

︸ ︷︷ ︸
=Ekin2

+ 1
2

L∫
0

µ (0)~v
2
µ
dX

︸ ︷︷ ︸
=Ekin3

+ m

2 (0)
~v2

m

︸ ︷︷ ︸
=Ekin4

.

(3.12)
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Diese setzt sich aus den vier folgenden Anteilen für den bewegten Werkzeugschaft Ekin1,
die Ausgleichsmasse Ekin2, die Unwucht Ekin3 und das Schneidteil Ekin4 zusammen:

Ekin1 = ρS

2

L∫
0

{
AS

[
u2
,t + v2

,t + w2
,t + 2Ω(vw,t − v,tw) + Ω2

(
e2

0 + v2 + w2
)

+ 2e0Ω
(

cos(ψ0)(vΩ + w,t) + sin(ψ0)(wΩ− v,t)
)]

+ I
[
v2
,Xt + w2

,Xt + 2
(
Ω2
(
φ2 + 1

)
+ φ2

,t + 2Ωφ,t
)]}

dX,

(3.13)

Ekin2 = ρA

2 AA

L∫
0

{(
Ωw − v,t

)(
− v,t + Ωw + 2e0Ω sin(ψ0)

)
+ 2Ωv

(
w,t + e0Ω cos(ψ0)

)

+ 2Ωe0 cos(ψ0)w,t + w2
,t + Ω2(e2

0 + v2)
}
dX,

(3.14)

Ekin3 = µ

2

L∫
0

{[
−RSa

(
(φ,t + Ω) sin(Ωt+ ψ1) + Ωφ cos(Ωt+ ψ1)

)
+ cos(Ωt)v,t

− Ω sin(Ωt)v − sin(Ωt)w,t − Ω cos(Ωt)w − e0Ω sin(Ωt+ ψ0)
]2

+
[
RSa

(
(φ,t + Ω) cos(Ωt+ ψ1)− Ωφ sin(Ωt+ ψ1)

)
+ sin(Ωt)v,t

+ Ω cos(Ωt)v + cos(Ωt)w,t − Ω sin(Ωt)w + e0Ω cos(Ωt+ ψ0)
]2

+
[
u,t −RSa

(
cos(ψ1)v,Xt + sin(ψ1)w,Xt

)]2}
dX,

(3.15)

Ekin4 = m

2

{
u2
,t + v2

,t + w2
,t + 2Ω

[
vw,t − wv,t − e2v,t sin(ψ2) + e2w,t cos(ψ2)

]

+ Ω2
[
v2 + w2 + e2

2 + 2ve2 cos(ψ2) + 2we2 sin(ψ2)
]}∣∣∣∣∣

X=L
.

(3.16)
Durch Auswertung des Flächenintegrals ergeben sich die Querschnittsgrößen

AS = π
(
R2

Sa −R2
Si

)
, (3.17a)

AA = π
(
R2

Aa −R2
Ai

)
, (3.17b)

I = π

4
(
R4

Sa −R4
Si

)
. (3.17c)
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Für das polare Flächenträgheitsmoment sowie das Torsionsträgheitsmoment gilt im
Fall von Kreis- bzw. Kreisringquerschnitten IP = IT = 2I.

Im nächsten Schritt wird die potentielle Energie aufgrund der elastischen Deformation
im Schaft angegeben. Hierfür wird die Verformungsenergiedichte nach Gleichung (2.17)
benötigt, die sich mit den bereits bekannten Spannungen infolge des Hookeschen Ge-
setzes (Gleichung (2.20)) und den Verzerrungen (Gleichung (3.8) ff.) berechnen lässt.
Letztere werden jedoch nicht vollumfänglich verwendet, sondern in reduzierter Form.
Zum einen werden für ε11 nichtlineare Terme vernachlässigt, welche den Torsionswin-
kel φ oder dessen partielle Ableitungen enthalten. Zum anderen werden für ε12 und
ε13 ausschließlich lineare Terme berücksichtigt. Folglich lauten die reduzierten Verzer-
rungsmaße

ε11 = u,X − Y v,XX − Zw,XX +
u2
,X

2 +
v2
,X

2 +
w2
,X

2 − Y u,Xv,XX − Zu,Xw,XX

+ Y Zv,XXw,XX ,

ε12 = ε21 = −Z2 φ,X ,

ε13 = ε31 = Y

2 φ,X .

(3.18)

Mit den genannten Vereinfachungen wird eine nichtlineare Kopplung der translatori-
schen Verschiebungsfunktionen mit dem Torsionswinkel unterbunden. Je nach Anwen-
dung sind auch weitere Vereinfachungen denkbar, um den Umfang der potentiellen
Energie und den folgenden Gleichungen zu verringern. So wird z. B. in [67], für die
Modellierung eines bewegten Sägedrahtes, auf nichtlineare Anteile im Zusammenhang
mit der Längsverschiebung u verzichtet.

Mit den vorangegangenen Überlegungen lässt sich das elastische Potential mit

Epot =1
2

∫
VS

(ε · ·τ) dV̄S = E

2

L∫
0

∫
AS

[
ε211 + 2

ν + 1
(
ε212 + ε213

)]
dĀS dX

= E

2

L∫
0

{
AS

4

[
u,X

(
u,X + 2

)
+ v2

,X + w2
,X

]2

+ I

ν + 1

[
(ν + 1)

(
u,X + 1

)2(
v2
,XX + w2

,XX

)
+ φ2

,X

]}
dX

(3.19)

angeben (vgl. [118]). Das axiale Flächenmoment vierter Ordnung tritt ausschließlich
in Verbindung mit biquadratischen Ausdrücken der Funktion φ,X auf. Jedoch werden
diese Anteile mit den vorangegangenen Vereinfachungen bezüglich der Verzerrungen
vernachlässigt.

Anschließend werden die Variationen der energetischen Ausdrücke gebildet. Im Spezi-
ellen ergeben sich für die einzelnen Anteile der kinetischen Energie
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δEkin1 = ρS

L∫
0

{
− ASu,ttδu+ AS

[
e0Ω2 cos(ψ0) + Ω(vΩ + 2w,t)− v,tt

]
δv

− Iv,Xttδv,X + AS

[
e0Ω2 sin(ψ0) + Ω(wΩ− 2v,t)− w,tt

]
δw

− Iw,Xttδw,X − 2I
(
φ,tt − Ω2φ

)
δφ

}
dX,

(3.20)

δEkin2 = ρAAA

L∫
0

{[
e0Ω2 cos(ψ0) + Ω(vΩ + 2w,t)− v,tt

]
δv

+
[
e0Ω2 sin(ψ0) + Ω(wΩ− 2v,t)− w,tt

]
δw

}
dX,

(3.21)

δEkin3 = µ

L∫
0

{[
RSav,Xtt cos(ψ1) + RSaw,Xtt sin(ψ1)− u,tt

]
δu

+
[
vΩ2 + e0Ω2 cos(ψ0) + RSa sin(ψ1)

(
φ,tt − Ω2φ

)
+RSaΩ cos(ψ1)(Ω + 2φ,t) + 2w,tΩ− v,tt

]
δv

+RSa cos(ψ1)
[
u,tt −RSa

(
v,Xtt cos(ψ1) + w,Xtt sin(ψ1)

)]
δv,X

+
[
wΩ2 + e0Ω2 sin(ψ0) + RSa cos(ψ1)

(
Ω2φ− φ,tt

)
+RSaΩ sin(ψ1)(Ω + 2φ,t)− 2v,tΩ− w,tt

]
δw

+RSa sin(ψ1)
[
u,tt −RSa

(
v,Xtt cos(ψ1) + w,Xtt sin(ψ1)

)]
δw,X

+RSa

[
RSa(Ω2φ− φ,tt) + sin(ψ1)

(
v,tt − Ω(vΩ + 2w,t)

)
− cos(ψ1)(Ω(2v,t − wΩ) + w,tt) + e0Ω2 sin(ψ0 − ψ1)

]
δφ

}
dX,

(3.22)

δEkin4 = m

{
− u,ttδu+

[
e2Ω2 cos(ψ2) + Ω(vΩ + 2w,t)− v,tt

]
δv

+
[
e2Ω2 sin(ψ2) + Ω(wΩ− 2v,t)− w,tt

]
δw

}∣∣∣∣∣
X=L

(3.23)
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und für die variierte potentielle Energie

δEpot = E

2

L∫
0

{
(u,X + 1)

[
AS
(
u,X(u,X + 2) + v2

,X + w2
,X

)
+ 2I

(
v2
,XX + w2

,XX

)]
δu,X

+
[
ASv,X

(
u,X(u,X + 2) + v2

,X + w2
,X

)]
δv,X + 2I(u,X + 1)2v,XXδv,XX

+
[
ASw,X

(
u,X(u,X + 2) + v2

,X + w2
,X

)]
δw,X + 2I(u,X + 1)2w,XXδw,XX

+ 2I
ν + 1φ,Xδφ,X

}
dX.

(3.24)
In den Gleichungen (3.20) bis (3.23) sind bereits die variierten Verschiebungsfunktio-
nen, welche Zeitableitung enthalten, mittels Produktintegration umgeschrieben. Für
die Funktion δv und deren Ableitungen sei beispielsweise

t1∫
t0

fδv,tdt = [fδv]t1t0︸ ︷︷ ︸
=0

−
t1∫
t0

f,tδvdt,

t1∫
t0

fδv,Xtdt = [fδv,X ]t1t0︸ ︷︷ ︸
=0

−
t1∫
t0

f,tδv,Xdt
(3.25)

mit einer beliebigen von der Zeit t abhängigen Funktion f angegeben.

Die virtuelle Arbeit der potentiallosen Schnittreaktionen lautet

δWc = Fcxδu
∣∣∣
X=L

+ Fcyδv
∣∣∣
X=L

+ Fczδw
∣∣∣
X=L

+Mc δφ
∣∣∣
X=L

. (3.26)

Darin kennzeichnen Fcx, Fcy und Fcz die Schnittkräfte in Richtung des mitdrehenden
x2y2z2-Koordinatensystems aus Abbildung 3.1. Das Schnittmoment Mc wirkt um die
z2-Achse.

Werden die vorangegangenen Ausdrücke in das Prinzip von Hamilton nach Glei-
chung (2.25) eingesetzt, so lautet die vollständige Variationsformulierung

t1∫
t0

{
δEkin1 + δEkin2 + δEkin3 + δEkin4 − δEpot + δWc

}
dt = 0. (3.27)

Da die später beschriebenen Lösungsmethoden direkt auf die Variationsformulierung
angewendet werden, ist eine Weiterverarbeitung zur Generierung der Feld- bzw. Be-
wegungsgleichungen nicht erforderlich. Dennoch werden für eine geometrisch lineare
Betrachtung die resultierenden Gleichungen in Anhang A aufgeführt.
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3.3. Modellierung der Unwucht

Die Exzentrizitäten infolge des Fluchtungsfehlers von Schaft und Schneidteil werden
vollständig durch die Konstanten e0, ψ0 sowie e2, ψ2 beschrieben. Ortsabhängige Abwei-
chungen des Schaftschwerpunktes, z. B. hervorgerufen durch Materialinhomogenitäten,
werden mit den beiden Funktionen e1 (X) und ψ1 (X) angegeben.
Die Exzentrizität soll im Bereich |e1 (X) | ≤ e1max liegen und lässt sich auf die ebenfalls
ortsabhängige Unwuchtmasse µ (X) zurückführen. Der Zusammenhang zwischen den
beiden Größen ist mit

µ (X) = e1 (X)
RSa − e1 (X)ρSAS (3.28)

gegeben. Es sei daran erinnert, dass sich die Unwuchtmasse nach Abbildung 3.1 am
Außenrand des Schaftes befindet und die Maßeinheit kg/m besitzt. Die Verteilungs-
dichtefunktion in Abhängigkeit der dimensionslosen Schaftexzentrizität e1rel = e1/e1max

wird mit Hilfe eines Polynoms vierten Grades

f (e1rel) =

c0 + c1e1rel + c2e
2
1rel + c3e

3
1rel + c4e

4
1rel, |e1rel| ≤ 1

0, |e1rel| > 1
(3.29)

abgebildet. Die darin enthaltenen fünf Konstanten werden über die Forderungen

f(e1rel = −1) ≡ 0, f(e1rel = +1) ≡ 0,

∂f(e1rel)
∂e1rel

∣∣∣∣∣
e1rel=−1

≡ 0, ∂f(e1rel)
∂e1rel

∣∣∣∣∣
e1rel=+1

≡ 0,
+1∫
−1

f(e1rel) de1rel ≡ 1
(3.30)

bestimmt. Folglich gilt für die Verteilungsdichte- und die daraus resultierende Vertei-
lungsfunktion

f (e1rel) =


15
16 (1− 2e2

1rel + e4
1rel) , |e1rel| ≤ 1

0, |e1rel| > 1
, (3.31a)

F (e1rel) =


0, e1rel < −1
e1rel∫
−∞

f (ē1rel) dē1rel = 1
16 (8 + 15e1rel − 10e3

1rel + 3e5
1rel) , |e1rel| ≤ 1

1, e1rel > 1

.

(3.31b)

Beide Funktionen werden in Abbildung 3.3 graphisch dargestellt.

Mit den Gleichungen (2.72) bis (2.74) ergibt sich der Erwartungswert zu E(e1) = 0,
die Varianz zu Var(e1) = e2

1max/7 und die Standardabweichung zu σ(e1) = e1max/
√

7.
Für die Winkellage ψ1 wird eine Gleichverteilung im Bereich 0 ≤ ψ1 (X) ≤ 2π mit
E(ψ1) = π, Var(ψ1) = π2/3 und σ(ψ1) = π/

√
3 gefordert.
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Abb. 3.3.: Verteilungsdichte- und Verteilungsfunktion für die dimensionslose Schaf-
texzentrizität.

Weiterhin ist davon auszugehen, dass die Exzentrizitäten von zwei benachbarten Quer-
schnitten nicht unabhängig voneinander sind. Abbildung 3.4 verdeutlicht die Abhän-
gigkeit für zwei aufeinander folgende Querschnitte ni und ni+1 mit dem inkrementellen
Abstand ∆X. Die Positionen der zu den Querschnitten gehörenden Schwerpunkte sind
mit e1,i, ψ1,i sowie e1,i+1, ψ1,i+1 gegeben.

∆X

ni
ni+1

ψ1,i

ψ1,i+1

e1,i

e1,i+1

Abb. 3.4.: Darstellung zur Abhängigkeit der Exzentrizität von zwei aufeinander fol-
genden Querschnitten mit dem inkrementellen Abstand ∆X.

Analog zu [96] wird für die Modellierung der Schaftexzentrizität sowie deren Winkel-
lage ein Ansatz nach Wedig und Dimentberg gewählt, der die vorangegangenen
Eigenschaften berücksichtigt. Hierzu werden beide Größen als Winkelprozess

ζe1 = ζe10 + ωWD X + σWD

X∫
0

[
W,X̄(X̄)

]
dX̄,

ζψ1 = ζψ10 + ωWD X + σWD

X∫
0

[
W,X̄(X̄)

]
dX̄

(3.32)

abgebildet [119], [120], [121]. Darin charakterisieren ζe10 sowie ζψ10 die Startwinkel, ωWD

die Prozesswinkelgeschwindigkeit, σWD die Prozessintensität und W den
Wiener-Prozess. Bei den Startwinkeln handelt es sich um gleichverteilte Werte im
Bereich 0 ≤ ζe10, ζψ10 ≤ 2π. Mit der Prozesswinkelgeschwindigkeit wird ein linearer
Verlauf vorgegeben, von welchem die Realisierungen zufällig abweichen. Die Prozessin-
tensität gibt dabei die Größe der Abweichungen an.
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Für die Generierung der beiden Winkelprozesse werden zwei unterschiedliche Reali-
sierungen des Wiener-Prozesses und der Startwerte verwendet. Die Prozesswinkel-
geschwindigkeit und -intensität stimmen jedoch überein. Die Winkelprozesse werden
im Anschluss mit

g1e1 = cos (ζe1), g1ψ1 = cos (ζψ1),
⇓ ⇓

g2e1 = 1
π

arccos (g1e1), g2ψ1 = 1
π

arccos (g1ψ1),

⇓ ⇓

g3e1 = F−1 (g2e1) , ψ1 = ψ1max · g2ψ1 ,

⇓

e1 = e1max · g3e1

(3.33)

transformiert, damit die gewünschten Verteilungen entstehen. In Abbildung 3.5 werden
die einzelnen Schritte dargestellt.

Mit Hinsicht auf ωWD und σWD werden bewusst hohe Werte gewählt, um die sto-
chastische Verteilung anhand jeweils einer Realisierung aufzeigen zu können. Das obe-
re Diagramm zeigt die generierten Winkelprozesse für zwei beliebige und unabhängi-
ge Realisierungen. Im Anschluss werden jeweils die Cosinusargumente berechnet, um
den Wertebereich auf −1 ≤ g1e1 , g1ψ1 ≤ 1 zu begrenzen (vgl. [56]). Dabei erweist
sich die resultierende Verteilungsdichte (Badewannenform) als ungeeignet. Durch die
anschließende Transformation mit Hilfe der Umkehrfunktion (Arkuscosinus) können
gleichverteilte Zufallsgrößen mit ebenfalls begrenztem Wertebereich 0 ≤ g2e1 , g2ψ1 ≤ 1
bereitgestellt werden. Um den Winkel ψ1 zu erhalten, wird g2ψ1 mit dem konstanten
Faktor ψ1max = 2π multipliziert. Für die gewünschte Verteilung von e1 wird die Inver-
sionsmethode genutzt, welche die Transformation mit der inversen Verteilungsfunktion
F−1(e1rel) nach Gleichung (3.31b) vorsieht [57]. Daraufhin erfolgt erneut die Multipli-
kation mit dem konstanten Faktor e1max.
Zum Abschluss zeigt Abbildung 3.6 eine beispielhafte Realisierung der dimensionslosen
Schaftexzentrizität. Hierfür werden mit ωWD = 2π rad

m , σWD = π
2

rad
m und L = 0, 27m

Werte verwendet, die auch in späteren Simulationen Anwendung finden.
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Abb. 3.5.: Beispielhafte Realisierung einer Unwucht (e1 (X), ψ1 (X)) für die Parame-
ter: ωWD = 1000 rad

m , σWD = 100 rad
m , L = 1m, ∆X = L

1000 .
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Abb. 3.6.: Dreidimensionale Darstellung der dimensionslosen Schaftexzentrizität für
eine beispielhafte Realisierung [97]. Verwendete Parameter: ωWD = 2π rad

m ,
σWD = π

2
rad
m , L = 0, 27m, ∆X = L

1000 .
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3.4. Globale Diskretisierung

Für die Verschiebungsfunktionen u(X, t), v(X, t), w(X, t) und φ(X, t) werden die ge-
mischten Ritz-Ansätze

u (X, t) ≈ ū (X, t) =
A∑
a=1

Ua (X) ũa (t) , v (X, t) ≈ v̄ (X, t) =
B∑
b=1

Vb (X) ṽb (t) ,

w (X, t) ≈ w̄ (X, t) =
C∑
c=1

Wc (X) w̃c (t) , φ (X, t) ≈ φ̄ (X, t) =
D∑
d=1

Φd (X) φ̃d (t)

(3.34)
sowie für deren Variationen

δu (X, t) ≈ δū (X, t) =
A∑
α=1

Uα (X) δũα (t) , δv (X, t) ≈ δv̄ (X, t) =
B∑
β=1

Vβ (X) δṽβ (t) ,

δw (X, t)≈ δw̄ (X, t) =
C∑
γ=1

Wγ (X) δw̃γ (t) , δφ (X, t)≈ δφ̄ (X, t) =
D∑
ξ=1

Φξ (X) δφ̃ξ (t)

(3.35)
definiert. Darin kennzeichnen A, B, C und D die frei wählbaren Parameter zur Dis-
kretisierung. Unter Verwendung der Notationen

∂ (...)
∂X

= (...),X = (...)′ und ∂ (...)
∂t

= (...),t = ˙(...) (3.36)

gilt für die partiellen Ableitungen der angenäherten Verschiebungsfunktion v̄ (X, t)

v̄′ (X, t) =
B∑
b=1

V ′b (X) ṽb (t) , v̄′′ (X, t) =
B∑
b=1

V ′′b (X) ṽb (t) ,

˙̄v (X, t) =
B∑
b=1

Vb (X) ˙̃vb (t) , ¨̄v (X, t) =
B∑
b=1

Vb (X) ¨̃vb (t) ,

˙̄v′ (X, t) =
B∑
b=1

V ′b (X) ˙̃vb (t) , ¨̄v′ (X, t) =
B∑
b=1

V ′b (X) ¨̃vb (t)

(3.37)

sowie für die dazugehörigen virtuellen Verrückung δv̄ (X, t)

δv̄′ (X, t) =
B∑
β=1

V ′β (X) δṽβ (t) , δv̄′′ (X, t) =
B∑
β=1

V ′′β (X) δṽβ (t) . (3.38)

Die Ableitungen der verbleibenden Ansatzfunktionen und deren Variationen sind in An-
hang A aufgeführt. Werden die gemischten Ritz-Ansätze in die Variationsformulierung
eingesetzt, ergibt sich ein Ausdruck in der Form

t1∫
t0


A∑
α=1

[
...
]
δũα +

B∑
β=1

[
...
]
δṽβ +

C∑
γ=1

[
...
]
δw̃γ +

D∑
ξ=1

[
...
]
δφ̃ξ

dt = 0. (3.39)

Um Gleichung (3.39) zu erfüllen, wird nach dem Fundamentallemma der Variations-
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rechnung gefordert, dass die eckigen Klammern jeweils verschwinden. Daraus resul-
tieren vier Sätze von Differentialgleichungen. Im Speziellen liefern δũα 6= 0, δṽβ 6= 0,
δw̃γ 6= 0 und δφ̃ξ 6= 0 die Gleichungen (3.40) bis (3.43):

L∫
0


− A∑

a=1
Ua ¨̃ua(ASρS + µ) + µRSa

B∑
b=1

V ′b ¨̃vb cos(ψ1) + µRSa

C∑
c=1

W ′
c

¨̃wc sin(ψ1)
Uα

− E

2

 A∑
a=1

U ′aũa + 1
AS

 A∑
a=1

U ′aũa

 A∑
a=1

U ′aũa + 2
+

 B∑
b=1

V ′b ṽb

2

+
 C∑
c=1

W ′
cw̃c

2
+ 2I

 B∑
b=1

V ′′b ṽb

2

+
 C∑
c=1

W ′′
c w̃c

2
U ′α

dX
+

Fcx −m

A∑
a=1

Ua ¨̃ua

Uα

∣∣∣∣∣∣
X=L

= 0,

(3.40)

L∫
0


(AAρA + ASρS + µ)

Ω
e0Ω cos(ψ0) + Ω

B∑
b=1

Vbṽb + 2
C∑
c=1

Wc
˙̃wc

− B∑
b=1

Vb ¨̃vb


+ µRSa sin(ψ1)

 D∑
d=1

Φd
¨̃φd − Ω2

D∑
d=1

Φdφ̃d

+ µRSaΩ cos(ψ1)
Ω + 2

D∑
d=1

Φd
˙̃φd

Vβ
− 1

2

ASE
B∑
b=1

V ′b ṽb

 A∑
a=1

U ′aũa

 A∑
a=1

U ′aũa + 2
+

 B∑
b=1

V ′b ṽb

2

+
 C∑
c=1

W ′
cw̃c

2


+
B∑
b=1

V ′b ¨̃vb
(

2IρS + µR2
Sa

(
cos(2ψ1) + 1

))

− 2µRSa cos(ψ1)
 A∑
a=1

Ua ¨̃ua −RSa

C∑
c=1

W ′
c

¨̃wc sin(ψ1)
V ′β

− EI

 A∑
a=1

U ′aũa + 1
2 B∑

b=1
V ′′b ṽb

V ′′β
dX

+

mΩ

e2Ω cos(ψ2) + Ω
B∑
b=1

Vbṽb + 2
C∑
c=1

Wc
˙̃wc

+ Fcy −m
B∑
b=1

Vb ¨̃vb

Vβ

∣∣∣∣∣∣
X=L

= 0,

(3.41)
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L∫
0


(AAρA + ASρS + µ)

Ω
e0Ω sin(ψ0)− 2

B∑
b=1

Vb ˙̃vb + Ω
C∑
c=1

Wcw̃c

− C∑
c=1

Wc
¨̃wc


+ µRSa cos(ψ1)

Ω2
D∑
d=1

Φdφ̃d −
D∑
d=1

Φd
¨̃φd

+ µRSaΩ sin(ψ1)
Ω + 2

D∑
d=1

Φd
˙̃φd

Wγ

− 1
2

ASE
C∑
c=1

W ′
cw̃c

 A∑
a=1

U ′aũa

 A∑
a=1

U ′aũa + 2
+

 B∑
b=1

V ′b ṽb

2

+
 C∑
c=1

W ′
cw̃c

2


+
C∑
c=1

W ′
c

¨̃wc
(

2IρS − µR2
Sa

(
cos(2ψ1)− 1

))

− 2µRSa sin(ψ1)
 A∑
a=1

Ua ¨̃ua −RSa

B∑
b=1

V ′b ¨̃vb cos(ψ1)
W ′

γ

− EI

 A∑
a=1

U ′aũa + 1
2 C∑

c=1
W ′′
c w̃c

W ′′
γ

dX
+

mΩ

e2Ω sin(ψ2)− 2
B∑
b=1

Vb ˙̃vb + Ω
C∑
c=1

Wcw̃c

+ Fcz −m
C∑
c=1

Wc
¨̃wc

Wγ


∣∣∣∣∣∣
X=L

= 0,

(3.42)

L∫
0


e0µRSaΩ2 sin(ψ0 − ψ1) +

Ω2
D∑
d=1

Φdφ̃d −
D∑
d=1

Φd
¨̃φd

2IρS + µR2
Sa


+ µRSa sin(ψ1)

− Ω2
B∑
b=1

Vbṽb − 2Ω
C∑
c=1

Wc
˙̃wc +

B∑
b=1

Vb ¨̃vb


+ µRSa cos(ψ1)

Ω2
C∑
c=1

Wcw̃c − 2Ω
B∑
b=1

Vb ˙̃vb −
C∑
c=1

Wc
¨̃wc

Φξ

− EI

ν + 1

 D∑
d=1

Φ′dφ̃d

Φ′ξ

dX +McΦξ

∣∣∣∣
X=L

= 0.

(3.43)

3.4.1. Stationäre Lage und Linearisierung

Die Berechnung der Eigenwerte wie auch der Zeitlösung des Gleichungssystems (3.40)
bis (3.43) erfolgt für eine Bewegung um die stationäre Lage. Hierzu werden für die
Zeitfunktionen aus Gleichung (3.34) folgende Störungsansätze

ũa (t) = ũa0 + ∆ũa (t) , ˙̃ua = ∆ ˙̃ua (t) , ¨̃ua = ∆¨̃ua (t) ,
ṽb (t) = ṽb0 + ∆ṽb (t) , ˙̃vb = ∆ ˙̃vb (t) , ¨̃vb = ∆¨̃vb (t) ,
w̃c (t) = w̃c0 + ∆w̃c (t) , ˙̃wc = ∆ ˙̃wc (t) , ¨̃wc = ∆ ¨̃wc (t) ,

φ̃d (t) = φ̃d0 + ∆φ̃d (t) , ˙̃φd = ∆ ˙̃φd (t) , ¨̃φd = ∆¨̃φd (t)

(3.44)

R. Schmidt, Berechnungsmodelle für Fräswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



3.4. Globale Diskretisierung 51

eingeführt. Jede Funktion setzt sich demnach aus einer konstanten stationären Verschie-
bung (Größen mit dem Index „0“) und einer Bewegung um diese Position (∆-Größen)
zusammen. Werden nach dem Einsetzen die zeitabhängigen Anteile sowie deren Ablei-
tungen Null gesetzt, so verbleibt ein nichtlineares algebraisches Gleichungssystem zur
Bestimmung der stationären Lage. Mit deren Hilfe kann anschließend das Differential-
gleichungssystem linearisiert werden. Die Gleichungen zur Berechnung der stationären
Lage lauten

−E2

L∫
0

 A∑
a=1

U ′aũa0 + 1
AS

 A∑
a=1

U ′aũa0

 A∑
a=1

U ′aũa0 + 2
+

 B∑
b=1

V ′b ṽb0

2

+
 C∑
c=1

W ′
cw̃c0

2
+ 2I

 B∑
b=1

V ′′b ṽb0

2

+
 C∑
c=1

W ′′
c w̃c0

2
U ′αdX = 0,

(3.45)

L∫
0

Ω2

(AAρA + ASρS + µ)
e0 cos(ψ0) +

B∑
b=1

Vbṽb0


+ µRSa

 cos(ψ1)− sin(ψ1)
D∑
d=1

Φdφ̃d0

Vβ
− ASE

2

B∑
b=1

V ′b ṽb0

 A∑
a=1

U ′aũa0

 A∑
a=1

U ′aũa0 + 2
+

 B∑
b=1

V ′b ṽb0

2

+
 C∑
c=1

W ′
cw̃c0

2
V ′β

− EI

 A∑
a=1

U ′aũa0 + 1
2 B∑

b=1
V ′′b ṽb0

V ′′β
dX

+
mΩ2

e2 cos(ψ2) +
B∑
b=1

Vbṽb0

Vβ

∣∣∣∣∣∣
X=L

= 0,

(3.46)

L∫
0

Ω2

(AAρA + ASρS + µ)
e0 sin(ψ0) +

C∑
c=1

Wcw̃c0


+ µRSa

 sin(ψ1) + cos(ψ1)
D∑
d=1

Φdφ̃d0

Wγ

− ASE

2

C∑
c=1

W ′
cw̃c0

 A∑
a=1

U ′aũa0

 A∑
a=1

U ′aũa0 + 2
+

 B∑
b=1

V ′b ṽb0

2

+
 C∑
c=1

W ′
cw̃c0

2
W ′

γ

− EI

 A∑
a=1

U ′aũa0 + 1
2 C∑

c=1
W ′′
c w̃c0

W ′′
γ

dX
+
mΩ2

e2 sin(ψ2) +
C∑
c=1

Wcw̃c0

Wγ


∣∣∣∣∣∣
X=L

= 0

(3.47)
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und

L∫
0

Ω2

µRSa

e0 sin(ψ0 − ψ1) + RSa

D∑
d=1

Φdφ̃d0 − sin(ψ1)
B∑
b=1

Vbṽb0 + cos(ψ1)
C∑
c=1

Wcw̃c0


+ 2ρSI

D∑
d=1

Φdφ̃d0

Φξ −
EI

ν + 1

 D∑
d=1

Φ′dφ̃d0

Φ′ξ

dX = 0.

(3.48)
Die Lösung des Gleichungssystems (3.45) bis (3.48) erfolgt iterativ mit dem Newton-
Raphson-Verfahren. Dafür ist es notwendig, einen Startpunkt für die Iteration zu
wählen. In der Regel handelt es sich dabei um den undeformierten Grundzustand. Falls
damit keine Lösung gefunden werden kann, ist die Winkelgeschwindigkeit Ω stufenweise
zu inkrementieren. Hierfür wird stets der deformierte Zustand des vorangegangenen In-
krements als Startpunkt der Iteration gewählt. Mit den bekannten Koeffizienten ergibt
sich die stationäre Lage zu

u0 (X) ≈ ū0 (X) =
A∑
a=1

Ua (X) ũa0, v0 (X) ≈ v̄0 (X) =
B∑
b=1

Vb (X) ṽb0,

w0 (X) ≈ w̄0 (X) =
C∑
c=1

Wc (X) w̃c0, φ0 (X) ≈ φ̄0 (X) =
D∑
d=1

Φd (X) φ̃d0.

(3.49)

Die Struktur des linearisierten Differentialgleichungssystems lässt sich mit

mαa mαb mαc mαd

mβa mβb mβc mβd

mγa mγb mγc mγd

mξa mξb mξc mξd


︸ ︷︷ ︸

M

·


∆¨̃ua
∆¨̃vb
∆ ¨̃wc
∆¨̃φd


︸ ︷︷ ︸

∆~̈̃q

+


gαa gαb gαc gαd

gβa gβb gβc gβd

gγa gγb gγc gγd

gξa gξb gξc gξd


︸ ︷︷ ︸

G

·


∆ ˙̃ua
∆ ˙̃vb
∆ ˙̃wc
∆ ˙̃φd


︸ ︷︷ ︸

∆~̇̃q

+


cαa cαb cαc cαd

cβa cβb cβc cβd

cγa cγb cγc cγd

cξa cξb cξc cξd


︸ ︷︷ ︸

C0

·


∆ũa
∆ṽb
∆w̃c
∆φ̃d


︸ ︷︷ ︸

∆~̃q

=


fα

fβ

fγ

fξ


︸ ︷︷ ︸
~fext

,
∆~̃q, ~fext ∈ Rn; M,G,C0 ∈ Rn×n

n = A+B + C +D

(3.50)

angeben. Darin kennzeichnen M die Massenmatrix, G die gyroskopische Matrix, C0

die tangentiale Steifigkeitsmatrix, ~fext den Vektor der äußeren Anregung, ∆~̃q den Vek-
tor der Störungen und ∆~̇̃q sowie ∆~̈̃q dessen Zeitableitungen. Die in Gleichung (3.50)
angegebenen Elemente für die Massenmatrix lauten
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mαa = −
L∫

0

(ASρS + µ)UaUαdX −m
{
UaUα

}∣∣∣∣
X=L

, mαb = RSa

L∫
0

µ cos(ψ1)V ′bUαdX,

mαc = RSa

L∫
0

µ sin(ψ1)W ′
cUαdX, mαd = 0, mβa = RSa

L∫
0

µ cos(ψ1)UaV ′βdX,

mβb = −
L∫

0

{(
AAρA + ASρS + µ

)
VbVβ +

(
IρS + µR2

Sa cos2(ψ1)
)
V ′bV

′
β

}
dX

−m
{
VbVβ

}∣∣∣∣
X=L

,

mβc = −R2
Sa

L∫
0

µ

2 sin(2ψ1)W ′
cV
′
βdX, mβd = RSa

L∫
0

µ sin(ψ1)ΦdVβdX,

mγa = RSa

L∫
0

µ sin(ψ1)UaW ′
γdX, mγb = −R2

Sa

L∫
0

µ

2 sin(2ψ1)V ′bW ′
γdX,

mγc = −
L∫

0

{(
AAρA + ASρS + µ

)
WcWγ +

(
IρS + µR2

Sa sin2(ψ1)
)
W ′
cW

′
γ

}
dX

−m
{
WcWγ

}∣∣∣∣
X=L

,

mγd = −RSa

L∫
0

µ cos(ψ1)ΦdWγdX, mξa = 0, mξb = RSa

L∫
0

µ sin(ψ1)VbΦξdX,

mξc = −RSa

L∫
0

µ cos(ψ1)WcΦξdX, mξd = −
L∫

0

(
2IρS + µR2

Sa

)
ΦdΦξdX, (3.51)

für die gyroskopische Matrix

gαa = gαb = gαc = gαd = gβa = gβb = 0,

gβc = 2Ω
L∫

0

(
AAρA + ASρS + µ

)
WcVβdX + 2mΩ

{
WcVβ

}∣∣∣∣
X=L

,
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gβd = 2ΩRSa

L∫
0

µ cos(ψ1)ΦdVβdX,

gγa = 0, gγb = −2Ω
L∫

0

(
AAρA + ASρS + µ

)
VbWγdX − 2mΩ

{
VbWγ

}∣∣∣∣
X=L

, gγc = 0,

gγd = 2ΩRSa

L∫
0

µ sin(ψ1)ΦdWγdX, gξa = 0, gξb = −2ΩRSa

L∫
0

µ cos(ψ1)VbΦξdX,

gξc = −2ΩRSa

L∫
0

µ sin(ψ1)WcΦξdX, gξd = 0 (3.52)

und für die Tangentensteifigkeitsmatrix

cαa = −E2

L∫
0

AS

(
3ū′0

(
ū′0 + 2

)
+ v̄′0

2 + w̄′0
2 + 2

)
+ 2I

(
v̄′′0

2 + w̄′′0
2
)U ′aU ′αdX,

cαb = −E
L∫

0

(
ū′0 + 1

)(
ASv̄

′
0V
′
b + 2Iv̄′′0V ′′b

)
U ′αdX,

cαc = −E
L∫

0

(
ū′0 + 1

)(
ASw̄

′
0W

′
c + 2Iw̄′′0W ′′

c

)
U ′αdX, cαd = 0,

cβa = −E
L∫

0

(
ū′0 + 1

)(
ASv̄

′
0V
′
β + 2Iv̄′′0V ′′β

)
U ′adX,

cβb =
L∫

0

{
Ω2
(
AAρA + ASρS + µ

)
VbVβ −

1
2ASE

(
ū′0(ū′0 + 2) + 3v̄′02 + w̄′0

2
)
V ′bV

′
β

− EI
(
ū′0 + 1

)2
V ′′b V

′′
β

}
dX +mΩ2

{
VbVβ

}∣∣∣∣
X=L

,

cβc = −EAS

L∫
0

v̄′0w̄
′
0W

′
cV
′
βdX, cβd = −RSaΩ2

L∫
0

µ sin(ψ1)ΦdVβdX,
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cγa = −E
L∫

0

(
ū′0 + 1

)(
ASw̄

′
0W

′
γ + 2Iw̄′′0W ′′

γ

)
U ′adX, cγb = −EAS

L∫
0

v̄′0w̄
′
0V
′
bW

′
γdX,

cγc =
L∫

0

{
Ω2
(
AAρA + ASρS + µ

)
WcWγ −

1
2ASE

(
ū′0(ū′0 + 2) + v̄′0

2 + 3w̄′02
)
W ′
cW

′
γ

− EI(ū′0 + 1)2W ′′
cW

′′
γ

}
dX +mΩ2

{
WcWγ

}∣∣∣∣
X=L

,

cγd = RSaΩ2
L∫

0

µ cos(ψ1)ΦdWγdX, cξa = 0, cξb = −RSaΩ2
L∫

0

µ sin(ψ1)VbΦξdX,

cξc = RSaΩ2
L∫

0

µ cos(ψ1)WcΦξdX,

cξd =
L∫

0

{
Ω2
(

2IρS + µR2
Sa

)
ΦdΦξ −

EI

ν + 1Φ′dΦ′ξ
}
dX. (3.53)

Der Vektor der äußeren Anregung bleibt, analog zur Massen- und gyroskopischen Ma-
trix, durch die Linearisierung unverändert. Die zugehörigen Elemente lassen sich mit

fα = −FcxUα

∣∣∣∣
X=L

,

fβ =− Ω2
L∫

0

[
e0 cos(ψ0)

(
AAρA + ASρS + µ

)
+ µRSa cos(ψ1)

]
VβdX

−
(
e2mΩ2 cos(ψ2) + Fcy

)
Vβ

∣∣∣∣
X=L

,

fγ =− Ω2
L∫

0

[
e0 sin(ψ0)

(
AAρA + ASρS + µ

)
+ µRSa sin(ψ1)

]
WγdX

−
(
e2mΩ2 sin(ψ2) + Fcz

)
Wγ

∣∣∣∣
X=L

,

fξ = −e0RSaΩ2
L∫

0

µ sin(ψ0 − ψ1)ΦξdX −McΦξ

∣∣∣∣
X=L

(3.54)

angeben. Wie die vorangegangenen Gleichungen zeigen, sind sowohl die Massen- wie
auch die tangentiale Steifigkeitsmatrix (M und C0) symmetrisch. Die gyroskopische
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Matrix G ist hingegen schiefsymmetrisch. Außerdem kann das Gleichungssystem (3.50)
durch eine Dämpfungsmatrix nach Gleichung (2.62) erweitert werden.

3.4.2. Ortsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die verwendeten Ortsfunktionen Ui (X), Vi (X), Wi (X)
und Φi (X) näher definiert. Hierfür bietet es sich an, die Eigenfunktionen eines ver-
wandten Problems zu verwenden. Diesbezüglich werden die Longitudinal-, Transversal-
und Torsionsschwingungen eines ruhenden Balkens mit konstanten Eigenschaften für
Geometrie und Material betrachtet. Die nachfolgenden Angaben beziehen sich, falls
nicht anders gekennzeichnet, auf [111].

Die linearen sowie homogenen Bewegungsgleichungen des genannten Problems seien
mit

Eu,XX − ρu,tt = 0, (3.55a)

EIZZv,XXXX + ρAv,tt = 0, (3.55b)

EIY Yw,XXXX + ρAw,tt = 0, (3.55c)

GITφ,XX − ρ (IY Y + IZZ)︸ ︷︷ ︸
=IP

φ,tt = 0 (3.55d)

in der starken Form gegeben. Die Verschiebungsfunktionen sind in Analogie zu Ab-
bildung 3.1 definiert. Auch hier wird ein rotationssymmetrischer Querschnitt voraus-
gesetzt, wodurch IY Y = IZZ = I und IP = IT = 2I gilt. Infolgedessen sind die Be-
wegungsgleichungen (3.55b) sowie (3.55c) für die Transversalschwingungen identisch.
Beides sind partielle Differentialgleichungen vierter Ordnung im Ort und zweiter Ord-
nung in der Zeit. Mit dem Bernoullischen Produktansatz ist jeweils die Aufspaltung
in ein gewöhnliches Anfangswert- und Randwertproblem möglich. Die zugehörige all-
gemeine Ortslösung lässt sich mit

V (X) = W (X) = a1 cos
(
λ
X

L

)
+ a2 sin

(
λ
X

L

)
+ a3 cosh

(
λ
X

L

)
+ a4 sinh

(
λ
X

L

)
(3.56)

angegeben. Darin kennzeichnen ai Konstanten, welche an die Randbedingungen ange-
passt werden. Für einen einseitig eingespannten Balken gilt

V (X = 0) ≡ 0, V,X (X = 0) ≡ 0, V,XX (X = L) ≡ 0, V,XXX (X = L) ≡ 0,
W (X = 0) ≡ 0, W,X (X = 0) ≡ 0, W,XX (X = L) ≡ 0, W,XXX (X = L) ≡ 0,

(3.57)
wobei lediglich die homogenen Bedingungen angegeben werden. Das Einsetzen in die
allgemeine Lösung (3.56) führt auf vier Gleichungen zur Bestimmung der
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Koeffizienten ai. Für nichttriviale Lösungen muss die Determinante der Koeffizienten-
matrix verschwinden. Daraus folgt die Eigenwertgleichung

cos (λ) cosh (λ) + 1 = 0, (3.58)

welche unendlich viele abzählbare Lösungen λi besitzt. Die zugehörigen Schwingformen
mit der Normierung a1 = 1 stellen die gesuchten Ortsfunktionen dar und lauten

Vi (X) = Wi (X)

= cos
(
λi
X

L

)
− cosh

(
λi
X

L

)
− cos (λi) + cosh (λi)

sin (λi) + sinh (λi)

[
sin

(
λi
X

L

)
− sinh

(
λi
X

L

)]
.

(3.59)
Nach [116] erweist sich die alternative Darstellung

Vi (X) = Wi (X)

= cos
(
λi
X

L

)
− cos (λi) + cosh (λi)

sin (λi) + sinh (λi)
sin

(
λi
X

L

)

− cosh
(
λi
X

L

) [
1− cos (λi) + cosh (λi)

sin (λi) + sinh (λi)
tanh

(
λi
X

L

)] (3.60)

zur numerischen Auswertung bei höheren Modeordnungen als geeigneter.

Die partiellen Differentialgleichungen für die Longitudinal- und Torsionsschwingun-
gen (3.55a) sowie (3.55d) besitzen dieselbe Struktur und sind jeweils zweiter Ordnung
in Ort und Zeit. Die allgemeine homogene Lösung für die separierten Randwertproble-
me lautet einheitlich

U (X) = Φ (X) = a1 cos
(
λ
X

L

)
+ a2 sin

(
λ
X

L

)
(3.61)

mit den zugehörigen homogenen Randbedingungen

U (X = 0) ≡ 0, U,X (X = L) ≡ 0,
Φ (X = 0) ≡ 0, Φ,X (X = L) ≡ 0.

(3.62)

Die Eigenwertgleichung, welche erneut aus der Forderung einer nichttrivialen Lösung
hervorgeht, liefert die Eigenwerte

λi = 2i− 1
2 π. (3.63)

Die korrespondierenden Schwingformen mit der Normierung a2 = 1 lauten

Ui (X) = Φi (X) = sin
(
λi
X

L

)
. (3.64)

Mit den Gleichungen (3.59) bzw. (3.60) und (3.64) sind sämtliche Ortsfunktionen defi-
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niert. Eine Übersicht zu weiteren Eigenwertgleichungen, Eigenwerten sowie Ortsfunk-
tionen ist in [111] zu finden, wobei unterschiedliche Randbedingungen für Axial- sowie
Transversalschwingungen betrachtet werden.

3.5. Lokale Diskretisierung

Nach der globalen Diskretisierung im vorherigen Unterkapitel wird an dieser Stelle ein
lokaler Ansatz mit Hilfe der FEM vorgestellt. Infolgedessen wird die Gebietsintegration
nicht mehr über die gesamte Schaftlänge durchgeführt, sondern über das jeweilige Ele-
mentgebiet. Damit die Integrationsgrenzen für jedes Element identisch sind, wird neben
der globalen Koordinate X noch die lokale Koordinate ξ eingeführt. Der Zusammen-
hang zwischen beiden Koordinaten ist mit

ξ (X) = a1 + a2X

ξ (X = −Le/2) ≡ −1
ξ (X = +Le/2) ≡ +1

⇒
ξ = 2

Le
X

∂X = Le
2 ∂ξ

(3.65)

gegeben, wobei Le die Elementlänge definiert. Für die Verschiebungsfunktionen werden
innerhalb eines Elements die linearen bzw. kubischen Polynome

u (ξ, t) ≈ ū (ξ, t) = a1 + a2ξ (3.66a)

v (ξ, t) ≈ v̄ (ξ, t) = b1 + b2ξ + b3ξ
2 + b4ξ

3 (3.66b)

w (ξ, t) ≈ w̄ (ξ, t) = c1 + c2ξ + c3ξ
2 + c4ξ

3 (3.66c)

φ (ξ, t) ≈ φ̄ (ξ, t) = d1 + d2ξ (3.66d)

verwendet [104]. Auf eine zusätzliche Kennzeichnung dieser Funktionen mit dem In-
dex (...)e (vgl. Abschnitt 2.4.2) wird der Kürze wegen verzichtet. Die Ordnung der
Polynomansätze resultiert aus der Variationsformulierung bzw. schwachen Form der
Differentialgleichungen. Für die Längsverschiebung sowie den Torsionswinkel sind als
Minimalanforderung C0 stetige und für die Radialverschiebungen C1 stetige Ansätze
erforderlich. Die darin enthaltenen zeitabhängigen Konstanten ai(t), bi(t), ci(t) und
di(t) werden an die Knotenvariablen angepasst, welche in Abbildung 3.7 für ein finites
Balkenelement mit zwei Knoten dargestellt sind.

Daraus resultieren die Bedingungen

ū (−1, t) ≡ ū1(t), ū (1, t) ≡ ū2(t), (3.67a)

R. Schmidt, Berechnungsmodelle für Fräswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



3.5. Lokale Diskretisierung 59

X, ξ
Y

Z
ū1

φ̄1

v̄1

w̄1,ξ

w̄1

v̄1,ξ

ū2
φ̄2

w̄2

v̄2,ξ

v̄2

w̄2,ξ

Abb. 3.7.: Finites Balkenelement mit zwei Knoten und den dazugehörigen Knoten-
variablen.

v̄ (−1, t) ≡ v̄1(t), v̄ (1, t) ≡ v̄2(t), v̄,ξ (−1, t) ≡ v̄1,ξ(t), v̄,ξ (1, t) ≡ v̄2,ξ(t), (3.67b)

w̄ (−1, t) ≡ w̄1(t), w̄ (1, t) ≡ w̄2(t), w̄,ξ (−1, t) ≡ w̄1,ξ(t), w̄,ξ (1, t) ≡ w̄2,ξ(t), (3.67c)

φ̄ (−1, t) ≡ φ̄1(t), φ̄ (1, t) ≡ φ̄2(t). (3.67d)

Im Anschluss können die Verschiebungsansätze als Skalarprodukt zweier Vektoren

ū (ξ, t) = ~U (ξ) · (2)~q (t) , v̄ (ξ, t) = ~V (ξ) · (2)~q (t) ,
w̄ (ξ, t) = ~W (ξ) · (2)~q (t), φ̄ (ξ, t) = ~Φ (ξ) · (2)~q (t)

(3.68)

dargestellt werden. In Analogie dazu gilt für die Variationen

δū (ξ, t) = ~U (ξ) · (2)δ~q (t) , δv̄ (ξ, t) = ~V (ξ) · (2)δ~q (t) ,
δw̄ (ξ, t) = ~W (ξ) · (2)δ~q (t), δφ̄ (ξ, t) = ~Φ (ξ) · (2)δ~q (t) .

(3.69)

Die insgesamt 12 Knotenvariablen eines Elements, bzw. deren Variationen, beziehen
sich auf das körperfeste x2y2z2-Koordinatensystem. Zusammengefasst werden sie mit
den zwei Vektoren

(2)~q =
[
ū1, v̄1, w̄1, φ̄1, w̄1,ξ, v̄1,ξ, ū2, v̄2, w̄2, φ̄2, w̄2,ξ, v̄2,ξ

]T
,

(2)δ~q = δ
[
ū1, v̄1, w̄1, φ̄1, w̄1,ξ, v̄1,ξ, ū2, v̄2, w̄2, φ̄2, w̄2,ξ, v̄2,ξ

]T
.

(3.70)

Die Formfunktionen werden mit den Zeilenvektoren

~U =
[

1− ξ
2 , 0, 0, 0, 0, 0, ξ + 1

2 , 0, 0, 0, 0, 0
]
, (3.71a)
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~V =
[
0, ξ

3 − 3ξ + 2
4 , 0, 0, 0, (ξ − 1)2(ξ + 1)

4 , 0, −ξ
3 + 3ξ + 2

4 , 0, 0, 0, (ξ − 1)(ξ + 1)2

4

]
,

(3.71b)

~W =
[
0, 0, ξ

3 − 3ξ + 2
4 , 0, (ξ − 1)2(ξ + 1)

4 , 0, 0, 0, −ξ
3 + 3ξ + 2

4 , 0, (ξ − 1)(ξ + 1)2

4 , 0
]
,

(3.71c)

~Φ =
[
0, 0, 0, 1− ξ

2 , 0, 0, 0, 0, 0, ξ + 1
2 , 0, 0

]
(3.71d)

angegeben. In Abbildung 3.8 sind die Formfunktionen der vorausgehenden Vektoren
im Einheitsgebiet dargestellt.

Knoten 1
Knoten 2

-1 0 1
ξ

0

0,5

1

ū
i,
φ̄
i

-1 0 1
ξ

0

0,5

1

v̄ i
,
w̄
i

-1 0 1
ξ

-0,3

0

0,3

v̄ i
,ξ
,
w̄
i,
ξ

Abb. 3.8.: Formfunktionen der einzelnen Knotenvariablen in Abhängigkeit der lokalen
Variable ξ.

Am Beispiel des Radialverschiebungsansatzes v̄ (X, t) lauten die partiellen Ableitungen

v̄,X = 2
Le
~V,ξ︸ ︷︷ ︸

=~V,X

·(2)~q = ~V ′ · (2)~q, v̄,XX =
( 2
Le

)2
~V,ξξ︸ ︷︷ ︸

=~V,XX

·(2)~q = ~V ′′ · (2)~q,

v̄,t = ~V · (2)~̇q, ¨̄v,tt = ~V · (2)~̈q,

v̄,Xt = ~V ′ · (2)~̇q, v̄,Xtt = ~V ′ · (2)~̈q

(3.72)

sowie die Ableitungen der zugehörigen Variationen

δv̄,X = ~V ′ · (2)δ~q und δv̄,XX = ~V ′′ · (2)δ~q. (3.73)

Hierfür findet erneut die mit Gleichung (3.36) eingeführte Notation Anwendung. Die
partiellen Ableitungen der verbleibenden FE-Ansätze und deren Variationen sind in
Anhang A aufgeführt. Für den Vektor der Knotenvariablen wird zusätzlich der Stö-
rungsansatz einschließlich Zeitableitungen

(2)~q (t) = (2)~q0 + (2)∆~q (t), (2)~̇q (t) = (2)∆~̇q (t), (2)~̈q (t) = (2)∆~̈q (t) (3.74)

definiert. Dieser besteht aus der stationären Lage (2)~q0 und der zeitabhängigen Bewe-
gung (2)∆~q (t) in deren Umfeld. Anschließend werden die vorausgegangenen Ansätze in
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die Variationsformulierung eingesetzt. Daraus folgt zunächst ein Differentialgleichungs-
system mit der Struktur

(2)M · (2)∆~̈q + (2)G · (2)∆~̇q + (2) ~fint(~q0)︸ ︷︷ ︸
≈(2)C0·(2)∆~q

= (2) ~f ext. (3.75)

Im Speziellen lautet die Massenmatrix

(2)M = Le

2

+1∫
−1

{[
− (ASρS + µ)~U + µRSa cos(ψ1)~V ′ + µRSa sin(ψ1) ~W ′

]T
· ~U

+
[
µRSa sin(ψ1)~Φ− (AAρA + ASρS + µ)~V

]T
· ~V + 1

2

[
2µRSa cos(ψ1)~U

− µR2
Sa sin(2ψ1) ~W ′ −

(
2IρS + µR2

Sa(cos(2ψ1) + 1)
)
~V ′
]T
· ~V ′

−
[
µRSa cos(ψ1)~Φ + (AAρA + ASρS + µ) ~W

]T
· ~W + 1

2

[
2µRSa sin(ψ1)~U

− µR2
Sa sin(2ψ1)~V ′ +

(
− 2IρS + µR2

Sa(cos(2ψ1)− 1)
)
~W ′
]T
· ~W ′

+
[
−
(
2IρS + µR2

Sa

)
~Φ + µRSa sin(ψ1)~V − µRSa cos(ψ1) ~W

]T
· ~Φ
}
dξ

−m
[
~UT · ~U + ~V T · ~V + ~WT · ~W

]∣∣∣∣X=L
ξ=1

,

(3.76)
die gyroskopische Matrix

(2)G = Le

2

+1∫
−1

{
2Ω
[
µRSa cos(ψ1)~Φ + (AAρA + ASρS + µ) ~W

]T
· ~V

+ 2Ω
[
µRSa sin(ψ1)~Φ− (AAρA + ASρS + µ)~V

]T
· ~W

− 2µΩRSa

[
cos(ψ1)~V + sin(ψ1) ~W

]T
· ~Φ
}
dξ

+ 2mΩ
[
~WT · ~V − ~V T · ~W

]∣∣∣∣X=L
ξ=1

,

(3.77)

der äußere bzw. externe Kraftvektor

(2) ~f ext = Le

2

+1∫
−1

{
Ω2
[
(AAρA + ASρS + µ)e0 cos(ψ0) + µRSa cos(ψ1)

]
~V

+ Ω2
[
(AAρA + ASρS + µ)e0 sin(ψ0) + µRSa sin(ψ1)

]
~W

+ e0µΩ2RSa sin(ψ0 − ψ1)~Φ
}
dξ +

{
Fcx~U +

[
e2mΩ2 cos(ψ2) + Fcy

]
~V

+
[
e2mΩ2 sin(ψ2) + Fcz

]
~W +Mc~Φ

}∣∣∣∣∣X=L
ξ=1

(3.78)
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und der interne Kraftvektor

(2) ~fint = Le

2

+1∫
−1

{
− E

2 (ū′0 + 1)
[
AS
(
ū′0
(
ū′0 + 2

)
+ v̄′0

2 + w̄′0
2
)

+ 2I
(
v̄′′0

2 + w̄′′0
2
)]
~U ′

+ Ω2
[
v̄0(AAρA + ASρS + µ)− µRSaφ̄0 sin(ψ1)

]
~V

− ASE

2 v̄′0

[
ū′0(ū′0 + 2) + v̄′0

2 + w̄′0
2
]
~V ′ − EIv̄′′0

(
ū′0 + 1

)2~V ′′

+ Ω2
[
w̄0(AAρA + ASρS + µ) + µRSaφ̄0 cos(ψ1)

]
~W

− ASE

2 w̄′0

[
ū′0(ū′0 + 2) + v̄′0

2 + w̄′0
2
]
~W ′ − EIw̄′′0

(
ū′0 + 1

)2 ~W ′′

+ Ω2
[
2ρSIφ̄0 + µR2

Saφ̄0 − µRSav̄0 sin(ψ1) + µRSaw̄0 cos(ψ1)
]
~Φ

− EI

ν + 1 φ̄
′
0
~Φ′
}
dξ +mΩ2

[
v̄0~V + w̄0 ~W

]∣∣∣∣X=L
ξ=1

.

(3.79)
Letzterer wird im weiteren Verlauf linearisiert und über das Produkt der Tangenten-
steifigkeitsmatrix mit dem Vektor der Freiheitsgrade dargestellt. Die zugehörige Matrix
und deren Berechnungsvorschrift lauten

(2)C0 =∂
~fint(~q)
∂~q

∣∣∣∣∣∣
~q=~q0

= Le

2

+1∫
−1

{
− E

2

[
AS
(
3ū′0(ū′0 + 2) + v̄′0

2 + w̄′0
2 + 2

)
~U ′ + 2I

(
v̄′′0

2 + w̄′′0
2
)
~U ′

+ 2AS(ū′0 + 1)
(
v̄′0
~V ′ + w̄′0

~W ′
)

+ 4I(ū′0 + 1)
(
v̄′′0
~V ′′ + w̄′′0

~W ′′
)]T
· ~U ′

+ Ω2
[
(AAρA + ASρS + µ)~V − µRSa sin(ψ1)~Φ

]T
· ~V

− ASE

2

[
2v̄′0

(
ū′0~U

′ + ~U ′ + w̄′0 ~W
′
)

+
(
ū′0(ū′0 + 2) + 3v̄′02 + w̄′0

2
)
~V ′
]T
· ~V ′

− EI(ū′0 + 1)
[
2v̄′′0 ~U ′ + ū′0~V

′′ + ~V ′′
]T
· ~V ′′

+ Ω2
[
(AAρA + ASρS + µ) ~W + µRSa cos(ψ1)~Φ

]T
· ~W

− ASE

2

[
2w̄′0(ū′0~U ′ + ~U ′ + v̄′0

~V ′) +
(
ū′0(ū′0 + 2) + v̄′0

2 + 3w̄′02
)
~W ′
]T
· ~W ′

− EI(ū′0 + 1)
[
2w̄′′0 ~U ′ + ū′0

~W ′′ + ~W ′′
]T
· ~W ′′

+ Ω2
[(

2IρS + µR2
Sa

)
~Φ− µRSa sin(ψ1)~V + µRSa cos(ψ1) ~W

]T
· ~Φ

− EI

ν + 1
~Φ′T · ~Φ′

}
dξ +mΩ2

[
~V T · ~V + ~WT · ~W

]∣∣∣∣X=L
ξ=1

.

(3.80)
Die erforderliche stationäre Lage wird iterativ mit dem Newton-Raphson-Verfahren
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gemäß

~q0(i+1) = ~q0i +

∂ ~f(~q)
∂~q

∣∣∣∣∣∣
~q=~q0i


︸ ︷︷ ︸

=C0i

−1

·
(
~fext − ~fint(i)

)
= ~q0i + C−1

0i ·
(
~fext − ~fint(i)

)
(3.81)

ermittelt. Als Startlösung für die erste Berechnung dient der unverformte Grundzu-
stand. Die Iteration wird abgebrochen, wenn sich die Betragssummennorm der statio-
nären Verschiebungen

‖~q0‖1=
∑
i

|q0i| (3.82)

um weniger als 1% je Durchgang ändert. Falls keine Konvergenz eintritt, ist eine Last-
inkrementierung durchzuführen.

3.6. Anmerkungen zur schubweichen Formulierung

Während in den vorangegangenen Abschnitten stets die Schubeinflüsse im Zuge der
Euler-Bernoulli-Balkentheorie vernachlässigt werden, sollen sie an dieser Stelle Be-
achtung finden. Im Speziellen wird die Balkentheorie nach Timoshenko verwendet,
welche Schubeinflüsse erster Ordnung berücksichtigt. Dies hat zur Folge, dass die Bal-
kenquerschnitte während der Verformung nach wie vor eben bleiben, aber nicht mehr
senkrecht zur neutralen Faser [79]. Zur näheren Beschreibung der Verformungskinema-
tik ist in Abbildung 3.9 ein Balkenelement im verformten sowie unverformten Zustand
dargestellt.

Zusätzlich zu den Querschnittsverdrehungen infolge der Biegung werden die Winkel
β(X, t) und γ(X, t) definiert, welche auf den Schubeinfluss zurückzuführen sind. Die ein-
zelnen Verformungsanteile überlagern sich, sodass für die resultierenden Querschnitts-
verdrehungen

ϕ2 = −w,X + β und ϕ3 = v,X − γ (3.83)

gilt. Dies hat zur Folge, dass sich die Anzahl der unabhängigen Verschiebungsfunktio-
nen von vier (u, v, w, φ) auf sechs (u, v, w, φ, α, β) erhöht. Der linearisierte Ortsvektor
zu einem beliebigen materiellen Teilchen lautet demnach

(2)~rPS1 ≈


X + u− Y (v,X − γ)− Z(w,X − β)

Y + v − Zφ
Z + w + Y φ

 . (3.84)

Auf die sich anschließenden Berechnungen zur Bereitstellung des Verzerrungstensors
wird an dieser Stelle verzichtet, da diese analog zu Unterkapitel 3.1 durchzuführen
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Abb. 3.9.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens außerhalb der
Schaftachse unter Verwendung der Timoshenko-Balkentheorie. a) Tor-
sion in der y2z2-Ebene. b) Verschiebungen in der x2z2-Ebene. c) Verschie-
bungen in der x2y2-Ebene.

sind. Die linearen und von Null verschiedenen Verzerrungen ergeben sich zu

ε11 = u,X − Y v,XX − Zw,XX + Y γ,X + Zβ,X ,

ε12 = ε21 = 1
2
(
γ − Zφ,X

)
,

ε13 = ε31 = 1
2
(
β + Y φ,X

)
.

(3.85)

Da die Schubwinkel nach Timoshenko nur Funktionen der Längskoordinate und der
Zeit sind, ergibt sich eine konstante Schubspannung über den gesamten Querschnitt.
Dies entspricht jedoch nicht der Realität. In Abbildung 3.10 ist die Schubspannungs-
verteilung am Beispiel von τ12 für einen Vollquerschnitt dargestellt.

x2

y2

z2 x2

y2

z2 x2

y2

z2

τ12(X) τ12(X)

a) b) c)
κ = 1 κ < 1

τ12(X,Y )

Abb. 3.10.: Schubspannungsverteilung infolge einer Querkraftbeanspru-
chung in einem Vollquerschnitt nach [79]. a) Reale pa-
rabolische Verteilung. b) Verteilung nach Timoshen-
ko ohne Schubkorrektur (κ = 1). c) Verteilung nach
Timoshenko mit Schubkorrektur (κ < 1), welche mit einem ver-
ringerten Wirkquerschnitt dargestellt wird.
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Bei der realen Schubspannungsverteilung handelt es sich um eine parabolische Funktion
über den Querschnitt. An den freien Oberflächen gilt jeweils τ12 = 0. Um dem entste-
henden Fehler durch die Näherung erster Ordnung entgegenzuwirken, wird der Schub-
korrekturfaktor κ eingefügt. Mit dessen Hilfe kann die Ersatzschubsteifigkeit κGAS

berechnet werden. Auf die Berechnung der geometrieabhängigen Größe wird an die-
ser Stelle nicht eingegangen. Nach [108] beträgt der Schubkorrekturfaktor für einen
kreisrunden Vollquerschnitt 0,75 und für einen dünnwandigen Kreisquerschnitt 0,5.
Letzterer Wert wird auch für spätere Berechnungen verwendet.

Die Schubkorrektur muss ebenfalls für die Berechnung der potentiellen Energie beachtet
werden. In Anlehnung an Gleichung (3.19) gilt

Epot = E

2

L∫
0

∫
AS

[
ε211 + 2κ

ν + 1
(
ε212 + ε213

)]
dĀS dX. (3.86)

Die weiteren Ausführungen entsprechen den vorangegangenen Abschnitten. In An-
hang B werden die vereinfachten Bewegungsgleichungen unter Verwendung eines globa-
len Ritz-Ansatzes und die Elementmatrizen für die FEM aufgeführt. Die Bestimmung
der globalen oder lokalen Ortsansatzfunktionen erfolgt analog zu denen der Längsver-
schiebung bzw. des Torsionswinkels.

3.7. Berechnungsergebnisse

Nachfolgend werden die Berechnungsergebnisse für verschiedene Parameterstudien dar-
gestellt. Dabei wird z. B. der Einfluss der Winkelgeschwindigkeit, unterschiedlicher geo-
metrischer Größen und auch von Materialparametern untersucht. In Tabelle 3.1 werden
die zur Simulation verwendeten Werte des Werkzeuges angegeben. Sofern nicht anders
gekennzeichnet, gelten diese Parameter für alle in diesem Kapitel aufgeführten Ergeb-
nisse.
Weiterhin soll auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede eingegangen werden, welche zwi-
schen einer geometrisch linearen sowie nichtlinearen Betrachtung auftreten. Ebenfalls
wird der Einfluss der Schubdeformationen gegenüber einer schubstarren Betrachtung
diskutiert.
Zur rechentechnischen Umsetzung der Modelle mit globaler Diskretisierung kommt das
Computeralgebrasystem Mathematica® zum Einsatz. Dabei erweist sich der symbo-
lische Umgang mit den aufgeführten Formeln und Ansätzen als wesentlicher Vorteil.
Abweichend dazu werden die FE-Berechnungen mit Hilfe von Matlab® durchgeführt.
In diesem Zusammenhang steht die numerische Handhabung von vieldimensionalen
Matrix-Vektor-Gleichungssystemen im Vordergrund.
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Tab. 3.1.: Für die Simulationen verwendete Parameter des Werkzeuges. Schaftgeome-
trie nach [50].

Klasse Beschreibung Formelz. Wert
Materialdaten Schaft Dichte ρS 7850 kg/m3

E-Modul E 2, 1 · 1011 N/m2

Querkontraktionszahl ν 0, 3
Geometrie Schaft Außenradius RSa 5mm

Innenradius RSi 4mm
Schaftlänge L 0, 27m

Dämpfung α-Anteil rα 0
β-Anteil rβ 0

Exzentrizität Fluchtungsfehler e0 0
Schaft e1(X) 0
Schneidteil e2 0

Schneidteil Masse m 0
Ausgleichsmasse Füllgrad Θ 0

3.7.1. Ruhendes Werkzeug

Als Erstes werden für den ruhenden Schaft ohne Ausgleichsmasse sowie Schneidteil
die gemessenen Eigenfrequenzen nach [50] mit den jeweiligen Berechnungsergebnis-
sen verglichen. Die experimentelle Bestimmung der niedrigsten Biegeeigenfrequenzen
erfolgt mit Hilfe der Impulshammermethode. Dabei wird sowohl die Erregung durch
den Impulshammer als auch die resultierende Bewegung des Schafts (Antwort) erfasst.
Die Messungen werden an insgesamt 15 Punkten durchgeführt, womit sich auch die
Schwingformen darstellen und den Eigenfrequenzen zuordnen lassen [50].
In Tabelle 3.2 werden die Ergebnisse für die niedrigsten zwei Biegemoden und jeweils
für den niedrigsten Torsions- sowie Längsmode dargestellt. Für Letztere werden in [50]
keine Messwerte angegeben. Bei der Simulationen wird zwischen der schubweichen und
schubstarren Variante nach Euler-Bernoulli bzw. Timoshenko unterschieden. Zu-
sätzlich werden die Ergebnisse unter Verwendung des Ritz-Ansatzes (globale Diskre-
tisierung) als auch der FEM (lokale Diskretisierung) angegeben. Die FE-Ergebnisse
werden mit Hilfe von 100 Elementen ermittelt, wobei sich eine Konvergenz für die
betrachteten Größen einstellt. Die Auswertung des Ritz-Ansatzes erfolgt allein unter
Berücksichtigung des jeweiligen Modes.

Zunächst werden die Frequenzen der Biegemoden betrachtet. Die Abweichungen zwi-
schen den berechneten und gemessenen Eigenfrequenzen liegen im einstelligen Pro-
zentbereich. Dies kann u. a. mit der Annahme einer unendlich steifen Einspannung
(Werkzeughalterung sowie Spindel) für die Simulation begründet werden, was in der
Realität nicht zutrifft. In [50] erfolgt die Messung der Schaftbewegung unter Nutzung
eines Laser-Vibrometers, wodurch eine zusätzliche verfälschende Masse ausgeschlossen
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Tab. 3.2.: Vergleich der gemessenen Eigenfrequenzen des Werkzeugschaftes nach [50]
mit den Ergebnissen verschiedener Berechnungsmodelle. Für die Diskreti-
sierung der FE-Modelle werden jeweils 100 Elemente verwendet.

Mode
Frequenzen in Hz

Messung [50] Euler-Bern. Timoshenko
Ritz FEM Ritz FEM

1. Biegung 121,9 127,1 127,1 126,9 126,9
2. Biegung 721,5 794,8 794,8 788,1 785,6
1. Torsion - 2970,1 2970,1 2970,1 2970,1
1. Längs - 4789,1 4789,1 4789,1 4789,1

ist. Bei Verwendung eines mechanischen Beschleunigungssensors ist dies jedoch zu be-
achten. Die Unterschiede zwischen den einzelnen Berechnungsmodellen fallen gering
aus. Für die schubstarre Variante liefern der Ritz-Ansatz und die FEM unter der
verwendeten Rundung identische Ergebnisse. Bei der schubweichen Formulierung trifft
dies ebenfalls für den ersten Mode zu. Für den zweiten Mode fällt das FE-Ergebnis
geringfügig kleiner aus (< 1%). Erwartungsgemäß liegen die Frequenzen der schubwei-
chen Formulierung unter denen des schubstarren Modells.
In Bezug auf die niedrigste Torsions- und Längseigenfrequenz sind die Bewegungs-
gleichungen identisch (vorausgesetzt κ = 1) und es sind auch keine Unterschiede hin-
sichtlich der Lösungsmethode festzustellen. Weiterhin kann die in [125] getroffene Aus-
sage bestätigt werden, dass lediglich die niedrigste Biegeeigenfrequenz von Interesse ist,
da alle anderen Eigenfrequenzen um ein Vielfaches höher sind. Dies kann mit der hohen
Steifigkeit in Axialrichtung begründet werden (vgl. [10]), was nicht nur auf das Werk-
zeug sondern auch auf die übrige Maschine (Spannfutter, Spindel und das Werkzeug-
gestell) zutrifft. Im Gegensatz dazu ist die Steifigkeit orthogonal zur Rotationsachse
deutlich geringer.

Einfluss des Verhältnisses L/DSa

In Abbildung 3.11 werden die niedrigsten Biegeeigenfrequenzen der unterschiedlichen
Berechnungsmodelle in Abhängigkeit des Verhältnisses 5 ≤ L/DSa ≤ 100 dargestellt.

Je nach Lösungsmethode wird auch der relative Fehler angegeben, wobei sich dieser
stets auf das Ergebnis der schubweichen Variante bezieht. Die Frequenzen nehmen
mit steigendem Längendurchmesserverhähltnis exponentiell ab, wodurch ein linearer
Zusammenhang in doppelt logarithmischer Darstellung resultiert. Der relative Fehler
zwischen den schubweichen und schubstarren Berechnungsergebnissen nimmt zu, je
kleiner L/DSa und je größer die Modeordnung sind. Für L/DSa = 10 beträgt die Ab-
weichung für den ersten Mode rund 1 %. Deswegen wird für einen langkragenden Werk-
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Abb. 3.11.: Vergleich der Biegeeigenfrequenzen des Schaftes für die schubstarre und
schubweiche Formulierung. Ergebnisse in Abhängigkeit des Verhältnisses
L/DSa und der Modeordnung i. Angabe des relativen Fehlers in Bezug
auf die schubweiche Formulierung.

zeugschaft die Theorie nach Euler-Bernoulli als ausreichend angesehen. Bezüglich
des Lösungsverfahrens treten nur geringe Unterschiede auf. Es ist jedoch anzumerken,
dass für die FEM der relative Fehler zwischen schubweicher und schubstarrer Formu-
lierung größer ausfällt.
Aus den genannten Gründen wird im weiteren Verlauf, sofern nicht anders gekennzeich-
net, die Euler-Bernoulli-Theorie unter Verwendung des globalen Ritz-Ansatzes
genutzt.

Einfluss der Ausgleichsmasse

In Tabelle 3.3 wird die Wirkung der Ausgleichsmasse auf die niedrigsten zwei Biege-
eigenfrequenzen aufgezeigt. Dabei wird zum einen die Dichte ρA und zum anderen der
Füllgrad Θ variiert.
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Tab. 3.3.: Einfluss der Dichte sowie des Füllgrades der Ausgleichsmasse auf die nied-
rigsten Biegeeigenfrequenzen des ruhenden Schaftes. Berechnungsergebnis-
se für das schubstarre Modell und globaler Diskretisierung.

Frequenzen in Hz für ρA/ρS = 1/3

Mode Θ
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1. Biegung 127,1 120,2 114,3 109,1 104,7 100,7
2. Biegung 794,8 751,7 714,9 683,0 655,1 630,3

Frequenzen in Hz für ρA/ρS = 2/3

Mode Θ
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1. Biegung 127,1 114,3 104,7 97,2 91,1 86,0
2. Biegung 794,8 714,9 655,1 608,2 570,1 538,3

Frequenzen in Hz für ρA/ρS = 1

Mode Θ
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1. Biegung 127,1 109,1 97,2 88,4 81,7 76,3
2. Biegung 794,8 683,0 608,2 553,5 511,3 477,6

Für die Berechnung des Füllgrades gilt

Θ = VA

VS
= 1− R2

Ai
R2

Aa
= 1− R2

Ai
R2

Si
, (3.87)

wobei VA und VS die Volumina der Ausgleichsmasse sowie des Schafthohlraums kenn-
zeichnen. Erwartungsgemäß nehmen die Eigenfrequenzen mit steigender Ausgleichs-
masse ab. Für das hier gewählte Beispiel sinken die Eigenfrequenzen des Schaftes auf
bis zu 60 % der ursprünglichen Werte ohne Ausgleichsmasse. Die Berücksichtigung ei-
nes zusätzlichen Schneidteils bewirkt ebenfalls eine Absenkung der Eigenfrequenzen
(vgl. Abschnitt 3.7.2).

Verteilung der Eigenfrequenzen infolge einer stochastischen Unwucht

Die Eigenfrequenzen stellen keine deterministischen Größen dar, sondern unterliegen
einer Streuung. Dies kann über eine verteilte Unwucht modelliert werden. Hierfür sind
in Abbildung 3.12 die Ergebnisse verschiedener Monte-Carlo-Simulationen mit Hil-
fe von Histogrammen dargestellt.
Die Berechnung der niedrigsten Biegeeigenfrequenz erfolgt für variierende Werte
von e1max. Die Angabe der maximalen Schaftexzentrizität erfolgt in Abhängigkeit der
zugehörigen Wandstärke (HS = RSa −RSi), wobei für die einzelnen Werte jeweils 1000
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Realisierungen herangezogen werden. Zusätzlich wird zwischen Berechnungen mit und
ohne Berücksichtigung der Schneidteilmasse (m = 0, 01 kg) unterschieden.
Für den Fall, dass e1max = 0 gilt, ergibt sich eine deterministische Rechnung ohne
Streuung der Eigenfrequenzen. Weiterhin ist ersichtlich, dass je größer die maximale
Schaftexzentrizität ist, desto größer fällt die Streuung der Eigenfrequenzen aus. Dabei
ist von einer symmetrischen Verteilung um den deterministischen Wert auszugehen.
Der Unterschied zwischen den beiden Varianten mit und ohne Schneidteil besteht dar-
in, dass die Streuung der Eigenfrequenzen für m = 0, 01 kg geringer ausfällt. Dies kann
mit der höheren Gesamtmasse des Systems begründet werden, gegenüber welcher die
Schaftunwucht einen geringeren Anteil einnimmt.

m = 0 m = 0, 01 kg

e1max = 0 e1max = 0, 25HS
e1max = 0, 50HS
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e1max = 1, 00HS
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Abb. 3.12.: Histogramme für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der niedrigsten Biege-
eigenfrequenz in Abhängigkeit von e1max. Verwendete Parameter für den
Wedig-Dimentberg-Ansatz zur Unwuchtmodellierung: ωWD = 2π rad

m ,
σWD = π

2
rad
m .

In Abbildung 3.13 werden für die Monte-Carlo-Simulationen mit und ohne Schneid-
teilmasse jeweils die Wahrscheinlichkeitsverteilung und Box-Whisker-Plots angegeben.
Bei Letzteren wird die Box von den 25 %- sowie 75 %-Quartilen begrenzt und bein-
haltet zusätzlich eine Markierung für den Median. Die maximale Länge der Antennen
(Whisker) entspricht dem interquartilen Abstand (Länge der Box), wobei deren En-
den jeweils den extremsten Wert kennzeichnen [74]. Ausreißer (Werte die Außerhalb des
Antennenbereichs liegen) treten bei den vorliegenden Daten nicht auf. Beide Darstellun-
gen bestätigen die aus den Histogrammen resultierende Annahme einer symmetrischen
Verteilung.
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Abb. 3.13.: Wahrscheinlichkeitsverteilung und Box-Whisker-Plots der Monte-
Carlo-Simulationen in Abhängigkeit von e1max. Verwendete Parameter
für den Wedig-Dimentberg-Ansatz zur Unwuchtmodellierung: ωWD =
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Zusätzlich werden in Tabelle 3.4 der arithmetische Mittelwert, die Varianz und die Stan-
dardabweichung für die niedrigste biegekritische Eigenfrequenz angegeben. Der arith-
metische Mittelwert f̌01 ändert sich, ähnlich wie der Median, nur geringfügig in Abhän-
gigkeit von e1max. Im Gegensatz dazu nehmen sowohl die Varianz als auch die Standard-
abweichung erwartungsgemäß mit steigendem e1max zu. Im Falle der größten untersuch-
ten Exzentrizität e1max = 1, 00HS beträgt die Standardabweichung σ(f01) ≈ 4, 35Hz
für das Werkzeug ohne Schneidteilmasse und σ(f01) ≈ 2, 13Hz mit Schneidteilmasse.
Bezüglich des arithmetischen Mittelwertes entspricht dies einer Abweichung von rund
3, 42 % bzw. 2, 17 %.

Es sei angemerkt, dass ein Wert von e1max = 1, 0HS weit über den in der Praxis auf-
tretenden Toleranzen liegt. In [50] werden für experimentelle Untersuchungen von lang
kragenden Hohlschäften nahtlose Präzisionsrohre als Halbzeuge verwendet. Diesbezüg-
lich werden mit DIN EN 10305-1 [28] die technischen Lieferbedingungen vorgegeben
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Tab. 3.4.: Arithmetischer Mittelwert, Varianz und Standardabweichung für die nied-
rigste biegekritische Eigenfrequenz infolge der Monte-Carlo-Simula-
tionen.

e1max

m = 0 m = 0, 01 kg
f̌01 Var(f01) σ(f01) σ(f01)/f̌01 f̌01 Var(f01) σ(f01) σ(f01)/f̌01
in Hz in Hz2 in Hz in % in Hz in Hz2 in Hz in %

0 127,07 0 0 0 98,42 0 0 0
0, 10HS 127,05 0,19 0,43 0,34 98,42 0,04 0,20 0,21
0, 25HS 127,06 1,19 1,09 0,86 98,42 0,27 0,52 0,53
0, 50HS 127,03 4,76 2,18 1,72 98,43 1,09 1,04 1,06
0, 75HS 126,99 10,73 3,28 2,58 98,41 2,45 1,56 1,59
1, 00HS 127,14 18,90 4,35 3,42 98,19 4,55 2,13 2,17

(nahtlos kaltgezogene Präzisionsrohre). Falls nicht anders festgelegt, ist eine dimensi-
onslose Exzentrizität von

erel = HSmax −HSmin

HSmax +HSmin
< 0, 1 (3.88)

innerhalb eines Querschnittes einzuhalten. Weiterhin gilt für Rohre, welche nach
Außen-/Innendurchmesser und Wandstärke definiert sind, dass sich die Wanddicken-
grenzabmaße im Bereich von ±0, 1mm oder ±10 % bewegen. Dabei gilt der jeweils
größere Wert. Im Falle einer Wärmebehandlung wird außerdem darauf hingewiesen,
dass die Grenzabmaße von Außen- und Innendurchmesser eines Rohres mit dem Fak-
tor 1,5 für 0, 05 > HS/DSa ≥ 0, 025 bzw. 2 für HS/DSa < 0, 025 multipliziert werden
müssen. Für die Geradheitstoleranz gelten die Angaben nach Tabelle 3.5, wobei nach
dem Außendurchmesser und der Streckgrenze (τs) unterschieden wird.

Tab. 3.5.: Geradheitstoleranzen für Rohre mit einer Länge von L > 1000mm und
einem Außendurchmesser von DSa > 15mm nach DIN EN 10305-1 [28].

Durchmesser Geradheitstolerenz

DSa ≤ 260mm e = 0, 0015L für τs ≤ 500N/mm
e = 0, 0020L für τs > 500N/mm

DSa > 260mm e = 0, 0025L für τs ≤ 500N/mm
e = 0, 0030L für τs > 500N/mm

Für Längen von weniger als 1000mm und DSa > 15mm gilt zusätzlich e ≤ 0, 003L.
Weiterhin wird darauf hingewiesen, dass für DSa ≤ 15mm, die Geradheitstoleranzen
individuell vereinbart werden können. In Abbildung 3.14 werden die eben behandelten
Toleranzangaben visualisiert. Zusätzlich gilt noch die bereits angesprochene Auswucht-
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gütestufe G 40 für das Werkzeug bei maximaler Betriebsdrehzahl (vgl. DIN EN ISO
15641 [29]).

HSmax HSmin L

e

a) b)

Abb. 3.14.: Darstellung der Toleranzen für kaltgezogene Präzisionsrohre. a) Exzen-
trizität innerhalb eines Querschnittes nach [94]. b) Geradheitstoleranz
nach [28].

3.7.2. Rotierendes Werkzeug

Anschließend zu den Betrachtungen am ruhenden Werkzeug, werden nachfolgend ver-
schiedene Rechnungen unter Einfluss einer Bewegung durchgeführt. Neben der Winkel-
geschwindigkeit interessiert auch die Exzentrizität und die daraus resultierende statio-
näre Deformation. Des Weiteren wird die Schaftbewegung unter Wirkung einer Schnitt-
kraft sowie der Dämpfungseinfluss untersucht. Für die Berechnungen kommen aus-
schließlich die schubstarren Modelle zum Einsatz.

Einfluss der Winkelgeschwindigkeit

In Abbildung 3.15 sind die Eigenfrequenzen des Werkzeuges in Abhängigkeit der Winkel-
geschwindigkeit im Bereich von 0 bis 6000 rad/s dargestellt. Eine Exzentrizität wird
nicht berücksichtigt, sodass e0 = e1 = e2 = 0 gilt. Neben den drei niedrigsten Biege-
eigenfrequenzen wird auch die niedrigste Längs- und Torsionseigenfrequenz angegeben.
Für den Schaft ohne Schneidteilmasse und Ω = 0 entsprechen die dargestellten Werte
den Angaben aus Tabelle 3.2, sofern diese dort aufgeführt werden. Gut erkennbar ist
die deutlich höhere Lage der niedrigsten Längs- und Torsionseigenfrequenz im Vergleich
zu den Werten der niedrigsten Biegemoden.
Während die Längs- und Torsionseigenfrequenz nicht bzw. nur marginal von der Win-
kelgeschwindigkeit abhängig sind, werden die Biegeeigenfrequenzen deutlich beein-
flusst. Die konjugiert komplexen Eigenwerte des ruhenden Schaftes spalten sich infolge
der Rotation auf. Aufgrund der Bifurkation ist zwischen einem vorwärtigen (VW) und
rückwärtigen (RW) Mode zu unterscheiden (steigende und fallende Frequenz). Beide
Lösungsanteile können als laufende Wellen in Umfangsrichtung interpretiert werden,
wobei die Ausbreitungsrichtung entgegengesetzt ist [7], [118]. Die Bifurkation resultiert
hauptsächlich aus der Wahl des mitdrehenden x2y2z2-Koordinatensystems. Bezüglich
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Abb. 3.15.: Eigenfrequenzen des Werkzeuges mit und ohne Schneidteilmasse in Ab-
hängigkeit der Winkelgeschwindigkeit. Diskretisierung für den globalen
Ritz-Ansatz: {A,B,C,D} = 3.

des x0y0z0-Inertialsystems tritt diese deutlich schwächer auf, wie z. B. in [106] und [131]
gezeigt wird.
Die Berücksichtigung der Schneidteilmasse m bewirkt, wie bereits festgestellt, eine Ab-
senkung der Eigenfrequenzen. Eine Ausnahme bildet die Torsionseigenfrequenz, welche
unverändert bleibt. Ursache hierfür ist, dass das Schneidteil als Punktmasse modelliert
wird und somit die kinetische Energie für die Torsionsbewegung unverändert bleibt
(vgl. Formel (3.12)).

Stationäre Deformation

Tritt die Rotation zusammen mit einer Exzentrizität auf, so führt die resultierende
Fliehkraftbeanspruchung zur stationären Deformation des Schaftes. Die Eigenwertbe-
rechnung erfolgt anschließend für eine Bewegung um die deformierte Lage. In Abbil-
dung 3.16 werden die Frequenzen des niedrigsten Biegeeigenmodes in Abhängigkeit der
Winkelgeschwindigkeit 0 ≤ Ω ≤ ω01|Ω=0 und der Exzentrizität 0 ≤ e0 ≤ HS (Fluch-
tungsfehler) dargestellt. Neben den Ergebnissen des geometrisch nichtlinearen Modells
werden auch diejenigen für eine lineare Formulierung angegeben. Zu diesem Zweck
werden die nichtlinearen Terme aus Gleichung (3.8) vernachlässigt.

Die Angabe der Frequenzen erfolgt an dieser Stelle in Bezug auf das ortsfeste Inertial-
system. Im Vergleich zu Abbildung 3.15 wird die Drehzahl zur Frequenz des rückwärti-
gen Modes addiert und von der Frequenz des vorwärtigen Modes subtrahiert. Folglich
sind in Abbildung 3.16 zwei Flächen (RW, VW) sowohl für das lineare als auch nicht-
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Abb. 3.16.: Abhängigkeit der niedrigsten Biegeeigenkreisfrequenz (dimensionslose
Angabe mit ω01/ω01|Ω=0 = f01/f01|Ω=0) von der Exzentrizität e0 und der
Winkelgeschwindigkeit Ω. Diskretisierung: {A,B,C,D} = 5.

lineare Modell dargestellt. Für das nichtlineare Modell ergibt sich mit zunehmendem
Produkt aus Winkelgeschwindigkeit und Exzentrizität ein leichter Anstieg der Biege-
eigenfrequenzen. Dabei hat Erstere einen parabolischen Einfluss, wohingegen Letztere
auf eine Abhängigkeit führt, welche ähnlich zu einer Wurzelfunktion ist. Das linea-
re Modell zeigt keinen Einfluss der stationären Lage auf die Eigenfrequenzen. Dies
begründet sich mit der fehlenden Spannungsversteifung. Bei unterkritischem Betrieb
(Ω ≤ 0, 6ω01|Ω=0) und praxisnahen Werten für die Exzentrizität sind die Änderungen
in den Eigenfrequenzen kaum von Bedeutung. Im überkritischen Bereich und mit aus-
reichend Abstand zu den Eigenfrequenzen gilt das Gleiche.
Die Bifurkation der Eigenwerte tritt nur für das nichtlineare Modell bei hoher Dreh-
zahl und Exzentrizität sichtbar in Erscheinung, was mit den Ergebnissen von [106]
übereinstimmt. Für praktische Anwendungsbereiche spielen die spannungsversteifen-
den Effekte auf die Eigenfrequenzen nur eine untergeordnete Rolle. Besonders die hier
angegebenen Werte bezüglich der Exzentrizität überschreiten deutlich die zu erwarten-
den Fertigungstoleranzen (vgl. Gleichung (3.88) bzw. Tabelle 3.5). Demzufolge genügt
die Rechnung mit linearen Verzerrungsanteilen.
Der Einfluss einer axialen Schnittkraft auf die Biegeeigenfrequenzen erweist sich als li-
near (Berücksichtigung der geometrischen Nichtlinearitäten vorausgesetzt). Dabei führt
eine Druckbeanspruchung zu sinkenden und eine Zugbeanspruchung zu steigenden Bie-
geeigenfrequenzen [80].

In Abbildung 3.17 wird die stationäre Lage für Ω = 2ω01|Ω=0 und e0 = HS dargestellt.
Verglichen wird das Ergebnis des Ritz-Ansatzes mit dem der FEM. Bereits durch ei-
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ne einzelne globale Ansatzfunktion wird die stationäre Lage akzeptabel angenähert.
Erwartungsgemäß verringert sich die Abweichung des Ritz-Ansatzes zur FE-Lösung
durch die Verwendung mehrerer Ansatzfunktionen. Da die gewählte Winkelgeschwin-
digkeit zwischen erster und zweiter Biegeeigenkreisfrequenz liegt, ist eine Selbstzen-
trierung zu beobachten. Deswegen ist auch die Rotationsachse im linken Diagramm
zusammen mit der stationären Verschiebung eingezeichnet.

stationäre Lage absoluter Fehler relativer Fehler
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Abb. 3.17.: Stationäre Lage berechnet mittels FEM (Diskretisierung: 100 Elemente)
und globalem Ritz-Ansatz. Verwendete Parameter: Winkelgeschwindig-
keit Ω = 2ω01, Exzentrizität e0 = HS. Angabe der Fehler in Bezug auf
die FE-Lösung.

In Abbildung 3.18 ist der Einfluss der Ausgleichsmasse auf die stationäre Deformation
dargestellt. Während für die Exzentrizität unverändert e0 = HS und ψ0 = 0 gilt, be-
trägt die Winkelgeschwindigkeit Ω = 1, 5ω01|Θ=0,Ω=0. Letztere ist in Abhängigkeit der
niedrigsten Biegeeigenkreisfrequenz des ruhenden Schaftes ohne Füllmedium definiert.
Die Berechnung erfolgt ausschließlich mit dem schubstarren FE-Modell.
In dem linken Diagramm ist die Radialverschiebung v̄0(X) für unterschiedliche Wer-
te des Füllgrades Θ ∈ {0; 0, 2; 0, 4; 0, 6; 0, 8; 1} und bei konstantem Dichteverhältnis
ρA/ρS = 1/3 zu sehen. Die resultierende Exzentrizität

|e|res = 1
L

L∫
0

|v̄0(X) + e0|dX (3.89)

ist rechts abgebildet, wobei hier ebenfalls Ergebnisse für ρA/ρS = 2/3 und ρA/ρS = 1
aufgeführt werden. Es ist erkennbar, dass mit Zunahme der Ausgleichsmasse (Steige-
rung von Θ sowie ρA/ρS) der selbstzentrierende Effekt begünstigt wird. Dies lässt sich
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damit begründen, dass durch die zusätzliche Masse die niedrigste biegekritische Eigen-
kreisfrequenz abnimmt. Folglich vergrößert sich deren Abstand zu der gleichbleibenden
Rotationswinkelgeschwindigkeit.

ρA/ρS = 1Rotationsachse
Θ ∈ {0; 0, 2; 0, 4; 0, 6; 0, 8; 1} ρA/ρS = 1/3 ρA/ρS = 2/3
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Abb. 3.18.: Einfluss der Ausgleichsmasse im überkritischen Drehzahlbetrieb für ei-
ne konstante Winkelgeschwindigkeit von Ω = 1, 5ω01|Θ=0,Ω=0 und
e0 = HS. Links: Stationäre Lage in Abhängigkeit von Θ und für
ρA/ρS = 1/3. Rechts: Resultierende Exzentrizität |e|res.

Schnittvorschub bei exzentrischem Werkzeug

Bevor die Zwangsschwingungen des Schaftes betrachtet werden, wird auf die Schnitt-
kraft beim Stirnfräsen und dem damit verbundenen Schnittvorschub eingegangen. Die
nachfolgenden Angaben beziehen sich dabei auf [20], [54] und [122].
Ausgangspunkt sind die in Abbildung 3.19 dargestellten Größen. Darin kennzeich-
nen Dm den Durchmesser des Schneidteils, vf die Vorschubgeschwindigkeit, ae den
Arbeitseingriff, ap die Schnitttiefe, fz den Zahn- und fc den Schnittvorschub. Beim
Zahnvorschub handelt es sich um den translatorisch zurückgelegten Weg des Fräsers
pro Umdrehung und Zahn.

Der Zusammenhang zwischen Zahnvorschub und Vorschubgeschwindigkeit lautet

vf = Ω
2 π nz fz, (3.90)

wobei nz die Anzahl der Zähne wiedergibt. Der Schnittvorschub kann vereinfachend
mit

fc ≈ fz sin(φ) (3.91)

angegeben werden. Dazu wird angenommen, dass der Einstellwinkel des Werkzeuges
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Abb. 3.19.: Geometrische Größen zur Bestimmung der Schnittkraft beim Stirnfräsen
nach [20].

π/2 beträgt. Folglich stimmen die Spanungsdicke mit dem Schnittvorschub und die
Spanungbreite mit der Schnitttiefe überein. Die Schnittkraft einer einzelnen Schneide
kann mit

Fc = ASpan kc = ap fc kc = ap fz kc sin(φ), (3.92)

bestimmt werden. Darin kennzeichnet kc die spezifische Schnittkraft in N/m2. Die-
ser Wert hängt hauptsächlich vom zu spanenden Material ab, wobei auch verschiedene
Prozessparameter Einfluss nehmen. Die Berechnung erfolgt in der Regel anhand des ex-
perimentell bestimmten Hauptwertes der spezifischen Schnittkraft (spezifische Schnitt-
kraft bei jeweils 1mm Spanungsbreite und -dicke). Im weiteren Verlauf ist kc nicht
Gegenstand der Betrachtungen, weshalb auf die eingangs genannten Quellen verwiesen
wird.

Die bisherigen Angaben berücksichtigen weder die Zykloidenbewegung, welche durch
die Vorschubgeschwindigkeit hervorgerufen wird, noch einen exzentrischen Lauf. Die
daraus resultierenden Abweichungen bezüglich des Schnittvorschubs sind in Abbil-
dung 3.20 dargestellt. Betrachtet wird ein zweischneidiges Werkzeug mit einem Durch-
messer von Dm = 0, 01m und der Winkelgeschwindigkeit Ω = 2000π rad

s . Die Er-
gebnisse werden für folgende Vorschubgeschwindigkeiten vf ∈ {1 m

s , 2
m
s , 4

m
s , 6

m
s } so-

wie Exzentrizitäten {e, e2} ∈ {0, 50µm, 100µm} angegeben. Neben der vereinfachten
Berechnung nach Gleichung (3.91) wird auch der tatsächliche Schnittvorschub dar-
gestellt. Letzterer lässt sich nicht analytisch angeben, sondern muss numerisch über
den Abstand der Schnittbahnen in der Arbeitsebene ermittelt werden. Erwartungs-
gemäß treten für geringe Vorschubgeschwindigkeiten und bei fehlender Exzentrizität
kaum Abweichungen zwischen der vereinfachten Berechnung und dem numerisch be-
stimmten Schnittvorschub auf. Liegt allerdings eine Exzentrizität vor, so ergeben sich
unterschiedliche Schnittvorschübe je Zahn.
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Abb. 3.20.: Vergleich des vereinfachten und numerisch bestimmten Schnittvorschubs
in Abhängigkeit der Vorschubgeschwindigkeit vf und der geom. Schneid-
teilexzentrizität e2. Weitere Parameter: Ω = 2000π rad

s , Durchmesser
Schneidteil Dm = 0, 01m, Anzahl der Schneiden nz = 2.
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Für das hier gewählte Beispiel liegt die Exzentrizität stets in Richtung des ersten Zah-
nes, sodass sich dessen Vorschub erhöht und der des zweiten Zahnes (gegenüberliegend)
verringert. Die maximale Veränderung des Zahnvorschubs entspricht in diesem Fall der
doppelten Exzentrizität. Mit Zunahme der Vorschubgeschwindigkeit ist erkennbar, dass
immer stärkere Abweichungen vom Verlauf einer Sinushalbwelle auftreten.
Für vf = 1m/s sowie e2 = 100µm (größte betrachtete Exzentrizität bei kleinster be-
trachteter Vorschubgeschwindigkeit) ist erkennbar, dass der Schnittvorschub des ersten
Zahnes Knickstellen besitzt. In diesem Fall wird die Spaninnenseite von den Schnittflä-
chen mehrerer vorausgehender Zähne begrenzt. Der Übergang zwischen diesen Bahn-
segmenten sorgt für eine Unstetigkeit der ersten Ableitung. Liegt keine Exzentrizität
vor, wird die Spaninnenseite lediglich von der Schnittfläche des direkt vorausgehenden
Zahnes gebildet. In diesem Zusammenhang zeigt Abbildung 3.21 die Spanungsquer-
schnitte und Schnittbahnen für ausgewählte Kombinationen der Vorschubgeschwindig-
keit und Exzentrizität.

vf = 1m/s, e2 = 0 vf = 1m/s, e2 = 100µm vf = 6m/s, e2 = 0
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Abb. 3.21.: Visualisierung der Spanungsquerschnitte für unterschiedliche Vorschub-
geschwindigkeiten vf und Exzentrizitäten e2.

Um die Abweichungen des Schnittvorschubs zwischen vereinfachter Berechnung und nu-
merischer Lösung genauer zu betrachten, werden die jeweiligen Funktionen als
Fourier-Reihe

fc (φ) = a0

2 +
∞∑
k=1

[ak cos (k φ) + bk sin (k φ)] (3.93)

entwickelt. Die darin enthaltenen Koeffizienten können mit

ak = 1
π

2π∫
0

fc cos (k φ) dφ bzw. bk = 1
π

2π∫
0

fc sin (k φ) dφ (3.94)

berechnet werden [15]. In Abbildung 3.22 werden die Fourier-Koeffizienten der Schnitt-
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vorschübe für k ∈ {0, 1, 2, ..., 20} angegeben (je Schneiden und Berechnungsvariante).
Bezüglich der Vorschubgeschwindigkeit und Exzentrizität werden die selben Paarungen
wie in Abbildung 3.21 berücksichtigt.
Die Koeffizienten nehmen erwartungsgemäß für alle gezeigten Varianten mit steigender
Ordnung ab. Da der numerisch ermittelte Verlauf des Schnittvorschubs weder punkt-
noch achsensymmetrisch ist, treten sowohl Sinus- als auch Cosinus-Anteile auf. Die
vereinfachte Berechnung liefert stets einen achsensymmetrischen Verlauf, wodurch sich
lediglich Cosinus-Anteile in der Fourier-Reihe ergeben (bk = 0).
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Abb. 3.22.: Fourier-Koeffizienten für den numerisch ermittelten Schnittvorschub
und dessen Näherung nach Gleichung (3.91).
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Die Abdrängung des Fräsers infolge der Schnittkräfte ist nicht Bestandteil der hier dar-
gestellten Ergebnisse. Besonders für schlanke Werkzeuge mit vergleichsweise geringer
Steifigkeit kann dieser Sachverhalt von Bedeutung sein. Nähere Untersuchungen dazu
werden z. B. in [103] aufgeführt.

Zwangsschwingung bei Schnittkraftanregung

Wie im vorangegangen Abschnitt beschrieben, erfolgt die Schnittkraftberechnung nach
Gleichung (3.92) direkt proportional zum Schnittvorschub. Folglich erstreckt sich die-
se selbst bei konstanter Drehzahl des Werkzeuges über ein breites Frequenzband. Es
besteht die Möglichkeit, für die in rein harmonische Anteile zerlegte Schnittkraft je-
den Lösungsanteil zu berechnen und anschließend zu superponieren. Voraussetzung
dafür ist die bereits beschriebene Linearisierung der Bewegungsgleichungen (vgl. Glei-
chung (3.50)).
Bei den hier gezeigten Beispielen dominiert stets die grundharmonische Anregung. Des-
wegen beschränken sich die nachfolgenden Zeitlösungen auch auf eine rein harmonische
Anregung der Form

Fcy = F · cos (Ωex t) . (3.95)

Zunächst werden dämpfungsfreie Schwingungen betrachtet, wofür Abbildung 3.23 die
maximale Verschiebung am freien Schaftende v̄max = v̄(X = L, t)|max zeigt.
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Abb. 3.23.: Maximale dimensionslose Verschiebung v̄max/v̄stat in Abhängigkeit der
Anregungskreisfrequenz und der Winkelgeschwindigkeit [97]. Verwendete
Parameter: m = 0, 01 kg, ϑ = 0, Diskretisierung {A,B,C,D} = 3.
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Die Angabe erfolgt in Bezug auf die statische Verschiebung v̄stat an gleicher Stelle.
Variiert werden die Anregungskreisfrequenz 0 ≤ Ωex ≤ 2ω01|Ω=0 und die Winkelge-
schwindigkeit des Werkzeuges 0 ≤ Ω ≤ ω01|Ω=0. Die Ergebnisse beziehen sich erneut
auf das mitrotierende schaftfeste Koordinatensystem bei stets konstanter Anregungs-
amplitude. Für die Anfangsbedingungen gilt

ū(X, 0) ≡ 0, v̄(X, 0) ≡ 0, w̄(X, 0) ≡ 0, φ̄(X, 0) ≡ 0,
˙̄u(X, 0) ≡ 0, ˙̄v(X, 0) ≡ 0, ˙̄w(X, 0) ≡ 0, ˙̄φ(X, 0) ≡ 0.

(3.96)

Damit ist die Gesamtlösung mit der partikulären Lösung identisch, während die homo-
gene Lösung des Differentialgleichungssystems verschwindet. Das betrachtete Zeitinter-
vall für eine Rechnung beträgt jeweils 0 ≤ t ≤ 10π/Ωex. Für den Fall, dass Ω = Ωex = 0
gilt, stimmt v̄max mit der statischen Verschiebung überein. Wird weiterhin Ω = 0, je-
doch ein veränderliches Ωex angenommen, ergibt sich ein Verlauf mit einem Peak im
Resonanzbereich der ersten Biegeeigenkreisfrequenz. Die Peakhöhe ist trotz fehlender
Dämpfung endlich, da das simulierte Zeitintervall begrenzt ist. Mit zunehmender Ro-
tationsgeschwindigkeit des Werkzeuges ist ein Split des Resonanzpeaks zu beobachten.
Dies ist die Folge der Bifurkation der dazugehörigen Biegeeigenkreisfrequenzen. Wäh-
rend der Peak des rückwärtigen Modes mit steigender Drehzahl schmaler und höher
wird, ist für den vorwärtigen Mode das Gegenteil zu beobachten. Ähnliche Ergebnisse
werden auch in [9] und [106] vorgestellt.

In Abbildung 3.24 wird der Einfluss der Dämpfung auf die Zwangsschwingung darge-
stellt. Genauer kommt die Rayleigh-Dämpfung nach Gleichung (2.62) zum Einsatz.
Dabei wird das Lehrsche Dämpfungsmaß ϑ variiert, mit dessen Hilfe die Wichtungs-
faktoren rα und rβ bestimmt werden. Ferner gilt für die dämpfungsgleichen Kreisfre-
quenzen bezüglich des ersten Biegemodes im ruhenden Zustand ω0a = 0, 5ω01|Ω=0 und
ω0b = 1, 5ω01|Ω=0.

0 0,5 1 1,5 2
Ωex/ω01|Ω=0

0

1

2

3

4

5

6

v̄ m
ax
/v̄

st
at

ϑ = 0, 000
ϑ = 0, 004
ϑ = 0, 008

ϑ = 0, 012
ϑ = 0, 016
ϑ = 0, 020

Abb. 3.24.: Maximale dimensionslose Verschiebung v̄max/v̄stat in Abhängigkeit der
Anregungskreisfrequenz und der Dämpfung. Verwendete Parameter:
m = 0, 01 kg, Ω = 0, 5ω01|Ω=0, Diskretisierung {A,B,C,D} = 3.
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Gut zu erkennen ist, dass mit Zunahme des Lehrschen Dämpfungsmaßes die Schwin-
gungsamplituden abnehmen. Besonders deutlich wird dies im Bereich der Resonanz-
stellen. Mit steigender Entfernung vom Resonanzbereich nimmt der Dämpfungseinfluss
stetig ab.
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4. Schalenmodelle

Ausgehend von der einparametrigen Beschreibung des Werkzeugschaftes erfolgt eine
Erweiterung auf eine zweiparametrige Darstellung als zylindrische Schale. Dies hat den
Vorteil, dass neben den bereits betrachteten Biege-, Längs- und Torsionsschwingungen
des Balkens auch Schalenschwingungen untersucht werden können. In Abbildung 4.1 ist
das zu Grunde liegende mechanische Modell einer kreiszylindrischen Schale dargestellt.

z0

y0
y1z1

x0,
x1

HS

HA

y2, Y

x2, X

z2, Z

v (X,φ, t)

w (X,φ, t)
u (X,φ, t)

L

Ω t

φ

RSm

RAm

~r12

Abb. 4.1.: Mechanisches Modell einer rotierenden kreiszylindrischen Schale (grau) mit
Ausgleichsmasse (orange).

Die Schalengeometrie wird über den mittleren Radius RSm = (RSa +RSi) /2, die Wand-
stärke HS = RSa − RSi und die Schaftlänge L festgelegt. Es sind drei Koordinatensys-
teme zur Beschreibung der Kinematik definiert. Bei dem x0y0z0-Koordinatensystem
handelt es sich um das ruhende Inertialsystem. Das x1y1z1-Koordinatensystem ist
mit dem Winkel Ω t bezüglich der x0-Achse verdreht. Wiederum mit dem Winkel
φ bezüglich der x1-Achse verdreht, kennzeichnet das x2y2z2-Koordinatensystem die
Lage eines beliebigen materiellen Teilchens auf der Schalenmittelfläche. Mit Hilfe der
Lagrange-Koordinaten X, Y = RSmφ und Z erfolgt die Identifikation eines belie-
bigen materiellen Teilchens. Die geradlinigen Funktionen u (X,φ, t) sowie w (X,φ, t)
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beschreiben die Längs- und Radialverschiebung der Mittelfläche. Abweichend davon er-
folgt die Verschiebung v (X,φ, t) krummlinig in Umfangsrichtung. Sämtliche Verschie-
bungen stellen Funktionen in Abhängigkeit der beiden Strukturparameter X und φ

sowie der Zeit t dar.
Für die Ausgleichsmasse wird erneut angenommen, dass sie sich gleichmäßig über
die gesamte Schaftlänge verteilt. Aufgrund der Fliehkraft bildet sich eine ringförmi-
ge Schicht, die im Kontakt zur Innenlaibung des Schaftes steht. Der mittlere Radius
für die Ausgleichsmassenschicht ist mit RAm = (RAa +RAi) /2 und die Schichtdicke
mit HA = RAa − RAi gegeben. Auf die Berücksichtigung einer Exzentrizität wird in
diesem Kapitel verzichtet. Jedoch führt die Ausgleichsmasse aufgrund der Rotation
auch ohne Exzentrizität zu einer mechanischen Beanspruchung, was einen Unterschied
zu den vorausgegangenen Balkenmodellen darstellt.

Zur Beschreibung der Verformungskinematik wird die Schale zunächst als schubstarr
angenommen und die Theorie nach Kirchhoff-Love verwendet. Diese entspricht im
Wesentlichen der Kirchhoff’schen Plattentheorie, welche jedoch auf einen Schalen-
körper angewendet wird. Sie besagt nach [68]:

• Die Schale besitzt eine neutrale Fläche, die bei einer Biegebeanspruchung weder
gedehnt noch gestaucht wird. Diese Fläche fällt mit der Mittelfläche zusammen.

• Sämtliche materiellen Punkte, die im undeformierten Zustand auf einer Flächen-
normalen liegen, befinden sich auch im deformierten Zustand auf einer Geraden.

• Die Orthogonalität der Flächennormalen bleibt während der Verformung erhal-
ten.

• Durch Querkontraktion hervorgerufene Änderungen der Schalendicke werden ver-
nachlässigt.

Diese Annahmen haben zur Folge, dass die Verformung der Schale mit den drei ge-
nannten Verschiebungsfunktionen der Mittelfläche beschrieben werden kann. Die Ver-
drehungen der Flächennormalen ergeben sich, wie später noch gezeigt wird, durch die
Richtungsableitungen der Radialverschiebung.

4.1. Verformungskinematik der Schale

Zur Beschreibung der Verformungskinematik sind in Abbildung 4.2 der Längs- und
Querschnitt eines Schalenelements dargestellt. Dieses wird jeweils in der undeformier-
ten Referenzkonfiguration und zusätzlich in der deformierten Momentankonfiguration
abgebildet.

Es kennzeichnet PS0 ein materielles Teilchen des Schaftes mit dem Abstand Z von der
Mittelfläche, welches sich in der Referenzposition befindet. Der zugehörige Ortsvektor
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3
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v
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Abb. 4.2.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens außerhalb der Scha-
lenmittelfläche während der Deformation nach [36]. a) Darstellung im
Längsschnitt der Schale. b) Darstellung im Querschnitt der Schale.

lautet (2)~rPS0 = [0, 0, Z]T. Beim Übergang in die Momentankonfiguration erfolgt die
Verschiebung des materiellen Teilchens in den Punkt PS1, welche mit ui beschrieben
wird. Ausgedrückt mit den Verschiebungsfunktionen der Schalenmittelfläche ergibt sich

(2)~rPS0PS1 =


u1

u2

u3

 =


u+ Z sin (ϕ2)

RSm+Z
RSm

v − Z sin (ϕ1)
w

 . (4.1)

Die Winkel ϕ1 und ϕ2 geben die Verdrehungen der Flächennormalen um die x2- und y2-
Achse an. Im Zuge der Schalentheorie nach Kirchhoff-Love können die Drehwinkel
mit den partiellen Ableitungen

ϕ1 = ∂w

∂Y
= 1
RSm

∂w

∂φ
= 1
RSm

w,φ und ϕ2 = − ∂w
∂X

= −w,X (4.2)

ausgedrückt werden. Unter der Annahme kleiner Drehwinkel folgt für den Verschie-
bungsvektor nach Gleichung (4.1)

(2)~rPS0PS1 =


u1

u2

u3

 ≈


u− Zw,X
RSm+Z
RSm

v − Z
RSm

w,φ

w

 . (4.3)

Mit dem Abstandsvektor zwischen dem x1y1z1-Koordinatensystemen und dem Teil-
chenfesten x2y2z2-System

(1)~r12 =
[
X, RSm sin (φ) , RSm cos (φ)

]T (4.4)
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sowie den Rotationsmatrizen

01R =


1 0 0
0 cos (Ωt) sin (Ωt)
0 − sin (Ωt) cos (Ωt)

 und 12R =


1 0 0
0 cos (φ) sin (φ)
0 − sin (φ) cos (φ)

 (4.5)

kann der Ortsvektor zum Punkt PS1 im Inertialsystem mit

(0)~rPS1 =01R ·
(

(1)~r12 +12 R ·
(

(2)~rPS0 +(2) ~rPS0PS1

))

=


X + u− Z w,X(

RSm+Z
RSm

v − Z
RSm

w,φ
)

cos(Ωt+ φ) + (RSm + w + Z) sin(Ωt+ φ)(
−RSm+Z

RSm
v + Z

RSm
w,φ

)
sin(Ωt+ φ) + (RSm + w + Z) cos(Ωt+ φ)

 (4.6)

angegeben werden. Die dazugehörige Geschwindigkeit lautet

(0)~̇rPS1 = (0)d~rPS1

dt = {u,t − Zw,Xt}~ex0

+
{[
RSm + Z

RSm
v,t −

Z

RSm
w,φt + Ω (RSm + w + Z)

]
cos(Ωt+ φ)

+
[
w,t − Ω

(
RSm + Z

RSm
v − Z

RSm
w,φ

)]
sin(Ωt+ φ)

}
~ey0

+
{[
w,t − Ω

(
RSm + Z

RSm
v − Z

RSm
w,φ

)]
cos(Ωt+ φ)

−
[
RSm + Z

RSm
v,t −

Z

RSm
w,φt + Ω (RSm + w + Z)

]
sin(Ωt+ φ)

}
~ez0 .

(4.7)
Die Berechnung des Deformationsgradienten für die Schale gestaltet sich wegen der
Zylinderkoordinaten aufwendiger im Vergleich zu kartesischen Koordinaten. Wie in [32]
und [123] beschrieben, wird als Zwischenschritt zunächst das totale Differential des
Verschiebungsvektors (2)~rPS0PS1 mit

(2)d~rPS0PS1 =
(
∂u1

∂X
dX + ∂u1

∂φ
dφ+ ∂u1

∂Z
dZ
)
~ex2 + u1d~ex2

+
(
∂u2

∂X
dX + ∂u2

∂φ
dφ+ ∂u2

∂Z
dZ
)
~ey2 + u2d~ey2

+
(
∂u3

∂X
dX + ∂u3

∂φ
dφ+ ∂u3

∂Z
dZ
)
~ez2 + u3d~ez2

(4.8)

berechnet. Um die Differentiale der zylindrischen Basisvektoren zu bestimmen, werden
diese in den kartesischen Koordinaten

~ex2 = ~ex1 ,

~ey2 = cos (φ)~ey1 − sin (φ)~ez1 ,

~ez2 = sin (φ)~ey1 + cos (φ)~ez1

(4.9)
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angegeben. Da ~ey2 und ~ez2 vom Winkel φ abhängig sind, gilt für die zugehörigen Dif-
ferentiale

d~ex2 = 0,
d~ey2 = [− sin (φ)~ey1 − cos (φ)~ez1 ] dφ = − (dφ)~ez2 ,

d~ez2 = [ cos (φ)~ey1 − sin (φ)~ez1 ] dφ = (dφ)~ey2 .

(4.10)

Damit kann Gleichung (4.8) wie folgt

(2)d~rPS0PS1 =


∂u1
∂X

1
RSm

∂u1
∂φ

∂u1
∂Z

∂u2
∂X

1
RSm

(
∂u2
∂φ

+ u3
)

∂u2
∂Z

∂u3
∂X

1
RSm

(
∂u3
∂φ
− u2

)
∂u3
∂Z


︸ ︷︷ ︸

=∇((2)~rPS0PS1)

·


dX

RSm dφ
dZ


︸ ︷︷ ︸

=(2)d~x

(4.11)

dargestellt werden. Das totale Differential lässt sich somit als Skalarprodukt des Ver-
schiebungsvektorgradienten ∇

(
(2)~rPS0PS1

)
mit dem differentiellen Wegsegment (2)d~x

angeben. Unter Verwendung der Verschiebungen ui aus Gleichung (4.3) ergibt sich der
Deformationsgradient zu

F = E + ~∇⊗ (2)~rPS0PS1

=


1 + u,X − Z w,XX 1

RSm
(u,φ − Zw,Xφ) −w,X

RSm+Z
RSm

v,X − Z
RSm

w,Xφ 1 + 1
RSm

(v,φ + w) + Z
R2

Sm
(v,φ − w,φφ) 1

RSm
(v − w,φ)

w,X
RSm+Z
R2

Sm
(w,φ − v) 1

 .
(4.12)

Mit Hilfe des Rechts-Cauchy-Green-Deformationstensors nach Gleichung (2.7) kann
der Verzerrungstensor mit Gleichung (2.8) berechnet werden. Daraus ergeben sich die
für den weiteren Verlauf notwendigen Verzerrungen zu

ε11 = 1
2R2

Sm

{
R2

Sm

[
u2
,X + 2u,X(1− Zw,XX) + v2

,X + w2
,X + Zw,XX(Zw,XX − 2)

]

+ 2RSmZv,X(v,X − w,Xφ) + Z2(v,X − w,Xφ)2
}
,

ε22 = 1
2R4

Sm

{
R2

Sm

[
(v,φ + w)(2RSm + v,φ + w) + u2

,φ + (v − w,φ)2
]

+ 2RSmZ
[
−RSmu,φw,Xφ + (v,φ − w,φφ)(RSm + v,φ + w) + (v − w,φ)2

]
+ Z2

[
R2

Smw
2
,Xφ + (v − w,φ)2 + (v,φ − w,φφ)2

]}
,
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ε12 = ε21 = 1
2R3

Sm

{
R2

Sm

[
v,X(RSm + v,φ + w) + u,φ(u,X + 1) + w,X(w,φ − v)

]
+RSmZ

[
RSm

(
− u,φw,XX − (u,X + 2)w,Xφ + v,X

)
+ w,X(w,φ − v)

+ v,X(2v,φ + w − w,φφ)− w,Xφ(v,φ + w)
]

+ Z2
[
R2

Smw,Xφw,XX + (v,φ − w,φφ)(v,X − w,Xφ)
]}
.

(4.13)

4.2. Variationsformulierung

Analog zum Vorgehen aus Abschnitt 3.2 werden zunächst die potentielle sowie ki-
netische Energie hergeleitet. Anschließend erfolgt die Auswertung des Prinzips von
Hamilton, um die Variationsformulierung bereitzustellen. Für die kinetische Energie
ist sowohl die Bewegung des Schaftes als auch der Ausgleichsmasse zu beachten.
Während für den Schaft der Geschwindigkeitsvektor nach Gleichung (4.7) gilt, finden
für die Ausgleichsmasse einige Vereinfachungen Berücksichtigung. Es wird angenom-
men, dass die kinematische Kopplung zwischen Ausgleichsmasse und der Schaftinnen-
laibung ausschließlich in Radialrichtung erfolgt. Dies wird mit der wirkenden Flieh-
kraft begründet. Eine Kopplung in Längs- und Umfangsrichtung erfolgt nicht. Zusätz-
lich werden sämtliche Drehträgheiten der Ausgleichsmasse vernachlässigt, indem keine
Abhängigkeit der Geschwindigkeit in Z-Richtung berücksichtigt wird. Mit den vor-
ausgegangenen Annahmen gilt für den Geschwindigkeitsvektor des Ausgleichsmediums

~̇rPA = ~̇rPS1

∣∣∣∣∣ Z=0
RSm=RAm
u=u,t=0
v=v,t=0

. (4.14)

Die kinetische Energie des Schaftes einschließlich der Ausgleichsmasse lautet

Ekin =
2π∫
0

L∫
0


+HS/2∫
−HS/2

[
ρSRSm

2 (0)~̇r
2
PS1

]
dZ +

+HA/2∫
−HA/2

[
ρARAm

2 (0)~̇r
2
PA

]
dZ

 dX dφ

=
2π∫
0

L∫
0

{
1
2ρAHARAm

[
Ω2(RAm + w)2 + w2

,t

]
+ ρSHS

24RSm

[
R2

Sm

(
H2

S(w2
,Xt + Ω2)

+ 12u2
,t + 12v2

,t + 12w2
,t + 12Ω2(v2 + w2) + 24Ω(v,tw − vw,t)

)
+ 2H2

SRSmΩ(v,t − w,φt) +H2
S

(
Ω2(v − w,φ)2 + v2

,t − 2v,tw,φt + w2
,φt

)
+ 12R4

SmΩ2 + 24R3
SmΩ(v,t + Ωw)

]}
dX dφ.

(4.15)
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Auf eine zusätzliche Berücksichtigung der Schneidteilmasse wird im vorausgegangenen
Ausdruck verzichtet. Die potentielle Energie des deformierten Schaftes berechnet sich
nach Gleichung (2.21) zu

Epot = ERSm

2 (1− ν2)

+HS/2∫
−HS/2

2π∫
0

L∫
0

[
ε211 + ε222 + 2νε11ε22 + 2 (1− ν) ε212

]
dX dφ dZ, (4.16)

wobei aufgrund der freien Einschnürung ε33 = −ν
1−ν (ε11 +ε22) gilt (vgl. [118]). Die bereits

hergeleiteten Verzerrungen werden hierfür vereinfacht. Dabei ist von Bedeutung, dass
im Gegensatz zu den Angaben aus Kapitel 3 keine Exzentrizität berücksichtigt wird.
Die Beanspruchung, welche durch die Rotation auftritt, erfolgt somit ausschließlich in
Umfangsrichtung des Schaftes. Deswegen werden für ε11 und ε12 nur die linearen Anteile
berücksichtigt. Für ε22 werden darüber hinaus auch Nichtlinearitäten mit einbezogen.
Letztere beinhalten jedoch nur Terme in Verbindung mit der Umfangsverschiebung v
und v,φ sowie der Radialverschiebung w und w,φ. Ferner werden sämtliche Anteile mit
quadratischer Ordnung bezüglich Z vernachlässigt. Diese Annahme sorgt auch dafür,
dass Flächenmomente vierter Ordnung vermieden werden. Unter diesen Voraussetzun-
gen reduzieren sich die mit Gleichung (4.13) gegebenen Verzerrungen auf

ε11 =u,X − Zw,XX ,

ε22 = v2

2R2
Sm
− vw,φ
R2

Sm
+

v2
,φ

2R2
Sm

+ v,φw

R2
Sm

+ w2

2R2
Sm

+
w2
,φ

2R2
Sm

+ Zv,φ
R2

Sm
− Zw,φφ

R2
Sm

+ v,φ
RSm

+ w

RSm
,

ε12 =ε21 = u,φ
2RSm

+ Zv,X
2RSm

− Zw,Xφ
RSm

+ v,X
2 .

(4.17)
Damit lautet die potentielle Energie

Epot = EHS

48
(
1− ν2

)
R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
H2

S

[
2R4

Smw
2
,XX + (1− ν)R2

Sm(v,X − 2w,Xφ)2

+ 2(v,φ − w,φφ)
(
− 2νR2

Smw,XX + v,φ − w,φφ
)]

+ 6
[
2R4

Sm

(
2u2

,X + (1− ν)v2
,X

)
+R3

Sm

(
8νu,X(v,φ + w) + 4(1− ν)u,φv,X

)
+ 2R2

Sm

(
2νu,X

(
(v − w,φ)2 + (v,φ + w)2

)
+ 2(v,φ + w)2 + (1− ν)u2

,φ

)
+ 4RSm(v,φ + w)

(
(v − w,φ)2 + (v,φ + w)2

)
+
(
(v − w,φ)2 + (v,φ + w)2

)2
]}

dX dφ.

(4.18)
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Die Auswertung des Prinzips von Hamilton sieht die Variation der energetischen
Ausdrücke vor, sodass sich

δEkin = 1
12RSm

2π∫
0

L∫
0

{[
− 12HSρSR

2
Smu,tt

]
δu

−HSρS

[
H2

S

(
Ω2(w,φ − v) + v,tt − w,φtt

)
+ 12R2

Sm

(
Ω(2w,t − vΩ) + v,tt

)]
δv

+ 12RSm

[
ρAHARAm

(
Ω2(RAm + w)− w,tt

)
+ ρSHSRSm

(
Ω2(RSm + w) + 2Ωv,t

− w,tt
)]
δw

− ρSH
3
SR

2
Smw,Xttδw,X + ρSH

3
S

[
Ω2(w,φ − v) + v,tt − w,φtt

]
δw,φ

}
dX dφ

(4.19)
und

δEpot = EHS

24
(
1− ν2

)
R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
12R2

Sm

[
ν
(
(v − w,φ)2 + (v,φ + w)2

)
+ 2νRSm(v,φ + w)

+ 2R2
Smu,X

]
δu,X

+ 12(1− ν)R2
Sm

[
RSmv,X + u,φ

]
δu,φ

+ 12(v − w,φ)
[
2νR2

Smu,X + (v,φ + w)(2RSm + v,φ + w) + (v − w,φ)2
]
δv

+ (1− ν)R2
Sm

[
H2

S(v,X − 2w,Xφ) + 12RSm(RSmv,X + u,φ)
]
δv,X

+ 2
[
νR2

Sm

(
12u,X(RSm + v,φ + w)−H2

Sw,XX
)

+H2
S(v,φ − w,φφ)

+ 6(RSm + v,φ + w)
(

(v,φ + w)(2RSm + v,φ + w) + (v − w,φ)2
)]
δv,φ

+ 12(RSm + v,φ + w)
[
2νR2

Smu,X + (v,φ + w)(2RSm + v,φ + w) + (v − w,φ)2
]
δw

− 12(v − w,φ)
[
2νR2

Smu,X + (v,φ + w)(2RSm + v,φ + w) + (v − w,φ)2
]
δw,φ

+ 2H2
S

[
R4

Smw,XX + νR2
Sm(w,φφ − v,φ)

]
δw,XX

+ 2H2
S

[
νR2

Smw,XX − v,φ + w,φφ

]
δw,φφ

+ 2(ν − 1)H2
SR

2
Sm

[
v,X − 2w,Xφ

]
δw,Xφ

}
dX dφ

(4.20)
ergeben. Eine äußere Anregung des Schalenmodells wird nicht berücksichtigt, sodass
für die virtuelle Arbeit der potentiallosen Kräfte δW = 0 gilt. Erneut werden die Feld-
gleichungen für eine geometrisch lineare Betrachtung in Anhang C aufgeführt.
Die Lösung mittels lokaler Ansatzfunktionen im Zuge der FEM erfordert Anpassungen
hinsichtlich der Variationsformulierung. Nähere Erklärungen dazu sind in Unterkapi-
tel 4.4 zu finden.
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4.3. Globale Diskretisierung

Zunächst wird die Diskretisierung der Variationsformulierung mittels globaler und iso-
chroner Ansätze beschrieben. Für die Verschiebungsfunktionen kann allgemein

u (X,φ, t) ≈ ū (X,φ, t) =
A∑
a=1

K∑
k=0

ũak
∂fa (X)
∂X

gk (φ, t)︸ ︷︷ ︸
=Uak(X,φ,t)

=
A∑
a=1

K∑
k=0

ũakUak (X,φ, t) ,

v (X,φ, t) ≈ v̄ (X,φ, t) =
B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbq fb (X) ∂gq (φ, t)
∂φ︸ ︷︷ ︸

=Vbq(X,φ,t)

=
B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbqVbq (X,φ, t) ,

w (X,φ, t) ≈ w̄ (X,φ, t) =
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cp fc (X) gp (φ, t)︸ ︷︷ ︸
=Wcp(X,φ,t)

=
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cpWcp (X,φ, t)

(4.21)

und für deren Variationen

δu (X,φ, t) ≈ δū (X,φ, t) =
A∑
α=1

K∑
κ=0

δũακUακ (X,φ, t) ,

δv (X,φ, t) ≈ δv̄ (X,φ, t) =
B∑
β=1

Q∑
θ=0

δṽβθVβθ (X,φ, t) ,

δw (X,φ, t) ≈ δw̄ (X,φ, t) =
C∑
γ=1

P∑
ψ=0

δw̃γψWγψ (X,φ, t)

(4.22)

angegeben werden (vgl. [48], [90], [92] und [107]). Darin kennzeichnen ũak, ṽbq sowie
w̃cp konstante Koeffizienten und A, B, C, K, Q sowie P die Diskretisierungsparame-
ter. Die Formfunktionen Uak (X,φ, t), Vbq (X,φ, t) sowie Wcp (X,φ, t) lassen sich, wie
in Gleichung 4.21 bereits angegeben, als Produkt der beiden Teilfunktionen fm (X)
und gn (φ, t) darstellen. Bei Ersterer handelt es sich um die Ortsfunktion in Schalen-
längsrichtung und bei Letzterer in Umfangsrichtung. Während für die Längsrichtung
die Eigenschwingformen nach Gleichung (3.59) verwendet werden können, gilt in Um-
fangsrichtung

gn (φ, t) = cos (nφ+ ωt) . (4.23)

Die Indizes der Funktionen fm(X) und gn(φ, t) geben Auskunft über die Modeordnung
und die damit einhergehende Anzahl der Schwingungsknoten. In Längsrichtung treten
m− 1 Knoten auf, wohingegen es in Umfangsrichtung 2n Knoten sind. Es sei an dieser
Stelle auch auf die unterschiedlichen Startwerte der Indizes hingewiesen. In Abbil-
dung 4.3 sind beispielhaft die Moden bis zur vierten Ordnung dargestellt.

Für die verwandte Problemstellung des rotierenden Ringes sind z. B. in [34] und [117]
vergleichbare Ansätze zu finden. Dabei handelt es sich jedoch um ein einparametriges
Problem in Umfangsrichtung, womit die Formfunktionen in Längsrichtung entfallen.
Ein gemischter Ritz-Ansatz, wie er in Abschnitt 3.4 verwendet wird, erweist sich hier
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n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

m = 1 m = 2 m = 3 m = 4

undeformierte Schale
deformierte Schale
deformierte Schale,

n = 0

phasenverschoben um eine halbe Periodendauer

Abb. 4.3.: Darstellung der Schalenschwingformen des einseitig eingespannten Schaf-
tes. Mit den Parametern m und n werden die Schwingordnungen in Längs-
und Umfangsrichtung angegeben (vgl. [61]).

als ungeeignet. Dieser würde dazu führen, dass die gyroskopische Matrix zur Nullma-
trix wird, was sich mit der Orthogonalität der verwendeten Ansatzfunktionen erklärt.
Lediglich für die ruhende Schale stellt der gemischte Ritz-Ansatz eine Alternative dar,
da in diesem Fall keine gyroskopischen Anteile auftreten (vgl. [105]). Zur Angabe der
partiellen Ortsableitungen wird

∂ (...)
∂X

= (...),X = (...)′ und ∂ (...)
∂φ

= (...),φ = (...)◦ (4.24)

sowie für die Zeitableitung

∂ (...)
∂t

= ω
∂ (...)
∂(ωt) = ω

*(...) (4.25)

vereinbart. Darin kennzeichnet das Produkt ωt die dimensionslose Eigenzeit.
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Die Ableitungen der Ansätze werden beispielhaft für w̄ (X,φ, t) mit

w̄′ (X,φ, t) =
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cpW
′
cp (X,φ, t) , w̄′′ (X,φ, t) =

C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cpW
′′
cp (X,φ, t) ,

w̄◦ (X,φ, t) =
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cpW
◦
cp (X,φ, t) , w̄◦◦ (X,φ, t) =

C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cpW
◦◦
cp (X,φ, t) ,

*
w̄ (X,φ, t) =

C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cp
*
W cp (X,φ, t) , **

w̄ (X,φ, t) =
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cp
**
W cp (X,φ, t) ,

w̄′◦ (X,φ, t) =
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cpW
′◦
cp (X,φ, t)

(4.26)
und die zugehörigen Variationen mit

δw̄′ (X,φ, t) =
C∑
γ=1

P∑
ψ=0

δw̃γψW
′
γψ (X,φ, t) , δw̄′′ (X,φ, t) =

C∑
γ=1

P∑
ψ=0

δw̃γψW
′′
γψ (X,φ, t) ,

δw̄◦ (X,φ, t) =
C∑
γ=1

P∑
ψ=0

δw̃γψW
◦
γψ (X,φ, t) , δw̄◦◦ (X,φ, t) =

C∑
γ=1

P∑
ψ=0

δw̃γψW
◦◦
γψ (X,φ, t) ,

δw̄′◦ (X,φ, t) =
C∑
γ=1

P∑
ψ=0

δw̃γψW
′◦
γψ (X,φ, t)

(4.27)
angegeben. Die Ableitungen der verbleibenden Ansatzfunktionen und deren Variatio-
nen können in Anhang C eingesehen werden. Nach dem Einsetzten in die Variations-
formulierung ergibt sich ein Ausdruck der Form

t1∫
t0


A∑
α=1

K∑
κ=0

[...] δũακ +
B∑
β=1

Q∑
θ=0

[...] δṽβθ +
C∑
γ=1

P∑
ψ=0

[...] δw̃γψ

dt = 0, (4.28)

in dem die eckigen Klammern nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
verschwinden müssen. Für δūακ 6= 0, δv̄βθ 6= 0 und δw̄γψ 6= 0 ergeben sich die partiellen
Differentialgleichungen (4.29), (4.30) und (4.31):

1
2(ν2 − 1)RSm

2π∫
0

L∫
0

{
2(1− ν2)ρSHSR

2
Smω

2**
ūUακ

+ EHS

[
2R2

Smū
′ + ν

((
v̄◦ + w̄

)(
2RSm + v̄◦ + w̄

)
+
(
v̄ − w̄◦

)2
)]
U ′ακ

+ (1− ν)EHS
(
RSmv̄

′ + ū◦
)
U◦ακ

}
dXdφ = 0,

(4.29)
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1
24(ν2 − 1)(ν + 1)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
2HS(ν + 1)

[
6E
(
v̄ − w̄◦

)(
2νR2

Smū
′ +

(
v̄ − w̄◦

)2

+
(
v̄◦ + w̄

)(
2RSm + v̄◦ + w̄

))
+ (ν2 − 1)ρSR

2
Sm

(
H2

S

(
Ω2
(
v̄ − w̄◦

)
− ω2**

v̄ + ω2 **
w̄
◦)

− 12R2
Sm

(
− Ω2v̄ + ω2**

v̄ + 2ωΩ *
w̄
))]

Vβθ

+ (1− ν2)EHSR
2
Sm

[
H2

S

(
v̄′ − 2w̄′◦

)
+ 12RSm

(
RSmv̄

′ + ū◦
)]
V ′βθ

+ 2(ν + 1)EHS

[
νR2

Sm

(
12ū′

(
RSm + v̄◦ + w̄

)
−H2

Sw̄
′′
)

+H2
S

(
v̄◦ − w̄◦◦

)
+ 6

(
RSm + v̄◦ + w̄

)((
v̄◦ + w̄

)(
2RSm + v̄◦ + w̄

)
+
(
v̄ − w̄◦

)2
)]
V ◦βθ

}
dXdφ = 0,

(4.30)

1
12(ν2 − 1)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
6
[
EHS

(
RSm + v̄◦ + w̄

)(
2νR2

Smū
′ +

(
v̄◦ + w̄

)(
2RSm + v̄◦ + w̄

)
+
(
v̄ − w̄◦

)2
)

+ 2(ν2 − 1)R3
Sm

(
HAρARAm

(
Ω2
(
RAm + w̄

)
− ω2 **

w̄
)

+HSρSRSm
(
Ω2
(
RSm + w̄

)
+ 2ωΩ*

v̄ − ω2 **
w̄
))]

Wγψ

+ (1− ν2)ρSH
3
SR

4
Smω

2 **
w̄
′
W ′
γψ

+
[
(ν2 − 1)ρSH

3
SR

2
Sm

(
Ω2
(
w̄◦ − v̄

)
+ ω2**

v̄ − ω2 **
w̄
◦
)

− 6EHS
(
v̄ − w̄◦

)(
2νR2

Smū
′ +

(
v̄◦ + w̄

)(
2RSm + v̄◦ + w̄

)
+
(
v̄ − w̄◦

)2
)]
W ◦
γψ

+ EH3
SR

2
Sm

[
R2

Smw̄
′′ + ν

(
w̄◦◦ − v̄◦

)]
W ′′
γψ + EH3

S

(
νR2

Smw̄
′′ − v̄◦ + w̄◦◦

)
W ◦◦
γψ

+ (ν − 1)EH3
SR

2
Sm

(
v̄′ − 2w̄′◦

)
W ′◦
γψ

}
dXdφ = 0.

(4.31)

4.3.1. Stationäre Lage und Linearisierung

Zur Bestimmung der stationären Lage werden für die Verschiebungsfunktionen nach
Gleichung (4.21) die Störungsansätze

ū (X,φ, t) = ū0 (X,φ) + ∆ū (X,φ, t) , ˙̄u (X,φ, t) = ω∆*
ū, ¨̄u (X,φ, t) = ω2∆**

ū,

v̄ (X,φ, t) = v̄0 (X,φ) + ∆v̄ (X,φ, t) , ˙̄v (X,φ, t) = ω∆*
v̄, ¨̄v (X,φ, t) = ω2∆**

v̄,

w̄ (X,φ, t) = w̄0 (X,φ) + ∆w̄ (X,φ, t) , ˙̄w (X,φ, t) = ω∆ *
w̄, ¨̄w (X,φ, t) = ω2∆**

w̄

(4.32)
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definiert. Darin wird der stationäre Anteil durch

ū0 (X,φ) =
A∑
a=1

K∑
k=0

ũak0Uak (X,φ) ,

v̄0 (X,φ) =
B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbq0Vbq (X,φ) ,

w̄0 (X,φ) =
C∑
c=1

P∑
p=0

w̃cp0Wcp (X,φ)

(4.33)

beschrieben und die nichtstationäre Deformation durch die Deltafunktionen ∆ūak, ∆v̄bq
sowie ∆w̄cp. Nach dem Einsetzen in die Gleichungen (4.29) bis (4.31), können diese in
zwei Gleichungssysteme aufgespalten werden. Einerseits ergibt sich ein zeitabhängiges
Differentialgleichungssystem zur Beschreibung der Dynamik. Andererseits resultiert bei
Vernachlässigung der Ableitungen nach der Eigenzeit ein algebraisches Gleichungssys-
tem zur Bestimmung der stationären Lage. Letzteres ergibt sich zu

1
2(ν2 − 1)RSm

2π∫
0

L∫
0

{
EHS

[
ν
((
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2
)

+ 2R2
Smū

′
0

]
U ′ακ + (1− ν)EHS

(
RSmv̄

′
0 + ū◦0

)
U◦ακ

}
dXdφ = 0,

(4.34)

1
24(ν2 − 1)(ν + 1)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
2HS

(
ν + 1

)[
6E
(
v̄0 − w̄◦0

)(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄0 − w̄◦0

)2

+
(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

))
+ (ν2 − 1)ρSR

2
SmΩ2

(
H2

S

(
v̄0 − w̄◦0

)
+ 12R2

Smv̄0
)]
Vβθ

+ (1− ν2)EHSR
2
Sm

[
H2

S

(
v̄′0 − 2w̄′◦0

)
+ 12RSm

(
RSmv̄

′
0 + ū◦0

)]
V ′βθ

+ 2(ν + 1)EHS

[
νR2

Sm

(
12ū′0

(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
−H2

Sw̄
′′
0

)
+H2

S

(
v̄◦0 − w̄◦◦0

)
+ 6

(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)((
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2
)]
V ◦βθ

}
dXdφ = 0

(4.35)
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und

1
12(ν2 − 1)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
6
[
EHS

(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄0 − w̄◦0

)2

+
(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

))
+ 2(ν2 − 1)R3

SmΩ2
(
HAρARAm

(
RAm + w̄0

)
+HSρSRSm

(
RSm + w̄0

))]
Wγψ

+
[
(ν2 − 1)ρSH

3
SR

2
SmΩ2

(
w̄◦0 − v̄0

)
− 6EHS

(
v̄0 − w̄◦0

)(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2
)]
W ◦
γψ

+ EH3
SR

2
Sm

[
R2

Smw̄
′′
0 + ν

(
w̄◦◦0 − v̄◦0

)]
W ′′
γψ + EH3

S

(
νR2

Smw̄
′′
0 − v̄◦0 + w̄◦◦0

)
W ◦◦
γψ

+ (ν − 1)EH3
SR

2
Sm

(
v̄′0 − 2w̄′◦0

)
W ′◦
γψ

}
dXdφ = 0.

(4.36)

Die Lösung dieses Gleichungssystems liefert die Konstanten ũak0, ṽbq0 sowie w̃cp0 und
damit die stationäre Lage. Da die einzelnen Gleichungen nicht nur gekoppelt sondern
auch nichtlinear sind, werden hierfür numerische Lösungsverfahren (z. B. Newton-
Raphson) benötigt. Anschließend können die zeitabhängigen Differentialgleichungen
um die berechnete stationäre Lage linearisiert werden. Das daraus folgende Gleichungs-
system lässt sich allgemein mit


m(ακ)(ak) m(ακ)(bq) m(ακ)(cp)

m(βθ)(ak) m(βθ)(bq) m(βθ)(cp)

m(γψ)(ak) m(γψ)(bq) m(γψ)(cp)


︸ ︷︷ ︸

M

ω2 +


g(ακ)(ak) g(ακ)(bq) g(ακ)(cp)

g(βθ)(ak) g(βθ)(bq) g(βθ)(cp)

g(γψ)(ak) g(γψ)(bq) g(γψ)(cp)


︸ ︷︷ ︸

G

ω

+


c(ακ)(ak) c(ακ)(bq) c(ακ)(cp)

c(βθ)(ak) c(βθ)(bq) c(βθ)(cp)

c(γψ)(ak) c(γψ)(bq) c(γψ)(cp)


︸ ︷︷ ︸

C0


·


∆ũak
∆ṽbq
∆w̃cp


︸ ︷︷ ︸

∆~̃q

=


fακ

fβθ

fγψ


︸ ︷︷ ︸
~fext

∆~̃q, ~fext ∈ Rn

M,G,C0 ∈ Rn×n

n = A (K + 1) + B (Q+ 1)
+C (P + 1)

(4.37)
angeben. Darin kennzeichnen M die Massenmatrix, G die gyroskopische Matrix, C0

die tangentiale Steifigkeitsmatrix, ∆~̃q den Koeffizientenvektor und ~fext den Vektor der
äußeren Kräfte. Wie bereits erwähnt, sind die Massen- sowie Steifigkeitsmatrix sym-
metrisch. Die gyroskopische Matrix ist hingegen schiefsymmetrisch.
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Die Elemente für die Massenmatrix lauten

m(ακ)(ak) = −ρSHSRSm

2π∫
0

L∫
0

**
UakUακdX dφ,

m(ακ)(bq) = m(ακ)(cp) = m(βθ)(ak) = 0,

m(βθ)(bq) = −ρSHSRSm

(
1 + H2

S
12R2

Sm

) 2π∫
0

L∫
0

**
V bqVβθdX dφ,

m(βθ)(cp) = ρSH
3
S

12RSm

2π∫
0

L∫
0

**
W
◦
cpVβθdX dφ,

m(γψ)(ak) = 0,

m(γψ)(bq) = ρSH
3
S

12RSm

2π∫
0

L∫
0

**
V bqW

◦
γψdX dφ,

m(γψ)(cp) = −
2π∫
0

L∫
0

{(
ρAHARAm + ρSHSRSm

)
**
W cpWγψ

+ ρSH
3
S

12RSm

(
R2

Sm
**
W ′

cpW
′
γψ + **

W ◦
cpW

◦
γψ

)}
dX dφ,

(4.38)

für die gyroskopische Matrix

g(ακ)(ak) = g(ακ)(bq) = g(ακ)(cp) = g(βθ)(ak) = g(βθ)(bq) = 0,

g(βθ)(cp) = −2ρSHSRSmΩ
2π∫
0

L∫
0

*
W cpVβθ dX dφ,

g(γψ)(ak) = 0, g(γψ)(bq) = 2ρSHSRSmΩ
2π∫
0

L∫
0

*
V bqWγψ dX dφ, g(γψ)(cp) = 0

(4.39)

und für die Tangentensteifigkeitsmatrix

c(ακ)(ak) = EHS

2π∫
0

L∫
0

{
RSm

ν2 − 1U
′
akU

′
ακ −

1
2RSm(ν + 1)U

◦
akU

◦
ακ

}
dX dφ,

c(ακ)(bq) = EHS

2(ν2 − 1)RSm

2π∫
0

L∫
0

{
2ν
[(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
V ◦bq +

(
v̄0 − w̄◦0

)
Vbq

]
U ′ακ

+ (1− ν)RSmV
′
bqU

◦
ακ

}
dX dφ,

c(ακ)(cp) = νEHS

(ν2 − 1)RSm

2π∫
0

L∫
0

[(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
Wcp +

(
w̄◦0 − v̄0

)
W ◦
cp

]
U ′ακ dX dφ,
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c(βθ)(ak) = EHS

2(ν2 − 1)RSm

2π∫
0

L∫
0

{
2ν
[(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
V ◦βθ +

(
v̄0 − w̄◦0

)
Vβθ

]
U ′ak

+ (1− ν)RSmV
′
βθU

◦
ak

}
dX dφ,

c(βθ)(bq) = 1
24(1− ν2)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{[
− 2HS

(
6E
(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+ 3

(
v̄0 − w̄◦0

)2)
+ (ν2 − 1)ρSR

2
SmΩ2

(
H2

S + 12R2
Sm

))
Vbq

− 24EHS
(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
V ◦bq

]
Vβθ

+ (ν − 1)EHSR
2
SmV

′
bq

(
H2

S + 12R2
Sm

)
V ′βθ

− 2EHS

[(
H2

S + 6
(
2R2

Sm

(
νū′0 + 1

)
+ 6RSm

(
v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2

+ 3
(
v̄◦0 + w̄0

)2))
V ◦bq + 12

(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
Vbq

]
V ◦βθ

}
dX dφ,

c(βθ)(cp) = 1
12(1− ν2)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{
HS

[(
6E
(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+ 3

(
v̄0 − w̄◦0

)2)
+ (ν2 − 1)ρSH

2
SR

2
SmΩ2

)
W ◦
cp

− 12E
(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
Wcp

]
Vβθ

+ (1− ν)EH3
SR

2
SmW

′◦
cpV

′
βθ

+ EHS

[
H2

S

(
νR2

SmW
′′
cp +W ◦◦

cp

)
− 6

(
2R2

Sm

(
νū′0 + 1

)
+ 6RSm

(
v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2
+ 3

(
v̄◦0 + w̄0

)2
)
Wcp

+ 12
(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
W ◦
cp

]
V ◦βθ

}
dX dφ,

c(γψ)(ak) = νEHS

(ν2 − 1)RSm

2π∫
0

L∫
0

[(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
Wγψ +

(
w̄◦0 − v̄0

)
W ◦
γψ

]
U ′ak dX dφ,
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c(γψ)(bp) = 1
12(1− ν2)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{[
HS

(
6E
(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+ 3

(
v̄0 − w̄◦0

)2)
+ (ν2 − 1)ρSH

2
SR

2
SmΩ2

)
W ◦
γψ

− 12EHS
(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
Wγψ

]
Vbq

+ (1− ν)EH3
SR

2
SmW

′◦
γψV

′
bq

+ EHS

[
H2

S

(
νR2

SmW
′′
γψ +W ◦◦

γψ

)
− 6

(
2R2

Sm

(
νū′0 + 1

)
+ 6RSm

(
v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2
+ 3

(
v̄◦0 + w̄0

)2
)
Wγψ

+ 12
(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
W ◦
γψ

]
V ◦bq

}
dX dφ,

c(γψ)(cp) = 1
12(ν2 − 1)R3

Sm

2π∫
0

L∫
0

{[
− 12EHS

(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
W ◦
cp

+ 6
(
EHS

(
2R2

Sm

(
νū′0 + 1

)
+ 6RSm

(
v̄◦0 + w̄0

)
+
(
v̄0 − w̄◦0

)2
+ 3

(
v̄◦0 + w̄0

)2)
+ 2(ν2 − 1)R3

SmΩ2
(
HAρARAm +HSρSRSm

))
Wcp

]
Wγψ

+
[
HS

(
6E
(
2νR2

Smū
′
0 +

(
v̄◦0 + w̄0

)(
2RSm + v̄◦0 + w̄0

)
+ 3

(
v̄0 − w̄◦0

)2)
+ (ν2 − 1)H2

SρSR
2
SmΩ2

)
W ◦
cp

− 12EHS
(
v̄0 − w̄◦0

)(
RSm + v̄◦0 + w̄0

)
Wcp

]
W ◦
γψ

+ EH3
S

(
R4

SmW
′′
cp + νR2

SmW
◦◦
cp

)
W ′′
γψ + EH3

S

(
νR2

SmW
′′
cp +W ◦◦

cp

)
W ◦◦
γψ

+ 2(1− ν)EH3
SR

2
SmW

′◦
cpW

′◦
γψ

}
dX dφ.

(4.40)
Für den Vektor der Anregung ~fext ergeben sich die Elemente

fακ = 0, fβθ = 0, fγψ =
(
ρAHAR

2
Am + ρSHSR

2
Sm

)
Ω2

2π∫
0

L∫
0

Wγψ dX dφ. (4.41)

4.4. Lokale Diskretisierung mittels FEM

Für die Diskretisierung mit lokalen Ansatzfunktionen werden Modifikationen bezüglich
des beschriebenen Schalenmodells vorgenommen. Ursache hierfür ist, dass die Krüm-
mung der Schale nicht über die Variationsformulierung selbst, sondern über die Orien-
tierung der einzelnen Elemente berücksichtigt wird. Als vorteilhaft erweist sich dabei
die vereinfachte Verformungskinematik eines einzelnen Elements. Dies wiederum hat
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Einfluss auf den Umfang der kinetischen sowie potentiellen Energie und somit auch
auf die Variationsformulierung. Außerdem werden zu erwartende Konvergenzproble-
me vermieden, die in [89] und [97] am Beispiel gekrümmter Ringelemente aufgezeigt
werden.

In Abbildung 4.4 ist der mittels flacher Schalenelemente diskretisierte Schaft darge-
stellt. Das x0y0z0- sowie x1y1z1-Koordinatensystem sind wie in Abbildung 4.1 definiert.
Gleiches gilt für die äußeren Abmessungen des Schaftes. Das x2y2z2-Koordinatensystem
befindet sich im Schwerpunkt eines beliebigen finiten Elements, welches in Abhängig-
keit der Lagrange-Koordinaten X, Y und Z beschrieben wird. Die dazugehörigen
Verschiebungsfunktionen u, v und w bleiben in ihrer Bedeutung unverändert. Wei-
terhin wird die Elementgröße über die beiden Längen Lex und Ley sowie die bereits
bekannte Dicke HS definiert.

Ω t

z0

y0

y1

Lex
Ley

z2, Z, w

z1

x2, X, u

L

RSm

x0,

φ

y2, Y, vRAm

x1

HS

HA

Abb. 4.4.: Diskretisierter Werkzeugschaft unter Verwendung von rechteckigen flachen
Schalenelementen.

Durch den Übergang vom zylindrischen hin zum kartesischen x2y2z2-Koordinaten-
system ist es erforderlich, die kinematischen Beziehungen aus Abschnitt 4.1 anzupassen.
Infolgedessen werden die Ableitungen und Integrale mit

∂ (...)
∂φ

≡ Rm
∂ (...)
∂Y

sowie
∫
Rmdφ ≡

∫
dY. (4.42)

substituiert (vgl. Gleichung (4.2)). Demzufolge lautet die angepasste kinetische Energie
nach Gleichung (4.15)
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Ekin =1
2

∫
Ae

{
ρS

+HS/2∫
−HS/2

(0)~̇r
2
PS1

∣∣∣∣X=0
Y=0

dZ + ρA

+HS/2∫
−HS/2

(0)~̇r
2
PA1

∣∣∣∣X=0
Y=0

dZ
}
dĀe

=1
2

+Ley/2∫
−Ley/2

+Lex/2∫
−Lex/2

{
ρAHAw

2
,t + ρSHS

(
u2
,t + v2

,t + w2
,t

)
+ ρSH

3
S

12
(
w2
,Xt + w2

,Y t

)

− ρSHS

6 Ω
[
H2

Sw,Y t − 12v,t(RSm + w) + 12vw,t
]

+ Ω2
[
ρAHA(RAm + w)2 + ρSHS

(
v2 + (RSm + w)2

)
+ ρSH

3
S

12
(
1 + w2

,Y

)]}
dX dY,

(4.43)
worin Ae die Elementmittelfläche kennzeichnet. Gleichermaßen werden die Verzerrun-
gen einer flachen Schale aus den bereits bekannten Beziehungen (4.13) abgeleitet. Nach
der Substitution wird jedoch für die verbleibenden Radien RSm →∞ gefordert. Wei-
terhin werden, in Analogie zu Abschnitt 4.2, nur lineare Anteile für ε11 sowie ε12 be-
trachtet. Für ε22 werden auch Nichtlinearitäten berücksichtigt. Dabei entfallen jedoch
quadratische Terme, welche u,Y , w,Y Y oder höhere Potenzen von Z enthalten. Mit den
vorangegangenen Überlegungen lauten die Verzerrungsmaße

ε11 = u,X − Zw,XX ,

ε22 = v,Y +
v2
,Y

2 +
w2
,Y

2 − Zw,Y Y und ε12 = ε21 = u,Y
2 + v,X

2 − Zw,XY .
(4.44)

Unter Hinzunahme von Gleichung (2.21) ergibt sich folgende potentielle Energie

Epot = E

2 (1− ν2)

∫
Ae

HS/2∫
−HS/2

{
ε211 + ε222 + 2νε11ε22 + 2 (1− ν) ε212

}
dZ dĀe

= EHS

24(ν2 − 1)

+Ley/2∫
−Ley/2

+Lex/2∫
−Lex/2

{
2ν
[
H2

S

(
w2
,XY − w,XXw,Y Y

)
− 6u,X

(
v,Y (v,Y + 2) + w2

,Y

)

+ 3(u,Y + v,X)2
]
−H2

S

(
w2
,XX + 2w2

,XY + w2
,Y Y

)
− 12u2

,X − 6(u,Y + v,X)2

− 3
[
v,Y (v,Y + 2)− w2

,Y

]2
}
dX dY.

(4.45)
Da keine potentiallosen Kräfte auftreten, gilt für die zugehörige virtuelle Arbeit
δW = 0. Dies begründet sich damit, dass die äußeren Kräfte oder Momente (z. B.
Schnittreaktionen) nicht auf jedes finite Element wirken. Diese können an späterer Stel-
le zum Knotenlastvektor addiert werden. Die variierten Energien für das
Hamiltonsche Prinzip lauten
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δEkin =
+Ley/2∫
−Ley/2

+Lex/2∫
−Lex/2

{
− ρSHSu,ttδu− ρSHS

(
2Ωw,t − Ω2v + v,tt

)
δv

+
[
ρAHA

(
Ω2(RAm + w)− w,tt

)
+ ρSHS

(
Ω2(RSm + w) + 2Ωv,t − w,tt

)]
δw

− ρSH
3
S

12 w,Xttδw,X −
ρSH

3
S

12 (w,Y tt − Ω2w,Y )δw,Y
}
dX dY

(4.46)
und

δEpot = EHS

12(ν2 − 1)

+Ley/2∫
−Ley/2

+Lex/2∫
−Lex/2

{
− 6

[
2u,X + ν

(
v,Y (v,Y + 2) + w2

,Y

)]
δu,X

+ 6(ν − 1)(u,Y + v,X)δu,Y + 6(ν − 1)(u,Y + v,X)δv,X

− 6(v,Y + 1)
[
2νu,X + v,Y (v,Y + 2) + w2

,Y

]
δv,Y

− 6w,Y
[
2νu,X + v,Y (v,Y + 2) + w2

,Y

]
δw,Y

−H2
S(w,XX + νw,Y Y )δw,XX −H2

S(νw,XX + w,Y Y )δw,Y Y

+ 2H2
S(ν − 1)w,XY δw,XY

}
dX dY.

(4.47)

4.4.1. Konforme flache Schalenelemente

In diesem Abschnitt werden für die Verschiebungsfunktionen u, v und w geeignete
FE-Ansätze hergeleitet. Für die Integration in der Elementroutine bietet es sich an,
auf ein Einheitsgebiet überzugehen. Dieses Einheitsgebiet wird nicht mit den globalen
Lagrange-Koordinaten X und Y beschrieben, sondern mit den lokalen Koordinaten
ξ und η. Die Zusammenhänge zwischen lokalen und globalen Koordinaten sind mit

ξ (X) = a0 + a1X

ξ (X = −Lex/2) ≡ −1
ξ (X = +Lex/2) ≡ +1

⇒
ξ = 2

Lex
X

∂X = Lex
2 ∂ξ

,

η (Y ) = b0 + b1Y

η (Y = −LeY /2) ≡ −1
η (Y = +LeY /2) ≡ +1

⇒
η = 2

Ley
Y

∂Y = Ley
2 ∂η

(4.48)
gegeben. Mit der Variationsformulierung ist bereits eine schwache Darstellung der Be-
wegungsgleichungen eines Elements gegeben. Gegenüber der starken Formulierung be-
steht der Vorteil darin, dass für die Verschiebungsfunktionen u sowie v nur Ableitungen
bis zur 1. Ordnung und für w Ableitungen bis zur 2. Ordnung nach ξ und η auftreten.
Infolgedessen müssen die FE-Ansätze für die beiden Erstgenannten mindestens einen
C0 stetigen und für Letztere einen C1 stetigen Verlauf garantieren. In der starken Form
verdoppelt sich die maximale Ordnung der Ableitungen und es sind Ansätze höherer
Stetigkeit erforderlich.
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In Abbildung 4.5 sind alle zu berücksichtigenden Knotenvariablen eines rechteckigen
sowie flachen Schalenelements dargestellt. Die Nummerierung der vier Knoten erfolgt
in der gezeigten Weise.

X, ξ

Y, η

Z

ū1

w̄1,η

v̄1w̄1,ξ

v̄2w̄2,ξ

w̄2 ū2

w̄2,η

w̄4

v̄4w̄4,ξ

ū4

w̄4,η

ū3

w̄3,η

v̄3w̄3,ξ

γ̄4 γ̄2

w̄1w̄3

γ̄3 γ̄1

w̄3,ξη w̄1,ξη

w̄4,ξη w̄2,ξη

Abb. 4.5.: Flaches Schalenelement mit vier Knoten und Knotenvariablen.

Letztlich handelt es sich um eine Kombination aus Scheiben- und Plattenelement. Für
ein reines Scheibenelement lauten die angenäherten Freiheitsgrade ūi sowie v̄i und für
ein reines Plattenelement w̄i, w̄i,ξ, w̄i,η sowie w̄i,ξη. Die Winkel γ̄i sind nur erforderlich,
wenn mit Hilfe von flachen Elementen eine gekrümmte Struktur modelliert wird. Dies
wird an späterer Stelle in diesem Abschnitt bei der Transformation der Freiheitsgrade
deutlich. Für den Fall, dass eine flache Struktur vorliegt, müssen die Winkel γ̄i vernach-
lässigt werden. Anderenfalls ergeben sich Nullzeilen und -spalten in den Elementmatri-
zen. Der damit einhergehende Rangabfall hat zur Folge, dass z. B. die Steifigkeitsmatrix
singulär wird. Somit ist eine Invertierung zur Lösung der stationären Lage nicht mehr
möglich. Eine andere Variante im Umgang mit flachen Strukturen stellt die Sperrung
der Freiheitsgrade γ̄i dar. Ebenso können den betroffenen Freiheitsgraden „künstliche“
Steifigkeiten zugewiesen werden. Voraussetzung hierfür ist, dass die Lösung der ver-
bleibenden Freiheitsgrade nicht verfälscht wird [65].
Die Verschiebungen innerhalb eines Elements werden über die Polynomansätze

u (ξ, η, t) ≈ ū (ξ, η, t) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξη, (4.49a)

v (ξ, η, t) ≈ v̄ (ξ, η, t) = b1 + b2ξ + b3η + b4ξη, (4.49b)

w (ξ, η, t) ≈ w̄ (ξ, η, t) =c1 + c2ξ + c3η + c4ξ
2 + c5ξη + c6η

2 + c7ξ
3 + c8ξ

2η + c9ξη
2

+ c10η
3 + c11ξ

3η + c12ξ
2η2 + c13ξη

3 + c14ξ
3η2 + c15ξ

2η3

+ c16ξ
3η3

(4.49c)
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beschrieben [104]. Die Konstanten ai(t), bi(t) und ci(t) ergeben sich anhand der Forde-
rungen

ū (−1,−1, t) ≡ ū1(t), ū (1,−1, t) ≡ ū2(t), ū (−1, 1, t) ≡ ū3(t), ū (1, 1, t) ≡ ū4(t),
(4.50a)

v̄ (−1,−1, t) ≡ v̄1(t), v̄ (1,−1, t) ≡ v̄2(t), v̄ (−1, 1, t) ≡ v̄3(t), v̄ (1, 1, t) ≡ v̄4(t),
(4.50b)

w̄ (−1,−1, t) ≡ w̄1(t), w̄ (1,−1, t) ≡ w̄2(t),
w̄ (−1, 1, t) ≡ w̄3(t), w̄ (1, 1, t) ≡ w̄4(t),
w̄,ξ (−1,−1, t) ≡ w̄1,ξ(t), w̄,ξ (1,−1, t) ≡ w̄2,ξ(t),
w̄,ξ (−1, 1, t) ≡ w̄3,ξ(t), w̄,ξ (1, 1, t) ≡ w̄4,ξ(t),
w̄,η (−1,−1, t) ≡ w̄1,η(t), w̄,η (1,−1, t) ≡ w̄2,η(t),
w̄,η (−1, 1, t) ≡ w̄3,η(t), w̄,η (1, 1, t) ≡ w̄4,η(t),
w̄,ξη (−1,−1, t) ≡ w̄1,ξη(t), w̄,ξη (1,−1, t) ≡ w̄2,ξη(t),
w̄,ξη (−1, 1, t) ≡ w̄3,ξη(t), w̄,ξη (1, 1, t) ≡ w̄4,ξη(t).

(4.50c)

Das bikubische Polynom für die Radialverschiebung w̄ (Gleichung (4.49c)) in Verbin-
dung mit den geforderten Knotenvariablen wird als konformer Ansatz bezeichnet. Es
besteht auch die Möglichkeit, dass keine Anpassung in Bezug auf die gemischten Ablei-
tungen w̄i,ξη vorgenommen wird. In diesem Fall reduziert sich das zugehörige Polynom
von 16 auf nur noch 12 zu bestimmende Parameter. Dieser nichtkonforme Ansatz lie-
fert, trotz Unstetigkeit bezüglich w̄ξη, akzeptable Ergebnisse [104].

Im nächsten Schritt werden die Ansatzfunktionen in Vektor-Matrix-Notation

ū (ξ, η, t) = ~U (ξ, η) · (2)~q (t),
v̄ (ξ, η, t) = ~V (ξ, η) · (2)~q (t),
w̄ (ξ, η, t) = ~W (ξ, η) · (2)~q (t)

(4.51)

dargestellt. Für die virtuellen Verrückungen gilt entsprechend

δū (ξ, η, t) = ~U (ξ, η) · (2)δ~q (t),
δv̄ (ξ, η, t) = ~V (ξ, η) · (2)δ~q (t),
δw̄ (ξ, η, t) = ~W (ξ, η) · (2)δ~q (t).

(4.52)

Die 28 Knotenvariablen eines Elements und deren Variationen werden in den Vektoren

(2)~q =
[
ū1, v̄1, w̄1, w̄1,η, w̄1,ξ, γ̄1, w̄1,ξη, ..., ū4, v̄4, w̄4, w̄4,η, w̄4,ξ, γ̄4, w̄1,ξη

]T
,

(2)δ~q =δ
[
ū1, v̄1, w̄1, w̄1,η, w̄1,ξ, γ̄1, w̄1,ξη, ..., ū4, v̄4, w̄4, w̄4,η, w̄4,ξ, γ̄4, w̄1,ξη

]T (4.53)
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zusammengefasst. Unter Verwendung der Abkürzungen

a
−

= ξ − 1, a
+

= ξ + 1, A
−

= ξ − 2, A
+

= ξ + 2,

b
−

= η − 1, b
+

= η + 1, B
−

= η − 2, B
+

= η + 2
(4.54)

lassen sich die Vektoren für die Formfunktionen mit

~U = 1
4

[
a
−
b
−
, 0, 0, 0, 0, 0, 0,− a

+
b
−
, 0, 0, 0, 0, 0, 0,− a

−
b
+
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, a

+
b
+
, 0, 0, 0, 0, 0, 0

]
,

(4.55a)

~V = 1
4

[
0, a
−
b
−
, 0, 0, 0, 0, 0, 0,− a

+
b
−
, 0, 0, 0, 0, 0, 0,− a

−
b
+
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, a

+
b
+
, 0, 0, 0, 0, 0

]
,

(4.55b)

~W = 1
16

[
0, 0, a

−
2 A

+
b
−

2 B
+
, a
−

2 A
+
b
−

2 b
+
, a
−

2 a
+
b
−

2 B
+
, 0, a

−
2 a

+
b
−

2 b
+
,

0, 0,− a
+

2 A
−
b
−

2 B
+
,− a

+
2 A
−
b
−

2 b
+
, a
−
a
+

2 b
−

2 B
+
, 0, a

−
a
+

2 b
−

2 b
+
,

0, 0,− a
−

2 A
+
b
+

2 B
−
, a
−

2 A
+
b
−
b
+

2,− a
−

2 a
+
b
+

2 B
−
, 0, a

−
2 a

+
b
−
b
+

2,

0, 0, a
+

2 A
−
b
+

2 B
−
,− a

+
2 A
−
b
−
b
+

2,− a
−
a
+

2 b
+

2 B
−
, 0, a

−
a
+

2 b
−
b
+

2
]

(4.55c)

angeben. In Abbildung 4.6 sind die Formfunktionen für die einzelnen Knotenvariablen
innerhalb des Einheitsgebiets dargestellt.

Abb. 4.6.: Formfunktionen der einzelnen Knotenvariablen in Abhängigkeit der lokalen
Variablen ξ und η.
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Unter Beachtung von Gleichung (4.48) gilt für die partiellen Ableitungen der Ansätze
am Beispiel von w̄ (ξ, η, t)

w̄,X = 2
Lex

~W,ξ︸ ︷︷ ︸
= ~W,X

·(2)~q, w̄,XX =
(

2
Lex

)2
~W,ξξ︸ ︷︷ ︸

= ~W,XX

·(2)~q,

w̄,Y = 2
Ley

~W,η︸ ︷︷ ︸
= ~W,Y

·(2)~q, w̄,Y Y =
(

2
Ley

)2
~W,ηη︸ ︷︷ ︸

= ~W,Y Y

·(2)~q, w̄,XY =
(

2
Lex

)(
2
Ley

)
~W,ξη︸ ︷︷ ︸

= ~W,XY

·(2)~q,

w̄,t = ˙̄w = ~W · (2)~̇q, w̄,tt = ¨̄w = ~W · (2)~̈q

(4.56)

und für die dazugehörigen Variationen

δw̄,X = 2
Lex

~W,ξ · (2)δ~q, δw̄,XX =
(

2
Lex

)2
~W,ξξ · (2)δ~q,

δw̄,Y = 2
Ley

~W,η · (2)δ~q, δw̄,Y Y =
(

2
Ley

)2
~W,ηη · (2)δ~q,

δw̄,XY =
(

2
Lex

)(
2
Ley

)
~W,ξη · (2)δ~q.

(4.57)

Die Ableitungen der verbleibenden Ansatzfunktionen sowie deren Variationen sind in
Anhang C aufgeführt. Anschließend werden die vorausgegangenen Definitionen in die
Variationsformulierung eingesetzt und diese um die stationäre Lage linearisiert. Mit
Hilfe eines Störungsansatzes für den Vektor der Knotenvariablen nach Gleichung (3.74)
lässt sich ein lineares Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung angeben, dessen
Struktur identisch zu Gleichung (3.75) ist. Voraussetzung dafür ist die Auswertung des
Fundamentallemmas der Variationsrechnung. Die daraus resultierende Massenmatrix
lautet

(2)M = −Lex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

{
ρSHS

(
~UT · ~U + ~V T · ~V + ~WT · ~W

)
+ ρAHA ~W

T · ~W

+ ρSH
3
S

12
(
~W ′T · ~W ′ + ~W �T · ~W �

)}
dξdη,

(4.58)

die gyroskopische Matrix

(2)G = 2ρSHSΩLex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

{
~V T · ~W − ~WT · ~V

}
dξdη, (4.59)

der externe Lastvektor

(2) ~fext = −
(
ρAHARAm + ρSHSRSm

)
Ω2Lex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

~WTdξdη (4.60)
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und der interne Lastvektor

(2) ~f int = 1
12(ν2 − 1)

Lex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

{
6EHS

[
ν
(
v̄�0(v̄�0 + 2) + w̄�0

2
)

+ 2ū′0
]
~U ′

+ 6EHS(1− ν)(ū�0 + v̄′0)~U� + 12(ν2 − 1)ρSHSΩ2v̄0~V

+ 6EHS(1− ν)(ū�0 + v̄′0)~V ′ + 6EHS(v̄�0 + 1)
[
2νū′0 + v̄�0(v̄�0 + 2) + w̄�0

2
]
~V �

+ 12(ν2 − 1)
(
HAρA +HSρS

)
Ω2w̄0 ~W +

[
6EHSw̄

�
0

(
2νū′0 + v̄�0(v̄�0 + 2) + w̄�0

2
)

+ (ν2 − 1)ρSH
3
SΩ2w̄�0

]
~W � + EH3

S(νw̄��0 + w̄′′0) ~W ′′

+ EH3
S(νw̄′′0 + w̄��0 ) ~W �� + 2(1− ν)EH3

Sw̄
′�
0
~W ′�

}
dξdη.

(4.61)
Für die tangentiale Steifigkeitsmatrix, welche sich aus dem inneren Lastvektor ableitet,
gilt

(2)C0 = 1
12(ν2 − 1)

Lex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

{
12EHS

[
~U ′ + ν

(
v̄�0 ~V

� + ~V � + w̄�0 ~W
�
)]T
· ~U ′

+ 6(1− ν)EHS
(
~U� + ~V ′

)T
· ~U� + 12(ν2 − 1)ρSHSΩ2~V T · ~V

+ 6(1− ν)EHS
(
~U� + ~V ′

)T
· ~V ′ + 6EHS

[
2ν
(
v̄�0 + 1

)
~U ′

+
(

2νū′0 + 3v̄�0
(
v̄�0 + 2

)
+ w̄�0

2 + 2
)
~V � + 2

(
v̄�0 + 1

)
w̄�0

~W �
]T
· ~V �

+ 12(ν2 − 1)
(
ρAHA + ρSHS

)
Ω2 ~WT · ~W

+
[
6EHS

(
2νw̄�0 ~U ′ + 2

(
v̄�0 + 1

)
w̄�0
~V � +

(
2νū′0 + v̄�0

(
v̄�0 + 2

)
+ 3w̄�02

)
~W �
)

+ (ν2 − 1)ρSH
3
SΩ2 ~W �

]T
· ~W �

+ EH3
S

(
~W ′′ + ν ~W ��

)T
· ~W ′′ + EH3

S

(
ν ~W ′′ + ~W ��

)T
· ~W ��

+ 2
(
1− ν

)
EH3

S
~W ′�T · ~W ′�

}
dξdη.

(4.62)
Entsprechend der Anzahl der Knotenfreiheitsgrade eines Elements ergeben sich 28×28
Elementmatrizen und 28 × 1 Elementvektoren. Für den Zusammenbau der globalen
Matrizen und Vektoren ist eine Transformation aus dem x2y2z2-Koordinatensystem in
das x1y1z1-Koordinatensystem erforderlich. Zur Transformation zwischen den Koordi-
natensystemen gilt

(2)∆~q = 21R · (1)∆~q. (4.63)
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Die darin verwendete Elementrotationsmatrix lautet

21R =


21Ri 0 0 0

0 21Ri 0 0
0 0 21Ri 0
0 0 0 21Ri

 , (4.64)

wobei für die Freiheitsgrade eines einzelnen Knotens

21Ri =



1 0 0 0 0 0 0
0 cos (φ) − sin (φ) 0 0 0 0
0 sin (φ) cos (φ) 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 cos (φ) − sin (φ) 0
0 0 0 0 sin (φ) cos (φ) 0
0 0 0 0 0 0 1


(4.65)

gilt. Mit Hilfe der Beziehung (4.63) ergibt sich das lineare Differentialgleichungssystem
im schaft- bzw. schalenfesten x1y1z1-Koordinatensystem zu

21RT · (2)M · 21R︸ ︷︷ ︸
=(1)M

·(1)∆~̈q + 21RT · (2)G · 21R︸ ︷︷ ︸
=(1)G

·(1)∆~̇q + 21RT · (2)C0 · 21R︸ ︷︷ ︸
=(1)C0

·(1)∆~q

= 21RT · (2) ~f︸ ︷︷ ︸
=(1) ~f

.

(4.66)
Hierfür wird das Gleichungssystem zusätzlich von links mit der transponierten Rotati-
onsmatrix multipliziert. Für den Lastvektor bietet es sich an, die modifizierte Rotati-
onsmatrix

21RT = 12R =



12Ri

∣∣∣
φ−dφ

2
0 0 0

0 12Ri

∣∣∣
φ−dφ

2
0 0

0 0 12Ri

∣∣∣
φ+ dφ

2
0

0 0 0 12Ri

∣∣∣
φ+ dφ

2


(4.67)

zu verwenden. Hierin kennzeichnet dφ das Winkelsegment eines einzelnen Elements,
welches abhängig von der Diskretisierung ist. Damit wird sichergestellt, dass die Flieh-
kraftanteile radial wirken.
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4.5. Anmerkungen zur schubweichen Formulierung

Die hier verwendete schubweiche Formulierung basiert auf der Mindlin-Reissner-
Schalentheorie und berücksichtigt Schubdeformationen erster Ordnung (analog zu der
Balkentheorie nach Timoshenko, vgl. Abschnitt 3.6). Der daraus resultierende Ein-
fluss auf die Verformung ist in Abbildung 4.7 dargestellt.
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ϕ2
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ϕ1α
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Abb. 4.7.: Verschiebungen eines beliebigen materiellen Teilchens außerhalb der
Schalenmittelfläche während der Deformation nach [36]. Berücksichtigung
der Schubdeformationswinkel α und β infolge der Mindlin-Reissner-
Theorie. a) Darstellung im Längsschnitt der Schale. b) Darstellung im
Querschnitt der Schale.

Die Winkel der Querschnittsverdrehungen ergeben sich zu

ϕ1 = 1
RSm

w,φ − α und ϕ2 = −w,X + β. (4.68)

Darin kennzeichnen α(X,φ, t) und β(X,φ, t) die zusätzlichen Schubwinkel gegenüber
der Kirchhof-Love-Theorie. Infolgedessen erhöht sich die Anzahl der unabhängigen
Verschiebungsfunktionen von drei auf fünf (u, v, w, α, β). Der Verschiebungsvektor
eines beliebigen materiellen Teilchens des Schaftes lautet folglich

(2)~rPS0PS1 =


u1

u2

u3

 ≈


u+ Z (−w,X + β)
RSm+Z
RSm

v − Z
(
w,φ
RSm
− α

)
w

 . (4.69)
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Die resultierenden linearen Verzerrungen sind mit

ε11 =u,X − Zw,XX + Zβ,X ,

ε22 = v,φ
RSm

+ w

RSm
+ Zv,φ
R2

Sm
− Zw,φφ

R2
Sm

+ Zα,φ
RSm

,

ε12 =ε21 = u,φ
2RSm

+ v,X
2 + Zv,X

2RSm
− Zw,Xφ

RSm
+ Zα,X

2 + Zβ,φ
2RSm

,

ε13 =ε31 = β

2 und ε23 = ε32 = α

2

(4.70)

gegeben. Für ε13 sowie ε23 werden lediglich die von Z unabhängigen Anteile berück-
sichtigt, was mit der Annahme einer konstanten Schubverteilung einhergeht.

Während die Berechnung der kinetischen Energie analog zur schubstarren Formulie-
rung erfolgt, müssen für die potentielle Energie die zusätzlichen Verzerrungsanteile
berücksichtigt werden. Unter Voraussetzung des Hooke’schen Gesetzes und der damit
einhergehenden Relationen zwischen Spannungen und Verzerrungen gilt

Epot = ERSm

2 (1− ν2)

HS/2∫
−HS/2

2π∫
0

L∫
0

{
ε211 + ε222 + 2νε11ε22

+ 2 (1− ν)
[
ε212 + κ

(
ε213 + ε223

) ]}
dX dφ dZ.

(4.71)

Für den Schubkorrekturfaktor wird hier der Wert κ = 5/6 gewählt, welcher aus der
Berechnung für einen Rechteckquerschnitt hervorgeht [62], [66]. Für die Simulation
mittels FEM bietet es sich erneut an, flache statt gekrümmter Elemente zu verwenden.
Die dafür notwendigen Anpassungen entsprechen den Erläuterungen aus Abschnitt 4.4.
In Anhang D werden die resultierenden Bewegungsgleichungen und Elementmatrizen
bei globaler sowie lokaler Diskretisierung aufgeführt.

4.6. Berechnungsergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Berechnungsergebnisse der im Vorfeld beschriebenen
Schalenmodelle präsentiert und diskutiert. Zusätzlich werden für ausgewählte Beispie-
le Messdaten zum Vergleich herangezogen. Die rechentechnische Umsetzung erfolgt
erneut unter Verwendung der kommerziellen Softwarepakete Mathematica® sowie
Matlab®. Ersteres wird für Berechnungen mit globaler Diskretisierung verwendet und
Letzteres für die FE-Simulationen. Sofern nicht anders gekennzeichnet, handelt es sich
bei den Berechnungsergebnissen um die Resultate der schubstarren Formulierung bei
globaler Diskretisierung.
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4.6.1. Ruhender Schaft

Zunächst wird der ruhende Schaft ohne Rotation betrachtet. Grundlage hierfür ist
die in [105] beschriebene Geometrie einer fest-frei gelagerten Schale. In der genannten
Quelle werden Messdaten für die Eigenfrequenzen in Abhängigkeit der geometrischen
Ordnung angegeben. In Tabelle 4.1 werden die verwendeten Parameter für die Geome-
trie und das Material (Aluminiumlegierung) aufgeführt.

Tab. 4.1.: Verwendete Parameter für die Berechnung der ruhenden kreiszylindrischen
Schale nach [105].

Klasse Beschreibung Formelz. Wert
Materialdaten Dichte ρS 2714, 5 kg/m3

E-Modul E 6, 895 · 1010 N/m2

Querkontraktionszahl ν 0, 315
Geometrie Schalendicke HS 0, 000648m

Radius der Schalenmittelfläche RSm 0, 2423m
Schalenlänge L 0, 6255m

Lagerung geklemmt-frei − −
Ausgleichsmasse Füllgrad Θ 0

Als Erregereinheit für die Modalanalyse kommt ein elektrodynamischer Shaker zum
Einsatz. Die Messung der Schwingungsantwort erfolgt zum einen mittels Dehnungs-
messstreifen und zum anderen kontaktlos über induktive Aufnehmer. Erstere dienen
zur Bestimmung der Modeform in Längsrichtung. Letztere messen die Schwingformen
in Umfangsrichtung. Die kontaktlose Messung wird in [35] genauer beschrieben.

Die Geometrie in Tabelle 4.1 entspricht nicht der eines potentiellen Werkzeugschaftes,
sondern ist in Hinblick auf eine gute Realisier- bzw. Messbarkeit der Anregungs- und
Antwortsignale gewählt worden. Besonders für die experimentelle Identifikation der
Modeformen erweisen sich größere Abmessungen als vorteilhaft. Die Messergebnisse
dienen zur Validierung der eingeführten Schalenmodelle.

Einfluss der Modeordnung auf die Eigenfrequenzen

In Abbildung 4.8 sind die berechneten Ergebnisse zusammen mit den Messdaten dar-
gestellt. Die Eigenfrequenzen werden in Abhängigkeit der Parameter 1 ≤ m ≤ 3 und
1 ≤ n ≤ 16 angegeben. Ersterer definiert die geometrische Ordnung in Längsrich-
tung und Letzterer in Umfangsrichtung (vgl. Abbildung 4.3). Zusätzlich werden für
die Abweichungen der Ergebnisse zwischen den Berechnungsmodellen die absoluten
sowie relativen Fehler angegeben. Gleiches gilt für die Abweichungen zwischen den
Berechnungsergebnissen und den Messwerten.
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Es ist ersichtlich, dass die Eigenfrequenzen mit steigendem Parameter n und konstan-
ten Werten fürm zunächst abfallen, ein Minimum durchlaufen und anschließend wieder
zunehmen. Dies lässt sich mit den unterschiedlichen Anteilen der potentiellen Energie
infolge der Biegung und Dehnung erklären. Dieser Sachverhalt wird mit Abbildung 4.9
verdeutlicht. Darin ist zu sehen, wie die Verformungsenergie infolge der Biegung mit
steigendem n zunimmt. Für die Dehnung ist das Gegenteil zu beobachten. Die Überla-
gerung beider Anteile bildet die gesamte Verformungsenergie, welche der Charakteristik
in Abbildung 4.8 entspricht [61].
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Abb. 4.8.: Eigenfrequenzen der ruhenden Schale in Abhängigkeit der Parameter m
und n. Vergleich der Ergebnisse ermittelt mit dem isochronen Ansatz, der
FEM und den Messergebnissen nach [105].
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Bei Zunahme der Modeordnung in Längsrichtung m und konstanter Modeordnung in
Umfangsrichtung n ist stets ein Anstieg der Eigenfrequenzen zu verzeichnen. Dies lässt
sich mit dem identischen Verhalten im Vergleich zu den Balkenmodellen begründen. Als
bemerkenswert erweist sich, dass bei gleichzeitig hohen Werten für die Modeordnung
in Umfangsrichtung die Eigenfrequenzen näher zusammenrücken.

E
po

t

n

Biegeenergie

Dehnungsenergie

Gesamtenergie

Abb. 4.9.: Zusammensetzung der gesamten Verformungsenergie einer kreiszylindri-
schen Schale in Abhängigkeit der Modeordnung in Umfangsrichtung
nach [61].

Grundsätzlich liegt eine gute Übereinstimmung zwischen den Simulationsergebnissen
und den Messwerten vor. Es ist jedoch festzustellen, dass die berechneten Eigenfre-
quenzen höher ausfallen als die Messwerte. Dahingehend sei auf den Einfluss der Erre-
gereinheit hingewiesen. Einerseits wird die schwingungsfähige Masse durch den Shaker
selbst und seine Anbindung erhöht. Andererseits wird auch die Steifigkeit durch die
Shakeranbindung beeinflusst.
Die FE-Ergebnisse kommen den Messwerten prinzipiell näher als die des isochronen
Ansatzes. Diesbezüglich sei angemerkt, dass die Diskretisierung mit 30× 160 Elemen-
ten (Längs- und Umfangsrichtung) erfolgt. Damit wird gewährleistet, dass mindestens
10 Elemente pro Modeordnung und Richtung vorliegen. Die angegebenen Fehler zeigen,
dass die Unterschiede zwischen den Modellen mit steigendem n tendenziell abnehmen.
Gleiches gilt auch für die Abweichungen zwischen den Berechnungen und den Messwer-
ten. In Bezug auf den Parameterm ist ein derartiger Zusammenhang nicht festzustellen.
Die relativen Abweichungen zwischen den Messungen und den Berechnungen liegen mit
Ausnahme weniger Werte im einstelligen Prozentbereich.

Einfluss der Verhältnisse L/RSm und RSm/HS auf die Eigenfrequenzen

In Abbildung 4.10 ist der Einfluss des Verhältnisses von Schalenlänge zu mittlerem
Radius L/RSm bei sonst unveränderten Parametern dargestellt. Für die geometrische
Ordnung der Moden gilt m = 1 sowie 1 ≤ n ≤ 16. Es ist ersichtlich, dass mit Zunahme
von L/RSm die Eigenfrequenzen gegen unveränderliche Werte konvergieren. Diese Werte
nehmen mit der geometrischen Ordnung zu, wobei die Frequenz des Modes für m = 1
sowie n = 1 gegen null konvergiert. Bis es zur Konvergenz sämtlicher Moden kommt,
wechseln sich diese bezüglich der niedrigsten Eigenfrequenz ab.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass je größer L/RSm ausfällt, desto geringer sind die
Unterschiede in den Eigenfrequenzen in Bezug auf die Lagerung. Deswegen können die
Randbedingungen auch als Randstörungen aufgefasst werden, die mit Zunahme des
Verhältnisses aus Länge zu mittlerem Radius an Bedeutung verlieren [37].
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Abb. 4.10.: Einfluss des Verhältnisses L/RSm auf die Eigenfrequenzen der Schale. Für
die dargestellten Frequenzen gilt m = 1 sowie 1 ≤ n ≤ 16.

Falls neben L/RSm zusätzlich noch das Verhältnis von mittlerem Radius zur Scha-
lendicke RSm/HS variiert wird, ist in Abbildung 4.11 die sich einstellende niedrigste
Eigenfrequenz dargestellt (es gilt nach wie vor m = 1). Für n > 1 werden Strichpunkt-
linien und für n = 1 durchgezogene Linien verwendet.
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Abb. 4.11.: Niedrigste Eigenfrequenz der Schale in Abhängigkeit der beiden Verhält-
nisse L/RSm sowie RSm/HS.

Es ist erkennbar, dass die Eigenfrequenzen mit zunehmenden Werten von RSm/HS

abnehmen (in besonderem Maße für n > 1). Außerdem ist das Grenzverhältnis L/RSm

von Interesse, bei welchem die Modeordnung n = 1 für die niedrigste Eigenfrequenz
erstmals auftritt. Diese Grenze nimmt mit sinkenden Werten von RSm/HS ebenfalls
ab, wobei die zugehörigen Frequenzen steigen. Selbst für einen lang kragenden Hohl-
schaft sind Werte von L/RSm > 30 sowie RSm/HS > 10 unwahrscheinlich. So gilt z. B.
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L/RSm = 27 und RSm/HS = 4, 5 für die Geometrie des in Tabelle 3.1 angegebenen
Schaftes nach [50], welcher für die HSC-Bearbeitung eingesetzt wird. Demzufolge ist zu
erwarten, dass für die niedrigste Eigenfrequenz m = 1 und n = 1 gilt. Dabei handelt es
sich um den niedrigsten Biegeeigenmode. Dieser kann sowohl mit den Balkenmodellen
aus Kapitel 3 als auch mit den hier diskutierten Schalenmodellen berechnet werden.

Vergleich der schubstarren und schubweichen Formulierung

Nachfolgend werden die Unterschiede zwischen der schubstarren (Kirchhoff-Love)
und schubweichen (Mindlin-Reissner) Formulierung untersucht. Dazu sind in Abbil-
dung 4.12 die berechneten Eigenfrequenzen unter Verwendung der globalen Diskreti-
sierung für beide Varianten dargestellt.
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Abb. 4.12.: Vergleich der schubstarren und schubweichen Schalentheorie. Eigenfre-
quenzen für unterschiedliche Modeordnungen und bei Variation des Ver-
hältnisses RSm/HS. Berechnungsergebnisse unter Verwendung der globa-
len Diskretisierung (isochrone Ansätze).
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Abb. 4.13.: Vergleich der schubstarren und schubweichen Schalentheorie. Eigenfre-
quenzen für unterschiedliche Modeordnungen und bei Variation des Ver-
hältnisses RSm/HS. Berechnungsergebnisse unter Verwendung der lokalen
Diskretisierung (FEM).

Die Ergebnisse werden in Abhängigkeit der geometrischen Modeordnung {m,n} ∈
{1, 2, 3, 4, 5} und des Verhältnisses RSm/HS ∈ {5; 7, 5; 10} angegeben. Ferner werden
die absoluten und relativen Abweichungen des schubstarren Modells von der schubwei-
chen Variante aufgeführt.
Tendenziell zeigen beide Varianten dieselbe Abhängigkeit der Eigenfrequenzen von der
Modeordnung, wobei die Ergebnisse der schubweichen Modellierung erwartungsgemäß
niedriger ausfallen. Die angegebenen Fehler zeigen, dass die Abweichungen mit steigen-
der geometrischer Modeordnung zunehmen. Für das Verhältnis RSm/HS ergibt sich eine
umgekehrte Abhängigkeit des Fehlers. Es ist anzumerken, dass von unten nach oben
auch das Verhältnis L/HS abnimmt. Hierfür gilt, dass je kürzer der Schaft bezogen auf
die Wandstärke ausfällt, desto größer werden die Abweichungen.
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Für reale Schaftgeometrien ist RSm/HS < 10 zu erwarten. Hierfür zeigen die Ergeb-
nisse vorheriger Rechnungen (vgl. Abbildung 4.11), dass bei lang kragenden Schäften
die numerisch niedrigste Eigenfrequenz gleichzeitig auch die geometrisch Niedrigste ist
(m,n = 1). Für diesen Fall wird die schubstarre Variante als ausreichend angesehen.
Sind jedoch geometrisch höhere Moden bei gleichzeitig dickwandigem Schaft von In-
teresse, so ist die schubweichen Variante zu bevorzugen.
In Abbildung 4.13 sind die Ergebnisse von Vergleichsrechnungen unter Verwendung der
FEM dargestellt. Grundsätzlich ergibt sich ein ähnliches Verhalten, wobei die Abwei-
chungen zwischen schubweicher und schubstarrer Formulierung etwas größer ausfallen.
Diese Beobachtung deckt sich mit den Ergebnissen der jeweiligen Balkenmodelle aus
Abbildung 3.11.

4.6.2. Rotierender Schaft

Wie für den ruhenden Schaft erfolgt zunächst die Validierung der Berechnungsmodelle
anhand von Messdaten. Grundlage hierfür bilden die in [92] publizierten Werte. Gegen-
stand der Betrachtung ist eine fest-frei gelagerte kreiszylindrische Schale, welche um
die Längsachse rotiert.
Die Anregung bei der Modalanalyse erfolgt kontaktlos mit Hilfe eines elektrischen Ma-
gneten. Zur Messung der Schwingungsantwort kommen Dehnungsmessstreifen zum Ein-
satz. Die zugehörigen Berechnungsparameter sind in Tabelle 4.2 aufgeführt.

Tab. 4.2.: Verwendete Parameter für die Berechnung der rotierenden kreiszylindri-
schen Schale nach [92].

Klasse Beschreibung Formelz. Wert
Materialdaten Dichte ρS 7850 kg/m3

E-Modul E 2, 1 · 1011 N/m2

Querkontraktionszahl ν 0, 3
Geometrie Schalendicke HS 0, 0002m

Radius der Schalenmittelfläche RSm 0, 03705m
Schalenlänge L 0, 243m

Lagerung geklemmt-frei − −
Ausgleichsmasse Füllgrad Θ 0

Einfluss der Winkelgeschwindigkeit auf die Bifurkation der Eigenwerte

In Abbildung 4.14 sind die zwei numerisch niedrigsten Eigenkreisfrequenzen (ω02 so-
wie ω03) in Abhängigkeit der Winkelgeschwindigkeit Ω dargestellt. Die Angabe erfolgt
bezogen auf die korrespondierenden Eigenkreisfrequenzen der ruhenden Schale, wobei
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ω0i/ω0i|Ω=0 = f0i/f0i|Ω=0 gilt. Neben den Messwerten aus [92] sind die Simulations-
ergebnisse für den globalen isochronen Ansatz sowie der FEM aufgeführt. Außerdem
wird zwischen der geometrisch linearen und nichtlinearen Formulierung unterschieden.

Sämtliche Varianten haben gemein, dass es zur Bifurkation der Eigenkreisfrequenzen
infolge der Rotation kommt. Dabei ist anzumerken, dass die Abhängigkeit von der
Winkelgeschwindigkeit nichtlinear ausfällt. Dies stellt eine Abweichung zum Verhalten
der Biegeeigenfrequenzen dar, welche sich mit den Balkenmodellen ergeben (vgl. Ab-
bildung 3.15). Die Zuordnung der steigenden und fallenden Frequenz zum vor- bzw.
rückwärtigen Mode bleibt unverändert. Es sei jedoch erwähnt, dass in der Literatur
für rotierende Schalen auch die umgekehrte Bezeichnung zu finden ist (z. B. in [92]).
Bezüglich der Diskretisierung (lokal sowie global) ist kein nennenswerter Unterschied
in den Berechnungsergebnissen festzustellen, sodass die gezeigten Graphen nahezu de-
ckungsgleich sind.
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Abb. 4.14.: Einfluss der Winkelgeschwindigkeit auf die beiden niedrigsten Schalenei-
genkreisfrequenzen. Vergleich der Ergebnisse ermittelt mit dem isochro-
nen Ansatz sowie dem FE-Modell mit den Messdaten nach [92]. Dis-
kretisierungsparameter für den globalen Ansatz: {A,B,C} = 4 sowie
{K,Q, P} = 3. Diskretisierung für die FEM: 30× 30 Elemente.

Weiterhin auffallend ist das unterschiedliche Verhalten zwischen linearer und nicht-
linearer Formulierung. Bei Ersterer ist eine Vereinigung der Frequenzen von vor- und
rückwärtigem Mode zu beobachten (rechtes Diagramm in Abbildung 4.14). Dieser
Punkt kennzeichnet gleichzeitig das beginnende Eintreten der Instabilität (vgl. [113]).
Der Vergleich mit den Messwerten zeigt, dass die Berücksichtigung der geometrischen
Nichtlinearitäten zwingend erforderlich ist und Instabilität unter den gewählten Bedin-
gungen nicht auftritt. Lediglich für geringe Winkelgeschwindigkeiten Ω/ω0i|Ω=0 � 1

R. Schmidt, Berechnungsmodelle für Fräswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



4.6. Berechnungsergebnisse 121

eignet sich eine Betrachtung, die ausschließlich auf den linearen Verzerrungsanteilen
beruht.

Die gezeigte Abhängigkeit der Eigenkreisfrequenzen von der Winkelgeschwindigkeit
kann auch für das einfachere Beispiel des rotierenden Ringes beobachtet werden. Dies-
bezüglich sind Ergebnisse von experimentellen sowie simulativen Untersuchungen in
den Quellen [34], [39], [55], [64], [69], [97] und [117] aufgeführt. Dabei verhalten sich
die Eigenkreisfrequenzen der Radialschwingungen für beide Beispiele (Schale und Ring)
ähnlich.

Berechnung der stationären Lage

Die sich infolge der Rotation einstellende stationäre Deformation ist in Abbildung 4.15
dargestellt. Konkret handelt es sich dabei um die axiale und radiale Verschiebung bei
einer Winkelgeschwindigkeit von Ω = 1000 rad/s.
Erneut werden das globale und lokale Modell gegenübergestellt. Hierfür werden zusätz-
lich die absoluten und relativen Abweichungen aufgezeigt. Für das FE-Modell werden
zur Berechnung 100 Elemente in Längsrichtung verwendet. Im Gegensatz dazu wird
die Anzahl der globalen Ansatzfunktionen variiert. An dieser Stelle wird nochmals auf
die alternative Angabe der Formfunktionen nach Gleichung (3.60) hingewiesen. Diese
eignet sich besonders für hohe Modeordnungen in Längsrichtung. Die Angabe nach
Gleichung (3.59) führt aufgrund der darin enthaltenen hyperbolischen Anteile bei hö-
heren Modeordnungen zu numerischen Problemen in der Auswertung.

Aufgrund der Rotationssymmetrie genügt die Angabe der Verschiebungen in Abhän-
gigkeit der X-Koordinate. Eine Unterscheidung zwischen geometrisch linearem und
nichtlinearem Modell erfolgt an dieser Stelle nicht, da beide Varianten nahezu identi-
sche Verformungen liefern.

Mit dem FE-Modell ergibt sich für die Längsverschiebung ū0 ein linearer Verlauf, wobei
es zu einer Verkürzung der Schale kommt. Demgegenüber liegt für die Radialverschie-
bung w̄0 ein Verlauf vor, welcher der Sprungfunktion ähnlich ist. Die Ergebnisse des
globalen Ansatzes nähern sich denen der FE-Lösung mit zunehmender Diskretisierung
an. Hierbei weist die Radialverschiebung ein „Überschwingen“ im Bereich der Schalen-
bzw. Schaftenden auf. Aufgrund der verwendeten trigonometrischen Funktionen liegt
der Vergleich mit dem Gibbsschen Phänomen nahe. Dieses beschreibt einen analogen
Sachverhalt bei der Entwicklung unstetiger Funktionen mittels Fourier-Reihe [41],
[46].

Die angegebenen relativen Fehler zeigen, dass die betragsmäßigen Unterschiede zwi-
schen den beiden Lösungsmethoden mit steigendem Verhältnis X/L tendenziell ab-
nehmen. Jedoch bestehen selbst für die höchste gewählte Diskretisierung (20 globale
Ansatzfunktionen) nennenswerte Abweichungen.
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Abb. 4.15.: Stationäre Lage berechnet mittels FEM und isochronem Ansatz für eine
Winkelgeschwindigkeit von Ω = 1000 rad/s. Diskretisierung für die FEM:
100× 30 Elemente.

Einfluss der Ausgleichsmasse auf die Eigenfrequenzen der rotierenden Schale

Um den Einfluss des Füllmediums aufzuzeigen, wird in Abbildung 4.16 die numerisch
niedrigste Eigenkreisfrequenz (vor- und rückwärtiger Mode) in Abhängigkeit von der
Winkelgeschwindigkeit und des Füllgrades dargestellt. Die Angabe von Kreisfrequen-
zen und Winkelgeschwindigkeit erfolgt erneut bezogen auf ω03|Ω=0. Für die Dichte des
Füllmediums gilt stets ρA/ρS = 0, 1. Zur Lösung wird der globale Ansatz verwendet
(Diskretisierung: {A,B,C} = 4 sowie {K,Q, P} = 3).
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Abb. 4.16.: Bifurkation der niedrigsten Eigenkreisfrequenz in Abhängigkeit der Win-
kelgeschwindigkeit Ω und des Füllgrades Θ. Ergebnisse für ein konstantes
Verhältnis ρA/ρS = 0, 1.
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Abb. 4.17.: Bifurkation der niedrigsten Eigenkreisfrequenz in Abhängigkeit der Win-
kelgeschwindigkeit Ω und der Dichte des Füllmediums ρA. Ergebnisse für
einen konstanten Füllgrad Θ = 0, 1.
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Es ist ersichtlich, dass mit Zunahme des Füllgrades sich die Eigenkreisfrequenzen des
vor- und rückwärtigen Modes annähern. Das bedeutet, die Bifurkation tritt unverän-
dert auf, ist jedoch schwächer ausgeprägt. Dies lässt sich mit der zunehmenden Masse
erklären, wodurch ω03|Ω=0 abnimmt. Infolgedessen wird mit 0 ≤ Ω ≤ ω03|Ω=0 ein gerin-
gerer Winkelgeschwindigkeitsbereich abgedeckt, was zu einer verminderten Bifurkation
führt. Weiterhin ist erkennbar, dass der Füllgrad für geringe Werte einen stärkeren Ein-
fluss auf die Bifurkation ausübt als für große Werte. Ursache hierfür ist, dass der Schaft
sich von außen nach innen füllt und mit abnehmendem Radius sinkt auch der Einfluss
der Fliehkraft. Dieser Sachverhalt wird im weiteren Verlauf der Arbeit nochmals aus-
führlicher betrachtet (vgl. Abbildung 4.19).

In Abbildung 4.17 wird in Analogie zu den vorangegangenen Betrachtungen das Ver-
hältnis ρA/ρS anstatt des Füllgrades variiert. Letzterer beträgt für diese Berechnungen
konstant Θ = 0, 1. Prinzipiell zeigt sich ein ähnliches Verhalten wie zuvor in Abbil-
dung 4.16. Erneut besteht ein umgekehrt proportionaler Zusammenhang zwischen dem
Dichteverhältnis und dessen Einfluss auf die Bifurkation.

Stabilitätsverhalten des linearen Berechnungsmodells

Abschließend wird das Stabilitätsverhalten der linearen Formulierung betrachtet, wobei
auch die Spannung in Umfangsrichtung τ22 Berücksichtigung findet. In diesem Zusam-
menhang werden die drei Bereiche τ22 < τs, τs ≤ τ22 < τz und τ22 ≥ τz unterschieden.
Es kennzeichnen τs = 235N/mm2 die Streckgrenze und τz = 350N/mm2 die Zugfestig-
keit für S235 nach [27]. Da ein ebener Spannungszustand vorliegt und τ11 = τ12 ≈ 0
gilt, kann τ22 als Vergleichsspannung verwendet werden.

Zur Berechnung ist in Abbildung 4.18 der Freischnitt eines differentiellen Schalenele-
ments des rotierenden Schaftes einschließlich Ausgleichsmasse dargestellt.

dφ

dfext

HA

HS

RSm
RAm

x2
y2

z2

dfint
dfint

dX

Abb. 4.18.: Freigeschnittenes Schalenelement einschließlich Ausgleichsmasse unter
Rotation.

In differentieller Form kennzeichnen dfext die externe Beanspruchung in Radialrichtung
sowie dfint die Schnittkraft in Umfangsrichtung (bezogen auf die Schnittlänge). Erstere
berücksichtigt die Fliehkraftwirkung der Schale selbst sowie der Ausgleichsmasse und
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ergibt sich zu

dfext = ρSHSRSm dφ dX︸ ︷︷ ︸
=dmS

RSmΩ2 + ρAHARAm dφ dX︸ ︷︷ ︸
=dmA

RAmΩ2. (4.72)

Für das Kräftegleichgewicht in vertikaler Richtung gilt

∑
i

fv,i = dfext − 2dfint dX sin
(
dφ
2

)
≡ 0, (4.73)

wobei die Schnittkraft in Umfangsrichtung die Maßeinheit N/m besitzt. Infolgedessen
lautet die korrespondierende Spannung

τ22 = dfint

HS
≈
(
ρSR

2
Sm + ρA

HA

HS
R2

Am

)
Ω2. (4.74)

Hierfür wird Gleichung (4.72) in (4.73) eingesetzt und bezüglich dem differentiellen
Winkel dφ linearisiert. Für τ22 > τs ist anzumerken, dass ein nichtlineares Materialver-
halten auftritt, wodurch Gleichung (4.74) zunehmend an Genauigkeit verliert.
In Abbildung 4.19 sind die Größen HA, RAm und dfext in Abhängigkeit des Füllgrades
(vgl. Gleichung (3.87)) dargestellt. Dabei werden Erstere auf den Radius der Schaftin-
nenlaibung RSi bezogen. Die differentielle Fliehkraft wird ebenfalls im Verhältnis zum
Wert dfext1 = dfext(Θ = 1) nach Gleichung (4.72) angegeben.
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Abb. 4.19.: Einfluss des Füllgrades Θ auf die geometrischen Größen HA und RAm
sowie die differentielle Fliehkraft dfext.

Da sich der Schaft von außen nach innen füllt, nimmt die Abhängigkeit RAm(Θ) sowie
HA(Θ) mit steigendem Füllgrad zu. Der abnehmende mittlere Radius führt besonders
für große Werte des Füllgrades zu einer fehlerhaften Fliehkraft. Dies zeigt sich im
Vergleich zur kumulierten Fliehkraft, wofür das Füllmedium in eine endliche Anzahl
dünner Schichten unterteilt wird.

In Abbildung 4.20 werden zwölf Stabilitätskarten in einem 4×3 Raster dargestellt. Von
oben nach unten wird der Füllgrad Θ ∈ {0, 1/3, 2/3, 1} und von links nach rechts das
Dichteverhältnis ρA/ρS ∈ {1/3, 2/3, 1} variiert. Innerhalb der einzelnen Stabilitäts-
karten stellen das Verhältnis L/RSm und die dimensionslose Winkelgeschwindigkeit
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Ω/ω0min|Ω=0 die Veränderlichen dar. Dabei kennzeichnet ω0min|Ω=0 die minimale Eigen-
kreisfrequenz innerhalb der betrachteten Moden (m = 1, n ∈ {2, 3, 4}) im ruhenden
Zustand. Der Mode m = 1, n = 1 wird nicht beachtet (entspricht dem ersten Biege-
eigenmode), da dieser nicht zur Instabilität führt. Weil ausschließlich dämpfungsfreie
Bewegungsgleichungen untersucht werden, kann lediglich schwache Stabilität oder In-
stabilität auftreten.
Für Θ = 0 ist erkennbar, dass die Grenze zwischen schwacher Stabilität und Insta-
bilität mit Zunahme des Verhältnisses L/RSm ebenfalls ansteigt, bis sie den Wert
Ω/ω0min|Ω=0 ≈ 1, 8 erreicht. Grund hierfür ist, dass sich für L/RSm < 10 die Moden mit
der minimalen Eigenfrequenz abwechseln und diese unterschiedliche Stabilitätsgrenzen
aufweisen. Dies entspricht auch den Beobachtungen aus Abbildung 4.10. Die Streck-
grenze sowie Zugfestigkeit werden ebenfalls nur für geringe Werte von L/RSm < 10
überschritten. Dies kann mit der dimensionslosen Darstellung erklärt werden. Mit Zu-
nahme des Längenverhältnisses nehmen die Eigenfrequenzen ab und damit die betrach-
tete maximale Winkelgeschwindigkeit Ωmax = 3ω0min|Ω=0. Für das gewählte Beispiel
findet die Überschreitung der Streckgrenze zusätzlich nur im instabilen Bereich statt.
Mit Zunahme des Füllgrades (Θ > 0) ist zu beobachten, dass die Stabilitätsgrenze stets
den Wert Ω/ω0min|Ω=0 ≈ 1 einnimmt. Außerdem verkleinert sich der Bereich, in wel-
chem die Streckgrenze oder Zugfestigkeit erreicht werden, weil die zunehmende Masse
wiederum ω0min|Ω=0 verringert. Das Dichteverhältnis ρA/ρS zeigt insgesamt nur einen
marginalen Einfluss, wobei sich für Θ = 0 erwartungsgemäß gar keine Abhängigkeit
einstellt.
Zum Vergleich werden in Abbildung 4.21 Stabilitätskarten zum Einfluss des Verhältnis-
ses L/RSm dargestellt, jedoch unter Verwendung der absoluten Winkelgeschwindigkeit.
In einem Bereich von 0 ≤ Ω ≤ 2000 rad/s und Θ = 0 ist erkennbar, dass die Streck-
grenze nicht überschritten wird. Der stabile Winkelgeschwindigkeitsbereich nimmt mit
steigenden Werten von L/RSm ab. Ursache hierfür sind erneut die gleichsam fallenden
Eigenfrequenzen mit zunehmender Schalenlänge. Die restlichen Stabilitätskarten mit
Θ > 0 zeigen, dass die Streckgrenze wie auch die Zugfestigkeit stets für konstante Wer-
te von Ω überschritten werden. Dies lässt sich mit Gleichung (4.74) begründen, da die
Schalenlänge nicht in die Berechnung der Umfangsspannung eingeht.

In Abbildung 4.22 wird anstelle von L/RSm das Verhältnis RSm/HS variiert, während-
dessen die restlichen Angaben unter Verwendung der bezogenen Winkelgeschwindig-
keit unverändert bleiben. Erstmals werden die Streckgrenze und Zugfestigkeit auch im
stabilen Bereich überschritten. Dabei handelt es sich um vergleichsweise dickwandi-
ge Schäfte mit geringem Füllgrad. Folglich ergeben sich relativ hohe Eigenfrequenzen
sowie maximale Winkelgeschwindigkeiten. Die Stabilitätskarten in Abhängigkeit von
RSm/HS und der absoluten Winkelgeschwindigkeit werden in Abbildung 4.23 darge-
stellt. Sowohl die Stabilitätsgrenze als auch die Spannungskennwerte τs und τz werden
für steigende Werte von RSm/HS bei stets geringeren Winkelgeschwindigkeiten erreicht.
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Abb. 4.20.: Stabilitätskarten für das lineare Schalenmodell in Abhängigkeit der di-
mensionslosen Winkelgeschwindigkeit Ω/ω0min|Ω=0 und des Verhältnisses
L/RSm. Zusätzliche Variation des Füllgrades Θ und des Dichteverhält-
nisses ρA/ρS. Vereinfachte Berücksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter für den isochronen Ansatz:
{A,B,C} = 1, {K,Q, P} = 4.
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Abb. 4.21.: Stabilitätskarten für das lineare Schalenmodell in Abhängigkeit der ab-
soluten Winkelgeschwindigkeit und des Verhältnisses L/RSm. Variation
des Füllgrades Θ und des Dichteverhältnisses ρA/ρS analog zu Abbil-
dung 4.20. Vereinfachte Berücksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter für den isochronen Ansatz:
{A,B,C} = 1, {K,Q, P} = 4.

R. Schmidt, Berechnungsmodelle für Fräswerkzeuge mit Hohlschaft zur HSC-Bearbeitung



4.6. Berechnungsergebnisse 129

Θ
=

1/
3

Θ
=

2/
3

Θ
=

1

ρA/ρS = 1/3 ρA/ρS = 2/3 ρA/ρS = 1

schwach stabil mit τ22 < τs instabil mit τ22 < τs
schwach stabil mit τs ≤ τ22 < τz instabil mit τs ≤ τ22 < τz
schwach stabil mit τ22 ≥ τz instabil mit τ22 ≥ τz

Θ
=

0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

0 1 2 3
Ω/ω0min|Ω=0

Abb. 4.22.: Stabilitätskarten für das lineare Schalenmodell in Abhängigkeit der di-
mensionslosen Winkelgeschwindigkeit Ω/ω0min|Ω=0 und des Verhältnisses
RSm/HSm. Zusätzliche Variation des Füllgrades Θ und des Dichteverhält-
nisses ρA/ρS. Vereinfachte Berücksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter für den isochronen Ansatz:
{A,B,C} = 1, {K,Q, P} = 4.
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Abb. 4.23.: Stabilitätskarten für das lineare Schalenmodell in Abhängigkeit der ab-
soluten Winkelgeschwindigkeit und des Verhältnisses RSm/HS. Variati-
on des Füllgrades Θ und des Dichteverhältnisses ρA/ρS analog zu Ab-
bildung 4.22. Vereinfachte Berücksichtigung der Umfangsspannung nach
Gleichung (4.74). Diskretisierungsparameter für den isochronen Ansatz:
{A,B,C} = 1, {K,Q, P} = 4.
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In Abbildung 4.24 werden die Eigenkreisfrequenzen des vor- und rückwärtigen Modes
(m = 1, n ∈ {2, 3}) in Abhängigkeit der Winkelgeschwindigkeit dargestellt (jeweils
bezogen auf ω0i|Ω=0). Die Ergebnisse werden für unterschiedliche Werte von Θ, ρA/ρS

und RSm/HS angegeben. Es ist erkennbar, dass mit Zunahme des Füllgrades sowie
Dichteverhältnisses die von den Kurven eingeschlossene Fläche abnimmt. Ähnliches
ist auch für das nichtlineare Modell zu beobachten, wobei sich der Frequenzabstand
zwischen vor- und rückwärtigem Mode verringert (vgl. Abbildung 4.16 bzw. 4.17). Im
gleichen Zuge nähert sich die Stabilitätsgrenze demWert Ω/ω0min|Ω=0 = 1 an. Weiterhin
ist festzustellen, dass mit Zunahme von RSm/HS auch der Einfluss des Füllmediums
und dessen Dichte steigt. Je dünnwandiger der Schaft, desto größer ist der Massenanteil
des Füllmediums und die daraus resultierende Vorspannung in Umfangsrichtung.
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Abb. 4.24.: Einfluss des Füllmediums auf die Stabilitätsgrenze des linearen Schalen-
modells. Oben: Variation des Füllgrades Θ für ρA/ρS = 1/3 = const.
Mitte: Variation des Verhältnisses ρA/ρS für Θ = 0, 025 = const. Un-
ten: Variation des Verhältnisses RSm/HS für Θ = 0, 025 = const. und
ρA/ρS = 1/3 = const.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Der Einsatz lang kragender Schaftfräser im Bereich der HSC-Bearbeitung birgt spezi-
elle Herausforderungen im Vergleich zu konventionellen Techniken. Infolge des hohen
Schlankheitsgrades können die niedrigsten Eigenfrequenzen unterhalb der Betriebs-
drehzahl liegen. Eine Anregung im Resonanzgebiet führt zu großen Schwingungsam-
plituden und im Extremfall zum kompletten Werkzeugversagen [99]. In diesem Zusam-
menhang sind auch die mögliche Beschädigung des Werkstücks und die Gefährdung des
Bedienpersonals zu nennen. Neben den Schnittreaktionen können sich auch unvermeid-
bare Fliehkräfte, hervorgerufen durch eine Unwucht sowie Form- und Lageabweichun-
gen, als kritisch erweisen. Eine hinreichend genaue Kenntnis über das Systemverhalten
erweist sich als unerlässlich. An dieser Stelle setzt die vorliegende Arbeit an und liefert
verschiedene Berechnungsmodelle zur Untersuchung der Werkzeugdynamik.
Im Speziellen werden lang kragende Fräser mit Hohlschaft betrachtet, wie sie z. B.
in [50] untersucht werden. Der so entstehende Hohlraum kann teilweise mit einem fließ-
fähigen Medium gefüllt werden, was zum automatischen Wuchten und zur Selbstzen-
trierung im überkritischen Drehzahlbereich beiträgt. Weiterhin führt das Füllmedium
zur Schwingungsreduktion infolge von Flüssigkeits- oder Partikeldämpfung.

Nach der Abhandlung der theoretischen Grundlagen in Kapitel 2 folgt in Kapitel 3
die Modellierung des Werkzeugschaftes über schubstarre sowie schubweiche Balken-
modelle (Euler-Bernoulli, Timoshenko). Dafür wird die Verformungskinematik
betrachtet und die nichtlinearen Verzerrungsmaße bereitgestellt. Anschließend wird die
Variationsformulierung mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips hergeleitet. In diesem
Zusammenhang wird eine stochastisch verteilte Unwucht berücksichtigt, welche sich
über die gesamte Schaftlänge verteilt. Deren Abbildung erfolgt anhand eines Ansatzes
nach Wedig und Dimentberg. Zur Ortsdiskretisierung kommen sowohl ein globaler
Ritz-Ansatz als auch die FEM mit lokalen Ansatzfunktionen zum Einsatz.
Im Anschluss werden systematische Parameterstudien für das ruhende sowie bewegte
Werkzeug durchgeführt. Diesbezüglich wird der Einfluss von unterschiedlichen geome-
trischen Größen, Prozessparametern und der Unwucht auf die Eigenfrequenzen aufge-
zeigt. Die Unwucht hat u. a. zur Folge, dass die Eigenfrequenzen keine deterministischen
Werte darstellen, sondern einer stochastischen Verteilung unterliegen. Für die Berech-
nung der niedrigsten biegekritischen Eigenfrequenz eines lang kragenden Werkzeuges
(L/DSa > 5) ergeben sich nur geringe Abweichungen (< 5 %) zwischen der schubstar-
ren und schubweichen Theorie. Für kurze Werkzeuge sowie höhere Modeordnungen
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ist die Verwendung einer schubweichen Formulierung empfehlenswert. Weiterhin ist
es unter Einbezug von geometrischen Nichtlinearitäten möglich, die Auswirkungen ei-
ner stationären Deformation zu berücksichtigen. Deren Einfluss erweist sich jedoch im
praktischen Anwendungsbereich als gering, sodass ein lineares Modell den Anforderun-
gen in der Regel genügt. Weiterhin werden Ergebnisse von Zeitlösungen für erzwungene
Schwingungen mit variierender Anregungsfrequenz gezeigt. In diesem Zusammenhang
wird auch der Einfluss von Lageabweichungen der Schneiden auf die Spanungsgeometrie
und der daraus folgenden Schnittreaktionen diskutiert.

In Kapitel 4 wird die Modellierung des Werkzeugschaftes als Schale beschrieben. Im
Gegensatz zu den vorausgegangenen Balkenmodellen erweisen sich geometrische Nicht-
linearitäten hier als unverzichtbar. Die stationäre Lage infolge der Rotation führt zur
Spannungsversteifung und beeinflusst die Eigenfrequenzen. Abweichend zum linearen
Modell tritt unter Berücksichtigung der nichtlinearen Verzerrungsanteile in Umfangs-
richtung keine Instabilität auf, was durch die experimentellen Untersuchungen in [92]
bestätigt wird. Dieser Sachverhalt ist um so wichtiger, je größer der Füllgrad des Hohl-
schaftes sowie die Dichte des Füllmediums ausfallen. Das Stabilitätsverhalten des linea-
ren Modells wird zusätzlich mittels Stabilitätskarten in Abhängigkeit von verschiedenen
Parametern untersucht. Für den ruhenden Schaft erfolgt die Validierung der berech-
neten Schaleneigenfrequenzen mit Hilfe der Messdaten nach [35], wobei die relativen
Abweichungen zumeist im einstelligen Prozentbereich liegen. An dieser Stelle sei ange-
merkt, dass abhängig von der Geometrie die niedrigste Schaleneigenfrequenz nicht dem
niedrigsten geometrischen Mode entspricht. Die Unterschiede zwischen schubstarrer
und schubweicher Beschreibung (Kirchhoff-Love, Mindlin-Reissner) nehmen er-
neut mit steigender Modeordnung sowie dimensionsloser Wandstärke (HS/RSm) zu.

Die vorgestellten Modelle und Ergebnisse beschäftigen sich ausführlich mit der Dyna-
mik lang kragender Fräswerkzeuge. Transiente Wechselwirkungen zwischen Werkzeug
und Werkstück werden dabei außer Acht gelassen. Deswegen wird für Folgestudien eine
Erweiterung in diese Richtung empfohlen. So kann z. B. die zeitabhängige Abdrängung
des Werkzeuges infolge der Schnittreaktionen berücksichtigt werden, was besonders
bei schlanken Ausführungen mit verminderter Steifigkeit von Interesse ist. Zusätzli-
ches Potential bietet auch die Abbildung des Füllmediums. In diesem Zusammenhang
ist besonders die Dämpfung infolge der Fluid- bzw. Partikelbewegung von Interesse.
Diesbezüglich bietet sich z. B. die Kopplung mit einer Diskrete-Elemente-Simulation
an. Die Berücksichtigung weiterer Teile der Werkzeugmaschine wie z. B. Spannfutter
oder Spindel ist prinzipiell möglich. Nach [1] ist jedoch davon auszugehen, dass diese
Elemente nur eine untergeordnete Rolle für das Verhalten von schlanken Werkzeugen
einnehmen. Obwohl bereits verschiedene Messdaten zur Validierung einbezogen wer-
den, bieten sich hier Möglichkeiten zur Erweiterung. Während Messungen am bewegten
Werkzeug häufig schwer zu realisieren sind, ist z. B. die Untersuchung der stochastisch
verteilten Eigenfrequenzen im ruhenden Zustand denkbar.
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6.2. Symbolverzeichnis

Lateinische Notation

Formelzeichen Einheit Beschreibung

~0 − Nullvektor
0 − Nullmatrix
ae, ap m Arbeitseingriff, Schnitttiefe
Ai divers zufälliges Ereignis
AA, AS m2 Querschnittsfläche Ausgleichsm., Schaft
ASpan m2 Spanungsquerschnitt
A divers Systemmatrix
~c − Konstantenvektor
C divers Steifigkeitsmatrix
C0 divers Tangentensteifigkeitsmatrix
(4)C, Cijkl N/m2 allg. Steifigkeitstensor vierter Stufe
Cov(S1, S2) divers Kovarianz bzw. Kovarianzfunktion
Dm m Durchmesser Schneidteil
DSa m Außendurchmesser Schaft
D divers Dämpfungsmatrix
e0, e1(X), e2 m Exzentrizität Einspannung, Schaft, Schneid-

teil
~ei − Basis-Einheitsvektor
E N/m2 Elastizitätsmodul
Ekin, Epot Nm kinetische, potentielle Energie
E?

pot N/m2 Verformungsenergiedichte
E(S) divers Erwartungswert
E − Einheitsmatrix
f, f0 Hz Frequenz, Eigenfrequenz
fc, fz m Schnitt-, Zahnvorschub
f(S) − Verteilungsdichtefunktion
~fext divers äußerer Beanspruchungsvektor
~fint divers innerer Beanspruchungsvektor
Fabs divers absoluter Fehler
Frel % relativer Fehler
Fc N Schnittkraft beim Fräsen
F (S) − Verteilungsfunktion
F, Fij − Deformationsgradient
gi − i-te Transformationsstufe für Unwuchtvertei-

lung
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G divers gyroskopische Matrix
HA, HS m Wandstärke Ausgleichsmasse, Schaft
I, IT, IP m4 Flächenmoment 2. Ordnung (axial, Torsion,

polar)
~ki divers i-ter Eigenvektor
kc N/m2 spezifische Schnittkraft
L m Länge Schaft
L1, L2 N/m2 Lamé-Konstanten
Le m Elementlänge (FEM)
m kg Masse Schneidteil
Mc Nm Schnittmoment beim Fräsen
M divers Massenmatrix
nz − Anzahl der Schneiden des Fräsers
~n − Normalenvektor
P(Ai) − Wahrscheinlichkeit
P0, P1 − Materieller Punkt in der Referenz- und

Momentankonfiguration
P, Pij − Rechts-Cauchy-Green-Deformations-

tensor
~q(t) divers Vektor der Freiheitsgrade bzw. Knotenfrei-

heitsgrade
∆~q(t) divers Vektor der Freiheitsgrade bzw. Knotenfrei-

heitsgrade im Zuge des Störungsansatzes
rα, rβ 1/s, s Rayleigh-Koeffizienten
~r(ui, t) m Ortsvektor
RAa, RAi, RAm m Radius Ausgleichsmasse außen, innen, Mitte
RSa, RSi, RSm m Radius Schaft außen, innen, Mitte
R − Rotationsmatrix
R, Rm×n − reelle Zahlen, Matrixdimension
S divers Zufallsvariable
S(ω) divers Leistungsdichtespektrum
t s Zeit
~t N/m2 Spannungsvektor
ui(X, t) m allg. Verschiebungsfunktionen (Balken)
ui(X, Y, t), ui(X,φ, t) m allg. Verschiebungsfunktionen (Schale)
~u(t) divers Anregungsvektor Zustandsmodell
vc, vf m/s Schnitt-, Vorschubgeschwindigkeit
~v(ui, t) m/s Geschwindigkeitsvektor
V, VA, VS m3 Volumen allg., Ausgleichsm., Schafthohlr.
Var(S) divers Varianz der Zufallsvariable S
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w(t) − weißes Rauschen
W Nm Arbeit
W(t) − Wiener-Prozess
xi m Euler-Koordinaten
~x(t) divers Zustandsvektor
Xi bzw. X, Y, Z m Lagrange-Koordinaten
X(t) divers Fundamentalmatrix
Z divers zirkulatorische Matrix

Griechische Notation

Formelzeichen Einheit Beschreibung

δij − Kronecker-Delta
δ(t) − Dirac-Funktion
δ(...) − Variationsoperator
ε, εij − Lagrange-Verzerrungstensor
ζψ1(X), ζe1(X) rad stochastischer Winkelprozess nach Wedig

und Dimentberg
ζψ10, ζe10 rad Startwinkel des Wedig-Dimentberg-

Prozesses
η − lokale Variable (FEM)
ϑ − Lehrsches Dämpfungsmaß
Θ − Füllgrad
κ − Schubkorrekturfaktor
λi rad/s i-ter Eigenwert
µ(X) kg/m Verteilte Unwucht des Schaftes
ν − Querkontraktionszahl
ξ − lokale Variable (FEM)
Π divers Gebiet eines Randwertproblems
ρ, ρA, ρS kg/m3 Massendichte allg., Ausgleichsmasse, Schaft
σ(S) divers Standardabweichung
σWD rad/m Intensität des Wedig-Dimentberg-

Prozesses
σ, σij N/m2 Cauchy-Spannungstensor
τs N/m2 Streckgrenze
τz N/m2 Zugfestigkeit
τ̃ , τ̃ij N/m2 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
τ , τij N/m2 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
φ rad Lagrange-Koordinate
Φ(t) divers Überführungsmatrix
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ψ0, ψ1(X), ψ2 rad Winkel Einspann-, Schaft-, Schneidteilexzen-
trizität

ω, ω0 rad/s Kreis-, Eigenkreisfrequenz
ωWD rad/m Ortswinkelgeschwindigkeit des Wedig-

Dimentberg-Prozesses
Ω, Ωex rad/s Winkelgeschwindigkeit der Rotation bzw.

Anregung

Funktionen zur Beschreibung der Deformation

Formelzeichen Einheit Beschreibung

α(X, Y, t), α(X,φ, t) rad Schubwinkel um X-Achse (Schale)
ᾱ(X, Y, t), ᾱ(X,φ, t) rad approx. Schubwinkel um X-Achse (Schale)
α0(X, Y ), α0(X,φ) rad station. Schubwinkel um X-Achse (Schale)
ᾱ0(X, Y ), ᾱ0(X,φ) rad approx. station. Schubwinkel um X-Achse

(Schale)
α̃ij rad Koeffizienten des isochronen Ansatzes für

Schubwinkel um X-Achse (Schale)
Aij(X,φ, t) − Formfunktionen des isochronen Ansatzes für

Schubwinkel um X-Achse (Schale)
~A(ξ, η) − FE-Formfunktionenvektor für Schubwinkel

um X-Achse (Schale)
β(X, t) rad Schubwinkel um Y -Achse (Balken)
β̄(X, t) rad approx. Schubwinkel um Y -Achse (Balken)
β(X, Y, t), β(X,φ, t) rad Schubwinkel um Y -Achse (Schale)
β̄(X, Y, t), β̄(X,φ, t) rad approx. Schubwinkel um Y -Achse (Schale)
β0(X) rad station. Schubwinkel um Y -Achse (Balken)
β̄0(X) rad approx. station. Schubwinkel um Y -Achse

(Balken)
β0(X, Y ), β0(X,φ) rad station. Schubwinkel um Y -Achse (Schale)
β̄0(X, Y ), β̄0(X,φ) rad approx. station. Schubwinkel um Y -Achse

(Schale)
β̃i(t), β̃ij rad Koeffizienten des gemischten Ritz- sowie iso-

chronen Ansatzes für Schubwinkel um Y -
Achse (Balken, Schale)

Bij(X), Bi(X,φ, t), − Formfunktionen des gemischten Ritz- sowie
isochronen Ansatzes für Schubwinkel um Y -
Achse (Balken, Schale)

~B(ξ), ~B(ξ, η) − FE-Formfunktionenvektor für Schubwinkel
um Y -Achse (Balken, Schale)
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γ(X, t) rad Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
γ̄(X, t) rad approx. Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
γ0(X) rad station. Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
γ̄0(X) rad approx. station. Schubwinkel um Z-Achse

(Balken)
γ̃i(t) rad Koeffizienten des gemischte Ritz-Ansatzes

für Schubwinkel um Z-Achse (Balken)
Γi(X) − Formfunktionen des gemischte Ritz-

Ansatzes für Schubwinkel um Z-Achse
(Balken)

~Γ(ξ) − FE-Formfunktionenvektor für Schubwinkel
um Y -Achse (Balken)

φ(X, t) rad Torsionswinkel (Balken)
φ̄(X, t) rad approx. Torsionswinkel (Balken)
φ0(X) rad station. Torsionswinkel (Balken)
φ̄0(X) rad approx. station. Torsionswinkel (Balken)
φ̃i(t) rad Koeffizienten des gemischte Ritz-Ansatzes

für Torsionswinkel (Balken)
Φi(X) − Formfunktionen des gemischte Ritz-

Ansatzes für Torsionswinkel (Balken)
~Φ(ξ) − FE-Formfunktionenvektor für Torsionswin-

kel (Balken)
u(X, t) m Längsverschiebung (Balken)
ū(X, t) m approx. Längsverschiebung (Balken)
u(X, Y, t), u(X,φ, t) m Längsverschiebung (Schale)
ū(X, Y, t), ū(X,φ, t) m approx. Längsverschiebung (Schale)
u0(X) m station. Längsverschiebung (Balken)
ū0(X) m approx. station. Längsverschiebung (Balken)
u0(X, Y ), u0(X,φ) m station. Längsverschiebung (Schale)
ū0(X, Y ), ū0(X,φ) m approx. station. Längsverschiebung (Schale)
ũi(t), ũij m Koeffizienten des gemischten Ritz- sowie iso-

chronen Ansatzes für Längsversch. (Balken,
Schale)

Ui(X), Uij(X,φ, t), − Formfunktionen des gemischten Ritz- sowie
isochronen Ansatzes für Längsversch. (Bal-
ken, Schale)

~U(ξ), ~U(ξ, η) − FE-Formfunktionenvektor für Längsverschie-
bung (Balken, Schale)

v(X, t) m Radialverschiebung in Y -Richtung (Balken)
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v̄(X, t) m approx. Radialverschiebung in Y -Richtung
(Balken)

v(X, Y, t), v(X,φ, t) m Umfangsverschiebung (Schale)
v̄(X, Y, t), v̄(X,φ, t) m approx. Umfangsverschiebung (Schale)
v0(X) m station. Radialverschiebung in Y -Richtung

(Balken)
v̄0(X) m approx. station. Radialverschiebung in Y -

Richtung (Balken)
v0(X, Y ), v0(X,φ) m station. Umfangsverschiebung (Schale)
v̄0(X, Y ), v̄0(X,φ) m approx. station. Umfangsverschiebung

(Schale)
ṽi(t), ṽij m Koeffizienten des gemischten Ritz- sowie iso-

chronen Ansatzes für Radial- bzw. Umfangs-
verschiebung (Balken, Schale)

Vi(X), Vij(X,φ, t), − Formfunktionen des gemischten Ritz- sowie
isochronen Ansatzes für Radial- bzw. Um-
fangsverschiebung (Balken, Schale)

~V (ξ), ~V (ξ, η) − FE-Formfunktionenvektor für Radial- bzw.
Umfangsverschiebung (Balken, Schale)

w(X, t) m Radialverschiebung in Z-Richtung (Balken)
w̄(X, t) m approx. Radialverschiebung in Z-Richtung

(Balken)
w(X, Y, t), w(X,φ, t) m Radialversch. (Schale)
w̄(X, Y, t), w̄(X,φ, t) m approx. Radialverschiebung (Schale)
w0(X) m station. Radialverschiebung in Z-Richtung

(Balken)
w̄0(X) m approx. station. Radialverschiebung in Z-

Richtung (Balken)
w0(X, Y ), w0(X,φ) m station. Radialverschiebung (Schale)
w̄0(X, Y ), w̄0(X,φ) m approx. station. Radialverschiebung (Schale)
w̃i(t), w̃ij m Koeffizienten des gemischten Ritz- sowie

isochronen Ansatzes für Radialverschiebung
(Balken, Schale)

Wi(X), Wij(X,φ, t), − Formfunktionen des gemischten Ritz- sowie
isochronen Ansatzes für Radialverschiebung
(Balken, Schale)

~W (ξ), ~W (ξ, η) − FE-Formfunktionenvektor für Radialver-
schiebung (Balken, Schale)
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Ableitungen

Formelzeichen Beschreibung

d(...)/dt = ˙(...) totale Ableitung nach der Zeit
∂(...)/∂t = (...),t partielle Ableitung nach der Zeit
∂(...)/∂(ωt) = *(...) partielle Ableitung nach der Eigenzeit
∂(...)/∂xi = (...),xi partielle Ableitung nach dem Ort (Euler-Koor.)
∂(...)/∂Xi = (...),Xi partielle Ableitung nach dem Ort (Lagrange-Koor.)
∂(...)/∂X = (...)′ partielle Ableitung in Längsrichtung (Diskretisierung)
∂(...)/∂Y = (...)� partielle Ableitung in Umfangsrichtung (Diskretisierung

mit flachen Schalenelementen)
∂(...)/∂φ = (...)◦ partielle Ableitung in Umfangsrichtung (Diskretisierung

mit isochronem Ansatz)

Abkürzungen

Abkürzung Beschreibung
ˇ(...) arithmetischer Mittelwert

det(...) Determinante
DIN Deutsches Institut für Normung
EN Europäische Norm
FEM Finite-Elemente-Methode
FKM Forschungskuratorium Maschinenbau
HSC High-Speed-Cutting
HSK Hohlschaftkegel
ISO Internationale Organisation für Normung
RW rückwärtiger Mode
VW vorwärtiger Mode
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A. Feldgleichungen und Ableitungen
der Ansätze für die Balkenmodelle

Feldgleichungen

Die Feldgleichungen für das lineare Euler-Bernoulli-Modell lauten:

EASu,XX − (ρSAS + µ)u,tt + µRSa
[
v,Xtt cos(ψ1) + w,Xtt sin(ψ1)

]
= 0, (A.1)

[
e0Ω2 cos(ψ0) + Ω2v − v,tt + 2Ωw,t

]
(ρAAA + ρSAS + µ)− EIv,XXXX + ρSIv,XXtt

+ 1
2µRSa

[
RSav,XXtt

(
1 + cos(2ψ1)

)
+ 2 sin(ψ1)

(
φ,tt − Ω2φ

)
+ 2 cos(ψ1)

(
RSaw,XXtt sin(ψ1)− u,Xtt + Ω2 + 2Ωφ,t

)]
= 0,

(A.2)

[
e0Ω2 sin(ψ0)− 2Ωv,t + Ω2w − w,tt

]
(ρAAA + ρSAS + µ)− EIw,XXXX + ρSIw,XXtt

+ 1
2µRSa

[
RSaw,XXtt

(
1− cos(2ψ1)

)
− 2 sin(ψ1)(u,Xtt − Ω2 − 2Ωφ,t)

+ 2 cos(ψ1)
(
RSav,XXtt sin(ψ1) + Ω2φ− φ,tt

)]
= 0,

(A.3)

e0µRSaΩ2 sin(ψ0 − ψ1) + EI

ν + 1φ,XX + 2ρSI(Ω2φ− φ,tt) + µR2
Sa(Ω2φ− φ,tt)

+ µRSa sin(ψ1)(v,tt − Ω2v − 2Ωw,t)− µRSa cos(ψ1)(2Ωv,t − Ω2w + w,tt) = 0.
(A.4)

Globale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der gemischten Ritz-Ansätze für die Längsverschiebung ū (X, t)
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ū′ (X, t) =
A∑
a=1

U ′a (X) ũa (t) ,

˙̄u (X, t) =
A∑
a=1

Ua (X) ˙̃ua (t) , ¨̄u (X, t) =
A∑
a=1

Ua (X) ¨̃ua (t) ,
(A.5)

die Radialverschiebung w̄ (X, t)

w̄′ (X, t) =
C∑
c=1

W ′
c (X) w̃c (t) , w̄′′ (X, t) =

C∑
c=1

W ′′
c (X) w̃c (t) ,

˙̄w (X, t) =
C∑
c=1

Wc (X) ˙̃wc (t) , ¨̄w (X, t) =
C∑
c=1

Wc (X) ¨̃wc (t) ,

˙̄w′ (X, t) =
C∑
c=1

W ′
c (X) ˙̃wc (t) , ¨̄w′ (X, t) =

C∑
c=1

W ′
c (X) ¨̃wc (t)

(A.6)

und den Torsionswinkel φ̄ (X, t)

φ̄′ (X, t) =
D∑
d=1

Φ′d (X) φ̃d (t) ,

˙̄φ (X, t) =
D∑
d=1

Φd (X) ˙̃φd (t) , ¨̄φ (X, t) =
D∑
d=1

Φd (X) ¨̃φd (t) .
(A.7)

Partielle Ableitungen der virtuellen Verrückungen für δū (X, t)

δū′ (X, t) =
A∑
α=1

U ′α (X) δũα (t) , (A.8)

für δw̄ (X, t)

δw̄′ (X, t) =
C∑
γ=1

W ′
γ (X) δw̃γ (t) , δw̄′′ (X, t) =

C∑
γ=1

W ′′
γ (X) δw̃γ (t) (A.9)

und für δφ̄ (X, t)

δφ̄′ (X, t) =
D∑
ξ=1

Φ′ξ (X) δφ̃ξ (t) . (A.10)

Lokale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der FE-Ansätze für die Längsverschiebung ū (ξ, t) = ~U(ξ) · (2)~q(t)

ū,X = 2
Le
~U,ξ · (2)~q = ~U ′ · (2)~q, ū,t = ~U · (2)~̇q, ¨̄u,tt = ~U · (2)~̈q, (A.11)
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die Radialverschiebung w̄ (ξ, t) = ~W (ξ) · (2)~q(t)

w̄,X = 2
Le

~W,ξ · (2)~q = ~W ′ · (2)~q, w̄,XX =
( 2
Le

)2
~W,ξξ · (2)~q = ~W ′′ · (2)~q,

w̄,t = ~W · (2)~̇q, ¨̄w,tt = ~W · (2)~̈q,

w̄,Xt = ~W ′ · (2)~̇q, w̄,Xtt = ~W ′ · (2)~̈q

(A.12)

und den Torsionswinkel φ̄(ξ, t) = ~Φ(ξ) · (2)~q(t)

φ̄,X = 2
Le
~Φ,ξ · (2)~q = ~Φ′ · (2)~q,

φ̄,t = ~Φ · (2)~̇q,
¨̄φ,tt = ~Φ · (2)~̈q.

(A.13)

Partielle Ableitungen der virtuellen Verrückungen für δū (ξ, t) = ~U(ξ) · (2)δ~q(t)

δū,X = ~U ′ · (2)δ~q, (A.14)

für δw̄ (ξ, t) = ~W (ξ) · (2)δ~q(t)

δw̄,X = ~W ′ · (2)δ~q, δw̄,XX = ~W ′′ · (2)δ~q (A.15)

und für δφ̄ (ξ, t) = ~Φ(ξ) · (2)δ~q(t)

δφ̄,X = ~Φ′ · (2)δ~q. (A.16)
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B. Anmerkungen zum
Timoshenko-Balken

Globale Diskretisierung

Zusätzliche gemischte Ritz-Ansätze für die Schubwinkel und deren Variationen (ein-
heitliche Diskretisierungsparameter):

β(X, t) ≈ β̄(X, t) =
A∑
a=1

Ba(X)β̃a(t), γ(X, t) ≈ γ̄(X, t) =
A∑
a=1

Γa(X)γ̃a(t),

δβ(X, t) ≈ δβ̄(X, t) =
A∑
α=1

Bα(X)δβ̃α(t), δγ(X, t) ≈ δγ̄(X, t) =
A∑
α=1

Γα(X)δγ̃α(t).

(B.1)

Vereinfachte lineare Bewegungsgleichungen (ohne Ausgleichsmasse, Exzentrizität, Un-
wucht und Schnittreaktionen):

−AS

L∫
0

ρS ¨̄uUα + Eū′U ′α

dX −m
[
ūUα

]∣∣∣∣
X=L

= 0, (B.2)

L∫
0

− ρSAS ¨̄vVα + ρSI
(
¨̄γ − ¨̄v′

)
V ′α + EI

(
γ̄′ − v̄′′

)
V ′′α

dX −m
[
v̄Vα

]∣∣∣∣
X=L

= 0, (B.3)

L∫
0

− ρSAS ¨̄wWα + ρSI
( ¨̄β − ¨̄w′

)
W ′
α + EI

(
β̄′ − w̄′′

)
W ′′
α

dX −m
[
w̄Wα

]∣∣∣∣
X=L

= 0,

(B.4)

L∫
0

− κEI

ν + 1 φ̄
′Φ′α − 2ρSI

¨̄φΦα

dX = 0, (B.5)

L∫
0


[
ρSI

(
¨̄w′ − ¨̄β

)
− κEAS

2(ν + 1) β̄
]
Bα + EI

(
w̄′′ − β̄′

)
B′α

dX = 0, (B.6)
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L∫
0


[
ρSI

(
¨̄v′ − ¨̄γ

)
− κEAS

2(ν + 1) γ̄
]
Γα + EI

(
v̄′′ − γ̄′

)
Γ′α

dX = 0. (B.7)

Lokale Diskretisierung

Zusätzliche FE-Ansätze für die Schubwinkel und deren Variationen:

β(ξ, t) ≈ β̄(ξ, t) = ~B(ξ) · (2)~q(t), γ(ξ, t) ≈ γ̄(ξ, t) = ~Γ(ξ) · (2)~q(t),
δβ(ξ, t) ≈ δβ̄(ξ, t) = ~B(ξ) · (2)δ~q(t), δγ(ξ, t) ≈ δγ̄(ξ, t) = ~Γ(ξ) · (2)δ~q(t).

(B.8)

Elementmatrizen für Masse und Steifigkeit:

(2)M =ρS
Le

2

+1∫
−1

− AS~U
T · ~U − AS~V

T · ~V + I
(
~Γ− ~V ′

)T
· ~V ′ − AS ~W

T · ~W

+ I
(
~B − ~W ′

)T
· ~W ′ − 2I~ΦT · ~Φ + I

(
~W ′ − ~B

)T
· ~B + I

(
~V ′ − ~Γ

)T
· ~Γ
dξ

−m
[
~UT · ~U + ~V T · ~V − ~WT · ~W

]∣∣∣∣X=L
ξ=1

,

(B.9)

(2)C =ELe

2

+1∫
−1

− AS~U
′T · ~U ′ + I

(
~Γ′ − ~V ′′

)T
· ~V ′′ + I

(
~B′ − ~W ′′

)T
· ~W ′′

− κI

ν + 1
~Φ′T · ~Φ′ − κAS

2(ν + 1)
~BT · ~B + I

(
~W ′′ − ~B′

)T
· ~B′

− κAS

2(ν + 1)
~ΓT · ~Γ + I

(
~V ′′ − ~Γ′

)T
· ~Γ′

dξ.
(B.10)
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C. Feldgleichungen und Ableitungen
der Ansätze für die Schalenmodelle

Feldgleichungen

Die Feldgleichungen für das lineare Kirchhoff-Love-Modell lauten:

ERSmu,XX + νE(v,Xφ + w,X) + (ν2 − 1)ρSRSmu,tt = 0, (C.1)

E
[
H2

S(v,XX − 2w,XXφ) + 12RSm(RSmv,XX + u,Xφ)
]

− 2(ν + 1)ρS
[
H2

S(Ω2w,φ − Ω2v + v,tt − w,φtt) + 12R2
Sm(v,tt + 2Ωw,t − Ω2v)

]
= 0,

(C.2)

EHS

(ν2 − 1)R3
Sm

[
R2

Sm

(
H2

S(−v,XXφ − (ν − 2)w,XXφφ + νw,XXXX) + 12v,φ + 12w
)

+H2
S(w,XXφφ − v,XXφ +R4

Smw,XXXX) + 12νR3
Smu,X

]
+ ρSHSRSm

[
H2

S(w,Xφtt + w,XXtt) + 12Ω(ΩRSm + Ωw + 2v,t)− 12w,tt
]

+ 12ρAHARAm(Ω2RAm + Ω2w − w,tt) = 0.

(C.3)

Globale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der isochronen Ansätze für die Längsverschiebung ū (X,φ, t)

ū′ (X,φ, t) =
A∑
a=1

K∑
k=0

ũakU
′
ak (X,φ, t) , ū◦ (X,φ, t) =

A∑
a=1

K∑
k=0

ũakU
◦
ak (X,φ, t) ,

*
ū (X,φ, t) =

A∑
a=1

K∑
k=0

ũak
*
Uak (X,φ, t) , **

ū (X,φ, t) =
A∑
a=1

K∑
k=0

ũak
**
Uak (X,φ, t)

(C.4)
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und die Umfangsverschiebung v̄ (X,φ, t)

v̄′ (X,φ, t) =
B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbqV
′
bq (X,φ, t) , v̄◦ (X,φ, t) =

B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbqV
◦
bq (X,φ, t) ,

*
v̄ (X,φ, t) =

B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbq
*
V bq (X,φ, t) , **

v̄ (X,φ, t) =
B∑
b=1

Q∑
q=0

ṽbq
**
V bq (X,φ, t) .

(C.5)

Partielle Ableitungen der virtuellen Verrückungen für δū (X,φ, t)

δū′ (X,φ, t) =
A∑
α=1

K∑
κ=0

δũακU
′
ακ (X,φ, t) , δū◦ (X,φ, t) =

A∑
α=1

K∑
κ=0

δũακU
◦
ακ (X,φ, t)

(C.6)

und für δv̄ (X,φ, t)

δv̄′ (X,φ, t) =
B∑
β=1

Q∑
θ=0

δṽβθV
′
βθ (X,φ, t) , δv̄◦ (X,φ, t) =

B∑
β=1

Q∑
θ=0

δṽβθV
◦
βθ (X,φ, t) .

(C.7)

Lokale Diskretisierung

Partielle Ableitungen der FE-Ansätze für die Längsversch. ū (ξ, η, t) = ~U(ξ, η) · (2)~q(t)

ū,X = 2
Lex

~U,ξ · (2)~q = ~U ′ · (2)~q, ū,Y = 2
Ley

~U,η · (2)~q = ~U� · (2)~q,

ū,t = ~U · (2)~̇q, ū,tt = ~U · (2)~̈q

(C.8)

und die Umfangsverschiebung v̄ (ξ, η, t) = ~V (ξ, η) · (2)~q(t)

v̄,X = 2
Lex

~V,ξ · (2)~q = ~V ′ · (2)~q, v̄,Y = 2
Ley

~V,η · (2)~q = ~V � · (2)~q,

v̄,t = ~V · (2)~̇q, v̄,tt = ~V · (2)~̈q.

(C.9)

Partielle Ableitungen der virtuellen Verrückungen für δū (ξ, η, t) = ~U(ξ, η) · (2)δ~q(t)

δū,X = ~U ′ · (2)δ~q, δū,Y = ~U� · (2)δ~q (C.10)

und für δv̄ (ξ, η, t) = ~V (ξ, η) · (2)δ~q(t)

δv̄,X = ~V ′ · (2)δ~q, δv̄,Y = ~V � · (2)δ~q. (C.11)
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D. Anmerkungen zur
Mindlin-Reissner-Schale

Globale Diskretisierung

Zusätzliche isochrone Ansätze für die Schubwinkel und deren Variationen (einheitliche
Diskretisierungsparameter):

α(X,φ, t) ≈ ᾱ(X,φ, t) =
A∑
a=1

A∑
b=1

Aab(X,φ, t)α̃ab,

β(X,φ, t) ≈ β̄(X,φ, t) =
A∑
a=1

A∑
b=1

Bab(X,φ, t)β̃ab,

δα(X,φ, t) ≈ δᾱ(X,φ, t) =
A∑
γ=1

A∑
ψ=1

Aγψ(X,φ, t)δα̃γψ,

δβ(X,φ, t) ≈ δβ̄(X,φ, t) =
A∑
γ=1

A∑
ψ=1

Bγψ(X,φ, t)δβ̃γψ.

(D.1)

Vereinfachte lineare Bewegungsgleichungen (ohne Ausgleichsmasse, Exzentrizität, Un-
wucht, Schneidteilmasse und Schnittreaktionen):

2π∫
0

L∫
0

−HSρSRSmω
2**
ūUγψ + EHS

ν2 − 1

[
RSmū

′ + ν
(
v̄◦ + w̄

)]
U ′γψ

− EHS

2(ν + 1)RSm

(
RSmv̄

′ + ū◦
)
U◦γψ

dX dφ = 0,

(D.2)

HS

24R3
Sm

2π∫
0

L∫
0

− 2ρSR
2
Sm

[
H2

S

(
RSm

**
ᾱω2 + **

v̄ω2 − **
w̄
◦
ω2
)

+ 12R2
Sm

**
v̄ω2

]
Vγψ

− ER2
Sm

ν + 1

[
RSm

(
ᾱ′H2

S + 12ū◦
)

+H2
S

(
β̄◦ + v̄′ − 2w̄′◦

)
+ 12R2

Smv̄
′
]
V ′γψ

+ 2E
ν2 − 1

[
H2

S

(
RSm

(
ᾱ◦ + νRSm

(
β̄′ − w̄′′

))
+ v̄◦ − w̄◦◦

)
+ 12R2

Sm

(
νRSmū

′ + v̄◦ + w̄
)]
V ◦γψ

dX dφ = 0,

(D.3)
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1
12R3

Sm
(ν2 − 1)

2π∫
0

L∫
0

12HS

[
ER2

Sm

(
νRSmū

′ + v̄◦ + w̄
)
− (ν2 − 1)ρSR

4
Sm

**
w̄ω2

]
Wγψ

− (ν2 − 1)ρSH
3
SR

4
Sm

(**
w̄
′
ω2 −

**
β̄ω2

)
W ′
γψ

− EH3
SR

2
Sm

[
ν
(
ᾱ◦RSm + v̄◦ − w̄◦◦

)
+R2

Sm

(
β̄′ − w̄′′

)]
W ′′
γψ

+ (ν2 − 1)ρSH
3
SR

2
Sm

(**
ᾱRSmω

2 + **
v̄ω2 − **

w̄
◦
ω2
)
W ◦
γψ

− EH3
S

[
RSm

(
ᾱ◦ + νRSm

(
β̄′ − w̄′′

))
+ v̄◦ − w̄◦◦

]
W ◦◦
γψ

+ (ν − 1)EH3
SR

2
Sm

(
ᾱ′RSm + β̄◦ + v̄′ − 2w̄′◦

)
W ′◦
γψ

dX dφ = 0,

(D.4)

1
24R2

Sm(ν2 − 1)

2π∫
0

L∫
0

− 2(ν − 1)HSR
2
Sm

[
(ν + 1)ρSH

2
S

(**
ᾱRSmω

2 + **
v̄ω2 − **

w̄
◦
ω2
)

+ 6κERSmᾱ
]
Aγψ − (ν − 1)EH3

SR
2
Sm

[
ᾱ′RSm + β̄◦ + v̄′ − 2w̄′◦

]
A′γψ

+ 2EH3
S

[
RSm

(
ᾱ◦ + νRSm

(
β̄′ − w̄′′

))
+ v̄◦ − w̄◦◦

]
A◦γψ

dX dφ = 0,

(D.5)

1
24RSm(ν2 − 1)

2π∫
0

L∫
0

2(ν − 1)HSR
2
Sm

[
(ν + 1)ρSH

2
S

(**
w̄
′
ω2 −

**
β̄ω2

)
− 6κEβ̄

]
Bγψ

+ 2EH3
S

[
ν
(
ᾱ◦RSm + v̄◦ − w̄◦◦

)
+R2

Sm

(
β̄′ − w̄′′

)]
B′γψ

− (ν − 1)EH3
S

(
ᾱ′RSm + β̄◦ + v̄′ − 2w̄′◦

)
B◦γψ

dX dφ = 0.

(D.6)
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Lokale Diskretisierung

Zusätzliche FE-Ansätze für die Schubwinkel und deren Variationen:

α(ξ, η, t) ≈ ᾱ(ξ, η, t) = ~A(ξ, η) · (2)~q(t),
β(ξ, η, t) ≈ β̄(ξ, η, t) = ~B(ξ, η) · (2)~q(t),
δα(ξ, η, t) ≈ δᾱ(ξ, η, t) = ~A(ξ, η) · (2)δ~q(t),
δβ(ξ, η, t) ≈ δβ̄(ξ, η, t) = ~B(ξ, η) · (2)δ~q(t).

(D.7)

Elementmatrizen für Masse und Steifigkeit:

(2)M =ρSHS
Lex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

− ~UT · ~U − ~V T · ~V − ~WT · ~W

+ H2
S

12
(
~B − ~W ′

)T
· ~W ′ + H2

S
12
(
~A− ~W �

)T
· ~W �

+ H2
S

12
(
~W � − ~A

)T
· ~A+ H2

S
12
(
~W ′ − ~B

)T
· ~B

dξ dη,
(D.8)

(2)C =EHS
Lex

2
Ley

2

+1∫
−1

+1∫
−1

 1
ν2 − 1

(
ν~V � + ~U ′

)T
· ~U ′ − 1

2(ν + 1)
(
~U� + ~V ′

)T
· ~U�

− 1
2(ν + 1)

(
~U� + ~V ′

)T
· ~V ′ + 1

ν2 − 1
(
ν ~U ′ + ~V �

)T
· ~V �

+ H2
S

12(ν2 − 1)
(
− ~A�ν − ~B′ + ν ~W �� + ~W ′′

)T
· ~W ′′

+ H2
S

12(ν2 − 1)

[
− ~A� + ν

(
~W ′′ − ~B′

)
+ ~W ��

]T
· ~W ��

+ H2
S

12(ν + 1)
(
~A′ + ~B� − 2 ~W ′�

)T
· ~W ′◦ − κ

2(ν + 1)
~AT · ~A

− H2
S

24(ν + 1)
(
~A′ + ~B� − 2 ~W ′�

)T
· ~A′

+ H2
S

12(ν2 − 1)

[
~A� + ν

(
~B′ − ~W ′′

)
− ~W ��

]T
· ~A�

− κ

2(ν + 1)
~BT · ~B + H2

S
12(ν2 − 1)

(
~A�ν + ~B′ − ν ~W �� − ~W ′′

)T
· ~B′

− H2
S

24(ν + 1)
(
~A′ + ~B� − 2 ~W ′�

)T
· ~B�

dξ dη.

(D.9)
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