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Abstract

The aim of this thesis is to investigate a method to approximate the projective
norm of multipartite tensor products by the concept of so-called theta bodies.
These objects were proposed earlier in order to approximate the convex hull of
a real algebraic variety by a chain of convex semialgebraic supersets. We first
show that the unit product vectors of a multiple tensor product, whose convex
hull equals the unit sphere of the projective norm, form a real algebraic variety.
Afterwards, we show that the theta bodies associated to this variety converge to
the unit sphere of the projective norm. We arrive at the conclusion that already
the first theta body constitutes the unit sphere in case of bipartite tensor products.
For the derivation of this result, we tried to give an in-depth introduction to the
mathematical concepts, namely, Groebner bases, real algebraic geometry, convex
geometry, and multipartite tensor products. In conclusion, we gain an advanced
understanding of the set of the product vectors as a variety and obtain different
representations of theta bodies as projected spectrahedra or as indicators for
positivity. In order to deal with the general case of multipartite tensor products,
we develop a software to approximate the projective norm by theta norms.



Vorwort

Der Zustand eines quantenmechanischen Vielteilchensystems wird durch das Ten-
sorprodukt der zugehorigen Einteilchensysteme beschrieben. In diesem Bild ent-
sprechen voneinander unabhangige Teilchen den Produktzustédnden. Die konvexe
Hiille der Produktzustiande nennt man die separablen Zustande. Deren Komple-
ment in der Zustandsmenge bilden die verschriankten Zustande. Sie besitzen im
Vergleich zu den separablen Zustédnden einige Eigenschaften, die charakteristisch
fiir die Quantenmechanik und damit grundlegendend fiir die Quantenkryptogra-
phie, die Quantenteleportation oder die Quanteninformationstheorie sind. Auch
quantenmechanische Algorithmen wie zum Beispiel der Shor-Algorithmus zur
Primfaktorzerlegung basieren auf diesen Eigenschaften.

Ein Separabilitatskriterium fiir Zustédnde stellen projektive Tensornormen dar. Die
projektive Norm eines Zustands ist genau dann eins, wenn der Zustand separabel
ist. Projekive Normen sind weiterhin ein Verschrankungsmaf: Je verschrankter
der Zustand, desto grofer ist die projektive Norm.

Der klassische Rahmen, in den projektive Tensornormen eingebettet sind, ist die
Theorie topologischer Tensorprodukte. Wahrend zahlreiche formale Eigenschaften
solcher Normen bekannt sind, ist es eine Herausforderung, die projektive Norm
eines gegebenen Tensors konkret zu bestimmen. Fiir ein zweifaches Tensorprodukt
ist dies zwar mit elementaren Methoden durch die sogenannte Schmidt-Zerlegung
moglich, doch bereits fir drei Tensorfaktoren ist ein Konzept dieser Art nicht
mehr vorhanden.

In dieser Arbeit studieren wir einen alternativen Zugang, die projektive Norm
mehrfacher Tensorprodukte von endlicher Dimension zu bestimmen.

Die projektive Norm einer Bestimmung zu unterziehen, reduziert sich auf die
Untersuchung ihrer Einheitssphére. Diese ist als konvexe Hiille der Einheitspro-
duktvektoren ein Schnitt von Halbraumen. Hier mochten wir nicht alle, sondern
nur spezielle Halbraume zur Bestimmung heranziehen. Damit erhalten wir konvexe
Obermengen, die bei sukzessiver Verfeinerung gegen die Einheitssphére konvergie-
ren. So ist es moglich, die projektive Norm im Mindesten einzugrenzen, ferner zu
approximieren, und im besten Fall exakt zu bestimmen.
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Die Menge der Produktvektoren bildet eine reelle algebraische Varietat. Die
Einheitssphére der projektiven Norm ist also die konvexe Hiille einer Varietat.
Die reelle algebraische Geometrie liefert einen vielversprechenden Ansatz, solche
konvexe Hiillen durch sogenannte Thetakorper zu approximieren.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die projektive Norm durch Thetakorper zu beschreiben.
Im Fall zweifacher Tensorprodukte erhalten wir ein positives Resultat: Der erste
Thetakorper bildet die Einheitssphére der projektiven Norm. Es ist also moglich,
Verschrankung von der Warte der reellen algebraischen Geometrie zu messen.

Das erste Kapitel fiihrt in die Theorie der Grébnerbasen ein. Diese erlauben es,
fiir Koordinatenringe auf kanonische Weise Basen zu bestimmen. Von welcher
Gestalt reelle Polynome sind, die auf einer gegebenen Menge einer Vorzeichen-
bedingung geniigen, ermitteln wir im zweiten Kapitel. Darin beweisen wir reelle
Positivstellen- und Nullstellensétze. Von speziellen konvexen Objekten wie Kegeln
und Spektraedern handelt das dritte Kapitel. Das vierte Kapitel stellt Thetakorper
und ihre verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten vor. Im fiinften Kapitel fithren
wir mehrfache Tensorprodukte ein und klassifizieren Einheitsproduktvektoren als
reelle algebraische Varietét. Schliellich untersuchen wir die Moglichkeit, die Ein-
heitssphére projektiver Normen durch Thetakorper zu approximieren, im sechsten
Kapitel. Kapitel sieben ist eine Dokumentation des Programms PINORM, welches
wir zur numerischen Bestimmung der projektiven Norm nach der vorgestellten
Methode entwickelt haben. Alle Kapitel auler den ersten drei, die eigenstandig
und voneinander unabhéangig sind, bauen thematisch auf die vorangehenden auf.

Dartiber hinaus ist diese Arbeit ein Streifzug durch die Welt der Positivitat und
der Dualitédt in ihrem funktionalanalytischen und in ihrem algebraischen Sinne.

An dieser Stelle mochte ich meinen Dank an alle aussprechen, die mich bei der
Anfertigung dieser Thesis unterstiitzt haben. Zunéchst danke ich Herrn Professor
Kiimmerer dafiir, dass er mir dieses spannende und weitreichende mathematische
Gebiet anvertraut hat. Besonders bedanken mochte ich mich fir die grofiziigige
Bereitstellung eines Arbeitsplatzes innerhalb der Arbeitsgruppe, die Mitnahme
zur Studienexkursion nach Gersfeld und die Méglichkeit, in zahlreichen ,,C*-AG*-
Treffen tiber mein Thema zu referieren. Florian Sokoli danke ich fiir die kompetente
thematische Unterstiitzung, seine konstruktiven Vorschldge und die Einfithrung in
die C*-AG. Fiir die griindliche Durchsicht der Rohschrift méchte ich mich herzlich
bei Felix Voigt bedanken. Andreas Géartner konnte mir bei vielen Fragen zum
Textsatz praktisch behilflich sein. Der gesamten C*-AG sei fiir ihre konstruktive
Riickmeldung zu meinen Vortragen gedankt. Zu guter Letzt bedanke ich mich bei
meiner Familie fir ihr Dahinterstehen.
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Allen Interessierten wiinsche ich eine anregende Lektiire.

Darmstadt, den 16. Februar 2015 Sandra Lang
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1 Grobnerbasen

Wann ist ein Polynom Element eines gegebenen Ideals?

Falls ein Polynom bereits als Polynomkombination von Erzeugern des Ideals
geschrieben werden kann, ist die Frage leicht zu bejahen. Dies ist jedoch ein
Spezialfall, der im Allgemeinen nicht gegeben ist. Trotzdem kann eine Antwort
gefunden werden. Ahnlich verhélt es sich mit der Frage:

Wann sind zwei Ideale gleich?

Dieses Kapitel soll der Losung der beiden Probleme dienen.

Im ersten Abschnitt werden Grébnerbasen als Erzeugendensysteme von Idealen
vorgestellt. Eine Grobnerbasis liefert einen eindeutigen Rest, die Normalform,
bei Division eines Polynoms durch die Elemente dieses Systems. Dieser Rest
verschwindet genau dann, wenn das Polynom bereits im Ideal liegt.

Um die Konstruktion von Grébnerbasen geht es im zweiten Abschnitt. Hier zeigen
wir, dass reduzierte Grobnerbasen eindeutig sind und sich damit die Frage nach
der Gleichheit zweier Ideale beatworten lasst.

Im letzten Abschnitt soll dieses Ergebnis zur Anwendung kommen. Betrachten
wir den Koordinatenring R[Xl,...,Xn]/] fiir ein Ideal I ¢ R[Xq, ..., X,,] als R-
Vektorraum, so stellt sich die Frage nach einer Basis. Diese ist durch Normalformen
gegeben.

Bei der Behandlung von Thetakdrpern in Kapitel [ wird in Abschnitt [4.3] von der
hier vorgestellten Theorie Gebrauch gemacht. Da wir auch eine Implementierung
der Spektraederdarstellung eines Thetakorpers in MATLAB vorstellen, werden wir
am Ende des zweiten Abschnitts auf Moglichkeiten eingehen, eine Gréobnerbasis
schnell und effizient mit Hilfe von Computeralgebrasystemen zu berechnen.

In diesem Kapitel wird darauf verzichtet, alle Beweise vollstandig durchzufithren.
Die zentralen Aussagen der ersten beiden Abschnitte sind der Publikation Ideals,



1 Grobnerbasen

Varieties, and Algorithms von Cox, Little und O’Shea, siehe [CLS], entnommen.
Sie sind in Kapitel 2, Groebner Bases, aufgefithrt. Bei Bedarf konnen fehlende Be-
weisteile dort nachgeschlagen werden. Die Publikation [BPT] liefert die Motivation
fiir den dritten Abschnitt.

Mit K sei ein Korper bezeichnet.

1.1 Das ldealzugehorigkeitsproblem

Es werden Tupel (o, ..., ) € NI mit Monomen X" -...- X3 € K[Xq,...,X,]
identifiziert.

Monomordnungen, Multigrad und Leitterme

Definition 1.1.1 - Monomordnung
Eine Ordnungsrelation > auf Nj heiit Monomordnung, falls sie die folgenden
Eigenschaften erfiillt:
(i) Die Ordnung > ist total,
(ii) Fir ce N§ und a >b gilt: (a+c) > (b+c),
(ili) Jede nichtleere Teilmenge von Nf besitzt ein kleinstes Element, das
heifit, die Relation ist eine Wohlordnung. U

Die letzte Bedingung ist dquivalent dazu, dass jede strikt abfallende Folge
ap > as > as > ...

von Elementen (a;),, € N{ terminiert.

Im folgenden Beispiel stellen wir mehrere Monomordnungen vor.

Beispiel 1.1.2

(1) Die lexikographische Ordnung >, ist eine Wohlordnung: Fiir a,b e Ny
mit a # b gelte genau dann a >, b, falls der erste Eintrag in der Diffe-
renz a—b, der nicht Null ist, positiv ist. Auf K[Xq, ..., X,,] ist eine lexi-
kographische Ordnung durch eine Anordnung der Variablen Xy, ..., X,
gegeben. Es existieren also genau n! lexikographische Ordnungen



1.1 Das Idealzugehérigkeitsproblem

auf K[X, ..., X,,]. Beispielsweise gelten im Polynomring K|x,v, z| die
folgenden Ungleichungen:

T2Y2 >iep 22,
7.9

T Dlex Yy z,

5 4.2

Y~ Plex Y 27,

wobei x >y > z sei.
(2) Mit

F(N) = {(a;)ien | a; = 0 fur fast alle i e N}
€ {(a;)ien | a; € Ny fiir alle i € N}

sei der Raum der endlichen Folgen mit Eintragen aus den natiirlichen
Zahlen und der Null bezeichnet. Wir betrachten eine Verallgemeine-
rung der lexikographischen Ordnung durch Definition einer Ordnungs-
relation auf dhnliche Weise wie in Sind a, b € F(N) verschieden,
dann sei a > b genau dann, wenn der letzte Eintrag in a — b, der nicht
Null ist, positiv ist. Diese Ordnung spielt eine Rolle im Beweis von
Proposition auf Seite

(3) Die vorherigen Beispiele haben gezeigt, dass die lexikographische Ord-
nung keine Riicksicht auf die Summe der Eintrdge aq +--- + «, flr
Tupel (o, ..., o,) € N nimmt. Alternativ sei die graduierte lexiko-
graphische Ordnung >ge, definiert: Fiir a,b € N} sei a >4, b genau
dann, wenn entweder die Summe der Eintrdge von a echt grofler ist
als die von b oder, wenn beide Summen gleich sind, a >, b erfillt ist.
Beispielsweise gelten die Ungleichungen

2 2
TYZ >griex T°Z,
7.9
x <g'rlea: Yy =z,
5 4,2
) <grle:1: Yz,
4 3
Yy >g7"le:c yz
im Polynomring (K[x,y,z], zg,,lex).
0J
Wenn wir von ,der” lexikographischen Ordnung sprechen, verstehen wir darunter

die, die Monome X, ---, X,, absteigend nach ihrem Index anordnet. In K|z, y, 2|
sei x >y > z. Das gleiche gilt fiir die graduierte lexikographische Ordnung.



1 Grobnerbasen

Definition 1.1.3 - Grad und Leitterm
Ein Polynom f := Loeny o X € K[Xi, ..., X,]\{0} sei gegeben. Auf N7 sei eine
Monomordnung festgelegt.

(i) Der Multigrad von f sei
multideg (f) = max (a € Ny | a, #0).
(ii) Der Grad von f sei

deg(f) := max(iai

(iii) Das Leitmonom von f sei LM (f) := Xmultides(f),
(iv) Der Leitkoeffizient von f sei LC(f) = Gmuitideg(s) € K-
(v) Der Leitterm von f sei LT (f):=LC(f)-LM(f).

a=(a1,....,a,) NG, a, # O).

Das Polynom f heifit affin-linear, falls deg (f) < 1 beziehungsweise falls f von der
Gestalt f=ag+a1 X1 +asXo+ ... +a, X, mit a; € K,7=0,...,n, ist. O
Bemerkung 1.1.4 Es ist leicht einzusehen, dass fiir f,g e K[X,..., X,,] gilt:

multideg (f + g) < max (multideg (f), multideg(g)),

<
deg (f +g) < max(deg(f),deg(g)),
deg (f-g) = deg(f)+deg(g). O

Beispiel 1.1.5
(1) Seien f)g € (R[xayvz]a 2lea:) mit

fi=5z%y —axy*z+ 322 und

gi=1+3x—Ty+92+y?23 + 24,
dann gilt:
multideg (f) = (2, 1,0), multideg (¢) = (1,0,0),
deg (f) =6, deg (g) =5,
LT (f) = 5%y, LT (g) = 3.

Es ist aufféllig, dass der Grad deg (g) anzeigt, dass g nicht affin-linear
ist. Der Multigrad liefert jedoch keinen Hinweis dafiir.
(2) Betrachten wir ein Polynom f € (K[Xl, o X, >grlw), dann gilt:

deg (f) = ﬁ;%‘

fir (o, ..., a,) = multideg (f). O



1.1 Das Idealzugehérigkeitsproblem

Ein Divisionsalgorithmus fiir Polynome in mehreren Variablen

Notation. Einfiithrend stellen wir eine Notation fur Teilbarkeit von Leittermen
vor: Fiir g, h € K[X1, ..., X,,] mit g # 0 gelte

LT (g) | LT (h)

genau dann wenn ein Monom p € K[X7, ..., X,] und ein Faktor k € K existieren
mit
k-p-LT(g9) = LT (h).

Wir bezeichnen h dann als durch g teilbar.

Satz 1.1.6 - Divisionsalgorithmus

Auf Ny sei eine Monomordnung > festgelegt. Weiterhin sei ein s-Tupel (fi, ..., fs) €
(K[X1,...,X,]\{0})* gegeben. Dann kann f € K[X1,...,X,] geschrieben werden
als

f=arfi+...+asfs+r,

wobei a; € K[ X1, ..., X,,] ein Polynom ist mit
multideg (f) > multideg (a;f;)

firi=1,..,5s und r = 0 oder r € K[X1, ..., X,,]\{0}, wobei dann r eine Linearkom-
bination von Monomen, die jeweils durch keines der Polynome in F' teilbar sind,
ist. Das Polynom r bezeichnen wir als einen Rest der Division von f durch F. [

Beweisidee. Zunéchst stellen wir das Prinzip der Polynomdivision dar.

Dazu seien g,g',h,h' € K[X1, ..., X,] Polynome mit multideg (gg’) > multideg (h)
und multideg (¢g) > multideg (h’). Dann gilt LT (¢+A') | LT (99’ + h) und wir
kénnen das Polynom gg’ + h durch das Polynom g+ A’ ,teilen“:

f =99 +h=g(g+h")+(h-g'h") mit:
multideg (f) > multideg (h - ¢g'h") und
multideg (f) = multideg (¢'(g + h')) .

Falls h—g'h’ durch g teilbar und nicht Null ist, ist es moglich, eine weitere Division
von h - g'h’ durch g+ h' durchzufiithren.

Im Folgenden sei ein Algorithmus zur Konstruktion der Divisoren und des Restes
angegeben. In der ersten Schleife wird die Variable p mit dem aktuellen Restpoly-
nom belegt. Die zweite Schleife steht fiir die Division des Restpolynoms p durch



1 Grobnerbasen

Polynome des Systems (f1, ..., fs)-
IN: f, f1,.0 [

OUT: aq,...,as,7
a1:=0;...; a,:=0;7:=0;p:= f;

WHILE p # 0
1:=1;
d := FALSE;

WHILE ¢ < s AND d = FALSE
IF LT (fi) | LT (p)
a; :=a; + LT (p) JLT (f;);
p=p- (LT (p) /LT (f:)) - fi;

d := TRUE;
ELSE
1:=1+1;
END
END
IF d = FALSE
r:=r+LT (p);
p=p-LT(p);
END

END
Es bleibt zu zeigen, dass der Algorithmus terminiert. Dabei spielt die Bedingung

aus Definition eine zentrale Rolle. |

Eine solche Darstellung von f ist sowohl von der Reihenfolge der Divisoren als
auch von der gewédhlten Monomordnung abhangig.

Beispiel 1.1.7 Der Rest ist nicht eindeutig!
Die Division von x%y + zy? + y? durch die Divisoren (zy - 1,y? — 1) ergibt einen
anderen Rest als die Division durch (y? -1,zy - 1):
Py+ay+yt = (z+y) - (ey-1)+1- (-1 +(z+y+1)
=(x+1)- (- +x-(zy-1)+ 2z +1)

Ein weiteres Beispiel:

y-(ey+1)+0-(y* - 1)+ (-z - y)
(P -1)+0-(zy+1)+0

Yy’ -

Ein verschwindender Rest ist also hinreichend dafiir, dass ein Polynom im aufge-
spannten Ideal der Divisoren enthalten ist, aber keine notwendige Bedingung. [J



1.1 Das Idealzugehérigkeitsproblem

Es ist moglich, Erzeugendensysteme fiir Ideale zu finden, fiir die eine Division
durch das System unabhéngig von der Reihenfolge ist. Davon handelt der nachste
Unterabschnitt.

Grobnerbasen, Normalformen und ldealzugehorigkeit

Existiert fiir ein Ideal in K[X7, ..., X,] ein Erzeugendensystem aus Monomen, so
liegt ein Monom in K[Xi,...,X,] genau dann in diesem Ideal, wenn es durch
ein Monom des Erzeugendensystems teilbar ist. In solchen Féllen ist die Idealzu-
gehorigkeit leicht nachzuweisen. Im allgemeinen Fall kommen wir auf diese Idee
zuriick, indem wir Erzeugendensysteme fiir Leitmonome betrachten:

Definition 1.1.8 - Grobnerbasis

Sei I ¢ K[X1,...,X,], I #1{0}, ein Ideal. Eine Teilmenge G := {g1, ..., g%} € I\{0}
heilt Grobnerbasis, falls gilt:

(LT (1)) = (LT (g1), .-, LT (g1))- O

Mit der Notation von eben ist G genau dann eine Grobnerbasis, falls fiir alle f e [
ein i € {1,...,k} existiert, sodass LT (g;) | LT (f).

Bemerkung 1.1.9 Wir beachten, dass eine Grobnerbasis die Null nicht enthélt.
Insbesondere besitzt das Ideal {0} keine Grobnerbasis. O

Proposition 1.1.10 - JedesIdeal I ¢ K[X, ..., X,,], I # {0}, besitzt eine Grébner-
basis. Eine Grébnerbasis von [ ist ein Erzeugendensystem von 1. U

Beweisidee. Fiir den Beweis benétigen wir Dicksons Lemma, siehe [CLS]:

st ein Ideal in K[X},..., X,,] von Monomen erzeugt,

existiert ein Erzeugendensystem aus endlich vielen Monomen®.

Es existiert also eine Teilmenge G := {g1,...,gx} € I, sodass (LT (1)) = (LT (G))
gilt. Dies zeigt die Existenz einer Grébnerbasis.

Sei f e I\{0}, dann ergibt eine Division von f durch die Grobnerbasis (g, ..., gx)
eine Darstellung f = Zle a;g; + r mit Polynomen a, ..., ax,7 € K[ X1, ..., X,], die
die Bedingungen aus Satz erfiillen. Umstellen der Gleichung nach r ergibt,
dass r € I ist. Also ist r durch ein Polynom aus G teilbar, was aber nur moglich
ist, wenn r = 0 gilt. |



1 Grobnerbasen

Proposition 1.1.11 - Eindeutigkeit des Restes

Sei I ¢ K[Xy,...,X,] ein Ideal, G eine Grobnerbasis firr I und f € K[Xq, ..., X,.].
Dann ist der Rest bei Division von f durch G eindeutig, also nicht von der
Reihenfolge der Divisoren abhéngig. g

Beweis. Es seien zwei Darstellungen f =g+ 17 =g’ + 1’ gegeben mit g, ¢’ € I und
Resten r,7’. Dann ist r —r" = g’ — g € I. Falls r # 1/, ist r —r’ teilbar durch ein
Element aus G. Allerdings ist keines der Monome von 7 und r’ durch irgendeinen
Leitterm LT (g;) fiir ¢ € {1, ..., k} teilbar. Dies fithrt zu einem Widerspruch. Also
ist r=r'. |

Definition 1.1.12 - Normalform

Sei I ¢ K[Xq,...,X,] ein Ideal und f € K[X1, ..., X,]. Wir bezeichnen den Rest r
von f € K[Xy,...,X,] bei Division durch eine Grébnerbasis G von I als f¢ :=r,
beziehungsweise als Normalform von f. O

Jetzt ist das Idealzugehorigkeitsproblem gelost:

Korollar 1.1.13 - Idealzugehdrigkeit

Sei I ¢ K[Xy,...,X,] ein Ideal, G eine Grobnerbasis firr I und f € K[Xq, ..., X,.].
Dann sind dquivalent:

(a) Fiir die Normalform von f gilt: f& =0.
(b) Es gilt: fel.

Insbesondere ist ein verschwindender Rest von der gewédhlten Grobnerbasis un-

anhangig. U

Beweis. Die Implikation [(a)]={(b)]ist klar.

Die andere Implikation sehen wir so: Der Rest f¢ ist in keinem Monom teilbar
durch ein Element von G, aber Element von I, also gilt: f¢ = 0. ]



1.2 Das Idealgleichheitsproblem

1.2 Das ldealgleichheitsproblem

Auf K[X1,..., X, sei eine Monomordnung festgelegt.

Zur Konstruktion von Grobnerbasen

Die Existenz einer Grobnerbasis fiir ein gegebenes Ideal wurde im vorherigen
Abschnitt gezeigt. Dariiber hinaus ist es moglich, eine Grébnerbasis zu konstruieren.
Dazu stellen wir Voriiberlegungen an.

Zunéchst ist es moglich, die Erzeuger des Ideals als Prototyp der Grobnerbasis
aufzustellen. Im Allgemeinen wird dies jedoch noch nicht ausreichend sein. Dies ist
dann der Fall, wenn die Erzeuger so polynomial kombiniert werden kénnen, dass
die Leitterme verschwinden. Dann ergeben sich neue Leitterme, die auch in der
Grobnerbasis berticksichtigt werden miissen. Solche Elemente des Ideals werden
wir im Folgenden untersuchen:

Definition 1.2.1 - Kleinste gemeinsame Vielfache und S-Polynome

Seien f,g € K[X),..., X,], a:= multideg (f) und 3 := multideg (g). Es sei v € N?
mit 7; := max(ay, §;). Dann bezeichnet

LCM (LM (f),LM (g)) = X

das kleinste gemeinsame Vielfache von LM (f) und LM (g).
Weiterhin bezeichne
X7 7 X7
. —_— . g
LT(f) © LT(9)

das S-Polynom von f und g. O

S(f.g) =

Jetzt kommen wir zu einem Kriterium, wann ein gegebenes System von Polynomen
eine Grobnerbasis ist:

Satz 1.2.2 - Das Kriterium von Buchberger
Sei I ¢ K[X,,...,X,], I #{0}, ein Ideal und G := {g1, ..., gx} € I\{0} ein Erzeugen-

densystem von I. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) G ist eine Grobnerbasis.
—
(b) Fiir alle 4,5 € {1,...,k}, i # 7, gilt: S (gi,9;) =0. O



1 Grobnerbasen

Beweisidee. Die Implikation [(a)|={(b)] ergibt sich aus Korollar [1.1.13]
(D) =] (a)} Sei f e 1\{0}. Zu zeigen ist, dass LT (f) € (LT (G)) gilt. Wir wihlen

eine Darstellung f = Zle a;g; fiir Polynome ay, ..., a, € K[X1, ..., X,] und
multideg (f) < max (multideg (a;g;) |i=1,....,k) = 0,

sodass ¢ minimal ist. Es ist moglich, zu zeigen, dass multideg (f) = 0 gilt. In
diesem Fall ist LT (f) durch einen Leitterm LT (g;), ¢ € {1, ..., k}, teilbar und die
Aussage ist bewiesen. Die Details dieses Schrittes werden hier ausgespart. |

Es ist moglich, eine Grobnerbasis zu konstruieren, indem sukzessive Reste von
S-Polynomen bei Division durch bereits ermittelte Elemente der Grobnerbasis
hinzugefiigt werden.

Satz 1.2.3 - Der Algorithmus von Buchberger

Sei I = (f1,....fs) € K[X1,...,X,] ein Ideal und G := {gi,...,gx} € I durch den
angegebenen Algorithmus ermittelt. Dann ist G' eine Grébnerbasis fiir 1.

IN: Fi=(f1,..., f5)
OUT: G =(g1,---,Gx)
G:=F;
1:=1;
WHILE 2 # 0
1=0;
G' =G,
FOR jedes Paar p, q€ G',p+q
S=5(pq) :
IFS+0
G:=Gu{S};
1:=1+1;
END
END
END O

Beweis. Falls der Algorithmus terminiert, ist die Aussage wegen des Kriteriums
von Buchberger Satz wahr. Zu zeigen bleibt also noch, dass der Algorithmus
terminiert.

Seien G und G’ nach einer endlichen Anzahl von Durchgingen des Algorithmus
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—G’
ermittelt und G’ C G. Dann gibt es Polynome p,q € G’, p # ¢, sodass S(p,q)
nicht Null ist. Wegen der Eigenschaften der Normalform gilt weiterhin:

EEE—

LT (S(p, q) ) ¢ (LT (G")), aber
LT (mG') e (LT ().

Es folgt: (LT (G")) € (LT (G)).

Die Ideale (LT (G")), die sukzessive mit jedem Durchgang des Algorithmus gebildet
werden, bilden eine aufsteigende Kette. Diese muss stationdr werden. Es gilt also
nach endlich vielen Schritten: (LT (G")) = (LT (G)). Nach den eben angestellten
Uberlegungen gilt dann G = G'. [ |

Es gibt Moglichkeiten, den Algorithmus effizienter zu gestalten. Zum Beispiel
muss das S-Polynom zweier Polynome nicht noch einmal ermittelt werden, wenn
die Basis um dem Rest der Division des S-Polynoms bereits vergrofiert wurde.
Desweiteren sind auf diese Weise ermittelte Grobnerbasen im Allgemeinen sehr
grof}. Eine Moglichkeit, die Grofle der Basis wieder zu reduzieren, stellen wir im
néchsten Unterabschnitt vor.

Wann sind zwei ldeale gleich?

Definition 1.2.4 - Reduzierte Grobnerbasis
Sei I ¢ K[Xj,...,X,] ein Ideal. Eine Grobnerbasis G fiir I heifit reduziert, falls fiir
alle p € G gilt:

(i) LC(p) =1,
(ii) Kein Monom von p liegt in der Menge LT (G\{p}). O

Proposition 1.2.5 - EinlIdeal I ¢ K[Xq,..., X,],I # {0}, besitzt eine eindeutige
reduzierte Grobnerbasis. 0

Beweis. Die Bedingung|(i)| ist leicht durch Normierung der Leitkoeffizienten zu
erfiilllen. Sie sei im Folgenden bereits erfiillt.
Behauptung 1: Sei G eine Grobnerbasis fiir I und p € G mit LT (p) € (LT (G\{p}))-
Dann ist G\{p} ebenfalls eine Grébnerbasis fir 1.
Beweis: Es gilt:

(LT (1)) = (LT(G)) = (LT (G\{p})),

11



1 Grobnerbasen

also folgt die Behauptung bereits aus Definition [I.1.8] o

Behauptung 2: Es existiert eine Grobnerbasis G fiir I, sodass fiir alle p € G gilt,
dass LT (p) ¢ (LT (Go\{p}))-

Beweis: Die Existenz einer Grobnerbasis G folgt aus Satz [1.2.3]

Ist LT (p) € (LT (G\{p})) fur ein p € G erfiillt, ist nach der vorherigen Behaup-
tung die Menge G’ := G\{p} wieder eine Grobnerbasis fir /. Existiert ein wei-
teres Element p’ € G’ mit LT (p') € (LT (G'\{p'})), ist G" := G'\{p'} wieder eine
Grobnerbasis. So verfahren wir weiter. Da G nur endlich viele Elemente enthélt,
erhalten wir eine Grobnerbasis Gy, die die Forderung erfiillt. o
Behauptung 3: Es existiert eine reduzierte Grobnerbasis fiir 1.

Beweis: Eine Grobnerbasis G erfiille die Bedingung aus der vorherigen Behauptung.
Sei p € G und p’ := p€\MP}. Der Fall p’ = 0 ist nach Voraussetzung ausgeschlossen.
Wir setzen: G’ := (G\{p}) u {p'}. Wenn wir p durch G\{p} teilen, ist nach Vor-
aussetzung der Leitterm von p durch keinen Leitterm LT (g),g € G\{p}, teilbar.
Daher sind die Leitterme von p und p’ gleich. Es folgt:

(LT(G)) = (LT(G")).

Da G’ c I\{0}, ist G’ auch eine Grobnerbasis fiir I und p’ reduziert in G’. Dieser
Schritt wird wiederholt. Ist ein Element bereits reduziert, bleibt es reduziert. Dies
liegt daran, dass die Leitterme erhalten bleiben. o
Behauptung 4: Erfilllen Grobnerbasen G, G' die Bedingung aus Behauptung 2,
gilt: LT (G) = LT (G").

Beweis: Angenommen, es gibt ein Element p € G mit LT (p) ¢ LT (G”). Es ist

LT (p) € (LT(G)) = (LT (&),

also existiert ein p’ € G', sodass gilt: LT (p’) | LT (p). Der Fall LM (p) = LM (p')
fithrt zu einem Widerspruch. Der Fall LM (p) # LM (p’) ist allerdings auch aus-
geschlossen, wie wir im Folgenden zeigen wollen: Es ist LT (p') € (LT (G)). Also
existiert ein g € G\{p}, sodass LT (p’) und damit auch LT (p) durch LT (g) teilbar
ist. Dies ist jedoch ausgeschlossen. o
Behauptung 5: Eine reduzierte Grobnerbasis ist eindeutig.

Beweis: Sind G und G’ zwei reduzierte Grébnerbasen, gilt LT (G) = LT (G’) nach
Behauptung 4. Fiir p € G existiert also ein p’ € G’ mit LT (p) = LT (p'). Es gilt die
Gleichung 0 = p——p’G, da p,p’ € I. Bildung der Differenz p — p’ tilgt den Leitterm
von p. Die Differenz besteht also nur noch aus Monomen, welche durch keinen
der Leitterme LT (G) = LT (G”) teilbar sind. Also gilt: 0 = p——p’G =p-p'. Daraus
folgt: p=1p'. o
Damit sind Existenz und Eindeutigkeit der reduzierten Grobnerbasis bewiesen.ll
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Wann sind zwei gegebene Ideale gleich? Diese Frage ist im Allgemeinen nicht durch
die Angabe zweier Erzeugendensysteme gelost. Das vorige Resultat liefert jedoch
eine Antwort auf diese Frage:

Korollar 1.2.6 - Idealgleichheit
Seien I,J ¢ K[X1,...,X,), I + {0}, J # {0}, zwei Ideale. Dann sind dquivalent:

(a) Beide Ideale sind gleich.
(b) Die reduzierten Grobnerbasen sind gleich. O

Beweis. Dies folgt direkt aus der Eindeutigkeit der reduzierten Grobnerbasis,
siehe Proposition [I.2.5] |

Beispiel 1.2.7 Wir betrachten den Ring Rla,b,c,d] mit der lexikographischen
Ordnung oder der graduiertren lexikographischen Ordnung, sodass a >b>c¢>d
gilt. Es sei J das Ideal, welches von den Polynomen

p1:=a-d-b-c und

py = al+ b2+ +d? -1

erzeugt wird. Dann ist
{p1; p2, abe+d(b* + S+ d? - 1), B+ P(0° + 2 +d° - 1)}

eine reduzierte Grobnerbasis fiir J. Fur die Berechnung haben wir MUPAD ge-
nutzt. O]

Zur Implementierung von Grobnerbasen in
Computeralgebrasystemen

In dieser Arbeit wurde vor allem auf MUPAD, ein inzwischen fest in MATLAB
integriertes System zum symbolischen Rechnen, zuriickgegriffen, um Grébnerbasen
zu berechnen. Ein weiteres Programm, SAGE, siehe [Sage|, besitzt Implementierun-
gen zum Berechnen von reduzierten Grobnerbasen. Die deutsche Version ist frei
erhéltlich unter http://www.sagemath.org/de/. Weiterhin werden in Anhang C
von [CLS|] mehrere Computeralgebrasysteme diskutiert. Insbesondere werden die
wichtigsten Befehle zum allgemeinen Umgang mit dem Programm und im Speziellen
zum Berechnen von Grobnerbasen vorgestellt. Es handelt sich hierbei um die Pro-
gramme AXIOM (frei erhéltlich, siehe [Axi]), MAPLE, MATHEMATICA und REDUCE
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(frei erhaltlich, siehe [Gral). Nach [BPT], S. 461f, gibt es noch zwei weitere geeigne-
te Programme: SINGULAR und MACAULAY2. Beide sind frei erhéltlich. SINGULAR
liefert Algorithmen, um die Standardbasis eines reduzierten Polynomrings zu be-
rechnen, siehe http://www.singular.uni-k1l.de/Manual/4-0-0/sing 303.htm
oder [DGPS]. Die Grébnerbasen, die mittels MACAULAY2, siehe [GSM], ermittelt
wurden, sind im Allgemeinen reduziert.

1.3 Eine Basis fiir den Koordinatenring

Essei I ¢ K[X;,...,X,], I+ {0}, ein Ideal und G eine Grobnerbasis von I beziiglich
einer Monomordnung auf K[X1, ..., X,,].

Im Folgenden wollen wir den K-Vektorraum K |[X1, ..., X,,]/I betrachten. Zunéchst
stellen wir einen sinnvollen Begriff auf, der Aussagen tiber den Grad eines redu-
zierten Polynoms macht, dann bestimmen wir eine Basis.

Der Grad eines reduzierten Polynoms

Definition 1.3.1 - Koordinatenring und Grad

Den K-Vektorraum K[Xj, ..., X,,] /I bezeichnen wir als den Koordinatenring des
Ideals I. Fiir ein Polynom f e K[Xj,..., X,,] definiert

deg (p+1) := min(deg(q) |p-qel, ge K[Xy,..., X,])

den Grad der Aquivalenzklasse von f. Il

Proposition 1.3.2 - Fiir pe K[X1,..., X,,] gilt:

deg(p+1) < deg(p“).

Falls p affin-linear ist, gilt die Gleichheit und deg(p+ I) < 1. Enthélt I noch dazu
keine nicht-trivialen affin-linearen Polynome, gilt sogar: p = p©. Die Gleichheit gilt
immer, falls die Grobnerbasis beziiglich der Ordnung >, gebildet wurde. [

Beweis. Da ein g € [ existiert, sodass % = p+q gilt, ist ¢ ein Reprasentant der
Aquivalenzklasse f + I und die Ungleichung ergibt sich aus der Definition des
Grades. Sei nun p affin-linear. Ist deg (]_?G) =0, ergibt sich sofort die Gleichheit.

Ist deg (]_QG) =1, folgt deg(p+1I) # 0, da sonst eine Konstante ¢ € K existieren
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wiirde, sodass f +c € [ ist. Dies ist jedoch wegen der Eindeutigkeit der Normalform
unmoglich. Weiterhin ist deg (p + ) < 1. Falls I keine nicht-trivialen affin-linearen
Polynome enthalt, ist p = 1_9G. Betrachten wir die Ordnung >4, auf K (X1, ..., X,
und ist A € I, so ist der Leitterm von A nicht durch den Leitterm von 5% teilbar.
Also ist deg(p®) < deg(p® + h). Es folgt die Gleichung deg (]_DG) =deg(p+1). N

Bemerkung 1.3.3 Im Allgemeinen ist die Behauptung
deg(p+1) = deg (2—90)

falsch. Wir liefern ein Gegenbeispiel. Sei I := (zy? — y*) ¢ (R[m, y, 2], Zlm), dann ist
das Polynom y* gleich seiner Normalform, aber deg(y* + I') = deg(zy?+ 1) =3. O

Proposition 1.3.4 - Gradungleichungen
Fiir p,q € K[ X1, ..., X,,] gilt:

(i) deg(p+q+1) < max(deg(p+1),deg(q+1)),
(i) deg(p-q+1I) < deg(p+1)+deg(q+1). O

Beweis. Es seien Polynome p’, ¢’ € K[X1,..., X, mit p’+ I =p+Tund ¢’ +1 = q+1
so gewdhlt, dass deg(p+1) = deg(p’) und deg(q+ 1) = deg(q’) gilt. Dann gilt
wegen Bemerkung [1.1.4}

deg(p+q+1) < deg(p’' +¢') < max(deg(p’),deg(q’))

max (deg (p+1),deg (¢ +1)),
deg(p'-q"+1) < deg(p’-¢")

deg(p’) +deg(q") = deg(p+ 1) +deg(q+1).

Da K[X\,...,X,]/I kein Integrititsring sein muss, gilt die Gleichheit in im
Allgemeinen nicht. u

deg(p-q+1)

Beispiel 1.3.5 Wir betrachten das Ideal I := (22 -y3, 23 +z) ¢ (R[z,y, 2], >, ) und
reduzierte Polynome

pi=9>+1 und
qg:=5+x+3y+1.

Betrachten wir den moglichen Grad der Monome, die ein Polynom in I bilden,
folgt: deg(p) =2, deg(q) =1, deg(p+q+1)=2und deg(p-q) =3. O
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Notation. Sei M ¢ K[X, ..., X,,] eine Teilmenge. Wir bezeichnen fiir k € N,
My, == {pe M [deg(p) <k}

als die Menge aller Elemente in M, deren Grad kleiner gleich k ist.
Insbesondere bezeichnet

K[Xla "'>Xn]1

Es gibt aq,...,a, € K mit p=ag + Zain}

i=1

= {p € K[Xb 7Xn]

die Menge der affin-linearen Polynome. Weiterhin bezeichne
(M]I), = {p+1eM]I|deg(p+1)<k}
die Menge der reduzierten Polynome in M /I, deren Grad kleiner gleich k ist.

Proposition 1.3.6 - Seci M c K[X1,..., X, eine Teilmenge. Dann gilt:
(i) My/I < (M]I),,
(i) K[Xy,... Xulp /1 = (KX, Xa)/T), .

Insbesondere gilt: K[Xy,..., X, /1 = (K[Xy, ..., X,]/T),. O

Beweis. [(i)} Ist p € My, so gilt: deg(p+ 1) < k.
: Gilt deg (p+ 1) < k, besitzt p+ I einen Reprisentanten g € K[X,..., X,],. B

Bemerkung 1.3.7 Die Gleichheit in Proposition (D)} gilt im Allgemeinen
nicht. Sei I := (z - y?) € Rlx,y, 2] und M := (y). Dann ist y?+ [ =z + I e (M/I),,
aber y? + 1 ¢ My/I. O

Eine Basis fiir den Koordinatenring

Wir definieren die Mengen

By = {pe K[X1,...,X,] | p ist Monom und kein LT (g), g € G, teilt p} und
B = ‘Bo/I

Satz 1.3.8 - Standardbasis

Eine Basis des K-Vektorraums K[X, ..., X,,]/I ist gegeben durch B. Wir nennen
sie die Standardbasis fir I und G. 0
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Beweis. Schritt 1: Die Menge B ist ein Erzeugendensystem.

Sei pe K[X1, ..., X,]. Die Normalform p ist in keinem Monom durch einen Leit-
term LT (g), g € G, teilbar. Sie ist daher Linearkombination von endlich vielen
Elementen aus By.

Schritt 2: Das System ist linear unabhéngig.

Ist p = Ypep, apb € I mit a; € K fiir alle b € By und a;, = 0 fiir fast alle b € By,
dann gilt: LT (p) e LT (J) = (LT (G)). Im Fall p # 0 existiert ein Monom b € By,
sodass LM (p) = LM (b) = b gilt. Also ist b € (LT (G)) und damit ist b durch einen
Leitterm LT (g), g € G, teilbar. Dies ist aber nach Voraussetzung unmoglich. Also
ist p=0. |

Bemerkung 1.3.9 Enthilt I keine nicht-trivialen affin-linearen Polynome, gilt:

(+1,X,+1,..,X,+I} ¢ B. 0

Ein Ideal, welches aus affin-linearen Polynomen besteht, kann ersetzt werden:

Proposition 1.3.10 - Affin-lineare Polynome
Ist p e K[Xy, ..., X,]; affin-linear mit deg(p) = 1, dann gilt:

(K[X1, ... X,)/{p) 2 K[V1,.... Yoi]
im Vektorraumsinn, wobei Y7, ..., Y,,_; transzendent iiber dem Korper K sind. [J
Beweis. Es sei p:= Y ,a;X; € K[Xi, ..., X,] mit Koeffizienten ay, ..., a, € K. Es
sei 0.B.d.A. a; # 0. Andernfalls ist eine Permutation der Variablen moglich. Das
Leitmonom von p ist LM (p) = X3, also ist B mit [ := (p) und
Bo = { X a=(as,...,a,) eNj, ag =0}

die Standardbasis fir I beziiglich der Grobnerbasis {p}. Die Variablen Y7, ..., Y,
seien transzendent iiber K. Da lineare Abbildungen durch die Bilder der Basisvek-
toren eindeutig bestimmt sind, ist

X4 w» Yz fir g eNE a; =0

ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Es gilt: K[Ys,...,Y,] 2 K[Y1,...,Y,1]. [ |
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Definition 1.3.11 - Theta-Basis
Eine K-Vektorraum-Basis © von K[X\, ..., X,]/I heiBt Theta-Basis, falls gilt:
i) {1+, X,+1,...X,,+1} ¢ ©,
(ii) Fur alle k € Ny gilt: Sind p,q € O, dann ist p- ¢ € spany (Oay). O

Diese Definition entnehmen wir [BPT)]. Aus Eigenschaft |(ii)| folgt, dass Theta-Basen
nicht endlich sind.

Proposition 1.3.12 - Standardbasen sind Theta-Basen

Falls das Ideal I keine nicht-trivialen affin-linearen Polynome enthélt, ist die
Standardbasis B beziiglich einer zur Ordnung >4, gebildeten Grobnerbasis eine
Theta-Basis. Weiterhin ist dann By, eine Basis fiir R[X7, ..., X,,],/1. O

Beweis. Die erste Bedingung folgt aus Bemerkung [I.3.9) Nun zeigen wir die
zweite Bedingung. Es seien p, g € By Monome mit p+ I, g+ I € By. Dann existieren
Polynome p’,q' € K[X1,...,X,], sodass p—p' € I und g - ¢’ € I ist und die Un-
gleichungen deg(p’) < k, deg(q’) < k gelten. Dann ist

deg (p_qG) = deg(p-q+1) < deg(p'-q¢') < 2k.

Damit wird 7-¢¢ von Monomen vom Grad kleiner gleich 2k aufgespannt.

Nun zeigen wir die letzte Behauptung. Es sei p € R[X1, ..., X,,J;. Dann haben alle
Monome von p einen Grad, der kleiner gleich £ ist. Es reicht also, zu zeigen, dass
ein Monom vom Grad kleiner gleich & in der linearen Hiille von By, liegt. Dies liegt
aber daran, dass die Normalform eines Monoms vom Grad kleiner gleich k& aus
reduzierten Monomen vom gleichen oder niedrigeren Grad besteht. |

In diesem Fall sind die Koeffizienten beziiglich einer Entwicklung zur Standardbasis
durch die Koeffizienten der Normalform gegeben.

Die Ordnung auf K[X7, ..., X,,] ist maBgeblich fiir die Thetabaseneigenschaft der
Standardbasis. Betrachten wir zum Beispiel das Ideal I := (zy—y*) C (]R[:v, yl, 21696),
dann gilt: z+ I,y + 1 € By, aber xy+ I =y*+ 1 ¢ B,.

Es gibt allerdings auch Standardbasen beziiglich der lexikographischen Ordnung,
die Theta-Basen sind, obwohl es Polynome gibt, deren Normalformen einen
groBeren Grad besitzen. Dies wollen wir illustrieren:
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Beispiel 1.3.13 Wir betrachten das Ideal in (]R[x, yl, Zlex), welches von den Poly-
nomen

2yt =2t S ute, a2t yit, 2P
erzeugt wird. Diese Polynome bilden auch eine Grobnerbasis des Ideals. Weiterhin
bestimmen wir die zugehorige Standardbasis B. Die Normalform von a3 ist 3*,
also ist 3 in By, aber nicht in Bs. Trotzdem bildet B eine Theta-Basis. Dies sehen
wir ein, indem wir Eigenschaft einer Theta-Basis fiir Monome mit geradem
Grad, die durch 23 teilbar sind, nachrechnen:

Przayt=zt PBPy=9y°=0, 2*2=y'2=0.

In allen anderen Féllen ergibt Reduktion einen kleineren Grad. 0

Gewihrleistet die Eigenschaft einer Basis © von R[X7, ..., X,,]/I, Theta-Basis
zu sein, dass Oy, eine Basis fiir R[X7, ..., X,,]o/I fiir alle k € N ist? Es ist des
Nachdenkens wert, dies zu priifen. Am obigen Beispiel sehen wir, dass ©; im
Allgemeinen keine Basis fiir R[X, ..., X,,],,/I ist. Weiterhin sehen wir schnell ein,
dass die Aussage zumindest fiir Zweierpotenzen wahr ist: Da ein Monom vom
Grad 2% als Produkt zweier Monome vom Grad 2%~ geschrieben werden kann,
folgt die Aussage induktiv, da sie fiir den Wert 2 wahr ist. Allerdings liegt die
Hiirde darin, die Aussage fiir Produkte von Monomen vom Grad 2k + 1, die selbst
im Allgemeinen nicht in der linearen Hiille von O, liegen, zu zeigen.
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2 Reelle Algebraische Geometrie

In diesem Kapitel stellen wir einige Ergebnisse der reellen algebraischen Geometrie
vor. Dieser Zweig der Mathematik befasst sich mit der Struktur polynomialer
Ungleichungen.

Uber den Inhalt dieses Kapitels

Eines der interessantesten Probleme der Mathematik ist die Losbarkeit von al-
gebraischen Gleichungen. Wéahrend es selbst fiir nur eine Variable nicht immer
moglich ist, eine konkrete Formel zur Bestimmung der Verschwindemenge eines
Polynoms anzugeben, ist es moglich, die Verschwindemenge von Idealen zu cha-
rakterisieren. Hilberts Nullstellensatz setzt die Verschwindemenge von Polynomen
eines Ideals mit seinem Radikal und den maximalen Idealen des gesamten Poly-
nomrings in Verbindung, siche [Hul|] oder [Har]. Betrachtet man eine Menge von
Polynomen mit reellen Koeffizienten, stellt sich die Frage nach den Eigenschaften
der grofiten Menge, auf der alle Polynome nicht negativ sind. Umgekehrt ist die
Frage nach der Gestalt von Polynomen, welche auf einer gegebenen Menge nicht
negativ sind, interessant. Hier widmen wir uns diesen Fragen.

Die Tatsache, dass Polynome mit reellen Koeffizienten, die als Summe von Qua-
draten geschrieben werden, keine negativen Werte annehmen kénnen, wenn sie
an reellen Zahlen ausgewertet werden, zeigt, dass diese Polynome eine besondere
Rolle bei der Betrachtung spielen. Thre Struktur ist die eines Kegels in einem Ring.
Dartiber hinaus wird es notwendig sein, eine Verallgemeinerung der reellen Zahlen
zu betrachten. Dies fithrt zur Theorie der reell abgeschlossenen Kérper im ersten
Abschnitt.

Verschwindet eine Familie von Polynomen auf einer Menge, so auch alle Polynome
des erzeugten Ideals. Ist die Familie auf einer Menge nicht negativ, so auch der
erzeugte Kegel. Ist sie ungleich Null, sind auch alle Produkte von Polynomen aus
der Familie ungleich Null. Das Zusammenspiel zwischen Nullstellen, Summen von
Quadraten und Produkten fihrt zu Aussagen tber Ideale, Kegel und Monoide und
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2 Reelle Algebraische Geometrie

damit zum formalen Positivstellensatz, siehe Abschnitt Mit dem Transferprin-
zip von Tarski-Seidenberg, von welchem der zweite Abschnitt handelt, sind wir in
der Lage, diesen Satz auch zu konkretisieren und den konkreten Positivstellensatz
aus dem formalen zu folgern.

Die Betrachtungen der ersten drei Abschnitte entnehmen wir der Publikation
Real Algebraic Geometry von Bochnak, Coste und Roy, siehe [BCRJ. Sie stammen
aus den Kapiteln 1, Ordered Fields, Real Closed Fields, und 4, Real Algebra.
Wir ergédnzen sie um eine Einfiihrung zu semialgebraischen Mengen, die [BPT]|
und [BCR] entlehnt ist. Weiterhin beweisen wir das Pendant zum Hilbertschen
Nullstellensatz im reellen Fall, den reellen Nullstellensatz.

Schliefllich zeigen wir mit dem Satz von Schmidgen in Abschnitt [2.4] dass positive
Polynome auf beschrankten Mengen eine quadratische Struktur aufweisen, also im
Wesentlichen Elemente eines Kegels sind. Wir entnehmen die Ausfithrungen dieses

Abschnitts dem Vorlesungsskript Reelle algebraische Geometrie 1 € 2 von Netzer,
siehe [Net].

Zur Anwendung der Erkenntnisse

Der Inhalt dieses Kapitels ist grundlegend fiir die Betrachtungen in Kapitel [4]
in dem Thetakdrper als Menge reeller Zahlentupel, auf der bestimmte Polynome,
die als Summe von Quadraten geschrieben werden koénnen, nicht negativ sind,
studiert werden. An dieser Stelle mochten wir Anwendungsmoglichkeiten der
reellen algebraischen Geometrie auf die Untersuchung von Thetakérpern vorstellen.
Sie finden sich in den Abschnitten und [4.3] Das Ziel ist es, die Ergebnisse
dieses Kapitels gewinnbringend hinsichtlich der folgenden Frage einzusetzen:

Von welcher Gestalt sind Thetakérper und wann konvergieren sie?

1. Konvergenzverhalten von Thetakorpern Die Thetakorper eines Ideals bil-
den eine Kette von Obermengen der konvexen Hiille der Verschwindemenge des
Ideals. Um das Konvergenzverhalten einer solchen Kette zu studieren, ist es hilf-
reich, eine Aussage tiber die Gestalt der Polynome machen zu konnen, die auf
der Verschwindemenge nicht negativ sind: Sind diese Polynome schon solche,
die Thetakorper bestimmen? Dann wére Konvergenz gegeben. Nach dem Satz
von Schmiidgen in Abschnitt ist die Konvergenz von Thetakorpern fir den
Spezialfall einer kompakten Verschwindemenge gegeben.
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2. Thetakorper als semialgebraische Menge Die Menge der einen Thetakorper
bestimmenden Polynome ist im Allgemeinen nicht endlich. Gleichsam koénnen
wir einen Thetakorper als projizierten Spektraeder ansehen. Spektraeder sind
semialgebraische Mengen, werden also von endlich vielen Polynomen aufgespannt.
Sind projizierte Spektraeder auch semialgebraisch? Welche Polynome spannen
die Projektion auf? In diesem Fall kénnten wir endlich viele Polynome bestim-
men, die einen Thetakorper aufspannen. Wie wir sehen werden, beantwortet das
Transferprinzip von Tarski-Seidenberg in Abschnitt diese Fragen positiv. Nach
diesem Prinzip existiert ein algebraisches Ungleichungssystem in n Variablen,
das beantwortet, wann ein algebraisches Ungleichungssystem in n + 1 Variablen
losbar ist. Gleichzeitig wird eine Methode geliefert, dieses Ungleichungssystem zu
bestimmen. Dariiber hinaus erlaubt es das Transferprinzip, eine konkrete Version
des formalen Positivstellensatzes, der in Abschnitt vorgestellt wird, zu erhalten.
Aus ihm folgt schliellich der Satz von Schmiidgen.

Bei der Untersuchung der Symmetrien von Thetakorpern werden wir auf den
reellen Nullstellensatz zuriickgreifen.

In diesem Kapitel sei A ein kommutativer Ring. In den letzten drei Abschnitten
bezeichnet R einen reell abgeschlossenen Korper.

2.1 Reell abgeschlossene Korper

Zunachst fithren wir eine Kegelstruktur auf Ringen ein. Wir stellen danach eine
Beziehung zwischen Primkegeln und Anordnungen auf Korpern her. Die zentralen
Aussagen dieses Abschnitts besagen, dass die Korper (oder Ringe), die einen echten
Kegel enthalten, die Korper (oder Ringe) sind, in denen die Eins keine Summe
von Quadraten ist.

Kegel in Ringen und ihre Erzeuger

Definition 2.1.1 - Kegel kommutativer Ringe
Eine Teilmenge P € A heifit Kegel, falls P die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Sind a,be P, dann gilt: a+be Pund a-be P,
(ii) Ist a € A, dann gilt: a? e P.

Falls —1 ¢ P gilt, bezeichnen wir P als echten Kegel. U

23



2 Reelle Algebraische Geometrie

Vergleichen wir diese Definition mit der eines Kegels in einem Vektorraum, siehe
Seite [68] stellen wir fest, dass Bedingung insoweit anders lautet, als dort das
Produkt durch ein Skalarprodukt ersetzt wird. Doch auch fiir Vektorraume, die
Algebren sind, ist die Definition verschieden: der dritte Quadrant der komplexen
Zahlenebene ist ein Kegel im R-Vektorraum C, aber kein Kegel im Korper C.

Beispiel 2.1.2

(1) Die nicht-negativen rellen Zahlen bilden einen echten Kegel im Korper
der reellen Zahlen.

(2) Die Menge aller Polynome in R[X], die auf einer gegebenen Menge
reeller Zahlen nicht negativ ist, bildet einen echten Kegel.

(3) Die Schnittmenge einer Familie von Kegeln ist wieder ein Kegel.

(4) Ist P c A ein Kegel, so ist n-1 € P fiir n e Ny.

(5) Ist K ein Korper und P ¢ K ein Kegel, so ist Qf ¢ P, da fir ne N

gilt: L =L+ L+ L O

Sei (a;);er € A eine nichtleere Familie von Elementen. Die Menge

Ml(ai)ier] = {H a;

iE]ﬁ

Ixvi endlich}

ist ein multiplikativer Monoid. Es ist 1 € M[(ai)id].

Die Summe aller Quadrate von A ist wieder ein Kegel. Wir bezeichnen ihn mit

Ka = LA = {Zs:a?
i=1

ai,...,Aas € A} .

Dieser Kegel ist der Schnitt aller Kegel von A, der kleinste Kegel von A.

Sei M c A eine Teilmenge. Der Schnitt aller Kegel, die M enthalten, ist ein Kegel.
Wir bezeichnen ihn mit K[M] oder als den erzeugten Kegel von M. Ist P € A ein
Kegel von A, dann ist leicht einzusehen, dass

K|[P, (ai)iel] = {p+ i%bi

P,q1,---,4s € Pa bl: "'7bs € M[(az)zel]}

fiir den erzeugten Kegel K[P, (a;)ic;) von P und (a;)cr gilt.
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2.1 Reell abgeschlossene Kérper

Primkegel und ihre Trager

Definition 2.1.3 - Primkegel
Ein echter Kegel P ¢ A heifit Primkegel, falls fiir alle a,b € P gilt:

Aus a-be P folgt: ae P oder -be P. U

Ein Primkegel und sein Negatives spannen den Ring A auf:

Proposition 2.1.4 - Primkegel als Erzeuger
Ein Primkegel P ¢ A ist ein Erzeuger von A, das heifit, es gilt:

PU(-P) = A. 0

Beweis. Sei a € A. Es gilt a? € P und per Definition liegt entweder a oder —a im
Primkegel P. [ ]

Beispiel 2.1.5 Es liegt die Uberlegung nahe, ob ein echter Kegel P ¢ A, der die
Bedingung Pu (-P) = A erfiillt, Primkegel ist. Dem ist aber nicht so. Das folgende
Gegenbeispiel soll dies illustrieren. Im Ring R[X] betrachten wir den Kegel

P = X|E] mit
FE = {)\0,—>\1X, )\2 (1 + /\3X) ,,lLlXQ,ILLQXB,M4X4, | )\0, ...,)\3 € Ra,,ul, ... € R}

Behauptung: P ist ein echter Kegel und ein Erzeuger von A.

Beweis: Es ist =1 ¢ P, also ist P echt. Weiterhin enthélt P beliebige Summen der
angegebenen Erzeuger. Fiir ein Polynom a:= Y] ja; X? € Aist ag+a1 X € Pu(-P)
und Y ,a; X" e Pn(-P). Also ist a € Pu (-P). o
Behauptung: X ¢ P.

Beweis: Wir nehmen X € P an. Dann existieren Quadratsummen p, py, ..., ps € 2. A2
und qi, ..., gs € M[E], sodass X =p+ Y5, pig;. Aus dieser Darstellung von X folgt,
dass einer der Summanden p, p1qi, ..., psqs ein Absolutglied besitzt, welches nicht
verschwindet. Die Absolutglieder von p,p,,...,ps sind nicht negativ. Besitzt ¢;
fir j € {1,...,s} ein Absolutglied, welches nicht verschwindet, so ist ¢; = [T_; g
mit affin-linearen Polynomen ¢, ..., g,, deren Absolutglied echt positiv ist. Also
besitzt auch ¢; ein Absolutglied, welches nicht negativ ist. Daraus folgt, dass die
Summe p+ Y7, p;q; ein Absolutglied besitzt, welches echt positiv ist. Dies ist aber
unmoglich. Wir erhalten einen Widerspruch. o

Da -X2=X-(-X) e P gilt, ist P kein Primkegel. O
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Urbilder von Primkegeln sind Primkegel:

Proposition 2.1.6 - Seien A und B zwei kommutative Ringe, P ¢ B ein Prim-
kegel und f: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist f~1(P) ein Primkegel
von A. O

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition eines Primkegels. |

Die Definitionen von Primkegeln und Primidealen &hneln sich. Die folgende Aussage
zeigt eine weitere Analogie auf:

Proposition 2.1.7 - Trager eines Primkegels
Sei P ¢ A ein Primkegel, dann ist

supp(P) = Pn(-P)

ein Primideal in A, der Trdger von P. U

Beweis. Schritt 1: supp(P) ist ein Ideal.

Dass supp(P) eine additive Untergruppe ist, ist leicht zu sehen. Jetzt zeigen wir,
dass das Produkt beliebiger Elemente a € A und b € supp(P) wieder im Trager liegt.
Ist a € P, ist ab € supp(P). Ist a ¢ P, ist —a € P und es folgt: (-a)-(-b) =abe P
und (-a)-b=-abe P.

Schritt 2: supp(P) ist ein Primideal.

Sei ab € supp(P) und a ¢ supp(P). Falls a ¢ P gilt, ist b € supp(P) wegen ab € P
und a-(-b) € P. Falls a € P, ist be P und be —-P. [ |

Primkegel induzieren Positivkegel

Jetzt widmen wir uns zunachst Ordnungen auf Kérpern.

Definition 2.1.8 - Angeordnete Korper

Ein Korper F' heifit angeordnet, falls F' ein total geordneter Korper ist, d.h. ein
Korper, auf dem eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation < existiert,
beziiglich der alle Elemente vergleichbar sind, und fir alle z,y, c € F' gilt:

(i) Ist x <y, dann z +c <y +c,
(ii) Ist 0<z,0<y, dann 0 < zy.

Der Positivkegel P von F' ist die Menge P:={x e F |0 < x}. O
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Wir sprechen auch von einer Anordnung auf einem Korper und folgern aus den
Axiomen:

Proposition 2.1.9 - Sei (F,<) ein angeordneter Korper, dann gilt:
(i) Aus z <y,w< z folgt: z+w <y + 2,

(i) Esist 0<1,
(iii) Aus 0<z,0<y und z+y =0 folgt: z =y =0,
(iv) Der Positivkegel P ist ein Kegel und es gilt: Pu (-P) = F. O

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Definition [2.1.8] Aus Voraussetzung
folgt 0 < 1, da 1 ein Quadrat ist. Die nédchste Behauptung folgt aus der
Antisymmetrie von Ordnungsrelationen. Aus folgt auch, dass der Positivkegel
ein Kegel im Sinne von Definition ist. Da die Ordnung eines angeordneten
Kérpers total ist, folgt fiir den Positivkegel P die Gleichung P u (-P) = F, da je
zwei Elemente vergleichbar sind. |

Beispiel 2.1.10 Der Korper der rationalen oder reellen Zahlen ist angeordnet.
Korper der Charakteristik Null kénnen wegen Proposition [2.1.9] nicht angeord-
net werden. Der Korper der komplexen Zahlen kann nicht angeordnet werden, da in
einem angeordneten Korper alle Quadrate nicht negativ sind, aber 72 = -1 < 0 gilt.
Aus dem gleichen Grund kann kein algebraisch abgeschlossener Korper angeordnet
werden. Auf R[X] existiert genau eine Ordnung, sodass X positiv und kleiner als
alle positiven reellen Zahlen ist, sieche [BCR], Kapitel 1, Abschnitt 1. O

Primkegel und Positivkegel sind eng verwandt, wie wir im Folgenden sehen werden.
Zunéchst liefert der folgende Spezialfall Gleichheit:

Proposition 2.1.11 - Primkegel sind Positivkegel
Sei F' ein Korper, dann gibt es eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen:

(a) Primkegeln von F,
(b) Positivkegeln einer Anordnung von F. O

Beweis. Ist P ¢ F' ein Primkegel in F, dann definiert = < y := y —x € P eine
Anordnung auf F'. Umgekehrt ist fiir eine Anordnung (F, <) ein Primkegel von F'
gegeben durch {y —x |x,y € F, x <y}. Die Abbildung ist eineindeutig. [

Falls der zu Grunde liegende Ring kein Korper ist, ist der Tréger supp(P) eines
Primkegels P ¢ A im Allgemeinen nicht trivial.
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Beispiel 2.1.12 Ein Beispiel dafiir ist der Kegel
K = K[+ X" |neN] c RX].

Dieser Kegel besteht aus den Polynomen mit positivem Absolutglied. Daher ist
er ein echter erzeugender Kegel mit nicht-trivialem Triger. Sind a,b € R[X] zwei
Polynome mit a ¢ K und -b ¢ K, so besitzt a ein negatives und b ein positives
Absolutglied. Das Produkt a-b besitzt ein negatives Absolutglied, also gilt: a-b ¢ K.
Daraus folgt, dass K ein Primkegel ist. O

In solch einem Fall ist betrachten wir Positivkegel auf Quotientenkorpern, die
von Primkegeln abhéngen. Da supp(P) ein Primideal ist, ist A/supp(P) ein Inte-
gritatsring. Wir konnen also den Quotientenkorper von A/supp(P) studieren.

Lemma 2.1.13 - Primkegel induzieren Positivkegel

Sei P ¢ A ein Primkegel. Wir bezeichnen den Quotientenkoérper von A/supp(P)
mit Kp. Seien 7: A - A/supp(P) und I1: A - Kp die kanonischen Projektionen.
Dann ist

P := {n(a)/n(b) e Kp|abe P, b¢supp(P)}

Positivkegel einer Anordnung auf Kp und P = II-1(P"). O

Beweis. Die Menge P’ ist ein Kegel, was durch Nachrechnen der Axiome nach-
vollzogen werden kann.

Behauptung: Es ist P =TI-1(P’).

Beweis: Es sei w(c) =7n(a)/m(b) € P’ mit abe P und b ¢ supp(P). Mit der Annah-
me b € P folgt daraus a € P. Nun ist ¢b = a + d fiir ein d € supp(P). Daraus folgt,
dass c € P ist. Analog ist ce€ P im Fall b ¢ P. Es folgt: P =TI-1(P"). Wir beachten,
dass aus dieser Gleichung II(P) = P’ folgt. o

Damit ist P’ ein echter Kegel. Aus einer einfachen Rechnung folgt, dass P’ auch
ein Primkegel ist. Mit Proposition [2.1.11]ist P’ Positivkegel einer Ordnung. W

Korollar 2.1.14 - Primkegel und Homomorphismen
Sei P ¢ A eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:
(a) P ist Primkegel.

(b) Es existiert ein angeordneter Kérper F' und ein Ringhomomorphismus
f:A— F, sodass gilt: P={acA| f(a)>0}. O

Beweis. Ist P ein Primkegel, erhalten wir mit Lemma [2.1.13| eine Ordnung auf
dem Korper Kp, sodass der Positivkegel das Bild von P unter der kanonischen
Projektion ist. Die umgekehrte Aussage folgt aus Proposition [2.1.6] |
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Nun wieder zu Korpern. Echte Kegel eines Korpers sind in Positivkegeln enthal-
ten:

Lemma 2.1.15 - Kegel im Positivkegel
Sei F' ein Korper und P ¢ F' ein echter Kegel. Dann gilt:

(i) Ist —a ¢ P, dann ist auch K[P,a] = {z +ay | x,y € P} ein echter Kegel.
(ii) Es gibt eine Anordnung auf F', deren Positivkegel P enthalt. O

Beweis. : Angenommen, es ist x,y € P mit -1 = x + ay, dann ist y = 0 aus-
geschlossen. Aber auch y # 0 ist nicht moglich, da dann im Widerspruch zur
Annahme —a = (1/y)?-y- (1 +x) € P gilt.

(i)} Das Lemma von Zorn zeigt die Existenz eines maximalen echten Kegels M, in
dem P enthalten ist.

Behauptung: Es gilt Mu(-M) = F.

Beweis: Falls a € F und a ¢ M ist, gilt fiir die Adjungtion M[M, —a] = M und
damit folgt, dass —a € M ist. o

Damit ist M n(=M) ein Ideal in F. Da M ein echter Kegel ist, ist ausgeschlossen,
dass M n (-M) = F gilt. Es folgt: M n (-M) = {0}.

Behauptung: Der Kegel M ist sogar ein Primkegel.

Beweis: Es sei abe M mit a ¢ M. Angenommen, es ist (=b) ¢ M. Da der Kegel M
ein Erzeuger von F ist, ist (—a) € M und b € M, also ist —ab € M. Daraus folgt,
dass ab € M n (-M) = {0} ist. Da ein Kérper insbesondere ein Integrititsring
ist, folgt, dass a = 0 oder b = 0 gilt. Beide Félle sind aber nach Voraussetzung

ausgeschlossen. Dies fithrt zu einem Widerspruch. o
Damit ist M ein Primkegel und damit nach Proposition [2.1.11] der Positivkegel
einer Anordnung. [ ]

Echte Kegel und Summen von Quadraten

Wir kénnen nun Koérper nach ihrer Fahigkeit zur Anordnung klassifizieren:

Satz 2.1.16 - Angeordnete Korper
Sei F' ein Korper. Dann sind aquivalent:

(a) F kann angeordnet werden.

(b) F besitzt einen echten Kegel.

(c) Esgilt: —-1¢ XF2

(d) Fur alle zy,...,x, € F gilt: Aus Y1, 22 =0 folgt 1 = ... =2, =0. O
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Beweis. |(a)|=1{(b)|=1 (c)|<> (d); Dies erschliefit sich mittels fritherer Aussagen.

Ein echter Kegel ist gegeben durch ). F2.
l@]:@: Lemma [2.1.15] ]

Definition 2.1.17 - Reelle Korper und ldeale
Sei F' ein Korper.
(i) F heiit reell, falls F' die dquivalenten Bedingungen aus Satz
erfiillt.
(ii) F heiBt reell abgeschlossen, falls F ein reeller Korper ist und keine
nicht-trivialen algebraischen Erweiterungen, die reell sind und die
Anordnung auf F' fortsetzen, besitzt.

Ein Ideal I ¢ A heiBt reell, falls fiir a1, ...,as € A mit 37, a? € I gilt, dass a; € I fiur
alle =1, ..., s ist. O

Nun klassifizieren wir Ringe, die einen echten Kegel besitzen.

Korollar 2.1.18 - Der Tréger eines Primkegels ist ein reelles Primideal. U

Beweis. Sei P ¢ A ein Primkegel. Nach Proposition ist der Tréger supp(P)
ein Primideal. Sei ay,...,as € A mit Y7 ; a? = 0. Ubernehmen wir die Notation aus

Satz [2.1.13] folgt, dass .7, II (ai)2 =0 ist. Da Kp ein angeordneter Korper ist,
gilt I(ay) =0 fur i = 1,..., s und die Aussage folgt. [ |

Lemma 2.1.19 - Existenz eines reellen Abschlusses

Ein reeller Korper besitzt eine algebraische Korpererweiterung, die reell abge-
schlossen ist. U

Beweis. Sei F' ein reeller Korper. Auf der Menge X der reellen algebraischen
Korpererweiterungen von F, die die Anordnung auf F' fortsetzen, definieren wir
eine partielle Ordnung wie folgt:

(G,<g) < (H,<g) = G<Hund <y setzt <5 auf H fort

fir (G,<¢),(H,<g) € X. Eine obere Schranke fiir eine Kette in X ist die Vereini-
gung aller Elemente der Kette. Mit dem Lemma von Zorn existiert ein maximales
Element von X. Dieses ist ein reeller Korper, der keine nicht-trivialen algebraischen
Erweiterungen, die reell ist und die Anordnung auf F' fortsetzt, besitzt. |
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Satz 2.1.20 - Primkegel in Ringen
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A besitzt einen echten Kegel.

(b) A besitzt einen Primkegel.

(c) A besitzt ein reelles Primideal.

(d) Es existiert ein Ringhomomorphismus f: A - K in einen reell abge-
schlossenen Korper K.

(e) Es gilt: —1¢ X A2 O

Beweis. [(a)|={(0)} Sei P ein maximaler echter Kegel von A. Ein solcher Kegel
existiert nach dem Lemma von Zorn. Wir zeigen, dass P ein Primkegel ist. Seien
dazu a,be A mit abe P, a ¢ P und -b ¢ P. Die Kegel X[P,a] und X[P,-b|] sind
nicht echt, also existieren ¢y, g, p1,p2 € P mit =1 = p; + ¢a und -1 = ps — ¢ob. Nun
ist 1+ p; =—qra und 1+ py = @ob. Es folgt: 1+ py + po + p1pe = —q1qeab. Stellen wir
die Gleichung nach —1 um, ist die andere Seite der Gleichung ein Element von P,
da ab € P nach Voraussetzung gilt. Dies fithrt zu einem Widerspruch.

[(0)] =] (d)} Korollar 2.1.14]
[(d)]={(c)} Der Kern von f ist ein reelles Primideal.

={ (e)} Sei I ein reelles Primideal von A. Angenommen, -1 € Y A%, dann
existiert ein s € 2, A2 mit 1 +s=0¢ I, also folgt 1€ 1.

[(e)]={(a)} Die Menge > A? ist ein echter Kegel. |

Charakterisierung reell abgeschlossener Korper

Reell abgeschlossene Korper verhalten sich in vielen Aspekten wie die reellen
Zahlen. Hier mochten wir einige Aspekte vorstellen.

Satz 2.1.21 - Reell abgeschlossene Korper
Fiir einen Korper F' sind dquivalent:

(a) F ist reell abgeschlossen.

(b) Es gibt genau eine Ordnung auf F. Diese wird durch den Kegel > F
induziert. Weiterhin besitzt jedes Polynom in F[X] von ungeradem
Grad eine Nullstelle in F'.

(c) F[i) = FIX]/(X2+1) ist ein algebraisch abgeschlossener Kérper. [
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Beweis. @@ Zuerst zeigen wir, dass die Ordnung auf F' eindeutig ist.
Behauptung: X F?u (-XF?)=F.

Beweis: Sei a € F\Y F2. Dann ist F[\/a] = F//(X2-a) eine nicht-triviale algebraische
Erweiterung von F. Jede Anordnung auf F[\/a| setzt die Anordnung auf F fort.
Nach Voraussetzung folgt, dass F'[\/a] nicht reell ist. Es existieren also 1, ..., 7, € '
und yyq, ..., Yy, € F' mit

r

-1 = Z(.fl + \/Eyz)Q
i=1
Daraus folgt: -1 =Y 22 +a);_,y? € F. Es folgt weiterhin: s:= Y7, y? > 0. Also
ist st =s-(s71)%2e XF? und

-a = s (1 + ixf) YF2

Damit folgt die Aussage. o

Ein Element a € F, welches keine Quadratsumme ist, ist negativ. Daraus folgt,
dass ein Positivkegel auf F' aus den Quadratsummen besteht. Es bleibt zu zeigen,
dass jedes Polynom in F[X] von ungeradem Grad eine Nullstelle in F besitzt.
Wir nehmen an, dass ein Polynom f € F[X] von ungeradem Grad d > 1 existiert,
welches keine Nullstelle in F' besitzt, und jedes Polynom in F[X], dessen Grad
ungerade und kleiner d ist, eine Nullstelle in F' besitzt.

Behauptung: Dies fihrt zu einem Widerspruch.

Beweis: Da jeder echte irreduzible Faktor von f mit ungeradem Grad eine Nullstelle
in F besitzt, ist f irreduzibel. Jede Anordnung auf der algebraischen Erweite-
rung F[X]/(f) setzt die Anordnung auf F fort. Also ist F[X]/(f) nicht reell. Es
existieren hq, ..., h, € F[X] und g € F[X]| mit

-1 = ih?+fg.
i=1

Wir kénnen annehmen, dass der Grad von hy, ..., h, jeweils echt kleiner d ist, da
diese Polynome nach f reduziert werden konnen. Es folgt, dass g einen ungeraden
Grad kleiner gleich d —2 und damit eine Nullstelle in F' besitzt. Dies ist allerdings
unmoglich. o

Also muss jedes Polynom von umgeradem Grad eine Nullstelle besitzen.

[(0)]={(c)} Aus der Voraussetzung folgt einerseits, dass die Charakteristik von F
null ist. Andererseits existiert eine Betragsfunktion |- | auf F.

Schritt 1: Wir zeigen zunichst, dass jedes Polynom vom Grad zwei in F[X]
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2.1 Reell abgeschlossene Kérper

reduzibel ist.
Behauptung: Fiir alle h € F[1] existiert ein w € F[2) mit w? = h.

2
Beweis: Ist h € F, so ist die Aussage wahr, da h = \/|h| ist. Seien nun a,b € F’
mit b # 0. Dann besitzt die Gleichung

a+i-b = (c+i-d)’ bezichungsweise

b

A =a+d und ¢ = —

2d
eine Losung (c,d) € F?, da nach Voraussetzung das Polynom d* + ad? - 1b* iiber
dem Korper F' in Linearfaktoren zerfallt. o

Daraus folgt, dass ein Polynom X2 + hX + 1 mit h,[ € F[i] zwei Nullstellen in F[¢]
besitzt.

Schritt 2: Sei f € F|X|. Wir zeigen induktiv, dass jedes Polynom in F[X] eine
Nullstelle in F[2][X] besitzt. Sei f € F[X] vom Grad d = 2™n, wobei n € N ungerade
ist. Fiir m = 0 ist die Aussage nach Voraussetzung wahr. Sei nun m > 1 und die
Aussage fiir m — 1 wahr.

Behauptung: f besitzt eine Nullstelle in F[2][X].
Beweis: Ist K ein Korper der Charaktieristik null und L der Zerfallungskorper
einer Familie von Polynomen aus K[X], so ist der Fixkorper der Gruppe der
Korperautomorphismen von L iiber K gleich K. Ist weiterhin L der Zerfallungs-
korper eines irreduziblen Polynoms p € K[X], so ist die Automorphismengruppe
von L iiber K eine Untergruppe der Permutationsgruppe der Nullstellen von p.
Ein Polynom in L[X], dessen Koeffizienten symmetrisch in den Nullstellen von p
sind, kann also als Polynom in K[X] aufgefasst werden. Seien nun zi, ..., 24 die
Nullstellen von f in einem algebraischen Abschluss von F. Wir betrachten das
Polynom

gn = [[(X =2z —zj - h-2zz2;)

i<j

fiir h € Z. Fiir jeden Parameter ist es symmetrisch in z1, ..., zg. Wie oben bemerkt,
gilt: g5 € F[X]. Der Grad von gj, ist 21(2m~1). Aus der Induktionsvoraussetzung
folgt, dass in,jn € {1,...,d} mit z;, +zj, +h-z,2, € Fli existieren. Ordnen wir
Elementen h € Z die Indizes (i, j) 2u, so ist diese Abbildung nicht injektiv. Zwei
Zahlen h',h" € Z mit h' # h" erfiillen also die Gleichungen %y, = 1;,» und j5 = Jpn.
Daraus folgt:

2, + 2, € F[i] und 2,25, € F[i).

Es ist also ¢ := (X - zih,) (X - zjh,) € F1][X]. Nach dem letzten Schritt sind die
Nullstellen von g Elemente aus F[z]. o
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Sei nun f € F[o[X]. Mit f sei das Polynom in F[i] bezeichnet, welches sich aus f
durch Konjugation der Koeffizienten ergibt. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
das Produkt f- f € F[X] ist. Damit besitzt f - f eine Nullstelle z in F[z]. Es folgt,
dass x oder die Konjugation von x eine Nullstelle von f ist.

@ Da F[1] algebraisch abgeschlossen ist, existiert fiir a + ib mit a,b € F
eine Quadratwurzel ¢+ id mit ¢,d € F. Es ist also a? + b? = (¢% + d?)?. Damit ist
eine Summe von Quadraten in F' ein Quadrat. Es folgt, dass F' reell ist. Eine
algebraische Erweiterung von F' hat den Grad zwei. Damit sind jeweils zwei
Erweiterungen isomorph und insbesondere nicht reell. |

Aus diesem Satz folgt, dass R ein reell abgeschlossener Korper ist.

Das Vorzeichen von Polynomen und deren Ableitungen

Es sind viele Kriterien bekannt, die hinreichend fiir die Existenz von Nullstellen
von Polynomen iiber dem Korper der reellen Zahlen oder deren Ableitungen sind.
Einige davon gelten auch fiir Polynome iiber reell abgeschlossenen Korpern. In
diesem Unterabschnitt sollen einige angefithrt und im nédchsten Abschnitt zur
Anwendung kommen. Dabei ist es nicht notig, topologische Begriffe einzufiihren.

Es sei R ein reell abgeschlossener Korper.

Korollar 2.1.22 - Der Zwischenwertsatz fiir Polynome
Es seien f € R[X] und a,b € R mit a < b. Dann gilt: Ist f(a)f(b) < 0, dann existiert
ein ce€ R mit a<c<bund f(c) =0. O

Beweis. Sei f nicht konstant. Die irreduziblen Faktoren von f sind linear oder
von der Form (X - (a+1b))(X - (a—-1ib)) = (X —a)? +b? fir (a,b) € F2. Da dieser
Term immer positiv auf F' ist, folgt, dass Vorzeichenwechsel nur in Linearfaktoren
von f stattfinden kénnen. |

Korollar 2.1.23 - Der Mittelwertsatz fiir formale Ableitungen
Es seien f € R[X] und a,b € R mit a < b. Dann gilt:
(i) Ist f(a) = f(b) = 0, so hat die formale Ableitung f’ von f eine
Nullstelle z € R mit a < z < b.
(ii) Es existiert ein ce R, a<c<b, mit f(b) - f(a)=(b-a)f'(c).
(iii) Verschwindet die Ableitung von f nirgends, besitzt f genau eine
Nullstelle in R. U
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Beweis. : Wir konnen annehmen, dass f keine Nullstelle zwischen a und b
besitzt. Dann existiert ein Polynom g € R[X], sodass g keine Nullstelle zwischen a
und b besitzt und

f=X-a)™(X-b)"g
gilt. Dann ist

= (X -a)™ (X -b)""g,
go = m(X -b)g+n(X -a)g+ (X -a)(X -0)g.

Es ist go(a) =m(a—b)g und go(b) = n(b—a)g, also hat gy einen Vorzeichenwechsel
zwischen a und b. Aus Korollar [2.1.22] folgt, dass go und damit auch f’ eine
Nullstelle z € R mit a < z < b besitzt.

: Fiir das Polynom
9(x) = 100 - (HO=H e iy - IO =11

gilt: g(a) = g(b) = 0. Nach existiert ein c€ R, a < c<b, sodass ¢'(c) = 0.
Aus (i) folgt, dass f hochstens eine Nullstelle besitzt. Angenommen, f besitzt

keine Nullstelle in R. Dann ist der Grad von f nach Satz |2.1.21] l@, gerade.
Daraus folgt, dass der Grad der Ableitung f’ ungerade ist. Diese besitzt dann eine

Nullstelle in R. Dies fiihrt zu einem Widerspruch. |

Abschlieend mochten wir noch das Verhalten von Polynomen fiir hinreichend
grofle oder kleine Werte untersuchen.

Definition 2.1.24 - Divergenz von Folgen

Eine Folge (z,)neny € R heiBit divergent, falls fiir alle ¢ € R mit ¢ > 0 ein ko € N
existiert, sodass fiir alle k > kg gilt: x> c. O

Proposition 2.1.25 - Divergenz von Polynomen
Sei f € R[X] normiert und nicht konstant. Weiterhin sei (z,,)neny € R divergent.
Dann gilt:

(i) (f(xn))nen ist divergent.
(ii) Ist der Grad von f gerade, so ist (f(—z;,))nen divergent.
(iii) Ist der Grad von f ungerade, so ist —(f(—z,))nen divergent. O
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Beweis. Sei f =Y ;a; X’ mit r >0 und a, = 1. Wir setzen
a = max {max{|a;| |1 =1,....,r = 1},2}.
Sei ¢ > a?(r —1). Eine einfache Abschatzung zeigt, dass
flo)2c-cYr-Da>c(r-1a(a-1) >c
gilt. Damit folgt die erste Aussage. Die weiteren folgen analog. |

Korollar 2.1.26 - Vorzeichen und formale Ableitungen
Seien f e R[X] und a,be R, f(a)-f(b) # 0, sodass f' auf (o0, a) und auf (b, c0)
nicht verschwindet und ein konstantes Vorzeichen hat. Dann gilt:
(i) Haben f(a) und f’((-o0,a)) die gleichen Vorzeichen, so hat f eine
Nullstelle in (o0, a).
(ii) Haben f(b) und f’((b,0)) verschiedene Vorzeichen, so hat f eine
Nullstelle in (b, c0). O

Beweis. Esseio.B.d.A. f normiert. Ist f/((-o0,a)) <0, so ist der Grad von f’ nach
Proposition ungerade. Also ist der Grad von f gerade. Fiir geniigend kleine
Werte ¢ < 0 ist f(c) > 0. Somit besitzt f nach Korollar eine Nullstelle im
Intervall (—oo,a). Die weiteren Félle konnen auf analoge Weise bewiesen werden.ll

2.2 Das Transferprinzip

Das Transferprinzip von Tarski-Seidenberg liefert die Existenz einer Kombination
von Polynomungleichungen in Variablen Y =Y, ..., Y, die als Entscheider dariiber
fungiert, wann eine Vorzeichenbedingung an ein gegebenes System von Polynomen
in den Variablen X, Y eine Losung X besitzt. Der Beweis stiitzt sich auf folgende
Konstruktion:

Beweiskonstruktion Sind die Polynome nur von einer einzigen Variablen ab-
héangig, ist es moglich, die gesamte Information iiber ihre Vorzeichen in einer Ma-
trix, der sogenannten Signaturabbildung, zu biindeln. Die Signaturabbildung kann
sukzessive auf Signaturabbildungen von Polynomen niederen Grades, die durch
Ableiten oder Division der urspriinglichen Polynome entstehen, zuriickgefiihrt
werden. Schliefflich hdngt sie von der einfachsten Signaturabbildung, der konstanter
Polynome, ab. Sind die Polynome nun von mehreren Variablen abhéngig, konnen
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sie als Polynome in einer Variable mit Koeffizientenfunktionen angesehen werden.
Die Signaturabbildung kann in Abhéngigkeit von den zuséatzlichen Polynomen,
die die Koeffizienten darstellen, berechnet werden. Dieser Zusatz ist durch Polyno-
mungleichungen, einer sogenannten boolschen Polynomkombination, beschreibbar.

Ab jetzt sei mit R ein reell abgeschlossener Korper bezeichnet.

Notation. Fur a € R definieren wir:

0, falls a=0,
sign(a) =41, falls a> 0,
-1, falls a<0.

Seien fi, ..., fs € R[X]\{0} Polynome und {z; |i=1,..., 2} mit
—00 =0 g < T <Xy < ... < Ty < Tyy1 = 0

die Menge aller Nullstellen dieser Polynome in R. Fir k=0,...,zund ¢=1,...;s
setzen wir

]k :
sign (fi(Ix)) :

(xkv .Tk+1),

)

Die Signaturabbildung 8(fi,..., fs) € Ms2.+1 ({0,1,-1}) von fi, ..., fs sei gegeben
durch

S(fh ceey fs) =

sign (fi(lo)) sign(fi(z1)) sign(fi(f1)) - sign(fi(z.)) sign(fi(L.)) |,

wobei die i-te Zeile mit dem i-ten Polynom korrespondiert. Die Signaturabbildung
vereint das Wissen um die Nullstellen und die Vorzeichen der Polynome in sich.

Es sei m := max{deg f; | i = 1,...,s}. Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms
in R[X] ist kleiner gleich m. Die disjunkte Vereinigung aller Matrizenrdume mit
hochstens 2sm + 1 Spalten sei

W&m = U Ms, 20+1 ({07 17 _1}) :

1=0,...,sm
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Die Signaturabbildung

Lemma 2.2.1 - Losungen durch die Signaturabbildung

Eine Funktion e: {1,...;s} — {0,1,-1} sei gegeben. Dann existiert eine Teilmenge
W(e) € Wy, sodass folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) Es existiert ein x € R mit:

sign (fi(x)) = (1)
sign (fa(1)) = <(2)

sign (£.(2)) = =(s)
(b) S(fla---:fs)ew(g)' O

Beweis. Mit der Wahl
W(e) = {A e Ws,, | Es existiert eine Spalte von A, die (¢(1),...,e(s)) gleicht}
ist die Aussage wahr. |

Lemma 2.2.2 - Losungen durch Polynome niederen Grades

Seien fi,..., fs € R[X]\{0}, sodass f, nicht konstant ist. Dann ist 8(fi,..., fs)
komplett aus der Signaturabbildung

S(fla "‘7f8—17f5,7gl7 "'798)

rekonstruierbar. Dabei ist f! die formale Ableitung von f; und ¢, ..., gs sind die
jeweiligen Reste von fs bei Division durch fi,..., fs_1, fI. O

Beweis. In R gilt der Zwischenwertsatz, siche Korollar [2.1.22] Mit Korollar
gilt die Aussage, dass die Ableitung eines Polynoms zwischen zwei verschiedenen
Nullstellen an mindestens einer Stelle verschwinden muss. Ebenso besitzen Poly-
nome, deren Ableitung keine Nullstelle besitzt, mindestens eine Nullstelle.

Wir setzen S := 8(f1, ..., fs-1, f1, g1, -, gs) und S’ := 8(f1, ..., fs). Sind fi1, ..., fs_1, f!
konstante Polynome, ist ersichtlich, dass S’ aus S rekonstruierbar ist. Ab jetzt
besitze mindestens eines dieser Polynome eine Nullstelle. Die Nullstellen der
Polynome fi,..., fs_1, f! und ¢i,..., gs seien gegeben durch

—00 = g < T1 < Tg < ... < Ty < Ty = 00O
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Die Nullstellen von fi, ..., fs_1, f! bilden eine Teilmenge:
—00 = Ty, < Ty < ... < Ty, < T, = 00.

Wir konstruieren nun eine Funktion ©: {1,...,w} - {1,...;s}.
Fir ke {1,...,w} gibt es ein t € {1, ..., s}, sodass gilt:

fi(z;,) =0, fallst=s.

s

{ft (z,,)=0, fallst=#s,

Mit der Wahl ©(k) := ¢ gilt nun:

I (xzk) = Jo(k) (iEzk),

da per Konstruktion fs = h- fox) +gek), ©(k) # s, bezichungsweise f; = h- f!+g, fiir
ein Restpolynom h gilt. Ziel ist, die Signaturabbildung 8( fi, ..., fs) zu bestimmen.
Wir kennen bereits Eintrége, deren Zeilenindizes zu fi, ..., fs-1 gehoren und deren
Spaltenindizes mit den Nullstellen von fi,..., fs_1 korrespondieren. Die Eintrige
der letzten Zeile (die zu f, gehort) und die Spalten, die zu den Nullstellen von f;
gehoren, sind noch unbekannt. Sie werden jetzt konstruiert.

Schritt 1: Wo liegen die Nullstellen von f,?

Wir behaupten, dass die Existenz einer Nullstelle im Intervall I, k € {0,...,w + 1},
nur von S abhéngt. Das Polynom f; besitzt eine Nullstelle im Intervall I...

Lirked{l, . w-1} < Sign(g@(k) (lek)) 'Sign(QG(kH) (xik+1)) = -1,
L fiir k=0 < sign(f! (L)) -sign(geq) (z:,)) = 1,
fiir k=w < sign(f! (1)) - sign(ge(w) (#:,)) = -1.

In einem Intervall I hat f; hochstens eine Nullstelle, da ansonsten f! weitere
Nullstellen besifie. Die Nullstelle z;,, k € {1,...,w}, ist auch eine Nullstelle des
Polynoms f, falls gilt:

0 = gogr (2s).
Damit haben wir die Lage der Nullstellen von f, bestimmt.

Schritt 2: Konstruktion eines Prototyps der Signaturabbildung S”.

Den Prototyp der Signaturabbildung erhalten wir aus S, indem wir alle Spalten,
die nicht zu einer Nullstelle von fi, ..., fs_1 gehoren, streichen und die benachbarten
Spalten zu einer Spalte zusammenfassen, sowie alle Zeilen, die nicht zu fi, ..., fs_1
gehoren, streichen.

Falls Nullstellen von f; existieren, bezeichnen wir diese mit y; < ys < ... <y;. In
diesem Fall erweitern wir die Signaturabbildung. Das Vorgehen wird nun erldutert.
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Gilt y; € I, fiir ein k € {0,...,w} und ein k € {1,...,1}, fillt die Spalte fiir das
Intervall I, weg. Zwischen der zu x; und der zu xp,; gehorigen Spalte werden drei
neue Spalten erzeugt: Jeweils eine fiir das Intervall (xy, y;), den Punkt y; und das
Intervall (yj, Tg+1).

Schritt 3: Welche Vorzeichen besitzt f,7

Die Lage der Nullstellen von f, in der Signaturabbildung sind bekannt. Alle
weiteren Werte werden durch f/(Iy) bestimmt:

fillo) <0 <= S5'(s,1) =1,
filp) >0 = S§'(s,1) =1,
fi(lh) =0 < S'(s,1) =0.

Die restlichen Werte werden alternierend ergéanzt. Damit ist die letzte Zeile der
Matrix S’ bestimmt. Nun gilt es, die Eintrage der Spalten zu ermitteln.

Schritt 4: Welche Vorzeichen besitzen fi,..., fs-1 an den Nullstellen von f¢?
Sei ke {1,...,1} mit y; € I}, fir ein k € {0,...,w}. Dann gilt fir me {1,...,s-1}:

sign(fim (47))
= Sign(fm(yfka+1))
= sign(fm (2, ¥z))
= sign(fim (1))

Jetzt werden nach dem gleichen Prinzip alle Spalten entfernt, die nur zu Nullstellen
von f! gehéren.

Damit ist S’ aus S rekonstruierbar. [ ]

Korollar 2.2.3 - Rekonstruktion der Signaturabbildung

Es existiert eine Abbildung ¢ : Wy, = Wy 1, sodass fiir alle fi,..., fs € R[X],
wobei fi,..., fs nicht Null sind und f; nicht konstant ist, gilt:

S(fl, ...,fs) = @(S(fl, ...,fs_l,f;7gl, ,gs))

Die Signaturabbildung kann also auf eine von Polynomen niederen Grades zurtick-
gefithrt werden. O

Beweis. Nach Lemma ist S(f1,..., fs) aus 8(f1,--, fs-1, f1, 91, ---,gs) rekon-
struierbar. Weiterhin kénnen die Matrizen, die nicht als Signaturabbildung geschrie-

ben werden konnen, auf eine beliebige Matrix abgebildet werden. Also existiert
die Abbildung und ist insbesondere wohldefiniert. |
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Verifizierungen fiir Signaturabbildungen

Definition 2.2.4 - Boolsche Polynomkombination

Eine boolsche Polynomkombination B(X ) in den Variablen X und mit Koeffizienten
in R ist eine endliche Kombination von Polynomgleichungen und Polynomunglei-
chungen

p1(X) 0

B(X) = | ) 0
mit py,...,pp € R[X1, ..., X,)) und * € {=,<,> <, > #} (jeweils), wobei die Polynome
durch Operatoren aus der Menge {A, v} miteinander verkniipft sind. 0

Proposition 2.2.5 - Die Signaturabbildung als Polynom
Es seien fi, ..., fs € Z|X, Y1, ..., Y,] gegeben. Wir schreiben fiir i = 1, ..., s:

fZ(X, Y) = hzvmz(Y)Xml + ...+ h@o(Y),

wobei h; . € Z[Y1, ..., Y,] nicht konstant Null ist. Es sei m = max{m;|i=1,...,s}
und W ¢ W, ,,. Dann existiert eine boolsche Polynomkombination B(Y") mit
Koeffizienten in Z, sodass fir jeden reell abgeschlossenen Korper R und y € R®
aquivalent ist:

(a) Es ist S(fl(Xay)a 7f8(X7y)) eW.
(b) Die Aussage B(y) ist wahr. O

Beweis. Mit F(Ny) := {(aq, ..., ax) | ao, ..., a, € No, k € N} sei der Raum der endli-
chen Folgen mit Eintrdgen aus den natiirlichen Zahlen und der Null bezeichnet.
Die Anzahl der Eintrige einer Folge mit Wert s € Ny bezeichnet #s. Auf F(Ny)
wird eine Relation < eingefiihrt:

a = (ao,...,Gk) < b= (bﬂw-'abfg)?

genau dann wenn entweder a = b ist oder ein r € Ny existiert, sodass fiir alle s € Ny
mit r < s gilt:

(i) Die Anzahl #r ist in a (echt) kleiner als die Anzahl #r in b.

(ii) Die Anzahl #s ist in a gleich der Anzahl #s in b.

Behauptung: Diese Relation ist eine Ordnungsrelation mit den folgenden Eigen-
schaften:
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(i) Die Ordnung < ist total,
(ii) Fir ce F(Ng) und a< b gilt: (a+c¢) < (b+c¢),
(iii) Jede nichtleere Teilmenge von F(Nj) besitzt ein kleinstes Element,
das heifit, die Relation ist eine Wohlordnung.

Beweis: Dass die Relation eine Ordnungsrelation ist, kann leicht nachgerechnet
werden.

(i): Wenn a und b zwei verschiedene Elemente aus F(Ny) sind, kénnen wir r als
das grofite in a und b vorkommende Element, das in a und b nicht gleich oft
vorkommt, wahlen. Damit ist die Ordnung total.

(ii): Die Ordnung bleibt unter Summation erhalten.

(iii): Wir identifizieren ein Element a € F(Ny) mit der finiten Folge a := (a;)ien,
wobei gilt: o; = #i. Wird b mit [ identifiziert, dann ist a < b, a # b, genau dann

wenn es ein r € Ny gibt, sodass «, < 8, und ;1 = Br41 = Qpyo = Brye = ... gelten.
Wir sehen so leicht ein, dass es nur endlich viele Elemente gibt, die kleiner als ein
gegebenes Element sind. o

Nun identifizieren wir fi,..., fs mit der endlichen Folge (my,...,m;) € F(Np).
Fall 1: m=0.

Dann héngt 8(f1, ..., fs) nur von hy o(Y), ..., hso(Y") ab.

Fall 2: m > 0.

Es sei 0.B.d.A. mg; =m. Das Urbild von W unter der Abbildung ¢, die in Korollar
eingefiihrt wird, sei bezeichnet mit

W' =@t (W) € Wagm.
Fiir y € R™ gilt die Ungleichung

(deg(fl(Xuy)) ) 7deg(fs,(X7y)) 7deg (gl(X7y)) ) "'7deg (gs(X,y)))
< (deg(fl(va)) ) adeg(fs(Xay)))

und ist echt. Das Ableiten des letzten Polynoms und die anschlieBende Polynom-
division vermindern den Grad der Polynome beziiglich der Ordnung <. Durch
sukzessives Vermindern erhalten wir eine Folge von konstanten Polynomen ¢y, ..., c,.
Bilden wir gleichzeitig iterierte Mengen ¢=(W'), o=1(p=1(W")),..., so beschreibt
die letzte iterierte Menge eine Vorzeichenbedingung an die Signaturabbildung der
Konstanten c, ..., ¢,. Es existiert also eine Teilmenge W, ¢ W, ,,,, sodass gilt:

S(Cla ~-~>Cr) € WO Aad S(fla "'7fs) € VV,

wobei 8(¢q, ..., ¢,) polynomial von y abhéngt. Die boolsche Polynomkombination
ergibt sich aus der Konstruktion von W,. Sie besteht aus den moglichen Signaturen
der Ableitungen. [ ]
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Das Transferprinzip von Tarski-Seidenberg

Mit den Vorbereitungen schlieSen wir:

Satz 2.2.6 - Transferprinzip
Sei e:{1,...,s} - {0,1,-1} eine Funktion. Dann gilt:
(i) Sind fi,..., fs € Z[X, Y7, ...,Y,], dann existiert eine boolsche Polynom-
kombination B(Y') mit Koeffizienten in Z, sodass fiir jeden reell
abgeschlossenen Korper R und y € R aquivalent ist:

(a) Es existiert ein z € R mit:

sign (f1(7,y)) = (1)
sign (f2(2,y)) = €(2)

sign (£,(2.4)) = £(s)
(b) Die Aussage B(y) ist wahr.

(iii) Ist F ein angeordneter Kérper und fi, ..., fs € F[X,Y1,...,Y,], dann
existiert eine boolsche Polynomkombination B(Y") mit Koeffizienten
in F', sodass fiir jeden reell abgeschlossenen Korper R, der F' enthalt,
und y € R™ aquivalent ist:

(a) Es existiert ein z € R mit:

sign (f1(z,y)) = (1)
sign(fg(x,y)) = ¢(2)

sign (fo(2,y)) = <(s)
(b) Die Aussage B(y) ist wahr. O

Beweis. (i)} Aus Lemmal[2.2.1und Proposition [2.2.5] folgt die Aussage unmittelbar.
(i)} Dazu wenden wir [(Q)] auf G;(X,Y, Z?) := f;(X,Y) an, wobei G; Koeffizienten
in Z hat und Z%:= (Z}, ..., Z}, ) Variablen sind, die die Koeffizienten von f; in F
reprasentieren, und ergédnzen B(y) um die Restriktionen an Z?. |

Das Transferprinzip gilt auch im geeigneten Sinne fiir n = 0. Dies sehen wir
so: Eine Vorzeichenbedingung an Polynome fi, ..., fs € R[X] kann in eine Vorzei-
chenbedingung an die Polynome f;-Y, ..., fs- Y fiir eine Variable Y umformuliert
und Y =1 gesetzt werden.

Jetzt kommen wir zum einem Korollar, welches fiir den Beweis mehrerer Aussagen
im nédchsten Abschnitt von Bedeutung sein wird.
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Korollar 2.2.7 - Giiltigkeit von Gleichungen auf Erweiterungen

Es sei Ry eine reell abgeschlossene Erweiterung von R, X := (X7, ..., X},) Variablen
und B(X) eine boolsche Polynomkombination mit Koeffizienten in R. Dann sind
aquivalent:

(a) Es existiert ein y € R}, sodass B(y) wahr ist.
(b) Es existiert ein x € R, sodass B(z) wahr ist. O

Beweis. Die Implikation @ @ ist klar.

Die Implikation [@]@ zeigen wir per Induktion iber n.
Induktionsanfang: Im Fall n =0 gilt die Aquivalenz.
Induktionsschritt: Sei nun n > 0. Die Aussage:

,Es existiert ein y € R}, sodass B(y) = B(y1, -+, Yn-1, Yn) wahr ist.”
ist aquivalent zu:
,Es existieren 4 == (y1, ..., Yn-1) € R7! und y, € Ry, sodass B(%,v,) wahr ist.“.

Es ist moglich, B(X) in eine Bedingung an die Vorzeichen der Auswertung von
Polynomen in R[Y}, ..., Y,,_1, X| umzuschreiben. Nach dem Transferprinzip gilt
die folgende Aussage: Es existiert eine boolsche Polynomkombination C(Y1,...,Y,_1)
mit Koeffizienten in R, sodass fiir eine reell abgeschlossene Erweiterung F' von R
und z € F7!1 die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

,Es existiert ein z € F', sodass B(z, z) wahr ist.”

,Die Aussage C(z) ist wahr.“

Sei nun y € R}, sodass B(y) wahr ist. Mit der Wahl F' := R; und aus den Annahmen
folgt, dass C(y) wahr ist. Nach der Induktionsvoraussetzung existiert ein z € R"1,
sodass C(z) wahr ist. Mit der Wahl F := R folgt schlieflich, dass ein z € R existiert,
sodass B(z,r) wahr ist. Damit ist die Implikation beweisen. [ |
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2.3 Positivstellensatze und der reelle Nullstellensatz

Zunachst fiihren wir semialgebraische Mengen ein. Danach geben wir den reellen
Nullstellensatz an. Davon unabhéngig widmen wir uns im Fogenden ausfiihrlich
der Frage nach der Charakterisierung von Positivstellenmengen in einigen Positiv-
stellensétzen.

Semialgebraische Mengen, Positivstellenmengen und reelle
algebraische Varietaten

Definition 2.3.1 - Semialgebraische Mengen

Sei S € R™ eine Menge, sodass
S ={zeR"|pi(x)*0, po(x) x 0, ..., pp(x) «0}

mit p; € R[X1, ..., X,), i =1,....k, und * € {=,<,> <, > #} (jeweils). Dann heifit S
eine basissemialgebraische Menge. Eine endliche Vereinigung von basissemialge-
braischen Mengen heif3t semialgebraische Menge. 0

Mengen der Form
{z € R" | Die Aussage B(x) ist wahr}

fiir boolsche Polynomkombinationen B(Xj, ..., X,,) mit Koeffizienten in R sind
semialgebraisch. Umgekehrt kann jede semialgebraische Menge so dargestellt
werden.

Die Menge aller semialgebraischen Mengen in R™ ist unter endlichen Vereinigungen,
Durchschnitten und Komplementbildungen stabil. Ein Hinweis, dass dies nicht fiir
beliebige Durchschnitte zu erwarten ist, gibt folgendes Beispiel:

{(x,y)eRSXR“y—exp(x)ZO} =N {ZGRSXRg‘p(z)ZO},

peT

wobei T die Menge der affin-linearen Polynome, die tangential an und positiv iiber
dem Graphen der Exponentialfunktion exp sind, bezeichnet.

Ein direktes Resultat aus dem Transferprinzip von Tarski-Seidenberg ist die auch
unter dem Namen Satz von Tarski-Seidenberg bekannte Aussage tiber projizierte
semialgebraische Mengen:
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Satz 2.3.2 - Projektionen von semialgebraischen Mengen

Sei S ¢ R™** eine semialgebraische Menge und
m: R"F > R (2,y) » x
die Projektion auf die ersten n Koordinaten. Dann ist auch 7 (.S) semialgebraisch.[]

Beweis. Es sei zunachst k£ = 1. Die Menge S kann als endliche Vereinigung von
Mengen der Form

SO = {(.T,y) € Rn+1 ‘pl(xay) * Oa pQ(-T,y) * Oa SRR pT(may) * 0}

mit p; € R[X1,...,X,,Y],i=1,...,7, und * € {=,<,>} (jeweils) geschrieben werden.
Jede der Bedingungen p;(z,y) 0, 7 =1,...,7, kann in eine Vorzeichenbedingung
umformuliert werden. Nach Satz existiert also eine Boolsche Polynomkombi-
nation Co(X7y, ..., X,,) mit Koeffizienten in R, sodass gilt:

rem(Sy) < xe{zeR"| Die Aussage Cy(z) ist wahr}.

Damit ist 7(.S) als endliche Vereinigung semialgebraischer Mengen semialgebraisch.
Die Aussage folgt fiir den allgemeinen Fall k£ > 1 induktiv. [ |

Nun mochten wir speziellere Formen semialgebraischer Mengen definieren und im
Folgenden genauer untersuchen.

Definition 2.3.3 - Spezielle semialgebraische Mengen
Seien fi,..., fs € R[X1, ..., X,,] Polynome.
(i) Die Verschwindemenge des Ideals I :=(f1,..., fs) sei definiert durch

Z(I) = {zeR"| fi(x)=0,..., fs(x) = 0}.

(ii) Die Positivstellenmenge des Kegels P := K[f1, ..., fs] sei definiert durch
W(P) := {zeR"| fi(z) 20,..., fs(z) > 0}.

(iii) Die Nichtnullmenge des Monoids M = M[f1, ..., fs) sei definiert durch

N(M) = {zeR"| fi(x) #0,..., fs(x) #0}. g
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Nach dem Hilbertschen Basissatz, siche [Hull, ist jedes Ideal endlich erzeugt, daher
ist es moglich, Verschwindemengen von beliebigen Idealen in R[X, ..., X,] zu
betrachten. Wir bezeichnen eine Menge V' € R"™ als reelle algebraische Varietdt
oder als algebraisch, falls sie Verschwindemenge eines Ideals ist.

Nichtnullmengen koénnen als Komplemente ausgedriickt werden: N(M) = Z(J)C
fir das Ideal J == (f1-...- f). Verschwindemengen sind Positivstellenmengen: fiir
den Kegel Q := K[+ f1,...,+f] gilt Z(I) = W(Q).

Im Fall R = R sind Verschwinde- und Positivstellenmengen abgeschlossen und
Nichtnullmengen offen. Im Folgenden werden wir Aussagen iiber die Schnitte
solcher Mengen aus abstrakteren Aussagen herleiten.

Der formale Positivstellensatz

Lemma 2.3.4 - Formaler Positivstellensatz

Seien (a;),. s, (bk)pex und (c1);;, Familien von Elementen eines kommutativen

Rings A. Wir definieren P := K[(a;)jes], M := M[(b)rerc) und I = (¢; | I € L). Dann
sind aquivalent:

(a) Es gibt keinen Primkegel @) von A, sodass
- Fir alle j € J gilt: a; € Q,
- Fir alle k € K gilt: by, ¢ supp(Q),
- Fur alle [ € L gilt: ¢; € supp(Q).

(b) Es gibt keinen Ringhomomorphismus f: A - F in einen reell abge-
schlossenen Korper F', sodass

- Furalle j e J gilt: f(a;) >0,
- Fur alle k e K gilt: f(bg) #0,
- Firalle [ € L gilt: f(¢) =0.

c s existieren Elemente a € € celmita+b2+c=0.
()E isti El P,be M, I mi b2 0 O

Beweis. [(a)|<{(0)} Korollar 2.1.14]

[(c)]={ ()} Angenommen, es géibe einen solchen Homomorphismus f, dann gilt

fla+b*+c) = f(a)+ f(b)*+ f(c) >0,

da f(a) >0, f(b)2>0und f(c)=0. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

47



2 Reelle Algebraische Geometrie

[(0)]={(c)} Falls ein Element b e M n I existiert, wihlen wir a =0 und ¢ = -b? und
die Aussage ist damit bewiesen. Es sei nun im Folgenden M n [ = @. Der Beweis
gliedert sich in zwei Schritte.

Schritt 1: Konstruktion eines Rings As, auf den Satz anwendbar ist.

Der kanonische Homomorphismus des Rings A in den Quotienten A/ sei mit 7
bezeichnet. Die Menge 7(M) =: M ist multiplikativ mit 0 ¢ M.

Zunichst lokalisieren wir den Ring A/I an M. Dazu definieren wir auf dem
Kreuzprodukt (A/I) x M eine Aquivalenzrelation ~5; mit

(a,b) ~37 (@', V") <= Es existiert ein m € M mit m - (ab’ - ba") € I.

Die Lokalisierung (A/I) x M [~5; =: A; wird mit den iiblichen Bruchrechnungsre-
geln zu einem Ring, in dem ,Kiirzen“ und ,Erweitern von Briichen moglich ist.
Nun adjungieren wir eine Familie (7});e; von Unbekannten und betrachten den
Ring Al[(Tj)je 7). Den Quotienten von Al[(Tj)jéJ] nach dem Ideal

H = ((Tf— (W(aj)aﬁ(l)))jeJ>

bezeichnen wir mit As. Wir definieren ¢ als Komposition der kanonischen Homo-
morphismen:

v A - A/l - A - A
a = ow(e) = (n(e)x(1) = (n(a),n(1))+H

Angenommen, es gibt einen Homomorphismus g : Ay — F' in einen reell abgeschlos-
senen Korper F', dann ist auch f:=go1: A - F ein solcher Homomorphismus und
es gelten folgende Aussagen:
Behauptung: Es ist f(P) > 0.
Beweis: Ein Element r € P besitzt die Gestalt r = ro+Y;_; 73m; mit rg,...,r, € 3 A2

und my, ..., mg € M[(a;)jes]. Deshalb wird es auf einen nicht-negativen Wert abge-
bildet:

f(r)y=f (7“0 + Z:szz)

~g ((W(ro),w(l)) + Z; (r(rimy), m (1)) + H)

=9 ((m(ro), (1)) + H) +9(§ (m(ri)mw(mi), m(1)) + H)
>0.
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Der linke Ausdruck ist eine Summe von Quadraten, da dies bereits fiir ¢ gilt. Der
rechte Ausdruck auch, da r; eine Summe von Quadraten ist und es gilt: 7(a;) =77

in Ay furi=1,...,s. o
Behauptung: Es ist f(M) #0 und f(I) = 0.
Beweis: Diese Aussagen gelten, da M nI =@ und (1) = 0. o

Insbesondere sind die Bedingungen aus @ erfiillt, was nach Voraussetzung aber
nicht moglich ist. Es existiert also kein solcher Homomorphismus g.

Nach Satz gilt: =1 € 3> Ay, also existieren Elemente 0y, ...,d, € Ay, die die
Gleichung —1 = 62 + ... + 62 erfiillen.

Schritt 2: Umformulierung der eben erhaltenen Gleichung.
Die Variablen 7Tj, j € J, bilden ein Erzeugendensystem des A;-Moduls A,. Monome

in diesen Variablen haben die Gestalt T := ], T].B(j) + H, wobei B : J - Nj
eine Funktion ist mit B(j) =0 fiir fast alle j € J. Die Menge solcher Monome sei
bezeichnet mit B. Fir B =0 ist Ty konstant. Wir kénnen also ¢; fiir i =1,...,n in
eine Monomdarstellung entwickeln und erhalten

6 = Y. %55
BeB

mit ; g € A;. Es existieren a; g € 7(A) und m; g € 7(M), sodass v; 5 = (a; 5, miB).
Also ist

-1 = Z %‘%BTJ%

= gﬁﬂ [1(x(a;), 7 (1))

jeJ
= % (azz,B7 m?,B) (H]W (aj)B(j) , T (1))
7, je

und es folgt:

0= Z(Hw(aj)B(j) aiB,m?’B) +1.

B\ jeJ

eP
Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der Nenner, also mit einem Produkt solcher Elemente: (ml2 5 m(1)),
erhalten wir eine Gleichung der Form

0= (a+1)+(B*+1)

in A/I mit a € P und b e M. Damit ist a + b? € I, das heifit, es existiert ein c € [
mit a +b*+c=0. [ |
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Bemerkung 2.3.5 Die ersten beiden Aussagen des formalen Positivstellensatzes
kénnen auch durch die beiden folgenden Aussagen

(a’) Es gibt keinen Primkegel @) von A, sodass
- Pc Q?
- Mnsupp(Q) =2,

- I csupp(Q).

(b’) Es gibt keinen Ringhomomorphismus f: A - F' in einen reell abge-
schlossenen Korper F', sodass

- f(P) 20,
- f(M) %0,
- f(I)=0.

ersetzt werden. O

Konkrete Positivstellensatze fiir Polynome

Satz 2.3.6 - Allgemeiner Positivstellensatz
Es seien (f;) .., (9k)erc und (i), endliche Familien in R[X, ..., X,,]. Wir defi-
nieren P := K[(f;)jes), M := M[(gx)rex] und I := (h; |l € L). Dann sind dquivalent:
(a) Die Menge W(P) nN(M)nZ(I) ist leer.
(b) Es existieren Elemente f € P, ge M, he I mit f+g?>+h=0. O

Beweis. Die Menge unter [(a)] hat die folgende Gestalt:
{xreR"| fi(x)>0,gr(x) #0,y(z) =0 fir alle je J ke K,l e L}.

An dieser Gestalt wird deutlich, dass es unter Voraussetzung @ kein x € F'™ geben
kann, welches in der Menge enthalten ist.

[(a)]={(0)} Nach Korollar ist die Gleichung
{xeR"| fi(z)>20,gx(x) #0,y(z) =0 fir alle je ke K,le L} + &
dquivalent zur Aussage:

,Es existiert eine reell abgeschlossene Erweiterung F' von R
und ein y € F* mit f;(y) >0, g9x(y) # 0, (y) =0
fir alle je J ke K,l e L*.
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Durch die Bilder der Variablen X, ..., X,, wird ein Homomorphismus vom Polynom-
ring R[X1, ..., X,] in den Kérper F eindeutig festgelegt. Also ist die obige Aussage
aquivalent zu:

,Es existiert ein Homomorphismus ¢ : R[X1, ..., X,] = F
in eine reell abgeschlossene Erweiterung F' von R,

sodass o(f;) 2 0,9(gk) # 0, () =0
fir alle je J ke K,l € L gilt”,

da solche Homomorphismen durch Auswertungen an Elementen aus F" gegeben
sind. Lemma zeigt, dass die Verneinung der letzten Bedingung dquivalent
zur Voraussetzung @ ist. |

Korollar 2.3.7 - Konkreter Positivstellensatz

Sei I ein Ideal in R[X7, ..., X,]. Weiterhin seien Polynome g1, ..., g5 € R[ X1, ..., X,.]
gegeben. Es sei P :=XKl[gy,...,gs), W= Z(I) nW(P) und P’:= P/I. Dann gilt fiir
ein Polynom f € R[ X1, ..., X,.]:
(i) f(W) >0 < Es existieren m € Ny und g,h € P’ mit fg= f>" +h,
(ii) f(W) >0 < Es existieren g,h € P’ mit fg=1+h,
(iii) f(W) =0 < Es existieren m € Ny und g € P’ mit f?™ + ¢ =0. O

Beweis. Es gibt uy,...,u;, in R[X1, ..., X,,] mit [ = (uy,...,u). Es ist

W=A{zxeV|g(x)>0,..,9:(x) >0}.

Mit f sei auch ein Reprisentant von f + I € R[X1, ..., X,,]/I bezeichnet.
: Wir definieren

S:={xeR"|gi(x)>0,-f(x) 20, f(z) #0,u(z)=0;i=1,....8;0=1,.... k}.

Die Menge S ist genau dann leer, wenn f (W) > 0 gilt. Mit Satz existieren in
diesem Fall Polynome f € Kg,...,gs,—f], G€ {f"|r €Ny} und h € I mit
f+3+h=0.

Das Polynom f besitzt die Gestalt f = h+ Y7, g;- (-f)! mit h,g; € P. Ist der
Exponent i gerade, fiihren wir den Summanden dem ersten Summanden zu, da er
im Kegel ist. Ist er ungerade, multiplizieren wir den ersten Faktor mit (—f)*! und
erhalten so eine Quadratsumme, die im Kegel liegt. Wir konnen daher 0.B.d.A.
annehmen, dass f = h— gf mit g € P ist. Damit ist

f+3P+h=h-gf+f"+h=0.
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: Wir definieren
S:={xeR"|gi(x)>0,—f(x) 20,y (x) =0 fur alle [ =1,....k;i=1,...,s}.

Hier sei nun f wie oben und g = 1. Der Rest folgt analog.
: Definieren wir
S:={xeR"|gi(x) >0, f(x) 0,y (x) =0 firalle I =1,....k;1=1,..., s},

so folgt der Rest analog mit fe P und je {f"|reNy}. [ |

Der reelle Nulistellensatz

In diesem Unterabschnitt bringen wir ein wichtiges Resultat der reellen alge-
braischen Geometrie an. Mit dem reellen Nullstellensatz charakterisieren wir die
Polynome, die auf einer Varietéit verschwinden.

Definition 2.3.8 - Verschwindeideal
Sei V ¢ R™ eine Menge. Das Ideal

J(V) = {fe R[Xy, ..., X,] | f(z)=0 fir alle z € V}
heifit Verschwindeideal von V. O

Definition 2.3.9 - Reelles Radikal
Fiir ein Ideal I ¢ A sei die Menge

YT = {aeA|a2m+Zb?e]fi'1r ein meNund by,....b. € A}
i1

bezeichnet als das reelle Radikal von I. O

Satz 2.3.10 - Reeller Nullistellensatz
Fiir ein Ideal I € R[X}, ..., X,,] gilt:

J(z(1)) = VI.

Insbesondere sind dquivalent:
(a) J(Z(1)) = 1.
(b) I ist reell. O
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Beweis. Es existieren erzeugende Polynome fi, ..., f € R[ X1, ..., X,] von I. Sei P
der Kegel in R[X1, ..., X,], der von den Polynomen fi,..., fn, = f1, ..., —fm €rzeugt
wird. Dann ist W(P) = Z(I) =: V. Sei zunédchst f € (V). Dann existieren mit
Korollar 2.3.7m € Ny und g € P mit f?™ +¢g=0. Ist m =0, so ist 1 € I und die
Aussage folgt sofort. Im Fall m > 0 besitzt g die Form g = s + h, wobei s eine
Summe von Quadraten und h € I ist, und es folgt: fe V1.

Sei nun f e /1. Dann existieren s,h € R[X1, ..., X,], wobei s eine Summe von
Quadraten und h € [ ist, mit (f2)"™ +s+h=0. Fir x € V gilt also f(z) =0.

Jetzt zeigen wir die Aquivalenz.

= : Ist Y0, fPel= V1, so folgt aus der Definition des reellen Radikals,
dass f; e VT =1 fir alle i = 1,...,r gilt. Also ist I reell.

= : Es ist zu zeigen, dass /T ¢ I gilt. Sei f € ¥/I. Aus der Definition und

der Voraussetzung folgt, dass ein m € N existiert, sodass f™ € I ist. Ist m gerade,
so ist f™/2 € I. Ist m ungerade, so ist f(m*1/2 ¢ I, Induktiv folgt: f e I. |

Insbesondere ist das reelle Radikal in diesem Fall ein Ideal.

2.4 Der Satz von Schmiidgen

In diesem Abschnitt stellen wir den Satz von Schmiidgen vor. Unter der Voraus-
setzung, dass R archimedisch ist, ist ein auf einer beschrankten semialgebraischen
Menge echt positives Polynom f € R[X1, ..., X,,] ein Element aus dem Kegel der
aufspannenden Polynome.

Wir entnehmen die Ausfithrungen dem Vorlesungsskript Reelle algebraische Geo-
metrie 1 € 2 von Netzer, siehe [Net]. Dabei passen wir die Notation der bisher
verwendeten an und beweisen den dort verwendeten Positivstellensatz mittels
einer Umformulierung des formalen Positivstellensatzes Lemma [2.3.4]

Auch in diesem Abschnitt sei A ein kommutativer Ring und R ein reell abgeschlos-
sener Korper.

Beweisidee Nach dem konkreten Positivstellensatz ist f genau dann auf der
Positivstellenmenge eines Kegels P ¢ K[X;, ..., X,,] positiv, wenn ¢, h € P existieren
mit fg =1+ h. Wir zeigen, dass im archimedischen Fall g € N gewahlt werden
kann. Dann folgt sofort f € P.
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Das reelle Spektrum und der abstrakte Positivstellensatz
Definition 2.4.1 - Reelles Spektrum eines Rings
Die Menge

sper(A) := {P c A| P ist Primkegel}

wird als das reelle Spektrum von A bezeichnet. O

Fiir a € A definieren wir eine Abbildung a durch:

a: sper(A) - U Kp
P e Sper(A)

P — a+supp(P).

Durch einen Kegel P ¢ A wird auf natiirliche Weise nach Lemma [2.1.13] eine
Anordnung >p auf Kp definiert.

Bemerkung 2.4.2 Fiir a € A und P € sper(A) gilt:

a(P) 2p 0, genau dann wenn a € P,
a(P) >p 0, genau dann wenn —a ¢ P,

a(P) =p 0, genau dann wenn a € supp(P).

Dies wird an der Konstruktion des Positivkegels von Kp deutlich. (I

Ahnlich wie im vorigen Abschnitt definieren wir:

Definition 2.4.3 - Verschwinde- und Positivstellenmengen
Sei weiterhin U ¢ A eine beliebige Teilmenge. Dann definiert

V(U) := {Pesper(A)|u(P)=p0 fir alle ue U}
die Verschwindemenge von U und
W(U) = {Pesper(A)|a(P) >p0 fir alle ue U}

die Positivstellenmenge von U. U

Fiir eine Teilmenge U ¢ A ist
W(U) = {Pesper(A)|U c P}.

Verschwindemengen koénnen ebenso von den erzeugten Idealen und Positivstellen-
mengen von den erzeugten Kegeln gebildet werden.
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Satz 2.4.4 - Abstrakter Positivstellensatz
Sei a e Aund P c A ein Kegel. Dann sind jeweils aquivalent:
(i) (a) Es gilt: @ >0 auf W(P).

(
(

Beweis. Die Aquivalenzen zwischen (@) und (b) folgen aus Bemerkung m

[DF Wir zeigen mit Hilfe von Lemma die Aussage, indem wir es auf die
folgenden Mengen anwenden:

P:=X[P,-a], M :=M[a] und T :={0}.
Aussage (b) ist dquivalent zu
Es gibt kein Q € sper(A), P ¢ Q mit: a ¢ supp(Q)“.
Mit Lemma existieren p € P,be M,c e I mit
p+b?+c=p+a®™+0=0

und damit ergibt sich die Aussage.
: Die Mengen P und I definieren wir wie oben und M := {1}. Aussage (b) ist
aquivalent zu

Es gibt kein Q € sper(A), P ¢ Q mit: 1 ¢ supp(Q) und 0 € supp(Q)*“,
und mit Lemma existieren p € P,be M und c e I mit
p+b?>+c=p+12+0=0.

(i)} Lemma wenden wir auf die Mengen
P:=P, M:=Mla] und I:={0}
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2 Reelle Algebraische Geometrie

an. Aussage (b) ist dquivalent zu
,Es gibt kein Q e sper(A), P ¢ Q mit: a ¢ supp(Q)*,
also existieren g € P, be M und c € I mit
g+bP+c=g+a®+0=0

und damit folgt die Behauptung. |

Um den Satz von Schmiidgen zu beweisen, kommen wir auch ohne den Begriff
des reellen Spektrums aus, da der abstrakte Positivstellensatz im Folgenden
jeweils nur in der Variante (c¢) benotigt wird. Beachten wir jedoch die Ahnlichkeit
zu Korollar 2.3.7] ist der Zusammenhang zwischen positiven Elementen auf dem
Spektrum und positiven Polynomen bemerkenswert. Tatsichlich kann R™ auf
geeignete Weise mit dem reellen Spektrum identifiziert werden. Wir verweisen
hierzu auf Kapitel 7 in [BCR.

Beschrankte Mengen und archimedische Kegel

Der Satz von Schmiidgen macht eine Aussage iiber Polynome auf beschrankten
Mengen. An welcher Stelle geht | Beschranktheit” ein? Zunéchst ist ein sinnvoll
auf reell abgeschlossene Korper verallgemeinerter Begriff einzufiihren.

Die natiirlichen Zahlen fassen wir als Teilmenge eines geordneten Korpers auf.

Definition 2.4.5 - Beschriankte Mengen

Eine Teilmenge S ¢ R™ heifit beschrdnkt, falls ein r € R existiert, sodass fir alle
Elemente a = (a4, ...,a,) € S gilt: Y7 a? <r. O

Wir werden sehen, dass beschrankte Mengen mit bestimmten Kegeln des Poly-
nomrings identifiziert werden konnen. Diese werden nun eingefiihrt:

Definition 2.4.6 - Archimedische Korper und Kegel

Sei (K, <) ein total geordneter Korper. K heiit archimedisch, falls fur alle a € K
ein r € N existiert mit a <r.

Ein Kegel P ¢ A heifit archimedisch, falls fur alle a € A ein r € N existiert, sodass
gilt: r—aeP. Il
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2.4 Der Satz von Schmiidgen

Falls fiir a € K ein r € N existiert mit a < r, nennen wir a tberschreibbar.

Wir sehen, dass ein Primkegel P ¢ A genau dann archimedisch ist, wenn Kp
archimedisch ist. Insbesondere ist der Korper der reellen Zahlen archimedisch. Im
archimedischen Fall kann der abstrakte Positivstellensatz 2.4.4l konkreter formuliert
werden:

Satz 2.4.7 - Archimedischer Positivstellensatz
Sei P ¢ A ein archimedischer Kegel und a € A. Dann sind dquivalent:
(a) a>0 auf W(P).
(b) Es existieren k € N und h € P mit ka =1+ h. O

Beweis. [(0)|={(a)} Satz[2.4.4
[(a)] =] ()} Nach Satz gibt es g, h € P mit ga = 1 + h. Nach Voraussetzung

wissen wir, dass natiirliche Zahlen [, m existieren mit [ — g€ P,a+m € P. Sei

Q = {(s,r)|seN,reZ,sa+reP}.
Fir (s,r)e@, r >0, ist
(sl)a+(rl-s)=(l-g)(sa+r)+s(ga-1)+rge P,

also ist (sl,7l - s) € Q). Bestimmen wir ausgehend von (1,m) € Q) weitere Elemente
in @, erhalten wir:

(I,ml-1)eQ,
(12,ml*-21) € Q,

(1e,mle—el“ ') eQ

fiir e < ml. Fur e = ml gilt: mi® —el¢=! = 0. Also erhalten wir fiir e = ml + 1, dass

gilt: (1M1 ™) € Q. Mit Beispiel ist la—1¢€P. u

Lemma 2.4.8 - Archimedische Eigenschaft von Polynomkegeln

Sei K ein archimedischer Kérper und P ¢ K[Xj,..., X,,] ein Kegel. Dann sind
aquivalent:

(a) P ist archimedisch.
(b) Es existiert ein r € N mit r— Y, X2 € P. O
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2 Reelle Algebraische Geometrie

Beweis. [(a)|={(0)} Per Definition.
@ a@: Koeffizienten von Polynomen sind nach Voraussetzung tiberschreibbar,
das heif3t, die Differenz zu mindestens einer natiirlichen Zahl ist Element des

Kegels P. Weiterhin gilt:

Schritt 1: Variablen sind tiberschreibbar.
Fir j=1,...,n gilt:

1 2 n n

(r+1)zX; = %+(§iX]~) +(T—ZX1-2)+ZX1-2 eP.
=1 i=1
[E]

Schritt 2: Uberschreibbarkeit von Summen und Produkten.
Es seien f, g€ K[X,..., X, iiberschreibbar und k, € N so gewéhlt, dass k + f € P
und [ + g € P sind. Fiir die Summe und das Produkt gilt:

(k+1)=(f+g)eP,
Bkl—fg=(k+f)(U-9)+k(l+g)+1(k-f) €P.

Induktiv folgt, dass beliebige Polynome tiberschreibbar sind. |

Satz 2.4.9 - Archimedische Kegel
Sei R ein archimedischer reell abgeschlossener Kérper und fi, ..., fs € R[ X1, ..., X,,].
Es sei P:=X[f1,..., fs]. Dann sind dquivalent:

(a) Der Kegel P ist archimedisch.
(b) Die Menge W(P) ist beschrénkt in R™. O

Beweis. [(a)|={(0)} Der Kegel P ist archimedisch. Es existieren daher ein r € N
und ein ¢ € P mit r - Y7, X2 = ¢. Sei y = (y1,...,yn) € W(P), dann gilt die
Ungleichung r - Y7 y2 = t(y) > 0 und damit ist r > Y7, y2.
[(0)]={ (a)} Wir werden die Archimedizitit von P auf die eines kleineren Kegels
zuriickfithren. Dazu wihlen wir zunéchst eine Schranke r € N mit r > Y7, y? fiir
alle y = (y1, ..., yn) € W(P). Das Polynom p (Xi,..., X,,) :==r - Y., X7 ist auf der
Menge W(P) echt positiv.
Mit Korollar [2.3.7] existieren g,h € P mit pg = 1 + h. Da Kegel alle Quadrate
enthalten, gilt:

(1+h)p = gp* € P.

Bezeichnen wir mit 7 den Kegel, der von p erzeugt wird, gilt weiterhin:

(1+h)T0 c P.
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2.4 Der Satz von Schmiidgen

Da Ty nach Lemma [2.4.8] archimedisch ist, existiert ein s € N mit s — h € Ty. Damit
ist

(1+s)(s=h) = (1+h)(s=h)+(s-h)* € P,
also ist auch s—h € P. Weiterhin ist p+hr = p+hp+h Y7y X? € P. Zusammenfiihren
der Ergebnisse ergibt:

r(l+s)->. X2 =rs+p = (p+hr)+r(s—h) € P.

i=1

Damit ist der Kegel P auch archimedisch. [

Der konkrete archimedische Positivstellensatz

Mit dem Satz von Schmiidgen beschliefen wir dieses Kapitel. Er ist ein Pendant
zum reellen Nullstellensatz, da er die Polynome charakterisiert, die auf einer
Positivstellenmenge echt positiv sind.

Satz 2.4.10 - Schmiidgen; Konkreter archimedischer Positivstellensatz

Sei R ein archimedischer reell abgeschlossener Korper, fi, ..., fs € R[X1,..., X,].
Die Menge W(P) mit P = K[fi, ..., fs] sei beschrankt in R". Dann gilt fiir ein
Polynom p € R[X1, ..., X,,]: Ist p > 0 auf W(P), dann ist p € P. O

Beweis. Es sei p >0 auf W(P). Mit Korollar folgt, dass g, h € P existieren
mit pg = 1+h. Mit Satz[2.4.4ist p > 0 auf W(P). Da P mit Satz archimedisch
ist, folgt aus dem archimedischen Positivstellensatz [2.4.7, dass k € N und ¢t € P
existieren mit kp =1+ t. Division durch % ergibt:

_1+t
p_ k?

und damit ist p € P. [ |
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3 Konvexe Geometrie

Der Grundbegriff dieses Kapitels ist der der konvexren Menge in einem Vektor-
raum. Wir werden verstehen, welche Strukturen einer beliebigen Menge bei der
Bildung der konvexen Hiille erhalten bleiben und wie sich konvexe Mengen unter
topologischen Operationen, wie der Bildung eines Abschlusses, verhalten.

Angefangen von der konvexen Hiille von endlich vielen Punkten, den Polytopen,
iiber Polyeder, die man als Summe von Polytopen mit Kegeln schreiben kann,
stellen wir den Begriff des Spektraeders, die die Charakterisierung von Polyedern
iiber Schnitte von Losungsmengen affiner Ungleichungen verallgemeinert, vor. Im
Speziellen untersuchen wir die Stabilitdt von Spektraedern unter affinen Transfor-
mationen. Wir stellen fest, dass projizierte Spektraeder semialgebraische Mengen
sind, sich also als Losungsmenge endlich vieler polynomialer Ungleichungen schrei-
ben lassen.

Im zweiten Abschnitt befassen wir uns zunédchst mit einer verallgemeinerten
Darstellung von dualen Kegeln. Danach charakterisieren wir die konvexen Mengen,
die ein nichtleeres Inneres in einem affinen Teilraum, welches wir relatives Inneres
nennen, besitzen. Es zeigt sich, dass die Existenz eines nichtleeren relativen Inneren
nur in endlichdimensionalen Vektorrdumen gesichert werden kann. In diesem Fall
konnen wir Abschliisse mit der Bildung des relativen Inneren vertauschen. Dies
fithrt zu einem abschlieBenden Satz, der eine Beziehung zwischen dem Schnitt eines
Kegels mit einem Teilraum, dessen Dual und der Projektion auf den topologischen
Dual des Teilraums herstellt.

Die Betrachtungen meist struktureller, aber auch technischer Natur werden in Ka-
pitel 4] fiir den Beweis, dass Thetakorper projizierte Spektraeder sind, benotigt.

In diesem Kapitel bezeichnet V' einen Vektorraum tiber R.
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3 Konvexe Geometrie

3.1 Polyeder, Spektraeder und Kegel

In diesem Abschnitt erinnern wir an Grundbegriffe der konvexen Geometrie und
fithren den Begriff des Spektraeders ein. Dazu notieren wir zundchst grundlegende
Definitionen zu symmetrischen und positiven Matrizen. Im Kontext einer kurzen
Einfithrung zu konvexen Mengen bringen wir einige Aussagen zum Abschluss einer
konvexen Hiille an. Eingebettet in einen Rahmen aus Aussagen tiber Polyeder
stellen wir danach Spektraeder vor. Zuletzt bringen wir Kegel in Vektorraumen
mit Anordnungen in Verbindung. Dies bereitet den néchsten Abschnitt vor.

Die Aussagen zu positiv semidefiniten Matrizen finden sich in [BPT]. Eine gute
Referenz hierfiir ist [HuWi|. Die Sétze zu konvexen Mengen stammen aus [Sch|. Die
Aussagen zu Polyedern und Spektraedern entnehmen wir [BPT]. Die Definition und
Beispiele zur allgemeinen Einfithrung iiber Kegel und angeordnete Vektorraume

sind [BPT] und |GaMa) entlehnt.

Matrizenklassen und Positivitat

Eine reellwertige Matrix A = (a;;)1<i j<n € My (R) heiit symmetrisch, falls a; ; = a;;
fir alle 1 < 4,5 < n gilt. Der Raum der symmetrischen Matrizen in M, (R)

bezeichnen wir mit §,,. Eine symmetrische Matrix A € §,, heifit positiv semidefinit,
falls fiir alle € R® die Ungleichung

2t Ax > 0

erfiillt ist. Wir schreiben in diesem Fall A > 0. Den Raum der positiv semidefiniten
Matrizen bezeichnen wir mit 8}. Eine Matrix ist genau dann positiv semidefinit,
wenn ihre 2" — 1 Hauptminoren nicht negativ sind. Weiterhin heifit eine symmetri-
sche Matrix A € 8, positiv definit, falls fir alle x € R, x # 0, die Ungleichung

' Ax > 0

erfillt ist. Wir schreiben dann A > 0. Eine Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn ihre n leitenden Hauptminoren positiv sind. Ferner bezeichnen wir mit O,,
den Raum der orthogonalen n x n-Matrizen mit reellen Eintréagen.

Konvexe Mengen, affine Raume und Polyeder

Eine Teilmenge C' € V heifit konvez, falls fur alle v,w € C und A € [0,1] die
Konvexzerlegung Av + (1 — M\)w ebenfalls Element von C ist. Falls C' ¢ V' konvex
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3.1 Polyeder, Spektraeder und Kegel

ist und fiir ein v € C gilt, dass v keine echte Konvexzerlegung zweier verschiedener
Punkte aus C' ist, bezeichnen wir v als Extremalpunkt von C. Die Menge aller
Extremalpunkte von C' wird mit ext(C') bezeichnet. Ist S ¢ V eine beliebige
Menge, bezeichnen wir den Schnitt aller konvexen Mengen in V', die S enthalten,
mit co(S) beziehungsweise als die konvexre Hiille von S.

Nun konzentrieren wir uns auf den Spezialfall V' = R".

Mengen, die sich als Summe eines linearen Teilraums mit einem Vektor schreiben
lassen, also von der Form

k
ro+R-(r1 - o) +... + R (z, —19) = {Z)\le

1=0

)\0+...+>\k:1}

mit xg, T, ...,2; € R? sind, bezeichnen wir als affine Teilrdume von R". Wenn
das System ((z1— o), ..., (zx — o)) linear unabhéngig ist, heifit (zg,z1,...,zx)
affin unabhdngig. Die Dimension eines affinen Unterraums kann sinnvoll durch
die Dimension des linearen Teilraums R (21 — xo) + ... + R+ (23 — zo) beschrieben
werden.

An dieser Stelle fithren wir zwei niitzliche Sétze an. Sie erlauben uns, zu charakteri-
sieren, wann die konvexe Hiille von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen
ist.

Satz 3.1.1 - Carathéodory

Ist M cR" eine Menge und z € co(M), so ist 2 Konvexkombination von affin un-
abhingigen Punkten von M. Insbesondere ist es moglich, z als Konvexkombination
von hochstens n + 1 Punkten zu schreiben. 0

Beweis. Es existieren \g,..., A\ >0, Zf’;o A =1, und zg, ..., x5 € M mit x = Zf:o i
Wir wéhlen £ minimal.

Behauptung: Das System (z, ..., x) ist affin unabhangig.

Beweis: Wir nehmen an, dass (zo,...,x;) affin abhéngig ist, und folgern einen
Widerspruch. Es ist dann das System ((z1 — ), ..., (xx — 7o) ) linear abhéngig, das
heifit, es existieren ay, ..., ax € R*"\{0} mit Zf:o a;x; =0 und Zf:o a; = 0. Wahlen
wir 0 < s < k derart, dass As/as positiv und kleinstmoglich ist, erhalten wir eine
Darstellung von x als Konvexkombination von k& Punkten:

k
xr = Z ()\Z — %CI@) Z;.

S

Dies ist aber unmoglich. o
Damit ist k& < n.
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3 Konvexe Geometrie

Jetzt charakterisieren wir, wie sich Abschliisse und konvexe Hiillen zueinander
verhalten:

Satz 3.1.2 - Abschluss und konvexe Hiille
Fiir eine Menge M ¢ R” gilt: co(cl(M)) < cl(co(M)). Ist M beschrénkt, gilt die
Gleichheit. Insbesondere ist die konvexe Hiille kompakter Mengen kompakt. [

Beweis. Es sei z = Y%, \iz; € co(cl(M)) mit zq, ...,z € cl(M) und geeigneten
Faktoren Ay, ..., A\, >0, Y5, \; = 1. Sei € > 0. Es existieren m; € M mit |z; — m;| < e.
Damit ist m := Y7, \im; € co(M) und |z —m/| < . Daraus folgt: = € cl(co(M)).
Sei nun M beschrankt. Dann ist die Menge

n+1
K := {(Ala"'a>\n+1ax17"'axn+1) >\17"'a)\n+1 2 07 Z >\7, = ]-7 T1y-5 Tptl ECI(M)}
i=1

kompakt und das Bild von K unter der Abbildung

n+1

2n+2 n
R - R", (>\17---,)\n+17$17---,$n+1) = Z&'%z‘
i=1

nach Satz gleich co(cl(M)). Also ist co(cl(M)) kompakt. Damit gilt
cl(co(M)) < cl(co(cl(M))) = co(cl(M))

und die Aussage ist bewiesen. |

Die konvexe Hiille einer abgeschlossenen Menge ist im Allgemeinen nicht abge-
schlossen. Als Gegenbeispiel bringen wir die konvexe Hiille einer Geraden und
eines Punktes mit echtem Abstand von der Geraden in der Ebene an.

Ein Polyeder P < R"™ ist eine Menge der Form
P ={zeR"| Furallei=1,....k gilt: (y;,2) <b;},

wobei ¥y, ...,y € R?, by,....,b, € R und k € N beliebig gewédhlt werden konnen.
Aus der Definition folgt, dass Polyeder konvex und abgeschlossen sind. Ist ein
Polyeder beschrankt, sprechen wir von einem Polytop. Nach dem Theorem von
Minkowski- Weyl ist ein Polyeder P als Summe einer konvexen Menge und eines
Kegels (siehe Definition endlich erzeugt, siehe [Zie]. Es existiert also eine
Darstellung
l
P = co(xy,...,xp) + {Z iV

i=1

Ay N 20}
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3.1 Polyeder, Spektraeder und Kegel

mit Elementen x4, ..., Zk, Y1, ...,y € R®. Diese Charakterisierung liefert ein gutes
Mittel zum Umgang mit und zur bildlichen Vorstellung von Polyedern. Wir sehen
beispielsweise sofort, dass Polytope genau die konvexen Hiillen von endlich vielen
Punkten sind.

Wir wollen im Folgenden eine mehr generalisierte Klasse von Teilmengen des
Vektorraums R” betrachten.

Spektraeder

Jetzt kommen wir zur Definition von Spektraedern.

Definition 3.1.3 - Spektraeder

Eine Teilmenge S € R™ heifit Spektraeder, falls ein m € N existiert mit:

S = {(131, ,xn) e R"

AO + zn:AZQIZ > O},
1=1

wobei A, ..., A, € 8,, sind. Weiterhin bezeichnen wir das Bild p(S) unter einer
orthogonalen Projektion p: R™ — R™ als projizierten Spektraeder. U

Ein Spektraeder ist eine konvexe und abgeschlossene Menge.

Bemerkung 3.1.4 Fir A€S§,, und B € §; sind dquivalent:
(a) Ae8} und Bes;.

(5 )i

Damit konnen zwei Matrixungleichungen der Form
Ao+ Y Aiz; =0 und By+ ) Bz >0,
i=1 i=1
mit Ag,..., A, €8,, und By, ..., B, € 8, zu einer zusammengefasst werden:
Ay O A0
( 0 B )+;( 0 B ):cZ > ().

Spektraeder konnen also auch als Losungsmenge endlich vieler Matrixungleichun-
gen geschrieben werden. O
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3 Konvexe Geometrie

Beispiel 3.1.5
(1) Nach der vorangehenden Bemerkung sind Schnitte von Spektraedern
wieder Spektraeder. Konvexitét ist nicht stabil unter Vereinigungen,
daher ist die Vereinigung zweier Spektraeder im Allgemeinen kein
Spektraeder mehr.
(2) Polyeder und insbesondere endlich erzeugte konvexe Mengen sind
Spezialféille von Spektraedern: Definieren die linearen Ungleichungen

(yi,x) < b; mit y; e R" b eR, i=1,...,k,
einen Polyeder, wird dieser durch die Matrixungleichung

bl 0 n (yl )j 0
S > 0,

0 b ) L 0 (yx)!

welche durch diagonale Matrizen gebildet wird, beschrieben.
(3) Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe
(7))
Y 1+z

ist ein Spektraeder. O

{(fv, y) e R?

1—x2—y220}:{(x,y)€R2

Im Folgenden wollen wir die Invarianz von Spektraedern unter affin-linearen
Transformationen untersuchen.

Proposition 3.1.6 - Invarianz von Spektraedern
Ist S ¢ R ein Spektraeder, A € M, (R) invertierbar und ¢ € R", so sind auch die
Mengen A(S) und S+t Spektraeder. O

Beweis. Der Spektraeder S sei gegeben wie in Definition [3.1.3] dann ist
A(] + Z (Z Ai(A_l)i’j) ZEj} ,
AN

AS:{xeR”

1

S+t:{xeR”

Spektraeder sind damit insbesondere unter Drehspiegelungen invariant. |

Unter beliebigen affin-linearen Transformationen bleiben Spektraeder nicht invari-
ant, da projizierte Spektraeder im Allgemeinen keine Spektraeder sind:

66



3.1 Polyeder, Spektraeder und Kegel

(103 2o 1)
[ (7 1)

={(z,y) eR?*| 220, 2y -1>0}

Beispiel 3.1.7 Die Menge

S = {(a:,y) eR?

ist ein Spektraeder, aber das Bild unter der Projektion 7 auf die erste Koordinate,

7(S) ={x e R|Es gibt ein y ¢ R mit z >0, zy—1>0}
={zreR|z>0},

ist nicht abgeschlossen, also kein Spektraeder. 0

Da positiv semidefinite Matrizen iiber ihre Hauptminoren beschrieben werden
konnen, siehe Seite sind Spektraeder semialgebraische Mengen. Fiir projizierte
Spektraeder gilt dies auch. Dies folgt direkt aus einem Korollar des Transferprinzips
von Tarski-Seidenberg:

Proposition 3.1.8 - Projizierte Spektraeder sind semialgebraisch

Ist S € R” ein projizierter Spektraeder und p : R* — R” eine orthogonale Projektion,
so ist das Bild p(.S) eine semialgebraische Menge. O

Beweis. Fiir eine orthogonale Projektion der Form 7 : R*** - R* (x,y) ~ x, folgt
die Behauptung direkt aus der Aussage, dass projizierte semialgebraische Mengen
selbst wieder semialgebraische Mengen sind, siehe Satz[2.3.2] Nach Proposition [3.1.6]
sind Spektraeder unter orthogonalen Transformationen invariant. Eine einfache
Uberlegung zeigt, dass dies auch fiir semialgebraische Mengen gilt. Daraus folgt
die Aussage fiir beliebige orthogonale Projektionen. [

Wahrend die Anzahl der Polynome, die einen Spektraeder als semialgebraische
Menge beschreiben, durch die Anzahl der Hauptminoren beschrankt ist, kann die
Anzahl der die Projektion beschreibenden Polynome sehr grofi werden. Um einen
Eindruck zu bekommen, machen wir uns zunéachst klar, dass ein Vorgehen wie
im Beweis von Satz auf Seite [46] fordert, dass die Projektion in Hintereinan-
derausfithrungen von Projektionen der Kodimension Eins zerlegt wird. Fiir jede
dieser Faktoren ist eine endliche Familie von beschreibenden Polynomen separat
zu bestimmen. Selbst diese Bestimmung ist sehr komplex, was in der Komplexitét
der Signaturabbildung, siehe Korollar auf Seite [0 begriindet ist.

67



3 Konvexe Geometrie

Kegel und angeordnete Vektorraume

Definition 3.1.9 - Kegel in Vektorraumen

Eine Teilmenge K c V' heifit Kegel, falls sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(i) Sind v,w € K, dann gilt: v+ w € K.
(ii) Ist ve K und X e R}, dann gilt: v e K.

Falls K n(-K) = {0} gilt, bezeichnen wir K als echten Kegel.
Im Fall Ku(-K) =V bezeichnen wir K als erzeugenden Kegel. 0

Der groite Teilraum von V' in K ist K n(—=K) und der kleinste Teilraum tiber K
ist K - K.

Das Gegenstiick dieser Definition, Kegel kommutativer Ringe, findet sich auf
Seite 23] in Kapitel 2] Der Terminus Kegel ist somit in dieser Arbeit vom aktuellen
Kontext abhéngig. Trotz der Unterschiede gibt es strukturelle Gemeinsamkei-
ten. Auch hier sind Kegel immer als Positivkegel von speziellen Ordnungen zu
verstehen:

Definition 3.1.10 - Angeordneter Vektorraum

Ein Vektorraum V heifit angeordnet, falls V' ein total geordneter Vektorraum
ist, d.h. ein Vektorraum, auf dem eine reflexive, antisymmetrische und transitive
Relation < existiert, sodass alle Elemente vergleichbar sind, und fiir alle v,v",w e V'
gilt:

(i) Ist v < ', dann v +w < V' + w,

(ii) Ist 0 <v und A e R}, dann 0 < Awv.

Der Positivkegel P von V ist die Menge P:={veV |0<v}. O

Wir sprechen auch von einer Anordnung auf eine Vektorraum.
Die Bedingung [(i)| ist aquivalent zu:

Sst v <w, v <w', dann gilt: (v+0") < (w+w")*
fir alle v, 0", w,w" e V.

Proposition 3.1.11 - Kegel sind Postitivkegel
Es gibt eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen

(a) Echten erzeugenden Kegeln von V|
(b) Positivkegeln einer Anordnung von V. O
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Beweis. Ist K ¢V ein Kegel, dann definiert v < w <> w —v € K fiir v,w € V eine
reflexive und transitive Relation auf V, die die Bedingungen [(i)| und erfiillt.
Ist K echt, so ist < antisymmetrisch. Die Totalitat folgt, falls K erzeugend ist.
Umgekehrt ist ein echter erzeugender Kegel fiir eine Anordnung (V, <) gegeben
durch {w-v |v,w eV, v <w}. Die Abbildung ist eineindeutig. |

Ist (v;),.; eine Familie von Elementen in V', bezeichnen wir mit X ((v;),.;) den
Schnitt aller Kegel von V, die (v;),.; enthalten. Es gilt:

X ((Ui)ief) = {Z AiU;

iEIO

Iogj,#[0<007)\i>0fﬁr alleie]o}.

Wir nennen X ((v;),.;) den erzeugten Kegel von (v;),;-

Beispiel 3.1.12

(1) Die Menge der positiv semidefiniten Matrizen 8} ist ein echter Kegel
in den symmetrischen Matrizen §,, und induziert die Ordnung >.

(2) Beliebige Schnitte von Kegeln sind Kegel.

(3) Endliche Summen von Kegeln sind Kegel.

(4) Sind K ¢V und L ¢ W Kegel in R-Vektorrdumen V und W, so ist
die direkte Summe K @ L ein Kegel in V & W. U

In den folgenden Kapiteln werden vor allem Kegel, die durch quadratische Polyno-
me erzeugt werden, von Bedeutung sein.

3.2 Duale Kegel und das relative Innere

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Aussagen iiber den Schnitt von Kegeln mit linearen
Teilrdumen zu machen. Dazu untersuchen wir die topologischen Eigenschaften
konvexer Mengen und tibertragen sie auf Kegelschnitte.

Zunéachst stellen wir in einem allgemeinen Rahmen lokalkonvexe Vektorrdume
vor, um dann im Speziellen duale Kegel von Teilmengen eines lokalkonvexen
Vektorraums zu studieren. Es ist nur dann gesichert, dass konvexe Mengen ein
nichtleeres relatives Inneres besitzen, wenn der zu Grunde liegende Vektorraum
von endlicher Dimension ist. Diesen Fall betrachten wir néher.

Dieser Abschnitt orientiert sich an den Unterabschnitten 5.2.1 und 7.2.2 der
Publikation [BPT]. Hier werden die Begriffe auf duale Kegel in lokalkonvexen
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Vektorrdumen verallgemeinert. Eine Einfithrung in die Theorie lokalkonvexer Vek-
torrdume liefert Kapitel VIII in [Wer]. Die Aussagen im vorletzten Unterabschnitt
iiber das relative Innere von konvexen Mengen entnehmen wir im Wesentlichen
der Publikation [Rod].

Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel bemerkt, bezeichnet V' einen Vektorraum
iitber R. Die Aussagen des ersten Unterabschnitts konnen problemlos auf einen
Vektorraum mit komplexen Skalaren verallgemeinert werden. Aus technischen
Griinden setzen wir V # {0} voraus.

Lokalkonvexe Vektorraume

Im Folgenden sei V' lokalkonvez, das heifit, V' sei ausgestattet mit der durch eine
Familie von Halbnormen P induzierten Topologie T5. Die Halbnormen P seien
separierend beziehungsweise Tp hausdorffsch.

Eine Umgebungsbasis von x € V' besteht aus endlichen Schnitten von offenen
Mengen der Form

Uep(z) = {yeV[ply-r)<e}

fir € >0 und p € P. Wir bezeichnen den Schnitt von U, ,, (z), ..., Uz, (z) fir Halb-
normen py, ..., p; € P mit U, ,, . ,, (). Da eine Halbnorm eine konvexe Funktion
ist, enthélt jede Umgebung von z eine konvexe Umgebung. Eine Nullumgebung
ist absorbierend.

Mit V* bezeichnen wir den topologischen Dual von V:
V* = {f:V > Rlinear | f stetig beziiglich Tp}.

Nach dem Satz von Hahn-Banach ist V* eine separierende Menge fiir V. Damit
bildet (V,V*) ein duales Paar. Auf V* betrachten wir die lokalkonvexe Topologie,
die durch die Auswertungen

0: V> [0,00), fr[f(v)]

fir v e V induziert wird. Fir diese Topologie schreiben wir kurz: o (V*, V). Wir
bezeichnen sie als schwach-x-Topologie, falls eine Norm existiert, die Ty induziert.
Es gilt in diesem Fall:

(V* o (V, V) = V.

Dabei enthélt die Menge auf der linken Seite der Gleichung alle linearen Funktionale
auf V*_ die stetig beziiglich der Topologie o (V*,V) sind.
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Es sei W ein weiterer lokalkonvexer Vektorraum tiber K und ¢ : V' — W linear
und stetig. Dann bezeichnen wir mit

et W= V" [ fop
die Adjungierte von ¢. Es ist leicht zu sehen, dass die Adjungierte stetig ist.
Der Annihilator eines abgeschlossenen linearen Teilraums L €V ist

L't == {feV*| Furallele L gilt: f(1)=0}.

Es gilt:
(L*,0 (L*,L)) =z (V*/L*, o (V*,V)7) (3.2.1)

wobei 2 die Gleichheit der beiden topologischen Vektorrdume und o (V*, V)" die
durch o (V*,V) induzierte Topologie auf V*/L*, definiert durch die separierende
Familie von Halbnormen

o: V*[L* > [0,00), f+L*~|[f(v)]
flir v € L, bezeichnet.

Proposition 3.2.1 - Adjungierte der Inklusion

Ist L €V ein abgeschlossener linearer Teilraum und ¢ : L — V' die Inklusion, dann
ist die Adjungierte +* gleich der Projektion 7y, : V* - V*/L*. U

Beweis. Die Adjungierte
2 Vs LY fe[foir: LR, I flp(1)]

bildet f e V* auf f|, € L* ab. Dieser Abbildung entspricht f + L+ € V*/L* geméaf
Gleichung |

Bidualitat von dualen Kegeln

An dieser Stelle fithren wir eine Verallgemeinerung von Annihilatoren ein:

Definition 3.2.2 - Duale Kegel
Fiir eine beliebige Menge M c V' bezeichnet

M* = {feV*| Fir alle me M gilt: f(m) >0}
den zu M dualen Kegel. ([l
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Duale Kegel sind abgeschlossene Kegel in V*. Der duale Kegel eines abgeschlossenen
linearen Teilraums L €V ist der Annihilator L*.

Weiterhin konnen duale Kegel als Positivstellenmenge einer beliebigen Teilmenge
des Duals (V*)" = V interpretiert werden. Im Kontext der algebraischen Geometrie
lasst die Bildung von Verschwindemengen der Verschwindeideale alle Zariski-
abgeschlossenen Mengen invariant. Fiir den Dual eines dualen Kegels gilt ein
vergleichbares Resultat:

Proposition 3.2.3 - Bidualitat
Fiir eine Menge M c V' gilt:
(i) (K(M))* = M*,
(i) (cl(M))* = M*,
(iii) cl(K(M)) = (M*)*. O

Beweis. , : Die Menge, auf der ein Element in V* nicht negativ ist, bildet
einen abgeschlossenen Kegel in V.

Wir zeigen die Aussage: K = (K ‘*)ﬁ, falls K ein abgeschlossener Kegel in V'
ist. Die allgemeine Aussage folgt dann aus |(i)| und . Zunachst gilt: K ¢ (K *)*,
da k € K eindeutig mit dem stetig linearen Funktional

B VSR, fe f(R),

identifiziert werden kann und k € (K*)* ist. Es bleibt die andere Inklusion zu
zeigen. Sei K # V und z € V\K. Nach einem funktionalanalytischen Trennungssatz
gilt, dass t €e R und ¢ € V* existieren mit

p(z) <t < (k)

fir alle k€ K. Da 0 € K ist, folgt: ¢t < 0. Es gilt also die Ungleichung

2(p) = o) <0 < @(k).

Daraus folgt: & ¢ (K*)*. [ |

Abgeschlossene Kegel sind also unter der Bildung des Duals invariant.
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Das relative Innere

nnere einer konvexen nge i T, wenn inen n affinen Teilraum
Das Innere einer konvexen Menge ist leer, wenn es einen echten affinen Teilra
gibt, in dem sie enthalten ist. Um in einem solchen Fall dennoch von einem
sInneren“ sprechen zu kénnen, fiihren wir den Begriff des relativen Inneren ein:

Definition 3.2.4 - Relatives Inneres
Fiir eine Menge M c V' bezeichnet
Vi = N L
McLeV

L ist abg. affiner Teilraum

die affine Hiille von M. Die affine Hiille sei mit der Teilraumtopologie ausgestattet.
Weiterhin sei

relin(M) := {m e M | Es gibt eine Umgebung U < V), von m mit U ¢ M}

das relative Innere von M.

Proposition 3.2.5 - Ist M cV eine Menge, dann gilt:
(i) Die affine Hiille von M ist abgeschlossen und affin. Im Fall 0 € M ist

Vs = cl(span(M)), also insbesondere linear.
(ii) Das relative Innere ist translationsinvariant: relin( M )+v = relin( M +v)

firveV.
(iii) Falls relin(M) # @, enthalt M ein Geradenstiick.
(iv) Ist M offen und nichtleer, gilt V3, = V.
v) Ist relin(M) # @, so ist Vjy =V genau dann wenn relin(M) = in(M).
(vi) Ist relin(M) # @ oder M =@, gilt Vis = Vielin(ar)- O

Beweis. , : Aus der Definition folgt, dass (Vis) + v = Vi, gilt. Ein affi-
ner Teilraum ist genau dann ein linearer Teilraum, wenn die Null enthalten ist.
Andernfalls betrachten wir M’ := M —m fiir ein m € M und benutzen die Transla-

tionsinvarianz.

(i)} Dies folgt aus [(D)}

: Wir nehmen an, dass M eine Nullumgebung ist. Da M absorbierend ist, gibt
es fiir v € V einen Faktor A e R, A # 0, mit Av e M c V). Also ist V ¢ V).

Die erste Implikation folgt direkt aus der Definition. Falls relin(M) = in(M)
nichtleer ist, enthélt M eine offene Menge. Damit gilt nach [(iv)} Vi, = V.

Ist M leer, folgt die Aussage sofort. Es habe nun M ein nichtleeres relatives
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Inneres. Im Fall Vy; = V gilt relin(M) = in(M) # @. Das Innere von M enthélt also
eine in V' nichtleere und offene Menge. Mit folgt, dass Vietin(ar) = Vinary = V.
Im allgemeinen Fall ist das relative Innere von M gleich dem Inneren iny,, (M)
von M beziiglich der Teilraumtopologie auf V). Dieses enthélt eine beziiglich Vi,
nichtleere offene Menge. Also ist Vielin(ar) = Viny,, () = (VM)iHVM( wy = V. [ |

Das relative Innere konvexer Mengen

Der Abschluss einer konvexen Menge C' € V' ist als Schnitt von Summen konvexer
Mengen konvex:

CI(C) = m C+ EBLpl ..... pk(O)
>0
Py, Pk € iP

Das relative Innere ist auch konvex:

Lemma 3.2.6 - Konvexitat des relativen Inneren
Sei C' €V eine konvexe Menge, x € relin(C') und y € cl(C'). Dann gilt:

(1-XNzx+ Ay € relin(C)
fir 0 <A< 1. U

Beweis. Nach Proposition geniigt es, den Fall Vo = V' zu betrachten. Dann
gilt: relin(C') = in(C). Sei A € [0,1), z € relin(C) und y € cl(C). Wir wahlen
eine Teilmenge py,...,pr € P und 6 > 0, sodass By, ., (2) € relin(C). Da y im
Abschluss liegt, ist in jeder Umgebung von y ein Element von C' enthalten. Es gilt
insbesondere y € C' +¢B fiir alle ¢ >0 und B := By, ,,(0). Also ist

(1-XN)zx+ X y+eB

N

(1-XNz+A(C+eB)+eB
(1-A)(z+e(1+A)(1-A)"'B))+AC
(1-N)C+XC=C

N

fiir einen geniigend kleinen Wert von e. Also ist (1 - A)z + Ay € relin(C). |

Diese Folgerung ergénzt die Uberlegung, dass konvexe Hiillen abgeschlossene
Mengen im Allgemeinen nicht invariant lassen, siehe Abschnitt [3.1] um eine
positive Aussage fiir offene Mengen:

Korollar 3.2.7 - Die konvexe Hiille einer offenen Menge ist offen. O
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Beweis. Sei U ¢ V offen und nichtleer. Dann ist V;; = V und co(U) = Ruin(co(U)),
wobei R :=co(U)\in(co(U)) den Rand der konvexen Hiille von U bezeichnet. Es
seien z,y € co(U) und 0 < A < 1, sodass Az + (1 - \)y € R. Nach Lemma muss

sowohl z als auch y Element des Randes sein. Damit ist co(U)\R wieder eine

konvexe Obermenge von U. Es folgt: R =@. |
Lemma 3.2.8 - Eine nichtleere konvexe Menge in R” besitzt ein nichtleeres
relatives Inneres. U

Beweis. Wir nehmen zunéchst wieder an, dass V = V¢ gilt, und fiihren den
allgemeinen Fall auf diesen zuriick. Es existiert eine Teilmenge cg, ¢y, ...,c, € C,
sodass das System c¢; — ¢, ...,c, — ¢ linear unabhéngig ist. Die konvexe Hiille
der Punkte cg,cq,...,c, ist wieder in C enthalten. Wenden wir eine geeignete
affine Transformation x — Ax + b fir A ¢ M,,(R), b € R?, auf diese Menge an,
kénnen wir annehmen, dass die Ecken dieser konvexen Menge mit den kanonischen
Einheitsvektoren iibereinstimmen. Daran sehen wir leicht, dass die Menge ein
nichtleeres Inneres besitzt. |

Diese Aussage gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn der Vektorraum nicht von end-
licher Dimension ist. Konvexe Mengen kénnen also in gewisser Weise ,ausgediinnt®
werden:

Beispiel 3.2.9 Wir setzen V := (2(N) als den Raum der reellwertigen quadratsum-
mierbaren Folgen, versehen mit der 2-Norm |-|,, und C':= F(N) als den Unterraum
der finiten Folgen. Dann ist cl(C') =V, also Vo = V.

Behauptung: Es ist in(C') = @.

Beweis: Fiir f = (fn)neny € C und € > 0 existiert eine Folge fi= (fn +e- @ . l) o

sodass f keine finite Folge ist, aber Hf - fH2 = ¢ gilt. o
Da relin(C') = in(C') gilt, ist das relative Innere der finiten Folgen leer. O

In speziellen Fallen kann jedoch gesichert werden, dass ein Element im Inneren
existiert. Nach [Bro| folgt aus dem Baireschen Kategoriensatz, dass eine absolutkon-
vexe, abgeschlossene und absorbierende Teilmenge eines Banachraums zumindest
den Nullpunkt im Inneren besitzt. Wir benttigen dennoch stérkere Resultate.

Satz 3.2.10 - Abschluss und relatives Inneres

Fiir eine konvexe Menge C' ¢ R" gilt:
(i) cl(relin(C)) = cl(C),
(ii) relin(cl(C)) = relin(C). O
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Beweis. [(i)} Die Inklusion cl(relin(C)) < cI(C) ist klar. Es bleibt die umgekehrte
Inklusion zu zeigen. Wir nehmen an, dass C nicht leer ist. Es sei y € cl(C'). Nach
Lemma existiert ein x € relin(C'). Alle Konvexkombinationen der Form

Ay+ (1= Nz, 0<A<1,

sind nach Lemma im relativen Inneren enthalten. Damit ist y im Abschluss
des relativen Inneren.

[(iD} Die Inklusion relin(cl(C')) 2 relin(C') ist klar. Wir zeigen die umgekehrte
Inklusion. Es besitze C' mindestens zwei Punkte. Dann kénnen wir annehmen,
dass z erelin(cl(C)) und x e relin(C') existieren mit x # z. Weiterhin sei p > 1 so
gewahlt, dass

y=0-pr+pz =2-(u-1)(z-2) € relin(cl(C))
gilt. Dies ist moglich, wenn g — 1 geniigend klein ist. Mit der Wahl X := y~! ist nun
z=(1=-Nz+\y
und 0 < A < 1. Damit ist z € relin(C') nach Lemma [3.2.6] [ |

Es existieren normierte Rdume, fiir die diese Aussage nicht mehr giiltig ist. Wie
Beispiel zeigt, kann das relative Innere leer sein, obwohl die betrachtete
konvexe Menge nicht leer ist.

Korollar 3.2.11 - Schnitte von konvexen Mengen mit Teilraumen
Ist C' ¢ R™ konvex und L € R" ein affiner Teilraum, sodass relin(C') n L # @ ist,
dann gilt:

(i) relin(C'n L) = relin(C)n L,

(ii) c(CnL) = cl(C)n L. O

Beweis. Es sei z € relin(C')n L und y € cI(C) n L. Nach Lemma ist fiir jeden
Faktor 0 < A < 1 die Konvexkombination (1 - A)z + Ay Element von relin(C') n L.
Also ist y € cl(relin(C') n L) und es gilt
c(C)nL ¢ cl(relin(C)nL) c c(CnL) c cl(C)n L.
Damit ist die zweite Aussage gezeigt und wir wissen, dass relin(C') n L und C'n L
den gleichen Abschluss besitzen. Nach Satz [3.2.10] besitzen sie auch das gleiche
relative Innere. Es gilt also
relin(C'n L) = relin(relin(C') n L) ¢ relin(C') n L.

Um schliellich die Inklusion relin(C') n L c relin(C'n L) zu zeigen, wahlen wir eine
Umgebung U, um z in (R")¢ mit U, € C. Es gilt insbesondere x € (R")¢ny. Die
Menge U, n (R")¢ng ist eine Umgebung um x in C'n L € (R") ¢y [
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Beispiel 3.2.12 Wie in Beispiel seien V := (2(N) und C := F(N). Weiterhin

sei L := Span((%)neN) c V. Dann ist cI(CnL)={0}# L=cl(C)n L. O
Kegelschnitte
Satz 3.2.13 - Kegelschnitte und deren projizierte Duale

Es sei V:=R", L cV ein abgeschlossener linearer Teilraum und K ¢V ein Kegel
mit L nrelin(K) # @. Dann gilt:

(i) (KNL)* = cl(K*+L*Y) ¢ V*,
(i) cl(mr (K nL)¥)) = el (7 (K*)) c V*/L* O

Beweis. [(i)} Der Bidual von V ist V' selbst. Weiterhin gibt es fiir ein z € V\L
ein Funktional [ € L* mit [(z) # 0. Also existiert fir f € K* ein Element des
Annihilators [ € L* mit f(z) +{(x) < 0. Damit erhalten wir mit Proposition m
die Gleichung

(l(K*+ L)) = {zeV | f(x)+1(x) >0 fir alle fe K* leL*}
={zeL| f(x)>0 fir alle f e K*}
=(K*)*nL=c(K)nL
=cl(KnL).

Die letzte Gleichung folgt mit Korollar |3.2.11]

Zu zeigen ist mit [[D)} cl (rp (I (K* + L*))) = cl (7 (K*)). Da die Projektion
auf L+ stetig ist, ist die Menge auf der linken Seite der Gleichung in der auf der
rechten Seite enthalten. Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Ist x € K*,
so ist wp(x) =7 (x +1) fir alle [ € L*. [

Die Forderung, dass der lineare Teilraum und das relative Innere des Kegels
mindestens einen Punkt gemeinsam haben miissen, ist berechtigt:

Beispiel 3.2.14 Es seien V := R? und L := span(ey, e3). Dann ist L' = span(es).
Es sei ein Kegel gegeben durch
K = {(k1,k2,0) € R | ky >0,ky >0} Uu{(0,0)}, dann ist
K* ={(x,y,2) e R® | {(x,y,2), (ki, k2,0)) > 0 fiir alle ky >0,ky >0}
={(x,y,2) e R®| wky > —yk, fiir alle k; >0,k > 0}
=Rje; + Rjes + Reg,
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also ist
K*¥+L'=K%=(KnL)*.
Wiéhlen wir L' := span(ey, e3), ist K n L' = {0} und
K*+L" =R}le; +Reg + Rez # R¥= (K nL')*.
Hier wurde die Voraussetzung verletzt. Es gilt allerdings
K*+L"=(c(K)nL')*
nach dem néchsten Korollar. O

Korollar 3.2.15 - Projektionen von Kegelschnitten

Ist V ein lokalkonvexer Vektorraum, L ¢ V' ein abgeschlossener linearer Teilraum
und K ¢V ein Kegel, so gilt:

(i) el (7 ((l(K)nL)¥)) = cl(my (K*)),
(ii) 72 (K nL)*) = {leL*| I(z) >0 fiir alle v € K n L}. O

Beweis. Wir lehnen den Beweis von |(i)] an den Beweis von Satz|3.2.13|an, indem
wir geringfugige Anderungen vornehmen. Zunéchst stellen wir fest, dass wir die
Gleichungsfolge in bis auf die letzte Gleichung tibernehmen koénnen. Wir
erhalten:

c(K* + L*Y) = (cI(K)n L)*.
Auch die Argumentation in kann tibernommen werden. Es gilt also:
ol (mp, (I (K™ + L*))) =cl (7, (K*)).

Die erste Gleichung ergibt sich, indem wir die Ergebnisse zusammenbringen. Aus
der Identifikation der beiden Raume V*/L* und L* ergibt sich sofort die zweite

Gleichung unter [(ii)] [ |

Es bleibt anzumerken, dass die Summe zweier abgeschlossener Mengen nicht immer
abgeschlossen ist:

Die Mengen A; := {(x,1/z) | 2 >0} und Az := {(x,-1/z) | x < 0} sind abgeschlossen
in R2. Der Punkt (0, 0) ist durch die Folge ((0,1/n)),en € (A1+A2) approximierbar,
aber in der Summe nicht enthalten.
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Die konvexe Hiille einer Menge ist ein Schnitt von affinen Halbrdumen. Durch
Bestimmung dieser Halbraume kann gepriift werden, ob ein Element zur konvexen
Hiille gehort oder nicht. Kann ein Halbraum gefunden werden, in dem es nicht
liegt, ist eine Zugehorigkeit ausgeschlossen. Im anderen Fall kann jedoch nach
endlich vielen Schritten keine hinreichende Aussage getroffen werden.

Ziel dieses Kapitels ist, eine Methode zu finden, die das Ausschlusskriterium fiir
die konvexe Hiille einer reellen algebraischen Varietét vereinfacht. Wir finden eine
Kette von konvexen Obermengen der Varietét, sodass der Schnitt aller dieser
Mengen die konvexe Hiille ergibt. Falls ein fest gewéhltes Element aulerhalb einer
solchen Menge liegt, kann gleichzeitig ausgeschlossen werden, dass es zur Hiille
gehort. Dabei stellt es sich als praktikabel heraus, zu tberpriifen, ob es in einer
der Obermengen liegt.

Die Methode basiert darauf, nur bestimmte affine Halbraume zu schneiden. Fiir
einen fixen Wert k betrachten wir die Polynome, die affin-linear sind und als
Summe von Quadraten von Polynomen bis zum Grad k plus einem Element aus
der Verschwindemenge geschrieben werden kénnen. Diese sind auf der Varietéit
auf jeden Fall nicht negativ. Dadurch erhalten wir eine Obermenge der konvexen
Hiille der Varietit, den sogenannten k-ten Thetakdrper.

Im Folgenden sehen wir, dass die Polynome, die Thetakorper ausschneiden, be-
stimmte Strukturen und Eigenschaften besitzen, die den Umgang mit ihnen
erleichtern.

Im ersten Abschnitt fithren wir Thetakorper ein. Im Anschluss arbeiten wir eine
Darstellung von Thetakorpern als projizierte Spektraeder aus.

Elemente in einem Thetakérper vom Grad k sind Elemente eines Duals: Sie
wirken durch Auswertung auf die Polynome, die affin-linear und eine Summe
von Quadraten bis zum Grad k sind, als duale Abbildung. Dabei ergibt sich
ein positiver Wert. Thetakorper sind also Teilmengen des dualen Kegels dieser
Polynome.
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Im zweiten Abschnitt betrachten wir Polynome, die als eine Summe von quadra-
tischen Polynomen geschrieben werden konnen, die sogenannten Sos-Polynome.
Das Ziel dieses Abschnittes ist, den erwahnten Dual als Projektion von Elementen
aus dem Dual der Sos-Polynome bis zum Grad 2k zu schreiben. Dieser duale
Kegel hat die Eigenschaft, dass er als Spektraeder geschrieben werden kann, da die
Positivitat der dualen Abbildung in Positivitat von Matrizen iibertragen werden
kann. Es stellt sich also die Frage, ob Elemente des dualen Kegels der affin-linearen
Sos-Polynome, und damit insbesondere Elemente des Thetakorpers, auf den Dual
der Sos-Polynome fortgesetzt werden konnen.

Wir sehen, dass dies in speziellen Féllen moglich ist. Haben wir die Fortsetzbarkeit
im zweiten Abschnitt untersucht, werden wir die Spektraederdarstellung im dritten
Abschnitt konstruieren.

Im vierten Abschnitt beleuchten wir die Fortsetzbarkeit von Elementen eines
Thetakorpers naher. Wir sehen, dass konvergente Thetakorper folgende Eigenschaft
besitzen: Je naher ein Element an der konvexen Hiille der Varietat liegt, desto
groBer kann der Grad k gewéahlt werden, sodass es im k-ten Thetakorper liegt,
und desto grofer ist der Teilraum, fiir den das Element zum dualen Kegel der
Sos-Polynome gehort. Die Elemente, die in allen Thetakorpern liegen, kénnen
zu Zustinden auf den stetigen Funktionen iiber der Varietat fortgesetzt werden.
Wir beleuchten die Fortsetzbarkeit ndher und bringen sie in Zusammenhang mit
verschiedenen Begriffen der , Positivitat®.

Die Betrachtungen der ersten drei Abschnitte entnehmen wir [BPT]. Der letzte
Abschnitt enthilt ein Resultat aus [Tak], Kapitel IV. Der Inhalt dieses Kapitels
baut auf den Inhalt aller drei vorangehenden, einfiithrenden Kapitel auf.
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4.1 Thetakorper als Kette konvexer Mengen

Im Folgenden sei I € R[X7, ..., X,,] ein Ideal.

Konvexe Mengen und Trennung durch Halbraume

Funktionalanalytische Trennungssétze lehren uns, dass konvexe Mengen Schnitte
von Halbraumen sind. Ist S € R" eine Menge, gilt:

cl(co(5)) = N {zeR"[I(x) 20}
leR[X, ..., X,
[(S)>0

- N {z eR"|l(z) 20},
LeR[Xy, ..., X)),
1(S)>0

wobei R[X1, ..., X,,]; die Menge aller affin-linearen Polynome in n Variablen be-
zeichnet, sieche Abschnitt [I.3]

Betrachtungen tiber das Innere und den Abschluss konvexer Hillen, die wir in
Kapitel |3] angestellt haben, fithren zu spezifischeren Darstellungen. Ist S kompakt,
dann auch co(S). Wir kénnen in diesem Fall in der vorigen Gleichung auf die
Bildung des Abschluss verzichten. Ist S offen, ist auch co(S) offen und es gilt:

co(S) = N {xeR™|I(z)>0}.
LeR[Xy, ... X, ),
I(S)>0

Es ist also moglich, die konvexe Hiille der reellen algebraischen Varietat Z([1)
durch affin-lineare Polynome auszuschneiden. Dafiir werden jedoch alle Polyno-
me benotigt, die affin-linear und nicht negativ auf Z(I) sind. Stellen wir noch
stéarkere Restriktionen an die Polynome, ergibt der Schnitt eine Obermenge des ur-
priinglichen Schnittes. Im Folgenden iiberlegen wir, welche affin-linearen Polynome
nicht negativ auf Z(7) sind, um sinnvolle Restriktionen zu finden.

81



4 Thetakorper

Summen von Quadraten und das Verschwindeideal

Die Auswertung eines quadratischen Polynoms f2 fir f € R[Xq, ..., X,] ist nicht
negativ auf R". Auch eine Summe von quadratischen Polynomen ist nicht negativ.
Sie heifit eine Summe von Quadraten (englisch: sum of squares) oder Sos-Polynom.
Die Menge aller Summen von Quadraten ist ein Kegel im Vektorraum R[X, ..., X,,]
und bildet den kleinsten Kegel des Rings R[X7, ..., X,,]. Siehe hierzu Abschnitt

Seite [68] und Abschnitt [2.1] Seite [24]

Eine Summe von Quadraten ist nicht negativ auf Z(I). Weiterhin sind Polynome,
die im Verschwindeideal {f € R[X1, ..., X,,] | f(v) = 0 fiir alle v € Z(I)} von Z(I)
liegen, nicht negativ auf Z([). Insbesondere gilt dies fir Polynome in 7. Im
Allgemeinen ist ein Polynom in allen diesen Féllen nicht affin-linear. Die Summe
zweier solcher Polynome kann jedoch affin-linear sein. Diesen Fall betrachten wir
naher.

Definition 4.1.1 - Summe von Quadraten modulo einem ldeal
Es sei k € N. Ein Polynom [ € R[ X}, ..., X,,] heifit k-sos-mod I, falls [ von der Form

=Y hi+h
i=1
ist mit Ay, ..., h, e R[X1, ..., X,], und hel. U
Beispiel 4.1.2 Das Polynom X2+ X° € R[X] ist 1-sos-mod (X4). O

Thetakorper als Schnitte von Halbraumen

Die Menge aller Punkte, auf der affin lineare k-sos-mod /-Polynome nicht negativ
sind, stellen wir heraus:

Definition 4.1.3 - Thetakorper
Es sei k € N. Der k-te Thetakorper von [ ist die Menge

Ty = {x e R"|I(z) 20 fiir alle | e R[X}, ..., X,)];, [ ist k-sos-mod I}.

Die Zahl k bezeichnet den Grad des Thetakorpers. U

82



4.1 Thetakérper als Kette konvexer Mengen

Ein Thetakorper bildet eine abgeschlossene und konvexe Obermenge von Z(1). Ist
ein Polynom k-sos-mod I, so ist es auch (k + 1)-sos-mod I. Entsprechend ist

T, 2Ty 2 - 2T, 2Ty 2 -2 Cl(CO(Z([)))
eine absteigende Kette von Obermengen der reellen algebraischen Varietét Z(I).

Definition 4.1.4 - Konvergenz von Thetakorpern
Falls

kﬁl Tp = cl(co(2(1)))

gilt, sprechen wir von der Konvergenz der Thetakdrper von 1. U

Die Frage nach der Konvergenz von Thetakorpern lauft im Allgemeinen auf die
Frage hinaus, ob gentigend viele Polynome, die affin-linear und auf der Varietét
nicht negativ sind, als Summe von Quadraten geschrieben werden konnen. Im
Falle der Beschréanktheit der Varietdt kann als direktes Resultat des Satzes von
Schmiidgen, siehe Kapitel 2| die Konvergenz gezeigt werden. Es gibt jedoch auch
Fille, in denen keine Konvergenz gegeben ist. Ein Beispiel dafiir gibt [BPT] an.

Satz 4.1.5 - Konvergenz von Thetakorpern
Ist Z(I) kompakt, so gilt:

DX

T = co(Z(1)). O

k=1

Beweis. Nach dem Basissatz von Hilbert gibt es Polynome fi, ..., f, € R[X1, ..., X,,]
mit I = (f1,..., fr). Anlehnend an die Notation aus Kapitel 2| bezeichnen wir mit P
den Kegel (siehe Abschnitt , der von den Polynomen fi,..., f.,—f1,...,—f er-
zeugt wird, und mit W(P) die Positivstellenmenge von P. Nach den Uberlegungen,
die wir am Anfang dieses Abschnitts angestellt haben, gibt es fiir y ¢ co(Z([)) ein
affin lineares Polynom, welches auf co(Z([)) echt positiv und auf y echt negativ ist.
Sei € Ny T und 1 € R[X1, ..., X,,];, sodass [ auf co(Z(I)) echt positiv ist. Dann
ist  insbesondere auf Z(I) = W(P) echt positiv. Nach dem Satz von Schmiidgen,
Satz auf Seite [59] ist [ € P und insbesondere k-sos-mod I fir ein k € N.
Nach Voraussetzung gilt also I(x) > 0. Es folgt: z € co(Z(])). |

Zum Abschluss illustrieren wir ein einfaches Beispiel. In Kapitel 6] behandeln wir
interessante Beispiele.
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4 Thetakorper

Beispiel 4.1.6 Die Verschwindemenge des Ideals I := (X2 + 1) ¢ R[X] ist leer. Fiir
jeden Wert a € R ist

(X +a)® = 2aX +a® -1+ (X?+1).

Damit ist I, := 2aX + a? — 1 ein Polynom, welches 1-sos-mod I ist. Die Positivstel-
lenmenge von [y = -1 ist leer. Damit gilt: T; = @. O

4.2 Thetakorper als projizierte duale Kegel

In diesem Abschnitt sei I € R[X},..., X,,] ein Ideal, welches keine nicht-trivialen
affin-linearen Polynome enthélt, und £ € N fest gewéhlt.

Kegel aus Summen von Quadraten im Polynomring

Notation. Der wichtigste Kegel, mit dem wir uns in diesem Kapitel beschéftigen,
ist der Kegel der quadratischen Polynome. Wir schreiben daher:

.....

und erinnern dabei an die Notation in Kapitel [2, Abschnitt Der Kegel, der von
den quadratischen Polynomen, die sich mit Polynomen vom Grad kleiner gleich k
bilden lassen, erzeugt wird, sei bezeichnet durch

Kk = {fe]R[Xl,...,Xn]

f = Zh? mit hla --'7hr € R[Xl, 7Xn]k}
i=1

= {f e R[X1, ..., X,,] | f ist Sos-Polynom und deg (f) < 2kz} = Ko,

siehe Kapitel [1}, Abschnitt Betrachten wir Polynome in X* modulo I, erhalten
wir die Menge

KH(I) = KT = {f+1]feR[Xy,..., X,], f ist k-sos-mod I}.
Eine Teilmenge davon ist die Menge

KMU(I) = {f+1|feR[Xq,...,X,], ist k-sos-mod I}
= K*(I) n R[X4,..., X,J1/I.
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4.2 Thetakérper als projizierte duale Kegel

Die affin-linearen Polynome und ihr Dual

Wir kénnen R[X1, ..., X,,]/I im Sinne von Kapitel , Abschnitt , als Vektorraum
mit Standardbasis B auffassen. Hat die Basis eine unendliche Lange, identifizieren
wir R[X1, ..., X,,]/I mit den finiten Folgen F(N) als Unterraum des Hilbertraums
der reellwertigen quadratsummierbaren Folgen ¢2(N), versehen mit der 2-Norm.
Hat die Basis eine endliche Linge, identifizieren wir R[X}, ..., X,,]/I mit dem
euklidischen Vektorraum R™. Ein Polynom ¥,.5 f3b € R[X1, ..., X,,]/I identifizieren
wir mit den Koordinaten (f;)pes € R beziiglich dieser Basis.

Es bezeichne V = R[X}, ...,Xn]%/[ den Raum der Polynome bis zum Grad 2k
modulo 1.

Der Unterraum L := R[X},..., X,]J;/I von V ist isomorph zu R"*! da I nach
Voraussetzung keine nicht-trivialen affin-linearen Polynome enthélt. Siehe hierzu

Bemerkung auf Seite Ein Element ¢ € L* ist mit dem Vektor
v, = (p(1+1), (X1 +1),...,0(X, + 1)) e R™!
identifizierbar. Die duale Abbildung ¢ ist also von der Gestalt
P = (vp-): L > R,
o(f) = (vg, (frors fxyers oo [xper))
-G
= f (SO(X1+I)7790(XH+I))+JC1+I(S0(1+I)_1)

fir alle f = fi, (0+ 1)+ fx,or(Xy+ 1)+ + fx, 0 (X + 1) e RIX, ..., X,,]; /1 und
eine Grobnerbasis G von I nach Proposition [1.3.2] Im Fall o(1+ 1) =1 gilt die

Gleichung ¢(f) = F* (p(X1 + 1), p(X,, +1)).

Zusammenfassend erhalten wir folgende Inklusionen:

™

V = RIXy, ..., Xuloe/T = R[Xy,...X,,/I =1L
ul ul

C = K1) KrU(I) = CnL

Dabei bezeichnet 7 : R[X7, ..., X,,]/I - L die orthogonale Projektion auf L.

Bemerkung 4.2.1 Im Allgemeinen ist die Inklusion CnL <€ 7(C') echt. Betrachten
wir das Ideal I := {0} ¢ R[X] und das quadratische Polynom f := (X +2)2 e X!, so
ist w(f) =4X +4 nicht 1-sos-mod I. O
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4 Thetakorper

Duale Kegel von Summen von Quadraten

Notation. Den dualen Kegel von X*!(I) =C'n L in L bezeichnen wir mit
D:={pel*| o(f)20firalle feCnL}
und den dualen Kegel von X*(I) =C in V mit

D= {oeV*| o(f) 20 fir alle feC}.

Wie im zweiten Teilabschnitt bemerkt, sind Elemente in ’15, die das erste Basisele-
ment auf Eins abbilden, Punktauswertungen, wenn man sie als Elemente von L*
auffasst. Sie sind bezeichnet durch

D= {(p(Xi+1), . p(Xn+ D) | e D, p(1+1) =1}

Es ist zu beachten, dass die dualen Kegel beziiglich verschiedener Raume gebildet
werden. Daher verzichten wir auf das Symbol v, das wir in Kapitel |3 fiir den
dualen Kegel eingefiihrt haben.

Thetakorper als projizierte Kegel

Es ist moglich, Elemente des Thetakorpers T}, als duale Abbildung auf K*1(I) c L
aufzufassen. Ist x € Ty, so gilt fur ((1,x),-) € L*:

((1,2),f) = F(z) > 0 fir alle f e KEL(T).

Sie sind also Auswertungsabbildungen, die auf den k-sos-mod I-Polynomen positiv
sind. Diese dualen Abbildungen kénnen zu Elementen des dualen Kegels der
Sos-Polynome X*(I) in V fortgesetzt werden:

Satz 4.2.2 - Thetakorper sind projizierte Elemente eines dualen Kegels
Falls L nrelin(X*(I)) + @ ist, gilt:

‘Ik = Cl(@A) U
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4.2 Thetakérper als projizierte duale Kegel

Beweis. Es sei H := {(1,z) |z e R*} ¢ R**! = [*. Wie eben bereits angemerkt,
ist ein Element des k-ten Thetakorpers ein duales Element auf C'n L. Umgekehrt
ist jedes duale Element von C' n L, welches eine Auswertung ist, im Thetakorper.
Es gilt also:

{1} xT, = DnH.
Nach Satz auf Seite [77] gilt, da L nrelin(X*(I)) @ ist:
ol (7o (K1) N L)) = el (7o (X*(1)*))
und nach Korollar gilt:
7 (KA L)*) = {peL* | ¢(f) 20 fiwalle fe X*(I)n L} = D.

Dabei sind die dualen Kegel beziiglich des Vektorraums V' gebildet. Bringen wir
diese beiden Aussagen zusammen, erhalten wir

D = cl(m(@)),

da D als dualer Kegel abgeschlossen ist. Weiterhin ist
{1}X®A = ’/TL(®)HH

nach der Definition von D 4. Im Folgenden ist nur noch zu zeigen, dass diese beiden
Ausdriicke gleich sind:

{1} xT, = DnH = cl(ﬂL(ﬁ))mH und
{l}xcl(ﬁA) cl({l}X®A) = Cl(ﬂ'L((b)ﬁH).

Da die obere Menge Obermenge der unteren ist, gilt die Gleichheit, falls T} leer
ist. Es sei im Folgenden T nicht leer. Zunéchst zwei Voriiberlegungen.
Behauptung: Es sei M ein Kegel. Fiir z € relin(K') ist Az € relin(K) fir alle A > 0.
Ist M nicht leer, ist die Bedingung M = cl(K(relin(M n E))) hinreichend dafiir,
dass ein affiner Teilraum E das relative Innere von M schneidet.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Definition des relativen Inneren durch Ska-
lierung einer relativ offenen Menge um z. Ist weiterhin der Schnitt von relin(M')
mit F leer, so ist M n E und damit auch relin(M n E) eine konvexe Teilmenge
des Randes von M. Der Kegel K(relin(M n E)) entsteht aus relin(M n E) durch
Multiplikation mit nicht-negativen Faktoren. Mit der ersten Aussage folgt, dass
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4 Thetakorper

auch K (relin(M n E)) im Rand enthalten ist. o
Behauptung: relin (D) n H + @.

Beweis: Den Kegel iiber dem relativen Inneren von D n H bezeichnen wir mit K.
Wir beweisen, dass D = cl(K) gilt, indem wir jeweils zeigen, dass eine Menge in
der anderen enthalten ist. Da T3 nach Voraussetzung nicht leer ist, ist der Kegel D
auch nicht leer. Daraus folgt die Aussage. Den Beweis gliedern wir in zwei Schritte.
Schritt 1: Nach Konstruktion besitzen die Elemente in K eine explizite Darstellung
durch Elemente des Thetakorpers: K = {{(\, Az),-) | A >0,z e relin(Ty)}. Fir ein
Element x € relin(Ty) ist ((1,z),-) € D, also ist auch ((A, Ax),-) € D fir beliebige
Skalare A > 0. Also ist K ccl(K) cD.

Schritt 2: Angenommen, es gibt ein Element y = ((yo,¥1,---,Yn)," ) € D\cI(K).
Dann ist yo > 0, da 1 € X*1(I) gilt. Da die Menge T nicht leer ist, besitzt sie
ein echtes relatives Inneres. Folglich existiert ein x € relin(7%) mit ((1,x),-) € K.
Nach Annahme existiert ein € > 0, sodass y + £((1,z),-) € D\cl(K) ist. Die erste
Komponente yg + ¢ ist positiv. Skalierung zeigt, dass ein Element in D\cl(K) exis-
tiert, dessen erste Komponente eins ist. Der Vektor, den die letzten Komponenten
dieses Elements bilden, liegt aber im Thetakorper. Dies ist ein Widerspruch. o

Es gilt relin (D) = relin(7, (D)) nach Satz [3.2.10 auf Seite . Daraus folgt mit
Korollar [3.2.11f

oA (7 (D)) H = cl( (D) H).

Damit ist die Aussage bewiesen. |

Im Allgemeinen gilt die Inklusion cl (@ A) c T, da fiir z € Dy gilt:

(1,2),f) = Fo(x) > 0
fir alle f e X*1(T).

Die Elemente in D sind genau die Elemente, fiir die bestimmte Matrizen positiv
sind. Wie diese Identifikation vorgenommen werden kann, zeigen wir im néchsten
Abschnitt.
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4.3 Thetakorper als projizierte Spektraeder

Dem letzten Abschnitt zufolge konnen die Funktionale auf den affin-linearen
Polynomen, die k-sos-mod I sind, zu Funktionalen auf den Sos-Polynomen vom
Grad kleiner gleich 2k fortgesetzt werden. Diese Fortsetzungen sind genau die
Funktionale, die alle quadratischen Polynome auf positive Werte abbilden. Wir
zeigen, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass eine bestimmte Matrix, die
sogenannte Momentmatriz, positiv semidefinit ist. Da Elemente im Thetakorper
Funktionale auf affin-linearen k-sos-mod I-Polynomen sind, folgt, dass diese als
projizierte Spektraeder geschrieben werden kénnen.

In diesem Abschnitt sei I € R[X7, ..., X,,] ein Ideal, welches keine affin-linearen
Polynome enthélt, und k € N fest gewéhlt.

Weiterhin benétigen wir eine Theta-Basis © fiir R[X1, ..., X,,]/1, siche Kapitel .
Diese soll die Bedingung, dass ©; eine Basis fiir R[X, ..., X,,],/I fiir alle [ € N ist,
erfiillen. In Abschnitt machen wir deutlich, dass die Standardbasis beziiglich
einer Grobnerbasis fiir I, die beziiglich der graduierten lexikographischen Ordnung
auf R[X, ..., X,,] gebildet wird, eine solche Theta-Basis ist. Wir fixieren daher
diese.

Positive Funktionale induzieren positive Momentmatrizen

Wir betrachten den Vektor

[2]o, = L+, X1+ 1,00, Xo+ 1, 0b, ) € (RIX, o X))

der alle Elemente b € © der Theta-Basis bis zum Grad k genau einmal enthélt,
wobei die Normalformen zunéchst aufsteigend nach ihrem Grad und im Feineren
absteigend nach ihrem Multigrad angeordnet sind.

Nach Voraussetzung kann das Produkt von p, g € O auf diese Weise dargestellt

werden:
pra= ) Ngh
béegk

fiir Koeffizienten A e R, da © eine Theta-Basis ist.

Definition 4.3.1 - Momentmatrizen

Die k-te Momentmatriz ist

M@k = [l’]@k ) [l’]gk - (p q)p,q€9k - Z b- (AZQ)p,qe@k ’

bé@gk
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4 Thetakorper

Ist ¥ = (Un)be o, € R, wird

M@k(y) = Z Yo ()\Z:Q)p,qee)k

b€®2k

als die k-te Momentmatriz zu y bezeichnet. U

Ein Vektor y = (Y5 )p < 0,, € R#©2t definiert ein lineares Funktional auf R[X1, ..., X,,]o,/I:

(v, ): RIX1, o X/ T = R, fe 30y fo

be Ogy,
fiir f=Yyco, fo-b € RIXy, ..., Xolon/I, fr € R. Mit der Abbildung
mre t R#O2 o R g (y(X1+1),...,y(X, +1))
bezeichnen wir die Einschrankung von y auf den linearen Teilraum R™.

Lemma 4.3.2 - Positive Momentmatrizen und positive Funktionale
Fir y = (ys)sc o, gilt:

(i) Far p,q €Oy gilt: (Me, (v)),,, = (v,pq),
(ii) Die k-te Momentmatrix zu y ist genau dann positiv semidefinit, wenn
fiir alle f € R[X, ..., X,],/1 gilt: (y, f2) > 0. O

Beweis. [(i)} Das Produkt p- ¢ € spany (©q;) kann auf eindeutige Weise so darge-

stellt werden: p-q =Y, ce,, A, - b fir Koeffizienten A eR. Also ist:

(y7pQ> = <y7 Z )‘Z,qb> = Z Ag,q(y7b> = Z yb')\g,q'
beOsgy be Oy beOgy

Dies entspricht dem Eintrag (Me, (y)),, in der Momentmatrix zu y.

: Fir f e R[Xy, ..., X, /1, f = Ybeo, fo b mit f € R, setzen wir f:: (fb)bGGk'
Proposition [1.3.12] zeigt, dass diese Basisdarstellung moglich ist. Dann ist

ft-Me,(y) f = ft-(Z(y,p-Q)-fq) = > fofo{y.p-aq)
q€Oy peO,  PaOk
= <y, Z(; fp-fq-p-q> = (y, %) L
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Thetakorper als Projektionen von Spektraedern

Jetzt kommen wir zum abschliefenden Resultat:

Satz 4.3.3 - Thetakorper als projizierte Spektraeder
Falls L nrelin(X*(1)) # @, gilt:

T = cl (WR" ({y = (yb)bE O,

Moy (1) 2 0, y(1+1) = 1}))

Damit ist T, der Abschluss eines projizierten Spektraeders. Insbesondere ist Ty,
der Abschluss einer semialgebraischen Menge. 0

Beweis. Wir zeigen die Gleichung;:

b - o[-

Mo, () 2 0, y(1+1) - 1})

dann folgt die Aussage mit Satz 4.2.2, Zunéachst halten wir fest, dass die Menge
der Sos-Polynome vom Grad kleiner gleich 2k der von den Polynomen vom Grad

.....

nun, dass der duale Kegel dieser Polynome als Spektraeder ausgedriickt werden
kann. Es ist

D = {peV*| p(f)20 fir alle f e K*(I)}
= {peV*| o(f*+1)>0 fir alle f e R[Xy, ..., X,J; }
= {y=(W)e o, e R¥O% | (y, f2+1)>0 fiir alle f e RIXy, ..., X,];.}
= {y=(W)ve o, e R*O2 | Mg, (y) =0} und
{((Xa+1),...,y(Xn+ 1)) eR" | y=(4)ve oy, Me,(y) 20, y(1+1)=1}

. ({y  seon | Moy (5) 20, y(141) - 1})

S
N
I

Der Kegel D ist ein Spektraeder, da die k-te Momentmatrix zu y von der Gestalt

M@k (y) = Z Yo+ ()\g:q)p,qeek

be@gk

ist mit symmetrischen Matrizen ()\g’q) € 840,. Da Spektraeder unter Schnit-

P,q € Oy
ten stabil sind, ist D 4 ein projizierter Spektraeder. Nach Proposition ist D4
semialgebraisch. [ ]
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Im Allgemeinen ist Tj eine Obermenge des projizierten Spektraeders.

Beispiel 4.3.4 Wir betrachten das Ideal J ¢ R[a, b, ¢, d] aus Beispiel[1.2.7 Die Leit-
terme der angegebenen Grobnerbasis fir J sind gegeben durch {ad, a?, abe, b>c?}.
Also ist [z]e, = (1,a,b,¢,d) und [z]e, = (1,a,b,¢,d,ab,ac,b? be,bd, c?, cd,d?).
Durch Reduktion der Produkte ist die zweite Momentmatrix von dieser Gestalt:

1 a b c d ab ac b? bc bd 2 cd d?

a A ab ac bc Ab Ac ab> Ad bc ac® b bed
b ab b bc bd ab®> Ad b b2c  b*d  bc?  bed  bd?
c ac bc 2 cd Ad ac® bc b2 bed 3 c2d  cd?
d bc bd cd d*> b2c b2 b d bed bd®2  Ad cd? 4P
ab Ab ab? Ad b3c » v ab® Abd b*c Acd Ad% bicd
ac Ac Ad ac® b2 w < Abd Acd Ad? ac® bc? bcAd
b2 ab? b b2c b2d ab® Abd b b3c  b3d Ad? bPed bAd?
bc Ad b%c bc? bed Abd Acd bPc  Ad? bPcd bcd bcEd  bed?
bd b%c b%d bed bd? bPc  Ad® b¥d  b2ed b d? bcAd bed?  bd3
2 ac? b2 A3 2d Acd ac® Ad?Z b bc2d ct c3d  Ad?
cd bc?2 bed cAd cd®* Ad? b2 bPcd bc*d bed? cAd o Rd? o oed3
d?> bed bd? cd? d®  b2cd bcAd b2d? bed? bd® 2d? ocd®  d*

wobei die symbolischen Eintrage durch die Ausdriicke

A= -2 -d%+1,
v = —b3c—bc? - bed? + be,
<« = VP -ct+d +A-d* und
= A -+ dP+ 0P - &P
ersetzt werden. Der obere 5 x 5-Block von Mg, ist Mg, . U

4.4 Thetakorper als MaB fiir Positivitat

Die Zugehorigkeit eines Elements zu einem Thetakorper sagt etwas liber seine
Fahigkeit, so fortgesetzt zu werden, dass die Momentmatrix zur Fortsetzung positiv
ist, aus. Je grofler der Raum ist, auf dem ein Element fortgesetzt werden kann,
desto néher liegt es an der konvexen Hiille der Varietdt. Hier mochten wir unter-
suchen, wie die Fortsetzungen eines Elements zu positiven Funktionalen auf den
Sos-Polynomen zu Zustanden auf den stetigen Funktionen auf der Varietat fithren
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4.4 Thetakorper als Maf fiir Positivitét

und von welcher Gestalt diese Zustiande sind. Wir stellen fest, dass die Schwer-
punkte der Zustande mit den fortgesetzten Punkten korrespondieren. Dies liefert
Informationen iiber die Art moglicher Fortsetzungen. Punkte der Varietét besitzen
genau eine Fortsetzung zu einem Punktmafl, wihrend echte Konvexkombinationen
aus diesen Punkten mehrere Fortsetzungen besitzen.

In diesem Abschnitt sei I € R[X7,..., X,,] ein Ideal, welches keine affin-linearen
Polynome enthalt, V := Z(I) kompakt und nicht leer sowie V' = ext(co(V')). Wir
setzen weiterhin K := co(V).

Positive Momentmatrizen durch Auswertungsfunktionale

Zunachst betrachten wir ein Element y € V. Die Auswertung von y an einem
Basiselement b € © ist wohldefiniert. Setzen wir

Ui = (b(y))v e 0s
fiir k € N, so ist f ein lineares Funktional auf R[X1, ..., X,]o,/I und es gilt:

Proposition 4.4.1 - Auswertungsfunktionale
Die k-te Momentmatrix zu ¢ ist positiv semidefinit. 0

Beweis. Es ist

Mo = T 000 ()0, = ([ Z 0 30) )
be Oy, beOgy p.q € Ok
= (-0 (W)pqeo, = ((0(Y) a(¥))),,c0,
= (0o, (@W))hco,, = 0.
Daraus folgt die Aussage. |

Also ist g, eine geeignete Fortsetzung von y, um die Zugehorigkeit von y zu T
aufzuzeigen.

Betrachten wir nun ein Element z der konvexen Hiille K von V', so sind ge-
eignete Fortsetzungen durch Konvexkombinationen der Auswertungsfunktionale
gegeben:

n+l
i=1 be Oy

n+1 n+1

setzt z geeignet fort, wobei z = Y77 \ju; ist mit A, >0, X777 A, =1, und v; € V.
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4 Thetakorper

Fortsetzungen der Auswertungsfunktionale zu Zustanden

Es sei X ¢ R™ kompakt. Die stetigen reellwertigen Funktionen auf X bezeichnen
wir mit €(X). Versehen mit der Supremumsnorm ist €(X') ein Banachraum. Eine
Funktion f € C(X) heifit positiv, falls die Auswertung an allen Punkten in X
nicht negativ ist. Ein Funktional ¢ € C(X)* heifit positiv, falls die Auswertung
von @ an allen positiven Funktionen nicht negativ ist. Ist ¢ € C(X)* positiv
mit Operatornorm eins, heift ¢ Zustand. Ein Zustand heifit rein, falls er ein
Extremalpunkt der konvexen Menge p(X) aller Zusténde auf C(X) ist.

Fir y € X ist die Punktauswertung

5 C(X) - R

[ = f(y)

ein multiplikatives stetiges lineares Funktional. Umgekehrt sind alle stetigen
linearen Funktionale auf C(X), die multiplikativ sind, durch Punktauswertungen
gegeben. Sie bilden die Menge der reinen Zustande auf C(X).

Nach dem Satz von Stone-Weierstrass ist R[X1, ..., X,,]/T dicht in €(V') beziiglich
der Supremumsnorm.

Definition 4.4.2 - Fortsetzungen
Ein Funktional ¢ € C(V')* heifit Fortsetzung von x € R™, falls

(e(1+1),o(X1+1),....,0(X,+1)) =(1,2)
gilt und

Me, ((‘p(b))beGQk) =0

fir alle k € N ist. In diesem Fall heifit x fortsetzbar. U

Fiir y e V ist 6, € C(V)* eine Fortsetzung von y. Es gilt:

0y(f) = Ge(f)

fur alle f € R[Xl,...,Xn]%/] und fiir alle £ € N. Eine Fortsetzung mit dieser
Eigenschaft ist eindeutig. Es ist J, € KX*, dem dualen Kegel der Sos-Polynome.
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4.4 Thetakorper als Maf fiir Positivitét

Satz 4.4.3 - Fortsetzungen und Zustande
Es sei x € R™. Dann gilt:

(i) Eine Fortsetzung von z ist ein Zustand auf (V).
(ii) Es ist x genau dann fortsetzbar, wenn x € K gilt.

Weiterhin ist jeder Zustand auf C(V') Fortsetzung eines Elements in K. O

Beweis. : Sei ¢ eine Fortsetzung von x. Da R[X7, ..., X,,]/I dicht in (V) ist,
ist  positiv. In diesem Fall ist p(1 + I') gleich der Operatornorm von ¢. Aus der
Voraussetzung ¢(1+ 1) =1 folgt, dass ¢ ein Zustand ist.

: Es sei = fortsetzbar. Dann gilt insbesondere, dass x € T}, fiir alle k£ € N ist.
Nach Satz folgt, dass = € K ist. Gilt umgekehrt x € K, so ist x = ¥I_; A\
mit \; > 0, wobei Y7 A; = 1 ist, und v; € V darstellbar. Also wird = durch das
Funktional

Y = Z)‘Zévz
i=1
fortgesetzt, da (o(X1+1),...,0(X,, +1)) =z gilt.

Die letzte Behauptung folgt aus den vorigen Uberlegungen, da ein Zustand 1 € p(V)
das Element (¢(X; +1),...,¢ (X, +1)) fortsetzt, und Lemma [4.3.2] |

Die konvexe Hiille der Punktauswertungen bezeichne K := co({d, | y € V'}). Die
Menge der Fortsetzungen in K zu einem Element z € K ist konvex. Ist z € V, so
besitzt = genau eine Fortsetzung in K, da nach Voraussetzung V = ext(K) gilt.
Im Allgemeinen besitzt ein Element in K\V mehrere Fortsetzungen in K, da sich
Funktionale zu unterschiedlichen Konvexzerlegungen unterscheiden.

Der schwach-+-Abschluss von co({d, | y € X}) € C(X)* ist p(X), die Menge der
Zustande. Es ist moglich, zu beweisen, dass jeder Zustand ¢ € p(X) durch ein
Wahrscheinlichkeitsmaf, das heifit, durch ein reguldres Borelmafl p auf X mit der
Eigenschaft pu(X) =1, gegeben ist. Fiir f € €(X) ist dann

o) = [ ran.

Wir schreiben in diesem Fall ¢, = ¢.

Nun geben wir fiir eine Fortsetzung in p(V)\K ein Beispiel an.
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4 Thetakorper

Beispiel 4.4.4 Es sei [ := (X2 + X2 -1) ¢ R[X;,X5] und V = Z(I) € R? der
Einheitskreis. Dann ist das positive Funktional

o BV) » R f e [ far

wobei A das Lebesgue-Mafl bezeichnet, ein Zustand. Es ist

0

27
ox(Xo+ 1) = [ng)\ = f sinada = 0.
1% 0

2
QOA(X1+[)=fX1dA=/ cosada = 0,
v

Der Punkt (0,0) besitzt also die Fortsetzungen ¢y, $0(-1.0) + 30(1,0) und viele
weltere. O

Diese Beobachtungen erlauben es, folgende Analogien herzustellen. Elemente in der
konvexen Hiille K von V besitzen Fortsetzungen zu Zustédnden auf C(V). Umge-
kehrt liefert jeder Zustand eine Fortsetzung eines Elements in K. Ein Element im
Thetakorper Ty, ist immer noch zu einem positiven Funktional auf R[X1, ..., X,]ox /1
fortsetzbar. Es ist also moglich, fiir z € R™ einen Grad an Positivitdt zu betrachten:
Es ist x umso ,positiver”, je grofler der Grad der Thetakorper ist, in denen x
enthalten ist.

In Kapitel [6] untersuchen wir die konvexe Hiille der Produkteinheitsvektoren. In
der Literatur beschreibt sie einen ,,Zustandsraum‘. Dieser Abschnitt rechtfertigt
auf eine andere Weise, diese konvexe Hiille einen ,Zustandsraum® zu nennen.

Zustiande und Schwerpunkte

In diesem letzten Unterabschnitt wollen wir die Anzahl der Fortsetzungen untersu-
chen. Dabei konzentrieren wir uns auf folgenden dualen Zusammenhang: Elemente
in K sind genau die Schwerpunkte ihrer Fortsetzungen. Das Wissen iiber die
Schwerpunkte liefert Informationen tiber mogliche Fortsetzungen.

Die Theorie zu Schwerpunkten von Zusténden entnehmen wir [Tak], Kapitel IV,
Abschnitt 6.
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4.4 Thetakorper als Maf fiir Positivitét

Lemma 4.4.5 - Schwerpunkte von WahrscheinlichkeitsmaBBen

Es sei C' € R" eine kompakte konvexe Menge und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf C. Dann existiert genau ein y € C' mit der Eigenschaft

) = [ 1) dn()
fir alle [ e R[X1, ..., X,,];. In diesem Fall heift y Schwerpunkt von p. Es gilt:

y = (pu(Xai+1),...,0,(X,+1)). O
Beweis. Die Abbildung

p: R" > R | +» f(l,a:)du(x)
c

wird durch ein eindeutiges Element y € R” reprasentiert. Angenommen, y ¢ C.
Dann existiert nach funktionalanalytischen Trennungssatzen ein [ € R™ mit

o(l) = {l,y) > sup{{l,z) |z € K} = q,

woraus folgt:

o) = [(La)du@) < [ adu(@) = a < p(0).

Dies ist ein Widerspruch. Also folgt: y € K. Da u(C') =1, gilt die Aussage auch fiir
affin-lineare Funktionale. Die letzte Aussage folgt direkt aus den Definitionen. B

Lemma 4.4.6 - Extremalpunkte als Schwerpunkte

Es sei C' ¢ R” eine kompakte konvexe Menge und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf C' mit Schwerpunkt z € ext(C'). Dann ist 1 das Punktmaf zu z, also ¢, = 6,.00

Beweis. Nach funktionalanalytischen Trennungssétzen existiert ein affin-lineares
Funktional [ € R[X7, ..., X,,J; mit I(y) = 0 und I(z) > 0 fiir alle x € relin(C). Wir
setzen

Co = {weC|l(z) =0}

Diese Menge ist ebenfalls kompakt und konvex und es gilt: y € ext(Cp).
Behauptung: u(C\Cy) = 0.
Beweis: Es ist I(x) > 0 auf C\Cj und

0= Uy) = [ 1) du(x).
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4 Thetakorper

Daraus folgt, dass [ auf C\Cj fast iiberall null ist. o

Es ist moglich, ein affin-lineares Funktional zu finden, welches auf y verschwindet
und auf relin(Cy) echt positiv ist. Die Verschwindemenge auf Cy heifie C. Auf die
gleiche Weise bilden wir induktiv Mengen C5, Cs, . ... Da sich die Dimension des
kleinsten affinen Unterraums (R")¢,, in dem C; enthalten ist, bei jedem Schritt
verringert, gibt es ein 0 < s < n mit Cy = {y}. Das Wahrscheinlichkeitsmafl p
konzentriert sich daher auf den Punkt y. Fiir eine ausfiihrlichere Einfithrung zu

den hier vorgebrachten Argumenten siche Abschnitt [3.2] oder Abschnitt [ |

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf V' kann zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl i
auf K fortgesetzt werden. Dies geschieht so: Fiir eine messbare Menge A ¢ K sei

A(A) = (AN V).

Abschlieflend stellen wir fest, dass Punkte der konvexen Hiille von V' die Schwer-
punkte ihrer Fortsetzungen sind:

Satz 4.4.7 - Schwerpunkte von Fortsetzungen

Es sei y € K und ¢ € p(V') eine Fortsetzung von y. Weiterhin sei @ das Wahrschein-
lichkeitsmafl auf V', welches ¢ reprasentiert. Dann gilt:

(i) Der Schwerpunkt von fi ist gleich y.
(ii) Ist y € V, dann ist p das Punktmafl zu y. O

Beweis. Die Behauptung |(i)| folgt direkt aus Lemma {4.4.5/ Die zweite Aussage
folgt aus Lemma [4.4.6] [ |

Nach Theorem 6.11 in [Tak] kann ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf K in geeigneter
Weise durch ein Randmafs, also durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf, fir das K\V
eine Nullmenge ist, ersetzt werden. Dies ist der Fall, da Randmafle maximal sind in
dem Sinne, dass der induzierte Zustand auf konvexen Funktionen aus C(K') groBere
Werte erzielt. Um einen Schwerpunkt zu erhalten, reicht es also aus, die Masse
auf den Extremalpunkten zu konzentrieren. Auf Beispiel Bezug nehmend,
ist der Zustand d(g ) ersetzbar durch die Zustande ¢, oder %6(_1,0) + %5(170), die
durch Randmafe induziert werden, da alle den Schwerpunkt (0,0) besitzen.
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Zum Abschluss eine Ubersicht. Fiir y € R” und k € N gilt:

yeV <
ye K\V <
yE‘.Tk =
yeK <

Es gibt eine Fortsetzung von v,

welche Punktauswertung ist

Es gibt eine Fortsetzung von v,

welche keine Punktauswertung ist

y besitzt eine Fortsetzung in (K*(1))*
Es gibt keine Fortsetzung von y
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5 Mehrfache Tensorprodukte

In diesem Kapitel stellen wir mehrfache Tensorprodukte als Verallgemeinerung
des bekannten zweifachen Tensorprodukts vor. Die konvexe Hiille der Einheits-
produktvektoren eines mehrfachen Tensorprodukts bildet die Einheitssphére der
projektiven Norm. Das Ziel dieses Kapitels ist es, Produktvektoren als reelle alge-
braische Varietat zu schreiben. Damit ist die Einheitssphére der projektiven Norm
die konvexe Hiille einer reellen algebraischen Varietit. Es ist also moglich, diese als
Schnitt von Thetakorpern zu schreiben, siehe Abschnitt Von der Berechnung
der projektiven Norm mittels Thetanormen handeln die néchsten Kapitel.

Im ersten Abschnitt konstruieren wir das mehrfache Tensorprodukt als Auswer-
tungsabbildung auf Multilinearformen. Hierbei verallgemeinern wir die Theorie, die
in der Publikation [Ryan] entwickelt wird. Wir stellen alternative Moglichkeiten,
ein mehrfaches Tensorprodukt zu verstehen, vor. Im Anschluss untersuchen wir
die Assoziativitat wichtiger Eigenschaften.

Der zweite Abschnitt handelt zunédchst von der projektiven Norm. Bei der Vorstel-
lung der injektiven Norm gehen wir auf die Extremalpunkte ihrer Einheitssphére
und auf duale Normen ein. SchlieBllich kann auf dem mehrfachen Tensorprodukt auf
natiirliche Weise ein Skalarprodukt definiert werden, welches die Hilbert-Schmidt-
Norm induziert.

Tensoren kénnen mit mehrstufigen Matrizen identifiziert werden. Im dritten Ab-
schnitt zeigen wir, dass es eine Familie von 2 x 2-Unterdeterminanten eines Tensors
gibt, die genau dann alle verschwinden, wenn der Tensor ein Produktvektor ist.
Fassen wir diese Determinanten als Polynome vom Grad zwei auf, folgt, dass die
Produktvektoren die Verschwindemenge dieser Polynome bilden. Mit dem reellen
Nullstellensatz zeigen wir, dass das Verschwindeideal der Produktvektoren von
den Determinanten erzeugt wird.

Wenn es moglich ist, verallgemeinern wir die Theorie auf beliebige Vektorraume.
Die zentralen Aussagen sind jedoch nur fiir das mehrfache Tensorprodukt von
Vektorraumen endlicher Dimension sinnvoll.
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5.1 Konstruktion mehrfacher Tensorprodukte

Im Folgenden seien Vi,...,V,, Vektorrdume iiber K fiir ein m € N, m > 2. Den
Raum der Multilinearformen V; x ---x V,, > K bezeichnen wir mit Mult(V4, ..., V},,).

Die Abbildung 2 bilde einen Vektor (vq,vs,...,vy) € (V4 x -+ x V) auf das lineare
Funktional

VI ®Ua ® - ® Uy, - Mult(Vy,...,V,,) — K
A = A(vy,vg, ..., U)

ab. Die lineare Hiille des Bildes von 2 in Mult(V4, ..., V},,)" bezeichnen wir als das
m-fache Tensorprodukt von Vi, ..., V,, und schreiben dafir V; Vo ® ---® V,,,. Ein
Erzeugendensystem von V; @ Vo ® --- ® V,,, ist daher gegeben durch

:])V1®V2®~~~®Vm = {Ul B Upy | V1 € ‘/17 -, Uy € vm}7

die Menge der Produktvektoren. Ein Tensor in Vi ® ---® V,,, faktorisiert, falls er ein
Produktvektor ist.

Fiir das mehrfache Tensorprodukt gelten im Vergleich zum zweifachen analoge
Eigenschaften. Insbesondere ist 2 eine multilineare Abbildung. Weiterhin gilt:

Proposition 5.1.1 - Eigenschaften des mehrfachen Tensorprodukts

k

(i) Ist jeweils (7)., eine Basis fir Vi, k=1,...,m, so ist

{el @ -@el lirelr,... ime€ly,}
eine Basis fuir Vi@V, @ --- @ V,,,.

(i) Ein Tensor i, v¢ ® - ® v}, ist genau dann gleich null, wenn fiir alle
Funktionale ¢, € V/, k=1,...,m, gilt: ¥7_; @1(v})---om(vi,) = 0.

(iii) (Alternative Darstellung)
Die lineare Abbildung j: V) ® ---® V,,, > Mult(V/, ..., V! ) mit

V1@V ® - ®uy): Vx-x VI - K
(P15 0m) = 01(v1)Pm(vm)

definiert eine Einbettung von V; ® - ® V,,, in Mult(V/, ..., V,.).
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(iv) (Universelle Eigenschaft)
Jede multilineare Abbildung T : V} x --- x V,, > Z in einen K-Vektor-
raum Z faktorisiert iiber V; ®---®V,,,, das heifit, es existiert genau eine
lineare Abbildung T: Vi ® ---® V,, - Z, sodass T = T o1. Insbesondere
ist das Tensorprodukt durch diese Eigenschaft bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. O

Beweis. Zum Beweis verweisen wir auf [Ryan], Kapitel 1. Dort sind die Aussagen
fiir zweifache Tensorprodukte bewiesen. Fiir mehrfache Tensorprodukte ist eine
analoge Beweisfithrung moglich. [

Die universelle Eigenschaft zeigt, dass genau eine lineare Abbildung 3 auf dem
Tensorprodukt V) ® ---® V,, existiert, die die multilineare Abbildung

6: ‘/'1/><...><V7;L — (V1®...®Vm)'
(1, om) = [1®-® vy > ©1(v1) P (V)]
faktorisiert.
Proposition 5.1.2 - Funktionale durch das Tensorprodukt der Duale
Die Abbildung f : Vie-eV!, - (Vi®-eV,) ist eine Einbettung. U

Beweis. Essei o e V/®--®@ V! mit ¢(z) =0 fiiralle ze V®---®V,, und ¢ # 0.
Dann existiert nach der letzten Proposition eine Darstellung

PLe @y,
i=1
von ¢, sodass (903-)1':1,...,7« fir 5 = 1,...,m jeweils linear unabhéngig sind. Nach
Voraussetzung ist

P1(v1) ¢ (vm) = 0
i=1
fir alle vy € Vi, k=1,...,m.
Behauptung: Fur alle vy, € Vi, k=1,...,m -1, gilt:
> @1 (01) @y (V1) = 0.
i=1

Beweis: Angenommen, das Gegenteil ist der Fall. Dann existiert eine nicht-triviale

Linearkombination von ¢l ... ¢’ zu null. Dies ist ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung. o
Induktiv fithrt dies zu einem Widerspruch, also ist ¢ = 0. [ ]
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Bemerkung 5.1.3 Betrachten wir Banachraume Fi,..., E,,, so gilt die Eigen-
schaft [(ii)| von Proposition auch, wenn ausschlielich stetige lineare Funktio-
nale betrachtet werden. Dies folgt aus dem Satz von Hahn-Banach, sieche [Wei].
Somit folgt aus der letzten Proposition, dass Produktfunktionale

{p1®@ @@ |pre (L), ..., ome(Ln)"}

eine separierende Teilmenge des Duals (F; ® --- ® E,,;)" bilden. O

Charakterisierung von Produktvektoren durch Assoziativitat

Proposition 5.1.4 - Assoziativitdt des Tensorprodukts

Essind Vi@ Vo® Vs, (VieVs)® Vs und Vi ® (V, ® V3) jeweils isomorph. Weiter-
hin existiert ein Isomorphismus zwischen V; ® -+ ® V,;, und V1) ® - ® V() fiir
jede Permutation o auf {1,...,m}. Insbesondere ist die Bildung des m-fachen
Tensorprodukts assoziativ. U

Beweis. Zunichst zeigen wir die erste Aussage. Die zweite folgt aus der Assoziati-
vitdt und der Isomorphie zwischen V; ® V5 und V5 ® V.

Die trilineare Abbildung

e VixVexVz - (VieW)el;
(vy,w,z) +~» (VOW)®=2

bezeichne die Komposition der kanonischen Abbildungen
ne VixVax Va— (Vi@ Vh) x Vs und 150 (Vi@ Va)x Vs > (Vi ®V5) @ V.

Weiterhin bezeichnen wir die kanonische Abbildung, die jedem Tripel aus Vi xVox V3
einen Tensor aus V; ® Vo ® V3 zuordnet, mit j. Aus der universellen Eigenschaft
folgt nun sofort, dass eine eindeutige lineare Abbildung ¢ mit 2 = & o j existiert.
Behauptung: o5 : (Vi @ Va) x Vs = Vi @ Vo ® Vi, (501 0 @ i, 2) = Ty 0 @ w0, ® 2
definiert eine bilineare Abbildung und es gilt: 7 = 0¢ 0 1;.

Beweis: Es sei Y, v; ® w; = ijl 0; @ W; € V4 ® Vo und 2 € V5. Dann gilt fiir jede
Trilinearform A auf V; x V5 x Vs:

(2% ® w; ®z) (4) = EA(vi,wi,z) = iA(ﬁj,wj,z) = (if;j ® W @z) (A),
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da die Auswertung A(-,-, z) bilinear auf V; x Vj; ist. o

Behauptung: Es existiert eine lineare Abbildung o von (V; ® V3)®V3 nach Vi@V, V3
mit y=o0o1.

Beweis: Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts folgt, dass genau
eine lineare Abbildung o existiert mit oy = o 013. Also ist y=0go01; =g 0. o
Behauptung: Es existiert ein Isomorphismus zwischen (V; ® V5)® V3 und Vi@ VL0 V.
Beweis: Es ist )= (0 06) 0y =1idy,gvev; ©J- Aufgrund der universellen Eigenschaft
folgt: 0 0 =idy,g1,ev;- Weiterhin ist ¢ = (& o o) o 1. Wir weisen leicht nach, dass
daraus 15 = (& 0 0) 01, folgt. Damit ist auch 6 oo = id(v,ev,)ev,- Es folgt =071, ¢
Analog ist V; ® (V5 ® V3) isomorph zu Vi ® V, ® V. [ |

Lemma 5.1.5 - Faktorisierung von Produktvektoren

Ein Tensor v € V; ® V5 ® V3 faktorisiere jeweils iiber die ersten beiden und iiber die
letzten beiden Tensorfaktoren. Dann ist v ein Produktvektor. ]

Beweis. Es sei v # 0. Dann existieren zwei Darstellungen

q T s t u
= ZZZ jkﬁi(mi@yj ®Zk) = Z Z Z)\l,mﬁn($1®ym®zn>7
: l -

i=1j=1k =1m=1n=1

wobei ()21, max(p,s) € Vi, (Y5)j=1,...max(q,t) € Vo und (2k) k1, max(ru) € V3 jeweils
linear unabhéngigen Systeme sind. Wegen Proposition “ m kénnen wir
annehmen, dass p = s, ¢ =t und r = u gilt. Weiterhin konnen wir annehmen, dass
fir alle j e {1,...,q} ein ke {1,...,r} existiert, sodass A, # 0 ist, und dass 17, # 0
fir alle n € {1,...,u} ist. Dann folgt:

M'@

a T
Z Z i jiTe(2 ® y; ® 21,),
=1k=1

J

1l
—_

%

also gilt die Gleichung A, 7 = Ai ;7. Da fiir alle j € {1, ..., ¢} ein Index k € {1, ...,7}
mit Ajx # 0 existiert und 7, # 0 ist, folgt, dass eine Konstante y; existiert, sodass
fur alle 7 € {1,...,p} gilt: A ; = nip;. Also ist

Zp: Eq) imﬂjﬁk(%i ®Y; ®2k) = (Zp: m:ci) ® (iujyj) ® (;ﬁkzk) :

=1 j=1k=1 i=1

also ein Produktvektor. [ |

105



5 Mehrfache Tensorprodukte

5.2 Normen auf Tensorprodukten

Mit Ei,..., E,, seien Banachrdume bezeichnet.

Eine Norm | - | auf dem m-fachen Tensorprodukt F; ® --- ® E,, heifit Kreuznorm,
falls fiir alle Produktvektoren e; ® --- ® €, € P, ¢..05,, gilt:

ler@-®@en| = fex]--leml-
Die Menge
Epo-or, = {2]z=€6® - ®e€, mit e; € (E1)1,...,em € (En)1}

der Produkte aus normierten Vektoren bezeichnen wir als Einheitsproduktvektoren.
Fir Kreuznormen auf £y ® - ® E,, ist £g,¢..98,, €ine Teilmenge des Randes der
Einheitssphére.

Die projektive Norm

Proposition 5.2.1 - Projektive Norm
Die Abbildung

|lx: Er@-@En - Rj o | 4
z o= f{EL |- lan ] | 2 = s vy @ @ a7, )

ist eine Kreuznorm auf dem m-fachen Tensorprodukt F; ®---® F,,. Wir bezeichnen
sie als die projektive Norm oder als die Pi-Norm. O

Beweis. Analog zur Beweisfithrung in [Ryan| benutzen wir die universelle Eigen-
schaft des mehrfachen Tensorproduktes, Proposition [5.1.1] , und die separie-
rende Eigenschaft der Produktfunktionale, siche Bemerkung [5.1.3] |

Proposition 5.2.2 - Assoziativitat der projektiven Norm

Sind F, F und G jeweils von endlicher Dimension, so sind die beiden normierten

Riume (E® F, |- [,) ® G, |- |-) und (E® F® G, |- |.) gleich. O
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5.2 Normen auf Tensorprodukten

Beweis. Zunéachst definieren wir die Abbildung

| ln: E€ F& G > K, z»mf{znzinﬂm

i=1

Z:Zzi®gi,zieE®F,gieG}.

i=1

Dann gilt fir ze E® F'® G

Behauptung: Es ist |z, = |2l

Beweis: Die Ungleichung |z|r, < ||z]+ ist leicht einzusechen. Wir zeigen nun die
Ungleichung | z]x, > |2]lx. Sei € > 0. Dann existiert eine Darstellung z = Y1 2; ® g
mit z; € E® F und g; € G, | gi| = 1, sodass ¥ ||zillx < | 2]lx, +¢/2 gilt. Wir wéhlen
fiir i = 1,...,r eine Darstellung z; = ., €’ ® f; mit endlicher Indexmenge ;, sodass
gilt: Yjer, €511 £;1 < [l zill= +&/(2r). Dann ist

BRI C | FA Z;(Ilzil\ﬁf/(??“)) = Zgllzil\ﬁf/? < zlm +e

i=1 ]EIZ

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Aussage. o
Auf E® F® G stimmt | - ||, also mit der projektiven Norm iiberein.

Gemaf ihrer Konstruktion ist die projektive Norm die grofite Kreuznorm auf dem
Tensorprodukt F; ® -+ ® E,,. Ihre Einheitssphére ist daher in der Einheitssphére
jeder anderen Kreuznorm enthalten. Umgekehrt enthélt sie die konvexe Hiille der
normierten Produktvektoren. Es gilt sogar die Gleichheit:

Proposition 5.2.3 - Konvexe Hiille der Einheitsproduktvektoren
Es gilt: By, = cl(co(Py nBir)) = cl(co(Ey)) mit Vi=E; @ ® E,,. O

Beweis. Zunichst zeigen wir die letzte Gleichung. Die Inklusion
cl(co(Py nBy,)) 2 cl(co(Ey))

ist schnell einzusehen. Sei nun e € Py mit |e|, < 1. Dann ist |e/|e].[~ =1 und

‘7 A(uenw)““”(neuw)

mit 0 < A= (Je|-+1)/2<1. Also ist e € co(Ey).

Jetzt zeigen wir die erste Gleichung. Die Inklusion

By 2 cl(co(Ev))

107



5 Mehrfache Tensorprodukte

gilt nach einer einfilhrenden Anmerkung. Sei nun e € in(B; ). Dann existiert eine
Darstellung e = Y i @ - @ zf, mit 1> := Y7 |2t |- |xi,]| > |e]. Es ist

T
L2 e/ = Yzt @ @ap,)/0 (i @@, 2 @ ®a,).
1=1

m

Da nach Konstruktion 1 = Y7, |2} ®--®a, ||./d gilt, folgt, dass e/d € co(PynB )
ist. SchlieBlich ist e € § - co(Py N By ) € co(Py N By ). [ ]

Da die konvexe Hiille kompakter Teilmengen endlichdimensionaler Vektorraume
wieder kompakt ist, siche Satz [3.1.2] kénnen wir in diesem Fall in der letzten
Proposition auf die Abschliisse verzichten.

Die injektive Norm

Proposition 5.2.4 - Injektive Norm
Die Abbildung

|“Je: Ev®®E, - Ry
z = sup{[(pr @ ® ) (2)] [ 1 € (B, oo om € (B )1}

ist eine Kreuznorm auf dem m-fachen Tensorprodukt £} ® ---® F,,,. Wir bezeichnen
sie als die injektive Norm. Il

Beweis. Die Abbildung ist positiv. Die Definitheit folgt aus der separierenden
Eigenschaft des Duals, siche Bemerkung [5.1.3] Es ist [Az|. = |\[|z]. fiir alle A e R
und alle z € £ ®---® F,,. Fiir den Absolutbetrag auf K gilt die Dreiecksungleichung,
also auch hier. Dass die injektive Norm eine Kreuznorm ist, sehen wir leicht ein.ll

Die injektive Norm ist schwécher als die projektive: |z|. < |z]. fir alle z € V.

Proposition 5.2.5 - Duale Normen

Es sei | - |4 eine Kreuznorm auf Fy ® - ® E,,. Fiir p € Ef ® --- ® E}, sei die duale
Norm |- | o+ zu | - | o definiert durch

[l = sup{lp(2) | 2 € E1 @+ ® Epy, 2] 0 < 1}.

Dann ist die duale Norm genau dann eine Kreuznom, wenn |- [ < || |o < |- |+
gilt. O
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5.2 Normen auf Tensorprodukten

Beweis. Der Beweis fiir zweifache Tensorprodukte erfolgt analog fiir mehrfache
Tensorprodukte. u

Betrachten wir H ® K als Tensorprodukt reeller Hilbertrdume H und X, so ist
ein Tensor £ ® n eindeutig mit dem Operator (-,£)-n € B(H,XK) isometrisch
isomorph identifizierbar. Die Operatornorm des Bildes eines Tensors liefert also
seine injektive Norm. Lasst sich eine solche Identifikation auch fiir mehrfache
Tensorprodukte vornehmen? Ohne allzu tief in diese Thematik einzusteigen, wollen
wir im Kontext des ndchsten Abschnitts eine Idee geben, wie Analogien hergestellt
werden konnen.

Hier halten wir zunéchst fest, dass fiir einen Vektor v € R* @ R™ eine im Wesentli-
chen eindeutige Darstellung

n
v = Z)\iei@’fz‘
i=1

mit \; > 0 und Orthonormalsystemen {e;}”, in R® und {f;}”, in R™ existiert.

Proposition 5.2.6 - Extremalpunkte und Isometrien
Sei v e R* @ R™ in der Darstellung von eben. Dann gilt:

[v]le = sup{A1,...,A\n}.
Insbesondere gibt es eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen den Extremalpunkten

von By . und den Isometrien in M, ,(R). O

Beweis. Wir identifizieren v mit der Matrix
n
A= Z/\i<'a6i>'fi-
i=1
Dann ist

AtA = Z )\22 < . €i>'€i.

i=1

Das Spektrum von A*A ist {A\?,...,A2}. Nach dem Spektralsatz ist die Quadrat-
wurzel aus dem Spektralradius von A*A gleich der Operatornorm von A. Damit

erhalten wir die Gleichung |v|. = sup{A1,...,\,}. Weiterhin ist v genau dann
ein Extremalpunkt von B ., wenn A\ =--- =\, =1 gilt. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass A eine Isometrie in M, ,,(R) ist. |
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5 Mehrfache Tensorprodukte

Die Hilbert-Schmidt-Norm

Es seien Hy, ..., H,, Hilbertraume und V := H; ®---® H,,, das algebraische Tensor-
produkt. An dieser Stelle mochten wir auf kanonische Weise ein Skalarprodukt
auf V definieren, sodass V' die Eigenschaften der Faktoren H,,...,H,, erbt.

Nach dem Satz von Riesz-Frechet ist ein Hilbertraum £ zu sich selbst dual, das
heift, es existiert ein antilinearer Isomorphismus

I: L - C*

w v (v,w).
Somit ist auf kanonische Weise die folgende antilineare Abbildung konstruierbar:

J: vV -V .
W Wy, ~ v (B(L(w)®®1(wy))) (V).

Entsprechend ist die Abbildung

(v.0) = (J(w)) (v) = zzw ERAY

=17

wobei v = Y7 vt ®@ - @ vl und w = Z;zlw{ ® - ® wi, mit vi,wl € Hy sind,
wohldefiniert auf V' x V. Sie definiert ein Skalarprodukt auf V. Damit wird V'
zu einem Pra-Hilbertraum. Sind Hy, ..., H,, von endlicher Dimension, ist V' ein
Hilbertraum.

Definition 5.2.7 - Hilbert-Schmidt-Norm
Mit dem Symbol

[vlus = v/ (v, v)

fiir v € V sei die Hilbert-Schmidt-Norm bezeichnet. O

Die Hilbert-Schmidt-Norm ist eine Kreuznorm. Weiterhin gilt:

Proposition 5.2.8 - Eigenschaften der Hilbert-Schmidt-Norm
Es gilt fir v e V:

(i) Jofe < Jvlus < Jvfa
(i) veext(Byns), genau dann wenn |v|ps =1 gilt. O
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5.2 Normen auf Tensorprodukten

Beweis. : Da ein Hilbertraum mit seinem Dual identifizierbar und die duale
Norm zur Hilbert-Schmidt-Norm gleich der Operatornorm ist, folgt, dass die
Hilbert-Schmidt-Norm zu sich selbst dual ist. Insbesondere ist die duale Norm eine
Kreuznorm. Damit folgt aus Proposition [5.2.5] dass die Hilbert-Schmidt-Norm
zwischen der injektiven und der projektiven Norm liegt.

[} Sei v € V mit |v]us = 1. Angenommen, es existieren z,y € V, |z|us = |y[us = 1
und v = Az +(1-A)y mit 0 < A < 1. Dann gilt: 1 = |v|us < A|z|us+ (1= |y|us = 1.
Daraus folgt, dass « = py fir einen Faktor p € (K); ist. Also ist [Ap+ (1-A)|=1.
Da die Einheitssphéare von K strikt konvex ist, folgt =1 und damit r=y. H

Abschlieend mochten wir noch auf die Symmetriegruppe der Produktvektoren
eingehen. Es sei J{ die Vervollstandigung des Tensorprodukts V' beziiglich der
Hilbert-Schmidt-Norm. Dann ist die Abbildung

B(H)®B(H,,) - B(H)
o7, » [r11®®x,—>T(r)® & T,(rn)]

eine Einbettung. Weiterhin bezeichne U; die unitdre Gruppe von H; und U die
unitdre Gruppe von H.

Proposition 5.2.9 - Symmetrien der Produktvektoren

Die Gruppe
Goc = {U1® @ Uy | Us €W fiir i = 1,...,m} € U

ist invariant auf den Einheitsproduktvektoren €4 und wirkt transitiv auf 4. [

Beweis. Dies ist leicht einzusehen. [ |
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5.3 Produktvektoren als Varietat

Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass die Einheitssphére der projektiven
Norm die abgeschlossene konvexe Hiille der Einheitsproduktvektoren ist. Wie
kénnen wir diese konvexe Hiille beschreiben?

Zunéchst stellt sich die Frage nach Kriterien dafiir, wann ein Vektor ein Pro-
duktvektor ist. Das Ziel dieses Abschnitts ist, ein solches Kriterium zu finden.
Motivierend ist, dass Produktvektoren der Linge eins in R? ® R? von der Gestalt

( Zifgi; )®( Z?S((z)) ) pel0,2m), ¢ e[0,2m)

sind. Identifizieren wir Tensoren mit darstellenden Matrizen linearer Abbildungen,
also r ® y € R2®@ R? mit (-,y)- € My(R), so hat ein solcher Produktvektor die
Gestalt

( cos(p) cos(v0) cos(p)sin(e) )
sin(p) cos(vp) sin(p)sin(y) |

Ein Vektor ist also genau dann ein Produktvektor, wenn die Determinante der
darstellenden Matrix verschwindet. Wir sehen, dass sich diese Beobachtung verall-
gemeinern lasst. Es ist moglich, Produktvektoren als reelle algebraische Varietét
zu schreiben.

Es sei V :=R™ @ --- @ R™ fiir natiirliche Zahlen n4,...,n, >2 und r > 1. Basisvek-
toren von R” seien gegeben durch e; := (6;(k)),.,; , €R"firallei=1,...,n.

-----

Tensoren als mehrstufige Matrizen
Notation. Auf der Menge
N ={1,.,n}x--x{1,...,n.}

definieren wir die invers lexikographische Ordnung >;pye0: Fiir zwei verschiedene
Elemente a,b € N gelte genau dann a >, b, falls der erste Eintrag in der
Differenz b — a, der nicht Null ist, positiv ist. Weiterhin sei mit

der Vektorraum aller Abbildungen N — R bezeichnet. Wir nennen ihn den Raum
der r—stufigen Matrizen. Als Notation fiir eine r-stufige Matrix N - R, i —» A,
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5.3 Produktvektoren als Varietat

verwenden wir die Koeffizientenschreibweise (\;), . . Auf natiirliche Weise sind
die Matrizeinheiten

{Ekl,...,kr = (51'1(kl)"'(sir(kT))iz(il,...,iT) eN ‘ ky<ng, .o ke < nr}

eine Basis dieses Vektorraums. Er ist daher isomorph zu R, Weiterhin folgt
mit Proposition [(0)] dass ein Isomorphismus 2 durch

v 4 - My, (R)
€y ® e = Ei, . .

gegeben ist. Auf diese Weise ist eine kanonische Identifikation von mehrstufigen

Matrizen mit mehrfachen Tensoren moglich. So identifizieren wir einen Produkt-

vektor:

Al Al
: : L.\
o leef = (AL )‘u)z—:(il,_..,mezv'
A AL
Proposition 5.3.1 - Der Isomorphismus 2 ist eine Isometrie zwischen V', verse-

hen mit der Hilbert-Schmidt-Norm, und M, .. (R), versehen mit der 2-Norm.[J

Beweis. Diese Aussage zeigt eine einfache Rechnung. Das Bild eines Einheitspro-
duktvektors v unter ¢ ist von der Form (A} A7 ) iy T (AT)24-+(AE )2 =

fir alle k=1, ...,7. Also gilt fiir die 2-Norm dieser Matrix:
[o()13 = 2 (ML) (A])

S RO (D (L))

i€{1,..;nq pxox{1,npo1 }

LYo ()2 = = ()2 e (AL)? = 1.

-1
ie{1,...,n1 pxx{1,...,np_1}

Die Abbildung bildet insbesondere eine Orthonormalbasis von V' aus Produktvek-
toren normerhaltend auf die Matrixeinheiten von M,,, . (R) ab. [ |

Die injektive Norm als Operatornorm

Wie im vorigen Abschnitt angekiindigt, wollen wir einen Zusammenhang zwischen
der injektiven Norm und Operatornormen aufzeigen. Eine mehrstufige Matrix kann

113
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.....

Axb = (%ail ..... e

(2% bk)
k=1 (21yeesir—1) € {1,ece,nq pxx{1,...onp_1}

7777

Die injektive Norm ist als Supremum iiber mehrfache Anwendungen von Vektoren
auf eine mehrstufige Matrix gegeben:

Proposition 5.3.2 - Die injektive Norm als Operatornorm
Es gilt fir v e V:
[v]le = sup{|e(v) b, # bp_q w2 by| | b; € (R™)y, i=1,....7}. O

Beweis. Es sei v =21 ® - ® 2, € V ein Produktvektor. Bezeichnen wir die k-te
Komponente von x; mit \i, k=1,...,n;, so ist

1) by w by wow by = (NoAD) L w bRy
()\211 )\T 1 xr’b >)z—(i1 ..... ir—1) * bT*l row bl
(JI ) Z(ZE1® QR Ty 1)‘i‘<’b7« P xR w by =L
<x7"7 r)(mr 17 >"'<£L‘1,b1). L

Beispiel 5.3.3 Mit dieser Darstellung konnen Normen, die zwischen ||| und |- |-
liegen, konstruiert werden.

Behauptung: Die Norm auf V := (R @ R™2, | - ;) @ R, || - | ) ist gegeben durch:

sup{[[s(v) # b= [ b€ (R™)}
firveV.
Beweis: Es sei v =7 2;®y; ® z;. Die Norm auf dem Tensorprodukt sei bezeichnet
mit |-|,. Da die injektive und die projektive Norm fiir ein zweifaches Tensorprodukt
endlichdimensionaler Vektorraume zueinander dual sind, gilt:

S
ol = sup{
=1

6] <Lbe (R”3>1}

sup{‘w( EUICE y>)‘ ‘ vl <1be a&m}

sup {[¢(2(v) = b)[ | [¢]e <1,b€ (R™)}
sup{[[(v) « bl [ b€ (R™)q}.

Daraus folgt die Aussage.

o

Solch eine Darstellung kann beliebig verallgemeinert werden.
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Ein Kriterium fur Produktvektoren

Zunéchst zitieren wir ein Resultat aus der algebraischen Geometrie, siche [Har]:

Lemma 5.3.4 - Satz von Segré

Ein Vektor v € R™ ® R™ ist genau dann ein Produktvektor, wenn alle 2 x 2-
Unterminoren von «(v) verschwinden. O

Beweis. Es sei v e R™® @ R" ein Produktvektor. Dann existieren x = 3.1, \;e; € R™
und y = Y7 pje; € RP mit v = 2@y = ¥ ¥ A (e;®e;). Nun ist leicht zu sehen,
dass alle 2 x 2-Unterminoren von 1(v) = (Aifty),_y ..oy, Verschwinden. Nun
zeigen wir die andere Implikation. Ein Tensor v € R™®R™ erfiille die Voraussetzung,
das heiBt, alle 2x2-Unterminoren von 1(v) = (Aijj),_y 1., Verschwinden. Falls
alle Eintrage von ¢(v) verschwinden, ist v = 0.

Behauptung: Falls v + 0 gilt, ist 2(v) vom Rang eins.

Sei \;; # 0. Wir betrachten alle Eintréage, die in der gleichen Zeile liegen. Ist ein
solcher Eintrag null, folgt aus der Voraussetzung, dass alle Eintrdge in der gleichen
Spalte ebenfalls null sind. Ist ein solcher Eintrag A; j # 0 ungleich null, so gilt fiir
alle nicht verschwindenden Eintrige Ay j» # 0:

Nij Ay

Mg g
Da Verhéltnisbildung auf reellen Zahlentupeln mit nicht verschwindender zweiter
Komponente transitiv ist, folgt, dass alle Zeilen Vielfache voneinander sind. ¢

Eine m x n-Matrix A vom Rang r kann als Produkt einer m x r-Matrix A; und
einer r x n-Matrix A,, wobei A; und A, den Rang r besitzen, geschrieben werden.
Daher existieren Vektoren z € R™ und y € R? mit o(v) = z-y* = (%;y;)i-1,... mij=1,...n
und es ist v =2 ®y. |

Jetzt verallgemeinern wir dieses Resultat.
Satz 5.3.5 - Determinantenkriterium fiir Produktvektoren
Fir einen Vektor v := ()‘ilmir)i=(i1,...,ir)eN € My, ..., (R) sind dquivalent:

(a) +7!(v) ist ein Produktvektor.

(b) Es gilt

DV W
det UL yeeeylr J1se-5]r — 0
( Ny ANyl )

fur alle Indizes mit den folgenden Eigenschaften: Es existiert ein
te{l,...,r}, sodass fiir alle s € {1,...,r} die Kriterien
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(i) Ist s =t, so gilt: is =k, und js = ;.
(i) Ist s <t -1, so gilt: is = j5 und kg = [5.
(iii) Ist s>t +1, so gilt: is = kg = js = ls.
erfillt sind. O

Beweis. @ @ Dass das Bild eines Produktvektors unter » diese Eigenschaften

erfillt, ist leicht zu sehen, da es von der Form ()\111--~)\;7T)i16{1 nt ) ine{Lomin) ist.

@ @: Es sei r > 1. Die Determinanten, die das Kriterium fiir ¢ = r erfillen,
beschreiben die Faktorisierung in der letzten Komponente nach Lemma [5.3.4] Also
ist v Produktvektor in (R™ @ --- ® R*-1) @ R*. Im Fall v # 0 existiert ein Basis-
vektor von R™, sodass die letzte Komponente einen echten Anteil daran besitzt.
Die Determinanten fir t = r — 1 und ¢, = 7, wobei v in der letzten Komponente
einen echten Anteil an einem Basisvektor e; € R" besitzt, beschreiben jeweils die
Faktorisierung in den ersten r — 1 Komponenten. Die anderen Determinanten sind
null. Induktiv folgt mit Lemma [5.1.5 dass v ein Produktvektor ist. [ |

Das Determinantenkriterium zeigt, dass die Eigenschaft, Produktvektor zu sein,
algebraisiert werden kann. Dies werden wir im néchsten Abschnitt behandeln.

Produktvektoren als Varietat

Den Polynomring R[z; | i € N| versehen wir mit der graduierten lexikographischen
Ordnung, wobei N und damit alle Monome vom Grad eins wie im letzten Unterab-
schnitt invers lexikographisch geordnet sind. Verschwindemengen von Polynomen
in R[z; | i € N| sehen wir ausschlieflich als Elemente in M,, _,, (R) an. Es sei

fijky = vz — o € Rla; | i€ N

fiir jeweils vier Indizes i, 7,k,l € N.

Das oben genannte Kriterium erlaubt es, die Menge der Produktvektoren als ge-
meinsame Verschwindemenge spezieller Determinanten darzustellen. Die Menge

P = {fijru 4.,k 1 € N erfiillen die Bedingung aus Satz [5.3.5|[(0)]
und der Leitterm von f; ;,; hat ein positives Vorzeichen}
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enthélt alle Determinanten, welche zur Charakterisierung von Produktvektoren
wesentlich sind. Sie erzeugt die zwei Ideale

jV = (P) und
3‘/ = <Jv,1— me)
ieN
Korollar 5.3.6 - Produktvektoren als reelle algebraische Varietit

Es gilt: «(Py) = Z(y) und o(&v) = Z(dv) = Z(Tv) N Z(1 = iy 22). O

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Satz [5.3.5. Weiterhin ist ein Produkt-
vektor nach Proposition genau dann normiert, wenn das Bild unter » Nullstelle
des Polynoms 1 - Y,y z? ist. |

Insbesondere ist die Menge der Einheitsproduktvektoren kompakt.

Wir ergianzen ein technisches Detail. Die Determinanten sind bis auf Vielfache
bereits durch ihre Diagonalen bestimmt.

Proposition 5.3.7 - Charakterisierung der Determinanten
Es gilt:

(i) Sei (7,1) € N2, sodass sich ¢ und [ in mindestens zwei Stellen unter-
scheiden und ¢ > [ gilt. Dann existiert genau ein Paar (j,k) € N2,
sodass j >k und f;;x, € Pu(=P).

(ii) Ist f € P, dann existiert genau ein (i,7,k,1) € N* mit i > j > k > [,
sodass f = f; j k1. Insbesondere unterscheiden sich ¢ und / in mindestens

zwel Stellen.
(iii) Es ist

4P - %dim(V) (dm(V) 47— 1= (ng +-+m)),

wobei dim(V') =ny -...-n, gilt. O
Beweis. [(i)} Seien (4,1) € N2 gegeben. Sind alle Stellen von ¢ und [ verschieden,
existieren eindeutige Indizes (j, k) € N2, j > k, sodass i, j, k,[ die Bedingung aus

Satz [5.3.5, [(b)] erfilllen. Weiterhin ist f; ;x; # 0, das heifit, die Aussage ist wahr.
Sei nun ¢ := max{s € {1,....,7} | is # [;}. Dann ist ¢ > 1. Setzen wir nun

G 1= (oot byt @)y k1= (L ey bt By e o i)
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fir ¢t <7 und
j = (’L'17,”7?;,r_1’l,,.), k = (ll,...,lT_l,ir)

fiir t = r, so erfiillen 4, j, k, [ die Bedingung aus Satz , . Nach Voraussetzung
ist i # j und ¢ # k, also folgt: f; ;€ Pu(—P). Es bleibt noch die Eindeutigkeit
von (j,k) zu zeigen. Seien (j’,k') € N2 mit j' > k' und f; j yr; € Pu(=P). Dann
existiert ein ¢’ € {1, ...,r}, sodass fiir alle s € {1, ...,7} die Kriterien [(i)] und
aus Satz , @ erfiillt sind. Es folgt, dass t’ > t ist. Angenommen, es ist t’ > t.
Dann ist a = j’ oder a = k', was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Es folgt
also t =t und damit ist (5', k") = (4, k).

[Gi)} Sei f € P. Dann existieren (i,1) € N2 mit i > [, sodass LT (f) = z;2;. Weiterhin
existiert ein ¢t € {1,...,r}, sodass i; # [, ist und f die Gestalt

f = ziz - 22, mit
= (it eeitotsity bty eoenin)s § = (oot Ly Bt o i)
k = (lb---,lt—lyitgit-e-l,---,ir), l = (l17'--7lt—17lt7it+1>---7ir)

fiir t <7 und

1= (ila"'air)a .] = (Z.la"wi'r—l)l?“)) k = (lla"'alr—lair)a l = (lla"'vlr—lal'r)

fiir ¢ = r besitzt. Da nach Voraussetzung f + 0 gilt, existiert ein ¢ € {1,....;t -1}
mit g # . Daraus folgt: (i1,...,5.1,1,...,1) > (I1,...,l;_1,1,...,1). Insbesondere
isti>g>k>l1.

(D} Sei d := dim(V'). Fiir alle i € N gilt

S; == #{j € N|i>j und i und j unterscheiden sich an genau einer Stelle}

= (nl—i1)+---+(nr—ir) = (n1+---+nr)—(i1+---+ir).
Weiterhin ist

Sy = #{(i,7) e N*|i>j}
=(d-1)+(d-2)+--+1 =d(d-1)/2 und

r

Y > lig = (1424 +ny) ngcne (1424 +n0) g nge o np
€N s=1
+(1+244n) Ny Ny
" ng(ns+ 1) d-r d <
= —_— . :_+_. 5-
t#s
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5.3 Produktvektoren als Varietat

Es folgt:
d-r d <
#P = S-S = d(d—l)/2—d(n1+~~~+nT)+T+§-Zns
€N s=1

(P+d(-1-(ny+-+n,)+7)) = g(d+r—1—(n1+~~-+nr)),

N | —

was zu beweisen war. [ |

Im Wesentlichen sind damit alle Determinanten durch Angabe ihrer Diagonal-
eintrage bestimmt. Weiterhin bemerken wir den Zusammenhang zwischen # P
und der maximalen Dimension eines vollstindig verschrinkten Unterraums des
Tensorprodukts C™ @ --- ® C"r, siehe [Par].

Das Verschwindeideal der Produktvektoren

Im Folgenden untersuchen wir die Polynome, die die Eigenschaft eines Tensors,
Produktvektor zu sein, codieren, nach ihrer Eigenschaften als Erzeugendensystem
eines Ideals. Erzeugen sie das Verschwindeideal der Produktvektoren? Das Resultat
kommt im néchsten Kapitel zur Anwendung.

Lemma 5.3.8 - Produktvektoren und Grobnerbasen
Es sind aquivalent:

(a) P ist eine Grobnerbasis fir Jy .
(b) r=2.

In diesem Fall ist P sogar eine reduzierte Grobnerbasis fiir Jy,. Im Fall r > 2 ist
das Erzeugendensystem P u {1 -3, yz?} keine Grébnerbasis fiir Jy . O

Beweis. Sei P':={f; |47,k 1 € N erfiillen die Bedingung aus Satz [5.3.5[(0)]}.

@ = @: Sei zunachst r = 2. Wir zeigen durch Anwendung des Kriteriums von
Buchberger, Satz auf Seite [9] dass P eine Grobnerbasis von Jy ist. Es seien
zwei Determinanten f,g € P mit f := f,p.q und g = fiinm fir (a,b,c,d) € N*
und (k,l,n,m) € N* gegeben. Wir nehmen an, dass a>b>c>d, k>1l>m>n
gilt. Weiterhin sei f # g und a > k. Wir zeigen nun, dass der Rest der Division des
S-Polynoms von f und g durch P verschwindet. Da f und g beliebig gewéhlt sind,
folgt mit dem Kriterium von Buchberger, dass P eine Grobnerbasis fiir Jy ist.
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5 Mehrfache Tensorprodukte

Zunéchst bestimmen wir das kleinste gemeinsame Vielfache des Leitterms x,x4
von f und des Leitterms xjx, von g. Es ist

TalglpXn, a+kundd+n
LCOM (2,24, T1n) = { TaZaTn, a=kund d#n
TaTqTh, a+kundd=n
Der Fall a = k und d = n tritt nicht auf, da wir f # g vorausgesetzt haben.

Fall 1: a # k und d £ n.
Es ist

S(f,9) = Tpn - f = TaZa- g = TaTal1Tm = TpTeTpTr
= LT, 'f_$b17c'g~

Da der Leitterm x,zq42;x,, von S(f,g) nicht kleiner als der Grad von z;x,, - f und
von xpx. - g ist, folgt, dass der Rest der Division von S(f,¢) durch P null ist.
Es existieren Indizes a’,b',¢’,d" € N und k',l’,n’,m’ € N, sodass alle 2 x 2-Unter-
minoren der Matrix
Lq Ty Lo Ty
e Tqg T Tqr
Tt Ty Tk Iy
Tyt Tpt Ty Ty
Elemente aus P’ sind.
Fall 2: a =k und d # n.
In diesem Fall kénnen wir annehmen, dass b > [ gilt. Es ist

S(f7g) = Tn - f —Xg g = —TpTclp + XTI T .
Im Fall b =1 gilt: S(f,9) = ~z)(xcxy — Taxm). Da fopam € P, folgt die Aussage.

Sei nun b > [. Der Leitterm von S(f,g) ist —zpz.x,. Es ist

S(f.9)

T (Tp Ty — Ty Ty ) = T Ty + TGTIT

= _$C(ben - xn’xb’) - xb’(xcxn’ - $d$m),

dam=m'und [ =b'. Da x; grofler als Eintrdge der Matrix M aufler z, ist, ist das
Monom xz.x, nicht kleiner als alle Monome der obigen Darstellung von S(f,g).
Damit folgt die Aussage.

Fall 3: a# Kk und d =n.
Esist a>k, m =¢ und b=0". Daraus folgt:

S(f,9) = xk-f—%a- g = TiTy, — LT Tk

T (Toy — Ty g ) — Tp(Tep — T Thr )

xm(xaxl - xb/xk/) - xb(xcxk - l’cll’k/)
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5.3 Produktvektoren als Varietat

mit dem Leitterm z,2;2,,. Da f,p ;€ P und f. o 1 € P’, folgt die Behauptung.
Wir haben nun bewiesen, dass P eine Grobnerbasis ist. Da alle Leitterme von
Elementen in P ein positives Vorzeichen haben, Monome vom Grad zwei und
keine Quadrate sind, ist P reduziert.

Zum Beweis der anderen Implikation und der weiteren Aussagen benutzen wir
die Definition einer Grobnerbasis. Wir geben ein Polynom an, welches im Ideal
liegt, dessen Leitterm aber nicht durch den Leitterm eines Erzeugers teilbar ist.
Sei zunachst r = 3 und ny = ny = n3 = 2. Es seien die Polynome

f = 21,1,1%221 — 1212211 € P und g := T1,1,1%122 — 1122121 € P
definiert. Das S-Polynom von f und g ist

S(fag) = 21,1,271,2,1722,1 — 21,2,171,2,202,1,1-

[@] = : Der Leitterm von S(f,g) ist 2112121222,1. Davon sind alle Faktoren
vom Grad zwei, 719212221, T1,12%121 und 21127221, keine Leitterme eines Po-
lynoms aus P. Da der Leitterm von S(f,g) auch nicht durch den Leitterm des
Normierungspolynoms 1 — Y.y 27 teilbar ist, folgt, dass Pu {1 -,y 27} keine
Grobnerbasis fir Jy ist.

In allen anderen Féllen mit r > 3 sind in analoger Weise Gegenbeipiele konstruier-
bar. Wir wéhlen hierfiir f und g wie oben und ergédnzen die Indizes der Variablen
jeweils um r — 3 Einsen. Dann folgt die Aussage mit Proposition [5.3.7} [

Mit dem reellen Nullstellensatz folgt aus der letzten Aussage, dass Polynome, die
auf den Produktvektoren verschwinden, von Determinanten erzeugt werden:

Satz 5.3.9 - Das Verschwindeideal der Produktvektoren
Fir r =2 gilt: 3(Z(Ty)) = Jy. O

Beweis. Sei r = 2. Wir beweisen, dass das Ideal Jy reell ist, da daraus nach dem
reellen Nullstellensatz direkt die Aussage folgt. Nach Definition [2.1.17] ist
dafiir zu zeigen: Aus a4, ..., as € R|z; |ie N] mit i a? € Jy folgt, dass a; € Jy fur
alle i =1,...; s gilt. Wir nehmen das Gegenteil an. Es sei 0.B.d.A. a; ¢ Jy. Weiterhin
sei k€ {1,...,s} so gewdhlt, dass ay,...,ax ¢ Jy und a; € Iy fir alle i € {1,..., s} mit
i > kist. Esist —a? € Jy fir i € {1, ..., s}, i > k. Daraus folgt: a? +---+a} € Jy.. Nach
Lemma ist das Erzeugendensystem P von Jy eine Grobnerbasis. Es seien
mit rq,...,r; jeweils die Reste der Division von aq,...,a; durch P bezeichnet.

Behauptung: Es ist LT (r;)* = LT (r2).
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5 Mehrfache Tensorprodukte

Beweis: Der Term LT (ri)2 hat unter den Monomen von r?, die den hochsten Grad
besitzen, den groBiten Multigrad beziiglich der lexikographischen Ordnung. o

Wir nehmen im Folgenden an, dass LM (Zle r?) = LM (r1)? gilt.

Behauptung: LM (7“1)2 ist reduziert beziiglich P.

Beweis: Das Leitmonom eines Polynoms p € P besitzt die Form x,x,. fir b,ce N
und b # ¢. Angenommen, LM (r)? ist durch z,z. teilbar. Dann folgt, dass LM (r;)
teilbar durch z,z. ist. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass r; reduziert
beziiglich P ist. o
Da ri+---+ 7% € Jy gilt, muss LM (r1)? durch den Leitterm eines Polynoms p € P
teilbar sein. Dies ist aber nach der vorigen Behauptung unmoglich. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass ay ¢ Jy ist. Es folgt: aq,...,as € Jy. [ |

An dieser Stelle mochten wir anhand eines Beispiels aufzeigen, wie grof3 eine
reduzierte Grébnerbasis fiir Jy werden kann.

Beispiel 5.3.10 Wir stellen natiirlichen Zahlen ny,...,n, mit V:=R" @ --- @ R
die Lange L der reduzierten Grobnerbasis fiir Jy zur lexikographischen Ord-
nung gegentiber. Es sei D := (#P) + 1 die Anzahl der im vorigen Unterabschnitt
vorgestellten Erzeuger fir Jy, die aus geeigneten Determinanten und dem Normie-
rungspolynom 1 - Y,y z? bestehen.

ni,...,n, dim(V) D L

2,2 4 2 4
2,3 6 4 9
3,3 9 10 23
5,5 25 101 217
6,6 36 226 476
2,2,2 8 9 22
2,2,3 12 22 56
2,3,3 18 55 137
3,3,3 27 136 371
3,3,4 36 253 767
2,2,2,2 16 45 119

2,2,2,2,2 32 209 645

Durch Adjungtion des Normierungspolynoms zu Jy entstehen neue Leitterme,
die die reduzierte Grobnerbasis sichtlich vergrossern. Aufféllig ist, dass die Werte
fir dim(V') und D fiir RS @ RS grofer als fur R? @ R? @ R? @ R? @ R? sind, dies
jedoch nicht fiir L gilt. Vermutlich ist die Lange der reduzierten Grébnerbasis fiir
gleichbleibende Werte von dim(V') desto hoher, je grofier r ist. O
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6 Approximation der
Pi-Norm-Einheitssphare

In diesem Kapitel untersuchen wir, wie die projektive Norm mittels Thetanormen
bestimmt werden kann. Wir zeigen, dass der erste Thetakorper im einfachst
denkbaren Fall, wenn der zugrunde liegende Vektorraum ein reelles zweifaches
Tensorprodukt ist, bereits die Einheitssphéire der projektiven Norm liefert. In
diesem Fall ist die projektive Norm gleich der ersten Thetanorm. Diese Thetanorm
kann in der Praxis durch die Darstellung des ersten Thetakorpers als projizierter
Spektraeder berechnet werden. Methoden hierfiir stellen wir im néchsten Kapitel
Vor.

Im ersten Abschnitt zeigen wir, dass die Einheitssphére der projektiven Norm als
konvexe Hiille der Einheitsproduktvektoren, die eine reelle algebraische Varietét
bilden, durch Thetakorper approximierbar ist. Diese Thetakorper bilden eine
Kette von Kreuznormen, die zwischen der projektiven und der Hilbert-Schmidt-
Norm liegen. Wir liefern verschiedene Ansitze, die Giite der Approximation
zu bestimmen. Um diese zu prézisieren, entwickeln wir im zweiten Abschnitt
geometrische Methoden, die Groie von Thetakorpern einzuschranken, insbesondere
die Theorie der Polaren einer kompakten konvexen Menge. So kénnen wir die
Ergebnisse des ersten Abschnitts verallgemeinern und folgern das Resultat im
dritten Abschnitt.

Es sei V := R™ @ --- @ R™ fiir naturliche Zahlen r > 2 und nq,...,n, > 2. Wir
iibernehmen die Notation aus Abschnitt Weiterhin seien mit Ty, k € N, die zum
Ideal Jy € R[z; lie N | gebildeten Thetakorper bezeichnet. Im dritten Abschnitt
beschranken wir uns auf den Fall r = 2.

6.1 Thetakorper induzieren Normen

In den Kapiteln [5 [ und 2] haben wir Vorarbeit geleistet, sodass dieses zentrale
Resultat eine direkte Folgerung aus den Sétzen dieser Kapitel ist:
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Korollar 6.1.1 - Pi-Norm-Einheitssphare als Schnitt von Thetakorpern
Es gilt: «(B1,) = Npoy Tk O

Beweis. Nach Proposition gilt: By » = co(Ey ). Nach Korollar sind die
Einheitsproduktvektoren eine kompakte reelle algebraische Varietét: «(Ey) = Z(Jy ).

Nach Satz ist Npoy Tk = co(Z(Jv)) = co(v(Ev)) =1(co(Ev)) =1(B1x). [ |

Es stellt sich die Frage nach der Giite dieser Konvergenz. Konvergieren die The-
takorper rasch gegen ihren Schnitt? Dies wollen wir im Folgenden untersuchen.

Die GroBe von Thetakorpern. Der auBere Radius

In diesem Unterabschnitt bestimmen wir die kleinste skalierte Einheitssphéare zur
Hilbert-Schmidt-Norm, welche Obermenge des ersten Thetakorpers von Jy ist.
Den Radius dieser Sphére bezeichnen wir als den dufieren Radius.

Der Rand der Einheitssphére der Hilbert-Schmidt-Norm ist die zum Ideal
e (1 -y x3>
ieN
gebildete reelle algebraische Varietat. Somit kann sie durch Thetakorper approxi-
miert werden.

Satz 6.1.2 - Die Hilbert-Schmidt-Einheitssphare
Mit T sei der erste Thetakorper von I bezeichnet. Dann gilt: T = By ys. Ul

Beweis. Esist co(Z(I)) = By ns. Damit ist T eine Obermenge von By yg. Sei v e V
mit |v]|lgs = 1. Wir setzen: vy = Ao fiir A > 0. Das Polynom

1 2
9 Z (zi = 1(v)s)
€N

ist eine Summe von Quadraten und kongruent zu dem affin-linearen Polynom

Li=1-) 1(v);

ieN
modulo 7. Es ist
I(vy) = 1=> 1(v)i-2(Mv); = 1=-X ) o(v)? = 1=\,
€N ieN

Damit existiert genau dann ein Polynom, welches 1-sos-mod I und an v, negativ
ist, wenn A\ > 1 ist. [ |
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6.1 Thetakorper induzieren Normen

Es ist daher moglich, den ersten Thetakorper von Jy in die Einheitssphéare der
Hilbert-Schmidt-Norm einzufassen:

Korollar 6.1.3 - Der auBBere Radius

Der duflere Radius von 77 ist eins. O

Beweis. Ist ein Polynom 1-sos-mod I, so ist es auch 1-sos-mod Jy . Es folgt also
mit Satz die Inklusion T; € By g fir den ersten Thetakérper Ty von gy .
Die Einheitssphére der projektiven Norm bertihrt den Rand der Hilbert-Schmidt-
Einheitssphére an den Einheitsproduktvektoren, da beide Normen Kreuznormen
sind. Damit folgt die Aussage. |

Thetakorper induzieren eine Kette von Normen

Das Minkowskifunktional zu einer konvexen, absorbierenden und kreisférmigen
Teilmenge eines Vektorraums, die keine linearen Teilrdume enthélt, ist eine Norm.
Dies ist eine Folgerung aus Lemma I11.2.2 in [Wer]. Thetakérper von Jy sind
konvex und absorbierend. Nach Korollar [6.1.3] enthalten sie auch keine linearen
Teilrdume. Es bleibt die Kreisformigkeit zu zeigen.

Ein Monom m € R[X1, ..., X,,] heifit gerade, wenn deg (m) gerade ist. Sonst heift es
ungerade. Entsprechend heiBt ein Polynom in R[X1, ..., X,,] gerade bzw. ungerade,
wenn es ausschliellich von geraden bzw. ausschliellich von ungeraden Monomen
aufgespannt wird. Der Vektorraum R[X, ..., X,,] ist also die direkte Summe des
Vektorraums G,, der geraden und des Vektorraums U,, der ungeraden Polynome.

Lemma 6.1.4 - Kreisformigkeit der Thetakorper
Sind f1, ..., fm € Gy, so sind die Thetakorper zum Ideal (fi, ..., f,,) kreisformig. ]

Beweis. Sei [ := (f1,..., fm). Ein Polynom f € R[X7,..., X,,] zerlegen wir in seinen
geraden Anteil fo und seinen ungeraden Anteil fi;. Es sei auf R[X, ..., X, eine
Abbildung ¢ definiert durch ¢(f) := fo — fu. Wir erinnern an die Notation in
Kapitel 4] Abschnitt

Behauptung: Fir alle p e X + I existiert ein g € X + I mit ¢(q) = p.

Beweis: Sei p =37, h? +2095f5€X + I mit geeigneten Polynomen hi, g;. Mit der
Wahl ¢ := 37, o(h;)? + X 0(g;) fi ist ¢ € K+ 1 und es gilt: ¢ = pe - pu = p(p).
Da ¢ selbstinvers ist, folgt die Aussage. o

Sei nun z im k-ten Thetakorper zu I und [ € X* + I affin-linear. Mit der obigen
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Behauptung existiert ein ¢ € X + I mit ¢(q) = [, sodass ¢ in X*¥ + I liegt und
affin-linear ist. Es gilt nun: [(-z) = lg(z) — ly(z) = o(I)(x) = ¢(x) > 0. Daraus
folgt, dass —x ebenso im k-ten Thetakorper enthalten ist. |

Diese Aussage gilt im Allgemeinen nicht fir ein Ideal, welches von ungeraden
Polynomen erzeugt wird:

Beispiel 6.1.5 Die Verschwindemenge eines affin-linearen Polynoms ist gleich dem
ersten Thetakorper zum Ideal, welches dieses Polynom erzeugt. Dies ist leicht

einzusehen, da das Polynom selbst und sein Negatives eine Summe von Quadraten,
nimlich der Null, modulo dem Ideal sind. Fiir [ := (X + 1) ¢ R[X] gilt

L¢ {1} = 2(1),

also ist der erste Thetakorper von I nicht kreisféormig. O

Da das Ideal gy von geraden Polynomen erzeugt wird, induzieren die Thetakorper,
die zu Jy gebildet werden, eine Norm.

Definition 6.1.6 - Thetanormen
Die durch das Minkowskifunktional

[-les: V - R§
z w inf{la>0 | 2(2) € aTy)

zum Thetakorper T, definierte Norm heif3t k-te Thetanorm. O

Satz 6.1.7 - Eine Kette von Kreuznormen

Die Thetanormen sind Kreuznormen und es gilt:

[-le<l-Tas < -lox < l-loz < <l-lox < |-lopa < <f-[x T

Beweis. Die Kette folgt aus Abschnitt und der Inklusion B; , € T}, € By ps.
Sie zeigt, dass die k-te Thetanorm eines Einheitsproduktvektors eins ist. Daraus
folgt, dass die Thetanormen Kreuznormen sind. |
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6.1 Thetakorper induzieren Normen

Die GroBe von Thetakorpern. Der innere Radius

Im vorigen Unterabschnitt haben wir eine obere Schranke fiir die Grofle eines
Thetakorpers zum Ideal Jy ermittelt. Hier charakterisieren wir untere Schranken.

Definition 6.1.8 - Innerer Radius eines Thetakorpers
Fiir k£ € N definiere

r(Tg) =sup{r>0 | r-Bypus € Ti}

den inneren Radius von Jj,. O

Ein Ansatz zur Ermittlung oberer Schranken an den inneren Radius von T
ist, nach Polynomen, welche affin-linear und k-sos-mod Jy sind sowie an einem
Element auf dem Rand von co(Z(dy)) verschwinden, zu suchen. Das folgende
Lemma liefert notwendige und hinreichende Bedingungen an ein solches Polynom
und charakterisiert den inneren Radius von T7 im einfachsten Fall.

Lemma 6.1.9 - Innerer Radius des ersten Thetakorpers

In R? @ R? gilt:

r(T1) = inf ((sup{r>0 | Es ex. meNund f,ge P : fl, = (I;)*" +g})S€N),

wobei P! der von den Polynomen

o 2 2 2 2 2
P =T =Xy — Ty — Loy — Lo,
S
. k Kk kK
Po = Z(a11~a22—a12-a21), —Po,
k=1
5 2
o k
piy = 1= (af)"s i,
k=1

— k k
Pijow = Z 5+ Ay und ~ Pijow,

wobei 7, 7,v,w € {1,2} und i + j + v + w ungerade sind, erzeugte Kegel und

lg = 1+i(a’5)2+2 Z (ialg'af})wij
k=1

ije{1,2} \k=1

ist, wobei x; j, ag und af; Variablen fir 4, j,v,w e {1,2} und k=1,...,s sind. O
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Beweis. Es ist Jy = (11 o2 — X12 - T21, 1 — 2%, — 23, — 23, — 23,). Wir zeigen die
Aussage mit Hilfe des konkreten Positivstellensatzes auf Seite p1]

Ein Polynom I’ € R[x11, Z12, To1, T22), welches 1-sos-mod gy ist, ist von der Gestalt
I = Z hi +h
i=1

mit h € Jy und hy, = (Zz}je{lﬁ} af; xzj) +ag, wobei aj; e R und af € R fir k=1,...,s
gilt. Also ist

r- 3 (i(ag)Q).x3j+z 5 (iag-a'gw).xij.xw

1,56{1,2} \k=1 ij,0,we{1,2} \k=1
(6:5)#(v,w)
S S 9
k. k k
,5¢{1,2} \k=1 k=1

Wir fordern nun zusétzlich, dass I’ affin-linear ist. Eine reduzierte Grébnerbasis G
von Jy ist in Beispiel gegeben. Leitterme von G, deren Grad zwei ist, sind 2%,
und x11292. Alle anderen Leitterme haben einen hoheren Grad. Mit Korollar|1.1.13
ergeben sich drei notwendige Bedingungen an die Koeffizienten a;; := (allj, . ,afj)
mit 4,7 € {1,2}:

(i) (CL11,CL12) = <6L11,Cl21> = (a12,a22) = (a21,a22> =0,

(ii) (a1, a2) = (a2, az1),

(iii) Yp_g (alfl)Q = ka1 (alfz)Q = Y (a§1)2 = Yo (a§2)2.

Diese Bedingungen sind auch hinreichend dafiir, dass es ein h € Jy gibt, sodass I’
affin-linear ist. Sind die drei Bedingungen erfiillt, ist

ly =1+ Z(alg)2+2 Z (Zalg-afj)mﬁ
k=1 ije{1,2} \k=1
in der gleichen Restklasse wie I’ modulo Jy. Wir betrachten [, im Folgenden als
ein Polynom in den Variablen x := (z11, 12, 21, T22), ao = (ag, . . .,ad) und a; ; fur
alle 7,7 € {1,2}. Jetzt setzen wir formal

[ee] oo
2
o k k. k
k=1 i.je(1,2y \k=1
Dann ist [ ein Polynom in den Variablen x := (211, 212, Z21,Z22) und unendlich
vielen Koeffizienten (ag, ..., a,ad™,...), (agj, coag,asth ), i,j € {1,2}, die wir
zusammenfassend mit a bezeichnen. Wir betrachten nur Koeffizienten von [, die fast
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iiberall null sind. Weiterhin reicht es im Folgenden aus, Polynome zu betrachten,
die keine Konstanten sind. Fiir die Losungsmenge L, des Ungleichungssystems

I(z,a) < 0; z,a erfilllen (i), (i), (iii), (z,2) <r* und )’ (a’fl)2 =1
k=1

gilt nach den einfithrenden Uberlegungen:
e (Ly) = {xerBins|x¢ T}

Eine Losung (z,a) erfiillt genau dann die Voraussetzungen des Ungleichungssys-
tems, wenn ein s € N existiert, sodass die Auswertung eines jeden Polynoms in P/
an (x,a) einen Wert ergibt, der nicht negativ ist. Definieren wir W(P7) als die
Positivstellenmenge von P!, gilt die Aquivalenz

TBI,HS \(.Tl *+J.
< Es existiert ein s, sodass [4(xz,a) <0 fir ein (z,a) € W(P]) ist.
< Es existiert ein s, sodass [;(W(P.)) > 0 falsch ist.

< Es existiert ein s, sodass fiir alle m und f,g € Pr gilt : fl, # (I,)*™ +g.
Dass die letzte Zeile aquivalent zur vorletzten ist, folgt aus Satz Wir setzen:

R := inf ((sup{r > 0 | Es existieren m e N und f,ge P! : fl; = (I;)*™ + g})seN) :

Behauptung: R =r(Ty).

Beweis: Sei v > r(T;). Dann existiert ein « € rBy ys mit x ¢ T;. Also ist R < r
und damit R < 7(77). Ist stattdessen r < r(T7), so gilt die Negation der obigen
Aussage, das heifit, fiir alle s € N existiert eine Polynomgleichung wie oben fiir .
Also ist 7 < R und damit r(77) < R. 3

Damit ist die Aussage bewiesen. [

Besitzt ein Tensor Hilbert-Schmidt-Norm r und existiert ein k-sos-mod Jy-Poly-
nom, sodass die Auswertung daran negativ ist, so ist r eine obere Schranke fiir
den inneren Radius von T. Da die Einheitsproduktvektoren Extremalpunkte der
Pi-Norm-Einheitssphére sind, bietet sich als Kandidat fiir ein solches Element
mit Hilbert-Schmidt-Norm eins ein ,,(maximal) verschrankter Vektor an, zum
Beispiel ein Bell-Zustand:
1
yi= —(e1®e1+e3®ey).

V2
Mit dieser Wahl ist ||y|us =1 und +(y) = %(1,0,0, 1).
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Beispiel 6.1.10 Wir zeigen, dass der innere Radius von T; echt kleiner eins ist.
Zunachst gehen wir davon aus, dass der zu Grunde liegende Raum R? ® R? ist,
und wéhlen y wie oben.

Behauptung: y ¢ T;.
Beweis: Die Auswertung des Polynoms

[ = 3—2\/5(1‘11 +LE22)

an y ergibt —1. Weiterhin ist
2
[ = (I‘lg — ZL‘21)2 + (ZL‘H + X9 — \/5) +h

fir das Polynom h :=1 - Zij:l x?j —2(x11%92 — T12%21) € Jv, also ist [ ein Polynom,
welches 1-sos-mod Jy ist. o

Das Beispiel ist auf den allgemeinen Fall R™ @ --- ® R" {ibertragbar. Die Summe
von Quadraten ist dann um die Terme x7; fir (7,7) ¢ {1,2} x {1,2} zu erginzen.J

Eine weitere Eingrenzung liefert das folgende Resultat:

Satz 6.1.11 - Schranken an den inneren Radius
Es gilt fur ke N: r(Ty) < % Fir R?2 @ R? ist r(Ty) = % O
Beweis. Fiir Vektoren z € R? ® R?, die beziiglich der projektiven Norm normiert
sind, gibt es eine im Wesentlichen eindeutige Darstellung z = Aov@w + (1 -\)v' @ w’
mit Orthonormalbasen {v,v'} und {w,w’} von R? und A € [0,1]. Die Hilbert-
Schmidt-Norm eines solchen Vektors nimmt fiir A = 1/2 ein Minimum von 1/vz an.
Da By € Ty gilt, folgt die Ungleichung 1/vz < r(T}) fir R? @ R2.

Wie im vorigen Beispiel betrachten wir y € R? ® R? und verallgemeinern das
Resultat. Sei r > 0. Das Polynom

1
5 ((—1 + T+ .’1}22)2 + (xlg - %21)2)

ist eine Summe von Quadraten. Eine einfache Rechnung zeigt, dass es kongruent
zu dem affin-linearen Polynom

[==1- ({EH + 1’22)
modulo Jy ist. Die Auswertung von [ an r -y ergibt
I(ry) = 1-1rV2.

Dieser Ausdruck ist genau dann negativ, wenn r > 1/v/2 ist. |
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Der skalierte Bell-Zustand /2(e; ® e + €3 ® €3) liegt also auf dem Rand des ersten
Thetakorpers. Dies gilt auch fiir die anderen Bell-Zusténde, was eine Permutation
der Variablen deutlich macht. Setzen wir im Polynom

1
3 (-1+ o+ ) + (v +9)?)
die Variablen wie in der Tabelle angegeben, ist es kongruent zu

l=1-(&+®)

modulo Jy und der Wert dieses affin-linearen Polynoms am entsprechenden, mit
einem Faktor r > 1/v2 skalierten Bell-Zustand ist negativ.

Bell-Zustand > & <O %

1/\/5 ~(61 ®ep+e® 62) Z11 Tog T12 —T21
1/¢§ ~(61 ®ep—€20 62) T11 —T22 T12 T21
Yv/z-(e1®ea+ea3®e€1) Typ  Toy T11  —Tag
Yvz-(e1®e2—€e2®e1) T2 —Toa Tu T

Wir untersuchen im Folgenden, ob diese Polynome ausreichen, um den ersten
Thetakorper zu bestimmen.

6.2 Polaren und ihre maximalen Seiten

Im letzten Abschnitt haben wir festgestellt, dass der Rand des ersten Thetakorpers
den Rand der Einheitssphéare der projektiven Norm an den Einheitsproduktvekto-
ren und auch an den mit 1/v2 skalierten Bell-Zustdnden bertiihrt. Um zu wissen, ob
wir aus diesen Informationen schlieffen kénnen, dass der erste Thetakorper mit der
Einheitssphére tibereinstimmt, benétigen wir Kenntnisse iiber deren Geometrie.

Die Geometrie kompakter konvexer Mengen ist im Wesentlichen durch ihre Seiten
bestimmt. Wir werden sehen, dass es eine Hierarchie unter den Seiten gibt, und
dass maximale Vektoren innere Punkte von mazximalen Seiten sind.

In diesem Abschnitt mochten wir zunéchst Seiten konvexer Mengen charakteri-
sieren, danach die Polare als duales Objekt einer kompakten konvexen Menge
einfithren und schliefllich das Verhéltnis zwischen dualen Seiten untersuchen.
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Maximale und annullierte Seiten konvexer Mengen

In diesem Unterabschnitt sei K € R™ eine kompakte und konvexe Menge, die nicht
leer ist. Die Randpunkte und das Innere von K betrachten wir relativ zur affinen
Hiille von K.

Definition 6.2.1 - Seiten kompakter konvexer Mengen

Eine Teilmenge S ¢ K, die nicht leer ist, heifit Seite von K, wenn fiir alle z € S
gilt: Ist z = Az + (1 = ANy mit A € (0,1) und =,y € K, so folgt, dass z,y € S.
Fiur k£ € K bezeichnen wir eine Seite S mit k € S als minimale Seite fur k, falls
jede Seite F mit k€ FF Obermenge von S ist. Eine echte Seite S von K heifit
mazimal, wenn es keine Seiten F' von K mit S C F C K gibt. Falls ein affin-
lineares Funktional existiert, welches sein Minimum tiber K exakt an einer Seite S
annimmt, bezeichnen wir S als annulliert. Als Dimension dim(S) einer Seite S
bezeichnen wir die Dimension ihrer affinen Hiille. Il

Seiten sind konvexe Mengen. Ist der Schnitt beliebig vieler Seiten nicht leer, so ist
er eine Seite. Insbesondere existieren minimale Seiten von k € K als Schnitt aller
Seiten von K, die k enthalten.

Beispiel 6.2.2 Extremalpunkte sind Seiten. Die Seiten eines Polyeders in R? sind
seine Ecken, Kanten und Flachen sowie der Polyeder selbst. O

Die Teilmenge von K, auf der ein affin-lineares Funktional sein Minimum annimmt,
ist eine Seite. Nimmt ein affin-lineares Funktional sein Minimum tiber K exakt
an einer Seite S an, so sagen wir, dass es S annulliert. Wir machen zunéchst
Aussagen uber das Schnittverhalten von Seiten, um zu charakterisieren, welche
Seiten annulliert werden koénnen.

Proposition 6.2.3 - Maximale und minimale Seiten
Fiir Seiten S, 57,55 ¢ K gilt:
(i) S = K oder S ist Teilmenge des Randes von K.
(ii) S ist kompakt.
(iii) Ist S; € Sa, so ist dim(S;) < dim(S;) und S; Teilmenge des Randes
von Sy.
(iv) Ist S1 NSy # @, so ist S1 NSy eine Seite und es gilt:

dim(S; nSe) < min(dim(S;), dim(Sz)).

Die Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn eine der beiden Mengen
S7 und S, in der anderen enthalten ist.
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6.2 Polaren und ihre maximalen Seiten

(v) Ist relin(Sy) n Sy #+ @, so gilt: Sy € Ss.

(vi) Ist der Schnitt beliebig vieler annullierter Seiten nicht leer, so ist er
eine annullierte Seite.

(vii) S ist genau dann maximal, wenn jedes auf K nicht-triviale affin-lineare
Funktional, welches iiber K an S minimal ist, sein Minimum exakt
an S annimmt. Insbesondere sind maximale Seiten annulliert und es
gilt entweder S = K oder S ist in einer maximalen Seite enthalten. [

Beweis. Nach Satz|3.2.10/gilt cl(relin(C')) = cl(C') fiir eine konvexe Menge C' ¢ R™.
Daraus folgt, dass eine konvexe Teilmenge des Randes von K eine niedrigere
Dimension als K besitzt.

: Falls k£ € S ein innerer Punkt von K ist, existiert eine konvexe Umgebung U
von k, die in K enthalten ist. Wir schlieBen nun aus der Definition einer Seite,
dass U in S enthalten ist. Sei nun z € K. Dann existiert ein Faktor A € (0,1),
sodass Az + (1 - A\)k e U ist. Es folgt: z € S. Damit ist S = K.

[} Der Schnitt von K mit der affinen Hiille von S ist kompakt, konvex und nicht
leer. Mit |(i)| folgt, dass S keine echte Teilmenge dieses Schnittes sein kann.

: Aus |(1)| folgt, dass die affinen Hiillen von Seiten, die echte Teilmengen

voneinander sind, ebenso echte Teilmengen voneinander sind.

: Der Schnitt S; n Sy ist nicht leer und damit nach eine Seite von K und
damit auch von S;. Mit folgt aus der Voraussetzung, dass S; n Sy = .57 gilt.
Daraus folgt die Behauptung.

: Wir zeigen zunéchst, dass der Schnitt zweier annullierter Seiten annulliert wird.
Das affin-lineare Funktional ¢; annulliere S; fiir ¢ = 1,2. Dann annulliert ¢ + ¢
den Schnitt S; nSy. Dies zeigt, dass ein Schnitt endlich vieler annullierter Seiten,
der nicht leer ist, eine annullierte Seite ist. Sei F' ein System von annullierten
Seiten, sodass der Schnitt aller Seiten in F' nicht leer ist. Die Menge X aller
endlichen Schnitte von annullierten Seiten aus F' ist durch Inklusion gerichtet.
Aus folgt, dass jede Kette von X beschrénkt ist. Nach dem Lemma von Zorn
existiert ein maximales Element in X. Demnach terminiert die Schnittbildung
nach endlich vielen echten Schnitten.

Funktionalanalytische Trennungssatze und ein Dimensionsargument, welches
nach besagt, dass eine aufsteigende Kette echter annullierter Seiten stationér
wird, zeigen, dass jede konvexe Teilmenge des Randes von K in einer maximalen
annullierten Seite M von K enthalten ist. Da jede Seite, die Teilmenge des Randes
von K ist, eine Teilmenge einer echten annullierten Seite ist, ist M auch eine
maximale Seite. u
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Maximale Seiten sind also annullierte Seiten. Fiir minimale Seiten muss dies nicht
gelten, da fiir k € K zwar eine eindeutig bestimmte minimale annullierte Seite als
Schnitt aller annullierter Seiten von K, die k£ enthalten, existiert, diese allerdings
im Allgemeinen von der minimalen Seite verschieden ist.

Beispiel 6.2.4 Der Graph der Funktion
f: [_171] - R
1, <0
H
v 1-22, >0
berandet das konvexe Gebiet

K= {(I7y) € [_]—’ 1] X [_]-7 1] | y< f(l’)}
in der Zahlenebene. Der Punkt e := (0,1) ist ein Extremalpunkt von K. Die

minimale annullierte Seite zu e ist {\(-1,1) + (1= X)(0,1) | A € [0,1]}, aber die
minimale Seite zu e ist {e}. 0

Abbildung 6.1: Visualisierung der Menge K aus Beispiel

Falls jeder Randpunkt von K Extremalpunkt ist, heifit K strikt konver. Wird
ein Randpunkt von K durch Elemente von K nicht-trivial konvex kombiniert, so
folgt aus Lemma dass auch diese Randpunkte sind. Also ist K genau dann
strikt konvex, wenn kein Randpunkt von K nicht-triviale Konvexkombination
von Randpunkten ist. In diesem Fall bestehen die echten Seiten von K aus den
Extremalpunkten.
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Proposition 6.2.5 - Strikt konvexe Mengen und Annullierung

Ist K strikt konvex, dann werden alle Seiten annulliert. Insbesondere ist dann
jeder Extremalpunkt einer kompakten und konvexen Teilmenge L von K, der auf
dem Rand von K liegt, eine annullierte Seite von L. 0

Beweis. Die minimale annullierte Seite zu einem Randpunkt von K ist eine
konvexe Teilmenge des Randes. [ |

Beispielsweise sind Sphéaren oder Ellipsen strikt konvex.

Polaren und Bipolaren

Polaren verwirklichen eine duale Beziehung zwischen kompakten konvexen Mengen.
Die Menge der affin-linearen Funktionale, durch die eine konvexe Menge eindeutig
bestimmt ist, bildet ihre Polare. Nutzen wir sie, um Seiten zu annullieren, tibertrégt
sich die Geometrie der Polaren auf die Geometrie der Seiten.

Definition 6.2.6 - Polare

Fiir eine Menge A ¢ R" bezeichne
A° = {y eR" | Fir alle z € A gilt: (x,y) <1}

die Polare von A. O

Der Bipolarensatz, siehe [Wer], besagt:
(A°)° = cl(co(Au{0})).

Insbesondere ist eine kompakte konvexe Nullumgebung gleich ihrer Bipolaren.

Beispiel 6.2.7

(1) Die Polare ist konvex und abgeschlossen. Insbesondere bleiben kom-
pakte konvexe Nullumgebungen unter Polarenbildung invariant. Dies
gilt auch fiir Kreisformigkeit.

(2) Die Polare der Einheitssphére zur 1-Norm ist die Einheitssphare der
Supremumsnorm.

(3) Die Einheitssphére zur 2-Norm ist zu sich selbst polar.
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(4) Die Polare zu einer Ellipse

E = {(x,y) e R?

(5

E° = {(z,y) e R?| (ax) + (by)* < 1},

fir a,b> 0 ist

eine Ellipse mit den Radien 1/a und 1/b. Dies sieht man leicht ein, da

I(z,9)| <1 < (az,by) € B < (—%)E
a

Polaren von Ellipsen sind durch die Inversen der Radien bestimmt.
(5) Die Polare zu x € R™ ist

{z}* = {yeR" [ (z,y) <1}.

Dies ist ein affiner Halbraum, welcher durch eine Hyperebene, die
senkrecht auf z mit Abstand ||z} zum Ursprung steht, begrenzt
wird.

(6) Die Polare einer beliebigen Vereinigung von Mengen ist der Schnitt
der Polaren. Insbesondere sind Polaren von Punktmengen Schnitte
von Halbrdumen. O

Ko

Abbildung 6.2: Visualisierung der Polaren aus Beispiel
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Abbildung 6.3: Die Polare zu einem Punkt; siehe |6.2.7]

Durch Polaren induzierte Normen und der innere Radius

In den folgenden Unterabschnitten bis zum Ende des Abschnitts sei K eine
kompakte und konvexe Nullumgebung von R", die auch eine kreisférmige Teilmenge
der Einheitssphére B, ist.

Definition 6.2.8 - Innerer Radius

Der innere Radius von K sei bezeichnet durch

r(K) :=sup{r>0 | r- By c K}. O

Die Minkowskifunktionale zu K und der Polaren K° induzieren Normen. Es gilt
fiir v e R™

|v|g == inf{a>0 | veaK®} = inf{a>0 | Fir alle w ¢ K gilt: (w,v) <}
= sup {(w,v) [ we K} < |v],

[v]® = inf{a>0 | veaK =a(K°)°} = sup {{w,v) | we K°}
= sup {{w,v) | [w]x <1} 2 |v].

Es ist By, = K° und By x = K. Aus Theorem 3.2 in [Arv] folgt, dass die
beiden Normen den inneren Radius charakterisieren:
1

inf{|v]x | o] =1} = r(K) und sup{|o]|*]| |v] =1} = ol
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Definition 6.2.9 - Maximale Vektoren
Ein Vektor v € K mit |v| =1 heifit mazimal, falls ||v|x = r(K). O

Ein Vektor ist genau dann maximal, wenn die Norm |- [% an ihm den maximalen
Wert 1/r(K) annimmt. Dies zeigt Theorem 4.2 in [Arv]. Es ist leicht zu sehen,
dass sup{|v[|% | ||v| = r(K)} =1 und inf{|v|g | |v| = 1/r(K)} = 1. Dies zeigt,
dass der duflere Radius von K° als Schnitt aller skalierten Einheitssphéren, die
Obermengen von K° sind, gleich 1/r(K) ist.

Fiir uns ist besonders interessant, dass es eine enge Verbindung zwischen den
behandelten Normen und projektiver und injektiver Norm auf Tensorprodukten
gibt. Wahlen wir K als die konvexe Hiille der Einheitsproduktvektoren des Tensor-
produkts R™ @ ---® R™, die der Einheitssphéare der projektiven Norm auf diesem
Tensorprodukt gleicht, zeigt Theorem 8.2 in [Arv] auf, dass fir alle v € K gilt:

I*

[olle = Jole und Jof* = o]+

Klassen von affin-linearen Funktionalen

In diesem Unterabschnitt charakterisieren wir affin-lineare Funktionale auf R™
nach ihren Trennungseigenschaften. Zunéchst kénnen wir folgende Identifikation
vornehmen:

R+t - {f:R"—>R| f affin-linear}
(9017"'7()0n7d) e _<(§017"-790n)7'>+d

Multiplikation eines Funktionals mit einer positiven Konstanten dndert nichts an
der Verschwindemenge und auch nichts an der Positivstellenmenge. Die Aquivalenz-
relation

x ~y < Es existiert ein A >0 mit z = \y

auf R[X1, ..., X.1]; reduziert Funktionale nach dieser Eigenschaft. Sie werden so
mit Elementen eines projektiven Raums identifiziert. Méchten wir echte Seiten von
kompakten konvexen Nullumgebungen annullieren, ist dies nur mit Funktionalen
moglich, deren additive Konstante positiv ist, da diese das Ergebnis der Auswertung
des Funktionals am Wert Null ist. Ein Reprasentantensystem fiir diese Funktionale
ist demnach gegeben durch

R = {_(907'>+1|<10€Rn790¢0}'
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Anschaulich gesehen handelt es sich dabei um Vektoren, die jeweils in Richtung
der groBten Abnahme ihres induzierten Funktionals zeigen und deren orthogonale
Komplemente den Raum durch eine Hyperebene trennen.

Weiterhin mochten wir die Funktionale charakterisieren, die auf K beziehungsweise
auf der Polaren K° nicht negativ sind. Es gibt eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen
affin-linearen Funktionalen, welche auf K (oder K°) nicht negativ sind, und
Elementen der Polaren K° (oder K):

Proposition 6.2.10 - Nicht negative Funktionale und die Polare
Es sei L:={(x1,...,2p1) € R™ | 2,1 = 1}, dann ist
(i) mre((—(K,-)+1)*nL) = K°,
(ii) mra((—(K°,-)+1)*nL) = K. O

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass fiir ® := —(¢,-) + 1 € R gilt:

KcW(®P) < (pv)<lfiralleve K
< peK°.

In diesem Fall ist Z(®) = {ve K | (p,v) = 1}. Ebenso gilt: K° ¢ W(®) < pc K.I

Dartiber hinaus stellt diese Aussage auch eine Beziehung zwischen dualen Kegeln
und der Polaren her.

Annullierende Funktionale, maximale und minimale Seiten der
Einheitssphare und ihrer Polaren

Die auf K nicht negativen Funktionale sind nun bekannt. Die Verschwindemengen
dieser Funktionale auf K liefern die annullierten Seiten.

Satz 6.2.11 - Annullierte Seiten der Einheitssphare und ihrer Polaren

Seien p € K°, ¢ e K und ® := —(p,- )+ 1, U := —(¢h,- ) + 1 jeweils die induzierten
Funktionale. Dann gilt:

(i) Esist |¢|x =1 genau dann, wenn K nZ(P) + .
Insbesondere sind die echten annullierten Seiten von K gegeben durch

SE = {ke K |1=[k|X = (v, k)}

fir v e K° mit |Jv]x = 1.
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(i) Esist [1|® =1 genau dann, wenn K°nZ(¥) # @.
Insbesondere sind die echten annullierten Seiten von K° gegeben durch

SE = {kzeK" 1= ||kHK:(w,k:)}

fir w e K mit |w||®X =1. O

Beweis. Sei ||k = 1. Da die Norm | - |k als Supremum iiber Auswertungen
an Elementen in K geschrieben werden kann, existiert ein k € K mit 1 = (p, k).
Es ist also k € K nZ(®). Nun zeigen wir die andere Implikation. Es ist |¢|x < 1.
Wir nehmen an, dass |¢|x < 1 ist. Ein Element k € K ist genau dann in der
Verschwindemenge von ®, wenn 1 = (¢, k) gilt. In diesem Fall ist |k|% =1 und &
nimmt diese Norm am Vektor ¢ an. Weiterhin ist (¢/|¢|x, k) = |¢[l¢ > 1. Dies
ein Widerspruch zur Annahme wegen |k = 1. Es folgt, dass ||| x =1 ist.

: Der Beweis erfolgt analog. |

Bemerkung 6.2.12 Manchmal ist es niitzlich, die annullierten Seiten in der fol-
genden Form zu schreiben:

k
S = { iy [ 141 =1 e o = 1} ana
K° k .
Sw = Vi |1kl =1 mit [k]x = (w, k)
17l
mit |v] g =1 und |w|¥ = 1. Diese Seiten sind also durch die Vektoren charakteri-
siert, die ihre Norm am gegebenen Vektor annehmen. O

Wir stellen die Vermutung an, dass es duale Beziehungen zwischen den Hierarchien
von Seiten gibt. Zur Motivation erinnern wir uns an die Beispiele [6.2.7| und stellen
folgenden dualen Bezug zwischen Vektoren her:

Proposition 6.2.13 - Ist v e K mit ||v| = 1 maximal, so ist v/|v]x ein annul-
lierter Extremalpunkt von K°. O

Beweis. Das Funktional —(v/||v[%,-) + 1 ist nicht negativ auf K° und es gilt fiir
einen Vektor w € K mit |w| = 1:

(% w
L=\ ) & Wl fwlx = (v,w) <1
<|v|K ||wHK>

Esist |v]| X |w]|x = (1/r(K))-|w|k = (1/r(K))-r(K) =1, also folgt in diesem Fall
die Gleichung v = w. Damit ist {v/||v|x} die Verschwindemenge des Funktionals
auf K°. |
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Ein Einheitsvektor v mit v/|v|k € ext(K°), sodass || - | x an v minimal ist, ist ma-
ximal. Allerdings gilt die Umkehrung von Proposition im Allgemeinen nicht.
Beispiel zeigt, dass duale Ellipsen inverse Radien besitzen. Alle Randpunkte
einer Ellipse sind annullierte Extremalpunkte, allerdings sind fiir ungleiche Radien
nur zwei Vektoren maximal.

In einigen Féllen erhalten wir noch stirkere Aussagen tiber die Art der Seiten:

Satz 6.2.14 - Maximale und minimale Seiten
Sei v ein Einheitsvektor, S = Sﬁl\vl\K und S’ := SﬁU”K.

(i) Ist v maximal, so ist S maximal, v/|v||¥ € S mit v e (S —v/|v]|¥)*
und S’ = {v/||v|x}, also insbesondere minimal.

(ii) Ist |v]% =1, so ist S’ maximal, v € S’ mit v e (S'-v)" und S = {v},
also insbesondere minimal. 0J

Beweis. [(i)} Sei v maximal. Dann ist leicht zu sehen, dass v/|v]|¥ € S ist.

Behauptung: Ein affin-lineares Funktional ®, welches nicht negativ auf K ist und
eine Nullstelle an v/|v|¥ hat, ist eindeutig bestimmt und annulliert S.
Beweis: Nach Satz[6.2.11] sind derartige Funktionale gegeben durch

~(e/lelw,)+1 mit 1=/l v/lv]*)

fir einen Einheitsvektor ¢. Da [[v|¥ = 1/r(K), |¢llx > r(K) und (p,v) < 1 gilt,
folgt: ¢ =wv. Es gibt also nur ein einziges Funktional, welches die Voraussetzung
erfiillt. Die Verschwindemenge dieses Funktionals auf K besteht aus den Vektoren
in K, die ihre | - |[®¥-Norm an v/|v|x annehmen, also genau aus S. o

Alle Funktionale, die auf K nicht negativ und auf S null sind, verschwinden
insbesondere an v/|v[|X. Wie eben gezeigt, gibt es genau ein solches Funktional,
und dessen Verschwindemenge ist S. Damit ist S eine maximale Seite.
Behauptung: v e (S —v/|v[|5)*.

Beweis: Ist k € S, so ist

v 1 v
k,——)=1=———— also ist (k,v):<—,v>.
( !U!K> Jvllx - v * Jwl®
Umstellen der Gleichung zeigt die Behauptung. o

Behauptung: S" ist minimal.

Beweis: Es ist S" = K°nZ(¥) mit ¥ := —(v/|v|¥,-)+ 1. Nach dem Beweis von
Proposition wissen wir bereits, dass die Verschwindemenge von ¥ auf K°
genau {v/||v]x} entspricht. o
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

[(iD} Es ist nach Voraussetzung 1 = |[v] = [v[X. Wegen 1 > |v|x > (v/|v|%,v) =1
folgt die Gleichung 1 = |v|¥. Insbesondere ist v € S’. Wir verfahren hier dhnlich
wie im Beweis von . Ein affin-lineares Funktional, welches auf K° nicht negativ
ist und eine Nullstelle an v hat, ist von der Form

U= = (/[0 %, ) + 1 mit 1= (y/]v]",v)

fur einen Einheitsvektor . Es ist || % > 1, also folgt: ) = v. Die Verschwindemenge
von U auf K° ist S’. Damit ist S maximal. Weiterhin ist fir k£ € S’

(k,v) = 1 =(v,v),
also folgt: v e (S” —v)*. Die Aussage fiir S folgt sofort aus Bemerkung (6.2.12, W
Beispiel 6.2.15 Mit Satz [6.2.14] ist die Polare zu regelméfligen Polyedern leicht

zu bestimmen.

(i) (Platonische Korper) Die Fléchen eines platonischen Korpers sind
seine maximalen Seiten. Die Extremalpunkte sind die Ecken und der
Schwerpunkt jeder Fliache ist ein maximaler Vektor. Die Symmetrie-
gruppe wirkt transitiv auf Ecken und maximalen Vektoren. Diese
Betrachtungen zeigen, dass die Polare eines platonischen Korpers der
duale Korper ist.

(ii) (Hexagone) Abbildung [6.4] zeigt eine Kette von zwolf Hexagonen und
deren Polaren. U

Grundséatzlich konnen weitere maximale Seiten existieren, die keinen maximalen
Vektor enthalten. Dies sehen wir leicht am Beispiel der Ellipse ein. Ist K unter
bestimmten Symmetrien invariant, kann die Symmetriegruppe benutzt werden,
um die maximalen Seiten zu bestimmen. Dies werden wir im nédchsten Abschnitt
im Anwendungsfall konkretisieren.

Duale Seiten und Extremalpunkte

Es besteht ein Zusammenhang zwischen maximalen Seiten und annullierten Ex-
tremalpunkten der Polaren. Dieser ist in [BPT] auf Seite 457 angedeutet. Hier
mochten wir ihn ausfithren.

Definition 6.2.16 - Duale Seiten

Sei S ¢ K leer oder eine Seite. Dann definiert
S* = {veK°| Fur alle se S gilt: 1 =(v,s)}
die duale Seite zu S. O
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6.2 Polaren und ihre maximalen Seiten

Abbildung 6.4: Die Polaren zu einer Kette von Polygonen

Analog definieren wir die duale Seite in K zu einer Seite von K°.

Esist @* = K und K* = @. Die duale Seite S* zu einer Seite S ¢ K ist entweder leer
oder eine Seite. Weiterhin ist S* der Schnitt aller durch S in K° ausgeschnittenen
Seiten:

St = (N Sk .
seS
Umgekehrt kann S* als die Menge der Funktionale, die durch K° induziert werden
und auf S verschwinden, aufgefasst werden. Die dualen Seiten zu einem Punkt ha-
ben wir in Satz[6.2.11] als die echten annullierten Seiten der Polaren charakterisiert.
Dieser Begriff erlaubt die Dualisierung einer Hierarchie von Seiten:
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Proposition 6.2.17 - Annullierte Seiten und echte Seiten
Sei S ¢ K eine Seite.
(i) S ist genau dann annulliert, wenn (S*)* =S gilt.
(ii) S ist genau dann echt, wenn S* echt ist. O

Beweis. [(i)} Sei S ¢ K eine Seite. Aus (S*)* = S folgt, dass S annulliert ist. Wir
zeigen nun die andere Implikation. Sei S annulliert. Dann existiert ein w € S*,
sodass aus 1 = (w,v) fir v e K folgt: v € S. Sei nun d € (5*)*. Dann gilt, da w € S*,
insbesondere 1 = (w, d), woraus folgt: d € S.

: Ist S nicht echt, so ist auch S* nicht echt. Sei nun S echt. Dann ist S in einer
maximalen Seite F' von K enthalten. Aus (5*)* ¢ (F*)* = F folgt, dass S* nicht
leer ist. Ist v € S*, so ist —v ¢ S*, also ist S echt. |

Satz 6.2.18 - Extremalpunkte und maximale Seiten

Sei S ¢ K eine Seite, die einen annullierten Extremalpunkt von K enthalt. Dann
sind aquivalent:

(a) S ={e} fur einen annullierten Extremalpunkt e € K.
(b) S* ist eine maximale Seite von K°. O

Beweis. [(a)] = (D)} Sei e € K ein annullierter Extremalpunkt. Dann ist {e}*
eine echte Seite von K°. Angenommen, es gelte die Inklusion {e}* C S C K° fiir
eine annullierte Seite S von K°, dann ist @ C S* ¢ ({e}*)* = {e}. Daraus folgt
die Gleichung S* = {e}, also ist S = (5*)* = {e}*. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist {e}* maximal.

@ = @ Es sei e € S fiir einen annullierten Extremalpunkt e € K. Dann gilt die
Inklusion S* ¢ {e}*. Da S* maximal ist, folgt die Gleichheit. Da {e} annulliert ist,

existiert ein k € {e}*, sodass aus 1 = (k,v) fir v € K folgt: v =e. Ist s € .5, so ist
die Gleichung 1 = (s, k) erfiillt. Es folgt s = e. [ |

Die Menge K, die in Abbildung|6.5] dargestellt wird, zeigt, dass in Satz nicht
auf die Voraussetzung verzichtet werden kann. Die duale Seite der maximalen
Seite {e} enthilt Elemente in K°, deren assoziierte lineare Funktionale die Ver-
schwindemengen ¢; und ¢, besitzen. Insbesondere besteht {e}* aus mindestens
zwei Elementen.

Bemerkung 6.2.19 Sowohl Proposition [6.2.17] als auch Satz [6.2.18 kénnen glei-
chermafen fiir Seiten der Polaren K° formuliert werden. O
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,,,,,,,

Abbildung 6.5: Ein Extremalpunkt wird von zwei dualen Elementen annulliert

A

Abbildung 6.6: Visualisierung der Polaren aus Beispiel [6.2.20

Das folgende anschauliche Beispiel illustriert verschiedene duale Zusammenhénge
zwischen Seiten.

Beispiel 6.2.20 Skalieren wir das konvexe Gebiet aus Beispiel mit dem
Faktor 1/vz, erhalten wir eine Menge, deren Vereinigung K mit der dazu kon-
gruenten, um den Winkel 7 gedrehten Menge in Abbildung dargestellt ist.
Extremalpunkte von K und K° sind zum Beispiel
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(0.5,0.5) € K, d
(1/3/2,0) € K, e:
(1/V2,-1V2) e K, f

(1,1) e K°,
(V2,0) € K°,
(0,-v/2) € K°.

a
b :
c

Die echten Seiten von K werden durch {a}, {b}, co(b,c) und {c} reprasentiert.
Dabei sind die ersten drei genannten maximal. Die echten Seiten von K° werden
durch {d}, co(e, f) und {e} reprisentiert. Dabei sind die ersten zwei genannten
maximal. Die folgende Tabelle zeigt duale Beziehungen zwischen Seiten von K
und Seiten von K° auf.

Seite S von K §* (S*)*

{a} {d} {a}
{b} {e} co(b, ¢)
{c} co(e, f) {c}
co(b, ¢) {e} co(b, )

Die Seite {b} ist nicht annulliert, ihre duale Seite nicht maximal und deren duale
Seite eine echte Obermenge von {b}. g

Abbildung [6.7] veranschaulicht den Einfluss eines maximalen Vektors v und eines
Einheitsvektors w mit w € K auf die Geometrie von K und der Polaren K°.

6.3 Der erste Thetakorper

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der erste Thetakorper fir zweifache Tensor-
produkte bereits der konvexen Hiille der Produktvektoren entspricht. Zunachst
illustrieren wir dies im einfachst denkbaren Fall, dann verallgemeinern wir die
Aussage auf beliebige Dimensionen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir gezeigt, dass mit dem inneren Radius
skalierte Bell-Zustédnde auf dem Rand des ersten Thetakorpers liegen. Hier werden
wir sehen, dass die Polynome, welche wir dazu benutzt haben, 1-sos-mod Jy sind
und die maximalen Seiten, welche zu den Bell-Zustdnden gehoren, annullieren.
Mittels Betrachtungen des letzten Abschnitts schlieen wir, dass alle maximalen
Seiten der Einheitssphére der projektiven Norm in R?®R? von maximalen Vektoren
induziert werden. Weiterhin werden wir zeigen, dass Thetakorper von reellen
Radikalen unter Symmetrien ihrer Verschwindemenge invariant bleiben. Dies
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6.3 Der erste Thetakorper

Abbildung 6.7: Schematische Darstellung maximaler und minimaler Vektoren

erlaubt, alle maximalen Seiten mit affin-linearen Polynomen, welche 1-sos-mod Jy
sind, zu annullieren.

Es sei V :=R"* @ R™ fiir n,m € N, n < m, fest gewahlt. Weiterhin sei
9\/ = {U1 ® U2 | U € Un,Ug € Um}

als Untergruppe der Symmetriegruppe der Produktvektoren definiert. Siehe dazu
auch Proposition [5.2.9]

Als mazimale Seite zu & € V\{0} bezeichnen wir die Seite Se = Sglu’g“\\;

Invarianz von Thetakorpern unter Symmetrien

Zunéchst untersuchen wir, wie sich Polynome unter Grundraumtransformationen
verhalten, und leiten daraus Symmetrieeigenschaften von Thetakoérpern ab.
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Lemma 6.3.1 - Symmetrie reeller algebraischer Varietaten

Sei Z € R? eine reelle algebraische Varietit und I := J(Z) € R[X}, ..., X,]. Dann
gilt fiir O € Oy

J(O(Z)) = ToO,
Ist Z unter O invariant, gilt sogar: I = o071, O

Beweis. Es gilt dic Aquivalenz

feI(O(Z)) & f(x)=0firalle x e O(2)
< f(O(x))=0furallexe”Z
< foOeI(Z)=1
< feloO™

Falls O(Z) = Z, gilt weiterhin: [ =3(Z) =3(O(Z)) =10 O!. |

Thetakorper respektieren die Symmetrie ihrer Varietét:

Korollar 6.3.2 - Thetakorper sind symmetrisch

Sei Z € R? eine reelle algebraische Varietit und I := J(Z) € R[X}, ..., X,]. Dann
gilt fiir O € O, mit O(Z) = Z:

Te(I) = O(Tx(1))
fir alle k£ e N. O

Beweis. Sei O € O, mit O(Z) = Z. Zunichst zeigen wir eine Hilfsaussage.
Behauptung: Fiir f e R[X1, ..., X,] ist deg (f) = deg(f 0 O).

Beweis: Fiir Monome gilt die Aussage. Das sehen wir so: Sei p :== XX fiir
Exponenten ay,...,o, € Ng. Fur jeden Teiler X;, i € {1,...,q}, bezeichne Y; das
Monom in (O(X4,...,X,)); mit dem hochsten Multigrad eins. Dann verschwindet
der Anteil von Y*---Y;" in po O nicht. Da die Aussage fiir Monome gilt, gilt sie
auch fiir beliebige Polynome. o

Sei [ affin-linear und k-sos-mod I. Dann existiert eine Darstellung

=Y+ h
j=1
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6.3 Der erste Thetakorper

mit Polynomen h; € R[X, ..., X ], und h e I. Es ist
100 = > (hjoO)?+hoO.
j=1

Da die Grundraumtransformation O den Grad von h; invariant lisst und ho O € I
ist, ist auch [ o O affin-linear und k-sos-mod 1.

Behauptung: Ist x € T (), dann ist auch O(x) € Tp(1).
Beweis: Sei x € Ti(I). Dann ist [(O(x)) = (1cO)(z) > 0 fir alle Polynome [, welche
affin-linear und k-sos-mod [ sind. Daraus folgt: O(z) € T(1). 3

Da die Varietdt auch unter O~! invariant bleibt, folgt die Aussage. [

Die maximalen Seiten im einfachsten Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall V' := R? ® R2. Wir leiten eine
Darstellung der maximalen Seiten der projektiven Einheitssphére her und zeigen,
dass jede maximale Seite einen mit dem inneren Radius skalierten maximalen
Vektor als inneren Punkt besitzt.

Eine Parametrisierung aller orthogonalen Matrizen in My (R) ist gegeben durch

i e ( z —(=1)izy )

z Z9 (—1)i21

mit einem Einheitsvektor z = (21,22) und i € {0,1}, wobei der letztere Parame-
ter modulo zwei gerechnet wird. Drehungen werden durch die Wahl ¢ = 0 und
Spiegelungen durch die Wahl ¢ = 1 reprasentiert. Wir setzen

0 -1 1 0
770 _ ol
U '_U”_(l 0 ) und T'_Um_(o _1).

Eine einfache Rechnung zeigt, dass
Ul-U = (-1)"-U-U!
fir alle Einheitsvektoren z und i € {0,1} gilt.

Alle Tensoren in V besitzen eine Darstellung, die die projektive Norm liefert. Es
ist moglich, ein Tensor als Linearkombination zweier Einheitsproduktvektoren zu
schreiben, wobei die Faktoren jeweils zueinander orthogonal sind. Die Summe der
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Koeffizienten ergibt die projektive Norm. Ein Vektor mit projektiver Norm eins
besitzt also eine Darstellung der folgenden Art:

n(v,w, \ji+7) = weow+(1-A)(-1)"U(v) e U(w)
= (Uf] ® Ui}) ()\61 ®e; + (1 - )\)62 ® 62)
mit A €[0,1], 4,7 € {0,1} und zwei Einheitsvektoren v und w.

Fiir feste Wahlen von v und w wird die Hilbert-Schmidt-Norm fiir A = /2 minimal.
Entsprechend erhalten wir alle maximalen Vektoren durch die Wahl A = 1/2 und
eine Skalierung mit v/2:

{geV | ist maximal} = {V2-n(v,w, 32, k) | o] = [w] = 1, k € {0,1}}

= {L(v®w+ (-D)U) @ U(w)) | |v] = |w] =1, k € {0, 1}}.

V2

Die Gruppe Gy ist sowohl auf den Einheitsproduktvektoren als auch auf den
maximalen Vektoren invariant. In beiden Féllen wirkt sie auch transitiv.

Lemma 6.3.3 - Eine maximale Seite
Die maximale Seite zum Bell-Zustand

(€1®€1+€2®62)

Yy = E
ist
Sy = {n(vvvv)"o) | HUH =1, \e [O’ 1]}
{AMvev)+(1-NU)U((v) ||v| =1, Ae[0,1]}
=co({vev]||v|=1}). O

Beweis. Die maximale Seite zu y ist eine konvexe Menge, die aus beziiglich der
projektiven Norm normierten Tensoren besteht. Sei n = n(v,w, A, k) ein Element
dieser Seite. Dann ist

1= (y/lylen) =(er®@er+ea®@ex, AMvew) + (1-X)(-1)"U(v) ® U(w))
= (v,w) - (A+ (1=-X)(=1)").

Im Fall k =0 folgt daraus die Gleichung v = w und wir erhalten: n = n(v,v, A,0).
Im Fall k£ =1 ist entweder v =w und A = 1, woraus 1 = n(v,v,1,0) folgt, oder es
gilt die Gleichung v = —w mit A = 0, woraus 1 = n(U(v),U(v),1,0) folgt. Wie wir
sehen, reduziert sich der Fall k = 1 auf den Fall £ = 0. Daraus folgen die ersten
beiden Gleichungen der Behauptung. Die letzte Gleichung folgt aus der Konvexitéat
der maximalen Seite zu y. ]
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Die Mengen

0" = {000 |0€0,, det(O) =1} und
O = {O® 0" 0 €0,, det(0) =1}
sind Untergruppen von Gy .

Satz 6.3.4 - Maximale Seiten der Einheitssphare

Sei &€ =/2-n(v,w,1/2,k) ein maximaler Vektor. Dann ist die maximale Seite zu &
gegeben durch

S¢

co({()(v ®w) | Oe Ok})
{O(Avew)+(1-N(-DU()eU(w)) |0 ek, xe[0,1]}
= {0 (n(v,w,\,k)) |O e 0%, X e[0,1]}.

Weiterhin ist in jeder maximalen Seite S von B; . genau ein skalierter maximaler
Vektor n = n(v, w, /2, k) enthalten. Dieser ist ein innerer Punkt von S und Fixpunkt
von OF. Fiir alle Tensoren 7€ V folgt aus n+ 7€ S, dass n—71 € S gilt. O

Beweis. Schritt 1: Bestimmung der maximalen Seiten.
Es sei € := /2-n(v,w, 2,7+ j) ein maximaler Vektor in der Darstellung von oben.

Behauptung: Es ist

Se co({(Uf; @ Ui)(z®x) ‘ || = 1})

(U@ Us) (Sy)-

Beweis: Dass die letzte Gleichung der Behauptung wahr ist, zeigt Lemma Wir
zeigen noch die erste Gleichung. Die maximale Seite zu ¢ ist durch die Vektoren 7
mit projektiver Norm eins, die die Gleichung

_ &
e <u5|;’7>

S = co({(Uf; Ul )(z®x) ‘ || = 1})

erfiillen, gegeben. Wir setzen:

Vektoren der Form (Ui ® U, )(x®z) erfiillen die obige Gleichung nach Lemmam
Also gilt: S € Se. Sei nun 7 € Se, dann ist ((U2)~' ® (Ug,)~1)(n) in der maximalen
Seite zu y enthalten. Es folgt: n e S. o
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

Behauptung: Fir alle Einheitsvektoren x gilt:
Ui(z) = TY(UL(v)) und T°U. = U%(I).
Beweris: Es ist

i [ mor = (=1)'xave \ _ | UR(v), =0 :
Uv(x) - ( $1U2+(—1)ix21)1 ) = { T(U%(/U)), i=1 wobei

ng(xl _5’32),([;:(5’51 “’; ) und T(U;):( 1 “)

T2 X1 T2 —T1

gilt. Die letzte Gleichung ist wahr fiir ¢ = 0. Fiir ¢ = 1 ist

0 _ Ty T2
V1) = ( Ty T )

Daraus folgt die Behauptung. o

T(UY) = (UY)".

Es folgt also, dass die maximale Seite zu £ auf diese Weise geschrieben werden
kann:

Se = co ({(Uliay ® Ubsry) (v@w) | 2] = 1}).
Fir alle Einheitsvektoren = und i € {0,1} ist UJ, @)
gerade ist, handelt es sich sowohl im vorderen als auch im hinteren Teil um die
gleiche Drehung. Im Fall 7 + j ungerade ist die zweite Drehung die Transponierte
der ersten. Es folgt die erste Gleichung der Behauptung.

eine Drehung. Falls nun ¢ +

Schritt 2: Herleiten einer weiteren Darstellung.
Es sei k:=i+ 7 und

S ={0(Avew)+(1-N)(-DfU@)eU(w)) |Oe0k xel0,1]}.
Wir zeigen zunéchst die Inklusion S ¢ S¢. Da die maximale Seite S¢ konvex ist,
ist es ausreichend, zu zeigen, dass fiir alle O € O% die beiden Tensoren O(v ® w)
und O((-1)*U(v) ® U(w)) darin enthalten sind. Fir den ersten Tensor folgt dies

sofort aus der bereits bekannten Darstellung. Mit k£ = 0 ist der zweite Tensor auch
in der maximalen Seite enthalten. Sei nun k£ = 1. Dann ist dieser gegeben durch

O0®0'(-U(w)®U(w)) = -OU(v)® O'U(w)) = OU ® (OU)'(v® w)

fiir eine Drehung O € O,, da nach einer einfithrenden Bemerkung in diesem
Unterabschnitt O und U kommutieren und damit die Gleichung

O = ~O'Ut = —(UO)! = —(OU)!
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gilt. Also ist auch dieser in der maximalen Seite enthalten. Nun zeigen wir die
Inklusion Sg ¢ S. Nach der ersten Behauptung hat ein Vektor in S¢ die Form

(Ule U{U)(A(x ® x) +(1- )\)U(:c)' ® U(x)) |
= MUi(z) @ Uy (2)) + (1 - NUU(z) @ U U ()
A (UL 0y (0) ® U, 1y (w) ) + (1= N (-1) U U (2) ® U ()
MU0y ® U2, ) (0@ w) + (1= 2)(=1)" (U © U) (Ul & Ul ) (v @ )
O(Awew)+(1-N)(-1)U(v)eU(w))

fiir einen Einheitsvektor x, einen Faktor \ € [0,1] und O := U%(x) ® U%j(x) e OF.

Diese Darstellung zeigt, dass die maximale Seite S¢ in S enthalten ist. Daraus
folgen die zweite und die dritte Gleichung.

Schritt 3: Maximale Seiten beinhalten maximal einen mit dem inneren Radius
skalierten maximalen Vektor.

Sind A und B zwei konvexe Mengen mit A € B und S eine Seite in B, so ist der
Schnitt An S eine Seite in A oder leer. Da die Einheitssphéire der Hilbert-Schmidt-
Norm strikt konvex ist, ist jeder ihrer Extremalpunkte auch eine maximale Seite.
Eine Seite der Einheitssphére der projektiven Norm besitzt also maximal einen
Vektor, der minimale Hilbert-Schmidt-Norm besitzt. Insbesondere ist ein solcher
Vektor invariant unter O° beziehungsweise unter 0!, da jede Transformation mit
einem solchen Element einen maximalen Vektor liefert, der in der gleichen Seite
liegt.

Schritt 4: Maximale Vektoren als innere Punkte.

Sei nun S eine maximale Seite zum Vektor z :=n(z,y,/2,k) € S mit |z| = |y| =1
und % € {0,1}.

Behauptung: Fir alle w € S ist —w +2z € S.

Beweis: Es existiert ein O € OF und ein Faktor A € [0,1], sodass w = Ap+ (1 - \)q
gilt, wobei p == O(z ® y) und ¢ := O((-1)kU(x) ® U(y)) ist. Bs ist z = I/2(p + q).

Also folgt: —w+2z=(1-XN)p+AgeS. o
Ist w=2z+(w-2)€S, sogilt auch z— (w-2) = —w+2z € S. Insbesondere ist z
ein innerer Punkt von S. |

Bemerkung 6.3.5 Eine maximale Seite S von B, , enthilt also genau einen
skalierten maximalen Vektor 7 =n(v,w,1/2, k). Sie ist invariant unter OF. Damit
ist  als ein innerer Punkt von S und Fixpunkt von Of auf zwei Weisen ein
ySchwerpunkt® von S. Um dies zu prézisieren, geben wir die letzten Aussagen des
Satzes konkreter wieder:
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

(i) Ist ¥ =n(v,w,\ k) € S, dann ist 9 =n+ (¥ —n) und es gilt:
n=0-n) =2n-9 = n(v,w,1-\k) = (Ue (-1)*U) ().

Dies zeigt eine einfache Rechnung.
(ii) Die Gruppe O operiert treu auf dem Rand von B, .. Die Menge der
Fixpunkte ist

{n(,9, .8 2] = Jyl = 1},

besteht also nur aus skalierten maximalen Vektoren. Dies sehen wir
so: Eine notwendige Bedingung an einen Fixpunkt 1 = n(z,y, \, k) ist,
dass (U ® (-1)*U)(n) = n gilt, was nach einer einfachen Rechnung zu
den Gleichungen A = /2 und k = k fiihrt.

Auf Abbildung [6.8) ist dieser Sachverhalt schematisch dargestellt. O

S ¢ By,

O(vew) Ue (-DFU

(U e (-1)*U)(O(v e w))

Abbildung 6.8: Maximale Vektoren als Schwerpunkte

Beispiel 6.3.6 Wir bestimmen die maximalen Seiten aller Bell-Zustinde. Dazu
setzen wir die Variablen, die in der Tabelle

Skalierter Bell-Zustand & &

o(e1 ® e+ ey ®er) =n(er,er,/2,0)  (v1,v2) ® (v1,v2)  (—v2,v1) ® (—v2,v1)
a(eg ® e —ea ®@en) =n(er,er,Y2,1)  (vi,v2) ® (v1,-v2) (v2,-v1) ® (v2,v1)
2(e1 @ ea + e ®eq) =n(er,es,12,1)  (v1,v2) ® (v2,v1)  (—v9,v1) ® (v1,—v2)
ao(e1 ® ea —ea®eq) =n(er,es,1/2,0)  (v1,v2) ® (-vg,v1)  (v2,-v1) ® (v1,v2)
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6.3 Der erste Thetakorper

angegeben sind, in diesen Ausdruck ein:
M)+ (1-2)(®)|v=(v1,0), |v] =1,x€[0,1]}.

Das ergibt die maximale Seite zum entsprechenden Zustand. 0

Die Tatsache, dass eine maximale Seite Tensoren enthélt, die von genau zwei
Parametern abhangen, legt den Schluss nahe, dass es sich bei den maximalen
Seiten von B; . um zweidimensionale Objekte handelt. Die Ausfithrung dieses
Gedankens soll hier jedoch nicht Gegenstand der Betrachtung werden.

Maximale Vektoren im verallgemeinerten Fall

Es sei nun V := R* ® R™ wie oben angegeben.

Fiir einen Vektor £ € V' existiert eine im Wesentlichen eindeutige Darstellung
§ = Z Ai€; ® fi
i=1

mit A; > 0 und Orthonormalsystemen {e;}?, in R” und {f;}7, in R™. Es ist

[€]= = Z;A

Mit dieser Darstellung lassen sich die maximalen Vektoren leicht ermitteln:

Proposition 6.3.7 - Maximale Vektoren der projektiven Einheitssphare
Fir € eV, ||¢]| = 1 sind dquivalent:

(a) & ist maximal.
(b) Es existiert eine Darstellung

21
£=Yeef
mit Orthonormalsystemen {e;}”, in R® und {f;}, in R™. O

Beweis. Wir ermitteln alle Randpunkte von B yg, deren projektive Norm maximal
ist. Sei £ € By s, ||€]| = 1, dargestellt wie oben. Dann ist

[€lns = 2 A7 = L.
i=1

Wir minimieren die Funktion
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

[l - (Rg)" — Ry
(Alu---,/\n) = )\1+...+)\n,

unter der Nebenbedingung ¢ := 1-Y1"; A\2. Der Gradient von |- |, ist konstant eins.
Die j-te Komponente des Gradienten von ¢ ist —2\; fir j = 1,...,n. Nach der Mul-
tiplikatorregel von Lagrange ist eine notwendige Bedingung eines Extremalpunktes
von |- |, im Innern von (R{)"™ unter der Nebenbedingung ¢, dass die Gradienten
linear abhéngig sind. Aquivalent dazu ist die Bedingung A\; = ... = A, =: \. Dies ist
genau dann der Fall, wenn \ = 1/y/n gilt.

Jetzt untersuchen wir, ob die Funktion | - |, Randmaxima besitzt. Wir nehmen
dazu den Fall Ay, ..., \x >0 und Apyq,..., A\, =0, k€ {1,...,n—1}, an. Dann wird

das Maximum von | - |, unter dieser Nebenbedingung fiir A\ = ... = A, = 1/V/k an-
genommen. Dieser Wert ist allerdings echt kleiner als \/n und liefert kein globales
Extremum. |

Maximale Vektoren annullieren Extremalpunkte der Einheitssphéare der injektiven
Norm B . nach Proposition [6.2.13] Wie in Proposition [5.2.6] gesehen, sind dies
bereits alle Extremalpunkte von By .. Diese liefern nach Satz [6.2.18 Funktionale,
welche die zu den maximalen Vektoren gehérigen maximalen Seiten annullieren.

Lemma 6.3.8 - Jede maximale Seite von B, , wird durch einen maximalen
Vektor induziert. O

Beweis. Ist ¢ € V maximal, so annulliert das Funktional

§
Py = —(—,- 1
‘ (nme )

die durch ¢ induzierte maximale Seite Sy von V. Sei nun € V' mit ||, = 1.

Behauptung: Es existiert ein maximaler Vektor & mit ®¢(n) = 0.
Beweis: Es existiert eine Darstellung

n = Zmez’@fi
i=1

mit Faktoren j; > 0, 1 + ... + jt, = 1, und ONS {e;}7, in R* und {f;}7, in R™. Sei

1 n
£ = %;@@fi,
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6.3 Der erste Thetakorper

dann ist e; ® f; € Z(P¢) fiir alle i € {1,...,n}. Damit ist

neco(er® fi,...,e,® fr) S Z(De),
das heifit, £ leistet das Gewtinschte. o

Damit ist 1 in der von £ induzierten Seite enthalten. Es ist also jeder Randpunkt
von B, in einer von einem maximalen Vektor induzierten maximalen Seite
enthalten. Wir zeigen nun, dass alle maximalen Seiten von B, . von dieser Gestalt
sind. Sei S eine maximale Seite. Dann existiert ein innerer Punkt 7 € relin(.S). Wie
oben gezeigt, ist 7 in einer von einem maximalen Vektor induzierten maximalen

Seite S’ enthalten. Mit Proposition folgt nun, dass S ¢ S’ gilt. Wegen
der Maximalitdt von S folgt die Gleichheit. |

Approximation der Einheitssphare der projektiven Norm durch
den ersten Thetakorper

Fiir zweifache Tensorprodukte ist B, , der Schnitt aller Halbraume, welche durch
Polynome induziert werden, die 1-sos-mod Jy sind:

Satz 6.3.9 - Approximation durch den ersten Thetakorper
In R* @ R™ ist T; = Bl,ﬂ' O

Beweis. Der Vektor
1 n
Y= —=2,69¢
Nk

ist maximal und das affin-lineare Polynom

[ = 1—(235) = —(Vn-(y), ) +1

annulliert die maximale Seite zu y. Das Polynom

h = %(1— > = Y, (wiwy; —xz‘j%‘i))

€N i,j=1,...,m

ist im Ideal gy enthalten. Eine einfache Rechnung zeigt, dass [ kongruent zu der
Summe von Quadraten

n 2 n
(—1 + Z LI}“) + Z l'?j + (xij - .’L'ji)Q
=1 i=1,..,n ij

..... sz:l

N | —
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6 Approximation der Pi-Norm-FEinheitssphére

modulo Jy mit [ = f+h ist. Im Beweis von Satz ist dies bereits fiir n.=m =2
dargelegt. Sei nun v ein maximaler Vektor. Die Gruppe Gy wirkt transitiv auf
allen maximalen Vektoren. Es existiert daher eine Abbildung A :=U; ® U; € Gy
mit Uy € O, Uz € O, und v = A(y). Wir betrachten nun das Funktional

_<\/E'Z(y)’A_1(')>+1 = _<A(\/ﬁ'l(y))">+1 = _<\/E'Z(U)">+1
foAl+hoA™l

o A1

Argumente, die bereits im Beweis von Lemma [6.3.2| verwandt wurden, zeigen, dass
der Grad eines Polynoms unter einer Grundraumtransformation invariant bleibt.
Insbesondere ist [ o A~! affin-linear und f o A~! quadratisch.

Behauptung: ho A™1 € Jy.

Beweis: Das Ideal Jy wird von Jy und dem Polynom g := Y,y 27 — 1 erzeugt.
Daher ist es moglich, h in eine Summe h = h; + hy, wobei hy € Jy und hy € (g)
ist, zu zerlegen. Nach Satz[5.3.9)ist das Ideal Iy, Verschwindeideal der Menge der
Produktvektoren. Da A ein Element der Symmetriegruppe der Produktvektoren
ist, gilt mit Lemma [6.3.1} h; o A~ € J.. Da 1 ein isometrischer Isomorphismus
zwischen V' und M, ,,,(R) ist, folgt

go AT = (((-);u()) 1) 0 A
((e(AT (), 2 (AH D) = 1) = (), e()) -1

= g.

Somit ist g invariant unter A=', hjo A7! € Jy, und die Aussage folgt. o

Damit ist auch [ o A~! affin-linear und 1-sos-mod Jy. Weiterhin annulliert [ o A~1
die zu v gehorige maximale Seite. Nach Lemma [6.3.8] sind alle maximalen Seiten
durch maximale Vektoren gegeben. Daraus folgt die Aussage. |
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7 Numerische Simulation

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die projektive Norm mit einer Methode, die auf dem
Konzept der Konvergenz von Thetakorpern beruht, zu berechnen.

In den Kapiteln [5] und [6] haben wir theoretische Methoden dargelegt, wie die
Einheitssphére der projektiven Norm als konvexe Hiille einer Varietat durch The-
takorper beschrieben werden kann. Fiir zweifache Tensorprodukte haben wir festge-
stellt, dass bereits der erste Thetakorper mit der Einheitssphére tibereinstimmt. In
diesem Fall kann die projektive Norm allerdings vergleichsweise unkompliziert mit
elementaren Methoden der linearen Algebra berechnet werden. Diese Methoden
greifen nicht mehr im Fall von mehrfachen Tensorprodukten. Wir haben noch
keine Aussage gemacht, wie dieser Fall zu behandeln ist, nehmen jedoch an, dass
dafiir andere Argumente notig sein werden und sich bei der Verallgemeinerung
ahnliche Probleme auftun kénnen, wie es bei der elementaren Methode der Fall
ist, ndmlich, dass sich viele wichtige Eigenschaften nicht assoziativ verhalten.

Wir finden trotzdem eine Methode, die projektive Norm durch Thetakorper zu
berechnen. In diesem Kapitel stellen wir das Programm PINORM vor, welches
basierend auf dem Computeralgebrasystem MATLAB in der Lage ist, die Berech-
nung durchzufithren. Das Programm nutzt die Beschreibung von Thetakorpern
als projizierte Spektraeder und eine numerische Methode aus der semidefiniten
Programmierung, die es erlaubt, Spektraeder als Losungsmenge semidefiniter
Programme zu beschreiben.

Ein Uberblick iiber das Programm

Das Programm PINORM approximiert die projektive Norm von Tensoren aus dem
reellen Tensorprodukt

V= R" @ ®R"

fiir nattirliche Zahlen nq,...,n, > 2 und r > 1, indem es Thetanormen zu beliebigen
Thetakorpern berechnet. Dies geschieht mittels der Darstellung von Thetakorpern
als projizierte Spektraeder.
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7 Numerische Simulation

Es sei n := ny--n, die Dimension von V. Aus Kapitel [6] ibernehmen wir alle
Konventionen und die Notation.

7.1 Thetakorper als Losungen semidefiniter
Programme

In [GaMa] werden semidefinite Programme als Verallgemeinerung linearer Pro-
gramme eingefiihrt. Sie erweitern die lineare Optimierung um eine spezielle Klasse
nicht-linearer Optimierungsprobleme. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zei-
gen, dass die semidefinite Programmierung zur Bestimmung von Thetanormen
herangezogen werden kann.

Symmetrische Matrizen und semidefinite Programmierung

Fiir eine natiirliche Zahl m € N ist die Abbildung

(A,B> = Z a; jb; ;
ij=1

fir A, B €§,, ein Skalarprodukt auf den symmetrischen m x m-Matrizen.

Definition 7.1.1 - Semidefinite Programme

Ein Optimierungsproblem der Form

max! (C, X) (Zielfunktion)
mit (Ay, X) = a1, (Nebenbedingungen)
<A2aX> = Qg,
(A57X> = ds,
X >0

in den Variablen X € §,, mit Restriktionsmatrizen C, Ay, ..., A € 8,,, sowie Schran-
ken ay, ...,as € R heiBt semidefinites Programm (SDP). Das Programm heiit ldsbar,
falls ein X € §,, existiert, sodass alle Nebenbedingungen erfiillt sind. In diesem
Fall heifit X Ldsung oder, falls die Zielfunktion an X maximal wird, optimale
Lésung. U

160



7.1 Thetakérper als Losungen semidefiniter Programme

In [GaMa] werden Algorithmen zur Lésung von semidefiniten Programmen ange-
geben. Wir benutzen das Programm SppT3-4.0, welches von [Toh| bereitgestellt
wird.

Approximation der projektiven Norm durch semidefinite
Programmierung

Fiir alle k € N ist der k-te Thetakorper Ty zum Ideal Jy gleich dem Abschluss der
Projektion des Spektraeders

Sk = {g = (gb)be@% M@k(g) >0, glJrHv = 1}

auf R", wenn die Voraussetzung von Satz erfillt ist. In diesem Fall ist die
Projektion mrn(Sg) dicht in Ty, also ist das Minkowskifunktional s zu 7gn (Sk)
gleich der Thetanorm. Ist die Voraussetzung verletzt, ist der Thetakorper immer

noch eine echte Obermenge des projizierten Spektraeders mg»(Sy) und dieser nach
Abschnitt [4.4] eine Obermenge von Z(Jy ). Fiir alle y € R™ ® --- @ R™ gilt also:

lyles < sk(y) < [ylx

Das heifit, dass die Minkowskifunktionale (sg)gey zum projizierten Spektraeder
punktweise gegen die projektive Norm konvergieren. Da wir in diesem Sinne nicht
zwischen den Thetanormen und diesen Funktionalen zu unterscheiden brauchen,
ist fiir das Kommende eine Priifung der Voraussetzung nicht notig.

Satz 7.1.2 - Thetanormen und Losungen semidefiniter Programme
Fir £ € N und y € R" existiert ein semidefinites Programm, das genau dann

l6sbar ist, wenn y € mrn (Sy) ist. Insbesondere existiert ein semidefinites Programm,
sodass die Losungsmenge des Programms den Spektraeder .S, bildet. O

Beweis. Zunéchst geben wir fiir alle y € R” ein semidefinites Programm (SP(y))
an, sodass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) y € mrn(Sk),

(b) Es existiert eine Fortsetzung § = (9s)pco,, von y mit gy, = 1,

gX1+3V =Y1y oy an*'HV =Yn und M@k(g) z Oa
(¢) Das Programm (SP(y)) ist losbar.
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7 Numerische Simulation

Das Ziel ist es, die Momentmatrix zu einer Fortsetzung von y nach @ als Losung
von (SP(y)) zu schreiben. Losungen von (SP(y)) seien also Matrizen X € §;
mit [ := #0y. Die Anforderung an die Restriktionen ist, dass Losungen Moment-
matrizen sind. Die Variablen einer Parametrisierung der Momentmatrizen sind
demnach gegeben durch die Basis ©. Klar ist, dass die Zielfunktion von (SP(y))
keine Rolle spielt und deshalb auf Null gesetzt werden kann. Nun geben wir einen
Algorithmus zur Konstruktion der Restriktionsmatrizen an und zeigen, dass das
resultierende semidefinite Programm das Gewiinschte leistet.

Schritt 1: Restriktionsmatrizen fiir y.

Die ersten n + 1 Eintrdge der Momentmatrix einer Fortsetzung sind eindeutig
durch y bestimmt. Wir setzen daher:

A,

a, :

12(Ey,+E,1)e8 und

1, as =11, -, Gni1 =Yn

firz=1,....,n+ 1.

Schritt 2: Restriktionsmatrizen zu Beziehungen zwischen Basisvektoren.

Ist das Produkt zweier Basisvektoren aus © reduzierbar, ergibt dies eine Restrikti-
on an die Momentmatrix. Ist das Produkt dagegen ein Basisvektor in O, muss der
Eintrag zum Produkt gleich dem Wert der Fortsetzung an diesem Basisvektor sein.
In dem Fall, dass das Produkt zweier Basisvektoren by, by aus Oy einen Basisvektor
aus Oy ergibt, ist es grundséatzlich moglich, dass zwei andere Basisvektoren b3, by
mit by # b3 und by # b, das gleiche Produkt ergeben. Dann gilt:

M@k(bla b2) = M@k(b?n b4)

und wir sagen: b; und by sind doppelt. Dies ergibt weitere Restriktionen, da
die entsprechenden Eintrédge der Momentmatrix gleich sein miissen. Alle diese
Restriktionen ermitteln wir schrittweise durch einen Algorithmus:

(i) Setze p=q=1.

(il) Fall 1: Es ist O(p) - Ox(q) € Og, aber Or(p) und Ox(q) sind nicht
doppelt.
In diesem Fall gibt es keine neue Restriktion. Setze formal:

M,, = 0.

Fall 2: ©(p) und O(g) sind doppelt.
Falls Indizes p,q € {1,...,1} existieren, sodass p = p’ und ¢ > ¢ gilt,
oder sodass p > p’ gilt, und die Gleichung

Or(p) - Or(q) = Or(P') - Or(q') € O
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7.1 Thetakérper als Losungen semidefiniter Programme

erfillt ist, so setze:
Mpg = Epg—Epq.

Andernfalls setze formal M, , := 0.
Fall 3: Tst ©4(p) - Or(q) ¢ Oax, s0 ist Or(p) - Or(q) reduzierbar. Es ist

Or() Ok(@) = X Ao, (mona) P

béegk

) _ . ) 4 \b
fir Koeffizienten A ) o, () € R Fir b € Oy mit Ay \ o () # 0

existieren py, gy € {1,...,1} mit b= Ok(py) - Or(qp). Setze:

- b
Mp,q - _Ep7q+ Z )\@k(p),@k(q)praQb’
b€@2k

(iii) Im Fall p = ¢ =1 ist der Algorithmus beendet. Andernfalls setze p’ := p
und ¢’ :=¢q+1, falls g <[, und p’ :=p+1 und ¢’ := 1, falls ¢ = [ gilt, und
fahre mit den neuen Werten mit fort.

Wir definieren:

(SP(y)) max! (0, X)
mit (A1, X) = a,..., (A1, X) = ansa,
(Yo My g+ M) ), X) = 0 firalle p,ge{1,...,} und
X >0.

Behauptung: Die Projektion der Losungsmenge von (SP(y)) auf R® wird durch
alle Tensoren y € R, die die obige Aquivalenz erfiillen, gebildet.
Beweis: Dies wird im Wesentlichen an der Konstruktion von (SP(y)) deutlich.
Wir bemerken noch, dass fir alle p,q € {1,...,{} und X € §; gilt:

Z (Mp,q)i,inJ = (1/2(Mp,q + M;,q)a X),
ij=1

da X symmetrisch ist. o

Verzichten wir auf die Restriktionen A,, ..., A,.1, so erhalten wir ein semidefinites
Programm, welches die zweite Behauptung erfiillt. [

Beispiel 7.1.3 Die Konstruktion der Restriktionsmatrizen wird an der in [4.3.4]
angegebenen Momentmatrix Mg, deutlich. Es sei £ = 2 und ein semidefinites
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Programm zu einem Tensor in R? ® R? wie im Beweis zu Satz gebildet. Dann
sind

(ab,ac,b*,be, bd, ¢*, cd, d*)
variabel. Beispielsweise ist
Ay = 12(Eia+ Eqy).

Da ©5(1) - ©2(6) = ab = ©5(2) - ©2(3), gilt nach Kostruktion (Fall 2):

Mg =0 und Mss = Ey3-E¢.
Weiterhin ist ©3(3) - ©2(9) = b%c = ©5(4) - ©2(8) (ebenfalls Fall 2). Somit gilt:

Msg =0 und Myg = Ey8— Es9.
Da die Reduktion von d-ab = abd gleich b%c ist (Fall 3), konnen wir

Mse = —Es56+ Eug

setzen. Es ist a-a = a? kongruent zu 1 - b2 - ¢2 — d? (Fall 3). Also erhalten wir
beispielsweise:

Mo = —Eoo+ FE1 1 —FE33—Ey4—Es5.

Wir sehen anhand dieser Beispiele, dass die Restriktionen alle Beziehungen zwischen
den Variablen berticksichtigen. O

7.2 ,Pinorm“ - Ein Programm zur Berechnung von
Thetanormen

Das Programm PINORM besteht aus in MATLAB ausfithrbaren Skripten des Daten-
formats .m. Es besitzt mehrere Routinen, die auf den Hauptroutinen MAIN_1.m und
MAIN_2.m basieren, und einigen Hilfsfunktionen. Nach rechenintensiven Schritten
ist eine Zwischenspeicherung der Daten moglich. Die wesentlichen Schritte sind
ausfithrlich kommentiert. Damit sollte es moglich sein, sich rasch einzufinden.
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Die Zwischenschritte zur Berechnung der Thetanormen

Das Programm PINORM folgt in seinem Aufbau diesen Schritten:

(1) Aufstellen des Verschwindeideals gy € R[ X1, ..., X,,], wobei n := ny--n,
ist, mittels des Determinantenkriteriums Satz

(2) Berechnung der Grébnerbasis G von gy zur graduierten lexikographi-
schen Ordnung.

(3) Ermittlung der Standardbasis ©; von R[X, ..., X,,|,/dy fir G und
einen festen Wert £ > 1.

(4) Aufstellen der Momentmatrix Mg, und der Momentmatrix Me, (2)
zu Fortsetzungen Z von Tensoren z € V.

(5) Aufstellen der Restriktionsmatrizen fiir das im Beweis von Satz [7.1.2
beschriebene semidefinite Programm.

(6) Berechnung der k-ten Thetanorm von y € V' durch Skalierung und
anschliefender Uberpriifung der Fortsetzbarkeit zu einer positiv semi-
definiten Momentmatrix mittels semidefiniter Programmierung.

Mittels der Hauptroutine MAIN_1.m werden die Schritte bis|(5)[und alle spéteren
Schritte mittels MAIN_2.m durchgefiihrt. Neben den Hauptroutinen stehen auch
einige Routinen fiir spezielle Berechnungen bereit.

Im Folgenden beschreiben wir die Funktionsweise dieser Routinen. Zur Illustration

geben wir beispielhafte Werte an, die sich an Beispiel anlehnen.

Die Eingabewerte und der Ausgabewert

Funktion Variable Beispielwert Entsprechung Datentyp
Tensorprodukt Vv [2 2] V=R2@R? array
Thetakorper K 2 k=1 integer
Tensor y [1 00 1] y=e;1 Qe +e3Q®ey array

Die boolsche Variable ja gibt an, ob eine Ausgabe in das ,,Command Window*
gewiinscht wird, und durch die Belegung von gen ist eine Steuerung der Genauigkeit
der SDP-Routine SDPT3 moglich. Voreingestellt ist gen = 107 (-12).

Der Ausgabewert ist normy. Er gibt die k-te Thetanorm von y an.
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Die Durchfiihrung der Zwischenschritte

Hier stellen wir die Funktionen vor, mit denen die einzelnen Schritte durchgefiihrt
werden konnen und auf die die Hauptroutinen zugreifen.

A_1 determinanten.m. Aufstellen des Verschwindeideals der Einheitsproduktvek-
toren. Dabei sind die Variablen invers lexikographisch geordnet.
Eingabewerte: V, ja.

Ausgabewerte:
Funktion Variable Beispiel Datentyp
Determinanten und P {xHIQQ — T19%91, array, sym
Normierungspolynom o2+, v ad +as, -1}
Variablen Va {211,219, o1, T2} cell array, char

Werte zu den obigen Beispielen sind:

p = [ poly(x11*x22 - x12%x21, [x11, x12, x21, x22]),
poly(x11°2 + x127°2 + %2172 + x22°2 - 1, [x11, [] D1,
Va = {’Xll’ ’x12? x21° ’X22’}.

A_2 groebner.m. Mittels der Funktion groebner::gbasis, die in MUPAD be-
reitgestellt wird, berechnen wir die Grébnerbasis von p. Diese Funktion ist sehr
rechenintensiv, wenn die Anzahl der Variablen gro3 wird. Werte fir die Grofle

der Grobnerbasis in Abhéngigkeit von dieser Anzahl liefert Beispiel [5.3.10}
Eingabewerte: V, p, ja.

Ausgabewert:
Funktion Variable Beispiel Datentyp
Grobnerbasis  GB {a2, + 23, + 23, + 15, — 1, X11@92 — T12T91, Wie P

2 2 3
T11T12T21 + T9T22 + X5 T22 + T59 — T2,

2 .2 2 .2 2,2 4 2
TiyT) + TipTay + Ty Ty + Ty — Toy }

A_3 momentmatrix.m. Aufstellen der Momentmatrix des k-ten Thetakorpers in
Basisdarstellung und in Restriktionsform fiir die semidefinite Programmierung zur
Standardbasis ©.

Eingabewerte: V, K, GB, Va, ja.

Ausgabewerte:
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Funktion Var. Datentyp GroBe
Basismonome bis zum Grad & BK matrix t1 xn
Basismonome bis zum Grad 2k B2K matrix ty xn
Positionen Basismonome in Momentmatrix POS cell array ¢5 x 1
Koeffizientenmatrizen (Momentmatrix) MBK matrix ty xt] x ty
Reduktions-Restriktionen (SDP) MBL matrix ty xty x[...]

Restriktionen fiir gleiche Produkte (SDP) ~ MBM matrix ty xty x[...]

Eintrage von Matrizen haben den Datentyp ,double® und der Datentyp der
Eintréage von POS ist ,array”. Es ist t; := #0; und t5 := #09;.

Die Basismonome bis zum Grad 2k sind in den Matrizen BK und B2K codiert. Jede
Zeile steht fiir ein Basismonom. Jede Spalte steht fiir eine Variable, von oben
nach unten nach dem Grad geordnet. Die Eintrége stehen fiir die Exponenten. Fiir
die Ausgabe werden die Matrizen transponiert. Beispielsweise werden ©; und O,
durch die folgenden Matrizen reprasentiert:

BK = 01000 B2K = 0100011000000
00100 0010010211000
00010 0001001010210
00001 000010000101 2.

Die Momentmatrix ist in der dreistufigen Matrix MBK codiert. Jede Ebene re-
prasentiert die Koeffizientenmatrix zu einem Basisvektor aus O;. In unserem
Beispiel gehoren zu den Basismonomen 1,211, 22, und 21229, € ©y die folgenden
Koeflizientenmatrizen der Momentmatrix Me, :

MBK(:,:,1) = 10000 MBK(:,:,2) = 01000
01000 10000
00000 00000
00000 00000
00000 00000
MBK(:,:,8) = 00000 MBK(:,:,9) = 00000
0-1 000 00001
00100 00010
00000 00100
00000 01000
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7 Numerische Simulation

Die Matrizen MBL und MBM fir die semidefinite Programmierung folgen in ihrem
Aufbau den Restriktionsmatrizen, die zum Beweis von Satz konstruiert
wurden. Die Matrix MBM gehort zu Restriktionen des Typs, die im Fall 2 auftreten.
In unserem Beispiel tritt Fall 2 nicht auf, also ist MBM dann leer. Fall 3 wird durch
die Matrix MBL abgedeckt. Diese enthélt die Restriktionen, die durch Reduktion
von Produkten aus Basisvektoren gebildet werden. Hier besteht MBL nur aus zwei
Ebenen, da x1; - x1; und x1; - x99 die einzigen Produkte von Basismonomen in 64
sind, die reduzierbar sind:

MBL(:,:,1) = MBL(:,:,2) =

O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O, O O
'OOOl—*O

Wir beachten, dass die Formulierung des semidefiniten Programms an die fiir
SppT3 vorgesehene angepasst werden muss. Das bedeutet insbesondere, dass
Ebenen in MBL jeweils aus oberen rechten Dreiecksmatrizen bestehen und die
Hauptdiagonalen mit zwei multipliziert werden miissen.

Die Matrix POS gibt fiir jedes Monom aus Oq; an, welche Positionen oben rechts
in der Momentmatrix ausschlieflich von ihm besetzt werden. Nach Beispiel
ist fir k = 1:

POS{1} = [1 1] P0OS{2} = [1 2] P0S{6} = [2 3].
Setzen wir k =2, so ist x11212 = X11-T12 = 1-211712  und damit
POS{6} = [2 31 6].

A_3_momentmatrix_sp.m. Der Unterschied dieser Routine zur vorigen ist, dass die
Matrizen MBK, MBL und MBM im Datenformat ,sparse* vorliegen. Dieses Format
erlaubt einen performanteren Umgang mit Matrizen, deren Eintrége iiberwiegend
verschwinden. Eintrage, die von null verschieden sind, werden als Tripel gespei-
chert:

A =11, 0; 0, -6; 0, O] sparse(A) = (1,1) 1
(2,2) _6.
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7.2 Pinorm“ - Ein Programm zur Berechnung von Thetanormen

Da es kein ,sparse‘-Format fiir dreistufige Matrizen gibt, werden die obigen
Matrizen folgendermaflen in zweistufige konvertiert:

MBK: Vertikale Reihung der Ebenen, beginnend mit der ersten Ebene. Dies ergibt
eine (t1 - ty) x t;-Matrix. Die ersten zwei Ebenen unseres Beispiels sehen so aus:

MBK(1:10,1:5) = (1,1)
(7,1
(2,2)
(6,2)

e e N

MBL und MBM: Zunachst wird jede Restriktionsmatrix in einen Vektor konvertiert,
indem die Indizes der rechten oberen Dreiecksmatrix von links nach rechts und von
oben nach unten spaltenweise linearisiert werden. Dabei wird jeder Eintrag auf
der Diagonale (wie oben) mit zwei und alle anderen Eintrige mit /2 multipliziert.
Danach werden die Restriktionsmatrizen beginnend mit der ersten Restriktion
horizontal aneinandergereiht. Dies ergibt jeweils eine (1/2-¢; - (t; +1)) x [...]-Matrix.
Zum Beispiel ist MBL eine 15 x 2-Matrix:

MBL = (1,1) 2

(3,1) -2
(6,1) -2
(10,1) -2
(15,1) -2

(9,2) sqrt(2)
(12,2) -sqrt(2).

Die Multiplikation der Eintrdge mit Konstanten hat den folgenden Grund: In
SDPT3-4.0 werden symmetrische Matrizen X € §; mit ihrer Linearisierung

SVGC(X) = (X117 \/§'X1,27 \/§'X2,27 ey \/§'Xl—1,l7 Xl,l)

identifiziert, wobei die Eintrége, die nicht auf der Diagonalen stehen, mit V2
multipliziert werden. Dann gilt fiir zwei symmetrische Matrizen X, X:

(X, X) = (svec(X),svec(X)).

Die Multiplikation der Diagonalen mit zwei erklédrt sich aus der Symmetrisierung
der Restriktionsmatrizen.

A 4 thetakoerper_sdp.m. Validierung, ob ein gegebener Tensor im projizierten
Spektraeder Sy enthalten ist oder nicht, iiber das semidefinite Programm zu den
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7 Numerische Simulation

erstellten Restriktionsmatrizen.

Eingabewerte: y, V, MM, 1k, ja.

In MM werden die Matrizen MBL und MBM zusammengefasst, also je nach Datenformat
in der zweiten oder dritten Dimension aneinandergereiht. Der nédchste Eingabepa-
rameter 1k steht fiir die Anzahl der Elemente in ©1, genauer, fiir size (BK,1).
Ausgabewerte: Die boolsche Variable jaa gibt an, ob der Tensor y im projizierten
Spektraeder enthalten ist oder nicht.

Funktion Variable Datentyp Grofle

Momentmatrix zu einer Fortsetzung X matrix, double ¢, xt;

Mit den obigen Daten erhalten wir: jaa = 1, das heifit, e; ® e; + €3 ® €5 ist nicht im
ersten Thetakorper enthalten. Mit y = 0.5%[1 0 0 1] erhalten wir dagegen

X =1.000 0.500 0.000 0.000 0.500
0.500 0.375 0.000 0.000 0.125
0.000 0.000 0.125 0.125 0.000
0.000 0.000 0.125 0.125 0.000
0.500 0.125 0.000 0.000 0.375.

Diese Matrix ist eine positiv semidefinite Momentmatrix zur Fortsetzung
(1, Y2, 0, 0, /2, 0, 0, /s, 18, 0, /s, 0, 3/8)

von (12, 0, 0, 1/2).

A 5_thetanorm.m. Berechnung des Minkowskifunktionals zu Sy, iiber ein Intervall-
halbierungsverfahren.

Eingabewerte: y, V, 1k, MM, gen, a, b.

Mit den Faktoren a und b beginnt das Intervallhalbierungsverfahren. Sie diirfen
nicht negativ sein und sollten so gewéhlt sein, dass a < b gilt und a*y im proji-
zierten Spektraeder liegt, bxy aber nicht. Sonst werden sie automatisch belegt.
Ausgabewerte: Es ist X wie oben eine positive Momentmatrix zu einer Fortsetzung
von tlxy.

Funktion Variable Bedeutung
Untere Grenze thil Es ist thixy fortsetzbar
Obere Grenze th2 Es ist th2*y nicht fortsetzbar und th2-thl < gen

Thetanorm normy normy = (1/thl - 1/th2)/2
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Mit den obigen Daten erhalten wir X wie oben und

thl = 0.5000 th2 = 0.5000 normy = 1.9999.

Hinweise zur Benutzung des SDP-Solvers

Zur Benutzung des Solvers SDPT3-4.0 muss der Ordner ,SDPT3-4.0“ dem ,,Current
Directory* hinzugefiigt werden, zum Beispiel iiber ,,Current Folder - Add to path
— Selected Folders and Subfolders®. Informationen zum Aufbau und zum Gebrauch
von SDPT3-4.0 entnehmen wir der Dokumentation http://www.math.nus.edu.
sg/~mattohkc/sdpt3/guide4-0-draft.pdf, oder, fiir den speziellen Gebrauch,
dem Kommentarteil von A_4_thetakoerper_sdp.m.

Niitzliche Funktionen
vectomat .m konvertiert einen Tensor in eine mehrdimensionale Matrix.

isproductvector.m priift, ob ein Tensor ein Produktvektor ist.
pinorm.m berechnet die Pinorm von Tensoren eines zweifachen Tensorprodukts.
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8 Fazit und Ausblick

Im Fall zweifacher Tensorprodukte ist es uns gelungen, die Einheitssphéire der
projektiven Norm durch den ersten Thetakorper zum Ideal, welches von den
Determinanten und dem Normierungspolynom erzeugt wird, auszudriicken. Den
allgemeinen Fall fiir Tensorprodukte R" ®---@ R™ | wobei r,nq, ..., n, > 2 natiirliche
Zahlen sind, haben wir zunachst numerisch behandelt. Es liegt die Frage nahe, ob
hier auch ein ahnliches konkretes Ergebnis erzielt werden kann. Dem interessierten
Leser mochten wir einige Hinweise geben.

Der allgemeine Fall - konkret Kapitel [0] illustriert, dass das Verstédndnis der
Geometrie der Einheitssphére der projektiven Norm wesentlich dazu beitréigt, die
Annullierungsmengen von Funktionalen, die Summen von Quadraten bis auf einen
Rest sind, zu berechnen. Bei der Behandlung des multipartiten Falls kann dies
sich auch als niitzlich herausstellen. Dabei ist Folgendes zu beachten:

(i) Im bipartiten Fall haben die maximalen Seiten von B, , eine einheit-
liche Gestalt. Im multipartiten Fall ist allein die Bestimmung des
inneren Radius und damit auch der maximalen Vektoren eine Heraus-
forderung. Entsprechend ist das Wissen iiber die maximalen Seiten
gering. Wir vermuten, dass es verschiedene Klassen von maximalen
Seiten gibt, deren Anzahl proportional von r abhéngt.

(ii) Im Allgemeinen werden nicht alle maximalen Seiten von einem maxi-
malen Vektor induziert und ein skalierter maximaler Vektor ist kein
innerer Punkt seiner induzierten Seite.

Wir erwahnen nun einige Ansétze, die es erleichtern, die Geometrie der Einheits-
sphére B, , oder ihrer Polaren zu umreifien.

(i) Falls ein innerer Punkt einer Seite S C By, ein Randpunkt des
ersten Thetakorpers T ist, folgt nach Lemma dass S Teilmenge
des Randes von T; ist. Kandidaten fiir solche inneren Punkte sind
Vektoren, deren projektive Norm bekannt ist.

(ii) Ein weiterer Ansatz ist, die Funktionale, die einen Randpunkt der
FEinheitssphére annullieren, genauer zu untersuchen. Wann sind sie
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8 Fazit und Ausblick

eine Summe von Quadraten modulo dem Verschwindeideal? Es bietet
sich hierfiir eine exakte Darstellung der durch maximale Vektoren
erzeugten Funktionale an, da dies im bipartiten Fall zielfithrend war.

(iii) Vermutlich sind maximale Vektoren dadurch gekennzeichnet, dass die
Determinanten aus Satz [5.3.5] an ihnen maximale Werte erzielen, was
sich in der Struktur der annullierenden Funktionale als Summe von
Quadraten niederschlagt.

(iv) Hilfreich ist die Bestimmung der Produktvektoren, die in der maxima-
len Seite zu einem maximalen Vektor ¢ liegen, und des Stabilisators
von &.

(v) Dartiber hinaus konnte es sinnvoll sein, Sos-Polynome mit Positivitét
in Verbindung zu bringen, was wir es bereits in Kapitel |4] versucht
haben.

(vi) Nach Proposition sind Thetakorper semialgebraische Mengen.
Welche Polynome sind hier bestimmend?

Lemma 8.0.1 - Konvexe Obermengen und innere Punkte

Seien A und B zwei kompakte konvexe Teilmengen von R” mit Ac B und S c A
eine echte Seite von A. Dann gilt: Schneidet der Rand von B das relative Innere
von S, so ist S Teilmenge des Randes von B. U

Beweis. Es sei £ € S ein innerer Punkt von S. Falls S aus nur einem Element
besteht, ist die Aussage wahr. Andernfalls existiert ein weiteres Element 7 € S,
sodass £ # n ist. Die Menge [ := {A\ e R | A\(n—¢§) +& € S} ist ein kompaktes Intervall
mit 0 € in(7). Das Intervall

Iy:={AeR| X(n-¢&)+¢ ist ein Randpunkt von B}

ist eine abgeschlossene Teilmenge von I. Da 0 € 4, ist 14 nicht leer. Da S eine
echte Seite von A ist, existiert ein Vektor 0 # v € R?, sodass A(n—-§) +&+ kv ¢S
fiir alle k > 0 und fiir alle A € I gilt und die Funktion

f+ I - R
A = sup{k20|A(n-&) +E&+kve B}

stetig, positiv und konvex ist.

Behauptung: Das Innere von I enthéalt keine isolierten Punkte von I4.
Beweis: Angenommen, ¢ € I, ist ein solcher isolierter Punkt, dann existiert
ein Faktor € > 0, sodass ((n - &) + £ der einzige Randpunkt von B auf der
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Verbindungsstrecke zwischen (- +{)(n-§&)+& und (e + {)(n - &) + & ist. Es ist
also f((—e+(,e+O\{C}) > 0. Mit m :=min(f(-¢/2+ (), f(g/2+()) >0 ist

0 035 i) m < (09 i)

was ein Widerspruch zur Konvexitat von f ist. o

Behauptung: Das Innere von [ enthalt keine Randpunkte von 14.

Beweis: Es sei ( € I4 ein Randpunkt. Dann existieren Faktoren ¢ >0 und ¢ > 0,
sodass ohne Beschrankung der Allgemeinheit f(-e+ () >0 und f(6+ () =0 gilt.
Sei nun A € (0,1) mit —Ae + (1 - A)d = 0, dann ist

0=7()=f(A(=e+)+(1-2)(+0)) <Af(=e+)+(1-A)f(0+(),
was ein Widerspruch zur Konvexitat von f ist. o

Damit stimmen [ und 14 iiberein. Da 7 beliebig gewahlt war, kann auf diese Weise
ganz S ausgeschopft werden. |

Der allgemeine Fall - numerisch Um den Algorithmus fiir PINORM effizienter
zu gestalten, bietet sich eine Strukturanalyse der Grobnerbasis und der Moment-
matrizen an. Die Determinanten, die das Verschwindeideal der Produktvektoren
erzeugen, bilden eine Grobnerbasis. Da das Normierungspolynom symmetrisch ist
und die Festlegung einer Ordnung auf den Variablen dieser Symmetrie gegenléufig
ist, wird eine Grobnerbasis des durch die Produkteinheitsvektoren erzeugten Ideals
wesentlich grofier. Dies zeigt bereits das einfache Beispiel [1.2.7 Den Nachteilen
durch eine aufwandigere Bestimmung steht der Vorteil einer kiirzeren Standard-
basis gegeniiber. Vielleicht ist es moglich, zundcht mit den Determinanten zu
arbeiten und die Nomierung spéter einfliefen zu lassen, auch im Hinblick auf eine
mogliche Vereinfachung der Momentmatrizen.

Komplexe Tensorprodukte Wie verallgemeinern wir das Resultat auf Tensor-
produkte tiber den komplexen Zahlen? Durch eine geschickte Umformulierung des
Problems konnte dieser Fall aus dem reellen folgen.

Die Einheitssphdre als Mannigfaltigkeit Hier haben wir die Einheitssphére
der projektiven Norm im Allgemeinen und die Menge der Produktvektoren im
Speziellen algebraisch betrachtet. Es ist auch moglich, diese beiden Mengen jeweils
in ihrer Eigenschaft als Mannigfaltigkeit zu untersuchen. Beispielsweise bilden die
Einheitsproduktvektoren in R? ® R? den sogenannten Clifford-Torus, welcher im
Sinne der Riemannschen Geometrie in der dreidimensionalen Sphéare flach ist.
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Notationsverzeichnis

Konventionen

Die Menge der nattirlichen Zahlen N enthélt die Null nicht. Ist die Null einge-
schlossen, schreiben wir Nj. Falls nicht anders vermerkt, bezeichnen n,m,k,[,r
und s nattirliche Zahlen. Die Menge der rationalen (oder reellen) Zahlen, die nicht
negativ sind, bezeichnen wir mit Q} (oder mit R).

Fiir eine natiirliche Zahl n sei die Abbildung

1, n=m

On: N=H{0, 13, mH{ 0, n¥m

definiert.

Ist nichts anderes vermerkt, bezeichnet I eine beliebige Indexmenge, ansonsten
ein Ideal. Das Symbol @ bezeichnet ein Element einer Indexmenge.

Mit K ist der Korper der reellen oder der komplexen Zahlen bezeichnet.

Sei M eine Menge. Die Anzahl der Elemente von M bezeichnen wir mit #M. Eine
Teilmenge T" von M heiflt echt, wenn T' C M gilt. Die Aussage: ,x,y € M* ist
gleichbedeutend mit ,x € M,y e M*“. Ist f: M - N eine Abbildung zwischen zwei
Mengen M und N und A ¢ M, B ¢ N, so definieren wir: f(A) = {f(x) |z € A}
und f-Y(B):={zeM]| f(x)e N}.

Ist A eine Teilmenge einer Gruppe G, so bezeichnet —A := {-a | a € A} ¢ G die
Menge aller Elemente, deren Inverses in A liegt. Ist B eine weitere Teilmenge,
bezeichnet A+ B :={a+b|ae A,be B} die Summe aller Elemente in A und B,
analog A+ g:={a+g|ae A} fir ein Element g € G.

Ringe besitzen ein Einselement und sind kommutativ. Ist R ein Ring und F
eine Familie von Elementen in R, dann wird das von F' erzeugte Ideal mit (F')
bezeichnet. Wird ein Ideal I ¢ R von F' erzeugt, so ist F' ein Erzeugendensystem
von I. In der Literatur wird ein Erzeugendensystem oft Basis genannt, siehe
beispielsweise [BPT].
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Notationsverzeichnis

Ist V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und M ¢ V eine Teilmenge, so
bezeichnet

k
spang (M) := {Z:/\,mZ A € K,m; e M fur alle 1 = 1,...,k’}
i1

die lineare Hiille von M. Als Funktional bezeichnen wir eine Abbildung von V' in
seinen Skalarenkorper. Ein Funktional ist meist linear oder affin-linear. Die Menge
der linearen Funktionale bildet den algebraischen Dual von V' und ist mit dem
Symbol V' bezeichnet. Ist V' von endlicher Dimension, werden Vektoren, soweit
nicht anders angegeben, als Elemente in R™ angesehen, und oft unterscheiden wir
notationell nicht zwischen Vektoren und ihrer dualen Abbildung. Lineare Abbil-
dungen zwischen R™ und R” identifizieren wir mit ihren darstellenden Matrizen.
Fiir eine Menge N bezeichnet das Symbol

Mom (N)

die Menge der nxm-Matrizen mit Eintragen aus N. Das Transponieren einer Matrix
wird durch ein hochgestelltes ¢ ausgedriickt. Fiir r € {1,....n} und s € {1,...,m}
seien die Matrizeinheiten von M,, ,,,(R) mit

..........

bezeichnet. Den Begrift Orthonormalsysteme kiirzen wir mit ONS ab. Mit dem
Symbol (-,-) bezeichnen wir das euklidische Skalarprodukt auf R® und mit | - ||
die davon induzierte Norm.

Die Abbildung 7~ bezeichnet die orthogonale Projektion des Hilbertraums ¢(N)
der quadratsummierbaren Folgen auf die ersten n Koordinaten.

Ist X ein topologischer Raum und M ¢ X eine beliebige Teilmenge, ist mit cl( M)
den Abschluss von M und mit in(M) das Innere von M in X bezeichnet.

Ist (E,]-]) ein normierter Raum, so bezeichnet E; := {e€ E'| |e| <1} oder By
die Einheitssphéare von F.

Die Junktoren Konjunktion und Disjunktion werden jeweils durch A und v sym-
bolisiert. Mit entweder ... oder bezeichnen wir die Kontravalenz.

Spezielle Notation

Die folgenden Eintrage sind nach der Reihenfolge ihres Erscheinens sortiert.
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Grobnerbasen

K KOrper oo
K[X1,..., X, Polynomring iiber K in n Variablen ...............................
2lex Lexikographische Ordnung ......... ... .. ... o i it
F(Np) Raum der endlichen Folgen mit Werten in Ng .....................
2griex Graduierte lexikographische Ordnung .............................
fy9 Polynome ... ...
multideg (f) Multigrad vOm f ..o
deg (f) Grad VON f oo
LM (f) Leitmonom VO f .. ...t
LC(f) Leitkoeflizient von f ...... ... ...
LT (f) Leitterm von f ... i
| Teilbarkeitssymbol . ....... .
G Grobnerbasis ... ...t
e Rest der Division von f durch G ........ .. ... ... .. L.
LCM Kleinstes gemeinsames Vielfaches .............. ... .. ... ... . ...
S(f,9) S-Polynom von fund g ...
1 Ideal in K[ X1, .., X0) oo
K[X1, ..., Xp]/T Koordinatenring ................oeeiieeiiieiiineiinaiiaain...
deg(p+1) Grad von p+1 ...
M Teilmenge von K[ X1, ..., Xn] oo
My, Elemente von M, deren Grad kleiner gleich kist .................
(M/T),, Reduzierte Polynome in M /I, deren Grad kleiner gleich k ist ....
B Standardbasis fir T und G ...
© Theta-Basis fllr 1 ...... ..o o e
Reelle Algebraische Geometrie

A Kommutativer Ring mit Eins ........ ... ..o il
R Reell abgeschlossener Koérper .......... ...,
P Kegel in A ..o
Ml(a;)ier] Erzeugter Monoid einer Familie (a;)jef €A «oovvvevi ..
Ky, LA Kleinster Kegel von A ...
K[M] Erzeugter Kegel einer Teilmenge M C A ........ ... ...t
K[P, (ai)ic1] Erzeugter Kegel von P und (@ )ief ««-vvnvevenananainnnnann.
supp(P) Trager eines Primkegels P ......... o i
(F,<) Angeordneter Kérper ......... .. ..o i
Kp Quotientenkorper von A/SUpp(P) . o.vvveiiiiii
m, 11 Projektionen von A nach A/supp(P) oder nach Kp ..............
sign Funktion, welche Elemente aus R auf ihr Vorzeichen abbildet ....
fi, o0 fs Polynome aus R[X]| ...... ..o
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8(f17 ceey fs)
Ws,m

¥

B(X)
Z(1)
W(P)
N(M)
IV)
V1
sper(A)
V(U)
W)

Konvexe Geometrie

85,

On,

ext(C)
co(S)

X ((0)e1)

Intervalle, welche zu Nullstellen von fi, ..., fs gebildet werden ....|37
Signaturabbildung von fi,...;fs ..o 37
Disjunkte Vereinigung von Matrizenrdumen ...................... 37
Abbildung, die die Signaturabbildung rekonstruiert .............. 40
Boolsche Polynomkombination in den Variablen X ............... 41]
Verschwindemenge eines Ideals 7 € R[X1,..., X, ................. 16
Positivstellenmenge eines Kegels P € R[ X1, ..., X,] ..., 16|
Nichtnullmenge eines Monoids M € R[ X1, ..., X, «.oooooiiii.. 16
Verschwindeideal einer Menge VC R™ ....... .. ..., 52
Reelles Radikal eines Ideals TC A ... ... ... 52
Reelles Spektrum von A ... .. 54
Funktion, welche P e sper(A) auf a +supp(P) abbildet (a € A) ...[p4
Verschwindemenge einer Teilmenge UC A ....... ...t 54
Positivstellenmenge einer Teilmenge UC A ....................... 54
Vektorraum tiber R ... i 62
Raum der symmetrischen Matrizen in M, (R) .................... 62)
Raum der positiv semidefiniten Matrizen in M,(R) .............. 62
Ordnung auf 8,, durch positiv semidefinite Matrizen ............. 62
Raum der orthogonalen Matrizen in M, (R) ...................... 62
Menge der Extremalpunkte einer konvexen Menge C ¢V ......... 62
Konvexe Hiille von S CV ... . e 62
Erzeugter Kegel einer Familie (v;),.; SV ...t 69)
Symbol fiir die Bildung der direkten Summe ..................... 69)
Lokalkonvexer Vektorraum {iber R .......... ... ... .. 70
Familie von Halbnormen .......... ... ... o i 70
Durch P induzierte Topologie auf V' ...... ... ... ... ... ... ... 70
Element einer Umgebungsbasis von Tp fir x e V und pe P ....... 70
Topologischer Dual von V' ... .. ... 70
Schwache Topologie auf V* ... ... ... .. . 70
Adjungierte zu @ : V =W 70
Annihilator eines abgeschlossenen linearen Teilraums LcV ...... 70
Projektion von V* nach V*/L* .. ... .. .. 7]
Dualer Kegel zu M CV .. e 71
Affine Hiillle von M in V' ... 73
Relatives Inneres von M ... .. .. i 73
Raum der reellwertigen quadratsummierbaren Folgen ............ 75)
Raum der reellwertigen finiten Folgen ............................ 75
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E| Thetakorper

I Ideal in R[X 1, .0, Xo] oo
Tk k-ter Thetakorper von [ fir ke N ... ... . il
X Kegel der quadratischen Polynome ...............................
x* Kegel, von den Quadraten vom Grad kleiner gleich 2k erzeugt ...
XF(I) = C KEIT
Kk’l(l ) Polynome, welche affin-linear und k-sos-mod I sind, modulo I ...
1% RIX1, oo, Xodok /D oo
L RIXT, oo, X /T e
Vg Darstellender Vektor von e L* .. ... .. .o i
D Dualer Kegel von CnLin L ...
D Dualer Kegel von C'in V' ... i
Da Elemente in @, die die Eins auf eins abbilden, auf R" projiziert ..
S Theta-Basis fir R[X1, ..., Xu/T ..o
[z]e, Vektor, der alle Basiselemente aus © enthdlt ....................
Mo, Die k-te Momentmatrix ...
Mo, (v) Die k-te Momentmatrix zu y = (Yp)pe @gp «vvvvrorvrrvneemieenaens
TRn Einschriankung von y auf den linearen Teilraum R™ ..............
14 Die kompakte Verschwindemenge Z(I) CR"™ .....................
K Konvexe Hiille von V' ... o
Uk Auswertungsfunktional auf R[X1, ..., X;,]ox/1, durch y € V induziert
C(X) Stetige reellwertige Funktionen auf einer kompakten Menge X ¢ R™
p(X) Menge der Zustédnde auf C(X) ...
Oy Punktauswertung von Funktionen in C(X) anye X .............
Ou Durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl p induzierter Zustand auf X .

Mehrfache Tensorprodukte

Vi,..., Vi VeKtorrdume ......... ... .. 102
Mult(V4, ..., Vp,) Multilinearformen auf Vi x - x Vi, oo 102
VieVe®---®V,, m-faches Tensorprodukt .................... i, 102
V1®Ua®-®V,, Produktvektor ...... ... ... . 102
Pvievee-oV, Menge der Produktvektoren ............ ... ... oL 102
1,7,8,3 Identifikationsabbildungen .............. ... ... . i, 102
Eq,....E, Banachraume ...... ... . 106
R @ -®F, Menge der Einheitsproduktvektoren ............................ 106
|- lx Projektive Norm ....... ... 106
|- Ile Injektive Norm ... i 108
|- [l Duale Norm zu einer Norm ||« [lor «vovnvnenennniiiii. 108
Hi,...,Hn, Hilbertraume . ....... ... 110
1,J Antilineare Identifikationsabbildungen ................ ... .. ... 110
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(v, w)
I+ s
H

U, ..
G

o

(€i)i=1,....n
N

Uy, U

Zinvlex

Ma,,...n, (R)
(Al)z eN
Eg, ... k.

1

h*g

ikl
P

Jv,dv

Skalarprodukt auf V:=H; ®---® H,,, von v,w eV
Hilbert-Schmidt-Norm
Vervollstandigung von (V| - |us)
Unitére Gruppen von Hy,...,H,, und H
Gruppe der Produktvektoren aus unitdren Operatoren
Mehrfaches Tensorprodukt R™ ® --- @ R™ fiir r,ny,...,n.>2 ...
Kanonische Basisvektoren von R"
Indexmenge {1,...,n1} x---x{1,...,n,.}
Invers lexikographische Ordnung auf N
Vektorraum der mehrstufigen Matrizen
Mehrstufige Matrix
Matrixeinheit fiir k1 <nq,..., k- <n,
Identifikationsabbildung zwischen M, ., (R) und V'
Multiplikationsabbildung auf mehrstufigen Matrizen
Polynom fiir 4,5, k,l e N
Menge der Determinanten, die Produktvektoren charakterisieren
Ideale, erzeugt von P (und dem Normierungspolynom)

|§|Appr0ximation der Pi-Norm-Einheitssphire

U T
T’(v7w7)\7i+j)
0% ot

Mehrfaches Tensorprodukt R™ @ --- @ R™" fiir r,n1,...,n,. 22 ...
k-ter Thetakorper zu Jy
Vom Normierungspolynom erzeugtes Ideal
Gerade und ungerade Polynome in R[X7, ..., X,.]
k-te Thetanorm
Innerer Radius des Thetakorpers Ty
Bell-Zustand
Kompakte und konvexe Teilmenge von R", die nicht leer ist
Dimension einer Seite S von K
Polare einer Teilmenge A ¢ R"
Kompakte, konvexe Nullumgebung in R und Teilmenge von B,
Innerer Radius von K
Représentantensystem der auf K nicht negativen Funktionale ...
Annullierte Seite von K, induziert durch v e K°, |v|x =1
Duale Seite zu einer Seite S von K
Gleich R™ @ R™. Im zweiten Unterabschnitt gilt: n =m =2
Untergruppe der Symmetriegruppe der Produktvektoren
Maximale Seite zu ¢ € V\{0}
Orthogonale 2 x 2-Matrix mit |z| =1 und ¢ € {0,1}
Spezielle orthogonale 2 x 2-Matrizen
Parametrisierung eines Vektors mit projektiver Norm eins
Untergruppen von Gy
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Numerische Simulation

\% Mehrfaches Tensorprodukt R™ ® --- @ R™ fiir r,nq,...,n, >2 ...[159
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(-,) Skalarprodukt auf 8, ........ ... 160
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Standard-,
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