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Аннотация. Современные методы решения задач планирования выполнения паке-
тов заданий в многостадийных системах характеризуются наличием ограничений на их 
размерность, невозможностью гарантированного получения лучших результатов в срав-
нении с фиксированными пакетами при различных значениях входных параметров зада-
чи. В статье автором решена задача оптимизации составов пакетов заданий, выполняю-
щихся в многостадийных системах, с использованием метода ветвей и границ. Проведе-
ны исследования различных способов формирования порядков выполнения пакетов 
заданий в многостадийных системах (эвристических правил упорядочивания пакетов 
заданий в последовательностях их выполнения на приборах МС). Определен способ 
упорядочивания пакетов в последовательностях их выполнения (эвристическое прави-
ло), обеспечивающий минимизацию общего времени реализации действий с ними на 
приборах. На основе полученного правила сформулирован способ упорядочивания ти-
пов заданий, в соответствии с которым их пакеты рассматриваются в процедуре метода 
ветвей и границ. Построена математическая модель процесса реализации действий с 
пакетами на приборах системы, которая обеспечивает вычисление его параметров. Вы-
полнено построение метода формирования всех возможных решений по составам паке-
тов заданий для заданного их количества. Решения по составам пакетов заданий разных 
типов интерпретируются в процедуре метода ветвей и границ с целью построения опти-
мальной их комбинации. Для реализации метода ветвей и границ сформулирована про-
цедура ветвления (разбиения), предполагающая формирование подмножеств решений, 
включающих пакеты разных составов заданий одного типа. Построены выражения для 
вычисления нижних и верхних оценок значений критерия оптимизации составов пакетов 
для сформированных в процедуре ветвления подмножеств. Процедура отсева предпола-
гает исключение подмножеств, нижняя оценка которых не меньше рекорда. Для поиска 
оптимальных решений применена стратегия поиска в ширину, предусматривающая 
исследование всех подмножеств решений, включающих различные пакеты заданий од-
ного типа, полученных в результате процедуры разбиения подмножеств заданий, не 
исключенных из рассмотрения после реализации процедуры отсева. Разработанные 
алгоритмы реализованы программно, что позволило получить результаты планирования 
выполнения пакетов заданий в многостадийной системе, являющиеся в среднем на 30 % 
лучшими, чем для фиксированных пакетов. 
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1. Введение. Выполнение заданий разных типов, входящих в их 

наборы, в многостадийных системах (МС) предполагает формирова-
ние пакетов, количество заданий в которых определяется при оптими-
зации решений по их составам. Выполнение в МС заданий разных ти-
пов, включенных в составы пакетов, связано с переналадкой приборов 
МС с выполнения заданий одного типа на выполнение заданий другого 
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типа. Необходимость оптимизации составов пакетов вызвана неодно-
родностями длительностей выполнения заданий на приборах МС, а 
также неоднородностями длительностей переналадок приборов на вы-
полнение заданий. Пакет – это совокупность заданий одного типа, вы-
полняемых без переналадки приборов МС на выполнение заданий дру-
гого типа. Если в пакет включены все задания одного типа из их набо-
ра, такой пакет является фиксированным. Так как в МС выполняются 
ПЗ разных типов, тогда необходимо сформировать комплексные ре-
шения по составам ПЗ этих типов с учетом временных характеристик 
процесса реализации действий с ними в МС. Под оптимальным ком-
плексным решением подразумевается комбинация составов ПЗ разных 
типов, обеспечивающая экстремум принятого показателя эффективно-
сти. 

Современные методы планирования выполнения ПЗ в МС пред-
полагают применение: целочисленного программирования (ЦЧП) для 
определения расписаний выполнения ПЗ [1]; метаэвристических алго-
ритмов (генетических алгоритмов (ГА), метода муравьиной колонии 
(МК)) при определении составов ПЗ и расписаний их выполнения [2-
5]; эвристических правил при формировании составов ПЗ [6-8]; имита-
ционного моделирования процесса обработки ПЗ в непрерывном про-
изводстве для оценки эффективности применения эвристик [9]. Мате-
матическая модель оптимизации решений при планировании выполне-
ния ПЗ на параллельно функционирующих устройствах рассмотрена в 
[1]. Оптимизация решений с ее использованием предполагает опреде-
ление значений переменных, соответствующих как составам пакетов, 
так и порядкам их выполнения на приборах МС. Применение данного 
подхода ограничено размерностью рассматриваемых задач. Примене-
ние ГА для решения задачи планирования ([2]) предполагает, что со-
ставы ПЗ определяются спросом на продукцию, построение расписа-
ния их выполнения реализуется с использованием этих алгоритмов. В 
[3,4] ГА применены для определения составов ПЗ (формируемые хро-
мосомы соответствуют решениям по составам ПЗ). В [5] рассматрива-
ется метод планирования выполнения ПЗ на параллельных приборах 
на основе локального поиска совместно с методом МК при использо-
вании эвристических правил. В силу стохастического характера рас-
смотренных алгоритмов при разных значениях входных параметров 
задачи они не гарантируют получение решений, приближающихся к 
оптимальным. В [6] эвристическое правило предусматривает включе-
ние в пакет заданий, длительности выполнения которых связаны с 
длительностью выполнения первого задания в этом пакете определен-
ным образом. В [7] эвристические правила предусматривают форми-
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рование множеств отклоняемых заданий и для каждого множества не 
отклоненных заданий формирование пакетов. В [8] метод формирова-
ния пакетов основывается на директивных сроках окончания выполне-
ния заданий. В [9] определение составов ПЗ реализуется на основе 
имитационного моделирования. Определение маршрутов движения 
ПЗ, расписаний их выполнения реализуется с использованием правил, 
а оценивается с использованием имитационной модели. Отечествен-
ные авторы (Танаев В.С., Сотсков Ю.Н., Ковалев М.Я., Лазарев А.А., 
Кобак В.Г., Нейдорф Р.А.) рассматривают методы построения распи-
саний выполнения единичных заданий (ЕЗ), не объединяемых в паке-
ты. В [10] рассматриваются эвристические правила определения соста-
вов пакетов и методы построения расписаний выполнения фиксиро-
ванных пакетов. 

Метод ветвей и границ (МВГ) [11] является одним из базовых 
методов дискретной оптимизации решений. Однако его применение 
при планировании связано лишь с решением задач построения распи-
саний выполнения ЕЗ в обрабатывающих системах различного вида 
[12-20]. Работы [12,13] посвящены применению МВГ при построении 
расписаний выполнения ЕЗ на одном приборе (в [12] – с учетом дирек-
тивных сроков окончания выполнения ЕЗ, в [13] – с учетом формиро-
вания партий, отгружаемых клиентам в соответствии со спросом на 
продукцию). В [14-15] рассматривается применение МВГ при постро-
ении расписаний выполнения ЕЗ в МС (без объединения их в пакеты). 
В [14] вводятся выражения для нижних оценок значений критерия оп-
тимизации при формировании частичных последовательностей выпол-
нения ЕЗ в МС, верхние оценки определяются на основе допустимых 
решений, получаемых с использованием метаэвристических алгорит-
мов. В [15] выражения для определения нижних и верхних оценок зна-
чений критерия формируются с учетом особенностей задачи: верхние 
оценки – с учетом простоев приборов, нижние – с учетом времени 
блокировки. В [16,17] МВГ применен при формировании расписаний 
выполнения ЕЗ на параллельных приборах. На каждом шаге процеду-
ры ветвления МВГ в [16,17] формируются новые частичные последо-
вательности выполнения ЕЗ на разных параллельно функционирую-
щих приборах, соответствующие вершинам дерева. В [17] при форми-
ровании частичных расписаний учитывается отношение порядка для 
выполняемых заданий. Работы [18-20] посвящены использованию 
МВГ для решения задач построения расписаний выполнения проектов 
при ограничениях на ресурсы (RCPSP-задачи).  

Определение составов ПЗ связано с решением задач ЦЧП, яв-
ляющихся ограниченными по размерности, с применением метаэври-
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стических алгоритмов и эвристических правил, приводящих к решени-
ям, не гарантирующим приближения к оптимальным. Использование 
МВГ связано с построением расписаний выполнения ЕЗ на одном при-
боре, в МС, на параллельных приборах, построением расписаний вы-
полнения проектов. Требуется развить МВГ для решения задач опти-
мизации составов ПЗ и построения расписаний их выполнения в МС. 

2. Математическая модель процесса выполнения ПЗ в МС. 
Для построения математической модели процесса выполнения ПЗ в 
МС, вида решений по составам ПЗ, расписаний выполнении ПЗ в МС в 
рассмотрение введены обозначения, представленные в Таблице 1. 

 
Таблица 1. Обозначения параметров процесса выполнения ПЗ в МС 

Обозначение Назначение параметра 
1 2 
i Идентификатор типа заданий ( 1,i n= ). 

in  Количество заданий i-го типа ( 1,i n= ). 

l Номер прибора ( 1,l L= ). 

im  
Количество ПЗ i-го типа ( 1,i n= ) в решении по их соста-
вам.  

М Вектор количества пакетов i-ых типов ( 1,i n= ). 

iha  Количество заданий i-го типа в h-ом пакете ( 1, )ih m= . 
А Матрица составов ПЗ (размерность матрицы n m× , где 

1,
max( )ii n

m m
=

= ). 

lπ  
Последовательность выполнения ПЗ на приборах МС. 

pn  Количество ПЗ в последовательностях lπ (
1

n

p i
i

n m
=

= ∑ ). 

j Номер позиции ПЗ в последовательностях lπ их выполне-
ния на приборах МС. 

P 
Матрица порядка выполнения ПЗ в lπ (размерность матри-
цы pn n× ).  

R 
Матрица количества заданий i-ых типов в пакетах, зани-
мающих в lπ j-е позиции (размерность pn n× ). 

lit  
Длительность выполнения задания i-го типа на l-ом прибо-
ре МС ( 1,i n= , 1,l L= ). 

Т 
Матрица длительностей выполнения заданий i-ых типов на 
приборах МС (размерность матрицы L n× ). 
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Продолжение Таблицы 1 
1 2 

l
ijt  Длительность переналадки l-го прибора с выполнения за-

даний i-го типа на выполнение заданий j-го типа. 

lT  Матрицы переналадки l-ых приборов ( 1,l L= ) (размер-
ность каждой из матриц n n× ). 

пl
ijt  

Моменты времени начала реализации действий c ПЗ i-го 
типа в j-й позиции в последовательности lπ ( 1,l L= ) их 
выполнения на приборах МС. 

пlT
 

Матрицы моментов времени начала выполнения ПЗ i-ых 
типов в j-ых позициях в последовательностях lπ ( 1,l L= ) 
(размерность матриц pn n× ). 

Pr l
ij  

Простои l-го прибора в ожидании готовности к выполне-
нию ПЗ i-го типа, в j-ой позиции в последовательности lπ
( 1,l L= ) их выполнения на приборах МС. 

1 2,N N
 

Множества решений [M,A] по составам ПЗ и расписаниям 
[ , ,{ | 1, }]пlP R T l L= выполнения ПЗ в МС соответственно. 

 
Порядок выполнения ПЗ на приборах МС одинаков, поэтому 

формируется одна матрица P и одна матрица R. Тогда расписание вы-
полнения ПЗ на приборах МС имеет вид: [ , ,{ | 1, }]пlP R T l L= . В силу 
того, что расписание выполнения ПЗ на приборах МС формируется на 
основе решения [M,A] путем интерпретации эвристического правила, 
тогда оно является результатом отображения множества решений по 
составам ПЗ вида [M,A] на множество расписаний выполнения ПЗ, то 
есть 1 2 ([ , ])N N M A→ .  

Для формирования информационной модели задачи z планиро-
вания выполнения ПЗ каждому i-му типу заданий поставлен в соответ-
ствие кортеж вида [21]:  

 
, ,{ | 1, }l

i i ix i T T l L=< = > , (1) 
 

где 1 2( , ,.., )T
i i i LiT t t t=  – i-й вектор-столбец длительностей выполнения 

заданий i-го типа на l-ых приборах МС (i-й столбец ( 1,i n= ) матрицы 
T длительностей выполнения заданий i-х типов на l-ых приборах МС), 

,1 ,2 ,( , ,.., )l l l l
i i i i nT t t t=  – i-я вектор-строка матрицы lT ( 1,l L= ) длитель-
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ностей переналадки l-го прибора с выполнения заданий i-го типа на 
выполнение заданий i'-го типа ( ,

l
i it  соответствует времени первона-

чальной наладки l-го прибора на выполнение заданий i-го типа). Тех-
нологические маршруты (одинаковый фиксированный порядок прибо-
ров), дисциплины обслуживания (последовательное прохождение за-
даниями всех приборов в соответствии с маршрутами), правила вы-
полнения для всех типов заданий одинаковы, поэтому эти параметры 
не вынесены в описание (1).  

Так как в качестве входных параметров для задачи z заданы зна-
чения 1in > ( 1,i n= ), то каждый тип заданий характеризуется корте-
жем вида , i

ix n< > ( 1,i n= ). Тогда входными параметрами, на основе 
которых выполняется решение задачи z, является множество кортежей 
вида , i

ix n< > . Моменты времени поступления всех заданий в систему 
являются одинаковыми, равными 0, директивные сроки выполнения 
заданий не заданы, приоритеты выполнения заданий одинаковы, то эти 
параметры не вынесены в описание входных данных задачи. Множе-
ство входных данных обозначим через X. Вид множества X следую-
щий: { , | 1, }i

iX x n i n= < > = . Через Y обозначим множество результа-
тов, формируемых системой планирования выполнения заданий при 
решении задачи z. В силу того, что ограничения на используемые ре-
сурсы не заданы, тогда задача z, решение которой выполняется в си-
стеме планирования, характеризуется видом входной информации, 
видом критерия Kr , используемого при выборе лучшего из множества 
допустимых решений. Тогда решаемой в системе задаче z в соответ-
ствие поставлен кортеж параметров вида , ,z X Y Kr=< > .  

В соответствие с [22] задача планирования выполнения ПЗ в МС 
представлена в виде: | |α β γ , где α – тип обрабатывающей системы, 
β – тип решаемой задачи, γ  – вид критерия оптимизации решений. 
Так как рассматривается многостадийная система– система FlowShop, 
то в качестве параметра α  указывается F. Решение задачи связано с 
комплексным планированием выполнения ПЗ в МС (предусматрива-
ющим определение составов ПЗ всех типов и расписаний их выполне-
ния в МС). Тогда в качестве параметра β  указывается batch [10, 22]. 
Через pn  обозначено количество ПЗ в последовательностях lπ  

( 1,l L= ) их выполнения на приборах МС (
1

n

p i
i

n m
=

= ∑ ). В этом случае 

через , p

пL
i nt  обозначен момент времени начала выполнения последнего 
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pn -го ПЗ некоторого i-го типа (занимающего последнюю pn –ю пози-

цию в последовательности Lπ  выполнения ПЗ на L-ом (последнем) 
приборе МС). Выражение , , ,p p

пL
i n i n L it r t+  определяет момент времени 

окончания выполнения этого ПЗ, занимающего pn -ю позицию в по-

следовательности Lπ  на L-ом приборе (то есть момент времени окон-
чания выполнения всех ПЗ в МС).  

Сформулированное эвристическое правило упорядочивания ПЗ 
в последовательностях lπ  ( 1,l L= ) с учетом длительностей перенала-
док приборов является способом отображения множества решений 1N
на множество решений 2N : 1 2 ([ , ])N N M A→ . Тогда сформированное 

с использованием правила расписание [ , ,{ | 1, }]пlP R T l L=  не оптими-
зируется и соответствует решению по составам ПЗ [M,A]. Значение 
момента времени окончания выполнения ПЗ на приборах МС, опреде-
ляемое выражением , , ,p p

пL
i n i n L it r t+ , характеризует решение по составам 

ПЗ вида [M,A]. По этой причине оно используется в качестве критерия 
оптимизации решений по составам ПЗ (предусматривающих, в том 
числе, и построение расписаний выполнения ПЗ в МС). Тогда решае-
мая задача планирования имеет вид: , , ,| | ( )

p p

пL
i n i n L iF batch t r t+ .  

Входными данными задачи планирования являются: количество 
типов заданий n, количество заданий in  ( 1,i n= ) каждого типа, матри-
цы длительностей выполнения заданий на приборах МС Т и длитель-
ностей переналадок приборов МС lT ( 1,l L= ). Результатами планиро-
вания является оптимальное решение по количествам и составам ПЗ 
разных типов вида [M,A] и соответствующее ему расписание выполне-
ния ПЗ в МС вида [ , ,{ | 1, }]пlP R T l L= , сформированное с использова-
нием эвристического правила.  

Задача оптимизации составов ПЗ решается в предположении, 
что длительности переналадок l-ых приборов ( 1,l L= ) с выполнения 
заданий i-го типа на выполнение заданий i'-го типа являются одинако-
выми ( 1 2

' ' '.. L
ii ii iit t t= = = ), длительности выполнения заданий i-х типов 

( 1,i n= ) на l-ых приборах также одинаковы ( 1 2 ..i i Lit t t= = = ). Значения 
длительностей переналадок приборов с выполнения заданий i-го типа 
на выполнение заданий i’-го типа и длительностей выполнения зада-
ний на приборах МС являются не убывающими. В соответствии с вве-
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денными предположениями, связанными со значениями параметров 

'
l
iit  и lit  ( 1,l L= ), рассмотрены следующие эвристические правила, с 

использованием которых реализуется формирование порядка выпол-
нения ПЗ в lπ  ( 1,l L= ) на приборах МС:  

− пакеты заданий с минимальной длительностью выполнения 
lit

 
– в первую очередь (правило R1); 

− пакеты заданий с максимальной длительностью выполнения 
lit

 
– в первую очередь (правило R2); 

− пакеты заданий с минимальной длительностью переналадки 
приборов '

l
iit

 
– в первую очередь (правило R3); 

− пакеты заданий с максимальной длительностью переналадки 
приборов '

l
iit

 
– в первую очередь (правило R4). 

Исследования указанных способов упорядочивания ПЗ в после-
довательностях lπ  ( 1,l L= ) осуществлены путем построения диа-
грамм Ганта для каждого правила (при разных составах ПЗ). Для каж-
дого эвристического правила и соответствующих ему последователь-
ностей lπ  ( 1,l L= ) выполнения ПЗ зафиксированы моменты времени 
окончания реализации действий с ними в МС. Анализ рассмотренных 
способов упорядочивания пакетов (с точки зрения минимизации окон-
чания выполнения ПЗ в МС) показал, что использование параметра '

l
iit  

и правила R3 для построения расписаний позволяет получить мини-
мальную длительность выполнения ПЗ. Реализация правила R3 упоря-
дочивания ПЗ в последовательностях lπ  ( 1,l L= ) предусматривает, 
что: 1) в первой позиции в последовательностях lπ  ( 1,l L= ) размеща-
ется ПЗ с минимальным значением '

l
iit ; 2) во второй позиции в после-

довательностях lπ  размещается ПЗ со значением ' ''
l
i it , следующим за 

значением '
l
iit  для заданий в пакете в первой позиции в lπ  ( 1,l L= ); 3) 

в следующих позициях в lπ  последовательно размещаются по одному 
пакету заданий других типов, длительности '

l
iit  переналадки приборов 

с выполнения которых упорядочены по не убыванию (до n-го типа 
включительно); 4) в lπ  размещаются по одному пакету заданий раз-
ных типов (от (i=1)-го до (i=n)-го типов), длительности '

l
iit перенала-

док приборов МС с выполнения которых упорядочены по не убыва-
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нию; 5) действия, аналогичные пункту 4, продолжаются до тех пор, 
пока в lπ  ( 1,l L= ) не будут размещены все пакеты.  

На основе сформулированного эвристического правила форми-
рования порядка выполнения ПЗ в МС реализовано упорядочивание 
типов заданий с учетом значений '

l
iit . В соответствии с этим порядком 

типов заданий решения по составам их пакетов будут включаться с 
множества (подмножества) решений, формируемых при реализации 
процедуры разбиения (ветвления) в МВГ. В дополнение к обозначени-
ям Таблицы 1 введены следующие обозначения: I – множество типов 
заданий, выполняемых в МС, упорядоченных с учетом значений '

l
iit  

( I n= ); '( )l
iif t  – способ упорядочивания элементов из I (связывания 

элементов из I отношением порядка  ) в соответствии со значениями 
параметра '

l
iit . Способ '( )l

iif t  предусматривает при ' ' ''
l l
ii i it t<  связывание 

типов заданий i, i', i'' , входящих в I, отношением   следующим обра-
зом: 'i i , '' 'i i . Тогда (i=1)-ому типу заданий соответствует мини-
мальное значение '

l
iit , n-му типу – максимальное '

l
iit . 

Для построения математической модели процесса выполнения 
ПЗ в МС в рассмотрение введен параметр Pr l

ij , характеризующий про-
стои l-го прибора в ожидании начала выполнения ПЗ i-го типа, зани-
мающего j-ю позицию в lπ ( 1,i n= , 1, pj n= ). Простои (l=1)-го прибо-
ра в ожидании готовности ПЗ к выполнению отсутствуют. Данное 
утверждение представляется в следующем виде: 

 
1 1
11 1,( 1)Pr Pr .. 0n+= = = , 1 1

22 2,( 2)Pr Pr .. 0n+= = = ,.., 1 1
, ,2Pr Pr .. 0n n n n= = = . (2) 

Значения Pr l
ij  определяются на основе сформированной матри-

цы R следующим образом: 
 

1
, , 1, ', 1 ', 1 , ' ',Pr max(0, ( ) ( )l пl пl l

i j i j ij l i i j i j l i i it r t t r t t−
− − −= + − + + . (3) 

 
В (3) 1

,
пl
i jt − – момент времени начала выполнения на (l-1)-м при-

боре ПЗ i-го типа, занимающего j-ю позицию в последовательности
1l−π , ', 1

пl
i jt − – момент времени начала выполнения ПЗ i'-го типа, занима-

ющего (j-1)-ю позицию в lπ . В соответствии с (2), (3) выражения для 
определения значений ,

пl
i jt  имеют следующий вид:  

– при l=1:  
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1

11 0пt = ; 1 1 1
22 11 11 11 12
п пt t r t t= + + ;..; 1 1 1

1, 1 1, 1 1, 1 1,
п п
ij i j i j i i it t r t t− − − − − −= + +  

1 1 1
1, 1 1, 1 1, 1 1,

п п
nn n n n n n n nt t r t t− − − − − −= + + ; 

1 1 1
1, 1 , , 1, ,1
п п

n n n n n n nt t r t t+ = + + ;..; 1 1 1
,2 1,2 1 1,2 1 1, 1 1,

п п
n n n n n n n n nt t r t t− − − − − −= + + ;. 

 

– при l>1: 
 

1

11 11 1
1

l
пl

g
g

t r t
−

=

= ∑ ; 

, ', 1 ', 1 , ' ', .Prпl пl l l
i j i j i j l i i i i jt t r t t− −= + + + (при j>2). 

 
(5) 

 

 
Выбор решения по составам ПЗ i-х типов ( 1,i n= ) осуществля-

ется в соответствии с требованием минимизации окончания их выпол-
нения в МС. Расписание [ , ,{ | 1, }]пlP R T l L=  является результатом 
отображения 1 2 ([ , ])N N M A→ , соответствующего эвристическому 
правилу (матрицы P и R определяются в соответствии с эвристическим 
правилом на основе решения [M,A], расписание не оптимизируется). 
Тогда решение [M,A] может быть охарактеризовано моментом време-
ни окончания выполнения ПЗ в МС. Выражение , , ,p p

пL
i n i n L it r t+  (где зна-

чение pn  (
1

n

p i
i

n m
=

= ∑ ) и значение , pi nr (являющееся результатом отоб-

ражения '( )l
iif t ) определяются в соответствии в решением [M,A]) вве-

денное выше, определяет момент времени окончания выполнения в 
МС всех ПЗ. Тогда задача оптимизации составов ПЗ, выполняемых в 
МС, имеет следующий вид: 

 
min ([ , ],  [ , ,{ | 1, }])пlf M A P R T l L= , (6) 

 
где , , ,([ , ],  [ , ,{ | 1, }])

p p

пl пL
i n i n L if M A P R T l L t r t= = + . 

 
Ограничения на множества 1N  и 2 ([ , ])N M A  имеют вид:  
− ограничение на количество заданий в пакетах:  
 

(4) 
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1

im
i

ih
h

a n
=

=∑ ; 
1 1 1

;
imn n

i
ih

i h i
a n

= = =

=∑∑ ∑  (7) 

 
− ограничение на количество ПЗ i-го типа в lπ  ( 1,l L= ):  
 

1
;

pn

ij i
j

p m
=

=∑  (8) 

 
− ограничение на общее количество ПЗ в lπ  ( 1,l L= ):  
 

1 1 1
;

pnn n

ij i
i j i

p m
= = =

=∑∑ ∑  (9) 

 
− ограничение на количество заданий i-го типа в пакетах в lπ : 
 

1 1
;

p in m

ij ih
j h

r a
= =

=∑ ∑  (10) 

 
− ограничение на общее количество заданий i-ых типов (

1,i n= ) в пакетах в lπ  ( 1,l L= ), выполняемых на приборах МС:  
 

1 1 1 1
.

p in mn n

ij ih
i j i h

r a
= = = =

=∑∑ ∑∑  (11) 

 
Постановка задачи оптимизации составов ПЗ, выполняемых в 

МС, сформулирована следующим образом. Заданными являются: ко-
личество n типов заданий; количество in ( 1,i n= ) заданий каждого ти-
па; матрица T длительностей выполнения заданий в МС; матрицы lT

( 1,l L= ) длительностей переналадок приборов. Требуется оптимизи-
ровать комплексное решение по составам ПЗ вида [M,A] и сформиро-
вать соответствующее ему расписание [ , ,{ | 1, }]пlP R T l L= .  

3. Применение метода вервей и границ при оптимизации 
комплексного решения по составам ПЗ, выполняемых в МС. Ре-
шение задачи оптимизации составов ПЗ обеспечивается построением: 
способа формирования решений по составам ПЗ i-х типов; способа 
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оптимизации комплексных решений по составам ПЗ разных типов (с 
использованием МВГ).  

С целью определения множества решений по составам ПЗ и 
способа формирования решений по их составам введены условия [23]: 

− количество заданий i -го типа в пакетах не менее 2 ( 2iha ≥ ,

1, ih m= ); если при формировании решения по составам im  ПЗ i -го 
типа для первого пакета получено 1 2ia < , то дальнейшее построение 
решений по составам ПЗ i -го типа в количестве im  прекращается; 

− формирование начального решения для количества im  ПЗ i -

го типа предполагает, что: 2iha = ( 2, ih m= ), 1
2

im
i

i ih
h

a n a
=

= −∑ ;  

− значения параметров im , задаваемые первоначально для за-

даний всех i-х типов ( 1,i n= ), равны 2 ( 2im = );  
− модификация количества ПЗ i-го типа предполагает, что па-

раметр 'im  увеличивается до тех пор, пока в начальном решении по 

составам im  пакетов выполняется условие 2iha ≥ ( 1, )ih m= ; при 

1 2ia < формирование составов ПЗ i-го типа прекращается;  
− формирование решений предполагает увеличение количе-

ства заданий в пакете с индексом ' 1h >  и уменьшение количества за-
даний в пакете с h=1; при условии 1i iha a≥ ( 2, )ih m=  модификация 
составов h-ых ПЗ продолжается; при условии ' 1 'i iha a<  решение по 
составам ПЗ в количестве im  не рассматривается [23]. 

Ограничения множества решений по составам ПЗ имеют вид: 
1) ограничение на количество ПЗ i-х типов ( 1,i n= ): 2im ≥ ;

2

i

i
nm
 

≤  
 

, где ⋅   – операция округления в меньшую сторону; 

2) ограничение на количество заданий i-х типов в пакетах 
( 1,i n= ):  
 

, 2i hа ≥ ( 2, ih m= ), ,1 2iа ≥ , ,1 ,
2

im
i

i i h
h

a n a
=

= −∑ , ,1 ,i i hа а≥  ( 2, ih m= ); 

,1 2( 1)}i
i iа n m≤ − − ; ,

2( 2)
2

i
i

i h
n m

а
 − −

≤  
 

; 
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3) ограничение на значения количества заданий i-х типов в па-
кетах:  
 

,1 {2,3,.., 2( 1)}i
i iа n m∈ − − , ,

2( 2)
{2,3,.., }

2

i
i

i h
n m

а
 − −

∈  
 

( 2, ih m= ). 

 
Для оптимизации решения по составам ПЗ с использованием 

МВГ в рассмотрение введены обозначения, приведенные в Таблице 2.  
Значение параметра max

im , соответствующего максимальному 
количеству ПЗ i-го типа, определяется следующим образом: 

max

2

i

i
nm
 

=  
 

. В матрице п
iA  хранятся все возможные решения по со-

ставам ПЗ i-го типа, сформированные в соответствии с рассмотренным 
ниже алгоритмом.  

Значение параметра n
iA

r  соответствует количеству строк в мат-

рице п
iA , определяется выражением вида: 

max

2

1i

n
i

i

m i

A
m i

nr
m=

 +
=  

 
∑ , где ⋅    –

округление в большую сторону. Матрицы 1
буф
iA и 2

буф
iA  предназначены 

для временного хранения решений по составам ПЗ i-го типа ( 1,i n= ): в 

1
буф
iA  хранятся решения, на основе которых формируются новые реше-

ния, записываемые в матрицу 2
буф
iA . Способ определения составов ПЗ i-

го типа формирует на основе решений из 1iq -х строк матрицы 1
буф
iA  

новые решения, которые сохраняются в матрице 2
буф
iA . После того, как 

новые решения сформированы, решения из матрицы 1
буф
iA переписыва-

ются в матрицу п
iA , а решения из матрицы 2

буф
iA  – в 1

буф
iA для формиро-

вания новых решений. Значения 
1
буф
iA

r и 
2
буф
iA

r  определяются выражением 

max1 1 2

1maxбуф буф
i i i i

i

A A m m i

nr r
m≤ ≤

  +
= =      

. 

В соответствии с разработанным методом формирования соста-
вов ПЗ в каждой матрице п

iA ( 1,i n= ) накапливаются все решения по 
составам пакетов i-го типа. Матрицы 1

буф
iA  и 2

буф
iA  используются для 

формирования новых решений по составам ПЗ i-го типа. 
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Таблица 2. Обозначения, используемые при формировании комплексного ре-
шения по составам ПЗ i-ых типов, выполняемых в МС 

Обозначение Назначение 
1 2 

п
iA

 

Матрицы, предназначенные для хранения решений по 
составам ПЗ i-ых типов, размерность max

n
i

iA
r m× .  

n
iA

r  Количество строк в матрице п
iA . 

max
im  Максимальное количество ПЗ i-го типа. 

iq
 

Индекс строки в матрице п
iA ( 1,i n= ). 

,( )
i

п
q h iа

 
Количество заданий i-го типа в (h=1)-ом пакете для qi-го 
решения по составам пакетов этого типа. 

i
pn  

Счетчик количества решений по составам ПЗ i-го типа в 
матрице п

iA ( 1,i n= ). 

1 ,буф
iA  2

буф
iA

 

Матрицы, предназначенные для хранения решений по 
составам ПЗ i-го типа при их формировании (размер-
ность матриц 

1

max
буф
i

iA
r m× и 

2

max
буф
i

iA
r m× )  

1
буф
iA

r , 2
буф
iA

r  Количество строк в матрицах 1 ,буф
iA 2

буф
iA . 

1 , 2i iq q  Индексы строк в матрицах 1
буф
iA и 2

буф
iA . 

1 2,i i
p pn n  

Счетчики решений по составам ПЗ i-ых типов, размеща-
емых в матрицах 1

буф
iA и 2

буф
iA . 

iiqG
 

Множество решений по составам ПЗ, содержащее реше-
ние по составу (h=1)-го ПЗ i-го типа, соответствующее 

iq -ой строке матрицы п
iA . 

МВГI
 

Множество типов заданий, для которых при реализации 
МВГ выполнено формирование множеств 

iiqG . 

 
На основе сформулированного способа определения составов 

ПЗ, в рассмотрение введены условия, позволяющие сократить количе-
ство формируемых решений [23]. Если для текущего рассматриваемо-
го решения ( 1iq -й строки матрицы 1

буф
iA ) выполняется условие 

1 , 1 1 , 1 1( ) ( )
i i

буф буф
q h i q h iа а += , то увеличение на 1 значения 1 , 1( )

i

буф
q h iа  (при 

неизменном значении 1 , 1 1( )
i

буф
q h iа + ), а затем увеличение на 1 значения 

1 , 1 1( )
i

буф
q h iа +  (при неизменном значении 1 , 1( )

i

буф
q h iа ) обуславливает полу-

чение одинаковых решений по составам ПЗ i-го типа.  
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На основе этого условия сформулировано следующее утвер-
ждение, позволяющее ограничить количество решений [23]: если при 
формировании решения по составам im  ПЗ i-го типа на основе реше-

ния, соответствующего i1q -й строке матрицы буф
i1A , для элементов 

этой строки выполняется 
' '1 , 1 ' 1 , 1 1 '( ) ( )

i i

буф буф
q h i q h iа а += , то не требуется уве-

личивать значение элемента 1 , 1 1( )
i

буф
q h iа + ; требуется выполнить переход 

к элементу 1 , 1( )
i

буф
q h j iа +  ( ( ) ih j m+ ≤ ), такому, что 1 , 1 1 , 1( ) ( ) ,

i i

буф буф
q h i q h j iа а +≠  

значение которого будет изменено. Если 1 , 1 1 , 1 1( ) ( )
i i

буф буф
q h i q h iа а +=  (в об-

щем виде 1 , 1 1 , 1( ) ( )
i i

буф буф
q h i q h j iа а += ), то на основе решения, представлен-

ного 1iq -й строкой матрицы 1
буф
iA , будет получено решение, дублиру-

ющее сформированное ранее. В том случае, если для сформированного 
решения по составам im  ПЗ i-го типа выполняется условие 

2 ,1 2 ,i iq q ha a<  ( 2, ih m= ), то это решение дублирует сформированное 
ранее, оно не рассматривается и не используется для последующего 
формирования новых решений [23].  

Для реализации алгоритма построения решений по составам ПЗ 
i-го типа необходимо сформировать начальное решение для 2im = (за-

дать составы ПЗ (при 1 1iq = и 1 1i
pn = )): 1 , 2

iq ha = ( 2, ih m= ), 

1 ,1 1 ,
2

i

i i

m
i

q q h
h

a n a
=

= −∑ ; если 1 ,1 2
iqa ≥ , то сформировано корректное ре-

шение по составам 2im = ПЗ i-го типа. Если 1 ,1 2
iqa < , то для i-го типа 

заданий формируется фиксированный пакет, состав которого сохраня-
ется в матрице п

iA : 1iq = , ,1i

i
qa n= , 1i

pn = .  
Входными данными для алгоритма формирования решений по 

составам ПЗ i-го типа на основе решений, находящихся в матрице 
1 ,буф
iA  являются: 1

i
pn  – количество решений по составам ПЗ i-го типа в 

матрице 1
буф
iA ( 1 1i

pn =  в начальном решении при 2im = ), матрица 1
буф
iA . 

Алгоритм построения решений по составам ПЗ i-го типа на основе ре-
шений, находящихся в матрице 1

буф
iA , имеет порядок шагов:  

1. Задать значения параметров: 1 1iq = , 2 0i
pn = , 2 0iq = , 0i

pn = .
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2. Задать номер пакета 'h  в решении, соответствующем 1iq –й 
строке матрицы 1

буф
iA , состав которого изменяется, равным 2 ( ' 2h = ). 

3. Модифицировать значение 2iq : 2 2 1i iq q= + ; в 'h -м пакете 
увеличить количество заданий на 1 – сформировать решение по соста-
вам ПЗ i-го типа ( 2iq -ю строку матрицы 2

буф
iA ): 2 , 2 1 , 1( ) ( )

i i

буф буф
q h i q h ia a=      

( 2, ' 1& ' 1, ih h h h m= − = + ), 2 , ' 2( )
i

буф
q ha = 1 , ' 1( ) 1

i

буф
q ha + , 

'

2 ,1 2 1 , 1
1

( ) ( )
i

i i

m
буф i буф

q i q h i
h

a n a
=

= −∑ ; 2 2 1i i
p pn n= + . 

4. Проверить условие 2 ,1 2 2 , ' 2( ) ( )
i i

буф буф
q i q h ia a< . В случае его вы-

полнения сформированное в виде 2iq -й строки матрицы 2 '
буф
iA  решение 

не интерпретируется, тогда 2 2 1i i
p pn n= −  и 2 2 1i iq q= − ; если 2 0i

pn = , 

то перейти на пункт 9; если 2 0i
pn > , то перейти на пункт 8; при 

2 ,1 2 2 , ' 2( ) ( )
i i

буф буф
q i q h ia a≥  полученное решение сохранено в матрице 2

буф
iA , 

выполнить задание значения параметра j=1 (j–шаг изменения номера 
пакета h’), перейти на пункт 5. 

5. Если ( ' ) ih j m+ ≤ , то проверить 1 , ' 1 1 , ' 1( ) ( )
i i

буф буф
q h i q h j ia a +> ; если 

условие не выполняется, то перейти на пункт 6. Если условие выпол-
няется, то ' 'h h j= + , перейти на пункт 3. При ( ' ) ih j m+ >  перейти на 
пункт 7. 

6. Модифицировать параметр j=j+1. Перейти на пункт 5. 
7. При ( ' ) ih j m+ >  сформированы все решения (размещенные в 

матрице 2
буф
iA ) с использованием решения из 1iq -ой строки матрицы 

1 '
буф
iA ; модифицировать значение 1iq : 1 1 1i iq q= + ; если 11 i

i pq n≤ , то 

перейти на пункт 2; если 11 i
i pq n> , то перейти на пункт 8. 

8. Если 2 1i
pn > , то выполнить сравнение решений, хранимых в 

матрице 2
буф
iA , с точки зрения дублирования ими друг друга (сравнение 

предполагает формирование копии матрицы 2
буф
iA , в копии матрицы 

2
буф
iA  – упорядочивание элементов каждой 2iq -й строке ( 22 1, i

i pq n= ) 
по не возрастанию значений, поэлементное сравнение каждой 2iq -й 

строки ( 22 1, 1i
i pq n= − ) с другими 2 'iq -ми строками 
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' 2( 2 ' 2 1, )i
i i pq q n= + , удаление из матрицы 2

буф
iA  строк с индексами 2 'iq , 

которые соответствуют строкам в копии матрицы 2
буф
iA , дублирующим 

рассматриваемую 2iq -ю строку; при удалении 2 'iq -й строки из мат-
рицы 2

буф
iA  реализуется изменение 2 2 1i i

p pn n= − , переупорядочивание 

решений в 2
буф
iA ); если 2 1i

pn = , то перейти на пункт 9. 

9. Перезаписать решения из матрицы 1
буф
iA  в матрицу п

iA : 

, 1 , 1( ) ( )
i i

п буф
q h i q h ia a=  при 1, ih m= , 11 1, i

i pq n= , 11,i i i
i p p pq n n n= + + ; моди-

фикация значений 1
i
pn и i

pn : 1
i i i
p p pn n n= + , 1 0i

pn = ; если 2 0i
pn > , то 

осуществить перезапись решений из матрицы 2
буф
iA  в матрицу 1

буф
iA : 

1 , 1 2 , 2( ) ( )
i i

буф буф
q h i q h ia a=  при 1, ih m= , 21 1, i

i pq n= , 22 1, i
i pq n= ; задать зна-

чения параметров алгоритма: 1 1iq = , 1 2 ,i i
p pn n=  2 0iq = , 2 0i

pn = ; пе-
рейти на пункт 2. 

10. Если 2 0i
pn = , то реализовать модификацию значения пара-

метра im  (увеличить количества ПЗ i-го типа): 1i im m= + ; сформиро-

вать начальное решение по составам ПЗ: 1 1iq = , 1 , 2
iq ha = ( 2, ih m= ), 

1 ,1 1 ,
2

i

i i

m
i

q q h
h

a n a
=

= −∑ ; 1 1i
pn = ; если 1 ,1 2

iqa ≥ , то инициализировать пара-

метры алгоритма: 2 0iq = , 2 0i
pn = ; перейти на пункт 2; если 1 ,1 2

iqa < , 
то начальное решение по составам ПЗ i-го типа не является коррект-
ным, перейти на пункт 11. 

11. Останов алгоритма.  
В результате реализации алгоритма каждая iq -я строка матрицы 

п
iA ( i

pi n,1q = ) является решением по составам ПЗ i-го типа. 
Для применения МВГ при решении задачи оптимизации соста-

вов ПЗ n типов построена математическая модель процесса их выпол-
нения в МС. С использованием этой модели на основе матрицы R, со-
ответствующей порядкам выполнения ПЗ из iq -х строк матриц п

iA  в 
lπ , определяются значения пl

ijt  для ПЗ i-х типов, занимающих j-е по-

зиции в lπ . Матрица R определяется для комбинации решений по со-
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ставам ПЗ i-х типов из iq -х строк ( i
pi n,1q = ) матриц п

iA  (значения 

j,ir  элементов R определяются на основе значений элементов h,qia  из 

iq -х строк матриц п
iA  в соответствии с отображением )t(f l

'ii ). 
Для использования МВГ [11] с целью оптимизации комплексно-

го решения по составам ПЗ сформулированы: 
− способ разбиения множеств решений iiqG , содержащих ПЗ 

i-го типа, на подмножества решений )1i(q)1i(G ++ , включающих ПЗ 

(i+1)-го типа ( 1i
p)1i( n,1q +

+ = ) (процедура ветвления);  

− способ вычисления верхней оценки (рекорда) вH  и способ 
вычисления нижних оценок н

q,i i
H  для подмножеств iiqG , включаю-

щих решения по составам ПЗ i-го типа из iq -х строк матриц п
iA .  

Применение МВГ предусматривает, что комплексное решение 
по составам ПЗ разных типов (дерево решений) формируется последо-
вательно. Первоначально рассматривается множество решений 1q1G , 

содержащее пакет заданий (i=1)-го типа из 1q -го решения в матрице 
п
iA  (корневая вершина дерева МВГ). В результате разбиения 1q1G

формируются подмножества решений 2q2G ( 2
p2 n,1q = ), включающие 

(наряду с ПЗ (i=1)-го типа) ПЗ (i=2)-го типа. Аналогичным образом 
будет реализовываться процедура разбиения для каждого множества, 
которое не исключено из рассмотрения после реализации процедуры 
отсева. В соответствии с изложенной процедурой будет сформировано 

1
pn  деревьев. В корне каждого находится вершина, соответствующая 

( 1h = )-у ПЗ (i=1)-го типа в 1q -м решении ( 1
p1 n,1q = ) по составам ПЗ 

из матрицы 1
пA . Выбор лучшего решения по составам ПЗ осуществля-

ется путем сравнения значений критерия )(f ⋅  для решений, получен-
ных при реализации МВГ для каждого дерева.  

В матрице R определяются элементы, которые соответствуют 
ПЗ, размещенным в lπ  при реализации текущей и предыдущих итера-
ций процедуры разбиения (ветвления) в МВГ. Алгоритм формирова-
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ния матрицы R на основе значений h,qia из iq -х строк ( i
pi n,1q = ) мат-

риц п
iA  активизируется каждый раз при реализации процедуры разбие-

ния подмножеств для каждого нового подмножества. Сформированная 
матрица R используется при вычислении нижних оценок значений 
критерия )(f ⋅  для каждого из сформированных подмножеств, вычис-
ления значений критерия )(f ⋅  для допустимых решений по порядку 
выполнения ПЗ, соответствующих рассмотренным подмножествам, и 
фиксированных пакетов для i-х типов заданий, соответствующих не 
сформированным подмножествам (при модификации рекорда [11]).  

Реализация процедуры ветвления предусматривает, что каждой 
вершине соответствует кортеж параметров вида >< iis h,q,k,i , где sk – 
номер вершины, которая внесена в формируемое дерево решений 
МВГ, iq – номер решения (индекс строки в матрице п

iA ), которое со-
поставлено с рассматриваемой вершиной, ih – номер ПЗ i-го типа из 

решения, соответствующего iq -й строке матрицы п
iA . Корневой вер-

шине соответствует набор вида >< 1,q,1,1 i .  
Для реализации МВГ определены три базовые процедуры [11]: 

процедуру поиска, процедуру отсева и процедуру ветвления. В каче-
стве процедуры поиска использован поиск в ширину (то есть исследу-

ются все подмножества решений iiqG ( i
pi n,1q = ), включающие  

(h=1)-е ПЗ разных составов рассматриваемого i-го типа (из iq -х строк 

матрицы п
iA ( i

pi n,1q = )), сформированные на текущей итерации МВГ 
при реализации процедуры ветвления). Исследование сформирован-
ных в результате разбиения подмножеств iiqG  предполагает вычисле-

ние оценок н
q,i i

H  для каждого из них, вычисление значений оценок 

в
sH  критерия )(f ⋅  для формируемых допустимых решений (с целью 

обновления рекорда при условии вв
s HH < ).  

Процедура разбиения предполагает, что каждому подмножеству 

)1i(q)1i(G
−− , содержащему решение по составам ПЗ из 1iq − -й строки 

матрицы п
1iA − ( 1i

p1i n,1q −
− = ), не исключенному из рассмотрения по-
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сле отсева, ставятся в соответствие подмножества iiqG , содержащие 

iq -е решения по составам ПЗ i-го типа ( i
pi n,1q = ). Каждому подмно-

жеству решений iiqG  ( i
pi n,1q = ) соответствует вершина дерева МВГ 

с кортежем >< iis h,q,k,i . При реализации обхода дерева МВГ в глу-
бину определяются идентификаторы решений iq , пакеты из которых 

размещаются в последовательностях lπ . В результате формируется 
матрица R, на основе которой с использованием модели процесса вы-
полнения ПЗ в МС реализуется вычисление значений н

q,i i
H . Процеду-

ра отсева предполагает, что из рассмотрения исключаются множества

iiqG , для которых вн
q,i НH

i
≥ . Вычисление верхней оценки значений 

)(f ⋅  для множества решений 1q1G  осуществляется на основе сфор-
мированного в соответствии с введенным правилом расписания вы-
полнения фиксированных ПЗ i-ых типов. Введено условие: 

0Pr..PrPr 1
n

1
2

1
1 ==== , 0Pr l

1 = ( L,1l = ). Простои (l=2)-го прибора в 
ожидании готовности фиксированных пакетов (i=2)-го и (i=3)-го ти-
пов определяются в соответствии с выражениями вида:  

 

))ttn()tnttn(,0max(Pr 2
12

2

1l
1,l

1
12

21
1211

12
2 +−++= ∑

=
; 

)).ttnPr

ttn()tnttnttn(,0max(Pr

2
2322

22
2

2
12

2

1l
1,l

1
13

31
2312

21
1211

12
3

+++

++−++++= ∑
=  

 
В общем виде формула для вычисления простоев (l=2)-го при-

бора в ожидании готовности фиксированного ПЗ i-го типа к выполне-
нию имеет вид: 
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1i

1j
1

1j,jt

1i

1j
2
jPr
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1j
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Выражение для простоев (l=3)-го прибора в ожидании начала 
выполнения фиксированных пакетов (i=2)-го и (i=3)-го типов:  

 

))ttn()tnPrttn(,0max(Pr 3
12

3

1l
1,l

1
22
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2

2
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2
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==
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3
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3
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3
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1
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2

2
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1l
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∑

∑

=

=  

 
Общей вид формулы для вычисления простоев l-го прибора в 

ожидании готовности фиксированного ПЗ i-го типа к выполнению: 
 

−+++= ∑∑∑∑
−

=

−
+

=

−

=
−

−

=
)tPrtntn(,0max(Pr

1i

1j

1l
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i

1j

1l
j

i

1j
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j2l

1q
1,q

1l
i  
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1i

1j

1
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Выражение для вычисления верхней оценки (рекорда) в корне: 
 

.tnPrttnPr..

..tnPrttnPrttnH

n,L
nL

n
L

n),1n()1n(,L
)1n(L

1n

3,L
3L

3
L
232,L

2L
2

L
12

L

1l
1,l

1в

+++++

+++++++=

−−
−

−

=
∑

 (12) 

 
Выражение (12) представлено в общем виде: 
 

.tPrtntnH
1n

1j

L
1j,j

n

1j

L
j

n

1j
j,L

j1L

1l
1,l

1в ∑∑∑∑
−

=
+

==

−

=
+++=  (13) 

 
Определение нижней оценки н

iqi
H  осуществляется при форми-

ровании множества решений iiqG , содержащего пакет i-го типа из  

iq -й строки (решения) матрицы п
iA . Формирование множества iiqG  

сопровождается добавлением в последовательности lπ ( L,1l = ) паке-
та i-го типа, параметры которого соответствуют вершине дерева МВГ. 
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Нижняя оценка н
iqi

H  для множества 
iiqG , полученного в результате 

ветвления, формируется с учетом добавленных в lπ  ПЗ рассмотрен-
ных i’-ых типов ( i,1'i = ), размещения в Lπ  фиксированных ПЗ дру-
гих типов, для решений по составам которых вершины в дереве не 
сформированы, размещения в Lπ  «оставшихся» заданий i’-х типов 
( i,1'i = ).  

Для вычисления значения н
q2 2

H  синтезируется матрица R 

(с учетом правила формирования последовательности ), на основе 
которой реализуется вычисление значений пl

ijt  ( 1, 2i = , 1, 2j = , 

1, )l L= . Оценка н
q2 2

H  определяется следующим образом:  

 

,t)rn(tt)rn(ttnt..

..tnttnttrtH

2L22
1L

2,11L11
1L

1,nn,L
nL

n),1n(

4,L
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3L

232,L22
пL
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н
q2 2

−++−++++

++++++=

−

 

(14) 

 
где 22r – это количество заданий в пакете (i=2)-го типа в (j=2)-й пози-

ции в Lπ , соответствующее составу (h=1)-го пакета из 2q -го решения 

в матрице п
2A . При разбиении одного из подмножеств 

22qG  на под-

множества 
33qG  для каждого из них формируются вершины в дереве 

МВГ, которым соответствуют наборы 3 33, , ,1k q< > . При этом (h=1)-й 
ПЗ (i=3)-го типа из 3q -го решения по составам ПЗ добавляется в .lπ
Формируется матрица R соответствующего вида, на основе которой 

реализуется вычисление значений пl
ijt ( 3,1i = , 3,1j = , L,1l = ). Оценка 

н
q3 3

H  определяются следующим образом:  

 

,t)rn(t)rn(tt)rn(ttn

t..tnttrtH

3L33
3

2L22
2L

2,11L11
1L

1,nn,L
n

L
n),1n(4,L

4L
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33

н
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Lπ

(15) 
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где 33r – это количество заданий в пакете (i=3)-го типа в (j=3)-й пози-

ции в Lπ , соответствующее (h=1)-у пакету в 3q -м решении в матрице 
п
3A . С учетом (9), (10) выражение для вычисления нижних оценок 
н
iqi

H  для множеств iiqG ( i
pi n,1q = ) сформировано в виде: 

 

,t)rn(..t)rn(tt)rn(ttn

t..tnttrtH

i,Lij
i

2L22
2L

2,11L11
1L

1,nn,L
n

L
n),1n(1i,L

1iL
1i,ii,Lij

пL
ij

н
iqi

−++−++−+++

++++++= −+
+

+

 
 

где ijr – это количество заданий в пакете i-го типа в j-й позиции в Lπ , 

соответствующее составу (h=1)-го пакета в iq -м решении в п
iA . Фор-

мирование матрицы R для вычисления значений н
iqi

H  реализуется с 

использованием процедуры МATRICA_R1, рассмотренной ниже.  
С целью обновления верхней оценки вH  для подмножеств 

iiqG  формируются допустимые решения по порядкам выполнения ПЗ 

в МС, предусматривающие, что в последовательностях lπ  пакеты 
размещаются следующим образом (с учетом эвристики): 

− первоначально в lπ ( L,1l = ) размещаются ПЗ рассмотрен-

ных i’-х типов ( i,1'i = , i– тип заданий, для которого сформированы 
подмножества решений на текущей итерации алгоритма МВГ); 

− в lπ   ( 1,l L= ) размещаются фиксированные ПЗ оставшихся 

i’-х типов ( n,1i'i += ), для которых подмножества 'iq'iG  не сформи-
рованы; 

− в lπ  ( 1,l L= ) размещаются «оставшиеся» задания i’-х ти-

пов ( i,1'i = ) (типов, для которых сформированы подмножества    

'iq'iG ). 
Для построения матрицы R, соответствующей последовательно-

стям lπ , сформированным с использованием предложенного способа, 
разработана процедура МATRICA_R2, рассмотренная ниже. С учетом 

(16) 

27Informatics and Automation. 2022. Vol. 21 No. 1. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

_____________________________________________________________________DIGITAL INFORMATION TELECOMMUNICATION TECHNOLOGIES



матрицы R, а также значений пl
ijt ( n,1i = , ))in(i2,(1j −+= , L,1l = ) 

вычисляются значения )(f ⋅ , характеризующие подмножества 'iq'iG :

)trt()(f i,Lpn,i
пL

pn,i +=⋅ (при n,1i = , ))in(i2,(1j −+= ). Проверяется 

условие }])L,1l|T{,R,P[ ],A,M([fmaxH пlв => , при выполнении 

которого значение вH  (рекорда) переопределяется. 

Предварительная инициализация входных параметров алгорит-

ма МВГ оптимизации решения по составам ПЗ n типов имеет вид: за-

дать идентификатор типа заданий i равным 1 (i=1); для (i=1)-типа за-

даний задать значение индекса 1q  строки в п
1A ( 1

p1 n,1q = ), решение из 

которой будет интерпретироваться при формировании дерева; для 

(i=1)-типа заданий задать номер пакета 1h  равным 1. Алгоритм, реа-

лизующий процедуру МВГ с целью оптимизации решений по составам 

ПЗ разных типов, имеет следующий порядок шагов: 

1. Для (i=1)-го типа заданий сформировать корневую вершину, 
сопоставить корневой вершине набор значений параметров 

>< iis h,q,k,i  в виде: >< 1,q,1,1 1 . Инициализировать 1
1Q : }1{Q1

1 = . 

2. По формуле (8) вычислить значение верхней оценки вH  
значений критерия )(f ⋅  для рассматриваемого множества допусти-

мых решений 1q,1G  (полученное значение вH – текущий рекорд). 
3. Модифицировать тип заданий i и номер итерации алгоритма 

s (номер уровня дерева МВГ): i=i+1, s=s+1. Инициализировать в
sH  

значением W (W– бесконечно большое число): WH в
s = . 

4. Если ni ≤ , то инициализировать параметр ih  для рассмат-
риваемого i-го типа заданий значением 1 ( 1hi = ). Для рассматривае-

мого i-го типа заданий выполнить инициализацию параметра iq  зна-
чением 1 ( 1qi = ). Задать значение счетчика ssh  количества потомков, 
закрепленных (зафиксированных) на s-ом уровне дерева МВГ, равным 
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0 ( 0shs = ). Инициализировать множество ∅=1
sQ . Модифицировать 

множество МВГI : }i{II МВГМВГ ∪= . Перейти на пункт 5. Если ni > , 

то инициализировать вH : WH в = . Перейти на пункт 10.  

5. Если ∅=−
1

1sQ , то проверить в
s

в HH > . Если в
s

в HH > , то 

инициализировать вH : в
s

в HH = . Перейти на пункт 3. Если 

1
1 ,sQ − ≠ ∅  то извлечь из 1s

1Q −  идентификатор родительской верши-

ны *
1sk − , для которой формируются потомки: 

}Qk|kmin{k 1
1s1s1s

*
1s −−−− ∈= . Модифицировать множество 1

1sQ − : 

}k{\QQ *
1s

1
1s

1
1s −−− = . Выполнить переход на (s-1)-ом уровне дерева 

МВГ к вершине с номером *
1sk − . 

6. Модифицировать значение ssh  счетчика вершин, зафикси-
рованных в дереве МВГ на s-ой итерации алгоритма: 1s ssh sh= + . 
Сформировать потомка вершины с идентификатором *

1sk − . Поставить 

ей в соответствие набор параметров вида >< iis h,q,k,i  (где ss shk = ). 
7. Выполнить обход в глубину из корневой вершины в рас-

сматриваемую sk -ю вершину (в результате определяются значения 
параметров iq  для всех вершин, лежащих на пути ( МВГIi∈ )). Выпол-
нить вызов процедуры MATRICA_R1 построения матрицы R для рас-
сматриваемых типов заданий МВГIi∈  и значений iq ( МВГIi∈ ). Вы-

числить на основе матрицы R значение н
q,i i

H  для сформированного 

подмножества решений iq,iG  (вершины sk ). Выполнить вызов проце-
дуры MATRICA_R2 построения матрицы R для типов заданий 

МВГIi∈  и полученных значений iq  ( МВГIi∈ ). Вычислить на основе 

матрицы R значение критерия }])L,1l|T{,R,P[ ],A,M([f пl = . 

8. Если вн
q,i HH

i
≥ , то удалить рассматриваемую вершину из 

дерева МВГ (в вершине с идентификатором *
1sk −  удалить ссылку на 

эту вершину). Модифицировать значение ssh  счетчика вершин, зафик-
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сированных в дереве МВГ на s-й итерации алгоритма: 1.s ssh sh= −  

Выполнить проверку условия i
pi nq < . Если i

pi nq < , то модифициро-

вать значение iq : 1qq ii += . Перейти на пункт 6. Если i
pi nq > , то 

положить 1qi = . Перейти на пункт 5. 

9. Если вн
q,i HH

i
< , то модифицировать множество 1

sQ  вер-

шин, зафиксированных в дереве МВГ на s-ой итерации алгоритма: 
}k{QQ s

1
s

1
s ∪= . Если )(fH в

s ⋅> , то изменить в
sH : )(fH в

s ⋅= . Если 

)(fH в
s ⋅≤ , то проверить i

pi nq < . Если i
pi nq < , то модифицировать 

значение iq : 1qq ii += . Перейти на пункт 6. Если i
pi nq > , то поло-

жить 1qi = . Перейти на пункт 5. 

10. Если ∅≠1
sQ , то выделить в множестве 1

sQ , соответствую-
щем последней итерации алгоритма построения дерева МВГ, вершину 

*
sk : }Qk|kmin{k 1

sss
*
s ∈= . Модифицировать множество 1

sQ : 

}k{\QQ *
s

1
s

1
s = . Если ∅=1

sQ , то перейти на пункт 13. 
11. Выполнить обход в глубину из корневой вершины в рас-

сматриваемую sk -ю вершину (определяются значения iq  для вершин, 
лежащих на пути). Вызвать процедуру MATRICA_R3 построения мат-
рицы R для рассматриваемых типов заданий. Вычислить на основе 
матрицы R значение )(f ⋅  для рассматриваемого решения. 

12. Если вH)(f <⋅ , то зафиксировать параметры iq вершин, 

соответствующих решениям по составам ПЗ i-х типов ( n,1i = ):

i
н
i qq = ( n,1i = ). Модифицировать )(fH в ⋅= . Перейти на шаг 10. 

13. Останов алгоритма.  
В результате получены индексы н

iq  ( 1,i n= ) решений по соста-
вам ПЗ i-х типов (номера н

iq  строк в матрицах п
iA ), комплексирование 

которых позволяет получить решение с минимальным значением ( )f ⋅ . 
После того, как для каждого дерева получено лучшее решение, в каче-
стве оптимального выбирается решение с минимальным значением 

( )f ⋅ . Вычислительная сложность алгоритма определена как 
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2( ( ) )iO n n⋅ . Для вычисления оценок , i

н
i qH  подмножеств , ii qG  формиру-

ется матрица R с использованием процедуры MATRICA_R1. Входны-
ми параметрами для нее являются: множество МВГI ; значения пара-
метров iq  для вершин ( МВГi I∈ ). Порядок ее шагов следующий: 

1. Выполнить инициализацию множества 1I  типов заданий, 
используемого при реализации алгоритма: МВГ1 II = .  

2. Задать значения параметров ih ( 1Ii∈ ) следующим образом: 

1hi = , инициализировать номер j позиции ПЗ в lπ  значением 1 (j=1). 
3. Определить в множестве 1I  тип заданий i', параметры ПЗ 

которого используются при инициализации значения элемента j'ir  
матрицы R: )Ii|imin('i 1∈= , модифицировать 1I : }'i{\II 11 = . 

4. Инициализировать значение элемента 'i jr  матрицы R: 

' '' ,i ii j q hr a= . Модифицировать номер j позиции ПЗ в lπ : j=j+1.  

5. Если 1I ≠ ∅ , то перейти на пункт 3.Если 1I = ∅ , то пункт 5. 
6. Останов алгоритма.  
Процедура MATRICA_R2 реализует построение матрицы R, ис-

пользуемой при вычислении значений ( )f ⋅  на s-ой итерации МВГ для 
допустимых решений. Ее входные параметры: множество МВГI ; значе-
ния iq  для вершин, соответствующих решениям по составам ПЗ i-х 
типов ( МВГi I∈ ); множество I типов заданий. Порядок шагов алгоритма 
процедуры MATRICA_R2 следующий: 

1. Выполнить инициализацию: множества I : {1,2,.., }I n= , 
множества 1I : 1 МВГI I= , множества 2I : 2 \ МВГI I I= .  

2. Задать значения параметров ih ( 1i I∈ ) следующим образом: 
1ih = , инициализировать номер позиции j ПЗ в lπ значением 1 (j=1). 

3. Определить в множестве 1I тип заданий i', параметры ПЗ ко-
торого используются при инициализации значения элемента 'i jr мат-
рицы R: 1' min( | )i i i I= ∈ , модифицировать 1I : 1 1 \{ '}I I i= . 

4. Инициализировать значение элемента j'ir матрицы R: 

'i'i h,qj'i ar = . Модифицировать номер j позиции ПЗ в lπ : j=j+1.  
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5. Если ∅=1I , то перейти на пункт 5. Если ∅≠1I , то перейти 
на пункт 3. 

6. Если ∅≠2I , то извлечь из 2I тип заданий, фиксированный 

пакет которых размещается в lπ : )Ii|imin('i 2∈= . Инициализиро-

вать значение элемента j'ir  
матрицы R: 'i

j'i nr = . Перейти на пункт 6. 

Если ∅=2I , то модифицировать номер j позиции: j=j+1. Инициали-
зировать множество 1I : МВГ1 II = . Перейти на пункт 7.  

7. Модифицировать номер j: j=j+1. Перейти на пункт 5.  
8. Определить в 1I  тип заданий i', размещаемых в lπ :

)Ii|imin('i 1∈= , модифицировать 1I : }'i{\II 11 = . 
9. Инициализировать значение элемента j'ir матрицы R: 

∑
−

=
−=

1j

1s
s,'i

i
j'i rnr . Модифицировать номер j позиции ПЗ в lπ : j=j+1.  

10. Если ∅=1I , то перейти на пункт 10. Если ∅≠1I , то перей-
ти на пункт 7.  

11. Останов алгоритма.  
Процедура MATRICA_R3 реализует построение матрицы R для 

получения окончательного значения критерия )(f ⋅  для решений, по-
лучаемых для отдельных деревьев МВГ. Перед реализацией процеду-
ры множества 1I  и 2I  заданы следующим образом: III 21 == , где I –
упорядоченное множество типов заданий. Порядок шагов алгоритма: 

1. Задать значения параметров ih ( n,1i = ): 1hi =  при ( n,1i =

), инициализировать номер позиции j ПЗ в lπ значением 1 (j=1). 
2. Определить в множестве 2I  тип заданий i', параметры ПЗ 

которого используются при инициализации значения элемента ijr мат-

рицы R: )Ii|imin('i 2∈= , модифицировать 2I : }'i{\II 22 = . 
3. Инициализировать значение элемента j'ir  

матрицы R:

'ih,'iqj'i ar = , Если ipn

1h
h'i nr <∑

=
, то 'ih : 1hh 'i'i += , модифицировать j: 
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j=j+1. Перейти на пункт 4. Если i
n

1h
h'i nr

p
=∑

=
, то }'i{\II 11 = , модифи-

цировать j: j=j+1. Перейти на пункт 4. 
4. Если ∅≠2I , то определить тип заданий i', пакет которых 

размещается в lπ : )Ii|imin('i 2∈= . Перейти на пункт 3. Если 

2 ,I =∅  то проверить условие ∅≠1I . Если ∅≠1I , то инициализиро-

вать 2I : 12 II = . Перейти на пункт 2. Если ∅=1I , то перейти на 
пункт 5.  

5. Останов алгоритма.  
Для исследования эффективности планирования с использова-

нием рассмотренной реализации МВГ использованы параметры: неод-
нородность длительностей выполнения заданий на приборах МС – 

)tmin(/)tmax( lili ; неоднородность длительностей переналадок при-

боров МС – )tmin(/)tmax( l
ij

l
ij . Значения )tmin(/)tmax( l

ij
l
ij  задава-

лись равными 1, 2, 4, 8, 16; значения )tmin(/)tmax( lili  – равными 1, 2, 

4, 8, 16. Значения параметра n заданы равными 3 и 5, параметра in
равными 6,8,12. Значение L задано равным 5. В качестве параметра, 
характеризующего снижение времени на выполнение ПЗ, использова-
лось отношение фиксf/)моспfфиксf(эмоспf −= , где фиксf – значе-

ние критерия f для фиксированных пакетов (ФП), моспf – значение 

критерия f для решения с оптимизированными составами ПЗ. Графики, 
отображающие зависимости снижения времени выполнения заданий 
при формировании ПЗ с использованием МВГ по сравнению с фикси-

рованными пакетами для n =5, }12,8,6{in ∈ , представлены на рисун-
ках 1-3. Аналогичные результаты получены при исследовании зависи-
мости эмоспf от входных параметров при n =5, }12,8,6{in ∈ .  
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Рис. 1. Снижение времени выполнения заданий в МС при оптимизации соста-

вов ПЗ по сравнению с ФП ( 5n = , 6in = ) 
 

 
Рис. 2. Снижение времени выполнения заданий в МС при оптимизации соста-

вов пакетов по сравнению с ФП ( 5n = , 8in = ) 
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Рис. 3. Снижение времени выполнения заданий в МС при оптимизации соста-

вов пакетов по сравнению с ФП ( 5n = , 12in = ) 
 
Результаты исследований показали, что использование МВГ при 

планировании позволяет максимально на 45% (в среднем на 30%) сни-
зить временные затраты на выполнение ПЗ в МС (в сравнении с фик-
сированными ПЗ).  

4. Заключение. Существующие методы планирования выпол-
нения ПЗ в МС позволяют определять решения задач по составам ПЗ и 
расписаниям их выполнения малой размерности, не гарантируют по-
лучение решений, приближающихся к оптимальным. В то же время с 
использованием МВГ реализуется построения расписаний выполнения 
ЕЗ в системах разного вида. Для использования МВГ с целью оптими-
зации составов ПЗ разработано эвристическое правило упорядочива-
ния пакетов в последовательностях их выполнения в МС. Разработана 
математическая модель процесса выполнения ПЗ в МС. Построены 
выражения для вычисления нижних и верхних оценок значений крите-
рия для каждого из подмножеств решений, сформированных в резуль-
тате реализации процедуры разбиения МВГ. Сформулирован алгоритм 
формирования решений по составам ПЗ разных типов и алгоритм 
МВГ, позволяющий определить оптимальное решение по составам ПЗ. 
Программная реализация алгоритмов показала, что их использование 
позволяет увеличить эффективность планирования в среднем на 30% 
по сравнению с ФП. Результатами, представленными в работе и обла-
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дающими элементами научной новизны, являются: математическая 
модель процесса выполнения ПЗ в МС; эвристическое правило упоря-
дочивания ПЗ в последовательностях их выполнения в МС; алгоритм 
МВГ, адаптированный для решения задачи оптимизации составов ПЗ, 
выполняемых в МС; выражение для расчета нижних оценок и верхней 
оценки; способ построения последовательностей выполнения ПЗ в 
МС. 
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K. KROTOV  
MATHEMATICAL MODEL AND ALGORITHM OF BRANCH AND 

BOUNDARY METHOD FOR OPTIMIZING SOLUTIONS FOR 
PACKAGE COMPOSITIONS IN MULTI-STAGE SYSTEMS 

 
Krotov K.V. Mathematical model and algorithm of branch and boundary method for 
optimizing solutions for package compositions in multi-stage systems 

Abstract. Modern methods for solving problems of planning of task packages execution in 
multi-stage systems are characterized by the presence of restrictions on their dimension, the 
impossibility of obtaining guaranteed best results in comparison with fixed packages for differ-
ent values of the input parameters of tasks. The problem of optimizing the composition of task 
packages executed in multi-stage systems using the method of branches and borders is solved 
in the paper. Studies of various ways of forming the order of execution of task packages in 
multi-stage systems (heuristic rules for ordering task packages in the sequences of their execu-
tion on MS devices) have been carried out. The method of ordering packets in the sequence of 
their execution (a heuristic rule), which minimizes the total time for implementing actions with 
them on the devices, is defined. The method of ordering the types of tasks, according to which 
their packages are considered in the procedure of the method of branches and borders, is for-
mulated on the basis of the obtained rule. A mathematical model of the process of implement-
ing actions with packages on the system devices, which provides the calculation of its parame-
ters, has been built. The construction of a method for forming all possible solutions for the 
composition of task packages for a given number of them has been completed. Decisions on 
the composition of task packages of different types are interpreted in the procedure of the 
method of branches and borders in order to build the optimal combination of them. To imple-
ment the method of branches and borders, a branching (splitting) procedure is formulated, 
which assumes the formation of subsets of solutions that include packages of different compo-
sitions of tasks of the same type. Expressions for calculating the lower and upper estimates of 
the values of the optimization criterion for the composition of packages for subsets formed in 
the branching procedure are constructed. The dropout procedure involves the exclusion of 
subsets whose lower estimate is not less than the record. To find optimal solutions, a breadth-
first search strategy is applied, which provides for the study of all subsets of solutions that 
include various packages of tasks of the same type obtained as a result of the procedure for 
splitting subsets of tasks that are not excluded from consideration after the implementation of 
the dropout procedure. The developed algorithms are implemented programmatically, which 
allowed to obtain the results of planning the execution of task packages in a multi-stage sys-
tem, which are on average 30 % better than fixed packages. 

Keywords: multi-stage system, task packages, method of branches and boundaries, heuris-
tic rule, schedules. 
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