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Аннотация
При решении практических задач горного производства возникает необходимость оценки тре-
щинной пустотности горных пород. Геофизические методы при решении данной задачи являют-
ся косвенными, поэтому интерпретация результатов может вызывать определенные трудности, 
обусловленные непрозрачностью физических связей между параметрами трещин и результатами 
измерений. В этой связи одним из путей решения данной проблемы является сочетание экспери-
ментальных методов исследования с аналитическим и численным моделированием. Исследования 
были направлены на изучение электрической проводимости двумерной среды при наличии тон-
ких изолирующих трещин. В статье предложен аналитический метод оценки зависимости удельной 
проводимости среды с включениями в виде эллиптических трещин от их полудлины. Показано, что 
данная зависимость имеет вид экспоненты, зависящей от квадрата длины максимальной полуо-
си в качестве аргумента. Метод моделирования основан на допущении эллиптической формы тре-
щины при устремлении к нулю длины малой полуоси эллипсов. Анализ публикаций и результаты, 
изложенные в статье, показали, что такой метод нахождения удельной проводимости среды с тон-
кими трещинами один из наилучших в плане соответствия экспериментальным данным. Его пред-
сказания близки к предсказаниям метода эффективной среды (EMA), но он отличается простотой 
формул и их физической наглядностью, что существенно для использования при интерпретации 
данных физического эксперимента. В двумерной постановке проведено численное моделирова-
ние в среде COMSOL Multiphysics удельной электрической проводимости образца среды размером 
1×1 м с эллиптическими трещинами меньшей, чем у матрицы, проводимости. Рассмотрен квадрат-
ный образец единичных размеров с единичной проводимостью, в котором помещалось 25 трещин, 
имевших равномерное распределение по длине. Было построено 40 моделей, в которых максималь-
ная длина трещин менялась от 0,01 до 0,4 размера образца, с шагом 0,01 м. Показано удовлетвори-
тельное соответствие результатов численной и аналитической моделей как визуальное, так и под-
твержденное с помощью статистических оценок. Отмечено, что при изменении размера трещин до 
значения максимальной полуоси a = 0,15 м преобладает влияние одиночных трещин, не выходящих 
за границы образца. Выше этого значения при a > 0,15 м начинает сказываться влияние слияния 
трещин, а также их выхода на границы и за пределы образца. Сравнение предложенной теоретиче-
ской модели электрической проводимости, зависящей от квадрата длины максимальной полуоси 
трещины, с похожей моделью в виде экспоненты с линейной зависимостью показало лучшее со-
ответствие предложенной модели на стадии отсутствия слияния трещин и их выхода на границы 
образца при a < 0,15 м. При a > 0,15 м предложенная модель имеет меньший коэффициент детерми-
нации по сравнению с полным диапазоном, включающим оба участка, но более высокий, чем у мо-
дели с линейной зависимостью в аргументе экспоненты, что говорит об универсальном характере 
предложенной модели.
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Введение
Актуальность темы оценки параметров трещин-

ной пустотности горных пород вытекает из необходи-
мости решения задач прочности [1–4], устойчивости 
пород вокруг горных выработок [5–7], гидроразрыва 
породных массивов [8–10], фильтрации флюида через 
массив [11, 12], расчета параметров бурения и  взры-
ва  [13–15], а также из других практических задач 
горного производства. Для определения трещинова-
тости используют геологические [16–18], маркшейдер-

ские [19–21], видеометоды [22, 23]. Особое место здесь 
занимают геофизические методы  [24–26]. Среди них 
значительное место отводится электромагнитным [27] 
и электрическим [28] методам. Несмотря на значитель-
ные преимущества электрических методов исследова-
ния трещиноватости горных пород, они имеют и ряд 
недостатков. Геофизические методы являются кос-
венными, поэтому интерпретация результатов может 
вызывать определенные трудности, обусловленные 
непрозрачностью физических связей между параме-
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Abstract
Rock joint hollowness coefficient is an important parameter when resolving practical mining problems. 
Geophysical methods used to resolve this problem are indirect. Thus the interpretation of their results may 
cause certain difficulties as a result of the uncertainty of the physical relationships between the parameters 
of joints and the measurement results. One of the ways to resolve this problem is to combine experimental 
research methods with analytical and numerical simulation. The studies were aimed at investigating the 
electrical conductivity of a two-dimensional medium in the presence of thin insulating (non-conducting) 
joints. This paper proposes an analytical method for assessing the dependence of the specific conductivity 
of a medium with inclusions in the form of elliptical joints on their half-length. This dependence is show 
to have the form of an exponent depending on the square of the length of the maximum semi-axis as 
an argument. The simulation method is based on the assumption of the elliptical shape of a joint when 
the length of the minor semi-axis of the ellipses tends to zero. A review of publications and their results 
presented in this paper showed that this method for determining the specific conductivity of the medium 
with thin joints is one of the best in terms of compliance with experimental data. Its predictions are close 
to those of the Effective Media Approximation (EMA). However, the proposed method is distinguished by 
the simplicity of the formulas and their physical visibility essential for the use in interpreting the data 
of a physical experiment. In two-dimensional formulation, numerical simulation of the specific electrical 
conductivity of a sample of a medium measuring 1×1 m with elliptical joints of conductivity less than that 
of the matrix was carried out in the COMSOL Multiphysics environment. A square sample of unit sizes with 
unit conductivity was considered in which 25 joints with uniform distribution along the length occurred. 
40 models were built wherein the maximum length of the joints varied from 0.01 to 0.4 sample size in 
increments of 0.01 m. The satisfactory concordance of the results of numerical and analytical models, both 
visual and confirmed by statistical estimates, has been shown. It was noted that when the size of the joints 
changes to achieve the value of the maximum semi-axis a = 0.15 m, the influence of single joints that do not 
extend beyond the boundaries of the sample prevails. Above this value, at a > of 0.15 m, the influence of joint 
coalescence, as well as their extension to and beyond the sample boundaries begins to affect. Comparison 
of the proposed theoretical model of electrical conductivity, depending on the square of the length of the 
maximum semi-axis of a joint, with a similar model in the form of an exponent with a linear dependence 
showed a better concordance of the proposed model with observations at the stage of the lack of joint 
coalescence and their extension to the sample boundaries at a < 0.15 m. At a > 0.15 m. The proposed model 
has a lower coefficient of determination compared to the full range including both intervals, but higher than 
that of the model with a linear dependence in the exponent argument. This indicates the universal nature 
of the proposed model.
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трами трещин и результатами измерений. В этой связи 
одним из путей решения данной проблемы является 
сочетание экспериментальных методов исследова-
ния с аналитическим и численным моделированием. 
В качестве примера можно привести работу [29], где 
показана теоретическая возможность аналитического 
расчета зависимости между трещиноватостью и элек-
тросопротивлением горных пород.

Задача о сопротивлении образца с трещинами 
сводится в конечном счёте к задаче о проводимости 
двухкомпонентной среды, состоящей из сплошного 
компонента (матрицы) и компонента, представлен-
ного отдельными включениями. При небольшой кон-
центрации включений такая проводимость находится 
легко [30]. Она связана с концентрацией включений по 
линейному закону. Для немалых концентраций наи-
лучшим методом считается приближение эффектив-
ной среды (effective media approximation, EMA) [31–33]. 
Изначально разработанное для «объёмных» включе-
ний (сфер в трёхмерном пространстве, кругов, квадра-
тов и т. д. в двумерных задачах), оно затем было мо-
дифицировано для случая «бестелесных» включений, 
например, бесконечно тонких дисков в  трёхмерном 
случае и «царапин» в двумерном [34]. Такой подход 
позволяет, в частности, моделировать электрическую 
проводимость горных пород, содержащих трещины. 
При этом в реальных горных породах трещины могут 
быть как пустыми или содержащими низкопроводя-
щие жидкости (нефть), так и заполненными раствором 
солей (высокопроводящим флюидом) [35]. В первом 
случае трещины следует считать изолирующими, во 
втором – практически идеально проводящими, когда 
проводимость флюида на несколько порядков выше 
проводимости вмещающей его горной породы [29]. 
В настоящей работе используется модель «сухих» или 
заполненных флюидами трещин с проводимостью, 
составляющей 10–4 от проводимости минеральной 
матрицы. Следует отметить также, что при некоторой 
достаточно высокой концентрации включений проис-
ходит перколяция, когда они перекрываются, образуя 
непрерывный проводящий или изолирующий кла-
стер [36–38]. Однако в первую очередь столь высокие 
концентрации трещин не будут рассматриваться, по-
скольку при приближении к перколяционному порогу 
наступает механическое разрушение образца.

Целью настоящей работы являются разработка 
аналитической и численной моделей зависимостей 
электросопротивления образца горной породы от 
размеров трещин и сравнение между собой результа-
тов моделирования этими методами, а также с резуль-
татами, полученными в физическом эксперименте на 
образцах горных пород.

2. Методы исследования
2.1. Аналитический метод

Рассмотрим задачу о проводимости двумерной 
среды с тонкими трещинами (в пределе – царапинами 
нулевой толщины). Для случая малой концентрации 
царапин, перпендикулярных градиенту приложенно-
го напряжения (и направлению электрического тока), 
получаем [34]

2

0 1 ,
2
l

N
  σ = σ − π      

(1)

где σ0 – проводимость среды без трещин; l / 2 – «ра-
диус» трещины, равный половине её длины; N – дву-
мерная концентрация трещин. В случае хаотической 
ориентации трещин (равномерного распределения по 
углу) вклад этих трещин в проводимость уменьшается 
в два раза:

2
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N
 πσ = σ − 
 

Причина этого заключается в том, что при усред-
нении проводимости по статистическому ансамблю 
трещин одна из двух координатных осей не даёт вкла-
да: изолирующие трещины, ориентированные парал-
лельно току, сколь-нибудь заметно не влияют на про-
водимость.

Заметим, что при наличии в квадратном образце 
со стороной L и проводимостью σ0 ровно одной тре-
щины длиной l, перпендикулярной полю, концентра-
ция N = 1 / L2, а проводимость образца 

2

0 21 .
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 πσ = σ −  
Пусть теперь квадратный образец со стороной L 

содержит n трещин, перпендикулярных приложенно-
му напряжению, и имеет проводимость σ. Поместим 
в этот образец ещё одну такую же трещину. При этом 
приращение проводимости образца 

2
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4
l
L

π∆σ = −σ

Таким образом, получаем дифференциальное 
уравнение (∆n = 1)
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решением которого является
2

24
0 ,

l
n

Le
π−

σ = σ
где использовано очевидное начальное условие: про-
водимость при отсутствии трещин равна σ0. С учетом 
двумерной концентрации трещин это решение мож-
но записать в виде

2
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σ = σ  
(3)

Пусть теперь длины трещин распределены рав-
номерно в интервале от 0 до l. В этом случае среднее 
значение квадрата длины трещины составляет l2 / 3. 
Этой величиной и будет определяться средний вклад 
отдельной трещины в изменение проводимости. Тог-
да исходное дифференциальное уравнение следует 
заменить на

2

2 ,
12
l

n L
∆σ π= −σ
∆

и для проводимости образца получаем
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или с учётом концентрации трещин в двумерном слу-
чае N = n / L2
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σ = σ  
(4)

Часто бывает удобно использовать половину дли-
ны трещины a = l / 2 (аналогично радиусу кругового 
включения), и тогда

2

3
0 .

a
N

e
π−

σ = σ  
(5)

Если обозначить A = πN / 3, формула (3) прини-
мает вид

2

.Aae−σ =  (6)
Параметр A имеет физический смысл эффектив-

ной концентрации трещин и может быть найден из 
численного или физического эксперимента.

Следует отметить, что в [36] с помощью метода 
EMA для проводимости двумерной среды с парал-
лельными изолирующими трещинами получено вы-
ражение

2
22 2

0

1 1
1 .

4 4 2 4
l l

N N
  π π σ = σ + −      

(7)

Это выражение при не очень больших концентра-
циях трещин, вплоть до 

2

1,
4
l

N
π ≈

очень близко к (3), но (3) гораздо проще, удобнее для 
анализа и имеет наглядный физический смысл.

2.2. Численный метод
Методология построения геометрии и задания 

свойств и граничных условий модели при использо-
вании этого метода изложена в [39]. Особенностью 
такого подхода являлось построение геометрии, 
свойств, граничных условий модели с помощью про-
граммных скриптов. Изменение параметров трещин 
в каждой конкретной модели достигалось с помощью 
изменения значений переменных, используемых для 
задания длины, положения, угла наклона эллипсов, 
моделировавших трещины. Эти параметры менялись 
в заданных пределах с использованием генератора 
случайных чисел с равномерным распределением.

Моделирование осуществлялось в среде COMSOL 
Multiphysics в связке с Matlab, в котором записывал-
ся скрипт и в который вносились изменения в соот-
ветствии с необходимыми параметрами трещин. На 
рис. 1 для примера показан чертеж одной из моделей. 
Моделирование осуществлялось в безразмерных от-
носительных единицах. Поскольку результаты для 
электрической проводимости и сопротивления удоб-
нее всего представлять в относительных величинах, 
при моделировании использовалась следующая ме-
тодика. Образец породы выбирался в виде квадрата 
со стороной 1 м, с удельной проводимостью 1 См/м. 

На две противоположные стороны подавалось напря-
жение 1 В. При отсутствии трещин ток в образце со-
ставлял 1 А. При добавлении трещин ток становился 
менее 1 А. В силу закона Ома он численно совпадал 
как с  проводимостью, так и с удельной проводимо-
стью трещиноватой породы.

Всего было использовано 40 моделей при изме-
нении полудлин трещин от 0,01 до 0,4 м. Еще одна 
модель была без трещин и соответствовала случаю 
a / 2 = 0. Малая полуось трещин 0,01 м, большая полу-
ось в соответствии с равномерным распределением 
менялась в пределах от 0,01 м до величины, назна-
чаемой в серии опытов в пределах от 0,01 до 0,4 м. 
Наклоны трещин менялись в пределах ±20°. Количе-
ство трещин в образце было равно 25. Максимальные 
смещения центров эллипсов от регулярной сетки по 
горизонтали и вертикали при равномерном их рас-
пределении составляли ±0,2DX и ±0,5DY, где DX, DY – 
средние расстояния между центрами трещин по осям 
X и Y соответственно. При некоторых сочетаниях раз-
меров и смещений трещин относительно их центров 
они могли частично или полностью выйти за пределы 
контура образца, при этом их общее количество было 
меньше указанного значения. Кроме того, слияние 
трещин приводило к уменьшению их эквивалент-
ного числа, когда несколько соединенных между со-
бой трещин приводили к действию, эквивалентному 
действию одной трещины большей длины. Удельная 
проводимость минеральной матрицы 1 См/м, мате-
риала трещин 10–4 См/м. Граничные условия: на верх-
ней грани задан потенциал V0 = 1 В, на нижней грани 
V0 = 0 В, «земля». На боковых гранях задана нулевая 
проводимость σ = 0 См/м, изоляция. 

Для решения в системе COMSOL Multiphysics при 
моделировании использовался статический реша-
тель, позволяющий получить распределения токов 
и напряжений в установившемся режиме.

–0.6 –0.5 –0.4 –0.3 –0.2 –0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

–0.1

–0.2

–0.3

–0.4

–0.5

–0.6

Y

X

V0 = 0

V0 = 1

σ 
= 

0

σ 
= 

0

Рис. 1. Пример схемы 2D-модели 
для численного эксперимента
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4. Обсуждение результатов
При отсутствии в образце трещин линии тока 

на рис. 2, а равномерно распределены по простран-
ству образца вдоль горизонтальной оси, а электри-
ческий потенциал имеет равномерное изменение 
вдоль вертикальной оси. Этот случай на графике рис. 
3 соответствует значению полудлины трещин a / 2 = 0. 
Присутствие трещин горизонтального направления 
на рис. 2, б увеличивает длину линий тока. Это явля-
ется причиной уменьшения проводимости при уве-
личении a / 2. При значительном увеличении длины 
трещин вплоть до полного пересечения образца на 
рис. 2, г длина линий тока увеличивается в значитель-
ной степени, существенно меняя свою конфигурацию 
по сравнению с ненарушенным образцом на рис. 2, а. 
При этом электрический потенциал имеет скачко-
образное изменение в местах трещин. Поскольку чис-

3. Результаты
На рис. 2 представлены примеры результатов мо-

делирования протекания тока через образец без тре-
щин (а), с эллиптическими трещинами полудлиной от 
0,01 до 0,1 м (б), от 0,01 до 0,2 м (в), от 0,01 до 0,5 м (г). 
Линии тока красного цвета наглядно демонстрируют 
действие трещин, представляющих собой «запруды» 
для протекающего тока.

На графике на рис. 3 в виде отдельных точек пред-
ставлены зависимости проводимости образца, полу-
ченные с помощью расчетов методом конечных эле-
ментов. Для аппроксимации полученных результатов 
использована формула (6).

Внешне обращает на себя удовлетворительная 
сходимость теоретической и экспериментальной за-
висимостей друг с другом. Ниже приведены количе-
ственные оценки такой сходимости.
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Рис. 2. Линии тока (красные линии) и распределение электрического потенциала 

относительно нижней границы в соответствии со шкалами справа
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ленная модель включает вероятностное распределе-
ние параметров трещин, экспериментальные точки 
на рис. 3 имеют случайные отклонения от аналити-
ческой кривой. При этом до величины a / 2 = 0,15 (м) 
точки расположены ближе к аналитической кривой, 
чем при больших значениях a / 2. Это связано с тем, 
что здесь начинает сказываться выход высокоомных 
трещин за границы образца, а также их слияние (пер-
коляция), приводящее к значительным искривлениям 
линий тока.

Экспериментальные точки хорошо описываются 
зависимостью (6), параметр A которой подобран с по-
мощью пакета Statistica по критерию наименьших 
квадратов

2exp 21,23( ),y x= −
где x = a / 2 – максимальная величина большой полуоси 
эллиптической трещины, она менялась от 0,01 до 0,4; 
y = σ / σ0 – относительная проводимость образца; σ0 – 
проводимость образца без трещин. В данном случае 
параметр A = 21,33, что соответствует эквивалентно-
му числу трещин Nэкв = 3A / π = 20,4. Это число заметно 
меньше 25 – истинного количества трещин в образце. 
Это объясняется тем, что при немалых размерах тре-
щин часть из них сливается друг с другом или попада-
ет на границы образца. Коэффициент детерминации 
результатов численного моделирования при аппрок-
симации R2 = 0,977, среднеквадратическое отклонение 
СКО = 0,0494 См/м, что отражает случайный характер 
параметров трещин и меньше 10% среднего значения 
проводимости 0,5 См/м) в эксперименте. Для началь-
ного участка кривой, где не сказывается влияние кра-
евых эффектов и слияния трещин, эта величина зна-
чительно меньше.

В соответствии с этим для более детального ана-
лиза весь диапазон значений полудлин трещин a 
был разбит на два участка: 0 ≤ a < 0,15 м (участок 1) 
и 0,15 ≤ a ≤ 0,40 м (участок 2), для которых отдельно 
были проведены статистические оценки.

Интересно сравнить полученные результаты с экс-
периментальными. В [40] рассмотрены результаты 
исследования проводимости образцов пород–коллек-
торов Чаяндинского месторождения. Зависимость из-
менения удельной электропроводности от доли тре-
щинной пористости аппроксимировалась экспонентой

0 1exp( ),= −y a a x  (8)
где a0, a1 – параметры экспоненциальной зависимо-
сти. График зависимости по формуле (8) в сравнении 
с результатами численного эксперимента приведен 
на рис. 4. При этом a0 = 1,179; a2 = 5,251.

Как следует из сравнения рис. 4 с рис. 3, визуально 
аппроксимация зависимостью (8) хуже, чем зависи-
мостью (6). Если кривая экспериментальных данных 
на первом участке выгнута вверх, то зависимость (8) 
выгнута вниз. На втором участке кривая (8) проходит 
выше экспериментальных точек, хотя на этом участке 
кривизна хода обеих кривых совпадает.

В табл. 1 приведены результаты аппроксимации 
полученных результатов по формулам (6) и (8). Для 
формулы (6) приведены также значения параметра A 
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Рис. 3. Зависимости проводимости образца от длины 
трещин, полученные численным методом (полые кружки) 
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Рис. 4. Аппроксимация экспериментальных точек 
зависимостью (8)

Таблица 1
Показатели аппроксимации результатов  

численного моделирования по формулам (6) и (8)
Номер формулы Участки R2 СКО A Nэкв

(6)

1+2 0,979 0,014 20,34 21,30

1 0,987 0,00014 23,32 24,42

2 0,901 0,016 19,96 20,90

(8)

1+2 0,935 0,044 – –

1 0,932 0,0036 – –

2 0,922 0,012 – –

и расчетные значения эквивалентного количества 
трещин Nэкв. Следует отметить, что расчеты по форму-
ле (7) дали результаты, близкие к результатам форму-
лы (6), поэтому в табл. 1 они отдельно не приведены. 
Для формулы (8) значения параметра A не рассчи-
тывались, т. к. эта модель отличалась от модели (6) 
по своей сути.
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Как следует из табл. 1, формула (8) дает худшие 
результаты по сравнению с формулой (6). Так, для 
полной кривой (8) и для ее первого участка коэф-
фициент детерминации R2 ниже, а СКО выше, чем 
для кривой  (6). Для второго участка, где начинают 
сказываться перекрытия трещин и их выход за пре-
делы образца, это различие меньше, но все равно  
значительно.

В упомянутой статье [40] автор поясняет, что за-
висимость вида (8) использована для аппроксимации 
трещин в реальных образцах. Такие образцы имеют 
достаточно развитую систему трещин, которые в зна-
чительной части перекрываются между собой, а также 
имеют выход за пределы образца. Этот фактор явля-
ется преобладающим при описании рассматривае-
мых зависимостей, и зависимость (8) для этого случая 
является приемлемой.

Таким образом, можно сделать вывод о приемле-
мости формулы (6) для описания зависимости между 
размерами трещин и проводимостью образца горной 
породы в случае «сухих» или заполненных низкопро-
водящей жидкостью трещин при их малой концен-
трации до проявления перколяционных явлений.

Заключение
1. Предложен аналитический метод оценки за-

висимости удельной электрической проводимости 
среды с включениями в виде эллиптических тонких 
трещин от их полудлины. Показано, что данная за-
висимость имеет вид экспоненты, зависящей от ква-
драта длины максимальной полуоси в качестве аргу-
мента. Метод моделирования основан на допущении 
эллиптической формы трещины при устремлении 
к нулю длины малой полуоси эллипсов. Анализ публи-
каций и результаты, изложенные в статье, показали, 

что такой метод нахождения удельной проводимо-
сти среды с тонкими трещинами один из наилучших 
в  плане соответствия экспериментальным данным. 
Его предсказания близки к предсказаниям метода 
эффективной среды (EMA), но он отличается просто-
той формул и их физической наглядностью, что суще-
ственно для использования при интерпретации дан-
ных физического эксперимента.

2. В двумерной постановке проведено численное 
моделирование в среде COMSOL Multiphysics удель-
ной электрической проводимости образца среды раз-
мером 1×1 м с эллиптическими трещинами меньшей, 
чем у матрицы, проводимости. Показано соответствие 
результатов численной и аналитической моделей как 
визуальное, так и подтвержденное с помощью ста-
тистических оценок. Отмечено, что при изменении 
размера трещин до значения максимальной полуоси 
a = 0,15 м преобладает влияние одиночных трещин, 
не выходящих за границы образца. Выше этого значе-
ния начинает сказываться влияние слияния трещин и 
их выхода на границы и за пределы образца.

3. Сравнение предложенной теоретической мо-
дели электрической проводимости, зависящей от 
квадрата длины максимальной полуоси эллиптиче-
ской трещины, с похожей моделью в виде экспонен-
ты с линейной зависимостью от полудлины трещины 
показало лучшее соответствие предложенной модели 
на стадии отсутствия слияния трещин и их выхода на 
границы образца при a < 0,15 м. При a > 0,15 м предло-
женная модель имеет меньший коэффициент детер-
минации по сравнению с полным диапазоном, вклю-
чающим оба участка, но более высокий, чем у модели 
с линейной зависимостью в аргументе экспоненты, 
что говорит об универсальном характере предложен-
ной модели.
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