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Resumen

La visualizacion de datos y la reduccion de la dimensionalidad son dos herramientas en pleno auge y
desarrollo en la era del Big Data. Gracias a ellas se obtienen resultados m4s sencillos y manejables de los
datos que facilitan su andlisis y su interpretacion. Debido a su gran importancia y utilidad han surgido
varias técnicas dedicadas a las mencionadas herramientas. En esta memoria se analizardn la siguientes
técnicas:

= El Andlisis de Componentes Principales (ACP) se trata de una técnica lineal de anélisis no supervi-
sado que simplifica la complejidad de los datos originales al tiempo que conserva su variabilidad.
Construye nuevas variables obtenidas mediante una proyeccion de los datos originales en dimen-
siones més bajas que sintetizan la informacién inicial [1].

= Una generalizacién de la anterior es el Escalado Multidimensional Métrico en el que los datos no
corresponden a variables sino a similitudes o semejanzas entre elementos. Se trata de una técnica
de andlisis multivariante que, a partir de una matriz de distancias o de similitudes, obtiene una
representacion de los individuos en un sistema de referencia de forma que las distancias en ese
sistema se aproximen a las iniciales [2].

= t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding (t-SNE) es una técnica no lineal de reduccion de la
dimensién que proporciona una visualizacién dando a cada punto del espacio de alta dimensién
una ubicacién en el de baja dimensién. Esta técnica permite capturar gran parte de la estructura
local de los datos en el espacio de alta dimensién mientras mantiene la estructura global de los
mismos [3].

El objetivo del trabajo se centra en desarrollar detalladamente cada una de las técnicas mencionadas.
En especial, se describird la técnica t-SNE asi como su antecesora SNE. Se realizardn una serie de
experimentos en los que se podran apreciar las diferencias entre las visualizaciones que proporcionan
el ACP y t-SNE en dos conjuntos de datos. Se seleccionardn los parametros que influyen en t-SNE en
relacion con la capacidad de agrupar los datos en grupos homogéneos ya existentes mediante algoritmos
de andlisis cldster.



Abstract

Visualization of high-dimensional data and dimensionality reduction are two tools on the rise and
development in the era of Big Data. Thanks to them, simpler and more manageable results are obtained
from the data that facilitate their analysis and interpretation. Due to its great importance and usefulness,
several techniques dedicated to the aforementioned tasks have emerged. In this memory the following
techniques will be analyzed:

= Principal Component Analysis (PCA) is a linear, unsupervised analysis technique that simplifies
the complexity of the original data while preserving its variability. Construct new variables ob-
tained by projecting the original data into a lower dimension linear subspace that synthesize the
initial information [1].

= A generalization of the previous one is the Metric Multidimensional Scaling in which the data does
not correspond to variables but to distances or similarities between elements. It is a multivariate
analysis technique that, from a matrix of distances or similarities, obtains a representation of the
individuals in a reference system so that the distances in that system are close to the initial ones

[2].

= t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding (t-SNE) is a nonlinear dimension reduction tech-
nique that provides a visualization methode by giving each point in high-dimensional space a
location in low-dimensional space. This technique allows capturing much of the local structure of
the data in high-dimensional space while maintaining the global structure of the data [3].

The principal components technique and metric multidimensional scaling are presented in the first
chapter. In the second chapter, the SNE technique is developed, exposing its limitations corrected by its
successor t-SNE. In the last chapter, a series of experiments will be carried out in which the differences
between the visualization results provided by the PCA and t-SNE in two data sets can be appreciated.
The parameters that influence t-SNE will be selected in such way that clustering algorithm recognize
preexisting groups in data.
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Capitulo 1

Componentes principales

1.1. Planteamiento del problema

Dadas n observaciones de p variables distintas (linealmente independientes) el objetivo del andlisis
de componentes principales es analizar si es posible representar esta informacién con menos variables
tomando combinaciones lineales de las primeras [4].

Se dispone de una matriz X* de dimensién n x p donde las variables estan en las columnas

X*=[xj| ... |x;]conxieR" (1.1)
y las observaciones en las filas
(xi)"
X' = : con x; € R?. (1.2)
(x;)"

Definicion 1.1. Sea x* € R” una de las columnas en (1.1), entonces su valor medio se calcula como
= (x")T1/n
con 1 el vector de R” con valor 1 en todas sus componentes.
A partir del vector de datos centrados x = (x* —x*1) € R” es inmediata la siguiente definicion.

Definicion 1.2. Dado un vector de observaciones x€ R” centrado se define su varianza (muestral) como

1
Var(x) = —x'x.
n

El centrado de un vector de datos se extiende a matrices de forma inmediata.
Definicion 1.3. Sea X* una matriz n X p se define la matriz de datos centrada como

1
X=(I--117)x*
n

donde I es la matriz identidad de orden #.
Observacion 1.4. Las variables (columnas) de la matriz X tienen media cero.

Definicion 1.5. Se define la matriz de varianzas y coviaranzas de la matriz de datos centrada X como

1

n

S=-XTX.

Observacion 1.6. La matriz S tiene valores propios reales y no negativos ya que es simétrica y semide-
finida positiva por ser sus variables linealmente independientes.

1
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El objetivo es encontrar un subespacio de dimensién menor que p tal que al proyecctar sobre €l
los puntos, éstos mantengan su estructura con la menor distorsién posible. Se puede convertir esta idea
intuitiva en un criterio matemaético tratando de encontrar un subespacio de dimensién menor que p, por
ejemplo de dimensién 1 (una recta), de forma que al proyectar los puntos sobre éste las distancias entre
las proyecciones de los puntos y las distancias entre los puntos iniciales tengan la menor diferencia
posible.

Definicion 1.7. Dado un conjunto de observaciones {xi,...,X,} donde x; € R? Vi =1,...,n se define el
cuadrado de la distancia entre dos puntos del espacio de dimensién grande como dizj = (xi—x;) T (xi—x;).

Definicién 1.8. Dado un conjunto de puntos {y,,...,y,} dondey, e R"Vi=1,...,ncon 1 <r < pse
define el cuadrado de la distancia entre dos puntos proyectados como d?j = (yi—y;)) T (yi—y;)-

Definicion 1.9. A partir de las distancias definidas en 1.7 y 1.8 se define la diferencia de las distancias

al cuadrado entre el conjunto de observaciones {xi,...,X,} con x; € R? y los puntos {y;,...,y,} con
y; € R"Vi=1,...,n mediante la siguiente expresion
D=Y Y (d—d). (1.3)
i=1j=i+1

Notar que D se puede descomponer como D = D, — D; donde Dy, es la suma de los cuadrados de las
distancias entre los puntos originales y D; es la suma de los cuadrados de las distancias entre los puntos
del espacio destino.

La técnica de componentes principales busca que la diferencia de las distancias al cuadrado (1.3) sea
minima.

Proposicion 1.10. Minimizar (1.3) es equivalente a maximizar la suma de las distancias entre los puntos
proyectados Ds.

Demostracion. Se puede escribir la expresion (1.3) de la siguiente forma

p=n, D=y ¥ &-¥ ¥ &

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
Como la suma de las distancias originales D, es constante, para minimizar (1.3) basta maximizar D;. [
Comenzamos maximizando la distancia entre los puntos proyectados D; para el caso r = 1.

Teorema 1.11. En el contexto anterior, maximizar las distancias entre los puntos proyectados es equi-
valente a maximizar la varianza de la variable definida por las proyecciones de los puntos.

Demostracion. Seay; :aTx,- Vi=1,...,nla proyeccion de una observacion x; sobre la direccién a; con
ala; =1. Como la matriz de datos X tiene media cero entonces las proyecciones Y= (yj,...,y,) también
son centradas ya que
n n
T T
Yyvi=)axi=a;) x=0.
i=1 i=1 i=1

Por un lado, se tiene que la suma de las distancias al cuadrado entre los puntos proyectados es

n

D,;=Y Y (- (1.4)

i=1h=i+1

donde cada término y; aparece n — 1 veces ya que cada punto X; se compara con los otros n — 1 y habra
tantos dobles productos como parejas de puntos, es decir, (;) =n(n—1)/2. Asi, se puede escribir (1.4)
como
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n n n n
D,=n-1)Yy;-2Y Y vwv,=nYyi-B, (1.5)
i=1

i=1 i=1h=i+1

con B = Z?:1yz'2 = 2X i Y Yi¥a = X Vi X yi = 0.
Por tanto, maximizar (1.5) es equivalente a maximizar nZ;’:lyi2 que también es equivalente a maxi-
mizar la varianza de la variable Y (ver definicién 1.2). ]

Observacion 1.12. Se puede generalizar la expresion de la suma de distancias al cuadrado entre los
puntos proyectados Dy para un subespacio de dimensién 1 < r < p mediante la siguiente expresion

n
Dy=nY ylyi (1.6)
i=1
cony; € R"Vi=1,...,nlos vectores de puntos proyectados.

Teorema 1.13. Maximizar la distancia de los puntos proyectados Dy es equivalente a encontrar una

| !

. T . . . ..
matriz A = [ al| a, ] ortonormal de dimension r X n que maximice

Y a/Sa;. (1.7)
i=1

Se considera dicha matriz como la matriz de proyeccion ya que proporciona el valor de las variables
proyectadas en el subespacio de dimension r segiin Y = XA.

Demostracion. Se quiere aproximar la matriz X de rango p por otra matriz Y de rango 1 < r < p. Para
ello, a partir de la proyeccién Y = XA, se busca la matriz A de dimensién r x n 'y que cumple ATA = 1.
La matriz de varianzas y covarianzas de las variables proyectadas viene dada por

1 1
Sy =-Y'Y = —ATXTXA = ATSA. (1.8)
n n
Por otro lado, el valor de D; segtin la expresion (1.6) puede reescribirse en términos Sy (1.8) como

n
Ds=n Z y'y; = ntraza(YY") = n traza(Y'Y) = n? traza(Sy) = n* traza(ATSA), (1.9)
i=1

donde S es la matriz de varianzas y covarianzas de las variables iniciales.
- o T
De acuerdo con la expresién (1.9), maximizar Dy es encontrar r vectores A = [ al| ...| al ]

que maximicen la suma de los elementos diagonales de ATSA, es decir, que maximicen Y/ ,alSa;.
O

Corolario 1.14. Dada una matriz de proyeccion A y su matriz proyectada Y = XA, maximizar (1.7) es
equivalente a maximizar la varianza total, la traza de su matriz de varianzas y covarianzas, de la matriz
de proyecciones Y.

Demostracion. Notar que (1.7) se puede desarollar como

Za,-TSai = traza(ASAT) = traza(ATSA) = traza(Sy).
i=1
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1.2. Calculo de la primera componente

Definicion 1.15. La combinacién lineal de las variables iniciales con varianza maxima forman la primera
componente principal.

Teorema 1.16. Sea S la matriz de varianzas y covarianzas de las observaciones. Los coeficientes de la
primera componente principal vienen dados por el vector propio a; asociado al valor propio A, siendo
éste el mayor de los valores propios de S.

Demostracion. Se representan los valores de la proyeccién de la primera componente principal por el
vector y; =Xa;. La media de y; serd cero ya que la de las variables originales lo es y su varianza serd
1 7 I et T
Var(y,) = YN = ;alx Xa; =a;Sa,. (1.10)

Como el objetivo es maximizar (1.10) se introduce la restriccion en el médulo del vector mediante el
multiplicador de Lagrange con un vector de coeficientes normalizado obteniendo la siguiente funcién

M =aiSa; —A(ala; —1). (1.11)
Derivando en (1.11) con respecto a; e igualando a cero se obtiene

oM
= :2831—21211 :0, (1.12)
831
es decir, Saj=Aa;. Por tanto, a; es un vector propio de S con valor propio A, resultando que la varianza
(1.10) de y; es
ajSa; =ajla; = A. (1.13)

Como se quiere maximizarla, se toma A como el mayor valor propio de S. Su vector propio asociado, aj,
define los coeficientes de la primera componente principal. 0

La primera componente principal es la mejor recta de proyeccién (mejor subespacio de dimensién 1)
de la matriz de datos X. La distancia D, entre los puntos proyectados en una recta se maximiza al tomar
aj, la direccion de proyeccién, como el vector propio asociado al mayor valor propio de S.

1.3. Calculo de la segunda componente

Definicion 1.17. La combinacién lineal de las variables originales, normalizada y ortogonal a a;, de
varianza méxima forma la segunda componente principal.

Proposicion 1.18. Sea S la matriz de varianzas y covarianzas de las observaciones. Los coeficientes
de la segunda componente principal vienen dados por el vector propio a, asociado al valor propio A,
siendo éste el segundo mayor valor propio de S.

Demostracion. Procediendo como en la demostracion del teorema 1.16 se representan los valores de la
proyeccion de la segunda componente principal mediante el vector y, = Xa,. La media de y, serd cero
ya que la de las variables originales lo es y su varianza serd

1 1
Var(y,) = ;ygyz = ;aEXTXaz =a)Say. (1.14)

Como el objetivo es maximizar (1.14), introduciendo la restriccién en el médulo del vector agaz =1
mediante el multiplicador de Lagrange, se considera la siguiente funcién

M =alSa, —A(ala, —1). (1.15)
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Derivando en (1.15) e igualando a cero se obtiene Say=Aaj,, es decir, que a, es un vector propio de S con
valor propio A. Por tanto, la varianza (1.14) de y, es

a}Saz :aglaz =A. (1.16)

Como se quiere maximizarla, se toma ahora A como el segundo mayor valor propio de S. El vector propio
correspondiente a; y ortogonal a aj, define los coeficientes de cada variable en la segunda componente
principal.

O

T . .
Teorema 1.19. Sean A = [ alT| ag ] los vectores propios ortonormales asociados a los dos mayores
valores propios de la matriz de varianzas y covarianzas S. La matriz Y = (Xa,Xa,) es el conjunto de
puntos de R? que maximiza D;.

Demostracion. Segun el teorema 1.13 buscamos los vectores a; y a; que maximizan
2
Z a}Saj = aTSal +agSaZ. (1.17)
j=1

Sin pérdida de generalidad podemos imporner las rectricciones de normalidad a?al =1y agaz =1
obteniendo la siguiente funcién objetivo

M =alSa; +alSa, — A(ala; — 1) — Ay(alay — 1). (1.18)
Derivando (1.18) recpecto de los vectores a; y a, se obtiene

oM oM
e :ZSa1 —2)431, e :2832—21232 (1.19)
831 aaZ

e igualando a cero la solucién que optimiza la funcién objetivo (1.18) es
831 = Mal, Saz = Azaz. (1.20)

Seguin (1.20) los vectores a; y a deben ser vectores propios de S. Se toman los vectores propios de
norma uno y se sustituyen en (1.18) de forma que, en el maximo, la funcién objetvivo toma el siguiente
valor

M(aj,ay) = A + Ay, (1.21)

por lo que A4; y 4, tienen que ser los dos mayores valores propios de la matriz S con a; y a sus vectores
propios asociados. O

La pareja de las dos primeras componente principales es el mejor plano de proyeccién de la matriz de
datos X. La distancia D, entre los puntos proyectados en un plano se maximiza definiendo los coeficientes
de cada proyeccién como Y = (Xa;, Xa;) donde a; y a; son los vectores propios asociados a los mayores
valores propios de S.

1.4. Calculo de la r-ésima componente principal

Definicion 1.20. La combinacion lineal normalizada y ortogonal a aj,...,a, | de varianza maxima
forma la r—ésima componente principal.

.l T . .
Proposicion 1.21. Sean A = [ al| ...| af ] los vectores propios ortonormales asociados a los r
mayores valores propios de la matriz de varianzas y covarianzas S. La matriz Y = (Xay,...,Xa,) es el
conjunto de puntos de R" que maximiza D;.
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Demostracion. Es una generalizacion del teorema 1.19 para un subespacio de dimension r.
O

El espacio de dimension r que mejor representa a los puntos originales viene definido por los vec-
tores propios asociados a los » mayores valores propios de S. Se puede abordar el problema tratando de
encontrar una matriz A de rango r < p que ofrezca la mejor aproximacién de la matriz de covarianzas S.

Teorema 1.22. Dada una matriz S definida positiva de dimension p x py 1 < r < p. Se considera la
funcion
¢(B) = traza((S — B)?),

siendo B una matriz semidefinida positiva de rango r. Entonces el valor minimo de ¢ se alcanza cuando

,
B = Z kiaiair,
i=1
con A, , A, los r mayores valores propios de S y ay,--- ,a, sus correspondientes vectores propios

ortonormales.

Demostracién. Se puede escribir B= AAT donde A es una matriz p x r de rango . Se tiene
¢(A) = traza(S — AAT)2. (1.22)

Se quiere encontrar la matriz A que minimiza la funcién objetivo (1.22). De acuerdo con la expresién
sobre la diferencial de funciones matriciales [5], la primera diferencial es

d IAAT
% = —2 traza(S — AAT) A —4 traza(AT(S — AAT))ﬁ. (1.23)
Utilizando que la traza de una matriz coincide con la traza de su traspuesta, se tiene que la ecuacién

anterior (1.23) es

JdA

d
a—z — —4 traza(AT(S — AAT)) = —4 traza(SA — AATA)
y se anula cuando
SA =A(ATA). (1.24)
Dado que ATA es simétrica se puede diagonzalizar, es decir, dados i1, - - - , i, los valores propios de ATA
existe una matriz ortogonal A de dimensién r X r tal que
AT(ATA)A = diag (w,---,pt;) = M. (1.25)

Se define la matriz P = AAM de forma que
SA = A(ATA) & SAA = AAAT(ATA)A & SAA = AAM < SAAM = AAMM < SP =PM  (1.26)
y asi se puede reescribir (1.24) como
SP=PM, P'P=I,. (1.27)

Por tanto, todo valor propio de ATA es valor propio de S y P es su correspondiente matriz de vectores
propios.
Desarrollando la expresion de la funcidn objetivo (1.22), se puede escribir de la siguiente forma

¢ (B) = traza(S*) — traza(M?), (1.28)

pues traza(AATS) = traza((AAT)?) por (1.24) y traza(SAAT) = traza(M?) por la definicién de M (1.25).
El minimo se alcanza tomando gy, --, U, igual a A;,---, A, los r mayores valores propios de S. De
esta forma, se tiene

,
B =AAT = PM'2ATAM!2PT = PMP" = ¥ Lia;a] . (1.29)
i=1

O]
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1.5. Escalado multidimensional

El escalado multidimensional es una generalizacién de la idea de componentes principales. Se con-
sidera una matriz D cuadrada n x n de distancias o disimilaridades entre los n datos de un conjunto. El
objetivo de este método es obtener una matriz X de dimensiones n X p a partir de la matriz D que pueda
interpretarse como la matriz de p variables en los n datos donde la distancia euclidea entre los datos
presente la menor distorsién posible respecto a la matriz D.

1.5.1. Construccion de variables a partir de las distancias

A partir de la matriz X de nuestros datos centrados de dimensién n x p se pueden construir dos
matrices cuadradas y semidefinidas positivas: la matriz de coviaranzas de la definicién 1.5 y la matriz de
productos cruzados.

Definicion 1.23. Dada la matriz X de datos centrados de dimensiones n X p se define la matriz de pro-
ductos cruzados de dimensién n x n como Q=XXT. Sus términos contienen el producto escalar por pares
de elementos ¢;; =x; x;, siendo X! la fila i de la matriz X. Se puede considerar Q como una matriz de
similitud siendo el producto escalar la medida que define la similitud entre elementos.

Proposicion 1.24. Dados dos puntos x; y x j se puede expresar su distancia euclidea al cuadrado dl-zj en
funcion de los elementos de Q mediante la siguiente expresion

d; = qii+4qj; —24ij

Demostracion. La distancia euclidea al cuadrado de dos puntos Xx; y X; es

p p
d,-zj = Z Xig — x]S Z
s=1 s=1

3_22)61‘)6}8 qii + 49 — 24ij (1.30)
s=1

ii Mu

O]

Definicion 1.25. A partir de la proposicion 1.24 se define la matriz de distancias al cuadrado entre puntos
como

D = diag(Q)1" + 1diag(Q)" —2Q

siendo diag(Q) el vector formado por los términos de la diagonal de Q.

El problema que se plantea en el escalado multidimensional es encontrar la matriz X de observaciones
a partir de una matriz de distancias al cuadrado D, obteniendo primero la matriz de similitud Q.

Definicion 1.26. Sea la matriz de distancias al cuadrado D se define la media de los elementos de la fila
i como d?, = % dlzj, la media de los elementos de la columna j como d2 1 . d2 y la media de
los elementos de D como d?Z, = % i1 X1 d;

Teorema 1.27. Dada una matriz de distancias D, se puede expresar la matriz de similitud Q definida
como qjj = —%(dizj —d2 —dfj +dz,).

Demostracion. En primer lugar, notar que se puede asumir sin pérdida de generalidad que las variables
tienen media cero ya que las distancias al cuadrado entre dos puntos d;; no varian si se expresan las
variables en desviaciones a la media ya que

P P
dizj - Z Xis — x,j Z Xis — Xy) st—x_s)]z. (1.31)
s=1 s=1
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Como se conocen las distancias entre puntos, se busca una matriz X con variables de media cero,
X711 = 0. De esto tltimo se deduce Q1 = 0, es decir, la suma de los elementos de las filas de Q tiene
que ser cero, }.i'_; g;; = 0, y se suma por filas y por columnas en (1.24) obteniendo

)y d?j = traza(Q) +ngjj, Z d?; = traza(Q) + ng;; (1.32)
i=1

y sumando de nuevo en la segunda expresion de (1.32) por filas se obtiene

Sustituyendo en (1.24) los valores g;; y ¢ ;; obtenidos en (1.32) se obtiene

= 2ntraza(Q). (1.33)

uM:

t t
Zd raza(Q Z &2 raza Q) 2 (1.34)
Usando (1.33) en (1.34) se tiene
df; =dy, +d2; — diy — 2q;;. (1.35)
Finalmente, se despeja en (1.35) y se obtiene el resultado g;; = —%(dizj —di, — dfj +d2,). O

Teorema 1.28. Dada una matriz de similitud semidefinida positiva Q, se puede escribir segiin la siguien-
te expresion

0 =XX" = XAATX" (1.36)
siendo A cualquier matriz ortogonal de dimension p X p.

Demostracion. Se supone que la matriz de similitud Q es definida positiva de rango p. Entonces se puede
descomponer como el siguiente producto de matrices

Q=VAV’ (1.37)

con V de dimensiones n x p formada por los vectores propios de Q y A matriz diagonal p x p de valores
propios de Q. Por tanto, se puede escribir (1.37) de la siguiente forma

Q= (VA2)(A2VT). (1.38)

Finalmente, se obtiene el resultado denotando X=VA!/2. Se ha obtenido una matriz X de dimensiones
n X p con p variables incorreladas que reproducen la métrica inicial.

Las distancias vienen dadas por los términos de la matriz de similitud Q segtn la proposicion 1.24,
y esta matriz es invariante ante rotaciones de las variables pues las distancias no varian si rotamos los
puntos, es decir, no varian si se multiplica por una matriz ortogonal. O

1.5.2. Construccion de las coordenadas principales

La matriz de similitud Q obtenida a partir de la matriz de distancias D suele tener r valores propios
positivos y considerablemente mds grandes que el resto. Si los restantes p — r valores propios no nulos
son menores que los primeros, se puede obtener una representacién aproximada de los puntos utilizando
los mayores r valores propios positivos de la matriz de similitud Q.

Para construir las coordenadas principales se calculan los valores propios de la matriz Q. Se toman
los r mayores valores propios positivos de manera que los restantes p — r sean préximos a cero. De este
modo se puede aproximar la matriz de similitud

Q~ (V,A/ ) (AVT) (1.39)
donde V, es la matriz formada por los vectores propios asociados a los r valores propios mayores y Ai/ 2
la matriz diagonal con las raices de los » mayores propios /A; coni=1,---,r.

Definicion 1.29. Dada la matriz de distancias D se definen las coordenadas principales como la matriz
12 . . . . .

Y, :VrA,/ siendo V, la matriz formada por los vectores propios asociados a los r valores propios

mayores y Ai/ ? la matriz diagonal con las raices de los r mayores propios v/A; coni=1,---,r.
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1.6. Relacion entre componentes y coordenadas principales

Teorema 1.30. Las coordenadas principales obtenidas a partir de la matriz de distancias D son equiva-
lentes a las componentes principales de las variables de X.

Demostracion. Con las variables de X, que se asumen de media cero, las componentes principales son los
vectores propios de la matriz %XTX mientras que las componentes principales son los vectores propios
de Q=XX" multiplicados por la raiz de su valor propio asociado v/A;. Demostrar que las componentes
y las coordenadas principales son equivalentes es probar que X’ X y XX’ tienen los mismos valores
propios no nulos y el mismo rango.

Sea a; vector propio de X X con valor propio asociado A;, entonces X’ Xa; = A;a; y multiplicando
en esta expresion por la matriz X se tiene

XX Xa; = A;Xa; (1.40)

de donde se deduce que Xa; es vector propio de XX’ con valor propio asociado A;.

Si n > p, la matriz X7 X tiene rango maximo entonces tendrd p valores propios no nulos que serdn
los valores propios no nulos de XX

Se pueden expresar las p componentes principales mediante la siguiente matriz de dimensiones n X p

Y =XA (1.41)

con A la matriz formada por los p vectores propios asociados a los p valores propios mayores.
Por otro lado, la matriz de coordenadas principales se escribe

vV
Z=1[v,,V,] =VA!/? (1.42)

%

donde V es la matriz formada por los p vectores propios de XX’ de dimensiones n x p y A2 matriz
diagonal p x p.
Como las expresiones (1.41) y (1.42) son iguales, salvo un factor de escala VA, ambos procedimien-
tos conducen al mismo resultado.
]

Dada una matriz de datos centrados X de dimensidn n X p se puede representar sobre un subespacio
de dimensién r mediante la matriz de datos proyectados de dimensién n X r dada por

Y, =XA,

siendo A, la matriz formada por los coeficientes de las r primeras componentes principales de la matriz
de datos X.

Esta matriz de datos coincide, salvo por la matriz diagonal cuyos elementos son las raices cuadradas
de los » mayores valores propios de S, con la matriz de coordenadas principales obtenida a partir de la
matriz D de distancias o de la matriz Q de similitud.



Capitulo 2

t-Distributed Stochastic Neighbor
Embedding (t-SNE)

El principal objetivo que comparten las técnicas de reduccién de la dimensionalidad lineales es repre-
sentar alejados en el espacio de dimension pequefia aquellos puntos que sean mas distintos. Sin embargo,
el principal fallo radica en el caso en el que los puntos se encuentran dispuestos siguiendo un compor-
tamiento no lineal donde el objetivo mds importante es mantener las representaciones de los puntos
similiares. Las técnicas de representacion no lineales tienen como finalidad mantener la estructura local
de los puntos, solucionando asi el problema anterior.

Se describe a continuacidn una técnica no lineal conocida como t-Stochastic Neighbor Embedding
([3], [6] y [7]) que presenta un nuevo y popular método para la representacion de datos de alta dimensién
capaz de mantener la estructura local y global de los datos y de agruparlos en clusters.

A lo largo de este capitulo se buscard obtener una visualizacién de los datos en el plano, pero la
técnica puede generalizarse para encontrar un espacio de dimensién r cualquiera.

2.1. Stochastic Neighbor Embedding

Para entender la técnica presentada en este capitulo es necesario comprender primero la técnica
Stochastic Neighbor Embedding (SNE), ya que se trata de una mejora de la dltima. SNE es un método
probabilistico cuyo objetivo es representar observaciones con muchas variables en el plano manteniendo
la estructura de vecindad entre los puntos del espacio de dimensién grande. La idea principal es convertir
la distancia euclidea entre puntos del espacio de dimensién grande en probabilidades condicionadas que
presentan similitudes.

Definicién 2.1. Dado un conjunto de observaciones {xi,...,X,} dondex; € R? Vi=1,...,n, enla técnica
SNE se define la similitud entre un punto X; con otro X; del espacio de dimension grande como la
probabilidad

L ep(=lxi—x,P/207)

= , 2.1)
W Tigrexp(—xi —x|2/202)

donde se considera d;); = 0.

Esta definicion de similitud representa la estructura de vecindad que el método persigue mantener.
Cuanto mds lejos esté un punto X; del punto x; menor serd la probabilidad de que éste sea escogido como
vecino y, por tanto, de que pertenezca a su grupo.

En la definicién 2.1 aparece la varianza o; de la distribucién Gaussiana centrada en cada punto X;.
No hay un tnico valor 6ptimo del pardmetro para todos los puntos ya que la densidad de éstos puede
variar. Cualquier valor de o; induce una distribucién de probabilidad, P, sobre todos los demds puntos.
Esta distribucién tiene una entropia que aumenta del mismo modo que lo hace o;. El método busca el
valor de o; que produce P; con una perplejidad fijada por el usuario.

10
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Definicién 2.2. La perplejidad se define como Perp(P;)=2"("), donde H(F;) es la entropia de Shannon
de P, medida en bits H(P,) = —Y;d;;log>d ;. La entropia de Shannon es una funcién matemdtica que
corresponde a la cantidad de informacién que contiene una variable aleatoria. A mayor cantidad de
informacién emitida mayor es la entropia, es decir, mayor es la incertidumbre sobre lo que se emite. En
ausencia de consideraciones previas, la entropia serd méxima si todos los simbolos del mensaje emitido
son igual de probables.

La técnica SNE tiene como objetivo representar cada punto x; € R” mediante una variable bidimen-
sional y; € R? manteniendo en el plano las posiciones de los puntos del espacio de dimensién grande.

Definicién 2.3. Dado un conjunto de puntos {y,...,y,} dondey; € R? Vi=1,...,n, en la técnica SNE
se define la similitud de un punto y; con otro y; del espacio de dimensién pequefia como la probabilidad

» o exp(=llyi—ylP)
il Yiriexp(—ly; = vill?)’

2.2)

donde se considera dAi|l- =0.

Si el mapa de puntos y;, y; modela correctamente la similitud entre los puntos X;, X;, entonces la
similitud de los puntos del espacio de baja y de alta dimension serdn iguales, es decir, d;; = Aj|l~. El
método SNE busca los puntos del plano y; que minimizan la distancia entre d; y d i

2.1.1. Similitud entre funciones de distribucion: divergencia de Kullback-Leibler (KL)

Para estudiar la la similitud o diferencia entre dos funciones de distribucién de probabilidad se hace
uso de la divergencia de Kullback-Leibler (KL)' [8].

Definicion 2.4. Dadas dos funciones de distribucion de probabilidad P y Q se define la divergencia de
Kullback-Leibler (KL) como el promedio ponderado de la diferencia logaritimca entre las probabilidades
Py Q, donde el promedio se toma usando las probabilidades P,

_ P(i)
KL(P||Q) =Y P(i)In( —~~= |- (2.3)
,» (i)

Esta divergencia surge de la teoria de la informacion y su objetivo es cuantificar la cantidad de informa-
cién presente en los datos. Puede ser interpretada como una medida de la informacién perdida cuando se
hace uso de una funcién de probabilidad, Q, para aproximar otra, P.

La técnica SNE plantea un problema de optimizacion en el que se quiere encontrar los valores de los
puntos y; del plano que minimizan la distancia entre d;; y d;, es decir, J = Y, KL(d};;||d};;).

Definicion 2.5. Para la técnica SNE se define la funcidn coste del problema de optimizacidn que plantea
a partir de la siguiente expresion
d:
J=Y Y djn (J) 2.4)
i

Jli

donde d;); y d ;i son las probabilidades (2.1) y (2.2) respectivamente.

2.1.2. Proceso de optimizacion: gradiente descendente

La basqueda del valor 6ptimo que minimiza la funcién coste (2.4) se lleva a cabo por medio del
método del gradiente descendente* cuyo procedimiento se basa en ver el cambio en el resultado de la
funcién tras la variacién de pardmetros. Para ello, se necesita la expresion del gradiente de la funcién
objetivo.

I Divergencia de Kullback-Leibler (KL) ver en Anexo A.
2Método del gradiente descendente ver en Anexo B.
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Teorema 2.6. La expresion del gradiente de la funcion coste (2.4) en la técnica SNE viene dada por la
siguiente expresion
aJ
oy~ 2L~ djji+dy;—dy) vi—y;), 2.5)
i j
donde d;; y dA,-‘ j son las probabilidades (2.1) y (2.2) respectivamente.

Demostracion. Se definen las dos variables auxiliares siguientes:

e = |ly;i—y;l, Z=Y exp(—|yi—y?)- (2.6)
il

Derivando en la expresion de la funcidn coste (2.4) respecto de y; se obtiene

o7 o7 | 9l
oy, < FPS aeﬁ) (¥i —¥;)- 2.7)

1
A continuacion, se calculan las derivadas que aparecen en el sumartorio de (2.7) introduciendo la variable
auxiliar Z:

oJ :_deua(zog(dlu)):_Z i (a(zog(cik,Z)) dlog(Z ) Y <de|la(exp( &) 10z

de;; = de;; = de;; de;; = de;; z de;;
(2.8)
De forma andloga, se tiene
— Yy d(exp(—ey)) 19Z
8eﬂ iz | de‘l dej; Z dej;
2
Notar que a(exgi_,e“ ) y a(exgi €,)) no se anulan si k =iy [/ = j, luego continuando en la expresion anterior
ij

se tiene

=2d;; =2} dydy;

oJ dyexp(—e?; 2d; exp(—e?, d,exp(—e?;
SN ) l|] exp( 2)_2_2 k|l p( z]) _ il p( 1])_22 k|l P( 1])
Zdy, il oy

de;; i| j kAl z
Del mismo modo, al derivar con respecto a e;; se obtiene

aJ
—2d;;—2Y dyd;
dej; kzﬂ |

Por tanto, como } ;. di; = 1 se tiene a =2(dy;— d, i)y % =2(d cfj“). Finalmente, se obtiene
Jli

Ji—
el resultado sustituyendo en (2.7) estas dos ultlmas expresiones de la derivada de la funcién coste J con
respecto a €;; y €j;.

O

El primer paso en el algoritmo del gradiente descendente se inicializa muestreando puntos del mapa
al azar mediante una v.a. Gaussiana con 61-2 = 0 centrada en el origen. Luego, iterativamente, se le afiade
una suma exponencialmente decreciente de gradiantes anteriores para determinar los cambios en las
coordenadas de los puntos del mapa.
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Definicion 2.7. Durante el proceso de optimizacién de la funcién coste (2.4) por medio del gradiente
descendente con momento se define la solucién en la iteracion t como la matriz de dimensién n x 2 dada
por la siguiente expresion

donde 7 indica la tasa de aprendizaje y o(¢) representa el momento en la iteracion ¢.

La matriz 1" obtenida en la dltima iteracién proporciona el valor de los puntos del plano que mini-
mizan la funcién coste (2.4). Para detener el algoritmo se presentan dos opciones: fijar un nimero T de
iteraciones al inicio o realizar iteraciones hasta obtener un valor prefijado de la norma de la diferencia de
dos iteraciones Y'") y Y(+1).

2.1.3. Inconvenientes del SNE

El primer inconveniente que presenta la técnica SNE es el coste computacional requerido para el
proceso de optimizacién ya que su gradiente involucra todas las probabilidades de los puntos i y j en
las que aparecen exponenciales. Esto provoca que el gradiente adopte comportamientos diferentes de
manera rapida haciendo que el método no converja.

El segundo inconveniente que se observa es el llamado crowding problem. Para representar dos pun-
tos que en el espacio de mayor dimensién se encuentran medianamente separados, el drea disponible en
el espacio de dimensién pequefa no serd suficientemente grande y se tenderd a representar ambos puntos
separados en el plano. Por tanto, los puntos que se encuentren separados en el mapa de dimensién grande
se encontrardn demasiado lejos en el plano mientras que los que se encuentren préximos en el espacio
grande, en el plano se aplastardn dando lugar a una aglomeracién de puntos [3].

2.2. t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding

En esta seccién vamos a presentar una nueva técnica llamada t-Distributed Stochastic Neighbor Em-
bedding (t-SNE) que mejora los inconvenientes del SNE. La técnica del t-SNE se diferencia de la presen-
tada en la seccién anterior en dos puntos: utiliza una versiéon simétrica de la funcién coste permitiendo
simplificar el gradiente y una distribucion t-Student en vez de la Gaussiana para calcular la similitud
entre dos puntos del espacio de baja dimensidn.

2.2.1. Simetrizacion del método SNE

Definicion 2.8. Dado un conjunto de observaciones {xi,...,x,} dondex; € R? Vi=1,...,n, en la técnica
SNE simetrizada se define la similitud entre un punto X; con otro X; del espacio de dimension grande
como la probabilidad

exp(—||xi —x;|*/20%)

di: = 7
Y emexp(—xe—x[?/20?)

2.9

donde se considera d;; = 0.
Esta definicién puede presentar problemas si el punto X; fuese un dato atipico ya que en ese caso los
valores de d,; serian muy pequefios para todo j y harfa que esos valores no tuvieran peso en la funcién

coste. Para solucionar este problema se definen probabilidades conjuntas d;; como probabilidades con-
d/‘,+d,

dicionadas simetrizadas, es decir, d;; = f" Con esta definicién cada uno de los puntos x; contribuye
en la funcién objetivo.
Ahora, el valor de ¢ es el mismo para todas las observaciones x; coni = 1,...,n segin una perpleji-

dad fijada por el usuario.



METODOS DE REDUCCION DE LA DIMENSIONALIDAD - Maria Quilez Miguel 14

Definicién 2.9. Dado un conjunto de puntos {y,...,y,} dondey; € R> Vi=1,...,n, en la técnica SNE
simetrizada se define la similitud de un punto y; con otro y; del espacio de dimensién pequefia como la
probabilidad
s CXP(_HYI'_Ysz)
Y Ykmexp(—|lyi —ywil?)’

(2.10)

donde se considera d;; = 0.

Definicion 2.10. Para la técnica SNE simetrizada se define la funcién coste del problema de optimizacién
que plantea a partir de la siguiente expresion

J=Y Y djin (‘%) (2.11)
A d;j

donde d;; y d; ;j son las probabilidades (2.9) y (2.10) respectivamente.

Teorema 2.11. La expresion del gradiente de la funcion coste (2.11) en la técnica SNE simetrizada viene
dada por la siguiente expresion

9}’1_4; 5= dij) Vi =), 2.12)

donde d;j y d; j son las probabilidades (2.9) y (2.10) respectivamente.

Demostracion. El desarrollo de la derivada de la funcion coste con respecto a la variable y; es el mismo
que en el teorema 2.6 salvo que, debido a la simetrizacién de las probabilidades, podemos escribir (2.7)
del siguiente modo

ﬂ
ay;

1

aJ  dJ )

‘Z(aeﬁaeﬁ

De esta forma, sustituyendo 5= 9 — =2(d;j— d; ) en (2.13) tenemos la expresion del gradiente que se busca.
O

22 Pes -y;) (2.13)

2.2.2. Solucién del crowding problem

Para la técnica t-SNE se propondra usar la distribucion t-Student con un grado de libertad (distri-
bucién de Cauchy) en lugar de la Gaussiana ya qué posee una cola mds pesada que la dltima. De esta
forma, los puntos involucrados en el crowding problem se encontrardn mas dispersos porque una dis-
tancia moderada en el espacio de dimension grande serd representada por distancia mayor en el plano

[3].

2.2.3. Método t-SNE

En este método se unen el método SNE simétrico y la idea de emplear la distribucién t-Student con
un grado de libertad.

Definicién 2.12. Dado un conjunto de puntos {yj,...,y,} donde y; € R? Vi = 1,...,n, en la técnica
t-SNE se define la similitud de un punto y; con otro y; del espacio de dimension pequefia como la
probabilidad

_ (T+ly;—y; 1%
Y (T4 v —vi») !

(2.14)

donde se considera d;; = 0.



METODOS DE REDUCCION DE LA DIMENSIONALIDAD - Maria Quilez Miguel 15

Definicion 2.13. Para la técnica t-SNE se define la funcién coste del problema de optimizacién que
plantea a partir de la siguiente expresion

J=Y Y djhn (‘”) (2.15)
T J d;j

donde d;; y d; ; son las probabilidades (2.8) y (2.14) respectivamente.

Teorema 2.14. La expresion del gradiente de la funcion coste (2.15) en la técnica t-SNE viene dada por
la siguiente expresion

Ty = 4Ll =d =y )+ =y )7 (2.16)

donde d;; y d; j son las probabilidades (2.8) y (2.14) respectivamente.

Demostracion. El desarrollo del gradiente es andlogo al expuesto en el teorema 2.6 salvo que se toman
las siguientes variables auxiliares:

e =ly;i—y;l, z=Y (1+|ki—-yl»"). (2.17)
kEl

Debido a la simetria de la técnica t-SNE se puede escribir (2.7) del siguiente modo

ay Z 8% -y,) (2.18)

1

~1
Notar que % no se anula si k =iy [ = j, luego continuando en la expresion (2.8) se tiene
ij

8] d dkl(1+el_[) 7 2\—1
— (- 1 +e T TN (g —d) (U yi—y D) (219
de;; ( Zd,]( +eij) +k§[ 7 (dij L+ ly; —y;17) (2.19)

Finalmente, se obtiene el resultado sustituyendo (2.19) en (2.18). ]

Algoritmo del método t-SNE

Se puede describir el algoritmo que sigue el método t-SNE mediante el siguiente pseudocddigo:

Algorithm 1 Algoritmo del método t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding

Input: Conjunto de datos X = {x;,---,X,}
Pardmetros de la funcién coste: Perplejidad Perp p
Pardmetros de optimizacién: nimero de iteraciones T, tasa de aprendizaje 1, momento (t)
Output: Representacion en el espacio de baja dimensién I'T = {y,,--- .y, }
Begin Calcular las similitudes d;;; con perplejidad Perp p
Fijar dl] - di‘j+dj‘i
Inicializar la solucmn YO ={y,--,y,}
fort=1to T do
Calcular las similitudes del espacio de baja dimensién d; i (2.14)
Calcular el gradlente (2 16)
| Obtener Y =10~ ) + 1‘[ gl o(r)(r=D —r(=2)
end for




Capitulo 3

Experimentos

3.1. Introduccion

En este capitulo se pondra a prueba la técnica t-SNE introducida en el capitulo anterior y se com-
parard con la técnica lineal de componentes principales. Con el objetivo de visualizar ambas técnicas se
realizardn varias representaciones bidimensionales de las mismas.

Con respecto a la técnica de t-SNE, se mostrardn las visualizaciones correspondientes al resultado de
aplicarla para diferentes valores de los pardmetros perplejidad y tasa de aprendizaje.

Ademds, para obtener una visién mds general resultard interesante analizar el funcionamiento de am-
bas técnicas de reduccion de la dimensionalidad ante muestras de dimensiones diferentes. Esto permitird
ver si las técnicas de reduccién de dimensionalidad y sus correspondientes pardmetros actian diferente
segin el tamaio de la muestra a analizar. Para ello se considerardn dos conjuntos de datos de diferentes
dimensiones.

3.2. Conjuntos de datos

Como conjunto de datos de menor dimesién se va a analizar el dataset Iris [9] formado por 150
observaciones de la planta iris de las cuales 50 son del tipo virginica, 50 del tipo setosa y 50 del tipo
versicolor. Las variables que aparecen son el tipo de flor como variable categodrica, el ancho y largo del
pétalo y el ancho y largo del sépalo en centimetros como variables numéricas.

Por otro lado, se considerardn los datos de un trabajo reciente sobre adaptacién genética del sistema
inmune de poblaciones humanas [10]. Este conjunto de datos (TMM) corresponde a 967 muestras de
miocitos (glébulos blancos del sistema inmunoldgico) que son sometidas a 4 estimulos viricos y bacterias
o a la ausencia de estimulo. Para cada muestra de miocito se determina por secuenciacién de ARN
los genes que presentan expresiones genéticas diferenciadas y su correspondiente nivel de expresion.
Esto dard un conjunto de 9483 variables para cada muestra de 967 miocitos. Los 4 estimulos a los
que se somente la muestra de miocitos se denota por LPS, PAM3CS4, R848 y un virus de la gripe de
tipo A, TAV; la ausencia de estimulo o grupo de referencia se denota por NS (non-stimulated cells).
Cada muestra de células proviene de un sujeto de ascendencia europea (EUB) o africana (AFB) en un
nimero aproximadamente igual. En consecuencia, se puede entender que las 967 muestras celulares
estan repartidas en 8 grupos preexistentes ascoiadas a las condiciones del estudio. La visualizacién en
un plano de esta muestra permitird comprobar el grado de separacion entre estos grupos y la estructura
local de sus relaciones.

3.3. Resultados

3.3.1. Componentes principales

Al aplicar la técnica de componentes principales al conjunto de datos IRIS se puede ver la figura 3.1a
un cldster bien diferenciado correspondiente al tipo de iris setosa. Sin embargo, para los otros dos tipos de
Iris, aunque si se ven diferenciados, las componentes principales no consiguen separar estos dos cldsters.

16
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Figura 3.1: Analisis por componentes principales.

Como primer intento de analizar el nimero de clisters diferentes en el dataset TMM presentes se-
gun la condicién y poblacion se representan las dos primeras componentes principales (figura 3.1b). Se
identifican los datos coloredndolos por condicién, segtn la bacteria o estimulo viral, y por poblacién,
europeos y africanos. Se aprecian dos clidsters bien diferenciados segtin la condicién y un tercer cldster
de células no estimuladas. Lo mds destacable de este grafico, es que solo se forman cldsters segun la
condicién y no segin la poblacion. Se puede interpretar como que la poblacion no es determinante sobre
la respuesta del monocito ante la presencia de bacterias y estimulos virales.

3.3.2. t-SNE

Se presentan ahora los resultados de aplicar la técnica t-SNE a ambos conjuntos de datos.
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(a) IRIS dataset (perplexity = 15 - learning rate = 200) (b) TMM dataset (perplexity = 50 - learning rate = 200)

Figura 3.2: Gréficos t-SNE.

Con respecto al dataset Iris se pueden ver en la figura 3.2a los tres clisters con mas nitidez que en el
gréfico obtenido a través de componentes principales (figura 3.1a).
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Para el conjunto de datos TMM, en la figura 3.2b, se presentan los diferentes cldsteres segtin condi-
cién mas separados unos de otros que como se obtenia mediante componentes principales (figura 3.1).
Ahora se pueden apreciar cuatro clisters bien diferenciados mientras que con la técnica lineal solo se
apreciaban tres.

Para comprender mejor la implementacion de esta técnica resulta interesante poner a prueba de cam-
bio algunos de sus pardmetros.

Perplejidad

La perplejidad puede describirse como una aproximacién del nimero de vecinos cercanos que tiene
cada punto en el mapa de dimension grande. Se trata de un parametro dificil de ajustar [6].

A la vista de los resultados obtenidos en la figura 3.2, se puede apreciar la diferencia en la magnitud
de este parametro segtin la dimensién del conjunto de datos. Con objetivo de encontrar un valor adecuado
de la perplejidad se va a aplicar t-SNE a ambos conjuntos de datos con diferentes valores del mismo.
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Figura 3.3: Gréficos t-SNE para el dataset IRIS con distintas perplejidades y tasa de aprendizaje 200.
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Figura 3.4: Graficos t-SNE para el dataset TMM para distintas perplejidades con tasa de aprendizaje 200.

Tanto en la figura 3.3 como en la figura 3.4, se puede apreciar un cambio en la representacién bidi-
mensional de los datos ante distintos valores de la perplejidad.

Con respecto al dataset IRIS, se observa en la figura 3.3 que para valores muy pequefios (figura 3.3a)
la visualizacién presenta una nube de puntos dispersados. Por otro lado, para valores mds elevados de
la perplejidad (figura 3.3c), aunque los cldsters se mantienen, se observa que los puntos aparecen mas
alejados dentro de su mismo grupo que con una perplejidad moderada (figura 3.3b).

Para el conjunto de datos TMM, en la figura 3.4 con un valor de la perplejidad muy bajo (figura 3.4a),
aunque se aprecian los diferentes cldsters, no hay espacio entre ellos y los puntos se encuentran muy dis-
persos. Aumentando el valor del pardmetro (figura 3.4b) disminuye la dispersion entre puntos facilitando
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la distincién de los diferentes cldsters. Con un valor de la perplejidad exagerado (figura 3.4c) los grupos
tienden a converger perdiendo la estructura de clister bien diferenciado.

La figura 3.3 y la figura 3.4 reflejan la sensibilidad de la técnica t-SNE ante cambios notables de la
perplejidad: valores pequefios del pardmetro suelen proporcionar mezclas homogéneas con datos disper-
sos y con valores exagerados puede ocurrir que los diferentes clisters se superpongan [6].

Tasa de aprendizaje

La tasa de aprendizaje o learning rate controla el tamafio del paso en el algoritmo del descenso del
gradiente en la optimizacién. Por este motivo, se trata de un pardmetro importante a la hora de minimizar
la funcién coste del algoritmo t-SNE. Si toma valores muy pequefios, el modelo podria tardar mucho en
converger o tomar como solucién 6ptima un minimo local. Por otro lado, con valores muy elevados del
pardmetro, el algoritmo podria no converger a la solucién por haberla saltado [6].

Para ver cdmo afectan estos cambios en el t-SNE, se van a mostrar varias representaciones bidimen-
sionales de los resultado obtenidos con diferentes valores de la tasa de aprendizaje.
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Figura 3.5: Gréficos t-SNE para el dataset IRIS para distintas tasas de aprendizaje con perplejidad 20.
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Figura 3.6: Graficos t-SNE para el dataset TMM para distintas tasas de aprendizaje con perplejidad 50.
Se observa en ambas visualizaciones (figura 3.5 y figura 3.6) que el cambio més notable se da al

tomar una tasa de aprendizaje excesivamente grande ya que los puntos aparecen en el mapa dispersados
sin seguir ningun patrén porque tienden a solaparse.
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3.3.3. Numero de clasters: coeficiente de silueta

Existen diversos criterios que permiten encontrar el nimero de cldsters presentes en un conjunto de
datos. Entre ellos se encuentra el método silhouette que se trata de una medida de lo préximo que esta
un dato a su grupo en comparacion con otros grupos [11].

Se parte de un conjunto de datos agrupado mediante cualquier técnica, k-means! por ejemplo, en k
clisters.

Definicion 3.1. Se define la distancia media entre un punto x; y los demas puntos dentro de su mismo
clister I como

a(x;) = Z d(xi,x;) 3.D
m x jE€l j#i

Se puede interpretar el valor de a(x;) como lo bien que estd el punto x; asignado al cldster I. Cuanto
menor sea su valor, mejor serd la asignacion a dicho cluster.

Definicion 3.2. Se define la distancia media entre un punto x; con todos los puntos de otro clister J como

b(x;) = min — Z d(x;,X;) (3.2)
ki ‘ ‘x ieJ

Se dice que el clister con menor valor de b(x;) es el "clister vecino” de x; por ser el siguiente cldster que
mejor se ajusta al punto x;.

Definicion 3.3. Se define el valor de la silueta de un punto x; del conjunto del datos como

b(xi) —a(xi)

s(xi) = max{a(x), b(x))}’

3.3)

Si se da el caso en el que el nimero de cldsters es igual a 1 se considera s(x;) = 0.

El valor de la silueta se encuentra entre -1 y 1. De acuerdo con la definicién 3.3, un valor préoximo
a 1 de la silueta requiere b(x;) > a(x;) y un valor grande de b(x;) implica que un punto X; estd mal
integrado con su clister vecino. Por tanto, un valor préximo a 1 sugiere que los datos se presentan
agrupados adecuadamente. El mismo razonamiento conduce a que un valor préximo a -1 de la silueta
se debe a valores grandes de a(x;), es decir, seria mds apropiado considerar el punto x; en el cldster
vecino. Finalmente, un valor de la silueta préximo a cero implica b(x;) ~ a(X;), es decir, que la distancia
media entre los puntos de su mismo clister y entre los puntos de otro clister es similar. En este caso se
considera que el punto x; estd en el borde de dos cldsters.

Para agrupar en k clisters se calcula la media de s(x;) que denotamos por 5(k), y esto da un crite-
rio sobre la calidad de esta division. El objetivo es encontrar el valor del nimero de clasters k,,; que
maximiza este criterio

kopr = arg m]fixﬁ(k) (3.4)

Sensibilidad de & a los parametros perplejidad y tasa de aprendizaje

En este parrafo se busca analizar la sensibilidad del nimero de clisters k ante la variacién de los
pardmetros perplejidad y tasa de aprendizaje a partir del coeficiente de silueta. Para ello, se propone la
representacion gréfica del coeficiente para distintos clisters y para diferentes valores de la perplejidad y
de la tasa de aprendizaje (figura 3.7) con el conjunto de datos TMM.

IE] algoritmo k-means es un algoritmo de clusterizacién que agrupa objetos en k grupos segiin sus caracteristicas. La
agrupacion se realiza minimizando la suma de distancias (suele usarse la distancia cuadratica) entre cada objeto y el centroide
de su grupo.
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Figura 3.8: Graficos de calor entre perplejidad y tasa de aprendizaje.

Para un valor pequefio de la perplejidad (figura 3.7a) el nimero de clisters 6ptimo es 6 (figura 3.8b)
ya que tiene el mayor coeficiente de silueta (figura 3.8a) y se obtiene con una tasa de aprendizaje igual
a 800. Sin embargo, se observa que los coeficientes calculados con una perplejidad tan pequefa estin
muy por debajo del resto dando lugar a separaciones de los datos incorrectas, llegando a formar hasta 10
clusters (figura 3.8b).

El mayor coeficiente de silueta (figura 3.8a) se obtiene con perplejidad igual a 50 y tasa de apren-
dizaje igual a 10.000 distinguiéndose 4 clusters (figura 3.8b), coincidiendo con lo obtenido mediante
la visualizacién gréfica de la técnica t-SNE (figura 3.2). En términos del coeficiente de silueta, se pue-
den considerar como pardmetros Optimos en el dataset TMM una preplejidad igual a 50 y una tasa de
aprendizaje igual a 10.000.
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Visualizacién grafica con los valores éptimos

Con perplejidad 50 y tasa de aprendizaje 10.000, se obtiene una visualizacién de la técnica t-SNE
(figura 3.9) en la que se aprecian claramente los 4 clisters que indicaba el coeficiente de silueta (fi-
gura 3.8b). Aunque el t-SNE no consiga separar dos clisters diferenciando los estimulos virales LPS
y PAM3CSK4, dentro del mismo clister la técnica proporciona una visualizacién grafica en la que se
pueden diferenciar.
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Figura 3.9: Grafico t-SNE para valores 6ptimos (perplexity = 50 y n = 10.000).

Para estos valores 6ptimos, se obtiene un coeficiente de la silueta préximo a 0,88 y se consideran 4
los clusters en los que se divide el conjunto de datos TMM (figura 3.10).
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Figura 3.10: Coeficiente de silhouette para distintos valores de k y grafico de silueta con valores ptimos.
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En la tabla cruzada (cuadro 3.1) segin la condicién experimental y el clister al que ha sido asignado
(figura 3.10b), se observa que la agrupacion realizada es muy cercana a la realidad del dataset ya que en
cada cluster aparecen muestras celulares bajo la misma condicién (y de ambas poblaciones, africana y
europea). Cabe destacar que las muestras del tipo LPS y PAM3CSK4 comparten clister, hecho que se
refleja desde el inicio del andlisis (figura 3.2).

clister/condicion | 1 2131 4
IAV.AFB 0198|010
TIAV.EU 098] 1|0
LPS.AFB 86| 0| 0 | 1
LPS.EU 9| 1|01
NS.AFB 2101|0098
NS.EU 2101|0098
PAM3CSK4.AFB |96 | 0 | 0 | O
PAM3CSK4EU (99| 0 | O | 1
R848.AFB 0]0]93|0
R848.EU 1101]97|0

Cuadro 3.1: Tabla cruzada con condicion.

Componentes principales y t-SNE

Por tdltimo, se presenta una comparativa del grafico de silueta con la técnica de componentes princi-
pales para 3 y 4 cldsters (figura 3.11). El promedio del coeficiente de la silueta es mayor con esta técnica
considerando 3 cldsters en lugar de 4 como ya se habia apreciado en su visualizacién gréfica (figura 3.1b).
Por este motivo, la técnica t-SNE proporciona un niimero de cldsters (4 clisters) mds cercano al nimero
real de 5 condiciones experimentales que la técnica de componentes prinipales (3 cldsters).
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Figura 3.11: Gréficas de silhouette para distintos valores de k con el método de componentes principales.

3.3.4. Lectura e interpretacion de los resultados

A la vista de los resultados, en la figura 3.3 y en la figura 3.4 se aprecia que, para valores de la
perplejidad pequefios y con una tasa de aprendizaje moderada, la técnica t-SNE proporciona una nube de
puntos homogénea con apenas espacio entre los clisters. Aumentando el valor del pardmetro se consigue
una mayor separacion entre clisters, aunque con valores excesivamente elevados se llegan a solapar unos
con otros.

Con respecto a la tasa de aprendizaje, se refleja en la figura 3.5 y la figura 3.6 que en un conjunto
de datos de menor dimensién el cambio de este pardmetro de un valor pequefio a uno mas elevado, con
valores moderados de la perplejidad, es mayor que en datasets de grandes dimensiones. Para valores
excesivamente elevados de la tasa de aprendizaje los puntos se dispersan sin ningiin patrén impidiendo
distinguir ninguin cldster.

El coeficiente de silueta permite encontrar el nimero éptimo de clisters k existentes en el conjunto
de datos. Sabiendo que las muestras pertenecen a 5 tipos diferentes de condiciones, la técnica t-SNE se
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acerca mds a dicho valor de cldsters ofreciendo 4 diferentes bien separados, mientras que con la técnica
de componentes principales solo se obtienen 3. Se ha alcanzado un valor promedio de la silueta préximo
a 1 con valores de perplejidad 50 y tasa de aprendizaje 10.000 que se han considerado dptimos para
este ejemplo. Ademads, en el grafico de calor (figura 3.8) se observa que el niimero de clusters k se aleja
del esperado con valores pequefios de la perplejidad mientras que para valores pequefios de la tasa de
aprendizaje se obtiene un nimero de cldsters esperado si se acompafia de una perplejidad adecuada.

3.4. Implementacion en R

La implementacién de la técnica t-SNE se lleva a cabo en R mediante la funcién Rtsne disponible en
un paquete con el mismo nombre [9].

Rtsne (
X, dims = 2, perplexity = 30, theta = 0.5, pca = TRUE, momentum = 0.5, eta = 200
)

3.5. Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, se ha comprobado que la técnica no lineal de reduccién de
la dimensionalidad t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding (t-SNE) ha proporcionado mejores
resultados que la técnica lineal de componentes principales. Ademds, se ha estudiado la sensibilidad del
nimero de clisters ante los dos pardmetros mads significantes en esta ténica no lineal.

= Valores pequefios de la perplejidad provocan una nube de puntos en el plano creando pequeios
clisters inexistentes en el dataset. Aumentando su valor los puntos se juntan definiendo mejor
los diferentes clisters. Sin embargo, un valor excesivamente grande provoca que los grupos se
solapen impidiendo ser distinguidos. Esto hechos también se reflejan en los valores del coeficiente
de silueta ya que los asociados a perplejidades pequefias son muy bajos y proporcionan divisiones
del dataset no correspondientes a las 5 condiciones experimentales.

= Con valores pequefios de la tasa de aprendizaje el nimero de clisters se distinguird siempre que
se realicen un nimero de iteraciones minimo que permitan encontrar el éptimo. Aumentando mo-
deradamente el valor se consigue agrupar los puntos y separar los diferentes cldsters. Si la tasa
de aprendizaje toma valores excesivamente grandes los puntos se dispersan en mapa formando un
circulo indefinido.

En cuanto a la magnitud de ambos parametros se ha apreciado sus valores dependen de la dimensién
del conjunto de datos que se estd tratando, pues conjuntos con muchas observaciones admiten perpleji-
dades y tasas de aprendizaje mayores que datasets con menos observaciones.

Aunque la técnica t-SNE es conocida como una técnica de visualizacidn, ésta puede ser aplicada
como un camino para conocer el nimero de clisters de un dataset y para evaluar la disposicién de los
datos en cada uno de los clusters existentes, es decir, para realizar un anélisis cldster. Este consiste
en agrupar puntos que presenten caracteristicas similares y a su vez separarlos de aquellos que tengan
propiedades diferentes. La técnica t-SNE proporciona una visualizacién de los datos en el espacio de
dimensién pequefia que puede ser Util para obtener una primera aproximacién del ndmero de clisters
o para comprobar si el nimero de cldsters obtenido por otros procedimientos es correcto. A pesar de
conocer estas ventajas, no hay que olvidar que t-SNE no se trata de una técnica enfocada a la agrupacién
sino a la visualizacion de los datos en el espacio de dimensién pequeia.

Este estudio para encontrar la mejor representacion gréfica que proporciona el método t-SNE ha
servido para comprender la importancia de conocer el conjunto de datos con el que se estd tratando.
Por este motivo, el t-SNE puede ser considerada como una técnica de reduccién de la dimensionalidad
de andlisis presupervisado, en lugar de no supervisado, ya que su mejor salida aparece cuando se tiene
conocimiento sobre el conjunto de datos.
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Anexos

Anexo A: Divergencia de Kullback-Leibler (KL)

Dadas dos distribuciones de probabilidad, n < u, se define la divergencia de Kullback-Leibler (KL)
de n a u como

an
KL(ull) = B |05 |.
Lema. La divergencia de Kullback-Leibler (KL) verifica las siguientes propiedades:
1. KL> 0y se da la igualdad si n = U.

2. No es simétrica (no es una distancia).

Demostracion. 1. Se deduce aplicando la desigualdad de Jensen.

E, [logglﬂ <logE, B:ﬂ =logl =0.

La segunda parte se deduce aplicando de nuevo la desigualdad de Jensen para el caso de la igualdad.

0=E, [log?ﬁ] <logE, [?Ij =logl =0.

2. Se sigue inmediatamente de su definicién.
O

Una de las aplicaciones m4s ttiles de la divergencia de Kullback-Leibler (KL) en estddistica estd
relacionada con el método de ajuste de distribuciones por maxima verosimilitud.

Dadas xp,---,x, observaciones independientes de una variable aleatoria de funcién de densidad f
desconocida y se tratan de ajustar dentro de una familia de funciones de densidad f) . Aplicando méaxima
verosimilitud el objetivo es encontrar el pardmetro A que maximiza la funcién

L, = Zlog fa(xi),

que considerando valores de n grandes puede aproximarse como L, = [ f(x)log f; (x) dx. Si a esta tltima
expresion le restamos [ f(x)logf(x)dx se tiene

Falx
[ rtattos reoax~ [ sioeg = [ siayiog (%E)) ax,
que es la divergencia de Kullback-Leibler (KL) entre f) y la verdadera distribucién f. Buscar el pard-
metro A que maximiza la verosimilitud es (aproximadamente) equivalente a encontrar A que minimiza
la divergencia de Kullback-Leibler (KL) entre la distribucion real y la familia de distribuciones parame-
trizadas por el pardmetro.

26
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Anexo B: Método del gradiente descendente

El método del gradiente descendente (GD) es un algoritmo de optimizacién genérico muy utilizado
en algoritmos de Machine Learning que mide cudnto varia la salida de la funcién objetivo si modificamos
alguno de sus pardmetros. Su objetivo es encontrar el valor 6ptimo de los parametros de forma iterativa
que minimizan la funcién objetivo.

Se puede considerar el gradiente como una generalizacion de la derivada que representa la pendiente
en el punto en el que nos encontramos de la funcién objetivo.

Empezamos explicando el método considerando una funcién objetivo J : R — R que depende de un
solo pardmetro @. El algortimo comienza evaluando la funcién objetivo en un punto arbirario y actualiza
el pardmetro siguiendo la siguiente regla

d
D1 = O =15 S (@),

donde n) es un hiperpardmetro que se denomina tasa de aprendizaje y debido a su importancia en el
algoritmo se profundizard en él mas adelante.

De acuerdo con esta expresion, si la pendiente de la tangente es positiva el valor del pardmetro
aumenta y también aumentaria la funcion objetivo por lo que deberiamos movernos en direccién opuesta.
Por el contrario, si la pendiente es negativa el valor de @ disminuye y, en consecuencia, el de la funcién
objetivo, por lo que el algoritmo se mantiene en esa direccion.

J(w)

Figura 12: Gradiente descendente para una funcién J : R — R dependiente de un pardmetro.

En general, dada una funcién convexa J : Q C R" — R se pretende encontrar el pardmetro @ € Q
que minimiza J(®). Para ello se plantea el siguiente algoritmo que se suele inicializar en cero y cada

iteracion se hace en la direccion negativa del gradiente VJ(®) = (g—){l(a)), e 597’((0))

01 =0 — VI (),

donde 7; > 0 es la tasa de aprendizaje. Su principal funcién es controlar la velocidad de busqueda ya
que determina el paso del descenso del gradiente durante el proceso de optimizacién. Determinar este
pardmetro no es trivial ya que si se toma demasiado pequefio (figura 13b) se deberdn realizar varias
iteraciones del algoritmo y puede quedarse atrapado en minimos locales mientras que si se toma muy
grande (figura 13a) puede ocurrir que no converja.

J(w)

w

(a) Elevada tasa de aprendizaje (b) Pequea tasa de aprendizaje

Figura 13: Gradiente descendente para valores diferentes de 1.
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Se puede determinar el valor de 1 resolviendo el siguiente problema de optimizacién

n; € arg min,_oJ (X, —NVJ(x;))

Resolver este problema es comun en problemas de caricter cuadratico y donde la evaluacién del
gradiente es costosa, en otro caso no es aconsejable [12].

Debido a la importancia de este algoritmo de optimizacién existen variantes del mismo entre las que
destacan: gradiente descendente estocdstico y gradiente descendente con momento.

Gradiente descendente estocastico

Para esta variante del método se considera un problema de optimizacion en el que la funcién objetivo
pueda escribirse como un sumatorio, esto es

arg min J(x Ji(x
IQI §2

Asf el algoritmo queda como

O =015 Q‘ ) v
i€Q
donde el segundo término puede ser interpretado como un valor esperado Y. vJ! = E{vJ!}.
El término estocdstico proviene del hecho de considerar en cada iteracion, en vez de la suma sobre
toda la poblacién Q, sumar sobre una muestra S C Q.
De esta forma, el algoritmo que se plantea es

icS

La principal ventaja del método es la disminucién de cédlculo en iteraciones realizadas al seleccionar
una muestra en vez de toda la poblacién. Este algoritmo es ttil cuando la funcién objetivo es la suma
de costos individuales sobre un conjunto muy grande ya que la muestra suele ser muy representativa y
reproduce un valor préximo al de la poblacién.

Sin embargo, hay que tener en cuenta la existencia de datos atipicos (outliers) ya que las muestras
pueden ser robustas a grandes desviaciones.

Si la funcion objetivo tiene muchos minimos locales pequeiios, el gradiente estocéstico permite sua-
vizar la funcién objetivo y reduce el riesgo de tener una convergencia temprana.

Gradiente descendente con momento

El gradiente descendente (GD) se caracteriza por su aproximacion constante hacia el minimo local.
Esta propiedad tiene como principal inconveniente presentar una convergencia lenta en caso de estar
inicialmente lejos del 6ptimo.

El método del gradiente descendente con momento (MGD) propone incluir un término adicional que
tenga en cuenta el valor de la actualizacién aplicada en la iteracion anterior, de esta forma se estardn
teniendo en cuenta los gradientes anteriores ademds del actual. El gradiente actual se multiplicara por la
tasa de aprendizaje (1) y el valor de la actualizacién anterior por una constante conocida como coeficiente
del momentum ()

041 = O+ Yy,
siendo Vo, = a(t)Vay—1 — 0,V (x;).
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