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Prologo

Las particiones de enteros forman parte una de las ramas mds importantes de las matematicas, en
particular de la combinatoria. Han sido objeto de estudio desde los antiguos mateméticos griegos hasta
la actualidad. Uno de los principales precursores, y sin duda debe ser nombrado en cualquier estudio de
particiones, es el famoso matemético Leonhard Euler, el cual dedicé parte de su vida al estudio de éstas.
Sin embargo, la teoria de particiones ha evolucionado a lo largo de los afios, interesando a matematicos
de la talla de Srinivasa Ramanujan. El matemético de origen hindd, aporté importantes resultados sobre
particiones, especialmente en cuanto a divisibilidad y crecimiento asintético.

Este trabajo se centrard principalmente en el estudio del nimero de particiones de un entero n. A
lo largo de los capitulos 1 y 2 se abordard de pleno ésta cuestion. En ellos, se tratard de exponer como
manejar las particiones y se introducirdn conceptos como los diagramas de Ferrer, una forma gréfica
de ver una particién. La mayoria de resultados de estos dos primeros capitulos son la base de todo
trabajo de particiones y estdn basados principalmente en las funciones generatrices. El dltimo capitulo
estd destinado a una subrama de la teoria de particiones, las Young Tableaux, las cuales son estudiadas
también en algebra por su profunda relacién con las representaciones del grupo simétrico.

En resumen, el objetivo principal del trabajo serd el de establecer la base matematica de la teoria de
particiones de enteros, para, de manera progresiva, adentrarse en resultados mas especificos de recurren-
cia y crecimiento de la funcién de particiones.
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Summary

The integer partitions are part of one of the most important branches of mathematics, particularly
of combinatorics. They have been subject of study since the ancient greek mathematicians to nowadays.
One of the main precursors, and no doubt must be named in every partitions studies, is the renowned
mathematician Leonhard Euler, who dedicated part of his life to the study of this area. Nevertheless, the
partitions theory has evolved over time, engaging mathematics such as Srinivasa Ramanujan. The indian
mathematician brought in results about partitions, especially about divisibility and asymptotic growth.

The work will consist of an introduction to partition theory. It is divided into three chapters, which
deal with the most important topics in the study of partitions.

= Chapter 1:The first chapter contains the most important part of this paper. It will define the concept
of the partition of an integer n as a sequence (x1,x, ...,x;) of positive integers such that,

n=x1+x+...+x with x; > x> ... >x; for 1 <k <n,

and p(n) as the total number of partitions of n. Thus, the main objective will be to find the value
of p(n). To do this, the concepts of generating functions and Ferrers diagrams will be introduced.
Both will help to demonstrate most of the results. One of the most important in this chapter will be
Euler’s Theorem, which proves that the generating function associated with the sequence p(n) is,

P = ¥ p =[]

n>0 i>1

Another important result of Euler is to calculate the generating function of the partitions in different

parts, .
Z d(n)?" =] +2).

n>0 i>1

Thanks to all this results, and to the Pentagonal Numbers Theorem, we will be able to calculate a
recursive formula for computing p(n),

p(n) = il(—l)’"+1 [p(n—w(m)) + p(n—w(—m))].

Finally, we will prove the Jacobi Triple Product Theorem, which is basically a generalization of
the Pentagonal Theorem,

H(l7q2n)(1+q2n—lt)(1+q2n—1t—l) — Z qrztr'

n>1 y=—o0

= Chapter 2: This second chapter will deal with the asymptotic growth of p(n). The asymptotic
formula for his most famous calculation is that of Ramanujan,

[ VED
n)~ e"V i3 when n — oo.
p(n) 4n\/3

v




Although in this work it will not be demonstrated due to its complexity, we will be able to establish
that the asymptotic growth of the sequence p(n) is less than,

T
e 3,

n
that is, that the main term of Ramanujan’s expression. At the end of the chapter, the asymptotic
growth of py(n) will be estimated like

nk—l

P~ T

= Chapter 3: The final chapter will study the standard Young Tableaux. The goal will be to count
the number of Young Tableau of a given shape. For this, some results will be shown previously,
which will help in the proof of the main theorem of the chapter, the hooklength formula. All of
these results will use Vandermonde determinant,

A(xl,...,xm) = H (xi—xj).

1<i<j<m

The hooklength formula counts the number of Young Tableau of a given shape and its expression
is,
n!

A = .
! [1h:;

Summing up, the paper aims to introduce the reader to the basic theory of partitions, showing how deal
with them. Mainly, it will deal with the problem of counting the number of partitions of n. This question
will be fully developed in the first two chapters. The last chapter will be focused on an important sub
branch of partition theory, the Young Tableaux.
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Capitulo 1

Nociones generales sobre particiones de
enteros

[
1.1. Introduccion
Definicion 1. Una particién de un entero positivo 7 es una forma de descomponer n como suma de
enteros positivos. Dos sumas se consideraran iguales si solo difieren en el orden de los sumandos. Dicho
de otra manera, una particién de n es una secuencia (xj,xz,...,x;) de enteros positivos tal que,

n=x1+x+...4x con x;y >xy>...2>2x para 1 <k <n.

Se llama parte de la particién a cada x;, coni=1,...,m.
Se define py(n) como el nimero de particiones de n en k partes y denotaremos por p(n) al nimero
total de particiones de n, es decir,

p(n) :=pi(n) +pa(n) + ...+ pu(n).
Donde por convenio p(0) = 1.

Ejemplo 1. Sea n = 4, entonces todas sus particiones son,
1+1+1+4+1,24+1+1,2+2,34+1,4

Es decir, p(4) =5, p1(4) =1, p2(4) =2, p3(4) = 1y psa(4) = L.

Resulta facil de calcular p(n) para valores pequefios de n pero, ;Qué ocurre cuando n — oo?. El
objetivo de este capitulo es el de dar una férmula de recurrencia para el cédlculo de p(n). Para ello, se han
de comprender previamente, resultados y conceptos basicos sobre particiones de enteros, como lo son su
representacion gréfica, los diagramas de Ferrer.

1.2. Diagramas de Ferrers

Definicion 2. Un diagrama de Ferrers consiste en una matriz de puntos o de cuadrados en su defecto,
utilizado para representar una particion. Cada fila estd asociada con una de las partes de la particién, con-
teniendo ésta tantos cuadrados como indica la parte. Se colocan en orden descendente segtin el tamafio
de la fila.

Ejemplo 2. Sea la particién 20 =5+ 5+4+3 42+ 1, su diagrama de Ferrers asociado es,

1



2 Capitulo 1. Nociones generales sobre particiones de enteros

Los diagramas de Ferrers serdn de gran utilidad a la hora de demostrar la mayoria de resultados a lo
largo de este capitulo.

Definicion 3. Sean = x; + ...+ x; una particion, entonces su conjugada se define como la particion que
resulta de intercambiar las filas por las columnas del diagrama de Ferrers asociado a la particion original.

Ejemplo 3. Sea la particiéon 20 =5+544+3+2+1, su conjugada serd 20 =6+5+4+3 +2,

Proposicion 1. El nimero de particiones de n, cuya parte mds larga es k, es igual al nimero de particiones
de n en k partes.

Demostracion. Notar que para toda particién cuya parte mas larga es k, su conjugado tiene k partes. Esta
relacion entre particién y conjugado es biyectiva, luego se tiene el resultado. O

Proposicién 2.
pr(n) = pr—1(n—1) + pr(n—k).
Demostracion. Larelacion anterior proviene de una disyuncién de casos entre las siguientes particiones.
= Las particiones en k partes en las que, al menos, una de sus partes es 1, y hay exactamente py_; (n—

1). Agregando la parte 1 a una particién de n — 1 en k — 1 partes, se llega a una particion de n en k
partes, con la tltima parte 1. Este proceso viene reflejado en la Figura 1.1.

= Y las particiones en k partes donde todas sus partes son iguales o superiores a 2, donde hay exac-
tamente py(n — k). Aumentando cada parte en 1 en una particiéon de n —k en k partes se llega a una
particion de n en k partes. Este proceso viene reflejado en la Figura 1.2.

Notar que la suma de ambos tipos de particiones es igual al nimero de particiones de n en k partes.
O

Figura 1.1: Particiones con al menos una de sus partes 1



Figura 1.2: Particiones con todas sus partes igual o superiores a 2

Notar que esta dltima proposicién muestra una férmula de recurrencia para el célculo de p(n), ya
que,

p(n) = pi(n) +pa(n) + ...+ paln).

Luego se puede formar una tabla con los primeros valores de p(n),

pi(n) k p(n)
n [1]2]3]4][5]6]7]8

R 1
2 |11 2
3 111 3
4 J1]2]1]1 5
5 12211 7
6 [1[3[3]2]1]1 11
7 [1]3]4]3]2]1 15
8 |1[4]5]5]3 1] 22

Sin embargo, este algoritmo es poco eficiente, pues tiene un crecimiento de orden cuadritico en
funcién de n. Més adelante se dard otra forma de calcular p(n) de forma mas eficiente.

Veamos a continuacién otra herramienta que serd de utilidad para el estudio de particiones, las fun-
ciones generatrices. Ayudaran a determinar el niimero de particiones de un entero n y supondran la base
de los resultados mds importantes de este capitulo.

1.3. Funciones generatrices

Definicion 4. Dada una sucesion a;, se llama funcién generatriz ordinaria asociada a a,, a la serie formal
F(z) = Z a,7".
n=0

Notar que F(z) no es un nimero salvo que la serie converja. Sin embargo, por lo general no se
utilizaran valores numéricos, sino que la mayoria de resultados se centran en sus desarrollos formales.
El objetivo de esta seccién es calcular la funcion generatriz de la sucesion p(n).

1.3.1. Método simbdlico

El método simbdlico es un proceso el cual permite relacionar el nimero de particiones de n con las
funciones generatrices, dando para éstas ultimas una expresion formal en forma de producto.

Aunque es un proceso valido para contar todo tipo de particiones, el método se planteard para parti-
ciones con ciertas restricciones en sus partes. Una vez establecido para este tipo de particiones, resultara
sencillo proceder con €l para particiones a contar con menos restricciones.

El método simbdlico establece una biyeccidn entre,



4 Capitulo 1. Nociones generales sobre particiones de enteros

El nimero de soluciones de Los sumandos de grado n que aparecen

n=xi+x+...+x, x€NUO — k ,
P o enel desarrollode [(1+z;+...+27)

cuando x; <r; con r;>0 =1

El paréntesis derecho muestra la expresion,

k
(+zj+... 42 ) =(+a+zg+...+2)I+2+5+...+F) - (I+a+z+...+2)
=1

J

cuyo desarrollo estd constituido por sumandos de la forma,

'yt para 0<x;<r;.
Haciendo que z; = z, V/, todos los monomios de la forma z}'z3* - - - z;* paralos que x; +...+x, = n serdn
del tipo
I =

k ,
Es decir, a cada sumando descrito como antes, del desarrollo [] (1+z;+... —|—z;’ ), le corresponde una
=1
solucion de
n=xy+x+...+xx
0<x;<r;, rj >0

Teorema 1. El nimero de soluciones de

n=x1+x2+...+x; (1.1)

0<x;<rj, rj=0 )
es igual al coeficiente de z" en el desarrollo de

k

[T +z+...+27) (1.2)

j=1

Demostracion. Aplicando el método simbélico como antes, cada solucién de 1.1 estd asociada a un
sumando del desarrollo de 1.2 del tipo

=
luego cada solucidn de 1.1 aporta 41 al coeficiente de 7" en el desarrollo de 1.2. O

Proposicion 3. Sea f(n) el nimero de soluciones de

(1.3)

n=x1+x2+...+x;
x>0, Vi<k

Entonces la funcion generatriz de f(n) es

FE) =[] +2+24.0) = <1)k
=1

i 1—z

y por consiguiente



Demostracion. El método simbdlico establece una biyeccion entre el niimero de soluciones de 1.3 y los
sumandos de grado n que aparecen en el desarrollo de

k
[Ta +z,+zj )
j=1
luego si z; = z se tiene que
k 1 k
=[]0 +z+2+..)=(1+z+2+..) = (1 z)'
=1 N

El nimero de soluciones de 1.3, f(n), coincide con el coeficiente de z” del desarrollo anterior, luego
aplicando el Teorema del binomio generalizado de Newton,

1\ & /m+k-1\, & [n+k-1\,
(=) -5 ()50

fn) = ("‘,’;ﬁ 1)-

Luego

O
Proposicion 4. Sea f>(n) el nimero de soluciones de
n=x1+x2+...+x;
{xiZI, Vi<k (1.4)

Entonces la funcién generatriz de f>(n) es

k k

:g(z+zz+z3+...) = 0=

o= ({2)):

Demostracion. Notar que, aplicando el método simbdlico, cada solucién de 1.4 estd asociada a un su-
mando de la forma

y por consiguiente

4'zy gt para 1 <x;j,

del desarrollo )
[TGi+5+2+..0),
j=1

puesto que se exige que x; > 1, V.

Sea z; = z, entonces se tiene que
J

k

k 4
(z4+22+2+..) =
JUl (1—2)

Por consiguiente, el nimero de soluciones de 1.4, f>(n), coincide con el coeficiente de 7 del desarrollo
anterior. De nuevo por el Teorema binomial,

P fay S Gay

m=0




6 Capitulo 1. Nociones generales sobre particiones de enteros

LG
faln) = <Z:i>

El nimero de composiciones de n se define como el nimero de soluciones de 1.4, (’Zj) Luego
la proposicién anterior es otra demostracion alternativa a la usual en combinatoria. Notar que no es lo
mismo el nimero de composiciones de n en k partes, que el nimeros de particiones de n en k partes. De
hecho, como usaremos en el capitulo dos, las k permutaciones de pi(n) son mas que las composiciones.

(Z: i) < klpi(n).

1.4. Teorema de Euler y formula de recurrencia para p(n)

Tomando n =m+k se llega a

Luego

O

Dejando por ahora de lado las particiones en un nimero determinado de partes, centrémonos en la
funcion de particiones p(n). El objetivo de esta seccidn, serd el de calcular la funcién generatriz del
nimero de particiones p(n) para, més adelante, obtener una férmula de recurrencia de p(n).

Teorema 2 (Euler). La funcién generatriz de p(n)

€S,

Demostracion. Notar que p(n) es también el nimero de soluciones de

n=y1+2y;+3y3+...+ny,
yi=0, 1<i<n ’

puesto que cada término iy; representa las y; veces que aparece la parte i en la particion.
Al no haber restricciones de partes, no hay més que aplicar el método simbolico al producto infinito

oo

[Ta+zi+5+5+..)=(0+a+g+a+..)I+2+5+3+...) .

j=1
Cada sumando en el desarrollo es de la forma z{‘ -zgz ~z§3 -++, realizando el cambio de variable, z; = 7,
se obtienen sumandos de la forma

1-y1 _2-y5 _3-
Iy }2Z3y3_,,

Y por tanto, el coeficiente de 7", coincide con el nimero de soluciones de, 1-y; +2-y,+3-y3--- =n,
que ya se ha visto que es una particion de n. De esta manera, es claro que p(n) es el coeficiente de 7 en
el desarrollo de

= 1

1—7/°

I+ +2+27+..) =

s

I
—_

J Jj=1

es decir, la funcién generatriz de p(n).



A continuacion, se estudian una serie de ejemplos donde se modifica la sucesion a estudiar. Es decir,
se introduciran ciertas restricciones a las particiones que se cuentan.

Ejemplo 4. Sea c(n) el nimero de particiones de n sin la parte 2. El objetivo, como ya se ha visto, es
encontrar el coeficiente de 7", pero esta vez en la serie Y, ¢(n)z". Recordar que,
n>0
P@)=(1+z+Z+2+.. )1 +2+2+L2+. )0+ +L5+20+..) ...

Como se quiere contar las particiones que no tienen la parte 2, solo hay que eliminar de P(z) el factor
que la codifica, es decir, (1+ 24+ 4+. .). Por consiguiente,

1 1 1 1-22 1
n— 1 = =1 =2)P(2).
Y c(n)z -z 1-23 1—z1-221-23 (1=2)P)

n>0

Proposicion 5. Sea d(n) el nimero de particiones de n en partes diferentes. Entonces,

Z dn)" = H(l +27).

n>0 =1
Demostracion. Teniendo en cuenta que
P(2)=(1+z+2+2+. )1+ 2+ +L2+. )0+ +L5+ 22+,

para este caso se quiere que todas las partes sean distintas. Es decir, si cada sumando en el desarrollo del
producto es de la forma z'¥1 - z%2 .., o0 bien yj=10y;=0,asf

Y d(n)" = Hfl,zij =(1+2)(1+2)(1+2) - =] +2).

n>0 i>1i=0 i>1
O

Ejemplo 5. Sea d;(n) las particiones de n cuyas partes sean todas distintas y potencias de dos. Razonan-
do andlogamente a los casos anteriores, se tiene que,

Y dr(n) =[J(1+2) = (1 +2) 1+ (1 +2)...

n>0 j=>0
1-21-41-72 1 5 3
I 1-21_A 12 +zZ+7°+z2

Que, como ya se ha visto, representa las particiones de n cuando todas sus partes son 1, la cual es tnica.

Proposicion 6. El nimero de particiones de n en partes diferentes es igual al nimero de particiones de
n en partes impares.

Demostracion. Como
P(2)=(1+z+2+2+. )1+ +2+L2+. )0 +2+L5+ 20+,

y se quiere contar las particiones de n en partes impares, los factores de P(z) cuyos monomios sean todos
pares no apareceran. Es decir, si I(z) es la funcion generatriz asociada al nimero de particiones de esta
forma entonces,

1 1 1 1
I(Z):Hl 21 | _1-P1-p

>1 1=z

1—21-71-2° 2 3 .
= o=(1 1 1 L= 1+7
T 1-21=2 (14+2)(1+27)(142) IIJ( +7)

que por la proposicién 5, la tltima expresion cuenta las particiones de n cuando las partes son distintas.
O



8 Capitulo 1. Nociones generales sobre particiones de enteros

Uno de los resultados mds sorprendentes e interesantes sobre particiones, es el de encontrar una
férmula de recurrencia que permita calcular p(n) . Este hallazgo fue realizado por Euler en 1775. Para
ello, se debe demostrar un resultado previo que involucra a (P(z))~!, y también, sorprendentemente, a
los ndmeros pentagonales.

Definicion 5 (niimeros pentagonales generalizados). Se llama nimero pentagonal generalizado a cual-
quier ndmero de la forma

3m*—m
w(m) := —5

Los primeros nimeros pentagonales son

_ 3m*+m

7 m=1,2,...

o w(—m)

m 1123 145|617 8 9 10
wm) (15|12 (2235|5170 92 | 117 | 145
w(m) | 2|7 | 15|26 |40 |57 |77 | 100 | 126 | 155

Teorema 3 (Pentagonal).

() =TT = 14+ E (1 42,

k>1 m>1

Demostracion. Notar que la expresion de la izquierda es la inversa de la funcion generatriz que cuenta
las particiones de n. Como se ha visto en la proposicion 5, [T;> (1 + 7') cuenta las particiones de n cuando
todas las partes son distintas. Falta ver pues qué codifica la funcién generatriz [];> (1 — 7).

Como ya se ha repetido a lo largo del trabajo, se debe calcular el valor del coeficiente de 7" en el
desarrollo del producto ;> (1 — 7). Por la proposicién 5, es claro que cada sumando de dicho desarrollo
es de la forma,

(—1)71Z (=122 (=1)z2 ... donde y;=0,1 Vj

Como y; = 0,1, es claro que cuenta particiones donde cada parte es tnica en la particion. Ademds,
se tiene que

Si Y y; es un niimero par == aporta + 1 al coeficiente de z".
J
Si } y; es un nimero impar = aporta — 1 al coeficiente de z".
J
Luego el coeficiente de 2" en [];> (1 — ') cuenta el ndmero de particiones de n en un nimero par de
partes distintas menos el nimero de particiones de n en un nimero impar de partes distintas.
Considerar ahora un diagrama de Ferrers de una particién de n con partes distintas.

Figura 1.3: diagrama de Ferrers para23 =7+6+5+3+2

Se define base del diagrama, b, como el nimero de cuadrados de la tdltima fila, o lo que es lo mismo,
b = xi, con x; la menor parte de la particibon n =x; +...+x,con l <k<nyx; >x>...>x. Enla
Figura 1.3, la parte coloreada de verde es la base del diagrama, b = 2. Se define la pendiente del diagrama,
s, como, empezando por la parte de mayor tamafio de la particidn, el nimero de partes consecutivas que
se diferencian de la anterior en exactamente 1.



En la Figura 1.3, la parte coloreada de rojo corresponde a la pendiente, luego para la particién n =
7+6+5+3+2,s=3. Se definen ahora, dos operaciones sobre el diagrama con estos dos valores, las
cuales se denotardn por @'y f3.

= Operacién o: Si b < s, entonces, se eliminan los elementos pertenecientes a la base y se anaden
como una nueva pendiente paralela a la inicial. Es decir, se afiaden b cuadrados a las primeras b
filas, uno por fila.

Notar que como b < s el diagrama pasa a tener una fila menos, como puede observarse en la Figura
1.4. Esto implica que la paridad del nimero de filas cambia.

L

Figura 1.4: Operacién o

Sin embargo, hay una excepcién de uso a la hora de realizar la operacién «, si b = s y la base
y la pendiente tienen un cuadrado en comun. Esto se debe a que como muestra la Figura 1.5, la
operacion no puede realizarse por definicién del diagrama de Ferrers.

Figura 1.5: Excepcién para la operacién o

Notar que la excepcion para realizar la operacién & solo puede ocurrir si

n=2b—1)+(2b—2)+...4+(b+1)+b

Es decir, si 7 es de la forma n = (26— 1)+ (26— 2) ...+ (b+ 1) + b = 2= — (b)

= Operacién B: Si b > s, entonces, se eliminan los cuadrados pertenecientes a la pendiente y se
colocan como nueva base del diagrama.

Claramente realizar esta operacion afiade al diagrama una fila mas, como puede observarse en la
Figura 1.6. Por este motivo es claro que realizar la operacién 3 cambia la paridad del nimero de
filas del diagrama.

-

Figura 1.6: Operacién 3
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Como antes, hay un caso particular para el que no se puede realizar la operacién B. Sib=s+1y
la base y la pendiente tienen un cuadrado en comiin. Esto se debe a que, como muestra la Figura
1.7, realizar esta operacidn para este caso en particular hace que el diagrama tenga dos filas con
el mismo nimero de cuadrados, o lo que es lo mismo, la particién asociada al diagrama tiene
dos partes iguales. Esto contradice el hecho de querer contar particiones cuyas partes sean todas

distintas entre si.

Figura 1.7: Excepcidn para la operacién f3

La excepcion para realizar la operacién 3 solo puede ocurrir si
n=2s+2s—1)+...4+(s+2)+(s+1)
. . 2
Es decir, sin=2s+ (25— 1) +...+ (s +2) + (s + 1) = 2 = w(—s)

Tras un poco de observacion, realizar una operacién sobre un diagrama que no cumpla ninguna de
las excepciones, devuelve otro tal que al realizarle la operacidn contraria, se vuelve al diagrama original.
Es decir, siempre que se pueda realizar alguna de las operaciones sobre un diagrama, se podra aplicar la
otra para volver al original. Ademads, cada operacién cambia la paridad del nimero de filas, o lo que es
lo mismo, la paridad en el nimero de partes en la particion.

Recapitulando, si n # w(m) # w(—m), se tiene que para cada particién hay dos diagramas de Ferrers
equivalentes de distinta paridad respecto al nimero de filas. Luego el nimero de particiones con un
nimero par de partes distintas es igual al de las impares, es decir, el coeficiente de 7" en el desarrollo de
la funcion generatriz [~ (1 — ) serd 0. Sin embargo, si

n=w(m) o n=w(—m) con m>1,

el coeficiente de 7" serd 41 si m es par y —1 si m impar, que traducido a funciones generatrices,

(P(2)) " =1+ Y (=1)"(@ 4270,

m>1

Asi, gracias a este resultado, es posible encontrar una férmula recursiva para el célculo de p(n).

Teorema 4. Sea p(n) = 0 paran < 0. Entonces paran > 1,
pn) =Y (=1)""[p(n—w(m)) + p(n—w(—m))].
m=1

Demostracion. Del Teorema 2 y del Teorema 3, se tiene que

P =11 L= Yo, (P =TI =14 X (1) 42

_ i
L 1 m>1

respectivamente.
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Sabemos que si G(z) = (F(z))" !y,

F(z)=fo+ fiz+...+ fud"+...
G(z)=go+g1z+...+ 8" +...

entonces,
1\ &
fn = <g0> izzlgifnfi

Que traducido a nuestras funciones F(z) = P(z) y F~! = (P(z))"!, se tiene que la suma anterior tiene
sumandos nulos excepto cuando i = w(m) o i = w(—m), por lo explicado en el Teorema pentagonal.
Ademids gg =1y fo =1, luego

p(n)=(=1) i (=1)"[p(n—w(m))+ p(n —w(=m))].

m=1

O]

Aunque esta formula resulta ser de gran utilidad y permite realizar una tabla con los primeros valores
de p(n), es poco eficaz para valores grandes de n.

1.5. Triple producto de Jacobi

Para entender en cierta medida la demostracion de este teorema, es necesario introducir las funciones
generatrices en dos variables.
Llamaremos B(n,m), al nimero de particiones del par de nimeros (n,m) en nimeros (r,s) con r > 0,

s>0yr+s>0ytal que
n:Zr y m:Zs

Ademds B(0,0) = 1. Es decir, el nimero de formas en que x"y™ puede ser expresado como producto de
uno o mds factores de la forma x"y*.
Por ejemplo, las particiones del par (n,m) = (3,1) son

(3,1),

(3,0)+ (0. 1),

(2,1)+(1,0),

(2,0)+(1,1),

(1,0) + (1,0) + (1, 1),
(0,1)+(1,0) +(2,0),
(0,1)+(1,0)+ (1,0) +(1,0),

luego B(3,1) = 7. Por el método simbdlico se tiene que la funcion generatriz de B(n,m) es,

oo oo 1

FOoy) =3, Y, Bnmpxy" = [] 77—
n=0m=0 r,s>0 ( —Xy )
r+s>0
Sea D(n,m) el nimero de particiones del par (n,m) en partes distintas. Por la Proposicién 5, la funcién

generatriz asociada a D(n,m) es,

Y Y Dnomy" = [T (1+xy).
n=0m=0 r,s>0
r+s>0
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Luego la funcién generatriz

oo

Z i32<”7m)x"y’":n(1+xl =1y

n=0m=0 >1
cuenta el nimero de particiones en partes distintas de la forma
(a,a—1) para a>1,
la cual resultard de utilidad en el siguiente resultado.
Teorema 5 (Triple Producto de Jacobi).
H(l _q2n)(1 +q2n—lt)(1 +q2n—lt—l) _ Z qr2tr'
n>1 r=—oo
Demostracion. Reescribiendo la igualdad como,
H(l +q2n71t)(1 +q2n71t71) — Z quZr H(l _ q2n —
n>1 r=—oco n>1
y sustituyendo x = gt e y = gt !, se tiene que

[TIC 2y D1+ Z x27rhy, DT -xy (1.5)

n>1 r=—o0 n>1

La parte izquierda de 1.5 cuenta el nimero de particiones del par (n,m), que por lo mencionado anterior-
mente, serdn en partes distintas de la forma,

(@,a—1), (b—1,b) ab>1, (1.6)

el cual denotamos por a(n,m). Es decir, la parte izquierda de 1.5 es la funcién generatriz

Y Y a(n,m)xy".

n>1m>1

Por el otro lado, haciendo uso del Teorema 2, se llega a que,

[Ta-xy)"'=Y pli)r

n>1 k>1

Luego se tiene que

Z Z a(n’m)xnym _ i x%r(ﬂrl)y%r(rfl) Zp(k)xkyk

n>1m>1 = Py
= Zp Z xzr r+1 rr 1) kyk (17)
kZl r—=—o0
- Zp(k) i x%r(r+1)+ky%r(r_1)+k.
k>1 =

Por consiguiente, para un n, m fijos, X"y" = x2"+D+kyar=1+k g decir, n = k + Irr+1) ym=
k+5 Lr(r—1). Notar que si r > 0 entonces n > m, si r <0,m >nysir=0 entonces necesariamente
m = n. Es claro que, despejando r, se tiene que »r = n—m, y ademds k =n— 5 (r—|— ). Queremos
demostrar 1.7, luego si mostramos una biyeccidn entre los coeficientes de ambas partes de la igualdad
quedaria probado el teorema. Igualando coeficientes se tiene que

at(n,m) = p(k) = pln = 57(r+ 1) = pla— 3 (n = m)(n—m+ 1)) (18
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con p(k) =0 si k < 0. Para probar 1.8, como ya se ha explicado, mostraremos una correspondencia (1, 1)
entre las particiones que cuenta o/(n,m) y las que cuenta la parte derecha de la igualdad.

Notar que por definicién, si a(l,t) con [,¢ fijos tal que [ > ¢, entonces o (l,7) = a(t,l). Luego sin
pérdida de generalidad por simetria, tomamos n > m. Demostremos que cada particién de (n,n —r) en
partes distintas de la forma de 1.6 tiene una correspondencia biyectiva con la expresion para n de la forma

v+r \4

n=Y a+)y (b—1), 1<ai<ar<..., 1<b<by<... (1.9)
t=1 =1

para algtn v > 0. Notar que si k < 0 entonces, n < %r(H— 1)y p(k) =0, luego 1.9 no tendria solucién,
ya que

r r 1
a, > t=—-r(r+1).
Z:ZIZ_I:ZI Sr(r+1)

Si k =0, se tiene que p(k) = p(0) = 1, luego hay una tnica solucién para 1.9, correspondiente a
cuando v =0y a, =t. Asi pues, sea k > 0. Tomemos un diagrama de Ferrers de k cuadrados.

Figura 1.8: diagrama de la particion 32 =9+9+6+4+3+1

Se procede ahora a modificar el diagrama de tal manera que se afiaden r filas en lo alto del mismo, de
logingitud r,r — 1,...,1. En la Figura 1.9 se ha modificado el diagrama de la Figura 1.8 de esta manera
parar =2.

Figura 1.9:

Es claro que el diagrama resultante de esta operacion pasard a tener k + %r(r—i— 1) = n cuadrados.
Una vez afadidos los %r(r—i— 1) cuadrados, se procede dividiendo el diagrama en dos partes. En la Figura
1.10 queda reflejada esta division.
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Figura 1.10:

Los cuadrados coloreados de gris corresponden a una escalera descendente desde la primera fila y
los blancos al resto. La parte gris consta de r + v columnas, que en este caso son 2+ 3 = 5. Notar cada
columna tiene un nimero de cuadrados diferente por construccién. Ademds el ndmero de cuadrados

por columna corresponden con los a,4,,a,1,—1,-..,a; de 1.9. La parte blanca esta formada por v filas
las cuales contienen un nimero distinto de cuadrados entre si. Razonando andlogamente, el nimero de
cuadrados de cada fila corresponde con los b, —1,b,_1 —1,...,b; — 1 de 1.9 (la dltima fila puede estar

vacia). Notar que
1
ayir+ayir1+...+a1+b,—1+b,_1—1+...+b1—1 :k+§r(r+1).

Este proceso se puede realizar de manera inversa partiendo de 1.9 y eliminando del diagrama los %r(r—i— 1)
cuadrados de la parte superior, llegando a una particion de k. Luego estd probada la biyeccidn entre los
pares (n,n—r) y la expresion 1.9, puesto que

v+r v

n—r= Za,—l—Z(b,—l)—r,
=1 t=1

que traducido al proceso anterior, consiste en afiadir al diagrama %r(r — 1) cuadrados, verificindose que

m=Y(a; — 1)+ Y b,. Puede verse en la Figura 1.11

Figura 1.11:

Por consiguiente, o(n,m) = p(k) y queda probado 1.8. Es decir, hay una correspondencia biyectiva
entre las funciones generatrices de 1.7.
O



Capitulo 2

Estimacion asintotica del numero de
particiones

2.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es el de obtener una estimacion asintdtica para p(n). Previo a este es-
tudio, puede resultar interesante comparar la sucesién p(n) con otras conocidas y ver si su crecimiento
asintético es el mismo.

Si se habla de sucesiones conocidas, la sucesion de Fibonacci es sin duda una de las mas famosas.
Como ya se sabe, esta sucesion toma los valores correspondientes a la recurrencia,

f():oa f1:17 fn:fn—l+fn—2-
Volviendo a la sucesién p(n), notar que por el Teorema 4, como w(1) =1y w(—1) =2, se tiene que
p(n) = p(n—1)+ p(n—2) mas algunas correcciones, por ejemplo paran =7,
p(7)=p(6) +p(5) = p(2) = p(1).

Es decir, ambas sucesiones, a priori, parece que van a tomar valores similares para el mismo n.
Podemos verlo con més detalle mediante una tabla para ambas sucesiones para los primeros valores de
n.

n 112(3|14|5]6 |7 8|9 10|11 12 | 13
pm) (1 (23|57 1115|2230 |42]|56 | 77 | 101
fo | 1|1 ]2(3 5] 8 |13]21|34|55|89 | 144|233

Notar que los primeros valores practicamente coinciden. Sin embargo conforme n crece parecen
alejarse entre si.

Se sabe que la sucesion de Fibonacci crece como C”, para C una cierta constante positiva. Entonces,
(Es verdad que p(n) también tendrd un crecimiento del tipo C"?. La respuesta es que no, de hecho crece
mucho mas lentamente. Como se demostrard a continuacion, p(n) crece esencialmente como C Vi con C
una constante positiva.

2.2. Crecimiento asintético de p(n)

La férmula asint6tica mds precisa y conocida para el célculo asintético de p(n) fue obtenida por
Hardy y Ramanujan en 1918. Su demostracién resulta compleja e involucra el uso de andlisis complejo,
por lo que solo se dara su expresion.

Teorema 6 (Hardy-Ramanujan).

1 /2
e"VT, cuando n — oo.

p(n) ~ 3

15
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Para darse cuenta del nivel de precisién de la férmula de Ramanujan, comparemos algunos valores
estimados de p(n) para algunos valores de n con la sucesion p(n).

n 10 20 50 80
p(n) 42 627 | 204226 | 15796476
Estimacion 48 692 | 217590 | 16606781
p(n) / Estimacion | 1.145 | 1.104 | 1.065 1.051

Aunque no resulte posible llegar a un resultado de tal precision en este trabajo, si que seremos capaces
de calcular la tasa de crecimiento asintdtica para el log p(n), y asf acercarnos en la medida de lo posible
al resultado de Ramanujan.

Para ello, cabe destacar el trabajo del gran matemdtico Paul Erdds, el cual logré demostrar este
hecho mediante el uso de métodos elementales. Sin embargo, previo a la demostracién del crecimiento
del log p(n), necesitaremos tres lemas que facilitan los célculos.

Lema 1.

con ¢ (j) la suma de los divisores de j.

Demostracion. La expresion de la izquierda, np(n), se puede interpretar como la suma de todas las partes
de todas las particiones de n. Por otro lado, observar cuantas veces aparece la parte vcon 1 <v <n, en
todas esas particiones. Para ello, sea n; el nimero de particiones de n con exactamente una parte con
valor v, ny el nimero de particiones de n con exactamente dos partes con valor v.... Entonces,

n+mtni+...+n,=pn—v)
ny+n3+ns+...+ng=pn—2v)
ny+ng+ns+...+ng=pn—3v)

e+ g1 H g+ . +Hng = p(n—kv)

con s = 7. Luego el nimero total de apariciones de v es

ni+2n+3n3+...=pn—v)+pn—2v)+pn—-3v)+

Asi, se tiene que

vip(n—v)+pn—2v)+pn—3v)+...)

=
S
S
Il
-

,
I
—

n

vp(n—kv) = Z n—j Zv—an j)o

J=1 v|j j=

I
D=

<
Il
IA
~
IA
=3

Lema 2. Sea 0 <t < n, entonces

2\f 2n2 mh r<n- \[

Demostracion. Sea 0 < x < 1, entonces
2

X X X
X Y Tox<1- X
2 2= =17y

y solo hace falta realizar el cambio de variable x = % O
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Lema 3. Six > 0, entonces

Si 0 < x <1, entonces

Demostracion. Notar que,

—x 1 2k+1 hd 2](*2
—e¥ =2 (5) ==
et —e? Z 2k 1)1 \2 ; 2kt )12

Si x > 0, entonces
X =
er—e? >x,

por lo que

Si 0 < x <1, entonces

por lo que

Teorema 7 (Erdos).

2
logp(n) ~ 74/ ?n’ cuando n — oo. (2.1)

Demostracion. Para facilitar la notacidn, sea c = x\/g . En primer lugar, demostrar que
p(n) < V" (22)
por induccién. Claramente es cierto para n = 1. Por el Lema 1 y la hipétesis de induccién se tiene que,

I’l) < Z Z Vecx/nfkv

v=1k=1
aplicando el Lema 2 para ¢t = kv se llega a,

(o] oo
cky

I AR W M P M

v=1k= v=lk=1
Se sabe que,
Z i == 2
=~ (1—x)
luego,
—kc
eV Z —-
S (1-enr)
Finalmente, aplicando el Lema 3,
oo 1 (e}
np(n) < ec\/ﬁkgl (kic> eV Z c2k2
2y/n
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y se demuestra 2.2.
De manera similar pero con cdlculos mas largos, se prueba que Ve > 0, 9A > 0 tal que

1
p(n) > Xe(c_g)ﬁ. (2.3)
juntando 2.2 'y 2.3,
1
Xe(cf‘g)\/ﬁ < p(n) < eV

y claramente se llega a 2.1.
O

Una vez demostrado el término principal de la férmula de Ramanujan, probaremos un resultado que
aporta una mayor precision acerca del crecimiento de p(n). Para ello, calcularemos una cota superior de
esta sucesion, la cual revelard un crecimiento menor que, esencialmente,

Teorema 8. Sea n > 2, entonces

T
pln) < ———e™V3"

6(n—1)
Demostracion. Sea f(t) :=logP(t), con P(t) = [] 1~ L — como en el Teorema 2, entonces
i>1
[y ==Y log(1-)=Y Y —=Y -} M.
k=1 =1j=1J  j=1Ji=1
Luegosi |t/| < 1,
Z - Z tkj = J -
=1 = -t
Por otra parte, si 0 < < 1, tenemos que
. . t it]
(1= =t)=1+t+.. .+ > = — > ﬁ,
luego
- 1 ot
Z (2.4)
tie 6" 1t
Como p(n) es estrictamente creciente y 0 < 7 < 1, se obtiene una cota una cota inferior para P(z) si de

n—1

P)= Y pRi+ Y plk)et
k=n

k=0

se toma en la primera suma p(k) = 1, Vk y de la segunda, por ser los p(k) una sucesion creciente,
p(k) = p(n). Operando,

PO >T dtp) T = T ) (Z_z>
k=0 k=n k=0 k=0 k=0
n—1 'S o "
— (1= (pm) Y. 4 p(n) ¥ 5 = (1 (p( ))11_ft i’(_i 2.5)
k=0 k=0
— (-1 p)") > L p(n)
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Comparando las desigualdades 2.4 y 2.5 y realizando el cambio de variable ¢ = (14 u)~!, se llega a

2 2

t

log p(n) < f(t) —nlogt +log(l—1) < rr —nlogt+log(l1—1) = LA +nlog(1+u)+log ‘.
61—t 6 u+1
como 0 < u < oo, log(1+u) < u luego,
n? n?
logp(n) < Zu_l +(n—1)log(1+u)+logu < gu_l + (n—1)u+logu.
Y no hay mas que realizar una elccién adecuada de u para llegar al resultado, concretamente
v/
U= —.
V6(n—1)
O

Mejorar esta estimacion con un n en el denominador y probar que es una férmula asintética, resultaria
un resultado més completo, sin embargo, como ya se ha dicho, son resultados cuyas demostraciones se
alejan de la intencidn de este trabajo. Sin embargo, las estimaciones vistas, son suficientes para entender
el crecimiento de la sucesion p(n) con un alto grado de precision.

Como apartado final de este capitulo, se demostrard el crecimiento asintético de py(n).

2.3. Crecimiento asintotico de p;(n)

Teorema 9. Sea k fijo, entonces

k1
pi(n) ~ Kk—1)!" (2.6)
Demostracion. | | |
n— n—
- < < .

w pr(n) < (',Zj), pues hay menos particiones de n con k partes que composiciones de n con k partes.
» k!pr(n) > (Z:}) , pues hay més permutaciones de n en k partes que composiciones.

Por consiguiente,

CwJ) (n=D)(n=2)--(n—k+1)  nt!

1 = k=11 N(k—l)" cuando 7n — oo. (2.8)

Recordar que py(n) es el nimero de soluciones de,

n=xy+xy+x3+...+x
X12>2xp2x32>...>2x>1

Realizando el cambio de variable y; = x; + (k—i), 1 <i <k, observar que todos los enteros y; son
distintos y que,
k(k—1
{m+n+n+m+n:n+(2) 2.9)
Vi>y2>y3>.. >y 1

Notar que al ser todos los y; distintos entre si, cada permutacién de una solucioén de 2.9, genera una
composicion distinta de n + @ de tamafio k. Sin embargo, sea por ejemplo la particion 4 =2+ 141,
que es la unica particion de 4 con 3 partes. Realizando el cambio de variable y; = x; + (k — i), llegamos
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a la particién 7 =4+ 2+ 1. Con la cual se pueden formar k! = 3! = 6 composiciones. Sin embargo, las

composiciones de 7 con 3 partes son (g) = 15. Es decir, razonando como en 2.7 se llega a

1 (n4 2D
< — 2 . .
< ("2 @10

Juntando 2.7 y 2.10 se tiene que,

1 (n—1 1 (n+ M g
- < < — 2 :
! (k—l) —p"(”)—k!( k—1 >

y por 2.8 se llega a que



Capitulo 3

Young tableaux

3.1. Introduccion

Las tablas de Young o Young Tableaux son una subrama de la teoria de particiones profiindamente re-
lacionada con la representacion de grupos. Sin alejarse mucho del objetivo de los dos primeros capitulos,
este dltimo tratard el problema de contar el nimero de Young Tableaux estdndar.

Definicion 6. Se llama Young Tableau o estdndar Tableau de tamafio (xj,x2,x3,...,X,) al diagrama de
Ferrers asociado a la particién n = x| +x, +x3 + ... 4+ X, en el que cada cuadrado tiene insertado un
entero diferente entre 1 y n en orden ascendente tanto en las filas como en las columnas.

Ejemplo 6. Algunas Young tableau de tamaiio (6,4,3,1) son,

467|9\ 13457|8\ 12456|9\
8 [10]12 219]10[13 318 [11]12
11]13 6 [11]12 7 [10]14
14 14 13

Aunque existen otros tipos de Young Tableaux, en este capitulo nos centraremos en las mas impor-
tantes, las estdndar Tableaux. Como ya se ha mencionado anteriormente, se quiere contar el nimero de
Young Tableaux de tamafio (x;,x2,...,x,) dado. El resultado mds importante serd la famosa férmula del
hooklength, una simple pero potente expresién que cuenta el nimero de Young Tableaux. Sin embargo,
previo a este teorema, es necesario introducir una serie de resultados que facilitardn su demostracion.

3.2. Niumero de Young Tableaux para un tamaio dado
Definicion 7.

A(X1y ey X)) 1= H (xi —x;j).

1<i<j<m

Donde A es el valor del determinante de Vandermonde.

Lema 4. Sea

glxt, oy xmsy) == X1 A (X1 9, x2, ey Xm) F X2 A (X1, X2V, X)) e X A (X1, X0, X )

entonces

m
g(x1, .., Xm3y) = <x1 4 X, <2>y> A (X1,X2, oy Xim)-

21
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Demostracion. Es claro que g es un polinomio homogéneo de grado 1+ deg A (x1,x2,...,%y,) en las
variables x1,...,x,,y. Ademds si se intercambian x; y x;, g cambia de signo. Como g es antisimétrico en
las x's, si x; = x;, g debe 0y g es divisible por x; —x;, Vi < j. Es decir, g(x1,...,%m;y) = h(x1,...,Xm3y) A
(x1,X2,...,%n). Por necesidad, i debe ser homogéneo en x, ..., xy,y, de grado 1 y simétrico en xi, ..., Xp.
Ast, h(xy,...,Xm;y) = a(xy,...,xy,) + by para algin a,b dependientes de n. Podemos evaluar a haciendo
que y = 0. Para evaluar b, tomamos la derivada parcial con respecto a y sujeto a y = 0. Luego se tiene
que

d
a—yA(xl,...,xi—i—y,...,xm)|y:0:

d 1
— A (X1, Xm) :A(xl,...,xm)z

8x,~ #ixl-—xj

Finalmente, el coeficiente de y es

I I N (e R AL =L (Y

2 s B T AN i=1
O
Definicion 8. Sea f una funcién definida para toda m-tupla (ny,...,n,,), m > 1 tal que,
| |
f(ny,...;ny) =0 3.1
Anoserquen; >ny > ... > 0.
flny,...;ny,0) = f(ni,...,ny). (3.2)

flay,..ony) = f(ni— Lng, ..o ony) + f(n,na— 1, ony) 4+ ...+ f(ny,na, ... ,n— 1) (3.3)

Sini>ny>...>n, >0.

fn) =1 (3.4)

Sin>0.
Proposicion 7. El nimero de Young Tableaux de tamafo (ny,...,n,) cumple las condiciones de f.

Demostracion. Claramente f estd bien definida. Notar que la condicién 3.1 se cumple claramente por
como se ha definido las Young Tableaux. Un diagrama de Ferrers al que se le afiade una fila de 0 cuadra-
dos sigue siendo el mismo diagrama, con lo cual 3.2 también se verifica. 3.4 hace alusién a que solo hay
una Young Tableau cuando la particion consta de una sola parte.

Finalmente queda probar que el niimero de Young Tableaux de tamano (ni,...,n,,), verifica 3.3. Para
ello, considerar la entrada n en una Young Tableau. Notar que ésta debe encontrarse en el cuadrado final
de alguna de las filas del diagrama. Luego si se elimina dicho cuadrado, se obtiene una Young Tableau
paran—1.

3/4]6]7]9] 1]3]4]5]7]8]
10]12 219 10]13
51113 611]12
14
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Si dos o més filas de la tableau tienen la misma longitud, entonces n solo puede ir colocado en la de
mads abajo. Sin embargo, 3.3 incluye todos los casos. Pero no hay mds que hacer que sin; =n; con j > i
entonces,

flny,..ooni—1,...,n,) =0.

Teorema 10. El nimero de Young Tableaux de tamaifio (ny,...,n,,) verifica,

Anp+m—1np+m—2,....n,)n!

flnr,...ny) = (mtm—Dlmtm—2)np!

Demostracion. En primer lugar notar que si para algin i, se tiene n; +m —i = n;| +m—i— 1, entonces
la expresion de la derecha es 0, por la propia definicion de A.

Asf pues, se debe probar que dicha expresion cumple las propiedades de f, es decir, de 3.1 a 3.4.
Todas son esencialmente triviales menos la 3.3.

flar, ..o ny) = f(m— Linay..oonm) + f(n,na— 1o ng) + .o 4 f(ny,nay .o onm — 1)

A t+m—=2m4+m—2,...,n,)n! Anp+m—1n+m—2,....n,— 1)n!
(np+m—=2)(np+m—2)--n,! " (mAm—1D)(o+m—=2)!(n,, —1)!

Sacando factor comun

n!
(m+m—1)(na+m—2)!-ny!

Solo falta realizar el cambio de variable x; =n;+m—iey = —1 enel Lema 4 y se cumple 3.3. O

Definicion 9. Se llama hook, H; j, del cuadrado situado en la fila i, y columna j en una Young Tableau,
a la unién del mismo cuadrado con los de su fila por la derecha y columna por debajo.

Ejemplo 7. El hook H, > en el siguiente diagrama es,

Definicion 10. Se le llama hooklength, h; ;, o longitud del hook, al nimero de cuadrados que contiene el
hook H, ij-

Ejemplo 8. La hooklength correspondiente al hook de cada cuadrado en la siguiente Young Tableau es,

1

N[ | O\ oo
— A~ O
)

Todos estos conceptos permiten una formulacién diferente y, normalmente, mds comun para el Teo-
rema 10. Este serd el famoso teorema de la férmula del hooklength.

Teorema 11 (Férmula del hooklength). El nimero de Young Tableaux de un tamaiio dado (ny,...,n,) =
A con n cuadrados es,

fr=—= (3.5)
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Demostracion. Sea una Young Tableau de tamafio (ny,...,n,,). Notar que para el cuadrado situado en la
posicién (1,1), hy 1 =ny +m— 1. Considerar los &y ; de dicha Young Tableau.

o[8]6]5]2]1]
61513 °
51412 °
211 |e o

Figura 3.1:

La segunda columna de la Young Tableau 3.1 tiene la misma longitud que la primera, luego el cua-
drado (1,2) tiene una hooklength, h » = n; +m — 2. Para el siguiente cuadrado de la fila 1, el tamafio
disminuye en 2 unidades, causado por la falta del cuadrado (m, 3), indicado con un punto. Similar al caso
de (1,5) el cual baja 3 unidades, indicado por los dos puntos de su columna.

Es decir, en la fila 1 se tienen las hooklength con tamafio desde 1 a n; +m — 1, con excepcion de los
nimeros de la forma

(m+m—1)—(nj+m—j), 2<j<m.

De manera similar para la i-ésima fila, se tienen hooklength de tamaiio desde 1 a n; +m — i, con excepcién
de los nimeros de la forma

(ni+m—i)—(nj+m—j), i+1<j<m.

Se sigue de aqui que

m

I1(ni+m—i)!
[Thi = :
T A Am—1,.. . ny)
Y por el Lema 4 se tiene 3.5. O
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