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1. Introduccion y objetivos

Dentro del marco de la Mecanica de Fluidos es posible identificar los flujos de superficie
libre como aquellos en los que el tamafio y la forma de la regién de la solucién son parte de
la propia solucién. Asimismo, cuando las longitudes de onda superficiales se puede comparar
en magnitud con la profundidad el problema se denominan flujos de aguas poco profundas
(flujos en aguas poco profundas) [1]. Existe una creciente preocupacién por el deterioro
de la calidad de las aguas, motivando el diseno de estrategias para la conservacién de los
ecosistemas més sensibles. Todos estos problemas pueden ser modelados matematicamente
mediante ecuaciones diferenciales de tipo hiperbdlico-parabdlico y resueltos por medio de
aproximaciones numeéricas capaces de proporcionar soluciones precisas. Los modelos del
flujo tipo aguas poco profundas han constituido un campo de investigacion muy activo
recientemente. Los desarrollos en métodos numéricos de los ultimos anos han conducido a una
serie de modelos aplicables a una gran variedad de geometrias y tipos de flujos [1, 2, 3, 4]. En
paralelo, ha habido un buen ntimero de trabajos orientados a generar algoritmos de célculo
inverso [2, 5] tomando como punto de partida los simuladores predictivos.

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es el desarrollo de una herramienta de regulacién
y optimizacion de flujos con transporte, por medio de modelos basados en variables adjuntas
v técnicas de gradiente descendente. Este minimiza la diferencia entre los valores numéricos
de la simulacién y una serie de medidas. Estas medidas pueden ser fisicas, pero nosotros, por
simplicidad y medios, usaremos una serie de medidas simulada previamente con ordenador.
Esta herramienta puede ser de utilidad en combinacion con los simuladores hidraulicos del
Grupo Hidraulica Computacional, tanto en la regulacién de volimenes de agua mediante
compuertas como en la optimizacién de condiciones de vertido de contaminantes.

Se ha estudiado la formulacién de un esquema numeérico combinando el transporte de
solutos en flujo unidimensional de aguas poco profundas con un sistema de control que
permita recuperar la informacién de las variables de estado presentes en un modelo de calidad
en regimenes transitorios, con el objeto de que sirva como ayuda en la toma de decisiones.
El trabajo se ha llevado a cabo dentro del proyecto Herramientas eficientes de alta precision
para la simulacién y control de flujos medio ambientales financiado por el Ministerio de
Ciencia y Competitividad.

Para ello se abordan los siguientes objetivos parciales:

— Implementacién de la ecuacién de transporte con los procesos de conveccion, difusion
y reaccién dentro un esquema unidimensional gobernado por un sistema de ecuaciones

de aguas poco profundas.

— Programacién de un modelo numérico de simulaciéon predictiva, calibracién y

validacién.

— Desarrollo de la formulacién adjunta del proceso de transporte para reconstruir la
condicién de contorno de las variables de estado en estudio a partir de medidas en un

punto del cauce aguas abajo.

— Aplicacion a confluencias.



2. Ecuaciones gobernantes del flujo y su resolucion

numérica

En este capitulo vamos a plantear y estudiar los diferentes casos del modelo de flujo 1D

de lamina libre, asi como la ecuacién de transporte de un soluto.

2.1. Ecuaciones de aguas poco profundas 1D

Es habitual utilizar las ecuaciones de St.Venant o de aguas poco profundas para describir
un flujo 1D de superficie libre bajo la hipétesis de distribucién hidrostatica de la presién [1].

Las dos ecuaciones de conservacion de masa y cantidad de movimiento se formulan como:

94 9Q _
ot Ox 2.1)
00, 0 (@ N iy A, s .

Estas ecuaciones relacionan las variaciones de drea (A) y caudal (Q). Sy es la pendiente

de fondo, es decir, So = —dz,/dx donde z, representa el fondo y g es la aceleracién de la

gravedad. Sy es un término asociado al rozamiento y se ha formulado mediante la ley de

Manning;:

_ n2QIQ
A2R /3

Sy (2.2)

siendo n el coeficiente de Manning y Ry, el radio hidraulico definido como drea entre perimetro
mojado, Ry = A/P, (en todos los test 2.4, 3.5, usamos un canal rectangular, P, = B + 2h
donde B es la anchura en la superficie y h es el calado o profundidad de agua). La integral de

presién hidrostética en una seccién (ver definicién de las variables, 2.1 1) se formula como:

h(z,t)
I = /0 (h —m)o(x,n)dn

El término asociado a la presién inducida por el estrechamiento o ensanchamiento del canal,

h(x,t) oo (z,
I = / (h - n)én)dn
0

X

se escribe:

Estas ecuaciones se agrupan en el siguiente sistema:

oU(z,t)  dF(z,U)
ot de H(z, U)

() (o) mCnntssn)
U: ,F: 2 ,H:
Q & 490 g+ A(So— Sy)]

Este se puede desacoplar usando el jacobiano J = 3—5 diagonalizado. Esto es posible porque

es un sistema de ecuaciones hiperbdlicas. Se obtienen los siguientes autovalores y autovectores

'La figura pertenece al CHG (Computational Hydraulics Group) de la Universidad de Zaragoza



Figura 2.1: Variables relevantes de la seccién transversal del flujo

para la base de autoestados:

1
ek:< ), AM=u—c¢, M=u-+tc (2.4)
Ak

siendo u = @Q/A la velocidad del flujo en la seccién transversal y ¢ = \/% la velocidad de

las ondas superficiales.

2.2. Aguas poco profundas con transporte de soluto

El proceso de transporte de un soluto en un flujo se formula mediante la ecuacién de

conveccion-difusién-reaccion promediada en la seccién transversal:

o(4¢) , 9(Q¢) _ 9 [EA%] _Arg+ S (2.5)

ot or Oz Ox

donde aparecen tres nuevos términos correspondientes a la difusion, reaccién y término fuente
(S), siendo r la constante de reaccién que puede ser tanto positiva como negativa y E la

constante de difusién del soluto.

2.3. Discretizacion de las ecuaciones

Basdndonos en la literatura [1, 2] empleamos un solver de Riemann, para la resolucién
numérica de las ecuaciones hiperbdélicas (2.3).

La discretizacién requiere la creacién de una malla (ver Figura 2.2) en la que se divide el
canal en intervalos espaciales y temporales (Ax, At). A cada elemento lo llamaremos celda
y la variable (-) se nombrara (-)? con ¢ referente a la posicién y n al tiempo.

Al discretizar las ecuaciones en las celdas de célculo, se obtiene por un lado la
actualizacion de las variables A y @, condensadas en el vector de variables U [1],

independiente del soluto:

n

. LAt . \" _\"
Ut = ur - N (Z Awe) + (Z)\ ’ye) (2.6)

m i—1/2 i+1/2
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Figura 2.2: Malla de discretizacién

siendo:

- - MbA-8Q —M0A +0Q
M=uU—¢C M=uU+C¢ 0=—F7 Oar=—-"——",
2c 2c
_ 1 _ _
26{ |:S()—Sf A$—5h+ (5A:|} 52:—,81,
. _V A + /A 1ui - _ gAi + A
i+1/2 \/E—F\/m 3 i+1/2 Bi+Bi+1
ﬁ?“ = <a — B)m
Aqui 6(:) = (-)is1 — (-)s es la variacién de (-), mientras (-) = % es su promedio
aritmético.

Este es un esquema explicito sujeto a una condicién de estabilidad para el paso temporal [3].

El valor de At se calcula de forma dindmica durante la evolucién:

zm

At = CFLmin <| Af’i ); CFL < 1 (2.7)

Es importante remarcar de nuevo que las ecuaciones (2.3) y (2.5) estdn parcialmente
desacopladas, porque (A4, @) no dependen de la concentracién del soluto (¢), por ello podemos
resolverlas separadamente y la actualizacién del soluto se realiza a posteriori usando los flujos

numéricos ¢+ y las distribuciones de (A, Q) obtenidas en la ecuacién (2.6).

(A0 = (A0)F — o [0y — @O o] = (A0 (28)

donde el flujo numérico se define como:

Hl/2 Qi+ Z ( fyel>z+1/2

y los flujos de soluto a través de las paredes se definen como:

" ¢i it qz‘i+1/2 >0
Z+1/2 ¢i+1 if ql'i_i_l/g <0

4



A este flujo convectivo, podemos anadirle los términos correspondientes a difusion y reaccidn.
Usamos un esquema explicito para el término difusivo y un término reactivo de primer orden.
A partir de (2.8):

EAt

(Ag)i ! = (A¢); + A2 (Apip1 —2A¢; + Agi_1)" —r(Ad); (2.9)
N——

e reaccion
difusién

Tenemos que imponer condiciones en los contornos para poder simular el sistema. Para un
flujo subcritico tenemos que dar dos condiciones (una aguas arriba y otra aguas abajo) en
las variables (4, Q) y una condicién (aguas arriba) para el soluto?.

Para que la simulacion sea estable, es necesario elegir con cuidado At a partir de los niimeros
adimensionales (pardmetros dato en el programa): CFL y Péclet(¢ < 0.5), cogeremos la malla

mas fina (que incluya a las demads), es decir el minimo At entre (2.7) y el correspondiente a

2
At = min [ CFLmin [ 2% ) $82° (2.10)
LI ’Am{i E

la difusién:

2.4. Casos Test

2.4.1. Test 1: Transporte de soluto en flujo uniforme

Aplicamos las ecuaciones de aguas poco profundas (2.3) a un canal uniforme (h = cte),
sin pendiente de fondo ni friccién. La variable que describe el flujo es por tanto la velocidad
del fluido u = @Q/A. En ambos casos se introducen las concentraciones como condicién de

contorno. En el primer caso se introduce un pulso gaussiano caracterizado por sus pardmetros

(A7 My Ustd):

2
2Ustd

(2.11)

¢z =0,t) = Aexp (_(t—u)2>

La simulacién tiene coeficientes de reacciéon r = 1-1073[s71]) y difusién E = 1.5[m?/s]) no
nulos. Los resultados se observan en la figura 2.3 (izquierda), donde se aprecian los efectos
de ensanchamiento debido a la difusién y disminucién debido a la reaccion en la forma del
pulso guassiano medido a la salida.

En el segundo caso se introduce por el contorno un pulso cuadrado, considerando coeficientes
de difusién y reaccién nulos (E = 0; r = 0, respectivamente). Los resultados se muestran en
la figura 2.3 (derecha) donde también se puede observar un problema intrinseco ® del modelo

computacional: la difusién numérica [6].

2Para un flujo difusivo necesitamos 2 condiciones para el soluto debido a la segunda derivada
30tro defecto de la discretizacién es la estabilidad de la entropia, una correccién se estudia en el anexo B

5
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Figura 2.3: Test 1: Evolucién temporal del soluto: gaussiano (izquierda) y cuadrado (derecha)

2.4.2. Test 2: Flujo estacionario con pendiente y friccion: Casos de
MacDonald

Para poder comprobar mas detalladamente la validez del método, vamos a centrarnos en
el calculo de estacionarios, es decir, dejamos correr la simulacién un tiempo suficientemente
largo como para que el perfil del canal permanezca invariable. Usamos los casos 1 y 6 de

MacDonald [7] de los que conocemos su solucién analitica:

a5 Perfil de U = (A, Q, ®); estacionario McDonald »s 5 Perfil de U = (A, Q, ®); estacionario McDonald »s

MacDonald MacDonald
Simulacién Simulacién

Q[m3/s
h{m)

Figura 2.4: Test 2: Estacionario de los casos de MacDonald: caso 1 (izquierda), caso 6
(derecha)

La figura 2.4 muestra los perfiles longitudinales de caudal, cota de fondo y cota de
superficie libre en el estado estacionario del los casos 1 y 6 de MacDonald. Ambos son
flujos subcriticos con la particularidad de que el caso (derecha) presenta un salto hidraulico.

Cuando el objetivo es llegar a un estado estacionario, es importante la condicién inicial
escogida, si no, se pueden dar situaciones de calado seco u otros problemas que hagan que
la simulacién no converja correctamente. Imponemos una condicién inicial cercana al que
tendra el estacionario, por ejemplo un calado constante de valor el promedio (o la condicién
aguas abajo si es subcritico). Los resultados que mejor convergen se han obtenido imponiendo
aguas abajo como condicién de contorno la solucién exacta del caso de MacDonald (heont =

harp(L)) y usando como condicién inicial un perfil de calado lineal entre hpsp(0) y harp(L).



3. Calculo inverso mediante variables adjuntas

El método adjunto es un formalismo de optimizacién y calculo inverso, se basa en la
simulacién de un sistema con evolucién temporal invertida y la minimizacién de una funcién
de error (ec. (3.1). ) Dentro de los métodos de minimizacion, en este trabajo se va a utilizar el
método de gradiente descendiente, consistente en modificar la variable a reconstruir siguiendo
la direccién de maxima disminucion del error, que viene dada por el gradiente de esta funcién

de error.

3.1. Formulacion adjunta del transporte de un soluto en 1D

Empezaremos cuantificando el error entre las variables de nuestro modelo (¢) y las

observadas en el punto de medida, se puede formular de manera continua en forma integral:

J(6:x0r) = 2T// (z — 1) (¢—¢0)2} dxdt (3.1)

con xs el punto de medida y ¢(t) la evolucién medida del soluto.
En el caso general, el desarrollo del método adjunto comienza escribiendo la ecuacién de
transporte:
0(49) | 0(Q9) _ 0

499
o 5 (‘33:[ ]+Ar¢+5 (3.2)

El método consiste en multiplicar la ecuacién (3.2) por una funcién (o) que llamaremos

adjunta e integrar en espacio y tiempo:

Y U N LT B PR

El procedimiento se basa en descomponer los términos usando la derivada del producto,

intentando sustituir las derivadas originales por derivadas de la variable adjunta; se muestra

un ejemplo para el primer término en ec. (3.3):

d(cAg) _ 0(Ad)
5% = o —}-Agf)— (3.3)

término original

Haciendo este proceso y simplificando los términos integral de la derivada
(fb 9f gy —f\z) se llega a:

1_/L(0A¢)de—/ / Agbd:ndt+/T dt—/ / Q-
/ 0ABD dt+/ Ao dt—/ / AquaxQ
= /O /0 o Arédadt — /O /0 oSdzdt = 0

T




3.1.1. Variable a reconstruir y método de variaciones

En este punto debemos decidir la variable que queremos reconstruir: condicion inicial,
contorno, fuentes o coeficientes. Una vez establecido, realizamos variaciones sobre las

variables implicadas, por ejemplo d¢ para reconstruir la condicién inicial:

2
51 = / / a" 8" —AEa—U — Aor| §¢dzdt
0x2

86 \|" T do
- /0 (aAE 5¢> dt + /O <AE8$6¢>

L T T L
A
—I—/O (o 5¢)0d:v—|—/0 (oQégb)O

La informacion de nuestras medidas en la ecuacién adjunta estd relacionada con el error

L

dt
0

dt =10

introducido por las variaciones de la funcién objetivo.

TR0 (0@ —am) (@~ o)’
o= [ (P st

Ademas, como I = 0, podemos redefinir la funcién objetivo como: J = J+1 = §J = §J +41.

Ahora vamos a simplificar la expresién imponiendo ciertas condiciones en los contornos,
por ejemplo, como queremos reconstruir la condicién inicial, impondremos que las variaciones
en los otros contornos de la malla sean nulas, que las variaciones y el error (o) en el punto

L son nulas.

Esto anula varios términos:

2
6] = / / [ a"f 80 AEg . Aar] Spdrdt

_/0 o (2, 0)A(z, 0)5¢(z, 0) dx—i—/ / 6¢6¢dtd:p—0

y juntando los términos con doble integral y asumiendo que satisfacen la ecuacién adjunta

T rk do do Fotes of

80 0o af
- ——Q—— Ea——A +% 0 (3.4)

El término restante nos proporciona la sensibilidad del error frente a variaciones de la

se tiene:

condicién inicial (funcién objetivo) en cada punto de la condicién inicial:

L
5J = — /0 o (z,0) A(z, 0)56(z, 0)dx
I3



0J

Conocido el gradiente la funcién objetivo podemos establecer un proceso iterativo que

= —o(x,0)A(x,0) (3.5)
(2,0)

nos acerque al minimo del error:

oz, 00" = p(x,0)% 4+ *(o(x,0)A(z, 0))* (3.6)

donde k representa el numero de la iteracion del algoritmo. De este modo conseguimos

actualizar la variable ¢(x,0) en la direccién de méxima variacién (disminucién) de la funcién
objetivo.

En una aplicacién experimental habria que tener una monitorizacién previa de (A4, Q) en
el canal o bien simular (A, Q) a partir de la medicién de los pardmetros del flujo: n, Sy, para
construir la malla espacio-temporal. Computacionalmente basta con guardar los estados de

la simulacion hidrodinamica.

3.2. Aplicaciones del método adjunto

Este método se puede aplicar a una gran variedad de casos. A continuacion se muestran
algunos de los que se han estudiado en este trabajo, pero su desarrollo es general y se puede

extender a otras variables y ecuaciones.

3.2.1. Reconstrucciéon de la condicién de contorno aguas arriba en flujo

convectivo

El primer caso estudiado trata un flujo convectivo para el que se reconstruye la condicién
de contorno aguas arriba de soluto, usando el desarrollo explicado en Sec. 3.1. Realizamos

variaciones para d¢, se llega a:

Transporte dA¢ + udQ‘b =rAp+ S

Adjunto — QY 9 + —Aor =10

Actualizacién | ¢(0,1)k ! = ¢(0, t)k +eFQa (0,t)*

0o (x,

0) =

Condiciones o9 T) =
do(L,t)
o(L,t) =




3.2.2. Reconstrucciéon del término fuente

También se puede reconstruir el término fuente S en un punto arbitrario:

0A o)
Transporte Tf + u% =rd¢+ S5

Adjunto —A% — Qg—; + g—(]; — Aor =0

Actualizacién | S(t)F+ = S(t)F + ko (xs, )"

6¢(x,0) =0
Condiciones dp(x,T) =0
5¢(L7 t) =0

3.3. Discretizacion de la ecuacién adjunta

Para implementar la ecuacién adjunta en las simulaciones, se usa el mismo método que en
la seccién 2.3, con la linealizacién de Roe [4] en las paredes de las celdas, porque la ecuacién

adjunta tiene la misma forma que una ecuacién de transporte pero con la variable temporal

invertida:
* n+1 At - n+1 4 n+1 n+1
of = ol + Az [(u 60)2._1/2 + (u 50)i+1/2} + (Sa); T At (3.7)
donde S, = % Anadimos los términos de difusién (por simplicidad se usa el esquema

explicito, como en (2.9)):

EAt
ot = (o—;‘ + A2 Qi1 — 200+ ¢z‘—1)n)

Asimismo, el término de reacciéon queda:

n

o =o0;" +ro;"At

Merece la pena destacar que estas ecuaciones no restringen el valor de At mas alla de las

condiciones de estabilidad ya mencionadas.

3.4. Esquema algoritmico de optimizacion

Para completar el método adjunto es preciso un método iterativo. En primer lugar, se
simula el sistema fisico de flujo de agua y de soluto hacia delante y se guardan (A, Q), estos
valores se usan en todos los cédlculos posteriores con soluto. Ademas se guardan los valores
en el contorno aguas abajo para su posterior uso como serie de medidas ¢,. Este paso es
analogo a la toma de una serie de medidas experimentales. Los siguientes pasos, ya inherentes

al método adjunto, se muestran en el esquema de la figura 3.1:

10



Si J<Tolerancia

Simulacion . "
hacia delante Evaluar la funcion myectar Simular ecuacion
(Usando condiciones Objetivo J

adjunta hacia atras

de contorno nulas)

Simulacion
hacia delante
(Usando condiciones
de contorno)

Generar nuevos
contornos
(Ecuacion de
actualizacion)

Figura 3.1: Proceso de reconstruccién usando el método de adjuntos

El tiempo de convergencia depende fuertemente del paso de iteracién ¢, en (3.6). Para
€ |} el programa se acercara lentamente a la solucién del minimo, para € 11 es posible que

la variable reconstruida oscile en torno al minimo sin llegar a converger. Los métodos para
escoger ¢ se estudian con detalle en el Test 3 (3.3).

3.5. Casos test para el método Adjunto

3.5.1. Test 3: Reconstruccion del contorno en los casos del Test 1

Reconstruimos el perfil gaussiano (ec. (2.11), [A = 10, 4 = 500, 05;q = 100]) y la onda

cuadrada de la figura 2.3 y mostramos la evolucién de la solucién obtenida en la figura 3.2:

transporte convectivo-difusivo

transporte convectivo-difusivo
104 0iter I\\ /\ 0 iter
10 iter 101 "\ 25iter
N 20 iter 50 iter
30 iter 8 75 iter
40 iter - 100 iter
o 64 < 50 iter o 64 —— x=0m
S —— x=0m S
< ~
) 1)
s 4 = 4
2
2
04
0
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
tls]

t[s]

Figura 3.2: Test 3: Reconstruccién de las condiciones de contorno del Test 1: gaussiano
(izquierda), cuadrado (derecha)

La primera conclusion que se obtiene refiere a la eficiencia con la que se reconstruye cada
tipo de perfil:

— La reconstrucién de la onda gausiana (izquierda) se reconstruye con gran precisiéon en

unas pocas decenas de iteraciones, pero se aprecia que la convergencia es mas rapida y
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mejor cuanto mas ancho sea el pulso. En ~ 50iter el valor de la funcién objetivo decae
al orden de 1077.

— La senal cuadrada consigue recuperar la forma general de la senal pero se observan
pequenas oscilaciones que se suavizan en el proceso de difusiéon y por tanto son
complicadas de eliminar (no disminuyen con el aumento de las iteraciones). En este

caso J5q jter S estanca en un valor aproximado de 10~%.

La segunda observacion se refiere al paso de actualizacién €. Podemos tomar diferentes

decisiones respecto a este:

— & = cte: esto es més rapido computacionalmente, pero tiene varios inconvenientes: si es
demasiado pequeno puede darse una evolucién muy lenta de la variable a reconstruir,
lo que se traduce en un numero de iteraciones elevado; ademds si es excesivamente

grande el algoritmo puede divergir.

— Monitorizacién del error. Podemos observar como disminuye el error y en el caso de que
se estanque (p.ej AJ < 10 %) modificamos € por ejemplo haciendo ¢+ = géter 40,10,

Esto puede mejorar la convergencia en algunas situaciones.

— Minimizacién del error: esta opcién es 6ptima en cuanto a convergencia, pero es mas
lenta en tiempo de computacién. Consiste en optimizar el valor de € para que la nueva
condicién evolucionada hacia delante obtenga el minimo valor posible de J. Estos
métodos estan ampliamente incluidos en las librerias habituales de Python, en concreto

hemos usado scipy.optimize.minimize_scalar.

Los diferentes valores de ¢ estudiados para este caso se observan en la figura 3.3

error

—e— minimizado
modificado
101 4 —e— constante

1073 4

10 5

0 20 40 60 80 100
iteraciones

Figura 3.3: Evolucién del error en funcion de los métodos de actualizacién

3.5.2. Test 4: Reconstruccion del contorno aguas arriba de un soluto
transportado en el caso estacionario de MacDonald

Usando como perfil las simulaciones de los casos de MacDonald, aplicamos el método de

adjuntos en un caso no uniforme. Aunque estamos trabajando en estacionario, y por tanto el
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valor de caudal es constante, el calado tiene una forma compleja, cuyos valores se obtienen
de una simulacion hacia delante y se almacenan. El método adjunto necesita usar los valores
simulados de soluto como medidas para hacer la reconstruccién hacia atras.

En la primer configuracién (test 4A), suponemos una condicién de contorno gaussiana
(ec. (2.11), [A =1, u = 200, 05;q = 60]) y medimos en el punto final del canal (z); = L): En la
figura 3.4 (izquierda), se muestra en linea negra la condicién de contorno reconstruida, la linea
roja es la curva exacta que se quiere reconstruir y que se ha utilizado para generar las medidas.
En el grafico interior se muestran: en rojo las medidas reales tomadas en x3; = L y en negro
las calculadas usando la senal reconstruida. El gréfico (derecha) muestra la disminucién del

error J frente a las iteraciones.

transporte convectivo de flujo variable:contorno

1.0 E
. error
medidas contorno x x x x x x
0.8 T =] 1075 E 3
1.0F 5
% 06f ] e ;
Q
~ 0.5 7 10-7k 1
=04 - .
e 10-8
0.0 ? 3 3
021 0 1000 »
1079} 4
t [s]
00 C Il Il L L L L 1 10710 L i
0 200 400 600 800 1000 6 é 21 é é 1‘0
t [s] iteraciones

Figura 3.4: Test 4A: Reconstruccién de un contorno gaussiano: reconstrucciéon (izquierda),

error (derecha)

En este caso, el método que usa un paso de £ (ver 3.3) optimizado, se muestra més
eficiente, mientras que con un paso fijo se necesitan del orden de 800 iteraciones para llegar
a una reconstruccién aceptable; con el método de minimizacién del error se obtienen errores
de J =9.77-10719 en apenas 10 iteraciones.

Se propone otra configuracién (test 4B) con la misma situacién que en el caso anterior
3.5.2 pero con otra condicién de contorno: el soluto en el contorno aguas arriba es una funcion
escalén centrada en t = 100s. La figura 3.5 condensa los resultados de este test. Al igual que
en la figura 3.2 (derecha), algunas oscilaciones aparecen donde la funcién no es derivable.

Adicionalmente se puede concluir lo siguiente:

— Estas oscilaciones se suavizan al llegar al punto de medida por difusién y otros procesos

internos, por eso el grafico interno de 3.5 (izquierda) es bastante acertado.
— Necesitamos bastantes mas iteraciones que en el caso anterior.

— Quizés lo mas relevante, se aprecian desviaciones en los extremos de la reconstruccion
(Fig. 3.5), asociados a las dos zonas de exclusién de informacién. En zona de ¢ — 0
la informacién del contorno aguas arriba no ha tenido tiempo de llegar, en la zona
t — tyip la informacién no es capaz de propagarse hacia atrds y por tanto no consigue

reconstruirse correctamente.
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transporte convectivo de flujo variable:contorno

# error
20 . b -3 1 T T ™
medidas contorno I 10
215 ) = ] 1
5 5 1074 1
~ ~1°r 4
S 10 =) ) -
< <
0 L 1075 5
0.5F 0 1000 ]
L+ vl
0.0 | 107°F E
0 200 400 600 800 1000 5 P o 5
t [s] iteraciones

Figura 3.5: Test 4B: Reconstruccién contorno funcion escalén (izquierda), y evolucién del

error (derecha)

3.5.3. Test 5: Reconstruccion simultanea de la condicion de contorno aguas

arriba y de la condicién inicial

En este apartado nos preguntamos cuanta informacion podemos extraer de una sola serie
de medidas. Si recordamos las aplicaciones de 3.2, vemos que la reconstrucciéon de condiciéon

inicial y contorno tienen la misma ecuacién adjunta.
0 0
490 of _
ot 0¢

Necesitamos fijar 2 de los contornos de la variable adjunta o (z, t): por un lado hemos impuesto

Qa—a — Aor + 0
Ox

o(xz,T) = 0, el otro lateral o(L,t) viene fijado por el error inducido por las medidas. Al
transportar este error conseguimos los otros dos laterales: o(0,t) y o(x,0). Podemos usar

0(0,t) para reconstruir el contorno y o(z,0) para la condicién inicial. Consideraciones:
— Podemos usar dos variables de paso € optimizadas.
— Inicialmente las dos condiciones reconstruidas ¢ comienzan a 0.

— La funcién objetivo es tnica: J(xm,,t), por lo que debemos asegurarnos de que todos

los eventos que queremos reconstruir se observan en el punto de medida.

Esto se aprecia en la figura 3.6 que muestra la evoluciéon de una condicién de contorno
gaussiana y una condicién inicial de pulso cuadrado. Cada linea horizontal (un instante de
tiempo) corresponde al perfil del soluto a lo largo del canal.
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espacio de fases: ¢(x,t)

200 §
150 1.5
2
Yo
1100 110
< ]
50 - 0.5
0 MR T N ] _. OO
0 20 40 60 80
x [Az = 2.0]

Figura 3.6: Ejemplo de condicién de contorno e inicial y su transporte hasta el punto de

medida x = 100m

Comprobamos que en este caso en el punto de medida recoge la llegada de los dos
eventos, siendo esto necesario para reconstruir simultdaneamente el contorno aguas arriba
v la condicion inicial.

Estudiamos este mismo caso sobre el estacionario del caso estacionario 6 de MacDonald
(2.4): el canal comienza con una condicién inicial de pulso de soluto cuadrado (1.5 V z €
(20,70)); ademds por el contorno entra un perfil gaussiano de soluto (ec. (2.11), [A =1,u =
160s, 05tq = 40s]). Ambos se propagan hasta el punto de medida. Intentamos reconstruir las

dos condiciones simultaneamente en la figura 3.7:

transporte convectivo de flujo variable:contorno transporte convectivo de flujo variable:inicial
1o0f" ' ' ' ' ] 20F v v —
F i = [ PaN /\A
3 0.8 2mcdldas contorryle 1.5 ’I\A T i
5 06 ] Siof | ]
~ q ~ M
5 N :
By 0.4 ‘ e g‘ 05k L 1
500
0.2 b
t[s] 0.0 O bpe—
0.0 L L . . 1 1 L |
0 100 200 300 400 500 0 50 100 150
t [s] x [m]

Figura 3.7: Test 5A: Reconstruccién de sendas condiciones: contorno (izquierda) e inicial
(derecha)

Vemos que la gaussiana se reconstruye bien, aunque aparecen pequenas oscilaciones que
provienen de los méargenes de la condicién inicial. La condicién inicial presenta numerosas
oscilaciones y deformaciones. Como se ha comentado, estas se deben a los cambios bruscos de
las ondas cuadradas, y dado que estas se compensan en el transporte no es posible alcanzar
mejores resultados con este método. Esta simulacién también presenta una asimetria hasta

ahora no observada debida a la discontinuidad presente en el Caso 6 de MacDonald en el
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salto hidraulico de £ = 100m.

Para analizar la influencia en el error de los perfiles cuadrados, probamos el caso en que
las dos variables a reconstruir son gaussianas (Figura 3.8) frente a condicién inicial cuadrada
y contorno gaussiano (Figura 3.7), sobre el caso 1 de MacDonald. Esperamos una mejor

reconstruccién y un error mas bajo en la situacién con dos gaussianas:

transporte convectivo de flujo variable:contorno transporte convectivo de flujo variable:inicial
1.0 L 4 0‘5 P T T T T ]
0.8 medidas contorng 0.4k ]
N 1 : &
S 06} ] s 03f ]
—~ ~
5 =
= S 02l ]
=04} 1 S 02
0
0 500 ol ]
0.2r £ [s]
0.0 0.0 : ‘ ‘ ]
400 600 0 50 100 150

x [m]

Figura 3.8: Test 5B: Reconstruccién de condicién de contorno (izquierda) e inicial (derecha)

con dos pulsos gaussianos

Podemos comparar la evolucién de los errores (figura 3.9), ambos en el caso 1 de
MacDonald:

error
1071 F : Y —0—‘ gauss + g;mss
10-3 L —e— gauss + square |
1075 ]
T 10T .
107 F ]
1071 - .

0 5 10 15
iteraciones

Figura 3.9: Comparacion de los errores en la reconstruccién simultanea

Se puede concluir que la evolucion del error y la reconstruccién son varios Ordenes de

magnitud mejor en el caso de que tanto contorno como condicién inicial sean gaussianas.
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4. Confluencias de canales

En este punto, vamos a extender el algoritmo al tratamiento de confluencias presentes en
redes de canales, es decir, varios flujos, conectados entre si, que interaccionan en los puntos
de unioén.

Nos centraremos en una confluencia en la que dos canales confluyen en uno de salida
como se muestra en el esquema inferior (Fig. 4.1). Hacemos esto por simplicidad en
las representaciones e intuicion en la valoracion de los resultados, pero gracias a la
implementacién del cédigo mediante una matriz de transferencia A;; ', es facilmente

extensible a redes de multiples canales.

—a.Canal 1
P1
Contorno a
reconstruir Canal 0
—

/ Confluencia Medida
Canal 2

Figura 4.1: Confluencias de canales tipo T, flujo hacia la derecha

4.1. Formulaciéon del flujo y transporte en una confluencia

4.1.1. Condiciones en la confluencia

Para un canal dnico en régimen subcritico necesitamos 2 condiciones (una en cada
extremo) externas para que las ondas de flujo tengan la informacién suficiente y se pueda
simular el sistema. En esta red de 3 canales, necesitariamos 6 condiciones.

Es intuitivo pensar que podemos mantener 3 condiciones en los extremos de la red (los
2 canales de entrada tendran fijado el caudal, mientras que en el de salida impondremos la
altura). Las 3 condiciones restantes vienen impuestas por el punto de unién. Consistiran por
tanto en formular la conservacién de masa y la conservacién de energia [5] en dicho punto.
La conservacién de la masa nos impone (teniendo en cuenta el sentido del flujo) que tiene
que entrar y salir la misma cantidad de fluido. Como se trata de un flujo incompresible esto

se traduce en la conservacién de los caudales:

Q1(L1,t) + Q2(L2,t) = Qo(0,1) (4.1)

La conservacion de la energia despreciando el tamano relativo de la energia cinética, suele
expresarse con la energia potencial (pg(h + 2p)), asi, para que todos los elementos tengan la

misma energia debe darse la igualdad de alturas:

(h+2)0(0,t) = (h+ 2)1(L1,t) = (h + 2)2(L2,t)

'La matriz de transferencia A;; contiene las relaciones o links entre los canales, por ejemplo un valor de

Ao1 = 1 significa que el canal 0 “desemboca” en el 1
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Finalmente, cuando anadimos el transporte de un soluto, necesitamos una sola condicién
adicional en la confluencia. Esta viene impuesta por la conservacion del flujo de soluto en la

confluencia.

(Qo)1(L1,t) + (Qe)2(L2,t) = (Q¢)o(0,1)

4.1.2. Meétodo adjunto aplicado a una confluencia para la reconstruccion
del contorno aguas arriba

Comenzamos generalizando los desarrollos hechos con anterioridad para los adjuntos. La

funcién objetivo es muy similar:

J== / / (z — zar) (qs—a)ﬂdxdt

Lo mas relevante es que el punto de medida z;; podria estar en cualquier punto de la red
(usualmente se tomard al final del canal de salida). En este punto tendriamos que realizar un
desarrollo andlogo a 3.1 pero con 3 variables adjuntas. Si queremos reconstruir el contorno

aguas arriba del canal 1 se debe:

1. Plantear la variable I = Z;V:1 I;, aqui I; = fo fo 0;F(A,Q,¢); con F(A,Q,¢) la

ecuacién de transporte que se esté empleando.
2. Anadir la inyeccién del error: J =1+ J
3. Realizar variaciones sobre la variable a estudiar: §.J(d¢)

4. Simplificar y separar usando condiciones de contorno

Calculos mas detallados de este proceso se pueden encontrar en el Anexo C (notar que en
todo momento usamos como notacién variables espaciales relativas a cada canal). Haciendo

6J = 0 obtenemos dos resultados de este desarrollo: las 3 ecuaciones adjuntas:

o ~
[AE;—Q+(¢—¢)6]-,O+AW =0. j=1,.,3
j

y una relacion entre las variables adjuntas en la confluencia:

T
5J = /O [(=0Q35¢)0(0,1) + (0Q0¢)1(L1,t) — (0Q¢)1(0,) + (0Qp)2 (Lo, t)]dt  (4.2)

Aqui o tiene un papel similar al soluto en (4.1.1), por lo que vamos a asumir la siguiente

igualdad en la confluencia:

(Q0)o(0,%) = (Qo)1(L1,1) + (Qo)2(L2,1) (4.3)

Por lo tanto, al factorizar d¢ y sustituir (4.3) en (4.2), se llega a expresar la sensibilidad
del error frente a variaciones en la variable a reconstruir ¢;(0,t¢) y se puede establecer un

proceso iterativo para su reconstruccién:

T
57 = - /0 (0Q): (0, 1)56dt = §;< ) = —(0Q)(0,1)
61(0.1)1 = 6,(0.6)F — e(k)(V.I)* (4.4)
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4.2. Caso estacionario para comprobar la resolucién de las
variable A y () en la confluencia
Para comprobar el correcto funcionamiento de la evolucion de aguas poco profundas en

la confluencia, simulamos la convergencia al estacionario en una situacién descrita por la

tabla 4.1, el estacionario se muestra en la figura 4.2.

Contornos Manning Pendiente[ %]

Arriba Abajo

Canal 0 h=3m n=0.03 0.25
Canall @1 =20 n=20.03 0.25
Canal 2 (@2 =3.0 n=20.03 0.35

Tabla 4.1: Contornos y parametros relevantes

5 5
g =
=* =
— o
:i 3 3 é

b 2 2
<? :Q
=

1 1

ae o

0 25 50 75 100 125 150 175 200

6 6

5 >
= 4
—~ o
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< ? ey
=

1 _ 1

0 . - . . 0

0 25 50 75 100 125 150 175 200

6 6

5 )
E‘ mmmmﬂmmmmmm v

o)

=! =
—~ o
N 3 3 E
+ =
<’ e
=

1 _ 1

0 0

0 2 50 75 100 125 150 175 200
x[m)|

Figura 4.2: Red de canales estacionaria con caudales a la entrada 2,3

Vemos que el resultado de la simulacién es el esperado: teniendo caudales Q1 = 2[m3/s]
y Q2 = 3[m?/s] a las entradas, obtenemos Qg = 5[m?/s] a la salida. Para tener una medida
mas precisa de las desviaciones del método, guardamos los valores exactos con los que trabaja
el programa y observamos que Qo(Lo, tmaez) = 5.0 = 10~%. Este error es mucho menor para
casos mas sencillos como canales uniformes que tienen un menor tiempo de convergencia al

estacionario.
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4.3. Aplicaciéon del método de adjuntos al caso estacionario

Sobre un flujo estacionario no uniforme (en este caso hemos introducido fenémenos
de rozamiento) se produce un transporte de soluto (figura 4.1). En el canal 2 hay una
concentracion constante de soluto ¢o = 0.5, en el canal 1 se introduce un pulso de soluto
gaussiano (ec. (2.11); [A = 5, u = 500s, 05¢q = 120s]). En la figura 4.3 se muestran 2 instantes

temporales de la evolucién. La condiciéon de contorno del soluto en el canal 1 se reconstruye
en 4.4.

Perfil de U = (A, Q); t=664.52 s Perfil de U = (A, Q); t=850.59 s

Qolm?/s]

Qi1[m?/s]

Qa[m?/s]

0 25 50 7 100 125 150 15 200" 00 25 50 7 100 125 150 115 200"
x[m] x[m]

Figura 4.3: Evolucién de un soluto en una red de canales no uniforme para t=664.52s

(izquierda) y t=850.59s (derecha)

Es interesante observar que los valores del soluto son adecuados. Por ejemplo la
concentracién ¢y = 1 pasa a ser ¢ ~ 0.6 = 3/5 en el canal de salida porque el soluto
se diluye en un caudal mayor. Observamos que lo mismo ocurre con el pico de concentracién
que llega por el canal 1.

Reconstruccion contorno-red de 3 canales

5 il T T T T .

m error
1071+ 1
] 1073 F l

-
] 1075 - 1
0 ! 1 L L 10_7 I |
0 500 1000 1500 z 50 100 150
t {S] iteraciones

Figura 4.4: Reconstruccién adjunta de 4.3 (izquierda), evolucién del error (derecha)
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Observamos en la figura 4.4 que el algoritmo es capaz de separar correctamente la senal
constante procedente del canal 2 de la gaussiana que queremos reconstruir en la entrada del
canal 1. Respecto al error, notar que hemos abandonado el método de minimizar € por su

alto coste computacional. Aun asi, se consigue un decaimiento practicamente exponencial.

4.4. Muestras de la versatilidad del método

Vamos a terminar mostrando los resultados que aporta este método a un caso mas
complejo. Con el objetivo de mostrar la potencialidad del método, se va a intentar reconstruir

una senal en la que la medida esté distorsionada.

Perfil de U = (A, Q); t=330.36 s Perfil de U = (A, Q); t=433.51 s

Figura 4.5: Evolucién de un soluto en un perfil de caudal oscilante

Para ello, mantenemos el caudal constante en el canal 1 (1 = 1) y ponemos en el contorno
un soluto gaussiano. En el canal 2 tenemos un soluto constante, pero vamos a introducir un
caudal que cambie con el tiempo: Q2 = 14 0.2sin(wt). En la evolucién se aprecia claramente

la deformacién sufrida por el soluto en el canal 0 (figura 4.5).
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Por 1ltimo, realizamos la reconstruccion para situaciones con 2 frecuencias de oscilacién
diferentes. La senal que queremos reconstruir es la misma (gaussiana), pero las medidas en
el punto final son claramente diferentes. No obstante las dos se reconstruyen con bastante

exactitud como se observa en la figura 4.6.

Reconstruccién contorno-red de 3 canales Reconstrucciéon contorno-red de 3 canales

3~0 E T T T T E 3'0 F T T T T E
25F medidas ] 25F A
— 20} 1 s20F e
; i1 3 EE
< Ui 3 J st 1
~ ~ 14
o ] = 11
< 1.0} ] < 1.0} 7
0.5 F 500 ] 05F ]

t [s] ]

0.0F ] 0.0F 1

0 200 400 600 0 200 400 600
t [s] t [s]

Figura 4.6: Reconstruccion del contorno aguas arriba del canal 1, para dos valores de

frecuencia de la variacion del caudal en el canal 2
Merece la pena mencionar que las simulaciones de este punto tienen incluidos fenémenos

de friccién con el canal (Manning), difusién y degradacion del soluto de primer orden —r¢;

las dos reconstrucciones estan hechas con 80 iteraciones para el método de optimizacidén.
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5. Conclusiones

Las ecuaciones en aguas poco profundas junto con la linealizacién de Roe, constituyen
una herramienta computacional muy potente para simular flujos y transporte de solutos en
1D. Pueden anadirse términos o ecuaciones auxiliares que describan otros fenémenos fisicos
relevantes, por lo que el rango de aplicabilidad es enorme. Su principal fuente de inexactitud
respecto a la realidad es la difusiéon numérica en la ecuacién del transporte de soluto cuando
se usan esquemas de primer orden para su resolucion.

El método de adjuntos se ha demostrado como una buena herramienta en el célculo
inverso para la minimizaciéon de errores y optimizaciéon de procesos. Permite inyectar los
errores de una serie de medidas y propagarlos hacia atrds en el tiempo con efectividad. Los
resultados obtenidos de las reconstrucciones son en general satisfactorios, aunque dependen
de la forma del perfil que se quiere reconstruir (ver perfiles cuadrados 3.5, 3.2).

El estudio que se ha realizado sobre las confluencias en 1D muestra una gran potencialidad
del método, y se podria extender a sistemas bidimensionales o méas complejos. Por ejemplo,
podria describir una red de canales de riego en la que reconstruir que cantidad de vertido

proviene de cada canal, o incluso una cuenca hidrografica con afluentes.

5.1. Trabajos futuros

Vamos a dedicar unas lineas a discutir los puntos en los que se podria profundizar en

futuros trabajos:

— Estudio de ruido generado: con el objetivo de acercarnos a situaciones més realistas,
podriamos generar pequenas variaciones a lo largo del canal de modo que constituyeran
una fuente de ruido en la variable ¢. En las medidas podriamos estudiar la similitud

con la senal original, hacer ajustes polinémicos o aplicar algin tipo de filtrado.

— Comparacion con medidas de laboratorio: seria interesante intentar una
reconstruccién basada en medidas reales; en concreto habria que cuantificar cuanta
desviacion producen las limitaciones computacionales como difusién numérica o

sencillez del propio marco tedrico.

— Estudio del nimero de estaciones de medida: un punto interesante, mas
relacionado con la implementacion practica y material de este método seria estudiar
cuantos puntos de medida de (A, @) necesitamos para poder reconstruir el flujo. Si los
flujos son simples y no muy bruscos, es probable que con 10 estaciones de medida
o menos a lo largo del canal, realizando una interpolaciéon se pudiera reconstruir
la mayoria de situaciones. Estas medidas serian el sustituto a la simulacién de las

ecuaciones de aguas poco profundas.
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A. Cdédigo simulacion

Se han desarrollado desde cero todos los programas para este trabajo fin de grado, dos
de los casos més relevantes que corresponden a los iltimos Casos test de cada seccién estan

disponibles ptblicamente en los siguientes repositorios de GitHub:

— Casos de MacDonald y adjuntos sobre estacionario: Test 5, 3.5.3 https://github.

com/JoseSB-nature/simulacion-estacionario-canal-Casos-MacDonald

— Transitorios en confluencias: secciéon 4.4https://github.com/JoseSB-nature/

Confluencias—-Redes-de-Canales

No obstante a continuacién se presenta un esquema, que muestra las diferentes partes del

programa y sus funciones, este esquema es recurrente en todos los codigos desarrollados:

Orden de ejecucion

funciones de evolucion

variables.py...

funciones de graficado

funciones de calculo
inverso

datos: *.txt

Figura A.1: Componentes del programa y sus funciones
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B. Caso test: Rotura de presa con correccion de

entropia

La estabilidad de la entropia es un defecto intrinseco de la linealizacién de Roe. Cuando
hay un cambio muy brusco en el calado (p. ej una rotura de presa con mucho desnivel) se
puede dar el caso de que la A (autovalor) de una celda y la siguiente tengan diferente signo,
esto hace que su promedio en el cdlculo por paredes (que es lo que aparece en la linearlizacién
de Roe, [4]) sea nulo o cercano a 0; por este motivo, el flujo de informacién se estanca y el
sistema no evoluciona correctamente.

Un caso en el que se muestra claramente este problema es una rotura de presa con alto
desnivel inicial. En la condicién inicial se fija un salto en el calado y se deja evolucionar el
sistema. Esto es un caso test clasico que se suele emplear para evaluar el funcionamiento

numérico de los métodos, pues se conoce la solucién exacta. [8]

15 - - — 50 15 - - — 50
. solucién exacta
140 140
10 i e 10 B
T 130 & 130 &
= 205 5 |t 120 S
110 110
0 0 50 100 1500 0 0 50 100 1500
z[m] z[m]

Figura B.1: Test : Comparacion de la correccién de entropia, rotura de presa: (izquierda) sin

correccion, (derecha) corregido

Observamos que en la figura B.1 de la derecha esta onda de choque, se consigue corregir
usando la correccion de la entropia; se presenta en puntos negros una solucion exacta para
validar el algoritmo. El método es el siguiente:

En cada punto analizamos si alguno de los autovalores A; 2 ha cambiado de signo. En este

escenario descomponemos dicho valor propio promediado en una suma de dos términos:

Estos valores cumplen 5\; =\ + Xk., de modo que la informacién transmitida es equivalente
pero se propaga con ondas de magnitud relevante. Ademas es éptimo definir las variables
asociadas a cada autovalor (v, 8; ver 2.6) como: B = B¢ v Bx = 0. Es decir

T = o — Vi = o

Pk,
A
Este método disminuye los déficit de la linealizacion de Roe.
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C. Desarrollo método adjunto en una confluencia

Particularizamos al caso estudiado en el capitulo 4.1. Comenzamos escribiendo I:

[ |24 290 ]
//L1 { (§2¢)+A¢Ldazdt

/ /L2 [ ((;M)—I—Argbhda:dt:().

Utilizamos la derivada del producto 3.3 e introducimos la variable adjunta en las

derivadas.
Lo
I —/ / [ Aqb — = (Qaﬁ)— +Aar¢] dxdt

/ (0Q0)| )

dx
/ / " [ A¢ 9o _ (Qqﬁ)— —i—Aarqﬁ] dudt

Lo

dt + / " o A0)

0

/ (0Q9) 1dt+ / Ll(oAqS)OTda:
/ / LQ[ A¢—(Q¢)+Aar¢] dudt
%;(0Q¢)O dt+tALnaA¢):dx::0

Anadimos J = I + J porque I = 0:

/ / (z — Lo) ( ¢>)2} dadt

Tomamos variaciones respecto a ¢
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Lo
0J = / / [ A(5¢ —_— = (Q5¢)f + AUT(5¢] dzxdt
0

Lo

/ e

0

dx
0

T /Lo N
+ / dp (x — Lo) (¢ — ¢p)dpdxdt+
o Jo

dt /0 " o A59)

Tk 0o 0o
+ /0 /0 [—(A(qu)at - (Q(ng))% + Aaréqb] 1 dxdt
T

dx
0

/ (UQ5¢) it / LI(UAM))

Lo
/ / [ Aé(b (Q(Sgb)JrAm‘&b] dxdt
. 2
dx,
0

Lo
dt+/ (0 Ado)
0

/0 (036)|

Aplicamos los mismos contornos que se usaron para reconstruir el contorno en un solo
canal, pero ahora tenemos un set de condiciones por canal, si queremos reconstruir el contorno

aguas arriba del canal 1:
O’z‘(l'i,T) = 0; Vi
6¢o(Lo,t) = 6¢2(0,t) =0
Simplificando:

Lo
0J = / / [ A(Sqﬁ —_— = (Q5¢)f + Aordop + (¢ — ¢)(5¢} drdt+
0 0

0

+ /0 ! /0 [—(A&z;)” - (Q5¢)U+Aor(5¢] dwdt+

1

Ly
T Lo
+/0 /0 [ A(Sgb — - (Q(qu)f + Aaréqb] dxdt+

2

T
" /0 [(~0Q66)0(0, 1) + (0Q60)1 (L1.£) — (0Q56)1(0,1) + (0Q66)a(La, 1)]dt
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