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Lista de acronimos

[A: Inteligencia Artificial.

ML: Machine Learning, Aprendizaje Automatico.

PINN: Physics-Informed Neural Network, Red Neuronal con Informacion Fisica.
PCA: Principal Component Analysis, Anélisis de Componente Principal.

CNN: Convolutional Neural Network, Red Neuronal Convolucional.

GPU: Graphics Processing Unit, Unidad de Procesamiento Grafico.

TPU: Tensor Processing Unit, Unidad de Procesamiento Tensorial.

Adam: Adaptive Moment Estimation, Estimacion de Momento Adaptativo.
EDO: Ecuacion Diferencial Ordinaria.

EDP: Ecuaciéon en Derivadas Parciales.

AD: Automatic Differentation, Diferenciacién Automaética.

MSE: Mean Square Error, Error Cuadratico Medio.

APIL: Application Programming Interface, Interfaz de Programacion de Aplicaciones.

LSTM: Long Short-Term Memory, Memoria a Corto Plazo.






1. Introduccion

En los ltimos anos se ha extendido enormemente el uso de la Inteligencia Artificial
(IA) y el Machine Learning (ML), desde el reconocimiento de imagenes, utilizado por
ejemplo en Google Maps, hasta el procesamiento del lenguaje natural, utilizado por un
gran numero de traductores, pasando por el Big Data, utilizado por las grandes com-
panias para disenar sus estrategias de marketing o hacernos sugerencias segiin nuestros
gustos. A grandes rasgos, el objetivo de estas técnicas es reconocer patrones en datos para
poder extraer informaciéon de otros datos no vistos previamente, permitiendo asi auto-
matizar muchas tareas. Por tanto, no es de extranar que haya nacido todo un mundo de

aplicaciones de la IA en la ciencia.

Desde hace mucho tiempo se ha estado conjeturando sobre la posibilidad de crear
maquinas con inteligencia y consciencia. Son numerosas las referencias a la IA que en-
contramos en la ficcion. Todo esto empezd a hacerse realidad con las primeras redes
neuronales, que tienen su origen en el Perceptrén [1], desarrollado en 1958 por Frank
Rosenblatt. No obstante, no cobraron relevancia hasta la década de los 80s y los 90s, de-
bido a que al principio no existian ni técnicas eficientes de entrenamiento, ni ordenadores
suficientemente potentes. En 1986 se presenta un articulo revolucionario introduciendo el
algoritmo de Backpropagation [2], que dio lugar a un boom en el desarrollo de la TA al
acelerar el aprendizaje. Sin embargo, ha sido en la tltima década, con el desarrollo del
Deep Learning, cuando se ha vivido la gran revolucién de la TA con la gran cantidad de

datos accesibles.

Dentro del ML suele distinguirse entre aprendizaje supervisado y aprendizaje no su-
pervisado. En el supervisado, los algoritmos aprenden a partir de datos de entrenamiento
previamente etiquetados. El no supervisado tiene la ventaja de que no necesita etiquetar
previamente un conjunto de datos. Ejemplos de este tltimo son las tareas de agrupa-
cién/ clustering, o las Physics-Informed Neural Networks (PINNs), objeto de este trabajo.

Algunas de las aplicaciones de la TA en la Fisica son [3]:

1. Principal Component Analysis (PCA) y reduccién de dimensién. Esta técnica consis-
te en encontrar transformaciones de las variables de un sistema fisico que permitan
explicar el sistema con un menor nimero de grados de libertad. Podemos ver ejem-

plos de esta aplicacion en la Fisica Estadistica.

2. Regresion y clasificacion. Utilizando redes neuronales se pueden construir modelos
de ajuste de funciones con datos experimentales o clasificar datos, por ejemplo,

imagenes.

3. Reconocimiento de imagenes. Estas técnicas potenciadas con la introducciéon de las
Redes Neuronales Convolucionales (CNN) se han utilizado, por ejemplo, en Fisi-
ca de Particulas o en Astronomia. Pueden utilizarse para clasificar particulas en
colisiones (utilizado en el LHC) o para analizar imégenes de telescopios. También



son utilizadas en microscopia y medicina, pudiendo entrenar redes neuronales para

reconocer tumores.

4. Clustering. Estos algoritmos permiten agrupar objetos cercanos en grupos. Esto se
ha utilizado, por ejemplo, en astronomia para clasificar nuevas galaxias.

Existen muchos otros ejemplos de aplicacion de la A en Fisica, pero quizas, uno de
los méas interesantes y objeto de este trabajo, son las Physics-Informed Neural Networks
(PINNSs). Este tipo de redes neuronales permite resolver todo tipo de ecuaciones diferen-
ciales, ya sean ordinarias o parciales, con una o varias variables, lineales o no-lineales,
ecuaciones individuales o sistemas de ecuaciones. Estas PINNs se han utilizado, por ejem-
plo, para resolver la ecuacién de Schrodinger[4][5], en fisica de fluidos para resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes [6][7] o en fotdnica [§].

2. Objetivos

Los objetivos de este trabajo son realizar un acercamiento a las PINNs, programando
una red neuronal capaz de resolver algunos ejemplos basicos de ecuaciones diferenciales,

y proponer nuevas soluciones a algunos problemas que nos hemos encontrado.

Esta nueva técnica de resolucion de ecuaciones diferenciales es especialmente intere-
sante porque complementa y soluciona algunos de los problemas de las técnicas clasicas de
analisis numérico, como Runge-Kutta o el Método de Elementos Finitos. En este tltimo
lo que se hace es discretizar el dominio en una malla y reducir el problema a un sistema de
ecuaciones algebraicas. En las PINNs [9] aprovechamos la capacidad que tienen las redes
neuronales para representar cualquier funciéon, haciendo que minimice el residuo o error
de la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno. Ademas, utilizan aprendizaje no
supervisado, por lo que pueden utilizarse casi sin necesidad de intervencién del usuario,

pues no es necesario un proceso de preparacion y etiquetado de los datos.

Las principales ventajas de las PINNs son que no necesitan de un discretizado del
dominio para resolver las ecuaciones, permiten extender el rango de validez de la solucion
para valores en los que la red no ha sido entrenada, y en general, hacen un menor uso de
memoria. Sin embargo, tienen algunas limitaciones. La principal [9] es que actualmente
necesitan, en muchos casos, un tiempo de ejecucion relativamente alto, mayor que las
técnicas de Elementos Finitos. No obstante, el uso de GPUs y otros chips dedicados
(TPUs) ha conseguido reducir enormemente estos tiempos. También es cierto que es en
problemas complejos, donde con Elementos Finitos se necesita un discretizado muy fino,
donde destacan las PINNs. Ademas, otro inconveniente es que no existe una forma rigurosa
y consistente de evaluar los errores cometidos. Por otro lado, utilizando PINNs, no esta
garantizada la unicidad de la soluciéon, de hecho, la red puede converger a soluciones
ligeramente distintas segiin como inicialicemos sus parametros. En realidad, las PINNs

nos dan una aproximacion a la solucion real.



3. Conceptos basicos sobre Redes Neuronales

Antes de explicar en profundidad el funcionamiento de las PINNs es necesario enten-
der el funcionamiento de una red neuronal basica [10].

3.1. Perceptron

En analogia a las neuronas y al tejido ce-
rebral descubierto por Ramoén y Cajal, una red
neuronal en TA es un conjunto de varias capas

de neuronas matematicas simples o perceptro-
. . Suma pesada
nes, introducidos por Frank Rosenblatt [I]. Una

neurona matematica (que a partir de ahora lla-

S

maremos simplemente neurona) es una funcién

RrR* — R — R .
Funcién de
{gjn} N Z:‘L:l wix; —b — O'(Z) activacién
consistente en la composicion de una fun-
cion lineal con una no lineal. De manera
que, dados un conjunto de valores de entrada
{1, %9, ..., 2, }, la neurona devuelve o(z) donde Entradas Pesos
z =y wix; —by o esuna funcién no lineal, Esquema 1: Esquema de un perceptron
denominada funcién de activacién. A los coefi- (Fuente: stackexchange).

cientes {w;} se les llama pesos y a b bias (umbral, sesgo). La forma de la funcién de
activacién determina el proceso de aprendizaje y es siempre una funcién creciente. Algu-
nas de las més utilizadas son las que aparecen en la Grafica [I Cada una tiene distintos
usos: la sigmoide para clasificacion binaria, la tanh y la elu las que mas se utilizan en

PINNS, y la relu para regresion.
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Grafica 1: Representacion grafica de algunas funciones de activacion.
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https://tex.stackexchange.com/questions/104334/tikz-diagram-of-a-perceptron

La funcién escalén H(z) fue la primera funciéon de activacion en utilizarse. La idea
es similar a la de una neurona cerebral: cuando los valores de entrada, pesados segin su
importancia, superan un cierto umbral (37, w;x; > b), la neurona se activa. El resto de
funciones representan este comportamiento de forma suavizada, de manera que pequenos

cambios en los valores de entrada, produciran un cambio pequeno en la salida.

3.2. Red Neuronal

Una red neuronal es una concatenacién de varias capas de neuronas. El orden de las
capas se lee de izquierda a derecha. La primera capa es la capa de entrada (input layer),
la tltima la capa de salida (output layer), y las capas intermedias se llaman capas ocultas

(hidden layers).
hidden layers
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Esquema 2: Esquema de una red neuronal (Fuente: Izaak Neutelings).

Una de las propiedades de las redes neuronales que vamos a usar en las PINNs es su
teorema de universalidad [11] [12]. Al igual que todo circuito légico/booleano se puede
escribir sélo con puertas NAND, existe un teorema que nos dice que una red neuronal
puede aproximarse uniformemente tan bien como queramos a cualquier funciéon dada. En

concreto:

Teorema 1 (Universalidad) Sea m' € Z%, i =1,...,s y sea m = méx; |m’|. Suponga-
mos o € C™(R) y que o no es un polinomio. Entonces, el espacio de redes neuronales con
una sola capa oculta

M (o) := span{o(w -z +b) : w € R b € R}

es denso en

neuronal g € M (o) tal que
méx |D*f(z) — D¥g(x)] < ¢

rzeK


https://tikz.net/neural_networks/

Una PINN no es mas que una red neuronal representando una funcién, a la que

haremos cumplir la ecuacion diferencial y la condicién inicial.

3.3. Funcion de coste “loss”

Cuando entrenamos de forma supervisada una red neuronal, lo que hacemos es mi-
nimizar los errores entre la salida de la red y las etiquetas correspondientes a los datos de
entrada. A este error lo llamamos funcién de coste o loss, y es una funciéon que depende de
los pesos y los bias de todas las neuronas. Al igual que las funciones de activacion, existen
distintas funciones de coste. La més sencilla es considerar el error cuadratico medio entre
la salida de la red y(x) y los valores reales de las etiquetas e(x), para todos los datos de
entrenamiento:

O, b) = 3 lylw) — ela) (1)

3.4. Descenso del gradiente

En el subapartado anterior hemos llegado
a una funcién que hay que minimizar. Para ha-

cer esta tarea se utiliza normalmente el algorit-

mo de descenso del gradiente. Es un algoritmo

.'Oz'l;;';;;;'r

s
iterativo en el que, en cada paso, nos movemos SR “’:::‘l‘zllﬁ;ﬂmz%fff%&ﬁ?{};a
. 1. . . N G
(en el espacio multidimensional de pesos y bias) ey of““ “@g’f'lﬂﬂﬁfﬁé}m S
una pequena distancia en direccion opuesta al ) |

gradiente, ya que el vector gradiente nos da la

direccion de maxima variacion de la funcién. De Gréfica 2: Descenso del gradiente (Fuente:

esta manera, en cada iteracion actualizamos los Angel Sanchez Ruiz).

valores de cada peso w; y cada bias b; de las

neuronas segun las siguientes ecuaciones:

oC

W?H = w; — 77% (2)
oC

b?ﬂ = b? - 77% (3)

donde el pardmetro 1 se conoce como tasa de aprendizaje o learning rate. Cuanto méas
grande es este parametro, mas rapido se entrena la red, pero mayores son los errores
cometidos. No obstante, jmayores respecto a qué? Son mayores en el sentido de que
debemos imaginar este proceso como descender una montana hasta el punto mas bajo.
Si diéramos pasos muy grandes, seria dificil encontrar ese punto, porque cuando estamos
muy cerca y damos el siguiente paso, nos pasamos de largo y volvemos a subir ligeramente
hacia arriba. Para mejorar las predicciones de la red, podemos reducir este parametro a
costa de aumentar el tiempo de ejecucién. Ademas, esto también tiene el inconveniente


https://www.researchgate.net/figure/Figura-3511-Descenso-de-gradiente-estocastico-SGD-Arizan-R-y-Hassibi-B-2019_fig9_344388136

de que el algoritmo puede quedar atrapado en minimos relativos de la funcién, y no en el

minimo global.

Por otro lado, no siempre se utilizan todos los puntos de entrenamiento, sino que se
eligen algunos al azar, formando subconjuntos de entrenamiento llamados batches. Otro
parametro del modelo es el tamano de cada batch, llamado batch size.

La minimizacién de la funciéon de coste es lo que se conoce como el entrenamiento de
la red. Las derivadas parciales hay que evaluarlas en los puntos de entrenamiento. Cada
paso de descenso en todos los puntos de entrenamiento se llama época de entrenamiento.
Lo que suele hacerse es repetir este proceso durante varias épocas, es decir, el nimero de
épocas es el nimero de veces que la red ve un dato de entrenamiento o aprende de este
dato.

Ademas del descenso del gradiente, existen otros métodos para minimizar la funcién
loss. Uno de los més usados es Adam (Adaptive Moment Estimation) [13], que es una

versiéon mejorada del descenso del gradiente.

3.5. Backpropagation

El método del descenso del gradiente permite minimizar la funciéon de coste, pero no
nos dice cémo calcular el gradiente. Para calcular estas derivadas parciales se utiliza el
algoritmo de Backpropagation. Este algoritmo [2] permitié la primera gran revolucion de
la TA. En principio, podriamos calcular las derivadas parciales de forma numérica:

dy Y(x1, oy T+ Axyy ) — Y(T1, oy Ty oy Ty
= i 4
ox; Aifgo Az, (4)

Sin embargo, este proceso requiere de un gran nimero de operaciones que hacen que
el aprendizaje sea inasumiblemente lento. El nuevo algoritmo de Backpropagation calcula

las derivadas utilizando la regla de la cadena y haciendo una actualizaciéon en dos pasos:

1. Calculamos hacia adelante, de izquierda a derecha, las activaciones de todas las

neuronas.

2. Calculamos hacia atras, de derecha a izquierda, las derivadas parciales utilizando la
regla de la cadena.

Consideremos una red de L capas de neuronas, donde cada capa la representamos

como un vector de neuronas A' = (at, ..., aly,):

Capa de entrada: A%(z) = x € R
Capas ocultas: A'(z) = c(W'A" (z) +b") e RM, paral1 <1< L—1 (5)
Capa de salida: AL (x) = o(WLALL 4 bE) € Réout



donde W! € RN>*Nie1 eg la matriz de pesos de la capa [ y b € R™M el vector de bias.

Entonces, se define el error de las neuronas en la iltima capa como

oC oC dat  oC
5L = — J — / L 5L — / L
J dzf  dak 0zf 8@%0 (25) < Vol O 0(z7) (6)

donde ® es el producto de Hadamard (componente a componente) y 2! = WA= + bt
Haciendo pasos hacia atras, los errores en el resto de capas son:

it 2= 08 = (s o o) ")

A partir de estas dos tultimas ecuaciones es casi inmediato calcular las derivadas

parciales que aparecen en y :

9C  9C day 0z oC  9C ddl 07

Pt st R A S 1) == = olalt 8
o, ~ ddl ozt ap, ~ J oul, ~ dal ol dwl, )
ot 5!

Para mas detalles sobre este algoritmo se recomienda la lectura de [10], de la que se

ha seguido la notacion.

3.6. Overfitting

Por ltimo, comentaremos brevemente uno de los problemas mas importantes que
puede ocurrir cuando entrenamos una red neuronal. Cuando hacemos un ajuste (regresién)
de una funcién a unos valores experimentales, tenemos que elegir el nimero de grados de
libertad de nuestro modelo. Si elegimos un niimero insuficiente, incurrimos en underfitting,
el modelo no se ajustard bien a los datos, no lograra replicar la relaciéon subyacente en
ellos. Si elegimos un nimero demasiado alto se producird overfitting, el modelo se ajustara
muy bien a los datos, pero no reflejard correctamente la relacién subyacente en ellos vy,
seguramente, producira grandes errores cuando tratemos de explicar nuevos datos.

En el caso de redes neuronales, el nimero de neuronas (y por tanto de pardmetros)
de la red es el equivalente a los grados de libertad en regresiéon. Si elegimos un nimero
muy grande de parametros aparece el overfitting, el modelo se ajusta muy bien a los datos
de ajuste/entrenamiento, pero no serd capaz de generalizar el comportamiento de otros
datos nuevos. En la Grafica [3| mostramos los tres tipos de comportamientos posibles para
un ajuste polinémico. En el primero, de grado 1, observamos underfitting: el modelo lineal
no consigue reproducir el comportamiento de los datos. El segundo, de grado 4, consigue
modelizar muy bien los datos. El tercero, con overfitting, aunque pasa perfectamente por
los puntos de ajuste, no consigue generalizar bien el resto de puntos.

El underfitting es facil de detectar (loss o error muy alto) y corregir (aumentar el
nimero de pardmetros). Para evitar el overfitting, existen numerosas técnicas. En este
trabajo hemos empleado el Dropout, que consiste en eliminar algunas neuronas elegidas

7



Grado 1
Error = 4.08e-01(+/- 4.25e-01)

Grado 4
Error = 4.32e-02(+/- 7.08e-02)

Grado 15
Error = 1.83e+08(+/- 5.48e+08)
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Gréfica 3: 3 ajustes polinémicos en los que se observan underfitting y overfitting (Fuente: [14]).

al azar en cada paso de entrenamiento. El porcentaje de neuronas que se eliminan es un
pardmetro que tenemos que elegir, normalmente un 50 %. Como se explica en [15], de esta
manera la red aprende la informacién mas robusta y no el ruido o las particularidades
de ciertos datos. También puede interpretarse como en [16]: el Dropout es equivalente
a entrenar varias redes neuronales distintas y después tomar un promedio, pero de una

forma mucho mas rapida.

Los parametros que podemos modificar manualmente en la red, como el niimero de
capas de neuronas, el nimero de neuronas por cada, la tasa de aprendizaje, el niime-
ro de épocas de entrenamiento... se denominan hiperparametros. Tendremos que jugar
constantemente con estos valores para encontrar una red que funcione correctamente. El
problema es que esto hay que hacerlo manual y heuristicamente, no existen reglas claras
sobre como hacer esto. Es trabajo del programador de la red encontrar una combinacion
de hiperparametros que proporcione resultados satisfactorios.

4. Physics-Informed Neural Networks (PINNs)

Varias han sido las propuestas realizadas para resolver ecuaciones diferenciales con re-
des neuronales. Destaca un primer articulo [I7] de 1998, que trabaja de forma ligeramente
distinta de la actual, desarrollada sobre todo a partir de 2020 [9].

4.1. Primeras PINNs en 1998

En el articulo pionero [I7] de 1998 se trabaja con la condicién inicial y la ecuacion
por separado. Partimos de una ecuacién diferencial de la forma

G(Z,%(2), Vi(T), V(7)) =0, F€D (9)



sujeta a unas ciertas condiciones de contorno, donde ¥ = (zy,...,x,) € R" y D C R”
es el dominio en el buscamos la solucién ¢ (Z). Para resolver el problema, elegimos algu-
nos puntos de D y su frontera S, definiendo los subconjuntos de entrenamiento D y S.

Entonces, el problema se convierte en un sistema de ecuaciones:
G(F;, (&), VY (&), V(%)) =0, FHeD (10)

sujetas a las condiciones de contorno. Para resolverlo, proponemos una funciéon de test
Yi(Z, P), que depende de un conjunto de pardmetros p’ que buscaremos de manera que se
minimice:

min > G(@ (@), Vi (@), V2(a:)))” (11)

La manera en la que construimos la funciéon de test debe ser tal que se cumplan las

condiciones de contorno. Asi, v, tiene, en general, la forma:

donde N es una red neuronal y A contiene tinicamente la informacion de las condiciones

de contorno. Vedmoslo con algunos ejemplos:

Ejemplo 1

difl(xx) = f(x,¥) conx €]0,1] y tal que (0) = A

Entonces, una solucion de test puede ser (x) = A+ xN(x,p).

Ejemplo 2
d*p(x)

dx?

=f (a:,w, C(Zﬁ) con x € [0,1] y tal que (0) = A,(1) = B

Entonces, una solucion de test puede ser ¥(z) = A(1 —x) + Bz + x(1 — z)N(z, p).

Este primer método de PINN quizas no es tan 1til porque no es facil de generalizar a
cualquier ecuacion o cualquier condicién de contorno. Es necesario proponer una funcion
de test que cumpla la condicién de contorno, lo que puede ser dificil si el dominio es
complicado.

4.2. PINNSs en la actualidad

Una desventaja de las PINNs analizadas en el apartado anterior es que la genera-
lizacion a EDPs mas complejas es muy costosa. Cada tipo de EDP requiere reformular
el problema. Recientemente se ha propuesto una version de las PINNs que resuelve lo

anterior, como se describe en [9]. En este caso, consideramos una ecuacién diferencial

1z oy oy %y 0%y
"0z, Oxg’ Ox10xy” T 011014

) =0, &= (x1,..,29) €EQCR? (13)

9



con unas condiciones de contorno
B(y,#) = 0 en 02 (14)

Ahora construimos directamente una red neuronal §(, 5) dependiente de los pesos y bias
= {W b} oci<r de una red de L capas. De nuevo, § es la restriccién de y a un conjunto
de puntos de entrenamiento I' = {z1,...,z,}, donde I' es a su vez la unién de I'y C Q y
I’y C 092, este 1ltimo representando el contorno. Para encontrar la solucién entrenamos a

la red para que minimice la funcién de coste o loss:
L(Q,F) :waf(H,Ff) +wab(9, Fb) (15)

que es una suma pesada de la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno, lo que
hace innecesario anadir capas adicionales para tener en cuenta las condiciones de contorno

o iniciales. En nuestro caso, hemos tomado wy = w,. Matematicamente:

2

L(6,T;) =

2 oy 0% 0% (16)
|F | 8931 7 O0xg’ Ox101, 7 Ox0xg

Z‘EFf

Ly(0,T) = Z |B(7, (17)

IGFb

donde |I'¢| es el nimero de puntos de entrenamiento y |I';| el nimero de puntos en la

frontera utilizados para imponer las condiciones de contorno.

El Esquema |3| muestra resumidamente el funcionamiento de una PINN para resolver
una ecuacion diferencial ordinaria de orden 2. Para una ecuacién de primer orden el
esquema es similar, solo se modifica el recuadro de la ecuacién, donde iria el nuevo tipo.
Para una EDP habria que anadir més valores de entrada (z’s) en la red neuronal. Por
otro lado, la diferencia con el primer modelo de PINNs de 1998 es que este método es
mucho mas general, pues incluye las condiciones de contorno en la red neuronal y estas

condiciones pueden ser tan complicadas como queramos.

Ecuacion

Red Neuronal

Y +a(@)y +b(x)y — flay)

.................................................................

Condicidn de contorno

Esquema 3: Esquema de una PINN utilizada en este trabajo para EDOs de orden 2.
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5. Implementaciéon a ordenador

Para programar la PINN hemos elegido el lenguaje de programaciéon Python. Es-
te es, en general, el mas popular para programar Machine Learning, por su sencillez y
versatilidad a la hora de programar, pero también por la gran cantidad de paquetes ya
desarrollados: TensorFlow y Keras (de Google), Pandas, Scikit-learn o PyTorch. Existen
otros lenguajes, como R, MATLAB o SQL, que también incluyen paquetes de ML, pero
no son tan sencillos ni tan extensos como los disponibles en Python.

Lo que no abundan son los paquetes para programar PINNs, que son un tipo de red
neuronal. Es por esto que hemos tomado la decisiéon de implementar nosotros el programa
desde cero. Existe, por ejemplo, DeepXDE [9], en cuyo desarrollo esta basado este trabajo
y esta muy bien para tareas académicas. Sin embargo, solo lo hemos utilizado en contadas
ocasiones para verificar nuestros resultados. Uno de los problemas de DeepXDE es que
es un paquete de muy alto nivel y no permite ver exactamente como funciona el cédigo.
Otro ejemplo de paquete para programar PINNs es NVIDIA Modulus, pero para poder
utilizarlo hace falta tener equipo inférmatico de NVIDIA y es mas dificil de utilizar.

En concreto, para implementar nuestras PINNs hemos utilizado las librerias de Ke-
ras y Tensorflow. Tensorflow consiste en un conjunto de librerias de programacion para
operar con tensores. Con Tensorflow es posible implementar redes neuronales desde pri-
meros principios, sin embargo, al ser una libreria de bajo nivel, su aprendizaje y uso es
relativamente complejo. Por otro lado, Keras es una API (Application Programming In-
terface) de alto nivel, en la que es mas sencillo crear arquitecturas complejas con redes
neuronales, su gran ventaja. Desde 2020 Keras se incluye con los paquetes de Tensorflow,
de tal forma que bajo la API de Keras opera Tensorflow. En la mayoria de los casos este
hecho es transparente para el programador. En este trabajo se ha utilizado Keras como
columna vertebral de la implementacion, pero ha sido necesario utilizar Tensorflow en

muchos casos, como se explica a continuacién.

La mayor complicacion en la implementacion de las PINNs es que tenemos que mo-
dificar la funcién de coste loss para que tenga la forma de . En ella intervienen las
derivadas de la salida de la red con respecto a las entradas (cuidado, no confundir con
las derivadas que aparecen en Backpropagation, que son derivadas de la funcion de coste
loss con respecto a los pardmetros de la red). Para calcular estas derivadas se pueden uti-
lizar varios métodos: calcular las derivadas analiticas manualmente, métodos numeéricos
(diferencias finitas), derivacion simbolica o derivacién automatica, AD (Automatic Diffe-
rentation). Backpropagation es un tipo de AD, que se basa en aplicar la regla de la cadena
hacia atras en la composicién de varias funciones, como se ha explicado anteriormente, y
es mas eficiente que los métodos numéricos. Para calcular las derivadas de la salida con
respecto a la entrada, utilizamos también AD a travas de la funcién GradientTape de

TensorFlow.
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6. Resultados

A continuacién, mostramos los resultados obtenidos para algunas ecuaciones dife-
renciales, empezando por ecuaciones de primer orden y continuando con ecuaciones de
segundo orden. Por tltimo, explicaremos algunos problemas que nos hemos encontrado y
posibles soluciones.

6.1. Ecuaciones de primer orden

Para resolver ecuaciones de primer orden, hemos configurado una red neuronal con
los pardmetros de la Tabla

Hiperparametro Valor
n train 9
n® capas ocultas 3
n° neuronas/capa | 1, 50, 50, 50, 1
n® parametros 5251
Dropout 0%
batch size 1
n® épocas 100
inicializador Glorot Uniform
f. activacion elu
optimizador Adam
learning rate 0,001

Tabla 1: Configuracion de la red neuronal (més informacion en el texto principal).

“n train” es el nimero de puntos de entrenamiento, es decir, el cardinal de I'; “n®
capas ocultas” es el nimero de capas que tiene la red, sin contar la de entrada y la de
salida; “n® neuronas/capa” es la estructura topologica de la red, es decir, el nimero de
neuronas que tiene cada capa; “n° pardmetros” (grados de libertad) es el nimero total de
pesos y bias de todas las neuronas, cuyos valores queremos obtener; “ Dropout” es el % de
neuronas que apagamos al hacer el Dropout, “batch size” es el nimero de subconjuntos de
entrenamiento; “n® épocas” es el nimero de épocas de entrenamiento; “inicializador” es el
método para introducir los valores iniciales de los pesos y bias de las neuronas para iniciar
el entrenamiento, normalmente se hace de manera aleatoria siguiendo alguna distribucion
de probabilidad; “f. activacién” es la funcion de activacion; “optimizador” es el algoritmo
utilizado para minimizar la loss; y “learning rate” es la tasa de aprendizaje, que nos indica
lo rapido que se realiza el entrenamiento.

Todos estos valores son los hiperparametros del sistema y deben ajustarse a mano,
probando distintas combinaciones que funcionen. Aunque pueda parecer trivial, en oca-
siones es dificil hacer esto y es una de las partes que mas tiempo requiere.

En primer lugar, resolvemos la ecuacién diferencial

Y(x)+y(r)=0con 0 <z <4

y(0) =1 (18)
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de la cual sabemos que su solucion real es y(z) = e~*, la exponencial decreciente. Esta
ecuacion aparece en Fisica, por ejemplo, en los procesos de desintegracion nuclear. El
resultado calculado por la red neuronal de la Tabla[I] es practicamente el mismo, como se
puede ver en la Grafica [

Solucién real vs PINN

Y y(x) PINN
08 ..... y(x) real

1.0

0.6

0.4

0.2

ool 201% T
0 1 2 3 4

Grafica 4: Resultado de la ecuacién (@)

Vemos que la solucién calculada por la red neuronal coincide practicamente con la
real. El error cometido es de tan solo un 2,01 %, y podria reducirse algo maés si entrena-
ramos la red durante mas épocas o afinaramos un poco mas los hiperparametros.

Una de las caracteristicas importantes a analizar es el tiempo que se tarda en calcular
la soluciéon. Como se menciona en la seccién [2| un inconveniente de las PINNs es que este
tiempo es muy superior al de métodos numéricos clasicos. Pero ;cuanto mayor? Resolver
esta ecuacion mediante el método de Runge-Kutta con un discretizado que de un error
similar (= 2 %), ha tardado 0,018s, mientras que la PINN ha tardado 13,318s, 740 veces
mas. Sin embargo, en otros casos en los que Runge-Kutta requiera un discretizado muy
fino, esta diferencia no serd tan grande.

Naturalmente, el tiempo de ejecucién de la PINN también depende (como Runge-
Kutta) del ntiimero de puntos de entrenamiento n train. Sin embargo, en contra de la
intuicion, el resultado no siempre mejora al aumentar n train. Hemos encontrado que
una densidad de puntos de entrenamiento de 2 por cada unidad de x arroja en general
los mejores resultados (aunque el valor 6ptimo puede ser ligeramente distinto para cada
ecuacién). Por tanto, en la mayoria de ocasiones hemos elegido n train= 2(maz(I) —
min(I)) + 1, donde I es el intervalo de x en el buscamos la solucién. Asi pues, en este
caso, en el que buscamos la solucién para x € I = (0,4), elegimos 2 -4 + 1 = 9 puntos
de entrenamiento equiespaciados I' = {0,1/2,1,3/2,2,5/2,3,7/2,4}. Para esta ecuacién
hemos estudiado mas en profundidad cémo varia el error en funcién del niimero de puntos
de entrenamiento. Los resultados se muestran en la Gréfica [l

Como puede verse, se obtiene, aproximadamente, un minimo entre 5 y 10, que se
corresponde con tener entre 1 y 2 puntos de entrenamiento por unidad de x. Si tenemos
muy pocos puntos es evidentemente que no funciona bien, pero lo curioso es que tampoco
funciona bien para valores muy grandes de n train.
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Gréfica 5: Dependencia del error final en la solucion con el niimero de puntos de entrenamiento.

A continuacién, consideremos una ecuacion logistica, ampliamente utilizada en siste-
mas dindmicos para modelizar poblaciones y epidemias:

y/(x):_Q(y(x) —1)(y(z) —3)=0con 0 <z <4 (19)

y(0)

cuya solucién es y(z) = 3 — ffﬁ En este caso, utilizando la misma PINN que en la
ecuacién anterior, volvemos a obtener un buen resultado, como muestra la Gréfica [6]

2.0 Solucién real vs PINN 2.0 Solucién real vs PINN

y(x) PINN y(x) PINN
1s .....' 1.62% e y(x) real 1.5 0.87% ottt y(x) real
10 Tt 10| e
0.5 0.5
0.075 i 2 3 4 0.075 i 2 3 4

X X
(a) Condicién inicial y(0) = 2. El error (b) Condicién inicial y(0) = 0. EI error
cometido es de un 1,62 %. cometido es de un 0,87 %.

Gréfica 6: Resultado de la ecuacién @) enz € I = (0,4) para dos condiciones iniciales.

Por tultimo, veamos el caso de una ecuaciéon diferencial con soluciéon no acotada:

y'(z) —y(x) =0con 0 < x <2
y(0) =1

cuya solucién real es y(z) = e*. Nétese que de momento se busca la solucion en el
intervalo I = (0,2). Con la misma configuracién de la red que en el caso anterior, pero

pasando de 100 épocas a 400, se obtiene la Gréfica [Tal En este dominio més pequetio se
sigue obteniendo una buena solucién. Sin embargo, para un dominio de z € I = (0,4),
Gréfica [Th], no hemos sido capaces de encontrar una combinacién de hiperpardmetros que
funcione. La solucion real diverge, pero la calculada por la red tiende rdpidamente hacia

(20)

0. Este fenémeno nos lo hemos encontrado siempre que la solucién de la ecuaciéon no esté
acotada y queremos obtener la solucién en un dominio demasiado grande. Mas adelante,
cuando hablemos de ecuaciones de segundo orden, nos extenderemos en profundidad sobre
esto y plantearemos algunas posibles soluciones.
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Solucién real vs PINN Solucién real vs PINN

y(x) PINN 6 y(x) PINN
6l y(x) real S e y(x) real
’ 4
4
2 " 100.26%
5l 183% 7
.......... 0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 1 2 3 a
X X
(a) Enz eI=(0,2). (b) Enz e l=(0,4).

Gréafica 7: Resultado de la ecuacion .

La conclusion que podemos sacar, de momento, es que el método de PINNs para resol-
ver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden funciona muy bien para ecuaciones

cuyas soluciones estan acotadas y en dominios no muy grandes.

6.2. Ecuaciones de segundo orden

Ahora veamos el caso de ecuaciones de segundo orden. En particular, se va a estudiar
en profundidad el funcionamiento de la PINN en el oscilador armonico:

y'(z) +y(x)=0con 0 <z <4

y(0) = 1,y/(0) = 0 @)

cuya solucion es y(z) = cos x. Partimos de una PINN con los hiperpardmetros de la Tabla
2l Notar que, a diferencia de la red utilizada en las ecuaciones de primer orden, ahora
hemos obtenido mejores resultados con la funcién de activacién tanh (aunque también
funciona bien con elu). Ambas, elu y tanh, tienen en comin que son de las pocas funciones
de activacién que toman valores negativos. La PINN consigue encontrar la soluciéon con

un error de tan solo un 1%, como se puede ver en la Grafica .

Solucién real vs PINN

N y(x) PINN
N e y(x) real
0.5
0.0
-0.5
_1.0/ 0.95% S -
0 1 2 3 4
X

Grafica 8: Resultado de la ecuacién enx €l =(0,4).
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Hiperparametro Valor
n® train 9
n® capas ocultas 3
n° neuronas/capa | 1, 50, 50, 50, 1
n® parametros 5251
Dropout 0%
batch size 1
n® épocas 600
inicializador Glorot Uniform
f. activaciéon tanh
optimizador Adam
learning rate 0,001

Tabla 2: Configuracién de la red neuronal.

Para estudiar en profundidad céomo funciona la red, echamos un vistazo a la Gréfica
|§|. En vemos los valores, para cada época de entrenamiento, de la funciéon de coste
loss, que tiene la forma de la ecuacién , y del error cuadréatico medio (MSE) entre la
solucion real y la calculada por la PINN. En vemos, ademas de las dos soluciones,
el error en la ecuacion diferencial en cada punto. Esto es, en cada punto representamos
y"(x) + y(x), que es el error o residuo, y que deberfa valer 0 si la PINN encontrara la
solucién real. Este valor es también la [oss en cada punto, sin contar la condicién inicial.
Esta curva se calcula en todo el dominio, no solo en los puntos de entrenamiento, una vez
entrenada la red.

Loss y Error
Error (loss) en cada punto

08 Loss i y(x) PINN
------ MSE (|ypred-ytrue|~2) ceees y(x) real

0.61 | 0.5 \

1 Error (loss)
04| } R
0.2 %‘\ -0.5
0.0 N | . W W PO 1.0 N -~

0O 100 200 300 400 500 600 1) 1 5 3 2

épocas X
(a) Evolucién de la loss y el MSE en el (b) Ecuacién diferencial (residuo o loss) en
entrenamiento de la red. cada punto.

Grafica 9: Funcionamiento de la red.

El MSE es el dato que realmente nos importa; sin embargo, solo lo podemos calcular
si tenemos la solucion real. Si no conocemos la solucion real de la ecuacion, lo cual es lo que
nos interesa si queremos que las PINNs sean ttiles, nos tenemos que limitar a calcular
solo la loss. Como vemos, la red parece quedar bastante bien entrenada tras unas 100
épocas. Sin embargo, aparecen posteriormente algunos picos que pueden deberse a saltos
entre minimos locales. Por otro lado, respecto al calculo de la loss, podria ocurrir que la
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red calcule una solucién con una loss baja, pero que no coincida con la solucion real. En
el caso concreto que estamos estudiando, tanto la loss como el MSE son practicamente

cero.

Lo que si nos aporta més informacién es el “Error (loss)” en cada punto, que aunque
no es cero en este caso, es realmente pequeno en todo el dominio. Esto si nos indica que
hemos encontrado una buena solucién y es una buena métrica porque para construir esta

curva no necesitamos conocer la soluciéon real.

Otro parametro a analizar es, como en el caso de primer orden, el tiempo necesario
para entrenar a la red. Como vemos en la Gréfica[d] basta con entrenar la red durante unas
200 épocas, lo que tarda un tiempo de unos 40 segundos y nos da un error del 1 %. Ejecutar
un programa de Runge-Kutta para calcular la solucién de la misma ecuacion, en el mismo
dominio, y con un error similar de un 1 %, cuesta unos 0,064 segundos. Asi pues, la PINN
tarda aproximadamente 625 veces mas. El mismo anélisis en la ecuaciéon de primer orden
nos dio que la PINN tarda 740 veces mas que Runge-Kutta. Como vemos, parece que,
efectivamente, al ir complicando el problema, Runge-Kutta necesita un discretizado cada
vez mas fino, y la diferencia de tiempo entre un método y otro se reduce. No obstante,
hay que destacar que invirtiendo mas tiempo en la seleccién de hiperparametros de la red,
se podria reducir més el tiempo de entrenamiento. El objetivo del trabajo no era tanto
esto, sino elegir una red mas o menos general que se comporte bien en una gran variedad

de ejemplos.

Por otro lado, una ventaja de las PINNs es que permiten extrapolar ligeramente
la solucion fuera del intervalo de entrenamiento. Esto es, que existen unos valores 0 <
Ry, Ry € R tales que |yprnn () — Yrear(z)] < €, Vo € [0 — Ry, 4 + Ry, para algin € > 0.
Es decir, que nos podemos salir un poco por fuera del intervalo de entrenamiento y la
solucién sigue siendo suficientemente buena. Esto lo podemos ver en la Grafica [I0] en la
que hemos entrenado la red en (0,4), pero mostramos la solucién en un rango mayor.
Como vemos, especialmente en (4, 6), la solucién sigue siendo bastante buena. De nuevo,
la curva Error(loss) nos indica las zonas en las que se obtiene casi la solucién real. Esta
extrapolacion se puede hacer en un intervalo més grande que lo que podriamos hacer con
Runge-Kutta. Esta importante ventaja aparece ya en el articulo de 1998 [17].

Error (loss) en cada punto

1.0 N -
05 /%
’ .« 0\ A\ L
- \\ Ay :
. AN 3 of //
0.0 *_+_*'"“‘:*-+‘*"’"\::
. 3 '\_,/
0.5 y(x) PINN
R I y(x) rea' “‘ ..'
1ol T Error (loss)
-2 0 2 4 6

Gréfica 10: Extrapolaciéon de la solucion a un intervalo mayor.
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Ahora veamos qué pasa si ampliamos el dominio en el buscamos la solucién de (0,4) a
(0,6) o (0,10), aumentando también n train como se ha comentado anteriormente. Como
en el caso de ecuaciones de primer orden, conforme agrandamos el dominio y nos alejamos
de la condicién inicial, la red empieza a fallar. Mostramos los resultados en la Gréfica [11]

Solucidn real vs PINN Solucién real vs PINN
L0} oy y(x) PINN 101~ y(x) PINN
R T y(x) real RERRTEY y(x) real
0.5 0.5 \ ; .
0.0 0.0
-0.5 -0.5
_10| 11.26% R _1.0| 57.43%
0 1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8 10
X X
(a) Solucién de enx €I =(0,6). (b) Solucién de 4 enx €I =(0,10).

Grafica 11: Solucién de en varios dominios.

Al extender el dominio a (0,6), la PINN sigue funcionando razonablemente bien. Sin
embargo, en (0,10) la red nos vuelve a dar una mala solucién que va tendiendo a cero.

6.3. Problemas de las PINNs

Como hemos ido viendo a lo largo del trabajo, el mayor problema al que nos estamos
enfrentando es que en dominios muy grandes la PINN no es capaz de encontrar la solucion
real. En particular, cuando nos alejamos mucho de la condicion inicial, la soluciéon de la

red cae a 0. En esta seccion analizamos la causa.

No es algo que deberfa sorprendernos, ya que la funcién y(x) = 0, Va € I es siempre
solucion de estas ecuaciones diferenciales. Asi que, de alguna manera, la red lo que hace
es encontrar todo el rato la solucién nula. El problema es que esta solucién no satisface la
condicién inicial. Para estudiar mejor lo que esta haciendo la red, reproducimos la Grafica
9] para el caso de z € I = (0, 10), que se observa en [L1H

Loss y Error

Error (loss) en cada punto

1.0
0.8 Loss
------ MSE (]ypred-ytrue|~2)
0.5
0.6 V.
£ e AN e B2 AN
04y 1% COL AL T
- : y(x) PINN
-0.5
02 ) TRmewmeae | 01 NS0 L y(x) real
————— Error (loss)
0.0 -1.0
0 100 200 300 400 500 600 0 2 4 6 8 10
épocas X

(a) Evolucién del entrenamiento de la red. (b) Ecuacién diferencial (loss) en cada punto.

Grafica 12: Funcionamiento de la red.
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Lo que observamos en la grafica de la derecha es que en torno al x = 2 la curva Error
(loss) aumenta y encuentra un méaximo. En este pico la red salta a otra solucién de la
ecuacion diferencial, pero que no satisface la condicién inicial. A partir de ahi, en concreto
a partir de z &~ 9, la curva Error(loss) vuelve a dar cero y la solucién que da la red es la
solucién nula. Por tanto, es importante recalcar que el hecho de obtener Error(loss) casi
nulo no nos garantiza que hayamos obtenido la soluciéon que buscamos. Las conclusiones
que podemos sacar son:

1. Sila curva Error(loss) es casi nula en todo el dominio, hemos encontrado una buena
aproximacion a la solucion real.

2. Siesta curva tiene algin pico, a partir de ahi, podremos haber saltado a otra soluciéon
de la ecuacién que no satisface la condicién inicial, como es la solucién nula. Asi

pues, la curva Error(loss) nos da una idea del rango de validez de la solucién de la
PINN.

Otro aspecto importante relacionado con este fenémeno es que este salto entre solu-
ciones, y por tanto ese aumento en Error(loss), puede ocurrir entre dos puntos de entre-
namiento consecutivos. Es decir, Error(loss) puede ser casi nulo en dos puntos de entrena-
miento consecutivos, pero no entre medio. Esto lo podemos entender como un overfitting:
la red funciona bien en los puntos de entrenamiento, pero no es capaz de generalizar el
resto del dominio. Cabria esperar que este efecto serd mas visible en redes muy grandes
(con muchos parametros/neuronas) o con pocos puntos de entrenamiento. Esto es preci-
samente lo que sucede. Para una red con una topologia (1, 500, 500, 500, 1) y 11 puntos
de entrenamiento en (0,10) obtenemos la Grafica [13]

Error (loss) en cada punto

1.5 y(x) PINN
i S y(x) real
1.0} i \ o - Error (loss)
0.5 o -
T O
0.0 \I‘ ',‘ \\\ ’—_:‘*___.,__-o----'----o---_..
05 ‘\\ :: K
-1.0 iy
0 2 4 6 8 10

X

Grafica 13: Overfitting y salto de la solucion.

Como vemos, los picos en Error(loss) suceden entre puntos de entrenamiento conse-
cutivos. Vemos que la curva ypinyn Se aproxima bastante bien a la real para valores muy
pequenios de x. Después se producen los picos en Error(loss) y a partir de ahi, la solucién
de la PINN ha saltado a la solucién nula, que cumple loss = 0 y por tanto satisface la
ecuacién diferencial, pero no la condicién inicial. Si solo hubiéramos calculado Error(loss)
en los puntos de entrenamiento podriamos haber pensado que hemos encontrado una bue-
na solucion. De modo que es de vital importancia asegurarnos de que Error(loss) es baja
en todos los puntos del dominio y no solo en los de entrenamiento.
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6.4. Posibles soluciones

A continuacién, proponemos algunas soluciones a este problema. Algunas de ellas las
hemos implementado y estudiado directamente en este trabajo, otras por su complejidad
y las restricciones de tiempo propias del TFG, no se desarrollan aqui.

6.4.1. Dropout

Seleccionando un Dropout del 50 %, es decir, apagando al azar la mitad de las neu-
ronas en cada paso de entrenamiento, conseguimos reducir en parte este overfitting. Sin

embargo, se tarda mas tiempo en llegar a la solucion.

6.4.2. Anadir mas condiciones de contorno

Una posible solucién, utilizada en la mayoria de los ejemplos de [9], es aniadir varias
condiciones de contorno/iniciales. Sin embargo, esto no siempre es una buena practica
porque muchas veces no conocemos los valores de la solucién en tantos puntos como nos
gustarfa. En muchos problemas fisicos tenemos control sobre las condiciones iniciales: o las
sabemos o las podemos imponer. De ahi que sea relevante resolver ecuaciones diferenciales
donde solo conocemos un valor de la soluciéon. No obstante, siempre que las conozcamos,

anadiremos tantas condiciones de contorno como podamos.

Para ver el efecto de mejora de estas dos propuestas, calculamos la solucién al proble-
ma ([21)), con la misma red de la Tabla , pero cambiando dos cosas: ponemos un Dropout
del 50 % y anadimos las condiciones y(z = 10) = cos(10) y ¢'(10) = —sin(10). Como
puede verse en la Gréfica [14] conseguimos reducir el error de un 57 % a un 8 %.

Solucién real vs PINN

10 ~, “-..‘
0.5
y(x) PINN
00y xS y(X) real
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X

Grafica 14: Resultado de la ecuacion enz € I = (0,10) con Dropout y dos condiciones de

contorno.
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Tener una condicién de contorno en el extremo izquierdo y otra en el derecho, es lo
que ocurre, por ejemplo, cuando se resuelve la ecuacién de Schrodinger en el pozo infinito
de potencial. Ademas, para resolver la ecuacién de Schrodinger, se podria imponer la
condiciéon de normalizacion del cuadrado de la funciéon de onda, por ser una densidad de

probabilidad. Esto evitaria que la PINN devuelva la solucién nula en todos los puntos.

6.4.3. Penalizar la solucién nula

Otra forma de evitar la solucién nula es anadir en la funcién loss un término in-
versamente proporcional a la norma de la solucion. Sin embargo, hemos rechazado esta

propuesta porque la red no funcionaria en ecuaciones diferenciales cuya solucion valga 0.

6.4.4. Redes recurrentes LSTM

Algunos articulos cientificos, por ejemplo [I8][19], trabajan directamente con redes
recurrentes del tipo LSTM. Este tipo de redes se utilizan, por ejemplo, en el reconocimiento
del lenguaje (en traductores o asistentes personales como Siri o Aleza), donde el significado
de una palabra afecta directamente a la palabra siguiente. De esta manera, se trata a los
datos de forma secuencial. En el caso de las PINNs el valor de la solucién en un punto
dependera directamente del valor de la solucién en los puntos anteriores. De esta manera,
la red no olvidara la condicién inicial y se retrasaran los saltos entre soluciones de la

ecuacion con distintas condiciones iniciales.

6.4.5. Meétodo iterativo

Dado que los problemas aparecen cuando entrenamos la red en dominios muy grandes
y nos alejamos de la condicién inicial, una forma de solucionar este problema es aprovechar
que las PINNs funcionan bien en dominios pequeios. Lo que hacemos es partir el dominio,
en este caso el intervalo I = (0,10), en subintervalos mas pequenios, por ejemplo, I; =
0,2), I = (2,4), Iy = (4,6), I, = (6,8) y Is = (8,10). Ahora lo que hacemos es un

proceso de entrenamiento iterativo en estos intervalos:

Algoritmo 1 Método iterativo

Elegir 0 < n = nimero de subintervalos € N
Entrenar la red en I; con ci.enel x =0
Guardar modelo
foride 2 ando
Abrir modelo
Reentrenar la red en I; con c.i.=max{l;_1}
Guardar modelo
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Esquema 4: Esquema del método iterativo.

Asi pues, entrenamos la red en cada uno de los subintervalos por separado, movién-
donos de izquierda a derecha y tomando como condicién inicial de cada uno el tltimo
punto del subintervalo anterior. De esta manera, al finalizar el entrenamiento, tenemos
una sola red capaz de predecir la solucién en todo el dominio. Asi, conseguimos obtener
una solucién con un error menor del 10 %, como puede verse en la Grafica [L5] Notar que
de esta manera no estamos aportando informacion extra a la red, como si hacemos cuando

aniadimos condiciones de contorno.

Solucién real vs PINN

1.0
0.5
y(x) PINN
0.0 y(x) real
-0.5
—1.0/ 961%
0 2 4 6 8 10

X
Gréfica 15: Resultado de la ecuacién enz € I =(0,10) con el método iterativo.

Otra forma parecida de proceder seria, en lugar de partir de unos subintervalos prees-
tablecidos, que sea el programa el que los elija de forma conveniente. Podriamos elegir que
un intervalo dado acabe cuando el valor de la curva Error(loss) supere un cierto umbral
o tenga un pico, como vefamos en la Gréfica[I2b] De esta manera nos podriamos ahorrar
tiempo de calculo.
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Por 1ltimo, para comprobar la validez de la solucion de la PINN, nos hemos planteado
una segunda forma de calcular la solucion a partir de la red. Esta forma consiste en utilizar
solo las derivadas proporcionadas por la PINN entrenada y la definicién de integral:

i) = () + [ y/(s)ds (22)

donde la integral la calculamos de forma numérica. Lo que nos hemos encontrado es que
esta solucion y; coincide con la de la PINN, asi que este método no mejora la solucion.
Esto lo podemos interpretar como que en realidad la PINN lo que esta haciendo es realizar
una integral. De hecho, se esta investigando también actualmente la capacidad de las redes
neuronales de representar operadores matematicos, como la derivada o la integral. Al igual
que una red neuronal puede representar cualquier funcién, también se pueden encontrar

redes neuronales que realicen operaciones como derivar o integrar.

7. Conclusiones

En este trabajo hemos implementado una de las aplicaciones mas novedosas e in-
teresantes de la Inteligencia Artificial en la ciencia, las Physics-Informed Neural Networks
(PINN), que son redes neuronales normales en las que modificamos la funcién de coste
loss permitiendo asi resolver ecuaciones diferenciales. El trabajo comienza con una in-
troduccién al funcionamiento basico de las redes neuronales. A continuacion, se explica
la primera version histérica de las PINNs. Por tltimo, hemos implementado y mostra-
do los resultados obtenidos con las PINNs mas utilizadas en la actualidad. A pesar del
uso extendido de librerias de Machine learning como Keras o Tensorflow, estas todavia
no incluyen la posibilidad de programar PINNs de manera sencilla. No obstante, exis-
ten otras librerias mas especificas, como DeepXDFE que permiten hacer este trabajo. Sin
embargo, en este trabajo hemos implementado el programa desde cero. Ademas, hemos
explorado de manera exitosa algunas soluciones originales a los problemas que nos hemos

ido encontrando.

En cuanto a los resultados obtenidos, por un lado, cabe destacar que, tanto en EDOs
de primer como de segundo orden, hemos obtenido buenos resultados en dominios peque-
nos utilizando PINNs basicas. Por otro lado, para problemas con un dominio mas grande,
hemos conseguido implementar un nuevo método iterativo que permite obtener la solu-
cién. Por tdltimo, aunque en este trabajo nos hemos limitado a las EDOs maés sencillas,
esta técnica es igualmente valida para resolver EDPs o sistemas de ecuaciones, y se podria

continuar en esa linea como trabajo futuro.

Pese a que el campo de la TA, en particular el de las PINNs; es relativamente nuevo
(cuesta encontrar referencias con més de 3 afios de antigiiedad), ha despertado un gran
interés con la esperanza de mejorar o sustituir las herramientas de calculo numérico cla-
sicas, que en algunas aplicaciones son casi imposibles de utilizar. A pesar de los grandes
avances ya producidos por las PINNs, todavia queda un largo camino por recorrer para
que sean ampliamente utilizadas.
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