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1. Introduccién

Las ecuaciones de Einstein para el campo gravitatorio constituyen un conjunto de complicadas
ecuaciones en las que se emplea el calculo tensorial para describir la curvatura del espacio-tiempo,
y la obtencién de soluciones de las mismas es todavia un gran reto a dia de hoy. Debido a la
dificultad que reside en hallar soluciones exactas, consideraremos estas ecuaciones en el vacio, y

una métrica con simetria esférica dada por Schwarzschild.

Estudiando la accién de Einstein-Hilbert se pueden deducir las ecuaciones del movimiento, y la
veracidad de las mismas en este caso al considerar la métrica de Schwarzschild. Esta métrica
es considerada como primera solucién de las ecuaciones de Einstein y posee una serie de carac-
teristicas que nos van a permitir definir diversos conceptos a la hora de caracterizar el agujero
negro.

Considerando a continuacion una teoria de gravedad cuadratica formulada por K.Stelle se puede
verificar que la solucién de Schwarzschild también es solucién de las correspondientes ecuaciones

del movimiento.

Una vez analizada esta soluciéon, podemos dar un paso mas incluyendo la constante cosmoldgica
A que nos va a modificar las ecuaciones de Einstein asi como la accién considerada, obteniendo
soluciones estaticas con simetria esférica en gravedad cuadratica con constante cosmoldgica.
Mediante el uso de nuevas métricas , destacaremos la de Schwarzschild-Bach-Anti de Sitter, y
en funcién de los valores que tome A, se podran considerar distintas clases de soluciones.
Finalmente analizaremos el caso del agujero negro de Schwarzschild-Bach-(A)dS y sus propie-
dades fisicas en funcion de las soluciones encontradas en forma de series de potencias.

2. Dinamica del campo gravitatorio

2.1. Preliminares tensoriales

El Principio de Equivalencia explica como un sistema fisico arbitrario responde ante la accién
de un campo gravitatorio externo [1]. Para poder implementarlo, se recurre al andlisis tensorial.
Considerando la ecuacion de movimiento de una particula tnicamente influenciada por fuerzas

gravitatorias, por el Principio de Equivalencia ésta se puede expresar de la forma:

d2 ga
@z =0 W)
donde se define el tiempo propio:
dr? = — g dxtdz” (2)

Aparece en esta definicién el tensor métrico, cuya expresion viene dada por:

¢ o¢P
uv = @@naﬁ (3)
donde 7,3 es el tensor de Minkowski, cuya notaciéon podemos tomar diagonal con un -1 y tres
1. Definimos la conexién afin dada por:
0z Q*¢EH

Uov = 9er gwron (4)



La conexién afin no es un tensor. Una de sus propiedades que utilizaremos mas adelante es que
ademads es simétrica en los indices covariantes. Si adem&s imponemos que la ecuacién descri-
biendo el sistema fisico sea de la misma forma independientemente del sistema de coordenadas,
estaremos aplicando el Principio de covarianza general. Tanto la métrica como la conexién afin

nos permiten describir el campo gravitatorio. La relacién entre ambas se puede expresar de la

o __ 1 oo agau 8.90&# o 8QMV
L = 29 (&T“ * loknd or™ (5)

A continuacién definiremos el tensor de Riemann R,,, . Utilizaremos su forma al subir el primer

forma:

indice, de manera que podemos calcularlo utilizando la conexién afin:

Ry = 500 = S LTI, ~ThiT), (6)

Algunas de sus propiedades que vamos a utilizar son que es antisimétrico bajo intercambio entre

los primer y segundo ¢ tercer y cuarto indices, y por tanto es simétrico si intercambiamos el
primer y tercero o segundo y cuarto.

El tensor de Ricci se obtiene al contraer el primer y tercer indice del tensor de Riemann y lo
calcularemos de la forma:

A
Ry = Ry = 97 Ryupw (7)
También posee la propiedad de simetria. Por tultimo el escalar de curvatura, lo definimos de la
formas:
R = gl“/R’LLV = llj (8)

y es el inico escalar no trivial que puede obtenerse al contraer los indices del tensor de Riemann.

A continuacién podemos definir la derivada covariante de un tensor [2], cuyo simbolo escribiremos
de la forma V, (en este caso respecto al indice i) y que transformard un tensor arbitrario de
tipo (m,n) en uno de tipo (m,n+1).

Vi =0,0] + 17, )

La derivada covariante combina la derivada parcial ordinaria junto con productos dados por la
conexién afin y el tensor que estamos derivando. Por tanto, aplicando el Principio de covarianza
general, cuando nos encontremos en ausencia de gravedad y por tanto la conexién afin sea nula,
estaremos reduciendo la derivada covariante a la derivada parcial ordinaria, puesto que el resto
de términos serdan nulos. Una propiedad importante a tener en cuenta en célculos posteriores es

que la derivada covariante no conmuta.

2.2. Ecuaciones de Einstein

En primer lugar, podemos definir el tensor energfa-momento 7%, que se corresponde con un
tensor simétrico que representa la densidad de energia segin el sistema de referencia que consi-
deremos, y por tanto se puede identificar:

T =p (10)

Este tensor es simétrico y se conserva covariantemente.

Por otro lado también podemos definir el tensor de Einstein:

1
G,uu = R/,LZ/ - §gul/R (11)



Es el tnico tensor construido a partir de la métrica y de sus primeras y segundas derivadas cuya
divergencia es nula V#G),, = 0. Aplicando las asunciones que tomamos al considerar el limite
Newtoniano: campo débil, campos independientes del tiempo, fuente de materia no relativista
(la tnica contribucién del tensor energia-momento viene dada por la componente definida en

(10)), llegamos finalmente a las ecuaciones de Einstein para el campo gravitatorio [3]:

1
R'uy - §gHVR = 87TGTMV <12)

donde G es la constante de gravitacién. Podemos determinar una constante proporcionalidad
entre el tensor de Einstein y el tensor energia-momento que se denomina k, lo que nos permite

escribir las ecuaciones de Einstein en cuatro dimensiones:

G = KT (13)
Tomando la traza de (12), obtenemos:

R = —81GT (14)

que sustituimos de nuevo en (12) quedando:

1
R, =8rG (TW — 2gu,,T> (15)

En particular en el vacio T}, = 0 Vpu, v, lo que implica que las Ecuaciones de Einstein en el vacio
se reducen a:

Ry, =0 (16)

Con la definicién de (13) vemos que esto es equivalente a anular el tensor de Einstein, G, = 0.
Mediante las ecuaciones de Einstein obtenemos un conjunto de diez ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas no lineales para la métrica g,,,. Las ecuaciones estan relacionadas por
las identidades de Bianchi, que son satisfechas por la derivada covariante del tensor de Riemann
de la forma:

Ryvpose + Ruvoep + Buvepis =0 (17)

Existe un término que puede ser anadido a las ecuaciones de Einstein y que viene dado por la
constante cosmoldgica A. Dimensionalmente [A] = L2, y su contribucién aparece de la forma:

1
Ry, — ig‘“/R + Agyy = 81GT ), (18)

A nos da una idea de la contribucién del tensor energia-momento y por tanto juega el papel de
una densidad de energia en el vacio. Fue introducida por Einstein para poder conseguir soluciones
cosmologicas estaticas. Antes del descubrimiento de Hubble de la expansién del Universo, asumio
que se podia describir el Universo con la solucién estatica compatible con el principio cosmolégico
de homogeneidad e isotropia. Se ha demostrado observacionalmente que el valor de A debe ser
pequeno. Si consideramos por tanto su valor no nulo, las ecuaciones de Einstein en el vacio se
reducen a :

RMV g Ag,LLI/ (19)

En general, las soluciones de la ecuacién R, = C' - g, para una constante C se conocen como
variedades de Einstein, definidas como variedades de Riemann. Por tanto en este caso el tensor
de Ricci es una de ellas, y es miultiplo escalar de la métrica. En el caso de constante cosmoldgica
nula se denomina variedad llana de Ricci.



2.3. Accién de Einstein-Hilbert
2.3.1. Formalismo variacional

Una vez hemos deducido las ecuaciones de Einstein, estudiamos si éstas se derivan de un principio
de accién. Considerando la forma que debe tomar la accién, denominada como la integral de la
densidad lagrangiana. Como el sistema viene descrito por un campo &, la accién para la métrica

9w vendra dada por:
S = / d*zv/=g ®(gum) (20)

La eleccion mas simple para ® se corresponde con el escalar de curvatura R, ya que es el tinico
escalar dado por la métrica que se puede construir con a lo sumo derivadas segundas. Por tanto

la accién de Einstein-Hilbert viene dada por:

S = /d‘*x\/?g R (21)

El principio de minima accién establece que, imponiendo la condicién de que los campos per-
manezcan constantes en el infinito, la variacion de la accién va a ser cero luego nos encontramos

con un extremo (generalmente un minimo) de la accién. Por tanto aplicando esto a (21):

55—/d4m[5(Jjg)-R+\/jg-6R]—0 (22)

La variacién de la métrica en forma covariante se puede expresar en términos de la forma

contravariante, y viceversa:
09w = —GupGuod9°’ (23)
De esta forma:
69 = 0(detg) = —gg,u69"" (24)

Sustituyendo (24) en (22) y aplicando las propiedades de simetria de la métrica, llegamos a:

R oR
S = / d*z/—g [—2%” + } 5g" =0 (25)

dghv
Para facilitar los calculos posteriores, podemos obtener las variaciones del tensor de Riemann,
Ricci, y escalar de curvatura. Partiendo de la definicién del tensor de Riemann (6), su variacién
viene dada por:

ORY,y = 0 (0TY,) — Dy (6T%,) + 6T\ T5, + T 6T7, — 6T4,T), — Th 6T, (26)

vpo

Cabe destacar que mientras que la conexion afin no es un tensor, la variacion de la conexién afin
si que serd un tensor, de tipo (1,2). De esta forma, podemos asociarle una derivada covariante.

Para simplificar (26), podemos calcular las siguientes:

V, (0T%,) = 8, (6T%,) + Th 0T, — T 0T, — T7,6T%, (27)
1 €
Vo (6T%,) = 85 (dT%,) 4+ Th50T, — T, 6T, — T3, 6T (28)

De la resta de ambas, obtenemos que cancelan entre si los terceros términos, y la expresion

resultante coincide con (26), quedando por tanto de la forma:

SRE =V, (6T%,) -V, (5rg,,) (29)

vpo
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Como el tensor de Ricci se consigue contrayendo el primer y tercer indices, reescribiendo (29)

tendremos su variacion:

SR, = 6Rye =V, (6T%,) — Vo (6I%) (30)

vpo

El escalar de curvatura lo podemos escribir como la contraccién de los dos indices del tensor de
Ricci, R = g"" Ry, luego necesitaremos la variacién de la métrica y la del tensor de Ricci (30).
Utilizando la relacién entre conexién afin y métrica (5) se obtiene la propiedad que nos dice que
la derivada covariante de la métrica es nula, V(gu,) = 0. Por tanto nos permite escribir:

dR=069""Rys + 9"’ 0Rys = 69" Rys + V, [¢"7 6%, — g"P0I'7,] (31)

El dltimo término constituye una derivada total que no contribuye a las ecuaciones del movi-

miento, ya que su integral es cero. Eliminando este término y despejando:

V JR
R = 5gﬂ : R“y — W = R/,u/ (32)

Si volvemos a la ecuacion (26), la integral nos queda de la forma:
4 / R uv

Por el principio de minima accién, obtendremos que —g 9 + Ry = 0, que se corresponde con
el tensor de Einstein (11), llegando a que G, = 0 equivalente a R,,, = 0 y por tanto obteniendo

las ecuaciones de Einstein en el vacio para el caso de constante cosmoldgica nula.

2.3.2. Estudio en altas derivadas

En este caso realizamos el andlisis sobre las derivadas de cuarto orden. Los invariantes que
podemos construir vienen dados por los cuadrados del tensor de Riemann, tensor de Ricci y
escalar de curvatura [4]. Para simplificar los cdlculos, podemos considerar un término concreto
que viene dado por combinaciones lineales de términos con altas derivadas, denominado de
Gauss-Bonnet:

Lge = Rupe RMP7 — 4R, R* + R? (34)

En el espacio de cuatro dimensiones que consideramos, éste representa localmente una derivada
total y por tanto no contribuye a las ecuaciones del movimiento. Por tanto si lo anulamos
podemos reescribir el escalar dado por el cuadrado del tensor de Riemann, simplificando asf la
expresion. Esto nos lleva a poder escribir la accién que vamos a considerar para altas derivadas
[5]:
4 2 -2

S = /d zv/=g (aRuwR" — BR® + v °R) (35)
Para obtener las ecuaciones del movimiento , repitiendo el procedimiento anterior buscamos
calcular la variacién de (35), que se anulara por el principio de minima accién. La variacién se
divide en dos términos: el primero dado por la variaciéon de la métrica y el segundo dado por

las variaciones del tensor de Ricci (30) y escalar de curvatura (31). De esta forma, deberemos
desarrollar ambas dos partes:

1.
/ d'x 5 (v=g) (aRu R™ — BR® + 1k °R) (36)
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/ d*z/=g [a (0RR"™ + R, 6R"™) — BSR* + vk 20 R)| (37)
Empezando con el primer término, reescribimos la variacién de la métrica:

0(vV=9) = 5= (=d9) (38)

Para el segundo término, calculamos las dos nuevas variaciones dadas por:

SR? = 5 (4" Ryp 6" Ruo) = 66" Ryp + 9" Ryup) 6" Ruo + 6" Ryup 09" Ryp + 9"°5 R 1))

(39)
= 2R [0g" Ry + 9" 0 Ry

que se obtiene de aplicar la variacién a cada término. Cabe destacar que si hubiésemos aplicado
Unicamente la regla de la cadena, el iltimo término se pierde y por tanto la expresién seria
incorrecta. Para la otra expresién:
SR R" + Ry, 0RM" = 6R,,, R + R,,0 (6" 9" Rpo] = Rup0g" 9°° Ry + Rovg°P0g" Ry
+ Ryeg™ 9 R, = 2[0RR" 4+ ¢" Ry RysdgM” ]
(40)
de aplicar de nuevo la variacién a cada término y agrupar cambiando indices. A continuacion,

vamos a agrupar los términos dados por las variaciones que habiamos calculado inicialmente y

a unir todo en una sola integral, que nos dara:

68 = / d*z/—g [219 (@R R"™ — BR? + vk~ *R) 6g + vk 2R

+ 2 ((QRMV — ,BRQMV) 5R,uu + (Oégpo-RupRuo - BRRMV) 5guV)]

(41)

Sustituyendo estas variaciones con (24),(31) y (30) respectivamente, y reagrupando en funcién

de 6g,., distinguimos dos términos:
1
08 = /d4m\/—g [—2 (aRpgR”U — BR% + 7/(2}2) 9w +2 (g RypRue — BRR,) + 7/52}2“,,} oght”

+ / d'oy/=g (aR"™ — BRg™) (VOV,80u5 + VVubgu5 — PV V00005 — V7V 505
(42)
Introducimos un nuevo operador que aparece en el tltimo término, dado por:
9PV, V5 =VFVs =0 (43)

Continuamos desarrollando la segunda integral de (42), donde aparecen cuatro sumandos agru-
pados en funcién de dg,,, . Utilizando la simetria de R, y g, podemos agrupar los dos primeros
sumandos que nos aparecian, y seguidamente ya sustituir el valor de dado en (23).

/d4x\/jg 2V, ,VY(aRM — BRg"?) — g"'V )V o(aRP? — BRg?’) — O(aR" — BRg")] -
(44)
Por tanto al sustituirlo, observar que podemos introducir la métrica dentro de las derivadas
covariantes implicadas en el operador [] ya que la derivada covariante de la métrica es nula.
Tras reordenar obtenemos:



/d‘le[ (aV, VR — BVoVsR) — aVyV gas - R
+ B(VoV,R)gapg” — aORyg + BORG.s] - 5g” (45)
Aplicando la identidad de Bianchi (17), podemos utilizar la forma contraida aplicindola a:
VR — %VQR (46)
pudiendo simplificar el segundo término de (45) dando lugar a:
VoV,RY = %DR (47)

Ademds, agrupando los factores « y 3, reescribimos (45) y cambiando los indices «, 3 por pu, v
nos queda la expresién:

1
/ drz/— { <2v N gw,DR— DRW) —28(V,V,R - guwOR)| 6g"  (48)

Como ya habiamos comentado, las derivadas covariantes no conmutan. Sin embargo se puede
desarrollar la expresion general para el conmutador de derivadas covariantes, y la aplicaremos
para obtener el primer término de (48). Para el caso de un tensor (1,1) quedaria:

(VoVy =V V)R = Rpppe R + Ry, Ryse (49)
Por tanto despejando y aplicando la identidad de Bianchi quedaria:
1 € €

Retomando (42) donde la primera integral no la habiamos modificado, ahora hemos simplificado

al maximo la expresién y podemos reescribirla:
1
68 = / d*zy/—g [—2 (aRpo R — BR* + vk 2R) g + 2 (g™ RypRuo — BRRy) +v5 >Ry | 59"

1
/ dizy/— [ <v VR + 2Ry R + 2R, Ryse — 5 g0 0R — DRW>

—28(V,V,.R — g,,0OR))6g™
(51)

Finalmente agrupamos los factores «, 5,7 y eliminamos los términos que cancelan.
1 1
08 = /d4a:\/—g [a <—2RpgR””gW - Vo,VuR = 2R, R + §gw,DR + DR,W)] oght”

1 1
+ /d4x./—g [5 (QRng —2RR,, +2V,V,R — 2gWDR> + (—z,g?R + /12RW>] g
(52)

Igualamos a cero la variacién por el principio de minima accién, por tanto todo el integrando
debe cancelarse. Esto nos constituye lo que seran las ecuaciones del movimiento:
1 . 1
« _iR/mR Guv — -2 + igll’/DR + DR;W
] 1 (53)
+ 8 <2R2gw, —2RR,, +2V,V,R — 2gWDR> + (—25—21% + H—QR,W> =0

7



donde hemos remarcado los desarrollos mas importantes. Para el calculo y estudio de una solu-
cién exacta se debe desarrollar cada término mediante las férmulas para el tensor de Riemann
(6), tensor de Ricci (7) y escalar de curvatura (8), aplicando sus propiedades de simetria y

derivadas covariantes correspondientes.

3. Meétrica de Schwarzschild

Una vez hemos obtenido las ecuaciones de campo de Einstein y tenemos la ecuacion de movi-
miento podemos aplicarla a la métrica estatica e isdtropa con simetria esférica correspondiente
a la métrica de Schwarzschild. La independencia temporal se observa facilmente del hecho de
que todas las componentes de la métrica no dependen del tiempo, mientras que la condiciéon de
isotropia viene dada de que en términos de coordenadas polares, podemos escribir la métrica de

forma general:
ds®> = —B(r)dt* + A(r)dr? + 20 (r)drdt + D(r)r*(d6? + sin*0dp*) (54)

La métrica se puede simplificar hasta llegar a la forma estandar:

ds? = —B(r)dt* + A(r)dr? + r?d0? + r’sinfde’® (55)

Esta se corresponde con la métrica de Schwarzschild. Buscamos encontrar la solucién exacta
a las ecuaciones de Einstein y la primera fue estudiada por Karl Schwarzschild en 1916 [6].
Inicialmente calculamos los simbolos de Christoffel. Utilizando su relacién con la métrica (5)

tendremos que los simbolos de Christoffel no nulos seran:

B’ r 1
1ﬂ81 = F(l]O = 2B F%z = Iy F§3 = —556” (20)
B’ r 1
T = oA 33 = —236”29 T3 =T = -
A’ 1
I} = 24 I3 =T, = - I, = I3 = cotgh

Mediante (6) y las propiedades de simetria del tensor de Riemann, calculamos las componentes
necesarias para obtener el tensor de Ricci, que en este caso solo seran no nulas cuatro de ellas.

De esta forma, utilizando (6) y (7) llegamos a:

B// A/B/ B/2 B/
— 4+ + _
24 4A%?  4AB Ar

Bl/ A/Bl B/2 Al
Ry=— 28 2 2 (57)

(56)

R =—1+3-9n*touB (58)
1 rA rB’
2
— ol _I2 O
R33 = sen + 1 o + 5AB (59)

Se puede observar que las dos ultimas componentes dependen una de la otra. Finalmente con
(8) calculamos el escalar de curvatura:
B" AB  B* 2 2 2B 24’

AB 2A2B  9AB® 2 T A2 T ABr A%

(60)



Para obtener cuales son los valores de A(r) y B(r), volvemos a las ecuaciones del movimiento
(53). El término més simple viene dado por «, y debe anularse. Por tanto al igualarlo a cero:
1 1
v (25_2}2 + R_QRW) =0 < —5,%_2}2 + K2Ry =0 (61)
Como k es una constante esto nos lleva a obtener las ecuaciones de Einstein en el vacio, que
se pueden reescribir como en (16). Por tanto impondremos que las componentes del tensor

calculadas sean nulas. Cualquier combinacién lineal de dichos tensores también serd nula, y

puesto que A y B van a ser positivos, podemos imponer:

Ri1 . Roo
-, Y 2
yRRE: 0 (62)
Esto nos lleva a:
1 1/4 B , ) d
_T.A<A+B>_o & AB+BA=0 & - (AB)=0 (63)

Por tanto este producto serd una constante. Imponiendo la condicién de que la solucién sea
asintoticamente plana y por tanto la métrica tienda a la de Minkowski cuando r — oo, impone-

mos las condiciones de contorno:

lim A(r) = lim B(r) =1 (64)

T—00 r—00

Por tanto la constante dada por (63) debe valer 1, de manera que obtenemos la relacién dada

por:
1
= B =
0) = B() = 575 (65)
La métrica quedarfa de la forma [7]:
ds® = —f(r)dt* + f(r)~'dr® + r?df + r* sinfd* (66)

Esto nos permite simplificar las expresiones del tensor de Ricci y escalar de curvatura, pudiendo
reescrbirlas solamente en funcién de B:

BB” BB
Rop = — — 67
o= 2 (67)
B// Bl
Ry = 2B + Br (68)
Rog =—-1+ B+ rB’ (69)
Rs3 = sen®0 [-1+ B+ D] (70)
2 2B 4B
R=B"- =5 += 71
S+ (1)
Tomando la ultima componente, al anularla llegamos a la relacién:
—14+B+rB'=0 & (Br)=1 (72)
Integrando nos da la solucién Br = r 4+ C, y despejando:
C
B(r)y=14— (73)
r

9



Para obtener el valor de la constante C, imponemos que asintéticamente goo = —(1 + 2¢)
utilizando para ello el limite Newtoniano donde imponemos que en el infinito, la métrica debe
coincidir con la de Minkowski. Por tanto ggg ~ —(142 (— SQM )), donde 1) = —EM ¢g ¢l potencial

T T

Newtoniano [8], y se suelen considerar unidades naturales donde ¢ = 1, para una estrella estética
esféricamente simétrica de masa M. Luego comparando con (73) se tiene que C = —2MG/c?.
Asi hemos conseguido el valor exacto de B(r), y por consiguiente de A(r).
2MG
B(r)=1- (74)

c2.r

Finalmente reescribimos la expresién que obtenemos para la métrica de la forma (66), donde:

2m GM
1" _
f(r) . m 2 (75)
2 om\
ds® = - <1 - m) dt? + (1 - m) dr? 4 12d6? + rsinfdg’ (76)
r r

Podemos interpretar m como una escala de longitud gravitacional clasica, luego el radio gravi-
tacional asociado a la masa M. Se puede corroborar dimensionalmente, donde M,L, T se corres-
ponden con masa, longitud y tiempo respectivamente:

G =L3T2M ™' = [m] = [GM/?| =L (77)

Respecto a (76), podemos observar que todos los elementos de la métrica son independientes de
la coordenada temporal. Por tanto encontramos que aparece un vector de Killing 0;, de manera
que 0:B = 0;A = 0. Se puede generalizar esta propiedad afirmando que métrica con simetria
esférica en el vacio posee un vector de Killing temporal. Si una métrica posee un vector de Killing
que es temporal cerca de infinito, entonces se denomina estacionaria. A su vez, la métrica serd
estatica si es estacionaria e invariante bajo el cambio t — —t.

Por tanto una métrica estatica con simetria esférica nos puede describir agujeros negros que no

roten, mientras que para sistemas rotantes, la métrica serd estacionaria pero no estatica.

El Teorema de Birkoff nos dice que la tinica solucién con simetria esférica en el vacio es la métrica
de Schwarzschild (76) [9].
3.1. Desarrollo de la ecuacion de movimiento

Tomando las ecuaciones del movimiento (53), podemos desarrollar cada uno de los términos
resaltados para el caso de la métrica diagonal de Schwarzschild. A continuacién distinguimos el
estudio por separado de cada término:

Rpo R g, = (RooR™ + Ri1 R + Roa R* + R33R*) g, (78)

Multiplicando por cada elemento de la métrica g,,,. Como la métrica de Schwarzchild es diagonal,

_v, (53) (79)

solo tenemos los elementos en los que p = v.

10



R es un escalar , al aplicar la primera derivada covariante se transforma en un tensor (0,1) con

un indice covariante. Si lo denominamos R, tenemos que :

O’R

VVVMR — v,/ (R,u) - W

-T0.R, (80)
De manera que ahora tendremos un tensor (0,2), es decir, 2 veces covariante.

= R()VM()ROO + Rh,ulRH + R2yu2R22 + R3VM3R33 (81)

con v, =0,1,2,3

OR = V'V,R = ¢"'V,V,R (82)

Como el escalar de curvatura solo depende de r, la ecuacién se reduce a:
0’R OR
OR = o't I A e
=g [87“87“ A or (83)
De manera andloga para el tensor de Ricci:
DR/“/ - VﬁVgR,W (84)

Para el caso de Schwarzschild donde este tensor tiene cuatro componentes, tenemos que para la

primera:

oror "\ or

De igual forma se opera para Rj1, Roo. En el caso de R33, como también depende de 6, tendremos

2
Ry = gt [8 Foo 1 (aRO")] (85)

que anadir un sumando:

9°R OR 9°R OR
0 — 11 33 11 33 22 33 _ 12 33
Fgs =9 [ aror U\ ar )| T |00 2\ ap (86)

Sin embargo como la componente de Christoffel I'3, tiene valor cero, la ultima contribucién se

anula.

El desarrollo de estos elementos para cada uno de los indices nos permite obtener en el espacio
cuadrimensional en el que estamos trabajando, cuatro ecuaciones para cada uno de los términos
de la ecuacién del movimiento. Con el valor de B(r) ya obtenido (74), el escalar de curvatura al
ser una contraccion del tensor de Ricei, también se anula [10]. Esto nos permite verificar de forma
practicamente directa las ecuaciones del movimiento (53). El término dado por v ya se habia
analizado (61), en el dado por § todos los sumandos dependen de R luego se anula directamente.
Por 1ltimo en el caso de o deberemos verificar el sumando dado por (81). De aplicar la ecuacién
obtenemos un tensor que podemos denominar P,g, con componentes o = 3 = 0,1,2,3. Por la
ecuacion del movimiento cada una de ellas debe anularse.

Para el calculo hemos utilizado las expresiones simplificadas de los tensores tinicamente en
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funcién de B(r), por tanto obtenemos:

BB/ BB// B/ BN
Poy=——"[1—-B—rB|+ — | —+ — 87
00 73 [ " ] + 2 [7‘ + 2 ] (87)
B/ BI/ B/ B//
Pi=—[1-B—rB|- = |—+ =
1T B3 [ rB] 2B [r * 2 } (88)
1 B/ Bl/
Pyy=— [2B—-B*+rB' —rBB — 1| —rB [ + } (89)
T r 2
P33 = 861120 . P22 (90)

Sustituyendo (74) y sus derivadas correspondientes, se verifica que el valor del tensor resultante es
nulo, concluyendo asi que la métrica de Schwarzschild (76) cumple las ecuaciones del movimiento.
Finalmente, si volvemos a (76) podemos observar que encontramos dos singularidades, donde
los coeficientes de la métrica se hacen infinito [11]. Vienen dados por r = 0 y r = 2m. Para
verificar que esos puntos se corresponden con singularidades, puesto que la curvatura la medimos
mediante el tensor de Riemann pero sus componentes dependen de las coordenadas consideradas,
podemos construir su invariante y ver cuando éste se hace infinito. De esta manera:

Ry po RMP7 = 48m*r 0 (91)

luego se observa que r=0 si representa una singularidad. El otro punto en r = 2m representa
el denominado radio de Schwarzschild. Para este valor ninguno de los invariantes que podemos
construir se anula. Transformando las coordenadas se puede observar que la superficie definida
por este radio se comporta correctamente en la métrica de Schwarzschild y marca el horizonte de
eventos del agujero negro. Esta solucién es tinicamente vélida en el vacio y aplicable para fuera
del cuerpo con masa (en este caso de la masa dada por el agujero negro, luego para r > 2m).

4. Agujeros negros con constante cosmoloégica

4.1. Introduccién

Una vez hemos analizado la primera solucién exacta a las ecuaciones de Einstein dada por Sch-
warzschild, buscamos estudiar la funcién de la constante cosmoldgica A como interaccién entre
la teoria desarrollada por Einstein y los fenémenos astronémicos observados. Esta constante ini-
cialmente permitiria a Finstein establecer un modelo cosmoldgico estatico, aunque con el tiempo
seria de Sitter el que demostraria qué hace que un espacio vacio se expanda exponencialmente

rapido.

Los agujeros negros obtenidos en gravedad cuadratica con constante cosmoldgica describen una
geometria esféricamente simétrica denominada de Schwarzschild-Bach-de Sitter. Para analizar
esta geometria, vamos a repetir el proceso realizado en el capitulo anterior y por tanto partimos
de la forma més sencilla de la accién en el vacio conteniendo la constante A, para gravedad
cuadrética [12]:

S = / d*z/—g [q‘/(R —2A) + BR? — aCpegC (92)

donde @, 3,7 = G~ son constantes. La forma es andloga a (35), pero esta vez hemos considerado
un invariante dado por un elemento tensorial nuevo denominado tensor de Weyl [13]. La expresién
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general de este tensor para un espacio de cuatro dimensiones quedara:

1 1
C/u/pa = Ruupa + 5 (guURpV + ngRUu - gupRUV - gVaRpu) + 6(9#0901/ - guagpu)R (93)

En el vacio, R, = 0, luego en los puntos donde el tensor energia-momento se anule, tanto el
tensor de Ricci como el escalar de curvatura seran nulos también, luego tendremos que:

Ruupa = C/JJ/pO‘ (94)

Cabe destacar que el tensor de Weyl tiene las mismas simetrias que el tensor de Riemann, y
ademds es de traza nula Cj , = 0, reduciendo el nimero de componentes independientes a diez
(a diferencia del tensor de Riemann que tiene veinte). El tensor de Weyl permanece invariante
bajo transformaciones conformes de la métrica, que son aquellas transformaciones del espacio-
tiempo que dejan la métrica invariante salvo por una constante multiplicativa, que puede o no

depender de las coordenadas, gqp = Q2¢gqp. Por tanto, podemos afirmar que es un tensor conforme.

La definicién de este tensor nos permite introducir una clasificacién que tomara relevancia cuando
definamos las siguientes métricas que vamos a considerar. Las simetrias algebraicas del tensor
de Weyl en cada evento en una variedad Lorentziana son descritas por la clasificacion de Petrov.
El teorema de clasificacion nos dice que al tomar el tensor de Weyl (de rango cuarto), evaluado
en un evento, se puede considerar la aplicacion lineal que actiia sobre el espacio vectorial de la

siguiente manera:

1
Xab N 5C«ab mnan <95)
que permite considerar el problema de autovalores y autovectores siguiente:
1
5Cab mnan — )\Xab (96)

Por las propiedades de simetria del tensor de Weyl, se pueden obtener hasta cuatro autovectores
linealmente independientes, que pueden tener distintas multiplicidades. Cada una de estas multi-
plicidades definird un tipo de simetria algebraica del tensor de Weyl. Por tanto los distintos tipos
de tensor de Weyl pueden ser determinados resolviendo la ecuacién caracteristica (polinomio ca-
racteristico), en este caso de orden cuarto. Se pueden asociar vectores nulos, que son elementos
distintos de cero para los cuales la forma cuadritica seleccionada se anula. Estos vectores se
definen como las direcciones nulas. Por tanto , el teorema de clasificacién nos establece que ten-
dremos seis tipos de simetria algebraica, denominadas de tipo Petrov. Las métricas que vamos
a considerar son de Petrov tipo D [14], caracterizadas por tener dos direcciones nulas principales.

Fisicamente, esta clasificacién da lugar a la clasificacion de campos gravitatorios.

En las regiones tipo D, las dos direcciones nulas definen congruencias, que son las curvas que
marcan el desplazamiento, siendo éstas nulas entrantes y salientes radialmente cerca del objeto
que es la fuente del campo.

4.2. Meétrica y ecuaciones de campo

Partiendo de (92) obtenemos las ecuaciones de campo correspondientes para altas derivadas.
Puesto que la dnica modificacién que hemos hecho ha sido anadir la constante cosmoldgica,
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podemos escribir las ecuaciones de campo en el vacio redefiniendo unos nuevos coeficientes que

se pueden expresar en funcién de los obtenidos en el apartado anterior. De esta forma [15]:

a (—4Ba) + 3 <_;R29ab +2RRap — 2V VR + 2gabDR> +7 <_;Rgab + Rap + Agab) =0
(97)
donde B, se corresponde con el tensor de Bach. Se puede expresar en funcién del tensor de
Weyl (93):
Bap = VV*Coepa + %RCdCacbd (98)
Sin embargo vamos a utilizar su forma en funcién del tensor de Riemann, tensor de Ricci y escalar

de curvatura para realizar la analogia de coeficientes con las ecuaciones de campo previas. En
ese caso su expresion es de la forma:

1 1 1 1 1 1
By, = §DRab ~ % (VbVaR + 2gabDR> - gRRab + Rapa R + EgabRQ - ZRcdRCdgab (99)

Por tanto el primer término de (97) quedaria de la forma:

2 1 4 1
& (—QDRab +3VeVaR + 2 gaOR + 2 RRa, + 4R papa R — §gabR2 + RCdRCdgab> (100)

donde hemos permutado y cambiado el signo en el elemento dado por el tensor de Riemann
utilizando su propiedad de antisimetria. Si denominamos como a,b,c a cada factor que es mul-

tiplicado por «, 3,7 respectivamente en (53), se tiene que:

a

A= — 101
a=a —2a—§b (101)
B=-p (102)

C
y=— 103
7 C+Agab ( )

De la expresién para el tensor de Bach (99), podemos ver que se anula para espacio-tiempos que

cumplen

1
Rab = ZRgab (104)

De esta forma podemos simplificar (97), considerando un tensor de Bach nulo y (104), sustitu-
yendo se obtiene:

1
Rab - iRgab + Agab =0 (105)

quedando al sustituir (104):
R=4A (106)

En el caso de que el tensor de Bach no se anulase, las ecuaciones de campo quedarian:
Rab - Agab = 4kBab (107)

donde k se corresponde con:
L@
¥+ 8BA

Caben destacar dos casos. Cuando k se anula recuperamos las ecuaciones de Einstein en el vacio

(108)

con constante cosmolégica (19). Por otra parte, si k — oo, entonces 7+ 83A = 0, lo cual implica
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que la constante cosmolégica queda fijada por 7, 3 de la forma 7 = —83A, y deberfamos anular

el tensor de Bach B, para recuperar de nuevo las ecuaciones de Einstein.

Seguidamente vamos a tomar una métrica distinta a la de Schwarzschild (76) que habfamos
considerado para el estudio anterior. Definimos una métrica de Kundt [16] , que es de Petrov

tipo D con la forma:
ds3comar = H(F)du? — 2dudr + d6* + sin*0dp> (109)

Que la métrica sea de la clase de geometrias de Kundt, implica que es una variedad Lorentziana
de congruencia nula que no puede expandirse ni rotar.

La primera parte dada por u,r define un espacio-tiempo de Lorentz bidimensional, mientras que
la parte definida por 6, ¢ es andloga a la que encontrabamos antes.

Seguidamente establecemos, segiin la definicién previa, lo que seria la métrica conforme a la de
Kundt aplicando una transformacién conforme donde en este caso €2 si depende de las coorde-

nadas, estableciendo asi la que vamos a utilizar definitivamente:
ds* = Q(7)? - dsynar = QF)? [H(F)du® — 2dudr + db” + sin*0d¢?] (110)

Si consideramos la forma general de la métrica de Schwarzschild (76), podemos relacionarla con

(110) de manera que:
r = Q(F) (111)
La otra dependencia que venia dada por el tiempo t, y su transformacién correspondiente:

dr
t=u— | —— 112
H(T) (112)
De igual forma podemos expresar 7 utilizando la inversa de la funcién Q(7) en (111).
Asimismo, la relacién para f(r) en (76) con las nuevas funciones y por tanto en funcién de 7 es:

B(r) = f(r) = —Q(7)*H(7) (113)
/72
A(r) = f(lr) =— [%(Q)] H(T) (114)

Como habiamos obtenido en el apartado anterior, el valor de B(r) venia dado por (74) y se
correspondia con la inversa de A(r). Al anadir la constante cosmolégica de valor no nulo, ten-
dremos que utilizar la métrica planteada por de Sitter para la obtencién de la solucién de las
ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica. Para ello partiendo del ansatz:

ds? = —e*0)de? 4 P dr? 4 12d0* + r?sen®0de’ (115)
que mediante (19) nos lleva a obtener la métrica de de Sitter (dS):

2 2m A 5\ o 2m A2_12 2192 | 2. 29,2
ds® = — 1—7—§r dt® + 1—7—§r dr® 4+ rdf* + r°sen“0d¢ (116)

donde m se define como en (76). Reescribiendo las variables podremos identificar:

1 2m A
B(r) = 122
(r) A(r) r 3T

(117)



Al hacer tender a cero la constante cosmolégica recuperamos el resultado de Schwarzschild (76).
Al establecer m=0, obtenemos la métrica de Schwarzschild-de Sitter, que se corresponde con la
métrica de Sitter en coordenadas estdticas. De esta misma forma se determina la métrica de
Schwarzschild Anti-de Sitter, cuando la constante cosmolégica se establece negativa [17].

Para obtener los valores de 2(7) y H(7), identificamos el ansatz definido en (115) con la métrica
de (116) y con las relaciones (111),(112),(113),(114). De igualar las ecuaciones (113) y (114) la
ecuacion diferencial para Q(7) nos da que:

(118)

Asimismo tomando el valor de B(r) de (113) y el valor obtenido para €2 con 7 podemos despejar

H(7) De esta forma obtenemos:

H(F) = =72 — 2mP> + % (119)

Los puntos donde se anule la funcién #H(7), que se corresponden a su vez por las relaciones (113)
y (114) con los puntos donde se anulan B(r) y A(r)~!, nos definen los ceros de H en donde se

encuentran los horizontes. Denominaremos estos puntos como 7, de manera que:

H |p=r,= 0 (120)
que también cumple
B(ry) = 0= A(r,) " (121)
y la relacion: .
h = T (122)

dada por la funcién €.

Seguidamente, vamos a establecer los invariantes dados por los tensores que habiamos introdu-
cido: el tensor de Ricci, Weyl y Bach. Tomando la forma de las ecuaciones de campo definidas
en (97), reescribimos Ry, y R y de multiplicarlos obtenemos el siguiente resultado en funcién
del tensor de Bach:

Ry R® = A2g,9%° + Agapdk B® + Ag®4k By, + 16k*>B,, B (123)

Por las propiedades del tensor de Bach sabemos que es de traza nula, simétrico y se comporta
bien bajo transformaciones conformes. Esto implica que el producto g®* By, = 0, nos anularfa el
segundo y tercer sumando de (123), quedando asf la expresion final:

RypR™ = 4A? + 16k*B,, B® (124)

Para el tensor de Bach y Weyl respectivamente, hemos detallado como seria el calculo concreto
numéricamente (Anexo B) pero se nos proporcionan las ecuaciones simplificadas ya sustituyendo

las funciones €, H:
1
—08 [(81)2 + 2(81 + 82)2] (125)

BB =
ab 79

CapedC*" = %9_4 (H" +2)° (126)
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donde las funciones By y By son dos componentes independientes del tensor de Bach que podemos

reescribir de la forma:

By = HH"" (127)
By = H'H" — %,H//Z +9 (128)

También obtenemos las ecuaciones de campo (Anexo B) (?7), (?7),que podemos escribir en
funcién de (127), (128):

1
00" — 202 = nglH* (129)
1
H'QQ + 307H + Q* — AQ* = kBs (130)
Tomando la traza de las ecuaciones de campo dada por R = 4A, se tiene que
1 2
HOY +H'Q + 6(’H” +2)Q = 5AQ?’ (131)

Estas tres ecuaciones nos van a permitir caracterizar las diferentes soluciones de tipo agujero
negro en funcién de las expansiones obtenidas para las funciones 2 y H. Podemos distinguir dos
casos relevantes en funcién del tensor de Bach. En el caso en el que By, = 0, nos encontramos
con que podemos recuperar la solucién obtenida para Schwarzschild-Anti de Sitter (116) [18]. El
caso mas complejo viene dado cuando By, # 0. Las ecuaciones (129) y (130) estaran acopladas
,por tanto para estudiar las posibles soluciones recurrimos a escribir las funciones Q(7) y H(7)
como series de potencias, tomando el pardmetro A = r — rg, que expresa la solucién alrededor

de cualquier valor finito rg.

Q(F) = A" i a; A (132)
=0

H(F) = N’iq& (133)
=0

donde la suma se realiza sobre el entero i y por tanto A’ representa los pasos enteros en los que
se realiza la expansién. Sin embargo, para cada funcién se han definido las potencias A™ y AP
respectivamente fuera del sumatorio ya que no necesariamente tienen que ser enteros. Definiendo
los coeficientes ag,co # 0, el primer término de los desarrollos vendra dado dnicamente por
A" AP,

4.3. Clasificacién

Con el fin de estudiar los distintos tipos de soluciones en funcién de los exponentes n,p estable-
cidos previamente, podemos reescribir las series dadas por (129), (130) utilizando las ecuaciones
de campo deducidas [19]. Para ello tomando en primer lugar la ecuacién (129) ,reescribiendo la
serie de potencias para H(7) y calculando las derivadas correspondientes en serie de potencias,

tenemos la expresién para la parte derecha de (129):

H(F)" = i Civa(pHit+4) (p+i+3) (p+i+2) (p+i+1) APH ! = i lpra(IH4) (143) (142) (1+1) Al
i=0 I=p
(134)
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Anélogamente para Q(7) tenemos:

Q) =D ampr(n+m+ 1A (135)
m=0
QP = anpa(n+h+2)(n+h+1)A" (136)
h=0

donde consideramos m =i — 1y h =i — 2. De esta forma podemos reescribir:

(o SIENe o]

O =" amprapa(n+m+1)(n+ b+ 1A (137)
m=0 b=0

tomando al igual b = ¢ — 1. Por otro lado:

00" =Y "> aiapsa(n+ h+2)(n+ b+ 1)A>FHH (138)
=0 h=0

Considerando [ = 2n 4+ i 4+ h = 2n + 2i — 2, obtenemos la parte de la izquierda de la ecuacion
(130) dada por:

o0

Q" =207 = "ai - a_ian2(n+ h+2) [(n+h+1) = 2(n+m+ 1)) A (139)
=0

Reescribiendo (145) en funcién de [, n, ¢ llegamos a la expresion final:

00 —2n+2
STADY T aia ol —i-n+2)(1—3i-3n+1) =
1=2n—2 i=0
1 o
= gk > apral+ (I +3)(1+2) (1 + 1A (140)
l=p—4

Esta ecuacién nos va a permitir distinguir las distintas clases de que podemos considerar en
funcién del indice 1 seleccionado. Puesto que en la parte izquierda se establecia la condicién de
[l—i—2n+2>0— 14 <l —2n+ 2 estableciendo esta condicién para el indice ¢ ,mientras que
la expansién en serie de potencias para [ nos dard que su menor valor posible es [ = 2n — 2. De
igual forma con la parte derecha de (140), el menor valor es para [ = p — 4. Para diferenciar los
indices renombraremos este 1ltimo de manera que I’ = p — 4.

Consecuentemente, seran los indices n,p que definfamos en (132),(133) los que van a definir la
clasificacién, considerando tres posibles casos segun los valores de los indices de las series para
cada lado de la ecuacién (140), ,1":

m Caso L: [ </

m—-2<p—4<=p>2n+2 (141)

= Caso II: [ >

2n—2>p—4<=p<2n+2 (142)
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= Caso III: [ =

m—2=p—4<=p=2n+2 (143)

Cabe destacar que en esta ecuacién (129) no aparece la constante cosmoldgica. Por tanto cuando
consideremos unicamente (129), nos encontramos con el caso A = 0.

Otra ecuacién que también nos serd util desarrollar es (131). Notar que sus dos primeros su-
mandos se pueden reescribir ya que se cumple que (HQ') = H'Q + HQ

Luego sustituyendo las series en (149):

e © o0 o0
Z Z Citim 41 (n +m + 1APFEE | = Z Z Citli—i—n—p+2(ntmA1) (ptitnm) APFEEEm L
=0 m=0 =0 m=0

(144)
Realizando el cambio de variable [ = p+i+n +m — 1, podemos reescribir los factores. El resto
de sumandos de (131) se sustituyen por las series de forma andloga a lo desarrollado para (129),

obteniendo:
%) l—n—p+2
l . 1 . .
Z A Z CiQl—i—n—p+2 [(l—z—n—p+2)(l+1)+6(p+l)(17+z—1)]+
l=n+p—2 =0

1—3n J

1 — 9 X
T3 ,;‘”"Al =AY AYY D aigja s, (145)

I=3n  j=0 i=0
4.3.1. Casol

Tomando la condicién establecida y observando ambos lados de (145), vemos que el indice de
menor valor se corresponde con | = 2n—2 para la expansién del lado izquierdo. Para el coeficiente
a;, tenemos que para su primer valor ag # 0, y por tanto, siendo que el coeficiente que acompana
a A?"2 ge corresponde con a;-a;_;_opyo-(I—i—n+2)(l—3i—3n+1), tomando el primer valor
de la serie para i, puesto que ag # 0 si queremos que esto se anule deberemos imponer que:

l-n+2)(1—3n+1)=0 (146)

al tomar ¢ = 0, y puesto que hemos considerado el menor indice I = 2n — 2, ésto nos permite
establecer la siguiente condicién para n:

nn+1)=0 (147)
dando lugar a dos casos posibles, n =0y n = —1.
Tomamos los érdenes menores de | para la ecuacién (145), pasando el término de la

derecha al otro lado quedando una expresién igualada a cero. Consideramos para cada expansion

respectivamente [ =n +p — 2; [ = n; [ = 3n, y los primeros indices 7, 7 = 0, obteniendo:

1 1
co-ap |n(n+p—1)+ gp(p —1)| A"TPT2 ¢ gaoA" —4Aa3 A =0 (148)

Reescribiendo para simplificar la expresion:

col6n(n4+p—1)+pp—1)]A"P2 £ 2A" — 4Aa2A3" =0 (149)
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Al considerar n = 0, obtenemos las tres potencias AP~2, A% A%, Sin embargo la condicién es-
tablecida para esta clase nos impone que en el caso de que n=0, la condicién para p quedaria
p>2n+ 2 — p > 2, luego la primera potencia no aparece en el orden mas bajo que estamos

considerando, de manera que:

(2 —4Aa3)A° =0 (150)

Luego nos da el valor del coeficiente a%, correspondiente a:

ag = % (151)
Sustituyendo dicho valor en la ecuacién (149) obtenemos el valor de A.
ag A° [1 — Aa%] = %k
Sustituyendo a% tenemos:
A= gk (152)

Luego esta clase aparece solamente para el caso de constante cosmoldgica no nula con el valor
dado en (152).

Sustituyendo este valor en la ecuacién (149) obtenemos:
colp—3)(p — 4)AP73 £ 2A7 —4Aa2AT3 =0 (153)

Teniendo en cuenta que ag, ¢y # 0, y puesto que p > 2n+2 — p > 0, si tomamos p = 2 podemos
agrupar coeficientes y considerando A = 0, tendremos:

(2¢0 +2)A™1 =0 (154)

que nos impone ¢y = —1. Por tanto hemos encontrado dos subclases correspondientes a:

n|p
-1]2
0| p>2

Do o | B

Tabla 1: Posibles soluciones para el caso I

Cabe destacar que el caso correspondiente a [n,p] = [—1,2], se corresponde con la solucién
de Schwarzschild para simetria esférica, que ya ha sido estudiada inicialmente, para el caso de
constante cosmoldgica nula. Por tanto las funciones buscadas se reescriben como:

(155)

H(F) = —F* — 2m7® (156)
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4.3.2. Caso II

Andlogamente al procedimiento que hemos seguido para el caso anterior, buscamos el indice de
menor valor considerando la condicién dada por 2n—2 > p—4 | que se corresponde con [ = p—4.
Al sustituirla en el lado derecho de (140) nos lleva a imponer:

plp—1(p—-2)(p—-3)=0 (157)

dando lugar a los cuatro casos p=0,1,2,3. Volviendo a (149), sustituimos estos valores de p
creando asi cuatro subcasos. Puesto que la parte derecha de la ecuacién no varia, los valores de
n vendran dados al igualar a cero la parte izquierda:

co-6n(n—1)A"2=0<=n=0,1 (158)

p=1
co-6n*A" = 0= n=0 (159)

p=2
[co- (6n(n —1)+2) —2] A" =0 <= co(3n* +3n+1) = —1 (160)

que con la condicién inicial deberemos imponer que n > 0. Volviendo a la ecuacién 131) y

tomando los érdenes menores para p = 2 tenemos:
2 2
[co - n(3n + 2) + 1] a3 A%" — Aag A" — §k + §k EAY =0
Simplificando a :
3a2 [co - n(3n 4+ 2) + 1] A?" — 3AagA*™ + 2k[c2 —1] =0 (161)

que al anular el sumando de menor orden nos lleva a ¢y = +1. Sin embargo es incompatible con
la condicién para esta clase y el hecho de que n > 0. Luego este subcaso no es posible.

col-6n(n+2) +6]A" =0 <= n*+2n+1=0 (162)

que al resolver la ecuacién nos da que el tnico valor de n para el cual esto se cumple se corresponde
con n = —1, lo cual es incompatible con la condicién establecida para este caso, ya que para
p = 3 nos queda que debe cumplirse n > % Por tanto este subcaso tampoco es posible.
Tendremos tres subclases correspondientes a:

n|p A

0 | 1 | Cualquiera
0 | 0 | Cualquiera
1| 0 | Cualquiera

Tabla 2: Posibles soluciones para el caso 11
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4.4. Descripcién y estudio del agujero negro de Schwarzschild-Bach-(A)dS
de clase [0,1]

En este apartado nos vamos a centrar en el caso de agujero negro tipo Schwarzschild-Bach-Anti
de Sitter con constante cosmoldgica, correspondiente al caso I1, subcaso [n, p| = [0, 1]. Esta clase,
al escribir las soluciones de Q(7) y H(r) expresadas en forma de series, alrededor del horizonte
7, representa el agujero negro esférico y simétrico de Schwarzschild-Bach-Anti de Sitter, gene-
ralizando lo que encontrabamos en el Caso I dado por el agujero negro de Schwarzschild-Anti
de Sitter. Su principal diferencia es que el tensor de Bach B, no va a ser nulo, y por tanto para
el pardmetro de Bach se cumple b # 0.

Definimos el horizonte de agujero negro, dado por 77, donde se cumple H(r},)=0, y que se asocia
con rq, el punto alrededor del cual se realizaba la expansién en serie de potencias para las
funciones 2, H, de manera que:

_0 = ’["_h (163)
Los parametros independientes que encontramos son A, la posicién del horizonte 7, y b, deno-

minado parametro de Bach, que solo aparece en el caso no trivial de tensor de Bach no nulo ya

que en caso contrario se anularia, y toma la forma:
1 2
b = g(Cl — 2 + Aao) (164)
Por otro lado definimos el pardmetro dado por A y el radio 7:

A

— 1
,r—h? ( 65)

p=1-

En funcién de estos parametros y de las relaciones recursivas para calcular los coeficientes de
las series (detallados en Anexo C) tenemos la forma explicita de la expansion para Q y H:

Q(f):—l—g 3 om‘(Th_r>i (166)

=
i1 PTh

- |2 A
HH%=U*WJ;%*3ﬁ3

0o N
F—r
(7 + 77, + 732) + 3bpr, qg( pfh)] (167)
; h
=1
Para el horizonte en las expansiones se cumple:

A=F—ryg=7—7, =0 (168)

Los términos dominantes para las dos funciones vienen dados por los coeficientes ag, ¢y respec-

tivamente: 1
Q=qyg=—— (169)
Th
A,
H = coA = (7, — TT)(’I” —7h) (170)
h

Si tomamos estos resultados y los insertamos en las relaciones obtenidas al comienzo (113), (114)
para las funciones B(r), A(r) se tiene que:

B(r) = (r —ao) (171)
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A(r) — (r —ap) (172)

Por tanto encontramos que estas funciones tienden a cero, es decir, localizamos el horizonte en
7, = T que nos darfa que (120):

rhn = a0 = _7’1h (173)
De esta forma hemos situado la posicién del horizonte para r y 7.
A continuacion podemos estudiar el comportamiento de las funciones obtenidas en desarrollo de

serie de potencias, H(7), Q(7) cerca del horizonte de agujero negro 5, [15]:

Figura 1: Comportamiento funciones H(7), {(7) para constante cosmoldgica positiva y

negativa, tomando valores 7, = -1, k=0,5y b=0,3 para A=0,2y b=0,2 para A = -2

El valor de la constante cosmoldgica A nos va a determinar el comportamiento de la funcién
‘H(7). El horizonte de agujero negro marcado por 7}, nos delimita las regiones estatica (7 > 7)
y no estatica (7 < r3). El caso mds remarcable aparece para A > 0. La funcién H se anula en dos
puntos, y por tanto tenemos un nuevo horizonte. El izquierdo es el valor de 7, = —1 establecido
para la representacién, es el horizonte de agujero negro. En el limite del radio de convergencia
se encuentra el segundo horizonte, que es el horizonte cosmolégico.

Para la funcién Q(7), en ambos casos la funcién crece monétonamente y en los puntos donde
H(7) se anula (120) no se va a anular luego no nos muestra ningin horizonte.

5. Conclusiones

Primeramente, hemos estudiado la obtencién de las ecuaciones de Einstein y su interpretacién
para el agujero negro, distinguiendo el caso en el que consideraremos la constante cosmoldgica.
Una vez desarrollado el calculo tensorial necesario para el estudio de la accién de Einstein-
Hilbert, hemos utilizado el formalismo variacional para considerar una accién que, mediante la
aplicacién del principio de minima accién sobre la misma, nos ha permitido obtener las ecuacio-

nes del movimiento.

Partiendo de la métrica de Schwarzschild que nos ofrecia la primera solucion exacta a las ecua-
ciones de Einstein, hemos hallado el valor de sus componentes y verificado con el desarrollo de
las ecuaciones del movimiento previas, que ésta las cumplia , ademas de resaltar algunas de sus

propiedades mas caracteristicas como sus singularidades.
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Todo este desarrollo se ha llevado a cabo partiendo de la base dada por la teoria de gravedad de
lagrangianos cuadréticos y el estudio de soluciones para espacio-tiempos como el de Schwarzs-
child.

Seguidamente hemos anadido la constante cosmoldgica al estudio, introduciendo el tensor de
Weyl y de Bach junto con algunas de sus caracteristicas y reproduciendo el estudio anterior de
la accién. Modificando la métrica considerada, en este caso la métrica de de Sitter, buscamos
dos funciones, Q(7) y H(7) que nos van a permitir encontrar el horizonte de agujero negro, co-
rrespondiente a los puntos donde H(7) se anule. Con la obtencién de las ecuaciones de campo,
expresando las funciones buscadas en forma de series de potencias, podemos distinguir las clases
que se establecen en funcién de los parametros n,p que lideran la serie de potencias.

Finalmente analizamos el caso de Schwarzschild-Bach-Anti de Sitter que nos muestra como al

anadir la constante cosmoldgica, podemos encontrar que la funcién H(7) se anula en un nuevo

punto, brinddandonos asi un nuevo horizonte, que denominaremos horizonte cosmologico.
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