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3. Resolución Numérica 6
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1. Introducción y Objetivos

El modelado numérico de flujo unidimensional (1D) en redes de dominios espaciales unidos

por uniones ofrece un compromiso satisfactorio entre la calidad de las predicciones numéricas y

el coste computacional que en flujo tridimensional es muy elevado. Hay una gran variedad de

aplicaciones de flujo 1D en la literatura, como redes de tubeŕıas industriales, flujo de tráfico,

flujos de agua en canales abiertos o flujo sangúıneo en el sistema circulatorio humano [3]. La f́ısica

del flujo en la bifurcación es compleja en bifurcaciones simétricas o asimétricas y también en

uniones arbitrarias. El modelado 1D ha demostrado ser una herramienta precisa en aplicaciones

complejas, como la hemodinámica computacional en modelos arteriales deformables bajo flujo

pulsátil, generando resultados competitivos si se compara con simulaciones tridimensionales (3D)

[28, 29]. El flujo en tubos elásticos y plegables es de gran interés, especialmente en el contexto

de la hemodinámica, la fisioloǵıa y la medicina, y ha sido analizado en muchos estudios [13, 24,

2, 11, 9, 15, 16, 22] en las últimas décadas.

Sin embargo, el modelado numérico de flujo 1D en redes sigue siendo un desaf́ıo. En el marco

1D, la unión es un punto singular, donde el esquema numérico no se puede aplicar directamente

y, por lo tanto, se deben prescribir condiciones de contorno internas [6], lo que lleva al Problema

de la unión de Riemann. Los métodos existentes se basan en enfoques de acoplamiento para la

conservación de la enerǵıa o el momento con la ecuación de continuidad [6, 27, 26] considerando

solo condiciones de flujo subcŕıticas o subsónicas. Esos métodos asumen que las soluciones del

problema de Riemann involucran solo ondas de rarefacción o decompresión.

En flujos multidireccionales pulsátiles, el cambio entre ecuaciones emṕıricas al invertir el

flujo puede introducir discontinuidades poco realistas en las formas de onda hemodinámicas

simuladas. Además es necesario utilizar un método unificado para estimar los coeficientes de

pérdida que se pueden aplicar a cualquier cruce (es decir, cualquier número de ramas en cualquier

ángulo) y cualquier régimen de flujo.

Una alternativa para superar las dificultades que tiene que enfrentar el enfoque 1D en las,

es aumentar localmente el número de dimensiones espaciales [3, 25, 12], evitando aśı el costo

computacional del modelado multidimensional en todo el dominio . En [3], las redes de canales se

modelaron con uniones donde las ecuaciones de aguas poco profundas se resolvieron utilizando

la geometŕıa verdadera, mientras que en los canales se resolvieron las ecuaciones 1D habituales.

Otro ejemplo es el modelado de flujo de gas transitorio en [4], donde el flujo dentro de la unión

es definido como un contenedor prismático 3D.

En el contexto de los vasos circulatorios, los modelos de unión se pueden definir usando un

volumen de confluencia con propiedades mecánicas [Zhang2017, 7] dependientes del tamaño

de celda utilizado para discretizar espacialmente los vasos 1D y de la rigidez de los vasos que se

conectan en la misma unión.

En este trabajo seguiremos el enfoque basado en la solución exacta del problema de Riemann

en la unión (PRU) [15, 10, 14, 16, 6]. Las soluciones exactas se basarán en las relaciones de

onda para choque y rarefacciones (u ondas de compresión y descompresión) derivadas de un

análisis de estructura propia estándar del sistema hiperbólico de ecuaciones para el flujo en

tubos colapsables en [5]. El sistema proporcionará las relaciones de onda que vinculan los estados

proporcionados por dominios 1D que comparten una unión.

Al resolver el problema de Riemann en la unión queremos obtener condiciones de acoplamien-

to completamente consistentes con el sistema hiperbólico subyacente de las leyes de conservación,
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por lo que la técnica usada para resolver el PRU resultante se puede usar en combinación con

cualquier esquema numérico de orden arbitrario de precisión. Los estados resultantes se utili-

zarán para calcular los flujos numéricos que necesita el esquema expĺıcito para desarrollar la

solución dentro del dominio 1D. De esta forma, se prescribirán las condiciones de contorno in-

ternas evitando el uso de formulaciones tipo contenedor para las uniones o el uso de modelos

multidimensionales.

El esquema expĺıcito seleccionado en este trabajo para computar los flujos de actualización

en las celdas dentro del dominio 1D es el método de Roe de primer orden [18, 20] y ampliado

para tratar con términos fuente discontinuos [18, 17].

El esquema numérico en las redes de vasos debe completarse con dos tipos de condiciones

de contorno: externas e internas (las subyacente en nuestro caso). En ambos casos la evolución

temporal del sistema está gobernada por el estado en el interior del vaso y por las ondas que

entran en el vaso desde fuera de sus ĺımites. Para proporcionar un enfoque adecuado para el

PRU, primero es necesario explorar las condiciones de contorno en las secciones de entrada o

salida, y luego extender las conclusiones resultantes para formular la solución del PRU.

Por lo tanto, la definición de condiciones de contorno externo en secciones de entrada o salida

está relacionada con el problema equivalente en una confluencia de vasos.

Las uniones entre vasos pueden involucrar la mezcla o división de fluidos. El flujo flujo

alrededor de la unión es muy complejo y es posible la recirculación en los vasos de salida. Por

ejemplo en tubeŕıas ŕıgidas, en las uniones, la división real del flujo dependerá de las cáıdas de

presión en los dos tramos aguas abajo. Aparte de las pérdidas habituales en los vasos debidos

a la fricción con la pared, existen pérdidas espećıficas en la propia unión. Para ilustrar mejor

esta complejidad vamos a analizar la Figura 1, que muestra la distribución de la presión en una

unión, donde el flujo entra a través del vaso 1.

Figura 1: Distribución de la presión en una unión.

El perfil de presión no es obvio: como la velocidad en la tubeŕıa 2 es más baja que en la tubeŕıa

1, la presión aumenta. Las cáıdas de presión de la unión se definen a partir de la extrapolación

de los perfiles de presión de las regiones no perturbadas alejadas de la unión en la dirección de

la unión. Obviamente, las cáıdas de presión en la unión son más importantes cuando las cáıdas

de presión en los vasos aguas abajo por fricción son pequeñas.

En los modelos de flujo sangúıneo o respiratorio de orden reducido (0D/1D), las pérdidas de

presión en las uniones generalmente se desprecian. Sin embargo, estos pueden volverse importan-

tes donde las velocidades son altas y ocurre una redirección significativa del flujo. Los métodos
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actuales para estimar las pérdidas se basan en ecuaciones emṕıricas relativamente complejas que

son solo es válido para geometŕıas de unión y reǵımenes de flujo espećıficos.

Las discontinuidades en las formas de onda simuladas se evitaron al extender el método

basado en el volumen de control de Bassett et al. para incorporar una rama de suministro

de ”pseudodato”, un recipiente efectivo imaginario que contiene todo el flujo de entrada a la

unión. Enerǵıa el intercambio entre corrientes de flujo divergentes también se tuvo en cuenta

emṕıricamente. La formulación se validó utilizando dinámica de fluidos computacional de alta

resolución en una amplia gama de condiciones de flujo y configuraciones de unión.

En una simulación 1D pulsátil que exhibe transiciones entre cuatro reǵımenes de flujo dife-

rentes, el nueva formulación produjo transiciones suaves en las pérdidas de presión calculadas.

En este trabajo, las ecuaciones de flujo en vasos se resuelven para cada rama utilizando

el solucionador de Riemann Aumentado [18, 17]. El esquema numérico debe completarse con

las condiciones de contorno adecuadas. Las condiciones de contorno de entrada y salida se

proporcionan de acuerdo con [8] mientras que las condiciones de contorno internas, necesarias

en el nodo de unión, se proporcionan mediante la aproximación de Riemann.

2. Desarrollo del Modelo Matemático

El modelo utilizado para la simulación del fluido en este TFG, consta de dos ecuaciones

diferenciales parciales hiperbólicas, derivadas de las ecuaciones de Navier-Stokes [19]. La primera

de ellas establece la conservación de masa y la segunda implica la conservación del momento

lineal dentro de los vasos.

∂tU+ ∂χF(U) = Gχ

U =

[
A

Q

]
, F(U) =

[
Q
Q2

A

]
, Gχ =

[
0

−A
ρ
∂p
∂x − f

ρ − gA∂η
∂x

]
(1)

Donde χ es la coordenada axial, A es el sección transversal y Q el flujo o caudal del vaso.

También tenemos que ρ la densidad de la sangre 1 g/cm3, p es la distribución promedio de

presión interna del vaso, f es la fuerza de fricción a la que se somete el fluido por unidad de

longitud y η es una coordenada perpendicular a la superficie terrestre.

Si la presión es igual a p(x, t) = pext + ptr, donde pext es la presión externa al vaso y ptr

es la presión transmural elástica, imponemos que la distribución de la presión sea igual a esta

ultima, que a su vez se formula como:

p(x, t) = ptr = p0 +K0σ, σ = αm − αn =

(
A

A0

)m
−
(
A

A0

)n
(2)

Siendo K0 el coeficiente de rigidez del vaso, A0 es el valor de la sección transversal en la

que el canal se encuentra en equilibrio, σ la diferencia adimensional de presión transmural y n

y m dos exponentes usados para ajustar el modelo al comportamiento medido en arterias, con

m = 1/2 y n = 0 y al de venas, con m = 10 y n = −3/2.

Los conductos simulados en este TFG solo variaran a lo largo del eje axial A y Q. El resto

de magnitudes usadas para definir el sistema, como A0, K0, m, n... son constantes a lo largo del

mismo vaso.

Esta hipótesis nos permite generar la función φ, cuya derivada respecto a la coordenada axial

es igual a la derivada de la presión respecto a la misma coordenada. Ello nos permite pasar el
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aporte a la ecuación de la presión a la izquierda de esta, incluyéndola en forma de φ dentro de

la segunda componente del flujo:

φ = D0

(
m

m+ 1
αm+1 − n

n+ 1
αn+1

)
, D0 =

A0c
2
0

m− n
(3)

∂tU+ ∂χFφ(U) = Sχ

Fφ(U) =

[
Q

κQ
2

A + φ

]
, Sχ =

[
0

−f
ρ − gA∂η

∂x

]
(4)

Para resolver las ecuaciones del modelo, igualamos la derivada del vector Fφ al producto de

su matriz Jacobiana y el vector derivada de U(x, t) respecto a la coordenada axial.

∂Fφ

∂χ = J ∂U
∂χ

J =
∂Fφ

∂U =

(
0 1

c2 − u2 2u

)
(5)

Definimos c dentro de la matriz Jacobiana como ∂φ
∂χ , que se calcula como:

c2 =
c20

m−n (mα
m − nαn) , c0 =

√
K0
ρ (m− n) (6)

Definido c, podemos definir el numero de Froude como Fr = u
c . Este numero adimensional

deberá cumplir durante la totalidad de la simulación, la desigualdad |Fr| ≤ 1, asegurando

que el flujo en el vaso se encuentre constantemente en un estado subcŕıtico. De vulnerarse la

desigualdad, sabŕıamos que el fluido se encuentra en un estado supercŕıtico, indeseable para este

trabajo.

Diagonalizando la matriz Jacobiana, obtenemos los autovalores λ1 = u − c y λ3 = u + c

(siendo u la velocidad del fluido en el vaso), que definen la velocidad de propagación de las

ondas en el fluido.

3. Resolución Numérica

3.1. Discretización mediante volúmenes finitos

Definidas las ecuaciones que rigen el comportamiento del fluido en los vasos, utilizamos el

método resolución numérica por elementos finitos o MEF. Ello implica la división del canal en

intervalos espaciales y temporales de dimensiones ∆x y ∆t, respectivamente, llamados celdas.

En cada celda se realizara un promedio de las variables A y u, permitiendo que el valor obtenido

pase a utilizarse de manera aproximada como el valor que toma la función en la totalidad de la

celda. Este valor se nombrara como (·)ni , donde i hace referencia a la posición y t al tiempo de

la celda.

3.2. Método de Roe

El método de Roe, es un método de resolución aproximada de ecuaciones diferenciales par-

ciales hiperbólicas, basado en el esquema de Godunov. Este método presupone la utilización del

método MEF y tiene como objetivo dar solución al Jacobiano
∂Fφ

∂U = J, mediante la aceptación

de las siguientes hipótesis:
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Aceptando estas condiciones establecemos que:

J̃ =

(
0 1

c̃2 − ũ2 2ũ

)
i+ 1

2

, ũi+ 1
2
=

√
Ai+1ui+1+

√
Aiui√

Ai+1+
√
Ai

c̃i+ 1
2
=

c20
m−n

(
m
(
ᾱi+ 1

2

)m
− n

(
ᾱi+ 1

2

)n)
, ᾱi+ 1

2
= αi+1+αi

2

(7)

Notar que ᾱi+ 1
2
esta siendo elevado a m y n. Realizada la aclaración en cuanto a la notación,

integramos las ecuaciones a lo largo de un espacio centrado en la frontera de dos celdas adyacentes

podemos obtener que la fórmula de actualización de los valores de la celda es:

Un+1
i = Un

i −
(
δM−

i+ 1
2

+ δM+
i+ 1

2

)
∆t

∆x
(8)

Figura 2: Diagrama del proceso de generación de los choques en la frontera, utilizados para la

posterior actualización de la celda

Siendo δM±
i± 1

2

una fluctuación calculable como la suma de choques:

δM±
i∓ 1

2

=
∑
j

(
λ̃±αθẽ

)j
i∓ 1

2

(9)

Notar que j es un ı́ndice encargado de recorrer los choques sumados en la fluctuación (habi-

tualmente 1 y 3) y además que (·)i+ 1
2
hace referencia a una variable cuyo calculo requiere de las

magnitudes de la celda (·)i+1 y (·)i. Los términos que aparecen en la fórmula de la fluctuación,

se calculan como:

(
λ̃±
)j
i+ 1

2

=
(
λ̃±|λ̃|

2

)j
i+ 1

2

, θj
i+ 1

2

= 1−
(
β̄

λ̃α

)j
i+ 1

2

, ẽj
i+ 1

2

=

(
1

λ̃j

)
i+ 1

2

α1
i+ 1

2

=
(
λ̃3δA−δq

2c̃

)
i+ 1

2

, α3
i+ 1

2

=
(
−λ̃1δA+δq

2c̃

)
i+ 1

2

(10)

Estas variables a su vez son obtenidas mediante variables mas básicas calculables como:

λ̃1
i+ 1

2

= (ũ− c̃)i+ 1
2
, λ̃3

i+ 1
2

= (ũ+ c̃)i+ 1
2

δA = Ai+1 −Ai, δq = Ai+1ui+1 −Aiui

β̄1
i+ 1

2

=
(
− S̄2

2c̃

)
i+ 1

2

, β̄3
i+ 1

2

=
(
S̄2
2c̃

)
i+ 1

2

(11)

Siendo S̄2 i+ 1
2
el termino fuente, que dará cuenta de los efectos causados por las variaciones

de altura del fondo, además de los dados por la fricción a la que se somete el fluido en el vaso

sangúıneo. La fórmula mediante la que se calculara este termino además de sus limites, serán

expuesto en un apartado posterior dedicado.
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Definidas todas las magnitudes, las calculamos para cada pareja de celdas adyacentes y

obtenemos las variables ∆x como el cociente de la longitud del vaso por el numero de celdas

espaciales requeridas y ∆t como:

∆x = ∆t = CFL
∆x

Max
(
|λ̃i+ 1

2
|

) (12)

Siendo CFL un valor numérico de entre (0, 1), usado para ajustar la simulación yMax
(
|λ̃i+ 1

2
|

)
el máximo modulo alcanzado por λ̃1

i+ 1
2

o λ̃3
i+ 1

2

en alguna iteración.

Establecido una parte del método de simulación, se nos posibilita el empezar a realizar

simulaciones de fluidos como la siguiente.

Figura 3: Evolución de un torniquete subcŕıtico, con CFL = 0,5

En la figura 3 vemos un torniquete sin fricción, ni variaciones de fondo y sometida a una

distribución de presión estática, formulada en el final de la sección previa. La simulación nos

muestra que un sistema como el de la figura, genera dos ondas de direcciones opuestas, que

recorren el canal provocando que este tome como valor del área a la media aritmética de las dos

zonas, 0,5 m2.

3.3. Correcciones de entroṕıa

Que el método de Roe se base en aproximar la evolución de las condiciones de estado de

las celdas, mediante la suma de choques, lo vuelve preciso a la hora de estudiar choques los

mismos choques en el fluido, a costa de generar resultados imprecisos en rarefacciones o flujos

transcŕıticos en los que el fluido pasa de estado supercŕıtico a subcŕıtico, punto en el que una

de las velocidades de las ondas λ̃1 o λ̃3, toma un valor próximo a 0, estancando el flujo de la

información.

Para corregir estas imprecisiones, se proponen dos correcciones a la simulación que aseguraran

resultados precisos en roturas transcŕıticas de presas, entre otras [19]. En primer lugar tenemos

la corrección para la rarefacción transcŕıtica zurda, que se da cuando se cumple λ1i < 0 < λ1i+1,

siendo λii la velocidad de la onda calculada con los datos propios de la celda i. De cumplirse

esta desigualdad, el aporte a la fluctuación calculado mediante λ̃1
i+ 1

2

pasa a separarse en dos

componentes que toman como datos para su calculo λ̌1
i+ 1

2

, junto con β̌1
i+ 1

2

y λ̆1
i+ 1

2

, junto con

β̆1
i+ 1

2

, respectivamente.
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λ̌1
i+ 1

2

= λ1i

λ1i+1−λ̃1i+1
2

λ1i+1+λ
1
i

β̌1
i+ 1

2

= β̄1
i+ 1

2

λ̆1
i+ 1

2

= λ1i+1

λ̃1
i+1

2

−λ1i
λ1i+1+λ

1
i

β̆1
i+ 1

2

= 0

(13)

En segundo lugar tenemos la corrección para la rarefacción transcŕıtica diestra, que de manera

similar a la rarefacción transcŕıtica zurda, se da cuando se cumple λ3i < 0 < λ3i+1. De nuevo

se dividirá el aporte a la fluctuación calculado mediante λ̃3
i+ 1

2

en dos componentes calculados

mediante las variables λ̌3
i+ 1

2

, junto con β̌3
i+ 1

2

y λ̆3
i+ 1

2

, junto con β̆3
i+ 1

2

, respectivamente. Estas

variables se calculan de manera equivalente a lo mostrado para el anterior caso, aunque con dos

diferencias. Por un lado se tomaran velocidades λ3, en vez de λ1 para los cálculos y por otro

lado se intercambiaran los valores de β̌1
i+ 1

2

y β̆1
i+ 1

2

.

Notar que debe cumplirse con las nuevas variables de ambas situaciones, que su suma debe

ser igual a la (̃·)
j

i+ 1
2
que sustituyan.

(a) (b)

Figura 4: Comparación de la evolución de un torniquete sin (a) y con (b) corrección de la

entroṕıa, con CFL = 0,5

Realizando una simulación de un torniquete que transiciona de una fase supercŕıtica a otra

subcŕıtica, podemos notar los efectos de la corrección expuesta en el apartado, ya que se puede

observar como en la simulación no corregida aparece una frontera vertical separando las dos

zonas del fluido, mientras que en la simulación corregida la susodicha frontera desaparece.

3.4. Termino fuente

Como se ha explicado en un apartado previo, el termino fuente S̄2 i+ 1
2
es un termino que da

cuenta de los efectos causados por las variaciones de altura del fondo, además de los dados por

la fricción a la que se somete el fluido en el canal.

Estos efectos se incluyen en las ecuaciones del fluido mediante:

−f
ρ − gA∂η

∂x (14)

Donde f = Cfu y a su vez Cf = ζπµ
√

A0
A , siendo µ la viscosidad dinámica del fluido, que

en el caso de la sangre es 3,5 10−2 P y ζ una constante adimensional dependiente del perfil

de velocidades del fluido. Experimentalmente se ha estimado que ζ es igual a 22 para arterias

extensas y 8 para vasos pequeños.
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Definida la función anaĺıtica pasamos a estudiar la forma en la que esta será discretizadas,

pudiéndose aśı implementar en el programa. S̄2 i+ 1
2
=
(
S̄τ + S̄z

)
i+ 1

2
, donde el primero considera

los efectos de la fricción, mientras que el segundo los del fondo.

El termino fuente de la fricción se calcula como:

S̄τ i+ 1
2
= −∆x (Cfumin|ũ|)i+ 1

2
= −∆x

(
ζπµumin|ũ|√

ᾱ

)
i+ 1

2

(15)

donde umini+ 1
2
toma el mı́nimo valor absoluto entre ui y ui+1. Para ver un estudio de la

evolución del perfil de una rotura de presa, frente a la viscosidad del fluido Anexo A.

Para nuestro trabajo se tomara que el fondo del vaso es independiente de la posición, lo que

provoca que este sea constante e igual a 0. La incorporación de este termino a las ecuaciones de

actualización de las celdas, puede ocasionarnos la aparición de errores a la hora de estimar el

termino de la fricción, sobrestimándolo bajo ciertas circunstancias y en otras ocasiones dándonos

como resultado áreas negativas, lo que carece de sentido f́ısico. Para evitar estos errores se

limitara el valor del termino fuente siguiendo las directrices expuestas en el articulo [19].

3.5. Condiciones de contorno

En este trabajo, se estudiaran dos tipos de condiciones de contorno, obviando las uniones

que debido a su importancia se trabajaran en su respectivo apartado. Estas vendrán dadas por

la imposición del calado o del caudal para flujos subcŕıticos y en función de nuestra elección las

funciones utilizadas serán ligeramente distintas [21]. Escogemos imponer la condición del flujo

subcŕıtico, debido a que la simulación de otros tipos de flujos presentan un grado de complejidad

impropio para un TFG.

Los efectos de las fronteras sobre el fluido simulado, vendrán reguladas mediante un conjunto

de variables estrella (·)∗. Definiremos para cada vaso un par de parejas de variables estrella,

estando una asignada al limite de la izquierda, algo que denotaremos mediante el ı́ndice k, que

tomara el valor 1 para este borde, mientras que la otra lo estará al limite de la derecha, donde

se cumplirá que k = N , siendo N el numero de celdas en las que se divide el vaso. Gracias a

estas variables podremos calcular las fluctuaciones asociadas con cada frontera:

δM+
i− 1

2

= Fφ (U1)− Fφ (U
∗
k) , k = 1

δM−
i+ 1

2

= Fφ (U
∗
k)− Fφ (UN ) , k = N

(16)

Los valores de cada pareja de variables estrella, serán obtenidos mediante un proceso iterativo

que partirá de la identificación del estado en la frontera. Para ello sera utilizada la variable

dαk = α∗
k − αnk , la cual de cumplir dαk ≤ 0 nos indicara que tenemos una rarefacción en la

frontera k, mientras que si su valor es positivo tendremos un choque. Una vez identificado el

estado del limite se procederá al calculo de sus variables asociadas.

Para ello definiremos el vector X, que contendrá las variables estrella de la frontera y la

función E, dependiente del tipo de condición de si imponemos un calado o caudal. De recibir

como entrada al vector X, con los valores adecuados de las estrellas, deberá dar como resultado

0.

Ecaudal (X) =

[
u∗k − uk + gB

gα∗
ku

∗
kA0 − gQ

]
, Ecalado (X) =

[
u∗k − uk + gB

A0 (A−A∗
k)

]
, X =

[
u∗k
α∗
k

]
(17)
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donde Q y A son el caudal y calado, respectivamente, impuestos en la frontera, g es una

variable que toma valor 1 si k = N y -1 si k = 1 y B es una función igual a dW ∗ si tenemos una

rarefacción y f∗g si tenemos un choque.

dW ∗ =
∫ α∗

αk
da c(a)a , f∗g =

√
1
A0

(
1
αk

− 1
α∗
k

) (
φ∗
k − φk

)
(18)

En caso de que las variables estrella tomen valores adecuados, resolveremos el sistema de

ecuaciones no lineales haciendo uso del método iterativo de Picard, que nos establece que es

posible alcanzar la solución de X a través de la suma repetida de variaciones (δX), que se

calcularan para cada iteración como la solución de:

JE (X) δX = −E (X) (19)

Siendo JE la matriz Jacobiana calculada como la derivada de E frente a X. A su vez esta

ecuación de matrices se resolverá usando el método de Cramer.

3.6. Uniones

Las uniones de vasos sangúıneos serán estudiadas como un caso concreto de calculo de condi-

ciones de contorno para flujos subcŕıticos. Aunque el método presentado a continuación resulta

escalable a uniones de mas canales, este trabajo se centrara en la simulación de uniones de tres

vasos [21]. Definimos:

E (X) =



(u∗k − uk + gB)1
(u∗k − uk + gB)2
(u∗k − uk + gB)3
3∑
l=1

(
gα∗

ku
k
kA0

)
l

pT,1 − pT,2

pT1 − pT,3


, X =



u∗k,1
u∗k,2
u∗k,3
α∗
k,1

α∗
k,2

α∗
k,3


(20)

Donde el sub́ındice numérico nos especifica el vaso al que pertenece cada variable o función

y la función pT,i es igual a pM + K0σ + 1
2ρu

2, donde pM es una constante tomada 0 en este

trabajo y el resto es la enerǵıa propia del fluido, descrito mediante las variables estrella de la

unión. Notar que obviamos las diferencias energéticas debidas a diferencias de altura.

Nuevamente utilizaremos el método iterativo de Picard para calcular los valores de las varia-

bles estrella de cada canal, definiéndose aśı la matriz Jacobiana (JE), equivalente a la mostrada

en el apartado anterior, como:
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JE =

[
JE,1 JE,2

JE,3 JE,4

]

JE,1 = Id3x3, JE,2 =


(
gk

∂B
∂α∗

k

)
1

0 0

0
(
gk

∂B
∂α∗

k

)
2

0

0 0
(
gk

∂B
∂α∗

k

)
3



JE,3 =

(gα∗A0)1 (gα∗A0)2 (gα∗A0)3
(gu∗k)1 − (gu∗k)2 0

(gu∗k)1 0 − (gu∗k)3

 , JE,4 =


(gu∗A0)1 (gu∗A0)2 (gu∗A0)3(
K0

∂σ
∂α∗

k

)
1

−
(
K0

∂σ
∂α∗

k

)
2

0(
K0

∂σ
∂α∗

k

)
1

0 −
(
K0

∂σ
∂α∗

k

)
3


(21)

Realizamos una simulación a modo de testeo de una unión de arterias con flujos subcŕıticos,

con K0 = 10 dPa y viscosidad dinámica µ nula.

Figura 5: Evolución ideal subcŕıtica de un vaso padre unido a dos vasos hijos, con CFL = 0,5,

µ = 0

Vemos que el resultado de la figura 5 se asemeja al esperado en la realidad, donde se debeŕıan

generar ondas que recorran los vasos, haciendo aparecer un espacio común a los canales donde

se mide un único valor de área igual a la media aritmética de las áreas iniciales, 0,67cm2.

El proceso de calculo presenta una carencia inherente a este, que consiste en que solo simula

uniones perfectas que no presentan perdidas de enerǵıa. Uniones como las descritas por el método

previo no existen en la naturaleza, donde los fluidos se ven sometidos a múltiples procesos

mediante los cuales se dan perdidas de enerǵıa. Con el objetivo de tratar modelizar estas perdidas

aproximando el comportamiento de la simulación a la realidad se toma la decisión de implementar

un coeficiente de perdida de enerǵıa ploss 1,i = Ki
1
2ρ (u

∗
k)

2
1. Implementaremos la variable dentro

del programa editado las componentes de la función vector E [5] = pT,1 − pT,2 − ploss 1,2 y

E [6] = pT,1−pT,3−ploss 1,3. Puesto que la matriz JE es la matriz Jacobiana de E, su submatriz

JE,3 también se verá modificada en consecuencia.

A continuación se profundizará en un método de estimación de la perdida de presión entre

vasos, para uniones.
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3.6.1. Estimación por volúmenes de control

El primer método fue descrito inicialmente por Bassett [1] y retomado posteriormente por

Jonathan P.Mynard y Kristian Valen-Sendstad [23], entre otros y se centra en la realización de

un análisis de volumen de control sobre una unión de tres canales, mediante el cual se estima la

perdida energética asociada al proceso de compresión y descompresión al que se somete el fluido

cuando fluye del vaso padre, del que proviene la totalidad del fluido que entra en la unión, a uno

de los dos vasos hijo.

Figura 6: Esquema de la unión, y volumen de control.

En el diagrama en la Figura 6 vemos que un vaso viene definido por una variable uj y Aj ,

siendo A0 y u0 las propias del canal padre. Vemos además que ϕj es un ángulo que toma valores

entre (0, 2π) y que define el ángulo relativo del vaso hijo con respecto al padre.

Figura 7: Esquema del volumen de control utilizado

Observando con mayor detalle el volumen de control, vemos que este consta de dos partes,

siendo ABCD el volumen en el que el fluido pasa por un proceso de compresión generado por

las propiedades geométricas de la unión. Su origen se encuentra en que el vector velocidad del

fluido se desv́ıa hacia el interior del vaso en promedio, con un ángulo de φj = 3(π − ϕj)/4

(estimado de manera experimental). Y el volumen CDEF que es aquel en el que el fluido se

expande nuevamente hasta tomar como valor de la sección a Aj . Este proceso genera una un

espacio sobre el que se encuentra el área de control, caracterizado por un flujo turbulento que

nos da como resultado una perdida de enerǵıa en el fluido.
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Definidos los volúmenes de control calculamos las ecuaciones de conservación de momento

lineal, obteniendo:

ABCD | Aj (pAB − pDC) = ρqj (uDC − uABcosφj)

CDEF | Aj (pCD − pEF ) = ρqj (uEF − uCD)
(22)

Donde φj = 3
4(π − ϕ1j), la velocidad unk es la medible en la frontera nk y qi es el caudal

volumétrico del vaso hijo i. Sabiendo que la perdida de enerǵıa se da únicamente en el proceso

de descompresión, calculamos la ecuación de conservación de enerǵıa en el volumen CDEF ,

obteniendo:

pDC + 1
2ρu

2
DC = pEF + 1

2ρu
2
EF + ploss (23)

reformulable como:

ploss = pDC − pEF + 1
2ρ
(
u2DC − u2EF

)
(24)

Asumiendo que uAB ≈ u0 y uEF ≈ uj , podemos calcular ploss como una expresión depen-

diente de las siguientes variables:

λj =
qj
q0
, ψj =

A0
Aj
, ϵj =

ADC
Aj

(25)

Apoyándonos en ellas, podemos expresar uEF y uDC como:

uEF = λjψju0uDC = λjψj
u0
ϵj

(26)

La última fórmula es válida debido a que la ecuación de conservación de masa, aplicada a

la frontera CD y FE nos otorga la igualdad ACDuCD = Ajuj = qj . Usando la fórmula de la

conservación del momento lineal en el volumen CDEF, obtenemos:

pDC − pEF = ρqj
AjuEF

qj
1
Aj

(uEF − uCD) =

= ρuEF (uEF − uCD) = ρu20λ
2
jψ

2
j

(
1− 1

ϵj

) (27)

Si sustituimos esta fórmula en (24) además de sustituir las velocidades, obtenemos:

ploss = ρu20λ
2
jψ

2
j

(
1− 1

ϵj

)
+ 1

2ρ
(
u20λ

2
jψ

2
j
1
ϵj

− u20λ
2
jψ

2
j

)
=

= 1
2ρu

2
0

[
2λ2jψ

2
j

(
1− 1

ϵj

)
+ λ2jψ

2
j

1
ϵ2j

− λ2jψ
2
j

]
= 1

2ρλ
2
jψ

2
ju

2
0

(
1− 1

ϵj

)2 (28)

Puesto que ϵj es una variable dif́ıcil de medir intentaremos hallarle una equivalencia depen-

diente del resto de variables, para aśı sustituirla en la ecuación. Para ello nos apoyamos en cuatro

suposiciones:

1. La presión en B es igual a la presión de estancamiento en el vaso del padre.

2. La presión en A es igual a la del padre.

3. La velocidad axial del fluido es uniforme a lo largo de DC.

4. pAB es estimable mediante la media aritmética de pA y pB.
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De cumplirse estas hipótesis, podemos plantear las siguientes ecuaciones:

pAB = pA+pB
2 =

p0+p0+
1
2
ρu20

2 = pdat +
1
4ρu

2
dat

(29)

Puesto que la perdida de enerǵıa se da en el proceso de descompresión y no en el de com-

presión, podemos obtener:

pAB + 1
2ρu

2
AB = pDC + 1

2ρu
2
DC , pAB − pDC = 1

2ρ
(
u2DC − u20

)
(30)

Sustituimos esta relación en la ecuación de conservación del momento lineal para el volumen

de control ABCD:

pAB − pDC = ρuEF (uDC − uABcosφj)

1
2ρ

(
u20λ

2
jψ

2
j

1
ϵ2j

− u20

)
= ρλjψju0

(
λjψj

u0
ϵj

− u0cosφj

)
λ2jψ

2
j

1
ϵ2j

− 1 = 2λ2jψ
2
j
1
ϵj

− 2λjψjcosφj

1
ϵ2j

− 2 1
ϵj

+

(
2

λjψj
cosφj − 1

λ2jψ
2
j

)
= 0

1
ϵj

= 1 +
√
1 + 1

λ2jψ
2
j
− 2

λjψj
cos(φj)

(31)

Obviamos la otra solución por poder dar valores negativos, algo no permitible para ϵj . Re-

gresamos a la fórmula en (24) y sustituimos la expresión 1
ϵj

por la obtenida, obteniendo:

ploss =
1
2ρu

2
dat

(
1 + λ2jψ

2
j − 2λjψj cos(φj)

)
(32)

Vemos que los coeficientes de perdida, asociado a una unión de tres vasos que cumpla nuestras

hipótesis, se calculan como:

Ki = 1 + λ2jψ
2
j − 2λjψj cos(φj) (33)

3.7. Evolución de Ki frente a cambios en los parámetros del sistema

Obtenida una función con la que estimar los coeficientes de perdida en la unión de tres vasos,

buscaremos estudiar su evolución frente a los ángulos relativos entre los vasos, el caudal del vaso

padre y la viscosidad dinámica del fluido.

Para poder medir el valor de Ki, utilizaremos un criterio que de cumplirse, asumiremos la

termalización del sistema y en consecuencia tanto K1 como K2 son constantes.

El criterio se basa en pedir que 100 medidas sucesivas y realizadas cada 0.025 s, de las

velocidades en la frontera de la unión, tengan todas una desviación estándar inferior al de una

sucesión originada por una recta punto pendiente de pendiente β1 = 0,05cm/s2. Su calculo se

hace mediante:

σ = ∆tβ1
√
N2 − 2N (34)
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Obteniendo que la cota de la desviación es igual a 0,124 cm/s. El calculo detallado se

encuentra en el anexo B.

Establecida la cota pasamos a estudiar la evolución de Ki con respecto a los parámetros

del sistema en venas y arterias, usando para ello un sistema estándar con viscosidad dinámica

µ = 0 P , rigidez del vaso K0 = 10 dPas, caudal volumétrico aguas arriba q = 6cm3/s, densidad

ρ = 0,001 g/cm3, área de equilibrio A0 = 1 cm2, intervalo de tiempo entre las medidas realizadas

∆t = 0,025s y ángulos del vaso padre con los hijos ϕ1 = 3π/4 y ϕ2 = 2π− 3π/4, lo que los hace

simétricos con respecto al padre.

3.7.1. Ángulos ϕi

Definimos cuatro configuraciones a testear, caracterizadas por una relación entre los ángulos

ϕi y la evolución sera con respecto a ϕ2:

Figura 8: Tipos de unión basados en los ángulos ϕi

Tipo 1:

Los ángulos entre el vaso padre e hijos son iguales, con lo que el sistema presentara una

simetŕıa de rotación C2.

ϕ1 = 2π − ϕ2 (35)

(a) (b)

Figura 9: Evolución de K1 y K2 con respecto a ϕ2 para arterias (a) y venas (b), para tipo 1

Podemos observar como el comportamiento es compatible con el que uno esperaŕıa, puesto

que debido a la simetŕıa del sistema y teniendo en cuenta que nuestra Ki nace únicamente

de las propiedades geométricas del sistema, K1 = K2, que es compatible con lo medido.

Tipo 2:

Forzamos ϕ1 = π/2 rad, con el objetivo de estudiar los efectos sobre K1 y K2, modificando

solo el ángulo ϕ2, aunque con especial interés en K1.
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(a) (b)

Figura 10: Evolución de K1 y K2 con respecto a ϕ2 para arterias (a) y venas (b), para tipo 2

En este caso podemos notar dos cosas principales. Por un lado tenemos que el compor-

tamiento de K2, parece inalterado con respecto al observado en el tipo 1, a excepción

del hecho de que en las venas, se ha producido una disminución en el máximo y mı́nimo

(especialmente grande en el máximo). Por otro lado tenemos que K1 = 0,87 ± 5,2 10−4

para arterias y K2 = 0,87 ± 1,38 10−3 en venas. Calculando el coeficiente de variación

de Pearson, obtenemos 0.06% para arterias y 0.16% para las venas, con lo que la idea-

lización de que K1 toma un valor constante es un orden de magnitud peor que con las

arterias, donde si que parece una buena aproximación. Pese a ello, se puede notar una

pequeña pendiente positiva en los valores de K1, β1 = (5,69±0,094) 10−3rad−1 en arterias

y β1 = (1,30± 0,079) 10−2rad−1 en venas.

Tipo 3:

Repetimos el proceso anterior, pero forzando ϕ1 = π, en vez.

(a) (b)

Figura 11: Evolución de K1 y K2 con respecto a ϕ2 para arterias (a) y venas (b), para tipo 3

En esta configuración, la función de K2 en arterias, continua aparentando una inalteración

con respecto al tipo 1 y como diferencias principales con respecto al tipo 2, podemos

observar que por un lado los valores de K1 son próximos a 0 para ángulos próximos a

π, lo que es nuevamente compatible con lo que uno esperaŕıa de la realidad, donde este

coeficiente de perdida debeŕıa presentar un mı́nimo para ϕi = π. También podemos notar

como la idealización de K1 como una constante ha incrementado su error aparente, en el

caso de las venas, al contrario que con las arterias donde parece que únicamente sufrió una

translación con respecto al tipo 2. Obtenemos un coeficiente de variación de Pearson de

5.27% para el modelo constante en venas, un orden de magnitud mas que en el tipo 2, con

respecto a las venas.
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Tipo 4:

Esta vez forzaremos que la diferencia entre ϕ2 y ϕ1 permanezca constante en π/2.

(a) (b)

Figura 12: Evolución de K1 y K2 con respecto a ϕ2 para arterias (a) y venas (b), para tipo 4

Este caso es interesante como ejemplo de sistema donde los valores de los coeficientes

de perdidas transicionan de un estado a otro en el que se intercambian las posiciones con

respecto al coeficiente del vaso opuesto, intercambiando posiciones en el ángulo ϕ2 = 5π/4,

donde se da una configuración simétrica, como en el tipo 1. En esta configuración también

podemos ver claramente el comportamiento de Ki en su mı́nimo (ϕ2 = 4,71 rad para K1

y ϕ2 = 3,14 rad), donde toma una forma similar a una cuadrática, aunque a medida que

se aleja del mı́nimo se asemeja cada vez mas a una recta punto pendiente. Notar además

que al igual que en los anteriores tipos, en este el ruido que aparentemente afecta a las

medidas de Ki en las venas, es mayor que en las arterias.

Tras haber experimentado con varios escenarios, parece razonable establecer que la for-

mula de Ki sigue una formula cosenoidal consecuencia directa de la formula original del

coeficiente de perdida, que se ve afectado por perturbaciones dependientes del ángulo que

toma el vaso opuesto, con respecto al vaso padre.

3.7.2. Viscosidad dinámica µ

Estudiamos la evolución deKi frente a µ, medida en poises, utilizando además una pendien-

te β1 = 0,025 cm/s2, en vez de la de 0,05 cm/s2, utilizada previamente para incrementar

nuestra confianza sobre la convergencia del sistema, pese a que ello incremente el tiempo

de simulación. Esto lo realizamos debido a que se observo la aparición de numerosas no

linealidades en la Ki frente a µ, que aparentemente proveńıan de que el grado de conver-

gencia de Ki, no era el suficiente y reduciendo la pendiente se eliminaban la mayoŕıa de

las no linealidades, a excepción de algunas que se comentaran a continuación.
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(a) (b)

Figura 13: Evolución de K1 y K2 con respecto a µ para arterias (a) y venas (b)

Observando los resultados de la simulación, podemos notar varias cosas. Por un lado tene-

mos que en el entorno próximo a 3,5 10−2 P , aparece un mı́nimo absoluto para la función

de Ki, tanto en arterias como en venas, aunque en el caso de las arterias, este dominio

del mı́nimo presenta a su vez una no linealidad notable, la cual no hemos sido capaces de

dar un origen certero, aunque pareciera que este esta originado en una convergencia insu-

ficiente de Ki, debido a que otros comportamientos similares a este fueron solucionados,

reduciendo la pendiente de la formula de la cota de la desviación estándar. Pese a que esta

bifurcación aparenta tener su origen en ello, no lo podemos demostrar, debido a que el

sistema con viscosidad no nula tiende a generar situaciones supercŕıticas en las uniones,

pasado un tiempo de simulación y este tope en el tiempo implica que las desviaciones de

las medidas de las velocidades, no pueden llegar a ser menores que la cota antes de que

se de una unión supercritica, para la cual el programa utilizado no esta preparado, con lo

que da error. Como apunte final a las medidas obtenidas, podemos comentar además que

la gráfica parece tener una tendencia radical, al aumentar µ.

3.7.3. Caudal volumétrico q

Estudiamos la evolución de Ki frente a q, medida en cm3/s.

(a) (b)

Figura 14: Evolución de K1 y K2 con respecto a q para arterias (a) y venas (b)

Estudiando la evolución de los coeficientes de perdida frente al caudal volumétrico del vaso

padre, que es introducido en la unión, observamos un crecimiento aparentemente exponen-

cial, que nos vendŕıa a decir que a medida que mas fluido entra en la unión y por ende,

mas enerǵıa, mayor sera el efecto de perdida energética por el proceso de compresión y

descompresión, comentado previamente. Finalmente también podemos notar que la dife-
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rencia entre arterias y venas en este apartado no es demasiado relevante, excluyendo el

hecho de que el crecimiento de las perdidas en arterias es superior al de las venas.

4. Conclusiones

Se ha implementado una herramienta numérica de simulación predictiva para el cálculo de

flujo en redes vasculares. La herramienta permite calcular las variaciones en la distribución de

flujo debido a factores como: el cambio de áreas, el cambio de propiedades mecánicas, y el cambio

en la geometŕıa incluyendo los ángulos de desviación de las ramas descendentes respecto de la

rama principal.

Para poder generar simulaciones realistas, la herramienta es capaz de simular escenarios

transitorios, y a través de los mismos llegar a soluciones estacionarias si aśı se desea.

La metodoloǵıa empleada en la programación incluye el desarrollo e implementación de técni-

cas de flujo numérico en las condiciones de contorno del dominio, el desarrollo e implementación

de técnicas de flujo numérico en el interior de los vasos y finalmente el desarrollo e implementa-

ción de técnicas de flujo numérico en las condiciones de contorno internas del dominio o uniones.

El flujo en el interior de los vasos es correctamente capturado cuando aparecen condiciones

de flujo transcŕıtico y se requiere una corrección de la entroṕıa y los términos fuente de las

ecuaciones, se han discretrizado adecuadamente para evitar la aparición de valores no f́ısicos de

las variables conservadas, como por ejemplo, áreas de valor negativo.

En los contornos se han implementado funciones que permiten imponer valores de caudal y

área o presión en función del tiempo.

Las condiciones de contorno internas del dominio o uniones se han calculado de forma cohe-

rente con las propiedades matemáticas de las leyes de conservación hiperbólicas que definen el

flujo en los vasos. De esta forma, las soluciones al problema de la unión se calculan asumiendo

que las ondas pueden ser choques o rarefacciones, que las uniones no pueden almacenar masa, y

que el nivel de enerǵıa en cada vaso de la unión se relaciona con el resto a través de las pérdidas

de enerǵıa estimadas a partir de la conservación del momento en las uniones.

Se ha estudiado la evolución del parámetro Ki frente a cambios en los ángulos ϕi, caudal

volumétrico del padre q y viscosidad dinámica del fluido µ, pudiendo observarse resultados apa-

rentemente coherentes con lo esperable para las configuraciones testeadas. De ellos se puede

presumir hechos como el carácter perturbativo del ángulo de un vaso, frente al valor del coefi-

ciente de perdida del vaso opuesto, la mayor sensibilidad al ruido por parte de las simulaciones

en venas, la existencia de un mı́nimo absoluto de Ki frente a µ o la dependencia exponencial

de Ki frente al caudal que se introduce en la unión desde el vaso padre. La corroboración total

de las conclusiones presentadas requeriŕıa la realización de mas simulaciones con un criterio de

termalización mas exigente, además de bajo otras configuraciones donde estudiar la evolución

de ellas ante el cambio de parámetros relevantes como µ, q, A0, lo que implicaŕıa un tiempo de

simulación superior al adecuado para un TFG.

Por ultimo, quedaŕıa abierto el problema encontrado en la figura 13a de convergencia de los

coeficientes Ki. Su solución requeriŕıa un nuevo enfoque con el que obtener información mas

certera.
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A. Anexo: Estudio de los efectos de la viscosidad dinámica sobre

una rotura de presa subcŕıtica

En el siguiente gráfico podemos observar la evolución del perfil de secciones, habiendo pasado

10s, frente a la viscosidad dinámica medida en poises.

Figura 15: Comparación de la evolución de una rotura de presa supercŕıtica, pasados 10 s, para

distintos valores de µ (medido en poises) y CFL = 0.5.

De manera intuitiva, esperamos que al incrementar la fricción en ordenes de magnitud, el

perfil del fluido pasara de ser el t́ıpico de una rotura de presa a otro en el que la forma inicial

del sistema sera casi igual al final. Esto es debido a que incrementar la fricción de un fluido,

incrementa las fuerzas que se oponen a su movimiento y deformación, lo que deberá provocar

esa conservación de la forma que observamos para valores altos de µ.
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B. Anexo: Criterio de Termalización

Para medir los valores asociados a cada configuración de parámetros, realizaremos el cambio

y dejaremos termalizar el sistema hasta que este alcance un estado estacionario, es ah́ı donde

tomaremos el valor de Ki. Para saber si el sistema ha termalizado o no, necesitamos un criterio

general que poder aplicar independientemente de la situación. Sabemos que un estado estaciona-

rio es caracteŕızale mediante el hecho de que las velocidades de los vasos que hacen frontera con

la unión, no vaŕıan con el tiempo, con lo que parece un buen método el comparar lo parecidas que

son las funciones de las velocidades frente al tiempo, a una recta horizontal. Notar que debido

a que estamos simulando un sistema mediante métodos numéricos de resolución máxima defini-

da, observamos que los valores de las velocidades sufren pequeñas variaciones que dificultaŕıan

la comparación previa, con lo que en vez de una recta horizontal, tomaremos una recta punto

pendiente con pendiente próxima a 0, de manera que aunque no sea completamente horizontal,

pediremos que la variación que se genera en la velocidad u con el tiempo sea reducida dentro de

los intervalos de tiempo que manejamos en la simulación (10 s aproximadamente).

Para comparar lo similares que son los resultados a los de esta función, calcularemos la

desviación t́ıpica de una sucesión de puntos dados por esta recta, sabiendo que esta ni depende

de translaciones temporales, ni del corte con el eje de coordenadas (u).

xn = n∆t ∈ [0, N)

yn = β1xn + β0 = β1 (n∆t) + β0
(36)

σ =
√

1
N−1

∑N−1
n=0 (yn − ⟨yn⟩)2 =

√
1

N−1

∑N−1
n=0 β

2
1∆t

2
(
n− N

2

)2
=

∆tβ1

√
1

N−1

∑N−1
n=0

(
n2 + N2

4 − nN
)
=

∆tβ1

√
1

N−1

(
N(N−1)(2N−1)

6 + N2(N−1)
4 − N2(N−1)

2

)
σ = ∆tβ1

√
N2 − 2N

(37)

Notar que β1 es la pendiente de la recta, N es el numero de medidas que tomaremos para

calcular el estimador y ∆t es el tiempo transcurrido entre cada medida.

Usando esta función con los valores β1 = 0,05cm/s2, N = 100 y ∆t = 0,025s, obtenemos

que σ = 0,124cm/s y si registramos una serie de valores de las velocidades, en donde todos sus

desviaciones sean menores a esta cantidad, asumiremos que el sistema se encuentra termalizado.
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C. Anexo: Ecuaciones de aguas poco profundas

De cara a testear el programa y analizar si este simula de manera realista al fluido, modi-

ficaremos el modelo planteado con el objetivo de que este pueda simular el comportamiento de

un liquido encerrado en un canal y sometido a una presión estática. Este modelo nos permitirá

poseer una noción de cual debeŕıa ser el comportamiento esperado del fluido, de manera que

sera mas fácil ver si el programa converge a una solución adecuada o incorrecta.

En este modelo tenemos que la distribución de presión, se calcula como:

p = gρh (38)

Donde g es la aceleración gravitatoria 9, 81m/s2 y h es la altura de la columna de liquido. Si

queremos que nuestra formula previa de p coincida con la estática, sabiendo que A = hb, siendo

b la anchura del canal, tomamos m = 1, n = 0, K0 = gρA0, p0 = K0 y b = 0.
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