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A. Sobre la definicién del objeto matemético a ensefiar

1. Nombra el objeto matematico a ensefiar e indica el curso y la asignatura en la que

sittas el objeto matemético

En el presente Trabajo Fin de Master se expone una propuesta didactica para la ensefianza
del concepto de funcion, formas de representacion y caracteristicas generales en el curso
3° de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO). En concreto, nos centraremos en la asignatura
“Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas™ cuyo curriculo oficial vigente en el
curso escolar 2021-2022 esta recogido en la ORDEN ECD/489/2016, de 26 de mayo del 2016,
por la que se aprueba el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su
aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragon, y el Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion

Secundaria Obligatoria y del Bachillerato.

Segun establece la ORDEN ECD/489/2016, toda accion didactica debe buscar el
desarrollo en el alumnado de competencias clave, definidas como la capacidad de poner en
practica de forma integrada los conocimientos adquiridos, las habilidades, aptitudes, actitudes
y rasgos de la personalidad que permiten enfrentarse con éxito y eficazmente a situaciones
diversas para la realizacion personal, la inclusion social y la vida laboral. Entre dichas
competencias se encuentra la competencia matematica, consistente en la habilidad para
desarrollar y aplicar el razonamiento l6gico-matematico con el fin de resolver eficazmente

problemas en situaciones cotidianas.

El objeto matematico seleccionado, las funciones, esta presente de forma continua en la
vida cotidiana de cada persona. En la actualidad, resulta comun encontrar funciones dia a dia
en los medios de comunicacion en forma de gréaficas y tablas. Dado que constituyen un
importante método para la transmision de informacidn en nuestra sociedad, es especialmente
relevante que los jovenes sean capaces de analizarlas correctamente para tener una vision
critica y racional del mundo que les rodea. Asimismo, el aprendizaje de funciones no tiene solo
un caracter politico-ético, sino que es fundamental desde el punto de vista formativo y
funcional. Las funciones son un excelente instrumento a través del cual el alumnado puede
desarrollar el pensamiento 16gico-matematico, establecer relaciones entre diversos campos de
las matematicas y otras materias, asi como modelizar situaciones del mundo real para obtener

informacion y hacer predicciones.



La importancia del aprendizaje de funciones queda patente en el propio curriculo oficial
de la ESO. Comenzando en la asignatura Matematicas en 1° y 2° de ESO, hasta las Matematicas
orientadas a las Ensefianzas Académicas y Aplicadas en 3°y 4° de ESO, las funciones cuentan

con un Bloque de contenido especifico denominado “Bloque 4: Funciones”.

Centrandonos en la asignatura de Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas
en 3° de ESO, los contenidos que abarca el “Bloque 4: Funciones” tienden a dividirse en dos
sub-bloques. El primero de ellos hace referencia al analisis de las caracteristicas generales de
las funciones y su interpretacion, mientras que el segundo se centra en estudiar los casos
particulares de las funciones lineales y cuadraticas. En lo que respecta a nuestra propuesta

didéctica, vamos a tratar el primer sub-bloque cuyos contenidos describimos a continuacion:

- Analisis y descripcion cualitativa de graficas que representan fendémenos del entorno
cotidiano y de otras materias.

- Analisis de una situacion a partir del estudio de las caracteristicas locales y globales de
la grafica correspondiente.

- Analisis y comparacion de situaciones de dependencia funcional dadas mediante tablas

y enunciados.

El motivo por el cual optamos por centrarnos en estos contenidos se debe a que
consideramos que, para lograr un correcto aprendizaje de las funciones, es preciso dotar al
alumnado de unos conocimientos basicos (concepto de funcion, formas de representacion y

caracteristicas generales) que sustenten el posterior estudio de casos particulares.

Por otro lado, consideramos pertinente sefialar que si bien la presente propuesta didactica
se ha desarrollado tomando como punto de partida la legislacion vigente a nivel nacional en el
curso 2021-2022, es decir, la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la
calidad educativa (LOMCE), durante su elaboracion se han tenido en consideracion las pautas
presentes en la Ley Organica 3/2020, de 29 de diciembre, por la que se modifica la LOE de
2006 (LOMLOE) cuya entrada en vigor en los institutos espafioles a nivel 3° de ESO esta
prevista para el curso escolar 2022-2023. En concreto, se valoraran los principios pedagogicos
y metodolégicos que deben regir la practica educativa, como por ejemplo el trabajo en grupos

heterogéneos, asi como las caracteristicas del proceso de evaluacion.



2. ¢ Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias asociadas al objeto matematico

se pretende ensefiar?

Teniendo en cuenta los contenidos descritos en la seccion anterior, los campos de
problemas (CP) con los que vamos a trabajar a lo largo de nuestra propuesta didactica se pueden

agrupar en tres categorias principales:

e CP1. Concepto de funcion.
e (CP2. Cambios entre formas de representacion.

e CP3. Interpretacion de las caracteristicas de una funcién.

Dentro de cada categoria podemos desarrollar los siguientes sub-campos de problemas,

cada uno de los cudles tendré sus respectivas técnicas (T) y tecnologias asociadas:

CP1. Concepto de funcién

1.1. Identificar una funcion representada por un enunciado.
1.2. Identificar una funcion representada por una grafica.
1.3. Identificar una funcion representada por una tabla.

1.4. ldentificar una funcion representada por una formula.

o TL1.1. Se establece una relacion entre la variable dependiente (y) y la variable
independiente (x), donde se estudia si a cada valor de x le corresponde un dnico
valor de y.

o T1.2. Los puntos del plano en un sistema de coordenadas cartesianas se
representan mediante los pares (x, y), de modo que para cada valor de x (variable

independiente) se tiene un Unico valor de y (variable dependiente).

Tecnologias: Definicidn del concepto de funcidn, sistemas de representacion.

CP2. Cambios entre formas de representacion

En esta categoria se pretenden trabajar los cambios entre las distintas formas de
representacion de una funcion (enunciado, tabla, gréafica y formula), tomando como

referencia a Sierra Vazquez, Gonzélez Astudillo y Lopez Esteban (1998):
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Figura 1. Relaciones entre las formas de representacion (Sierra et al., 1998, p. 97).

o T2.1. Deenunciado atabla. Seleccionar las variables independiente y dependiente
del enunciado y realizar una tabla de valores.

o T2.2. De enunciado a grafica. Bocetar los datos del enunciado en un eje de
coordenadas.

o T2.3. De enunciado a formula. Identificar las variables independiente y
dependiente del enunciado y pasarlas a su forma algebraica estableciendo la
relacion entre ambas.

o T2.4. Detabla a enunciado. Identificar las variables independiente y dependiente
y establecer verbalmente la relacién funcional de los pares (x, y).

o T2.5. Detabla a grafica. Tomar los pares (x, y) de la tabla y representarlos en un
sistema de coordenadas cartesianas.

o T2.6. De tabla a formula. Identificar las variables independiente y dependiente y
establecer la relacion funcional de los pares (x, y) en forma de formula y = f(x).

o T2.7. De gréfica a enunciado. Interpretar las variables independiente y
dependiente y asociarles un enunciado en el que se verifiquen los valores de la
gréfica.

o T2.8. De gréfica a tabla. Leer puntos de coordenadas (x, y) de la grafica y
convertirlos en parejas en la tabla de valores.

o T2.9. De gréafica a formula. Realizar un ajuste grafico para expresar la relacion
funcional como formula.

o T2.10. De formula a enunciado. Dada la ecuacion de una funcion, crear un

enunciado que se ajuste a la forma de dicha ecuacién.
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T2.11. De formula a tabla. Sustituir valores de la variable independiente en la
formula para obtener parejas de datos.

T2.12. De formula a gréfica. Calcular el valor de la variable dependiente para
valores del dominio de la funcién y representarlo en un sistema de coordenadas

(solo aplicable en casos sencillos). Utilizar calculadoras graficas.

Tecnologias: Definicion de enunciado, tabla, gréfica y formula.

CP3. Interpretacion de las caracteristicas de una funcién

3.1
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

Dominio y recorrido de una funcion dada por su enunciado.
Dominio y recorrido de una funcién dada por su grafica.
Dominio de una funcion dada por su formula.

Continuidad de una funcion dada por su grafica.

Célculo de la imagen de un punto a partir de la formula.
Crecimiento y decrecimiento a partir de la grafica.
Méaximos y minimos a partir de la gréafica.

Simetria de una funcion dada graficamente.

Periodicidad de una funcion dada graficamente.

T3.1. Seleccionar el intervalo de los valores que puede tomar la variable
independiente y la variable dependiente.

T3.2. Identificar los valores de la variable independiente y la variable dependiente
para los que se representa graficamente la funcion.

T3.3. Hallar los valores de la variable independiente para los que la funcién no
esta definida, estos seran los que quedan fuera del dominio.

T3.4. Ver si la funcion puede dibujarse con un solo trazo (es una técnica que
conduce a soluciones incorrectas) o comprobar si no hay saltos en su dominio.
T3.5. Sustituir en la formula un valor en el lugar que ocupa la variable
independiente y obtener el valor de la imagen.

T3.6. Dado un intervalo (a, b) donde a < b, estudiar si f(b) > f(a) la funcion
es creciente, si f(b) < f(a) es decreciente ysi f(b) = f(a) es constante en el

intervalo.




o T3.7. Seidentifican los maximos y minimos al encontrar los puntos en los que una
grafica pasa de creciente a decreciente, 0 de decreciente a creciente,
respectivamente.

o T3.8. Comprobar si una funcion cumple f(x) = f(—x) graficamente viendo si
la gréfica coincide a ambos lados al doblarla por el eje de ordenadas, o si se cumple
—f(x) = f(—x) al doblar por el origen de coordenadas.

o T3.9. Observar si la grafica de una funcién se repite en intervalos de la misma

longitud.

Tecnologias: Definicién de dominio, recorrido, continuidad, cortes con los ejes,

crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos, simetria y periodicidad.

Tabla 1. Campos de problemas, técnicas y tecnologias a ensefar.

En cuanto a las tecnologias que justifican las técnicas, estas se apoyaran sobre las
definiciones y propiedades asociadas a las funciones. Dado que el nivel de abstraccion y
formalismo matematico requeridos para realizar demostraciones rigurosas queda fuera de los
objetivos de un curso como 3° de ESO, no se espera que el alumnado profundice en ellas méas
alla de adquirir una vision general e intuitiva. Dichas definiciones pueden encontrarse

desarrolladas punto por punto en la Seccién G.
B. Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto matematico
1. ¢ Como se justifica habitualmente la introduccidon escolar del objeto matematico?

Segun sefialan Azcarate y Deulofeu (1990), a la hora de desarrollar cualquier estudio sobre
la didactica de un objeto matematico conviene conocer en profundidad dicho objeto, su origen
y evolucion. En el caso de las funciones, los autores remarcan que el estado de la ensefianza-
aprendizaje esta condicionado por la dificultad histérica de la definicion de funcion, la
complejidad de su simbolismo y su representacion, la diversidad de problemas y modelos

existentes asi como la amplia gama de sus aplicaciones.

Historicamente, la razon de ser de las funciones ha sido modelizar situaciones o
fendmenos en los que se relacionan dos o mas variables. De una forma intuitiva, se puede decir
que una funcidén es una ley que regula la dependencia entre cantidades u objetos variables. Si

bien este tipo de definiciones intuitivas carecen de rigor, se observa que definiciones mas



rigurosas resultan muy lejanas de los problemas concretos que pueden encontrarse los
estudiantes en la vida cotidiana. Este hecho contribuye a que la introduccion del concepto de

funcién en la ensefianza sea muy variada, no existiendo una definicién y metodologia Unicas.

Para poder analizar las formas de introduccion de las funciones presentes en la ensefianza
actual, conviene conocer primero su origen y evolucion histérica. En este aspecto, Azcérate y
Deulofeu (1990) sefialan la ambiguedad de opiniones de distintos autores a la hora de situar el
origen del concepto de funcion y optan por dividir su proceso de evolucidn en tres grandes

periodos tomando como referencia el estudio de Youschkevitch (1976):

- La Antiguedad, la etapa en la que, a pesar de la existencia de estudios sobre casos
particulares de dependencias entre dos cantidades, ain no aparecen las nociones

generales de cantidades variables y funciones.

- La Edad Media, época en la que, dentro de la ciencia de la Europa del siglo XIV, estas
nociones generales se expresaron por vez primera de un modo definido, tanto mediante
formas geometricas como mecanicas, pero en la que cada caso concreto de dependencia
entre dos cantidades era definido por medio de una expresion verbal, o con una gréafica,

en vez de darle una formula.

- El Periodo Moderno, en el que a partir del siglo XVI con el estudio del movimiento y
el descubrimiento de la geometria analitica, y especialmente durante el XVII con las
series de potencias, comienzan a prevalecer las expresiones analiticas de las funciones.
Posteriormente, esta interpretacion de funciones como expresiones analiticas resultd
demasiado restrictiva, dando lugar a nuevas definiciones méas generales de la mano de

la teoria de conjuntos.

Por tanto, vemos cémo el concepto de funcidn ha evolucionado a lo largo de la historia,
encontrando diversas definiciones en creciente nivel de abstraccién, todas ellas en funcién de

las necesidades y conocimientos matematicos existentes en cada etapa.

Conocida la evolucion historica, procedemos a analizar cémo se introducen en la préactica
las funciones en el &mbito escolar. Para ello, hemos seleccionado tres libros de texto
destinados a Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de 3° ESO pertenecientes
a editoriales ampliamente extendidas en los institutos espafioles actuales: SM, Anaya y

Santillana.



A la hora de plantear el analisis hemos decidido buscar, en primer lugar, si los libros
ofrecen algun tipo de justificacion para la ensefianza de las funciones y, en segundo lugar, si

incluyen alguna contextualizacion de carécter historico.
e SM (Alcaide et al., 2015)

En el libro de SM, se expone en la pagina dedicada a la introduccién de la unidad 11
“Funciones” el caso concreto de un salto en caida libre realizado por Felix Baumgartner y se
plantean preguntas acerca de la existencia de algun tipo de correspondencia entre la altura y la
velocidad. Los contenidos de la unidad propiamente dichos comienzan con una definicién de
correspondencia utilizando el concepto de relacion entre elementos de dos conjuntos, los cuales
no se han definido previamente. Cabe destacar que el curriculo oficial no menciona los
conceptos de “correspondencia” ni “‘conjunto” y, como veremos posteriormente, esta forma de
introducir las funciones es desaconsejada por diversos autores tales como Malik (1980), Vinner
(1983) y Azcarate y Deulofeu (1990).

Una correspondencia es cualquier relacién que se quiera establecer entre los
elementos de dos conjuntos. El conjunto de partida se llama conjunto inicial y
el de llegada conjunto final.

Relacionar los ciclistas con las carreras que corren cada ano es una co-
rrespondencia. También lo es asociar cada ndmero real con su doble.
Conjunto inicial Conjunto final Conjunto inicial Conjunto final
Cantad 2 N
anlador ; - 1 4
Vuelta 3 = —
i B 3 4
Aurich
Tour 5 -1
Modisto 0 / - 3/
Pantano =Girg % E 10
0

Figura 2. Definicion de correspondencia (Alcaide et al., 2015, p. 232).

A continuacion, se ofrece una definicion de funcion como caso particular de
correspondencia entre conjuntos, es decir, la Ultima definicion en aparecer histéricamente y la

que requiere mayor nivel de abstraccion:
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Una funcidn es una correspondencia entre dos conjuntos tal que a cada elemen-
to del conjunto inicial le corresponde un Gnico valor del conjunto final.
Los elementos del conjunto inicial forman la variable independiente.

Los elementos del conjunto final forman la variable dependiente o imagen.

Figura 3. Definicion de funcion (Alcaide et al., 2015, p. 232).
e Anaya (Coleraetal., 2015)

En el caso de la editorial Anaya, la unidad 8 “Funciones y graficas” empieza con una breve
introduccién histérica sobre la aparicion de las funciones y su evolucion en el tiempo: “Sin
duda, el origen de las funciones se debe a la necesidad de dar explicacion a los fendmenos
fisicos. En la antigiiedad, la explicacion de estos era fruto de la observacion y la especulacion”
(Colera et al., 2015, p. 144). Ademas, comenta el proceso de medicion y cuantificacion,
destacando figuras como Galileo y Euler, entre otros.

Posteriormente, da inicio a los contenidos de la unidad mediante una grafica que representa
la relacion entre tiempo y altura de un helicoptero, la cual utiliza para repasar los conceptos de
variables, ejes, escala, dominio y recorrido. Tras repasar dichos conceptos generales mediante

una serie de cuestiones, se introduce la definicion de funcién como relacion entre dos variables:

Una funcién o | :
£ €on s una relacion entre dos variables a las que, en general llama

remos x ¢
X ¢s la variable independiente (cn ¢l ¢ jemplo del helicoptero, el tiempo)
. 2e a vars X ¥ \
¥ es la variable dependiente (en ¢l cjemplo del helicoprero, la altura)
° ;
y l.a funu(m asocia a cada valor de x un Gnico valor de y. o€ dice quec ) €s

_funcién de x.
Figura 4. Definicion de funcion (Colera et al., 2015, p. 147).

e Santillana (De la Prida et al., 2015)

Por otro lado, en el libro de Santillana se proporcionan al inicio de la unidad 11
“Funciones” unas claves bésicas (sistema de coordenadas, abscisa y ordenada), y se nombran
los contenidos que se aprenderan a lo largo de dicha unidad. En la misma pagina, se incluye
una breve presentacion histérica de la aviacion y se muestra una grafica de uno de los primeros

vuelos del siglo XVIII.
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El avion
L3 aviacion inicid su andadura en
el siglo xvu, con los globos aercstancos
que se elevaban impulsados por aire
caliente.
= Aqui tienes las graficas de uno

de los pnmeres vuelos de L3 histona,

1]

Allura (m)

+ XXX _XN . pstancaim

¢A que distanca llego el vuelo? (Cudl
fue su altura mauma?

Figura 5. Problema de presentacion (De la Prida et al., 2015, p. 221).

Después, comienza la unidad ofreciendo directamente la siguiente definicion de funcion:

Una funcién es una relacién entre dos magnitudes o variab|eg

numéricas, X e y, de forma que a cada valor de x le correspongie

un unico valor de y.
La variable x se denomina variable independiente, y la variap). "

variable dependiente.

Figura 6. Definicion de funcion (De la Prida et al., 2015, p. 222).

Concluimos por tanto que solo uno de los libros de texto analizados, el de la editorial
Anaya, ofrece una justificacion historica de la introduccion del concepto de funcién. Por otro
lado, tanto el de Anaya como el de Santillana presentan un caso concreto en forma de gréafica
contextualizada para interpretar antes de definir el concepto de funcion. Asimismo, ambas
editoriales optan por definir las funciones como “relacion entre dos magnitudes o variables”,
indicando la variable independiente y la dependiente. Por el contrario, el libro de SM opta por
definir directamente las funciones en términos de correspondencia entre conjuntos, eleccién
que desaconsejan los autores estudiados en estos niveles y que induce a la aparicién de

dificultades a la hora de comprender e interpretar las funciones.
2. ¢ Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias se ensefian habitualmente?

Procedemos ahora a comparar los campos de problemas, técnicas y tecnologias presentes
en los tres libros de texto. Para ello, hemos elaborado una tabla comparativa con las categorias

desglosadas de campos de problemas planteados en la Seccion A.3:
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Campos de problemas

SM

Anaya

Santillana

CP1. Concepto de funcién

1.1. Identificar una funcidn representada por un enunciado

1.2. Identificar una funcion representada por una gréafica

1.3. Identificar una funcion representada por una tabla

1.4. Identificar una funcion representada por una formula

CP2. Cambios entre formas de representacion

2.1. De enunciado a tabla de valores

2.2. De enunciado a gréfica

2.3. De enunciado a férmula

2.4. De tabla de valores a enunciado

2.5. De tabla de valores a gréafica

2.6. De tabla de valores a formula

2.7. De grafica a enunciado

2.8. De grafica a tabla de valores

2.9. De grafica a formula

2.10. De formula a enunciado

2.11. De formula a tabla de valores

2.12. De formula a grafica

X | X[ X[ X[ X]X

CP3. Interpretacion de las caracteristicas de una funcién

3.1. Dominio y recorrido de una funcién dada por su
enunciado

3.2. Dominio y recorrido de una funcién dada por su
gréfica

3.3. Dominio de una funcién dada por su formula

3.4. Continuidad de una funcion dada por su gréafica

3.5. Célculo de la imagen de un punto a partir de la formula
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3.6. Crecimiento y decrecimiento a partir de la gréafica

3.7. Mé&ximos y minimos a partir de la grafica

3.8. Simetria de una funcion dada graficamente

X | X[ X] X
X | X[ X] X
X | X[ X] X

3.9. Periodicidad de una funcion dada graficamente

Tabla 2. Campos de problemas en los libros de texto.

Los campos de problemas comparados en la tabla muestran como el libro de Santillana
recopila un nimero de problemas mas completo que los libros de SM y Anaya. Ademas,
apreciamos que en los tres libros de texto hay cambios entre formas de representacion que no
quedan cubiertos, como es el caso del paso de tabla de valores a enunciado (2.4) y de tabla de
valores a formula (2.6). Destaca también que solo en Santillana se incluyen problemas para

cambiar de grafica a tabla de valores (2.8) y de formula a enunciado (2.10).

En cuanto a la identificacion de funciones en distintas formas de representacion, ninguno
de los libros de texto analizados contiene problemas en los que identificar si una formula es o
no una funcion. Esto puede provocar que los estudiantes interpreten que cualquier expresion

algebraica es una funcion, lo cual es erréneo.

En cuanto a las técnicas asociadas a cada campo de problemas, observamos que los libros
de texto tienden a ofrecer algin ejemplo resuelto a partir del cual el alumno debe ser capaz de
extraer las técnicas usadas para su resolucion y aplicarlas en ejercicios similares. De forma
general, las técnicas no aparecen descritas de forma explicita ni se justifica paso a paso el
proceso seguido. Adicionalmente, no se observan tecnologias que justifiquen las técnicas mas
alla de las propias definiciones de los conceptos dadas por el libro de texto, las cuales tienden

a generar errores de comprension.

Dado que la metodologia general es ofrecer definiciones acompariadas de ejemplos
puntuales resueltos para después plantear ejercicios no contextualizados y problemas del
mismo estilo, consideramos que el modelo implicito de los libros de textos es el de una
ensefianza para la resolucién de problemas. Este hecho pone de manifiesto la discordancia entre
la filosofia del curriculo oficial y el curriculo implementado en la mayoria de aulas al abordar

la ensefianza y aprendizaje de funciones.
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3. ¢ Qué efectos produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno?

A continuacidn, se van a presentar algunos de los obstaculos, dificultades y errores de los
estudiantes detectados al trabajar con funciones en niveles de la ESO derivados de los métodos
de ensefianza habituales. La informacion extraida de las investigaciones en educacion
matematica en este &mbito serd acompafada de las dificultades observadas de primera mano
durante el periodo de practicas del Méster.

Por un lado, Dubinsky y Wilson (2013) clasifican las dificultades conceptuales que surgen
durante el aprendizaje de funciones en tres categorias: saber qué es y qué no es una funcion, la
representacion de funciones y la notacion funcional. En la primera categoria, encontraron que
parte del alumnado asocia una funcién con la existencia de una expresion analitica particular o
un trazo continuo despojando a las funciones a trozos, las funciones constantes o los puntos

discretos de la condicion de funcion en su concepto imagen.

Para la segunda categoria, es decir, la representacion de funciones, Dubinsky y Wilson
toman como referencia el estudio de Akkog y Tall (2002), en el cuél se establecen conexiones
entre las distintas formas de representacion. El principal obstaculo encontrado es la
presentacion de cada representacion de forma aislada, lo que dificulta que los estudiantes
puedan construir un concepto imagen adecuado de la nocién de funcion. Asimismo, la
presentacion de tipos especificos de funciones empleando una Unica forma de representacion
conlleva a que los estudiantes no sean capaces de traducirlas a otros lenguajes o crean que es

imposible.

En la tercera categoria, Dubinsky y Wilson se remiten a Vinner y Dreyfus (1989), quienes
encontraron en sus estudiantes serias dificultades para la interpretacion de la expresion general
y = f(x). En sus investigaciones, vieron que muchos estudiantes interpretan dicha expresion
como producto de una variable “f” por una variable “x”, concluyendo que no se encuentran
todavia en un nivel de desarrollo cognitivo necesario para comprender conceptos y simbolos

que requieren una mayor capacidad de abstraccion.

En cuanto a los procesos cognitivos dentro de la ensefianza-aprendizaje, Diaz Gomez
(2013) recopila una serie de investigaciones acerca de la comprension de los estudiantes del
concepto de funcion. Resultan de gran interés los estudios que analizan las diferencias entre la
imagen y la definicion conceptual de las funciones entre los estudiantes. En este sentido, Vinner

(1983) seriala que las definiciones que dan los estudiantes de algunos conceptos difieren mucho
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de su definicion formal, siendo estas una descripcion de la imagen conceptual que
personalmente han construido. En concreto, al preguntar a un conjunto de estudiantes qué era
para ellos una funcién (In your opinion what is a function?) se encontré que las respuestas

podian ser clasificadas en cuatro categorias:

- Categoria I: La definicion del libro mezclada con palabras propias de los estudiantes.
Ejemplo: Es una correspondencia de un nimero perteneciente a un conjunto (dominio)
a un numero en otro conjunto (rango). A cada nimero en el dominio le corresponde
solo un nimero en el rango, pero nimeros en el rango pueden tener varios nimeros en
el dominio. No tienen que ser numeros, cualquier cosa vale (objetos concretos,

animales, etc).

- Categoria Il: La funcién es una regla de correspondencia. Ejemplo: Una funcion es

una relacion entre dos factores que dependen entre si.

- Categoria Il1: La funcion es un téermino algebraico, una férmula, una ecuacién, una
manipulacion aritmética, etc. Ejemplo: Una funcion es una ecuacion que tiene un rango
a un lado y un dominio al otro lado. A cada numero (o factor) en el dominio le

corresponde un factor en el rango.

- Categoria IV: Algunos elementos de la imagen mental son tomados como definicion de

los conceptos. Ejemplo: Una funcion son los valores de un eje y dependiendo de otro

eje x segun y = f(x).

Vinner (1983) sugiere que la imagen, en ocasiones erronea, del concepto de funcion de los
estudiantes esta ligada a la forma de presentarlas en los libros de texto, los cuéles a menudo
optan por introducirlas como un tipo de correspondencia entre dos conjuntos. Malik (1980)
indica que la definicion moderna ensefiada en los libros de texto difiere del concepto de funcién
que tenian matematicos como Euler, D'Alembert y Lagrange, y sefiala que dadas las
dificultades que conlleva deberia ser evitada en todos los cursos precedentes a Analisis,

Topologia y Algebra a nivel universitario.

Por su parte, Azcarate y Deulofeu (1990) toman una postura similar en contra de las
definiciones empleadas comunmente por los libros de texto, afiadiendo que “considerar que
tales definiciones son mas simples que las clasicas, cuando en realidad proceden de sucesivas

abstracciones de aquéllas, y que por tanto su introduccion en niveles elementales de la
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ensefianza es recomendable, es desconocer el largo camino que ha sido necesario para llegar a
ellas, al mismo tiempo que se las despoja de su auténtico significado convirtiéndolas en
instrumentos de escasa validez” (Azcarate y Deulofeu 1990, p. 53).

Por otro lado, otros autores sefialan la existencia de dificultades a la hora de asociar los
conceptos abstractos de las funciones con fendmenos de la vida cotidiana. Segun Alayo (1990),
muchos estudiantes estan familiarizados con graficas, tablas de valores y expresiones
algebraicas, y pueden manipularlas con razonable exactitud; pero son incapaces de interpretar

caracteristicas globales de funciones cuando estas estan incrustadas en contextos realistas.

En esta linea, Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990) tratan errores que surgen
mayoritariamente entre estudiantes que han estado expuestos a funciones que se relacionan con
contenidos concretos de la vida cotidiana. En estos casos, los estudiantes tienden a equiparar
el concepto de dependencia con el concepto de causalidad. Otros errores tipicos derivados de
un tratamiento no abstracto de las funciones son el interpretar un grafico como una imagen o

asociar la pendiente como altura en vez de como medida de la tasa de variacion media.

Sobre el aprendizaje de las propiedades globales de las funciones, Ortega y Pecharroman
(2014) sefialan errores al identificar los puntos que pertenecen o no al dominio y recorrido de

la funcion, confusiones identificando los ejes de abscisas y ordenadas, entre otros.

Durante el periodo de préacticas del Master, se observé que los estudiantes de 3° y 4° de
ESO encontraban demasiado abstractos conceptos tales como “conjunto”, “dominio” o
“imagen”. Sin embargo, al presentarles casos practicos para analizar graficas de fendmenos
fisicos contextualizados (distancia recorrida en una excursion, evolucion de la temperatura a lo
largo de un dia, etc.), la mayoria de los estudiantes interpretaban correctamente la informacion
presentada y eran capaces de identificar el crecimiento, decrecimiento, cambios de tendencia,
maximos y minimos, e incluso plantear funciones de elaboracion propia en nuevas condiciones

justificando su comportamiento.

Otro obstaculo detectado fue que los estudiantes no eran capaces de identificar
inicialmente como funciones formulas expresadas con letras distintas a las usuales como, por
ejemplo, d = f(t). Sinembargo, al dar dotar a las letras de un significado fisico asociandoles

una magnitud concreta (distancia y tiempo) si que lo admitian como funcion.
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De la experiencia obtenida durante las practicas podemos concluir que los estudiantes estan
acostumbrados a convivir con gréaficas en el dia a dia y son capaces de interpretar su contenido
dentro de un contexto real, encontrando la mayor dificultad en la comprension de la simbologia
mas abstracta y la asociacion de dicha simbologia con los fendmenos de la vida cotidiana. Por
este motivo, nuestra propuesta se centrara en la exploracion de las funciones a partir de la
resolucion de problemas que pueden encontrarse en el dia a dia, alejandonos de las
metodologias de los libros de texto y optando por un aprendizaje a través de la resolucion de

problemas, principalmente trabajando de forma colaborativa en grupos de estudiantes.
C. Sobre los conocimientos previos del alumno

1. ¢Qué conocimientos previos necesita el alumno para afrontar el aprendizaje del

objeto matematico?

Para poder afrontar el aprendizaje de funciones dentro de nuestra propuesta didactica, es
recomendable que los estudiantes tengan nociones basicas de los siguientes conocimientos
previos (CPV):

- CPV 1. Numeros reales, su distribucion en la recta real e intervalos.

- CPV 2. Representacion e identificacion de puntos en un sistema de coordenadas
cartesianas.

- CPV 3. Concepto de variable independiente y variable dependiente.

- CPV 4. Expresion de una relacion funcional entre dos variables en forma de gréafica,
enunciado y tabla.

- CPV 5. Expresion de una relacion funcional lineal entre dos variables en forma de
formula.

- CPV 6. Uso del lenguaje algebraico para simbolizar relaciones.

- CPV 7. Resolucion algebraica de ecuaciones de primer grado.

2. La ensefianza anterior, ¢ha propiciado que el alumno adquiera esos conocimientos

previos?

Como se ha mencionado anteriormente, al realizar un analisis general del curriculo oficial
aprobado por la ORDEN ECD/489/2016, encontramos que las funciones estan presentes en
todos los niveles de la ESO. En todas las asignaturas de Matematicas, obligatorias ya sea en

una u otra modalidad, las funciones constituyen uno de los bloques principales de contenidos.
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Poniendo el foco en los cursos previos, es decir, 1°y 2° de ESO, vemos que los alumnos
que hayan pasado por la asignatura de Matematicas deberian estar familiarizados con los

siguientes contenidos referentes a las funciones:

- Coordenadas cartesianas: representacion e identificacién de puntos en un sistema de
ejes coordenados.

- Elconcepto de funcion: Variable dependiente e independiente. Formas de presentacion
(lenguaje habitual, tabla, gréfica, formula).

- Funciones de proporcionalidad directa. Representacion. (solo en 1°)

- Crecimiento y decrecimiento. Continuidad y discontinuidad. Cortes con los ejes.
Méximos y minimos relativos. Analisis y comparacion de graficas. (solo en 2°)

- Funciones lineales. Célculo, interpretacion e identificacion de la pendiente de la recta.
Representaciones de la recta a partir de la ecuacion y obtencion de la ecuacion a partir
de una recta. (solo en 2°)

- Utilizacion de calculadoras graficas y programas de ordenador para la construccion e
interpretacion de graficas. (solo en 2°)

Como puede observarse, en los primeros cursos se da gran importancia al concepto de
funcion y a sus formas de representacion, especialmente las graficas. Se incluye tambien el
estudio de casos particulares de funciones con expresiones algebraicas simples en creciente

nivel de dificultad (proporcionalidad directa, lineal).

El conocimiento de dichas nociones daria paso en 3° de ESO al analisis y descripcion
cualitativa de funciones (principalmente graficas) que describen fenémenos de la vida cotidiana

y la utilizacién de otras formas de representacion.

Cabe destacar que la introduccion temprana del lenguaje de las graficas permite estudiar
las caracteristicas globales de las funciones sin necesidad de recurrir prematuramente a
definiciones rigurosas de conceptos mas abstractos, los cuales quedan fuera del alcance y
propdsito general de la ensefianza obligatoria. Esto concuerda con la filosofia de la legislacion
educativa actual, pues el objetivo es que los estudiantes adquieran las habilidades y destrezas
necesarias para enfrentarse con éxito a los retos y situaciones de la vida cotidiana. No obstante,
debemos recordar la discrepancia existente entre el curriculo oficial y el curriculo

implementado en las aulas influenciado por los libros de texto. Por ello, es de esperar que buena
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parte de las dificultades y errores anteriormente descritos se encuentren ya presentes en el

alumnado.

Por otro lado, los conocimientos previos necesarios referentes a los nimero decimales y la
resolucion de sistemas de ecuaciones aparecen a lo largo de 2°y 3° de ESO dentro del “Bloque
2: Numeros y Algebra”. Sin embargo, no hay menciones explicitas en el curriculo a la
representacion de nimeros en la recta real e intervalos hasta 4° de ESO, por lo que deberemos
tenerlo en consideracién al plantear nuestra propuesta didactica.

3. ¢Mediante qué actividades vas a tratar de asegurar que los alumnos posean €sos

conocimientos previos?

La primera sesion de la unidad didactica se dedicaré a la realizacion de una prueba de
evaluacion inicial en la que el alumnado debera resolver individualmente una serie de
actividades disefiadas para trabajar algunos de los conocimientos previos necesarios para poder
afrontar el aprendizaje de funciones en este curso. El objetivo de la prueba es, por un lado,
facilitar que el alumnado recuerde contenidos estudiados anteriormente y, por otro lado,
permitir al docente conocer las fortalezas, debilidades y posibles dificultades que pueden
aparecer durante la imparticion de la unidad. Se trata por tanto de una prueba de caracter

diagnostico sin valor numerico dentro de la calificacion final de la unidad.

Al inicio de la sesion se entregara a cada estudiante una hoja con las actividades descritas
a continuacion. Los estudiantes dispondran de 30 minutos para enfrentarse a la prueba, tras los
cuales el docente procederd a dirigir un debate en el que se comentaran las dificultades
encontradas y se corregiran en comdn los ejercicios dando pie a la colaboracion de los

estudiantes.
La prueba de evaluacion inicial constara de las siguientes actividades:

Actividad 1. Dibuja un sistema de ejes cartesianos Yy situa los siguientes puntos en las

correspondientes coordenadas (CPV 1y 2):
A=(0,1 B=(2 2) C = (=2, 0.5)

D=(4 —-5) E=(=3,5 F=(0.75 3)
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Actividad 2. Indica en forma de intervalos los nimeros sefialados en rojo sobre la recta

real en cada caso (CPV 1):

6 0 3 ' 5

_d 0 4 2 -1 0

w

Actividad 3. Adaptacion del libro El lenguaje de gréficas y funciones (Alayo, 1990, p.
20). Cada una de estas cuatro figuras tiene un area de 36 unidades cuadradas (CPV 2, 3y 4):

EEBRNEN J.i.ﬁ'l____-_[”" [ 11
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a) Relaciona cada punto de la grafica con la figura que le corresponde:

Altura bt .

~
Anchura -~

b) ¢Puedes dibujar una quinta figura de 36 unidades cuadradas que corresponda al 5°

punto? Explicalo.

Actividad 4. Adaptacion del libro El lenguaje de gréaficas y funciones (Alayo, 1990, p.
26). Elige la grafica que mejor se ajuste a cada una de las cinco situaciones descritas abajo.
(Algunas gréaficas pueden ajustarse a mas de una situacién.) Asocia la gréafica al enunciado, pon
nombres a los ejes y explica tu eleccién, indicando todas las suposiciones que hagas. Si no

encuentras la grafica que quieres, dibuja tu propia version. (CPV 2, 3y 4)

1. «Los precios estan subiendo ahora mas deprisa que en ningln otro momento de los
altimos cinco afos.»

2. «Me gusta bastante el café frio y el café caliente, pero jdetesto el café templado!»
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3. «Cuanto més pequefias son las cajas, mas podemos cargar en la camion de la mudanza.»

4. «Después del concierto hubo un silencio abrumador. Entonces una persona de la
audiencia empezé a aplaudir. Gradualmente, los que estaban alrededor se le unieron y pronto
todo el mundo estaba aplaudiendo y vitoreando.»

5. «Si las entradas del cine son muy baratas, los duefios perderan dinero. Pero si son
demasiado caras, ird poca gente y también perderan. Por lo tanto, un cine debe cobrar un precio

moderado para obtener beneficio.»
i) b
f gl

mﬁ K

k) ] m)

e

Actividad 5. Un servicio de streaming ofrece una tarifa de 5,99 euros por crear una cuenta

de usuario méas 1,25 euros por cada suscripcion a otros canales. (CPV 1, 2, 3,4,5,6y7)

a) Rellena la tabla de valores:

N° de suscripciones 0 1 2 3 4

Coste total (euros) 5,99

b) Representa graficamente la funcion en un sistema de coordenadas cartesianas.
c) Si he pagado 14,74 euros, ¢a cuantos canales estoy suscrito?

c) Obtén la formula o expresién algebraica que modelice la situacion.
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D. Sobre las razones de ser del objeto matematico

1. ¢Cual es la razon o razones de ser que vas a tener en cuenta en la introduccion

escolar del objeto matematico?

La razén de ser elegida para introducir las funciones es su uso como instrumento de
modelizacion de las relaciones que ocurren en la vida real en las existe una dependencia entre
dos variables, a partir de cuyo anélisis se puede extraer informacion, tomar decisiones y

hacer predicciones.

Dependiendo de la situacion a modelizar y de la informacion que deseemos extraer, sera
mas Util representar la relacion de dependencia entre variables mediante un enunciado verbal,
una tabla, una grafica o una formula algebraica. Azcérate y Deulofeu (1990) clasifican dichas
formas de representacion en creciente orden de abstraccion, siendo el modelo fisico o la

simulacion la experiencia mas cercana al fendmeno real.

Modelo fisico | Descripcion verbal Tabla de _ Férmula
. - . Gréfica i
0 simulacién (enunciado) valores algebraica

Tabla 3. Formas de representacion.

A continuacién, la primera forma de representacion que aparece al intentar describir un
fendbmeno es la descripcion verbal, la cual utiliza el lenguaje comin para dar una vision
descriptiva y generalmente cualitativa de la relacion funcional. La tabla de valores aporta una
visidn cuantitativa, facilmente interpretable como una correspondencia entre pares de valores,
pero insuficiente para extraer las caracteristicas globales de la funcién. Los dos lenguajes de
mayor abstraccion, la grafica y la formula o expresion algebraica, permiten obtener una vision
general de la funcién estudiada, tanto cualitativa como cuantitativa, al mismo tiempo que

posibilitan la caracterizacién de modelos.

Por un lado, la grafica permite describir las caracteristicas globales de la funcion
(variaciones, tramos constantes, crecimiento, continuidad, periodicidad, maximos y minimos,
etc.) de forma mas sencilla de interpretar que la formula, pues la determinacion de esta Gltima
a través del lenguaje algebraico requiere del conocimiento del significado de los simbolos

utilizados y la interpretacion de conceptos abstractos, los cuales son mas faciles de intuir
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graficamente. Por otro lado, la formula permite calcular valores con mayor precision, siempre

que se conozca el algoritmo de resolucion de la ecuacion correspondiente.

De esta forma, se considera que el aprendizaje de las funciones pasa por el conocimiento
de cada lenguaje de representacion, la adquisicién de la capacidad de leer e interpretar cada
uno de ellos y, posteriormente, traducir de uno a otro.

2. ¢ Coinciden con las razones de ser histéricas que dieron origen al objeto?

Como hemos visto en la evolucion histérica del concepto de funcidn presentada en la
Secciéon B.1, la razén de ser elegida en nuestra propuesta coincide con la razén de ser
historica de las funciones: la modelizacion de la relacion de dependencia entre dos cantidades
para la obtencion de informacion (til para las personas. Esta eleccion permitira acercar a los
estudiantes al aprendizaje de las funciones desde una perspectiva proxima a su realidad
cotidiana, dotandoles de una razon de ser practica. Asimismo, consideramos que trabajar las
funciones desde la modelizacion posibilita la aparicion natural de casos particulares como son
las funciones lineales y cuadraticas, contenidos curriculares a tratar tras la finalizacion de la

unidad didactica aqui presentada.

3. Disefio de problemas que se constituyen en razones de ser de los distintos aspectos

del objeto matematico a ensefar

En nuestra propuesta de ensefianza vamos a introducir el concepto de funcidén proponiendo
al alumnado dos situaciones problematicas que pueden solucionarse a través de la
interpretacion y la traduccion entre diferentes formas de representacion. Ambos problemas se
encuentran contextualizados y exploran la modelizacion de fendmenos de la vida real para
tomar decisiones (Problema A) y hacer predicciones (Problema B). Adicionalmente, el
Problema B cuenta con una contextualizacion historica que se espera sirva para reflexionar y
dar pie a un debate acerca de la importancia historica de las funciones y sus aplicaciones en la

sociedad actual.

Problema A. El punto de no retorno. (CP 1.1, 1.2 y 2.2) Adaptacion del libro El lenguaje
de gréficas y funciones (Alayo, 1990, p. 193).

Imagina que eres el piloto de una avioneta capaz de viajar a una velocidad constante de

300 km/h en aire tranquilo (sin viento). Tienes combustible suficiente para cuatro horas.
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Despegas del aeropuerto y, en el viaje de ida, eres ayudado por un viento de 50 km/h que
aumenta tu velocidad de crucero con respecto a tierra a 350 km/h. De repente, te das cuenta de
que en el viaje de vuelta estaras volando contra el viento y por lo tanto bajaras a 250 km/h.

— ¢Cudl es la maxima distancia a la que puedes volar desde el aeropuerto, y estar seguro
de que tienes combustible suficiente para hacer el viaje de regreso?

a) Dibuja una grafica que muestre como variara la distancia de la avioneta desde el
aeropuerto a lo largo del tiempo de vuelo (inicialmente puedes dibujar la forma de la grafica
sin unidades en los ejes). (Como seria la grafica si la velocidad fuera la misma a laida y a la

vuelta (es decir, sin viento)? Comenta con tus comparieros.

b) ¢Como puedes mostrar una velocidad de ida de 350 km/h? ;Y una velocidad de regreso
de 250 km/h? Dibuja de nuevo la grafica dando unidades a los ejes. Recuerda que la velocidad

(km/h) es igual a la distancia recorrida (km) entre un determinado tiempo (h).
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c) Usa tu grafica para hallar aproximadamente la maxima distancia a la que puedes viajar

desde el aeropuerto, y el momento en que deberias dar la vuelta.

d) Comenta con tus compafieros cdmo crees que variaria la distancia maxima para otras
velocidades de viento. Calcula la distancia maxima y el tiempo de regreso para al menos otras

dos velocidades de viento.

e) Sitda los puntos calculados en una misma grafica, ¢forman una linea recta? ¢Podrias

darle una explicacion?

Problema B. El planeta desaparecido. (CP 1.2, 1.3 y 2.5) Adaptacion del libro El
lenguaje de graficas y funciones (Alayo, 1990, p. 221).

En nuestro sistema solar hay ocho planetas mayores y muchos otros cuerpos como cometas
y meteoritos. Los cinco planetas mas proximos al Sol estan representados en el siguiente

diagrama (Nota: el dibujo no esta a escala):

- — Marte LS Asteroides
ercurio R
2, el
( O Venus || o . ‘l'
\ Sol / / ST
Tierr'/ , |
T 1 . ¢ Jupiter

Entre Marte y Japiter hay un cinturon de fragmentos rocosos Ilamados asteroides. Los

astrénomos creen que podrian ser los restos de un noveno planeta desintegrado hace muchos
afios. Le llamaremos planeta X. Nuestra mision es descubrir todo lo que podamos sobre el
Planeta X buscando los modelos que siguen los otros planetas. ;A qué distancia del Sol estaba

el Planeta X antes de desintegrarse?

La tabla inferior compara las distancias al Sol de algunos planetas con la de la Tierra. Las
distancias estan medidas en U.A. (Unidades Astrondmicas), de forma que la distancia del Sol
alaTierraes 1 U.A. y ladel Sol a Saturno 10 U.A. (es decir, Saturno esta 10 veces mas alejado

del Sol que la Tierra).
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Planeta N° Distancia al Sol (U.A.)
Mercurio 1
Venus 2 0,7
Tierra 3 1
Marte 4 1,6
Planeta X 5
Jupiter 6 52
Saturno 7 10
Urano 8 19,6
Neptuno 9

a) Representa los datos de la tabla en una gréafica asignando a cada planeta su nimero y su
distancia al Sol. Describe qué observas. ¢Siguen los puntos una linea de tendencia? En caso

afirmativo, dibdjala.

b) A partir de la grafica que has dibujado intenta hallar un valor aproximado de la distancia
a los planetas que faltan en la tabla. ;A qué distancia estdn Mercurio y Neptuno? ;Y donde

estaria el Planeta X?

c) Compara las distancias obtenidas a partir del modelo con los datos reales (Mercurio

0,387 U.A. y Neptuno 30,1 U.A.). (Crees que el modelo se ajusta a los datos?
d) Lee el siguiente fragmento y reflexiona:

En 1772, cuando las distancias planetarias sélo eran conocidas en términos relativos, un
astronomo aleman llamado David Titius descubrié el mismo modelo que tu has estado
mirando. Esta «ley» fue publicada por Johann Bode en 1778 y es cominmente conocida como
«Ley de Bode». Bode utiliz6 el modelo, como lo has hecho td, para predecir la existencia de
un planeta a 2,8 U.A. del Sol (2,8 veces la distancia de la Tierra al Sol) y hacia finales del
siglo XVIII comenzaron a buscarlo de forma sistematica. Esta busqueda resultd infructuosa
hasta el dia de Afio Nuevo de 1801, en que el astronomo italiano Giuseppe Piazzi observo un
asteroide muy pequefio, al que llamé Ceres, a una distancia de 2,7 U.A. del Sol —
sorprendentemente proxima a la prevista por la Ley de Bode—. (Desde entonces, miles de

pequefios asteroides han sido descubiertos a distancias entre 2,2 y 3,2 U.A. del Sol.)
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En 1781, la ley de Bode fue aparentemente confirmada de nuevo cuando William Herschel
descubrid el planeta Urano, orbitando alrededor del Sol a una distancia de 19,2 U.A,,
nuevamente muy proxima a los 19,6 U.A. que predice la ley de Bode. Animados por esto, otros
astronomos usaron la «ley» como punto de partida en la busqueda de otros planetas lejanos.
Sin embargo, cuando finalmente fueron descubiertos Neptuno y Plutén, a 30,1 U.A. y 39 U.A.
del Sol respectivamente, se comprob6 que, a pesar de su utilidad pasada, la ley de Bode no

gobierna realmente el disefio del sistema solar.

e) Como has visto, las funciones han sido muy utiles a lo largo de la historia para realizar
descubrimientos y confirmar o descartar modelos fisicos. Enumera otras aplicaciones que crees

que tienen las funciones en la actualidad.
4. Metodologia a seguir en su implementacion en el aula

Para implementar en el aula los dos problemas anteriormente descritos consideramos que
la metodologia méas adecuada es el trabajo en pequefios grupos heterogéneos de 3 o 4
estudiantes. EI momento en el que se propondrian ambos problemas seria en la sesion posterior
a la prueba de evaluacion inicial, dando asi comienzo a los contenidos propios de la unidad
didactica. Al inicio de la sesion, el docente repartiria a cada estudiante una hoja con los
enunciados y se les pediria que lean ambos problemas y piensen en formas de resolverlos. A
continuacion, los estudiantes deberan comentar con los compafieros de su grupo las posibles
estrategias y dudas que surjan durante su resolucion. Se preve que la resolucion y puesta en
comun de los problemas abarque en conjunto la duracion aproximada de dos sesiones (90

minutos).

Dada la naturaleza de los problemas propuestos, se espera que se genere en cada grupo un
ambiente de debate acerca de como enfrentarse al reto que suponen. En dicho proceso, el
concepto de funcidn apareceria de manera natural como un instrumento que permite modelizar
las situaciones presentadas y obtener soluciones. Para ello, los estudiantes deberan comprender
la situacion que presenta cada enunciado, identificar la informacion disponible y representarla
graficamente. Al dibujar las gréaficas, los estudiantes estaran elaborando un modelo que
mostrara visualmente la relacion de dependencia entre las variables de los problemas y les

permitira llegar a sus propias conclusiones.

Durante el tiempo dedicado al trabajo en grupo el docente adoptara un rol de apoyo,

resolviendo dudas y guiando a cada grupo dando las indicaciones precisas. Los ultimos veinte
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minutos de la segunda sesidn seran dedicados a realizar una puesta en comdn en la que cada
grupo podrd exponer sus resultados y conclusiones. A modo de cierre, el docente
institucionalizard el concepto de funcién, dando importancia a su razon de ser historica y su

presencia en la sociedad actual.
E. Sobre el campo de problemas
1. Disefio de los distintos tipos de problemas que se van a presentar en el aula

A continuacion se muestran los problemas disefiados para trabajar los campos de
problemas detallados en la Seccién B.2. Resulta preciso sefialar que estos se han disefiado de
forma que permitan abordar varios aspectos de las funciones en un mismo problema, buscando

explorar situaciones de la vida cotidiana y contextos fisicos.
Problema 1. La estacion meteoroldgica. (CP 1.1, 1.2, 2.2, 2.7, 3.2, 3.4, 3.6 y 3.7)

En la estacion meteoroldgica de la ciudad S se ha registrado la temperatura a lo largo del
dia obteniendo la siguiente grafica:

e Temperatura (°C)

10 +

Mh 4 6) 8 10 12 14 16 18 20 22 24
2T Hora del dia

Redacta un informe en el que des respuesta a las cuestiones planteadas a continuacién, asi

como cualquier otro detalle relevante de la funcién o reflexion que desees incluir:
a) Indica la variable independiente y la variable dependiente.
b) ¢Durante qué intervalo de tiempo se ha realizado la medida?

c) ¢Entre qué valores minimos y maximos ha variado la temperatura?
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d) Indica los tramos del dia en los que la temperatura ha descendido y los tramos en los

que la temperatura ha ascendido.
e) ¢A qué hora se alcanzé la temperatura minima? ¢Y la maxima?
f) ¢Se ha mantenido estable la temperatura en algun intervalo de tiempo? Indica cual.

g) Una cientifica ha detectado que el tramo en el que la funcion es constante se debe a un
fallo del termémetro de la estacion debido a una fuerte tormenta. Por suerte, contamos
con la medida de un dispositivo de emergencia que indica que a las 15h la temperatura
era de 8°C. Dibuja aproximadamente cémo quedaria la grafica con esta nueva

informacién. ¢ Tendria sentido que la funcién fuera discontinua? Razona tu respuesta.

A

o | Temperatura (°C)

10+

o 4 6/ 8 10 12 14 16 18 20 22 24
27 Hora del dia

h) La cadena de radio de la ciudad S ha pedido a la estacion meteoroldgica un informe por
escrito de la variacion de la temperatura a lo largo del dia. Describe con palabras la

informacion de la grafica modificada en el apartado anterior para su retransmision.

i) Conociendo que la ciudad S esta en el hemisferio norte, dibuja como podria ser la
gréfica de la temperatura a lo largo de un dia de verano. Explica el comportamiento de

la funcion.
Problema 2. El tren Zaragoza-Valencia. (CP 1.1, 1.3, 2.2, 2.5, 3.2, 3.4 y 3.6)

Un tren media distancia con salida programada el 17 de Agosto de la estacion Zaragoza-

Delicias a las 11:20 h tiene llegada prevista a la estacion Valencia-Nord a las 16:18 h. Sin

30



embargo, debido a un incendio forestal cerca de las vias del tren los pasajeros deben realizar
un trasbordo en bus entre las localidades de Sarrion y Jérica.

| [ —— ]

El viaje que realizan los pasajeros queda modificado de la siguiente manera:

Parada Distancia a Zaragoza (km) | Hora de llegada / salida
Zaragoza-Delicias 0 11:20 /11:36 h
Teruel 175 14:01/14:06 h
Sarrion 215 14:37 / 15:03 h
Jérica 256 15:40/15:50 h
Valencia-Nord 320 17:05h/FIN

a) Dibuja en forma de grafica la funcion que representa el viaje modificado por el incendio

incluyendo las paradas en las estaciones indicadas en la tabla.

b) ¢A qué puedes asociar los tiempos de espera en cada estacion? ¢Estan relacionados con

causas externas al recorrido original del tren?

c) A partir de la gréfica dibujada, indica el dominio y el recorrido de la funcion. (Qué

significado encuentras que tienen estos conceptos en el contexto del viaje?

d) Renfe ofrece a sus pasajeros las siguientes opciones de reembolso por retrasos en billetes

de trenes media distancia:
- 15 minutos / 25% del precio original
- 40 minutos / 50% del precio original

- 60 minutos 0 mas / 100% del precio original
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Dibuja una grafica que represente el porcentaje a reembolsar en funcion de los minutos de

retraso. (Como es la grafica resultante?

e) Si habiamos pagado por el billete 28,16 euros, ¢cuanto nos serd reembolsado?

Problema 3. Musica. (CP 1.1, 2.1, 2.2, 2.3,2.5y 3.5)

Marcos es fan del disco Motomami de Rosalia y quiere tener acceso a descargar toda su
musica (y la de otros artistas) en su mévil de forma legal. Una busqueda entre las distintas

aplicaciones disponibles le ha mostrado las siguientes opciones:

- Opcidn A: 1,99 € fijos al mes mas 20 céntimos por cancion descargada.
- Opcion B: 4,75 € fijos al mes sin limite de descargas.
- Opcion C: 3,25 € fijos al mes con un limite de 20 descargas y un extra de 0,90 € por

cada descarga una vez superado el limite.
Responde a las cuestiones:

a) ¢Pueden expresarse las tres opciones en forma de funcién? ¢Cual seria la variable

independiente y la dependiente?

b) Elabora tres tablas de datos (una para cada opcion) dando valores a la variable

independiente y calculando el correspondiente valor de la variable dependiente.

Opcion A

y

Opcién B
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Opcion C

c) Encuentra la formula (expresion algebraica) de la funcion que describe cada caso.

d) Si Marcos descarga una media de 25 canciones al mes, ;qué opcion le saldria mas
rentable?

e) Representa graficamente las tres funciones e indica en qué caso es recomendable cada

una de las opciones.

Problema 4. Latidos del corazon. (CP 1.4, 2.5, 2.11, 2.12 y 3.5) Adaptacion de Preguntas
liberadas del Proyecto PISA, Instituto Nacional de Evaluacion Educativa (INEE, 2015).

Por razones de salud las personas deben limitar sus esfuerzos al hacer deporte para no
superar una determinada frecuencia cardiaca. Durante afios la relacion entre la maxima

frecuencia cardiaca recomendada para una persona y su edad se describia mediante la formula:
Maxima frecuencia cardiaca recomendada = 220 — edad

Sin embargo, investigaciones recientes han demostrado que esta férmula deberia

modificarse ligeramente. La nueva formula propuesta es la siguiente:
Méxima frecuencia cardiaca recomendada = 208 — (0,7 - edad)

Con esta nueva formula, la frecuencia maxima recomendada disminuye ligeramente para

los jovenes y aumenta ligeramente para los mayores.

a) ¢A partir de qué edad aumenta la maxima frecuencia cardiaca recomendada como
resultado de introducir la nueva formula? Muestra tus calculos y realiza a mano una

representacion grafica de ambas funciones en el mismo sistema de ejes coordenados.
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b) Abre el programa GeoGebra para representar graficamente las funciones y obten los
puntos de interseccion. ;Coincide con el resultado obtenido algebraicamente? Guarda el
archivo y envialo en la tarea habilitada para el Problema 4.

¥ (Al OO LN 2D
+ .A Punto K
[}“\ Punto en objeto

/ Limita/Libera Punto

>( Interseccion

Nota: La herramienta Interseccion permite obtener los puntos de interseccién entre dos
objetos (si existen). Para utilizarla, selecciona la opcion Interseccion en la barra de

herramientas y pulsa sobre los objetos que desees obtener la interseccion.

Problema 5. El ciclo lunar. (CP 1.2, 1.3, 2.4, 2.5, 2.7, 3.6, 3.7y 3.9)

La Luna es el Unico satélite natural que orbita alrededor de la Tierra. Se trata de un cuerpo
rocoso, por lo que no emite luz propia. Es gracias al reflejo de la luz del Sol sobre la superficie
de la Luna que podemos verla desde nuestro planeta. Sin embargo, el porcentaje que vemos

iluminado varia cada noche en funcion de la posicion relativa entre el Sol, la Tierra 'y la Luna.

a) Busca en la siguiente pagina web el calendario lunar de este mes y el proximo. Enlace:

Calendario Lunar Abril Afio 2022 | Fases Lunares

CALENDARIO LUNAR DE ABRIL ANO 2022 CALENDARIO LUNAR DE MAYO ANO 2022

" MK ,_ ®
0 0 ¢ ¢ ¢ O ® 06 6 ¢ ¢ ¢ ¢
e e e e s OO0 000 C
( ( ( ( ( ) 16 7 18 19 20 21 22
YO OO D121 1SHLD
IRdbdh-ah- gt HMEEE XX
> 00000 o0
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b) Elabora una tabla de datos en Excel que recoja el porcentaje de luna iluminado en

c)

funcion del dia a lo largo de los dos meses.

Representa los datos de la tabla en una grafica de dispersion. ;Qué observas?

INICIO INSERTAR DISERIO DE PAGINA FORMULAS DATOS REVISAR VISTA
2B & b wIN oy
2 BT 8 W I
Tablas  Tabla Imagenes Imagenes Aplicaciones Graficos ' Grafico Power
indmicas enlinea ©+7 para Office~ recomendados ") I—" dindmico~  View
Tablas llustraciones Aplicaciones Graf Dispersidn
. ~ 0 (Y NS
s 0 ¢ “od —
L B C D E F
C P
]
#%aw

Nota: Selecciona los datos a representar y busca en Insertar > Grafico de dispersion.

d)

9)

h)

El ciclo lunar tiene una duracion aproximada de 29 dias durante los cuales la Luna pasa
por cuatro fases: luna nueva, creciente, luna llena y menguante. Calcula la duracion de

los ciclos que forman la gréfica. ;Se aproxima a lo esperado?

Si estamos a 25 de abril, ¢;cuédntos dias quedan para ver la luna llena? ¢Cuando es la

proxima luna nueva?
¢Durante que dias del proximo mes la Luna estara en fase creciente?

Explica verbalmente si se trata o no de un fendmeno periodico. Puedes ayudarte de la
visualizacion del siguiente video al que acceder a partir del enlace o escaneando el

cédigo QR: https://www.youtube.com/watch?v=9jMdAaniYqQ

Guarda el fichero de Excel con la tabla de datos utilizada en el apartado b) y la grafica

del apartado c). Envialo en la tarea habilitada correspondiente al Problema 5.
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Problema 6. Laser. (CP 1.1, 2.2y 3.8)

En un laboratorio de Optica se quiere montar un sistema que permita estudiar los
fendmenos que ocurren cuando un haz de luz lineal procedente de un dispositivo laser incide
sobre dos superficies distintas (A y B). En ambos casos las superficies se disponen de manera
horizontal en el eje X de forma que el haz de luz procedente del dispositivo laser incide sobre
el punto (0, 0).

Eje ¥

(0, 0) Eje X

a) Dibuja una gréafica para cada situacion:

Experimento n° 1: El dispositivo laser se coloca en el punto (—5,5) y el haz incide sobre
la superficie A en el punto (0, 0) formando un angulo de 45° con el eje vertical. El haz sale

reflejado y es detectado por el dispositivo de medida en el punto (5, 5).

Experimento n° 2: Con la misma superficie A, movemos el dispositivo laser al punto
(—5,3) y hacemos que el haz incida en el punto (0,0). En esta ocasion el haz reflejado es

detectado en el punto (5, 3).

Experimento n° 3: Cambiando a la superficie B, se coloca el haz nuevamente en la posicion
(=5,5) y se hace incidir sobre el punto (0, 0). El haz atraviesa la superficie y se detecta en el
punto (5,-5).

Experimento n° 4: Con la superficie B se modifica la posicion del dispositivo laser al punto
(—=7,—4) y se hace incidir sobre el punto (0,0). El haz atraviesa la superficie y se detecta en
el punto (7, 4).

b) Con los experimentos realizados, ¢(qué podemos decir de cada superficie? ;Qué

caracteristicas tienen en comun las funciones representadas?

c) Si colocamos el dispositivo laser en el punto (6,4) dibuja por separado como quedaria

la gréfica si el haz incidiera sobre la superficie A y sobre la superficie B.
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2. ¢Qué modificaciones de la técnica inicial van a exigir la resolucién de dichos

problemas?

Los problemas descritos en el apartado anterior buscan promover el aprendizaje de los
estudiantes a través de la resolucion de problemas. Las técnicas y tecnologias que se pretenden
ensefiar surgen a raiz del proceso de resolucion de los mismos, justificando asi su razon de ser.

Por orden de aparicidn, se pretenden trabajar en cada problema los siguientes contenidos:
Problema 1

En linea con la filosofia del curriculo oficial y los estudios en investigacion educativa
referenciados en anteriores secciones, se ha optado por elegir la representacion gréafica de un
fendmeno de la vida cotidiana como primer acercamiento al estudio de las caracteristicas de
las funciones. En concreto, se trata de una grafica que indica la temperatura a lo largo de un
dia. En los primeros apartados se hacen preguntas para obtener informacion relevante de la
funcion a través del andlisis de la grafica dentro de su contexto: variable independiente (hora
del dia), variable dependiente (temperatura), dominio (duracion de la medida), recorrido
(valores entre los que oscila la temperatura), crecimiento, decrecimiento y valores extremos

(maximos y minimos). Esto se corresponde con las técnicas T1.1/1.2, T3.2, T3.6 y T3.7.

En los siguientes apartados los estudiantes deben identificar el intervalo en el que la
temperatura se mantiene constante y posteriormente redibujarlo siguiendo unas indicaciones
dadas en forma de enunciado (T2.2). En este punto puede surgir entre los estudiantes un debate
acerca de si la funcion debe ser continua para ser fiel al fendmeno estudiado (T3.4). En la nueva
gréfica resultante aparece un minimo relativo que debera asociarse a una breve bajada de

temperatura a causa de la tormenta.

A continuacion, se pone a los estudiantes en una situacion que requiere describir con
palabras de forma detallada la informacidn que contiene la grafica para comunicarsela a otras
personas. Aqui se trabaja la habilidad de interpretar la informacion visual y la capacidad de
transformarla al lenguaje verbal (T2.7). En el ultimo apartado, se propone a los estudiantes
dibujar una nueva funcion cambiando el contexto a un dia de verano en el hemisferio norte. Se
trata un apartado de respuesta abierta en el que los estudiantes deberan justificar la forma de su

gréfica en relacién a sus experiencias en la vida real.
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Por ultimo, destacamos que plantear la resolucion del problema mediante la redaccion de
un informe para dar respuesta a las cuestiones planteadas permite a los estudiantes una mayor
libertad a la hora de expresar sus ideas, favoreciendo la construccién e integracion de nuevo

conocimiento y la habilidad de expresar verbalmente conceptos matematicos.
Problema 2

El Problema 2 esta contextualizo en otra posible situacidn cotidiana para los estudiantes:
un viaje en tren. La particularidad del problema reside en que el enunciado expone que la ruta
prevista del tren ha sido modificada y los datos reales son aportados en forma de tabla que debe
ser interpretada correctamente dentro del contexto para comprenderla (T1.1). Los datos de la
tabla no deben dibujarse directamente como parejas de datos sino que hay que interpretar que
en cada estacion el tren se para un determinado intervalo de tiempo hasta que sigue su recorrido.
Este hecho se traducira en que la grafica debera estar formada por una alternancia de tramos en
los que la funcion es creciente y tramos en los que es constante (T2.5y T3.6). La parada de
mayor duracion debera asociarse con el tiempo de espera entre que los pasajeros salen del tren

y son recogidos por el bus para continuar el trayecto.

Una vez dibujada la gréfica, el apartado c) pretende que los estudiantes relacionen el
dominio de la funcién con la duracién temporal total del trayecto y el recorrido con la distancia
recorrida (T3.2). En los Gltimos apartados se introduce una nueva situacion a modelizar: el
porcentaje de reembolso en funcion de los minutos de retraso. Con la representacion gréafica se
pretende que los estudiantes lleguen a representar una funcion a trozos en la que habra
discontinuidades (T2.2 y T3.4). Finalmente, en el apartado €) hay que calcular la diferencia de
tiempo entre la llegada prevista y la real para obtener la cantidad de dinero a reembolsar,

relacionando asi el problema con otros contenidos del curriculo.
Problema 3

El Problema 3 explora nuevamente el uso de funciones como herramienta para la toma de
decisiones. En él se describe una situacion de la vida cotidiana (tarifas de plataformas para
descargar musica) en la que se quiere conocer cual es la opcion éptima en funcion de las
caracteristicas del usuario. El problema esta disefiado de forma que cada apartado guie a los
estudiantes a cambiar de una forma de representacion a otra hasta llegar a la expresioén de mayor

abstraccion en forma de férmula.
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Inicialmente las funciones se dan en forma de enunciado desde los cuales se deberan
extraer las variables independiente y dependiente asi como la relacion funcional entre ellas
(T1.1). A continuacion, se pasaré por la representacion en forma de tabla (T2.1) para facilitar
la obtencidn de expresiones algebraicas (T2.3). Se espera que este punto sea el que suponga un
mayor reto a los estudiantes al requerir una mayor capacidad de abstraccion para expresar la

relacion funcional en lenguaje simbdlico.

Los dos ultimos apartados abordan dos maneras de comparar entre las tres funciones. En
el apartado d) se pide calcular la opcién méas rentable para un caso concreto (25 canciones).
Para resolverlo basta con sustituir en cada funcion el valor de la variable independiente, obtener
la imagen y ver cual es menor (T3.5). Por otro lado, el apartado €) amplia la cuestion a todo el
dominio de posibles valores siendo beneficiosa la visualizacion en forma de representacion
grafica (T2.2/2.5).

Problema 4

El objetivo del Problema 4 es analizar de forma contextualizada dos funciones dadas
inicialmente en forma de férmula. Para ello se propone primero la realizacion de calculos
algebraicos y la representacion a mano de ambas funciones, para lo cual los estudiantes deberan
obtener la imagen de la funcion para varios puntos (T3.5) y después construir la grafica (T2.12).
Cabe destacar que en este punto se espera encontrar el paso intermedio de construir una tabla

con los pares de datos (T2.11) y después representarlos graficamente (T2.5).

La segunda forma de resolucion consiste en representar las funciones utilizando GeoGebra
como calculadora grafica (T2.12). Una vez representadas, se propone a los estudiantes obtener

los puntos de interseccion para familiarizarse con las herramientas del programa.
Problema 5

El Problema 5 consiste en estudiar un fendémeno fisico que puede aproximarse a una
funcion periddica: el ciclo lunar. Dado su carécter practico, el problema esta pensado para
resolverse en el aula de informatica haciendo uso de Internet para buscar los datos y el
programa Excel para la creacion de tablas de valores y su representacion en forma de grafica
de dispersion (T2.5). Antes de representar la grafica debera elegirse correctamente cual es la
variable independiente (dia del mes) y la dependiente (porcentaje de superficie iluminada) para

que la representacion pueda considerarse una funcion (T1.1/1.2).
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A partir de la representacion gréafica de los datos los estudiantes deberan inducir como una
de las caracteristicas relevantes del fendmeno estudiado su repeticion en intervalos regulares
fijos, es decir, su periodicidad (T3.9). A continuacién, deberdn obtener el periodo y compararlo
con el periodo estimado, argumentando si creen que el modelo se aproxima a la realidad y
realizando estimaciones de cuando serd la proxima luna nueva (minimo), luna llena (maximo)
y fase creciente (T3.6 y T3.7). Por ultimo, con el apartado g) se busca que los estudiantes
expliquen el fendmeno verbalmente tomando como base los datos analizados y la visualizacion

de una simulacion del modelo con un video de apoyo (T2.4/2.7).
Problema 6

El objetivo principal de este Ultimo problema es introducir dentro de un contexto fisico las
funciones simétricas. En primer lugar se describe verbalmente el contexto y el sistema que se
quiere estudiar apoyandose en una representacion grafica. A continuacion, se detallan las
condiciones de los experimentos que los estudiantes deben representar graficamente (T1.1y
T2.2). Dadas las caracteristicas del montaje, podria realizarse tomando las precauciones
oportunas una demostracion practica del experimento para motivar a los estudiantes y

acercarles mas al fendbmeno descrito.

Una vez hechas las representaciones graficas se pregunta por las similitudes y diferencias
de las funciones obtenidas. Se espera que surja una idea intuitiva de simetria que sera
institucionalizada en la puesta en comun del problema por parte del docente, donde se
comprobara el cumplimiento de las condiciones de la simetria par en los experimentos con la

superficie Ay simetria impar en los experimentos con la superficie B (T3.8).
3. Metodologia a seguir en su implementacion en el aula

La metodologia a seguir para la implementacion en el aula de los problemas propuestos
sera el trabajo en pequefios grupos heterogéneos de 3 0 4 personas. Los Problemas 1, 2, 3y 6
se trabajaran en el aula ordinaria durante las Sesiones 4, 5y 7 de la unidad didactica (el
cronograma completo puede verse en la Seccion H). Tras la realizacion de las actividades
destinadas a la puesta en comun y correccion de tareas pendientes, el docente procedera a
repartir a cada estudiante una ficha con el enunciado de los problemas a tratar durante la sesién

y se organizaran los grupos de trabajo.
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En primer lugar, los estudiantes deberdn leer con atencion el caso presentado en cada
problema, preguntando posibles dudas que carécter semantico, si las hubiera. A continuacion,
deberd abrirse en cada grupo de trabajo un pequefio debate sobre como afrontar las cuestiones
que se plantean y los posibles métodos de resolucion. Una vez realizado un primer
acercamiento, se repartira a cada grupo una ficha para escribir las soluciones a los problemas

presentados.

El rol del docente sera supervisar el trabajo de cada grupo, identificando los conceptos y
las técnicas que surgen a medida que progresa su resolucion. Asimismo, el docente sera una
figura de guia y apoyo para atender dudas, procurando que todos los estudiantes puedan
avanzar sin dificultades. Una vez concluido el tiempo estimado, se procedera a realizar una
puesta en comin de las respuestas obtenidas con el conjunto de la clase. El docente modulara
el debate promoviendo la participacion equitativa de todos los estudiantes y destacara las
aportaciones, métodos y errores identificados durante el trabajo por grupos. Finalmente el
docente recogera la ficha asignada a cada grupo con las soluciones en la cual se debera indicar

el nombre de sus integrantes.

Por su parte, los Problemas 4 y 5 se trabajaran en parejas en el aula de informatica durante
las Sesiones 6 y 7. Previamente a la resolucion de los mismos, el docente explicara al alumnado
las nociones basicas de GeoGebra y Excel, respectivamente, necesarias para la resolucion de
los problemas. Cada pareja dispondra de un ordenador con conexion a Internet en el que
previamente se habran instalado los programas. Se repartira una ficha por pareja con el
enunciado de los problemas y se abrird una tarea en la plataforma empleada por el centro
(Edmodo, Google Classroom, etc.) para la entrega de los archivos pertinentes. Al final de la
sesion los estudiantes deberan entregar sus fichas con las soluciones y enviar los archivos
requeridos. Asimismo, se realizara una puesta en comun dirigida por el docente en la que se

expondran los contenidos y técnicas introducidos para su posterior institucionalizacion.
F. Sobre las técnicas
1. Disefio de los distintos tipos de ejercicios que se van a presentar en el aula

Durante el transcurso de la unidad didactica, los problemas presentados en la anterior
seccidn seran acompafiados por una serie de ejercicios destinados a trabajar y practicar las
técnicas asociadas a cada campo de problemas. Dichos ejercicios vienen descritos a

continuacioén:
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CPL1. Concepto de funcion.

Ejercicio 1. Razona cuales de los siguientes enunciados pueden representar una funcion.

En caso afirmativo, indica cual seria la variable independiente y la variable dependiente:

a) A cada namero real le corresponde su mitad.

b) La distancia recorrida por una persona en un viaje en bicicleta.

c) A cada ecuacion de segundo grado le corresponden sus soluciones.

d) El nimero de patas de un animal y su tamafio.

e) El volumen de un gas al aumentar la temperatura a presion constante.

Ejercicio 2. Justifica si las siguientes graficas representan o no una funcién:

a)

4

W

b)

e)

c)

/‘

i

A

W

NI

W

Ejercicio 3. Razona si las siguientes tablas de valores podrian representar funciones. En

caso afirmativo, indica cual seria la variable independiente y la variable dependiente:
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b)

Distancia (m) 3 15 25 10
Tiempo (S) 0 5 10 5
c)
\% 50 40 30 20
P 1 3,4 5,8 11

Ejercicio 4. Indica si las siguientes expresiones pueden representar funciones. Razona tu

respuesta:
a)y=x%+5 b) x2 4+ y? =12 c) f(x) = +Vx
d)d(t) = 3t e) A(r) =nr? conr >0 fly =3

e CP2. Cambios entre formas de representacion.

Ejercicio 5. Determina para cada enunciado la férmula que represente la funcion que
describen, elabora una tabla de datos y representa los puntos en un sistema de coordenadas

cartesianas:
a) A cada nimero natural le corresponde su triple.
b) El area de un cuadrado en funcion de su lado.
c) A cada nimero real le corresponde él mismo mas la unidad.

d) La distancia recorrida en bicicleta a velocidad constante 15 km/h durante 1 hora.

Ejercicio 6. Representa graficamente las funciones dadas por las siguientes tablas, elabora
un enunciado que se corresponda con ellas e intenta obtener una expresion algebraica que pase

por los valores dados:
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a)
X 0 1 2 3 4
f(x) -5 -2 1 4 7
b) r -2 -1 0 1 2
h(r) 0 1 2 1 0

Ejercicio 7. Elabora para cada una de las siguientes gréficas una tabla de datos:

/Ol\x :71 \X. | of i %

Asocia razonadamente cada funcidn representada en las graficas con su correspondiente
formula:

a) f(x) = |5x| b) f(x):{f;1+3 : 'Iil( o) f(x)=6x —x2

¢Serias capaz de pensar un enunciado para alguna de ellas? Escribelo.

Ejercicio 8. Dada la siguiente funcion en forma de férmula:
d(t) =120t + 10

a) Completa la tabla con los valores correspondientes:
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d(t) 70 190

b) Representa la funcion graficamente a mano y/o utilizando GeoGebra.

c) Elabora un enunciado que se pueda corresponder con la funcién dada.

e CPa3. Interpretacion de las caracteristicas de una funcién.

Ejercicio 9. Indica el dominio y el recorrido de las funciones dadas por los siguientes

enunciados:
a) A cada nimero real le corresponde su quinta parte.

b) El porcentaje de ocupacion de una sala de cine hasta completar un aforo maximo de 200

personas.
c¢) El diametro de un circulo en funcién de su radio.

d) La velocidad de un coche durante un trayecto de 2 horas sin sobrepasar el limite de

velocidad permitido.

Ejercicio 10. Expresa el dominio y el recorrido de las siguientes funciones dadas en forma

de gréafica. Nota: cada cuadrado equivale a una unidad.

. /J ”U/- | SmEa’
N, X /' X

oL

a) b) c)

Las funciones anteriores, ¢presentan alguna discontinuidad? En caso afirmativo indica

donde.
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a) f(x) = +Vx

Ejercicio 11. Calcula el dominio de las funciones dadas por las siguientes formulas:

b) g(x) =2 (x + 1)

Comprueba tus respuestas representando las funciones en GeoGebra.

0) f(x) =5+—

Ejercicio 12. Dada la funcion f(x) = 2,75x + 0,33 calcula su imagen cuando x = —0,5,

x=0, x=14yx =17. ;Para qué valor (o valores) de x se cumple f(x) = 0?

Ejercicio 13. Estudia el crecimiento y decrecimiento de la siguiente grafica

/S
_4 _;:‘L 2y

;X
t 1-2

\

¢Cual es su dominio Dom(f) y recorrido Im(f)? ¢Es continua?

Ejercicio 14. Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
tu respuesta.

representada en la grafica. ¢ Tiene algn maximo o minimo? ¢Son relativos o absolutos? Razona

Y
\ il ll
I".. y \x
".\_ 2 -+ A
\I‘x /j A
6 |4 |- [ L2 &5 6]
-2
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Ejercicio 15. Estudia el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de las siguientes

funciones:
sty
AN
51Y 4
4 3
3 2
’
2 .
1 5 4 3 2f10 if 2 3 4 5 7
X -1
5 4 3 2\10| 1f 2 3 4 57 =
-1
3
- 4
-3 5
a) b)

¢Se trata de funciones con simetria? En caso afirmativo, razona si presentan simetria par

0 impar.

Ejercicio 16. Completa las siguientes graficas de forma que representen funciones con

simetria par:

> =
=

» X >\

Dibuja también la forma que tendrian si tuvieran simetria impar.
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Ejercicio 17. Estudia la funcion representada en la gréfica, ¢posee alguna caracteristica
especial? Razona tu respuesta.

f(r)“
s 4
a
3]
2 4

1

e e —— — S ——— —

4 3 2 4 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 X
Jq 4

Calcula el periodo y comprueba que se verifica f(x) = f(x + T) = f(x + 2T) siendo x

cualquier valor de la variable independiente.

Ejercicio 18. Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes caracteristicas:

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales entre el -10 y 15, ambos incluidos.
Es decir, Dom(f) = [-10, 15].

b) El recorrido de la funcion va de -12 a 20, ambos incluidos. Es decir, Im(f) = [—12, 20].

c) La funcién pasa por los puntos A = (—10,4),B = (—2,20),C = (3,15),D = (8,—12)
yE = (15,-7).

d) La funcion corta con el eje OX en x = 5.
e) La funcion es creciente de Aa B y de D a E. Es decir, creciente en (—10,—2) U (8,15).
f) La funcion es decreciente de B a D. Es decir, decreciente en (-2, 8).

Siguiendo el ejemplo anterior, dibuja una nueva funcién en forma de grafica (la que tu
elijas) y describe sus caracteristicas. Cuando la tengas, comparte la lista de caracteristicas con
tu compafiero para que dibuje la funcidn sin mostrarle el dibujo original. Compara ambas

gréficas, ¢son iguales?
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Ejercicio 19. Utilizando el software GeoGebra, representa graficamente las siguientes

funciones e indica en cada caso:

Max. Min.

Dom(f) | Im(f) | Corte OX | Corte OY ) )
relativo(s) | relativo(s)

f(x) =x3—5x
2

f(x) =m

fx) =3x—x*

f(x) = (x+2)?

Nota: Recuerda que GeoGebra contiene herramientas que pueden ser Utiles para analizar

funciones como, por ejemplo, Interseccién, Limita/Libera Punto y Extremos relativos.

2. ¢Qué técnicas o modificaciones de una técnica se ejercitan con ellos?

En los ejercicios correspondientes al primer campo de problemas (Ejercicios 1, 2, 3y 4),
los estudiantes deberan poner de manifiesto la comprension del concepto de funcion
identificando cuales de los casos presentados cumplen con la definicion proporcionada (ver
Seccion G). Para ello, se pondran en préactica las técnicas T1.1y T1.2 segun las cuales habra
que analizar, en primer lugar, si existe una relacion entre una variable independiente y otra
dependiente, y en segundo lugar, comprobar que a cada valor de la variable independiente le
corresponde un unico valor de la variable dependiente. De manera general, la T1.1 podra ser

aplicada para enunciados, tablas y formulas, mientras que la T1.2 es especifica para graficas.

En cuanto a los ejercicios destinados a trabajar los cambios entre formas de representacion
(Ejercicios 5, 6, 7 y 8), se busca que los estudiantes adquieran cierta destreza a la hora de

traducir la informacién de una funcién dada de una forma a otras.
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En el Ejercicio 5 se propone el paso de enunciado a férmula, tabla y gréfica (T2.3, T2.1y
T2.2). Se espera que entre los estudiantes puedan surgir diferentes estrategias dependiendo de
su experiencia trabajando con expresiones algebraicas. Por un lado, los estudiantes pueden
abstraer directamente la informacion del enunciado escribiendo la férmula equivalente
(modelo) y sustituir en ella valores de la variable independiente para obtener pares de valores
(x,y), los cuales pueden organizar en una tabla para posteriormente representarlos en un
sistema de coordenadas cartesianas. Por otro lado, es posible que existan estudiantes para los
que sea mas intuitivo obtener pares de valores con los que construir una tabla (medida) y, una

vez representados graficamente, obtener la expresién algebraica.

Por su parte, en el Ejercicio 6 se presentan dos funciones en forma de tabla de datos para
que los estudiantes representen los pares de valores en un sistema de coordenadas, asociando
al eje de abscisas la variable independiente y al de ordenadas la variable dependiente (T2.5). A
continuacion, se les pide dar un posible enunciado (T2.4) y finalmente obtener una expresion
algebraica que pase por los puntos (T2.6). En este ultimo punto cabe destacar que existen
infinitas soluciones a la hora de obtener la férmula de una funcién que pase por los puntos
dados, hecho que se abordara en la puesta en comun del ejercicio. No obstante la respuesta
esperada es que los estudiantes recurran a las expresiones conocidas de la funcion lineal o

funciones a trozos lineales.

Analogamente, en el Ejercicio 7 se parte de varias funciones dadas en forma de grafica y
se pide, en primer lugar, obtener tablas de datos a partir de ellas (T2.8), asociar con la formula
correspondiente (T2.9) y describir las funciones mediante un enunciado (T2.7). Dado que
previamente los estudiantes habran obtenido pares de valores para construir las tablas de datos
(tabulacion), estos podran ser empleados para el ajuste gréafico, sustituyendo los valores en las

formulas para comprobar si verifican la igualdad.

En el Ejercicio 8 la funcion se da inicialmente en forma de formula y los estudiantes deben
sustituir valores de la variable independiente y dependiente para completar la tabla de datos
(T2.11), dibujar la grafica de la funcion a partir de los pares obtenidos o bien introduciendo la
formula en GeoGebra (T2.12) y, por altimo, escribir un enunciado que describa la relacion

funcional presentada (T2.10).

Finalmente, las técnicas asociadas al tercer campo de problemas para la identificacion de

las caracteristicas de una funcion seran trabajadas en los Ejercicios 9 al 19. En concreto, la
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técnica T3.1 se pondra en practica en el Ejercicio 9, la técnica T3.2 aparecera en los Ejercicios
10y 13, la técnica T3.3 se ejercitara en el Ejercicio 11y la T3.4 en los Ejercicios 10 y 13.

Por otro lado, la técnica T3.5 se trabajara de forma directa en el Ejercicio 12 y se ampliara
para el caso inverso, es decir, obtener los valores de la variable independiente (si existen) para
los que la imagen de la funcion es un cierto valor. En el caso presentado, los puntos a obtener
coinciden con los cortes de la funcion con el eje de abscisas OX.

Las técnicas T3.6 y T3.7 se ejercitaran en los Ejercicios 13, 14 y 15. La distincién entre
maximos y minimos relativos y absolutos sera abordada en el Ejercicio 14. Asimismo, el
Ejercicio 15 servira para tratar también la técnica T3.8, la cuél sera modificada ligeramente en
el Ejercicio 16 en el que los estudiantes deberan completar las graficas de las funciones para
que cumplan las condiciones de simetria par o impar. La técnica T3.9 asociada a identificar la

periodicidad se ejercitara en el Ejercicio 17.

Por ultimo, los Ejercicios 18 y 19 estan destinados a complementar algunas de las técnicas
trabajadas en los anteriores ejercicios. El Ejercicio 18 invierte el formato de anteriores
ejercicios, siendo los estudiantes los que deben dibujar la grafica de una funcion dadas sus
caracteristicas. Por otro lado, el Ejercicio 19 incide en la representacion grafica y andlisis de

funciones empleando herramientas informaticas (en este caso GeoGebra).

3. Dichas técnicas ¢estan adecuadas al campo de problemas asociado al objeto

matematico?

Como acabamos de ver, los ejercicios aqui propuestos han sido disefiados de forma que
permitan practicar las técnicas asociadas a los conceptos que abarca cada uno de los tres
campos de problemas. Dichos conceptos son introducidos al alumnado a través del
planteamiento de problemas en contextos fisicos y situaciones de la vida cotidiana en cuyo
proceso de resolucion surgen las técnicas y tecnologias que queremos que los estudiantes
conozcan y asimilen a lo largo de su proceso de aprendizaje. Se pretende que los ejercicios
ayuden a este proceso de asimilacion, permitiendo trabajar las técnicas de manera dirigida y

mas descontextualizada para facilitar su abstraccion.

Adicionalmente, algunos de los ejercicios incluyen variaciones de las técnicas iniciales
que buscan fomentar la capacidad resolutiva de los estudiantes y ampliar su conocimiento en

el uso de herramientas TIC para el aprendizaje en matematicas. Por tanto, consideramos que
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las técnicas que se trabajan en los ejercicios son adecuadas a los campos de problemas de
nuestra propuesta didactica.

4. Metodologia a seguir en su implementacion en el aula

De forma general, los ejercicios propuestos seran realizados por los estudiantes a medida
que se resuelvan los problemas que introducen los conceptos, técnicas y tecnologias asociadas
a los mismos. La mayoria de los ejercicios seran realizados en el aula en grupos de trabajo y
recogidos al final de cada sesién. Esto permitira al docente analizar el trabajo realizado, anotar
observaciones y preparar de antemano los aspectos a destacar durante la posterior puesta en
comun. En caso de no disponer del tiempo necesario, se dara a los estudiantes la opcion de
enviar a través de una plataforma digital la solucién de los ejercicios a lo largo de ese mismo
dia lectivo. La puesta en comun y correccion de los ejercicios se llevara a cabo por regla general
al inicio de la siguiente sesion tal como se detalla en el cronograma de la Seccion H. Para ello,
el docente devolvera a los estudiantes sus ejercicios con las observaciones realizadas sirviendo

asi como una herramienta de retroalimentacion.

Al final de la Sesion 3 de la unidad didactica, despues de la puesta en comun de los
Problemas Ay B e institucionalizacion del concepto de funcidn, se entregara a cada estudiante
una ficha con los enunciados de todos los ejercicios a realizar durante la unidad. En ese mismo
momento se propondra la resolucion de los Ejercicios 1, 2, 3y 4, los cuales podrian empezar a
resolverse en clase manteniendo los grupos de trabajo y, en caso de ser necesario, completarse

de manera individual como tarea para casa a entregar a lo largo de dicho dia.

Al inicio de la Sesidn 4 se llevara a cabo la puesta en comun y correccion de los Ejercicios
1, 2, 3y 4 durante la cual los estudiantes podran consultar sus posibles dudas al respecto. El
docente pedira durante la correccion la colaboracién de los estudiantes para comprobar si han
comprendido correctamente los conceptos y técnicas a aplicar. Tras la realizacion de las
actividades de aula planeadas para el resto de la sesidn, los estudiantes podran trabajar en grupo
los Ejercicios 5, 9, 13 y 14. La puesta en comun y correccion de los mismos tendra lugar al

inicio de la Sesion 5.

Las técnicas introducidas por los problemas trabajados en el aula durante la Sesidn 5 seran
puestas en practica a través de los Ejercicios 6, 7, 10 y 12. El docente supervisara el trabajo

grupal de los estudiantes, resolviendo las posibles dudas e identificando las estrategias
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utilizadas para su resolucién. Se pedira a los estudiantes que revisen sus dudas para su posterior

puesta en comdn al comienzo de la Sesién 6.

El resto de actividades de la Sesion 6 se llevaran a cabo en el aula de informatica con el
objetivo de introducir el uso de GeoGebra para la representacion grafica de funciones y estudio
de sus caracteristicas generales. A través de un ejemplo, el docente mostrara a los estudiantes
las distintas herramientas Utiles para el analisis de funciones. Los estudiantes pondran
familiarizarse con estas herramientas trabajando el Ejercicio 19, el cual se corregira al final de

la sesidn, y los Ejercicios 8 y 11, que seran corregidos mas adelante.

Finalmente, en la Sesién 8 se dedicara parte de la clase al trabajo de los Ejercicios 15, 16,
17 y 18 como preparacion para la prueba escrita. El apartado final del Ejercicio 18 se realizara
rotando por parejas para dinamizar la clase y favorecer el intercambio entre iguales. Como
ultima sesion de la unidad previa a la prueba escrita de evaluacion, se procedera a la puesta en
comun y correccion de los Ejercicios 8, 11 y los realizados durante la propia sesion. Los
estudiantes podran consultar al docente las dudas que tengan referentes a los contenidos dados
a lo largo de la unidad.

Cabe mencionar que la realizacion y entrega continua de los ejercicios no solo supone un
pequefio porcentaje de la calificacion final de la unidad, sino que el trabajo diario de estos es
fundamental para la adquisicidn de un correcto aprendizaje, permitiendo detectar errores en el
proceso de ensefianza por parte del docente y en la comprension de los estudiantes, es decir,

contribuyen a la evaluacion formativa.

G. Sobre las tecnologias (justificacion de las técnicas)
1. ; Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

Las técnicas presentadas a lo largo de la unidad didactica encuentran su justificacion en
las definiciones asociadas a las propias funciones y su representacion grafica. A continuacion,
se muestran las definiciones correspondientes a cada campo de problemas que seran

proporcionadas durante el transcurso de las sesiones:

e CP1. Concepto de funcién.
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Las técnicas que permiten la identificacion de una funcion en sus diversas formas de
representacion se justifican en la definicion de funcion. En el nivel al que nos encontramos,

consideramos adecuada la siguiente definicion:

Definicion: Una funcion es una relacion entre dos magnitudes o variables, de forma que
a cada valor de la variable independiente le corresponde un Unico valor de la variable
dependiente. Tipicamente se denomina x a la variable independiente, e y a la variable

dependiente, de forma que y = f(x).
e CP2. Cambios entre formas de representacion.

Por otro lado, las técnicas presentadas en el campo de problemas asociado a los cambios
entre los distintos sistemas de representacion de una funcién se justifican mediante las

definiciones de dichos sistemas:

- La relacion entre las dos variables de una funcidon puede expresarse verbalmente
mediante un enunciado.

- Larelacion entre las dos variables de una funcion puede expresarse a través de pares
de valores (x, y) que se recogen en una tabla.

- La relacién entre las dos variables de una funcién puede expresarse mediante una
grafica al representar pares de valores (x, y) en un sistema de ejes coordenados donde
la variable independiente x se representa en el eje de abscisas y la variable dependiente
y en el eje de ordenadas.

- La relacién entre las dos variables de una funcidén puede expresarse a través de una
expresion algebraica, y = f(x), que hace referencia a la ecuacion que cumplen todos

los puntos del dominio de la funcién.

e CP3. Interpretacion de las caracteristicas de una funcién.

En este tercer campo de problemas, las técnicas asociadas encuentran su justificacion en

las siguientes definiciones:

El dominio una funcién f(x) es el conjunto de todos los valores que puede tomar la
variable independiente x para los cuales existe un valor de la variable dependiente y tal que

y = f(x). Lo escribimos como Dom(f).
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El recorrido o imagen de una funcién f(x) es el conjunto de todos los valores que toma

la variable dependiente y. Lo escribimos como Im(f).

La imagen de cierto valor de la variable independiente x, se obtiene al evaluar el valor

de la funcion en dicho punto, es decir, y, = f(x,).

Se dice que una funcion es continua si no presenta discontinuidad en su dominio Dom(f).
En caso contrario, si la funcién presenta algin tipo de discontinuidad en un punto de su

dominio se dice que este es un punto de discontinuidad de la funcién.

Los puntos de corte con los ejes de una funcidon son los puntos de interseccién de la grafica

con los ejes de coordenadas.

- Cortes con el eje de abscisas OX (si los hay): son los puntos (x,, 0) donde x, se obtiene
calculando los valores para los que se cumple f(x) = 0.
- Cortes con el eje de ordenadas OY (si los hay): son los puntos (0,y,) donde y, se

obtiene calculando £(0).

Dada una funcion f(x) en un intervalo de su dominio [a, b] tal que a < b siendo valores

muy proximos entre si:

- Si f(b) > f(a), se dice que la funcion es creciente entre a y b, es decir, al aumentar
el valor de la variable independiente aumenta también el valor de la variable
dependiente.

- Sif(b) < f(a), se dice que la funcién es decreciente entre a y b, es decir, al aumentar
el valor de la variable independiente disminuye el valor de la variable dependiente.

- Si f(b) = f(a), se dice que la funcion es constante entre a y b, es decir, al aumentar

el valor de la variable independiente la variable dependiente se mantiene constante.

Se dice que una funcion continua tiene un maximo relativo en un punto (x,, f (x,)) cuando
pasa de ser creciente a ser decreciente en dicho punto. Por otro lado, una funcién continua

tiene un minimo relativo en (x,, f (x,)) Si pasa de ser decreciente a creciente en dicho punto.

Se dice que una funcion tiene un maximo absoluto si existe un punto de la grafica
(x0, f(x0)) en el que el valor de la funcion es maximo en la variable dependiente (eje de
ordenadas). Analogamente, una funcion tiene un minimo absoluto si existe un punto de la

grafica (x,, f(x0)) en el que el valor de la funcidn es minimo en la variable dependiente.
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Se dice que una funcidn es simétrica si:

- Si paratodo valor perteneciente al dominio de la funcidn se cumple f(x) = f(—x). En
este caso se dice que la funcidn tiene simetria par y graficamente es simétrica respecto
al eje de ordenadas QY.

- Si para todo valor perteneciente al dominio de la funcién se cumple —f (x) = f(—x).
En este caso se dice que la funcion tiene simetria impar y graficamente es simétrica

respecto al origen de coordenadas.

Una funcidn es periddica si su gréafica esta formada por un patrén que se repite de igual
forma en intervalos sucesivos, es decir, los valores que adopta la variable dependiente se
repiten cada cierto intervalo de la variable independiente. Dicho intervalo recibe el nombre
de periodo y tipicamente se denota con la letra T de forma que se cumple:

f)=flx+T)=f(x+2T) =
2. ¢Quién va a asumir la responsabilidad de justificar las técnicas?

La justificacion de las técnicas sera asumida por el docente a medida que los estudiantes
realicen los problemas presentados en la Seccidén E. Durante las sesiones dedicadas a estos
problemas, los estudiantes trabajaran en pequefios grupos y el docente tendra un rol de apoyo.
La labor del docente consistira en supervisar el trabajo, ofreciendo ayuda a los grupos que lo
precisen, y observar las posibles técnicas, ideas o dudas que surgen en los estudiantes al
enfrentarse a la tarea. Durante la puesta en comun, el docente llevara a cabo la

institucionalizacién de conceptos y justificacion de las técnicas asociadas.

3. Disefio del proceso de institucionalizacion de los distintos aspectos del objeto

matematico y metodologia a seguir en su implementacion en el aula

La institucionalizacion de los conceptos que se van a trabajar a lo largo de la unidad
didactica se realizara de forma progresiva a medida que estos sean introducidos en los
problemas propuestos. En primer lugar, el concepto de funcion sera institucionalizado durante
la puesta en comun y debate tras la realizacion de los Problemas A y B. En dicho proceso de
institucionalizacién se hara referencia a las distintas formas de representar funciones, si bien

las caracteristicas de cada forma de representacion y los cambios de una a otra se abordaran
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con mayor detalle tras el Problema 1 (gréafica y enunciado), Problema 2 (enunciado, tabla y
gréafica), Problema 3 (enunciado, tabla, férmula y gréafica) y Problema 4 (formula y gréfica).

En cuanto a la institucionalizacién de los conceptos asociados a las caracteristicas de
funciones, el dominio y el recorrido seran introducidos con el Problema 1 tomando la
representacion gréafica como apoyo. Este mismo problema servira también para introducir el
crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos, cortes con los ejes y continuidad. Dichos
conceptos se seguirdn trabajando en los posteriores problemas y ejercicios. Respecto a los
conceptos de periodicidad y simetria, estos seran introducidos mediante el Problemas 5 y el
Problema 6, respectivamente. La institucionalizacién formal de los conceptos correra a cargo
del docente durante la puesta en comin en el aula al final de cada sesién. Tras dicho proceso,
se facilitard a cada estudiante una hoja de caracter informativo con las correspondientes
definiciones. Es importante remarcar que el objetivo no es que los estudiantes memoricen las
definiciones sino apoyar la comprension de los conceptos de forma que cada alumno construya

con sus propias palabras las definiciones y las integre dentro de su conjunto de saberes.

H. Sobre la secuencia didactica y su cronograma
1. Secuenciacion de las actividades propuestas y duracion aproximada

A continuacion, se muestra la secuenciacion de las actividades propuestas para realizar a
lo largo de la unidad didactica. Cada sesion tiene una duracion de 50 minutos y, dado que la
asignatura Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas en 3° de ESO cuenta solo con
tres periodos lectivos semanales, se espera que la unidad se prolongue durante minimo tres

semanas lectivas.

Sesion Contenidos Actividades

1 Prueba evaluacion inicial Actividades 1, 2, 3, 4 y 5 (Individual)

Puesta en comun y correccion

2-3 Razon de ser del objeto Problemas Ay B (Trabajo en grupo)

matematico y concepto de
» Puesta en comun e institucionalizacion del
funcién
concepto de funcion
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Concepto de funcion.
Préactica de la técnica

Trabajo en clase / tarea para casa:
Ejercicios 1, 2,3y 4

Interpretacion de las
caracteristicas generales de
una funcién en forma de
grafica y transformacion a

enunciado

Préactica de la técnica

Puesta en comin y correccion de los

ejercicios 1,2,3y4
Problema 1 (Trabajo en grupo)

Puesta en comun e institucionalizacion
caracteristicas generales y cambios de

representacion

Trabajo en clase: Ejercicios 5,9, 13y 14

Cambios entre formas de
representacion (enunciados,

tablas, graficas y formulas)

Practica de la técnica

Puesta en comun y correccion de los

ejercicios 5, 9,13y 14
Problemas 2 y 3 (Trabajo en grupo)
Puesta en comun e institucionalizacion

Trabajo en clase: Ejercicios 6, 7,10y 12

Cambios entre formas de

representacion

Uso de medios informaticos

para representar funciones

Préactica de la técnica

Puesta en comun y correccion de los

ejercicios 6, 7,10y 12
Introduccion a GeoGebra
Problema 4 (Por parejas) Aula informatica

Trabajo en aula de informatica: Ejercicios
19,8y 11

Puesta en comun y correccion ejercicio 19

Interpretacion de
caracteristicas (periodicidad

y simetria)

Introduccion a Excel

Problema 5 (Por parejas) Aula informatica
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Uso de medios informaticos Problema 6 (Trabajo en grupo)

para representar funciones S
Puesta en comun e institucionalizacion

8 Ejercicios 15, 16, 17 y 18

Préctica de la técnica Puesta en comin y correccion ejercicios 8,
11, 15, 16, 17y 18

Resolucién de dudas previa a la prueba

escrita de evaluacion

9 Evaluacion: prueba escrita Realizacion de la prueba escrita de

evaluacion de la unidad

10 Correccion de la prueba Entrega a los estudiantes de los resultados
escrita de la prueba escrita, puesta en comun y

correccion en la pizarra

Tabla 3. Cronograma y secuenciacion de actividades.

Cabe mencionar gque el cronograma tiene un caracter orientativo y puede verse sujeto a
modificaciones para adaptarse a las necesidades del grupo-clase detectadas por el docente a lo
largo del transcurso de la unidad didactica, pudiendo ampliar el nimero de sesiones en busca

de la mejora del proceso de ensefianza-aprendizaje.
I. Sobre la evaluacion
1. Disefio de una prueba escrita que evalle el aprendizaje realizado por los alumnos

En la pendltima sesion de la unidad didactica los estudiantes deberan realizar una prueba
escrita con la que se evaluaran los conocimientos adquiridos a lo largo de las sesiones. La
prueba constara de una serie de problemas en linea con los trabajados en clase. La puntuacion
total obtenida en la prueba escrita se calculard como la suma de los puntos asignados a cada
apartado, siendo la puntuacién total maxima posible 10 puntos. La prueba se realizara en el

aula ordinaria de manera individual y tendra una duracion estimada de 45 minutos.
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La calificacion obtenida en la prueba escrita constituir el 50% de la nota final de la unidad
didactica. El restante 50% se destinara al trabajo continuo del alumnado a lo largo de las
sesiones, evaluando la realizacion y entrega de las actividades propuestas (30% Problemas y

20% Ejercicios). Los problemas que conforman la prueba escrita son los siguientes:

Problema 1. Adaptacion de los Apuntes Marea Verde Matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas. TERCERO B DE ESO DE MATEMATICAS. LOMCE (Gallegos
Fernandez, 2022, p. 295).

La siguiente gréfica representa la distancia recorrida por un grupo de excursionistas desde
el punto de partida A hasta el punto de llegada G.

Distancia recomrmids
807 (kom)

704 | /
/
g

404 - e

301 ! e

a) Indica la variable independiente y la variable dependiente. (0,25 puntos)

b) ¢A qué hora salieron los excursionistas? ¢Cuanto durd la excursion? (0,25 puntos)
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c) ¢Cuénto tiempo descansé el grupo de excursionistas? ¢Entre qué horas? (0,5 puntos)
d) ¢Cuéntos kildmetros recorrieron los excursionistas en total? (0,25 puntos)

e) Completa la siguiente tabla con la informacion de la gréfica: (0,75 puntos)

Punto | Horadel dia (h) | Distancia total recorrida (km)

f) Haz una breve descripcion con palabras del desarrollo de la excursion que contenga el

méaximo de informacion posible extraible de la grafica. (1 punto)
g) ¢Enqué intervalo de tiempo los excursionistas avanzaron mas rapido? (0,5 puntos)

h) Sien el eje vertical representaramos la variable “Distancia al punto de llegada”, ;seria
la misma grafica? Razona tu respuesta con palabras y, en caso de ser diferente, dibuja

cémo seria la grafica. (1,5 puntos)

Problema 2. Adaptacion de Preguntas liberadas del Proyecto PISA, Instituto Nacional de
Evaluacion Educativa (INEE, 2015).

Los faros son torres con un foco luminoso en la parte superior que ayudan a los barcos a
seguir su rumbo durante la noche cuando navegan cerca de la costa. Cada faro emite destellos

de luz segun una secuencia regular fija que permite diferenciarlos del resto.
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En el diagrama de abajo se puede ver la secuencia que emite el Faro de la Bahia:

Luz — — — — —  —

Oscuridad — — ——— — =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13
Tiempo (s)

a) ¢Se trata de una funcion periodica? Razona tu respuesta. (0,25 puntos)
b) ¢Cuéanto dura el periodo de la secuencia de este faro? (0,5 puntos)

¢) ¢Durante cuantos segundos emite este faro destellos de luz a lo largo de 1 minuto? (0,25

puntos)

d) Un marinero perdi6 el rumbo a causa de una tormenta nocturna y desde su barco ve una
secuencia de 20 destellos de luz cada minuto con un periodo de 6 segundos. Dibuja en la
cuadricula de abajo un grafico que se pueda corresponder con lo observado por el marinero.
(0,75 puntos)

T T T T T T T

twa bk
‘.")lLll'lw.I-'lll _....= ........ .I... ....[. .I ..... 1
oo 2 3 4 5 & 7 & 9 10 11 12

Tiempo tseg)

e) Con la informacién que conocemos, (podemos afirmar que el marinero se encuentra

proximo al Faro de la Bahia? Justifica tu respuesta. (0,25 puntos)
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Problema 3. Lee atentamente los siguientes enunciados y responde a las cuestiones:

- Undepdsito lleno de agua de 2 litros de capacidad que se vacia a un ritmo constante de
medio litro por hora.

- El precio de un producto que se vende a 1/3 euros por kilogramo.

- Elrecorrido de un gato que sube a la rama de un &rbol situada a un metro de altura con
velocidad constante 1 metro por segundo, reposa en la rama durante dos segundos y
baja el doble de répido que la velocidad de subida.

a) Asocia a cada enunciado la gréafica que le corresponda. Razona tu respuesta e indica en
los ejes el nombre y las unidades de las variables independiente y dependiente en cada caso:
(1,5 puntos)

25Y
2
1.5
1 =
05 -+
v] 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
X
Grafica 1.
Y
2
1.5
1
0.5
0 05 1 15 2 2.5 3 35 X
Gréfica 2.
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2.5

0:5

Gréfica 3.

b) Relaciona la gréafica de las funciones anteriores con su expresion analitica. Justifica tu

respuesta. (1,5 puntos)

x si0<x<1 )
f(x)=2-0.5x flx) = 1 sil<x<3 f(x)=§x
7—2x si3<x<35

2. ¢Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto matematico se

pretende evaluar con cada una de las preguntas de dicha prueba?

Para el disefio de la prueba escrita se han tomado como referencia los siguientes criterios
de evaluacién y estandares de aprendizaje pertenecientes al Bloque 4: Funciones de 3° ESO

Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas segiin la ORDEN ECD/489/2016:

Crit. MAAC.4.1. Conocer los elementos que intervienen en el estudio de las funciones y su

representacion grafica.

- EstMAAC.4.1.1. Interpreta el comportamiento de una funcion dada graficamente y
asocia enunciados de problemas contextualizados a graficas.

- EstMAAC.4.1.2. Identifica las caracteristicas mas relevantes de una grafica
interpretandolas dentro de su contexto.

- EstMAAC.4.1.3. Construye una grafica a partir de un enunciado contextualizado

describiendo el fenémeno expuesto.
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- Est.MAAC.4.1.4. Asocia razonadamente expresiones analiticas a funciones dadas

graficamente.

Cabe mencionar que los estdndares de aprendizaje asociados a los Crit.t MAAC.4.2 y
Crit. MAAC.4.3 serian abordados en una unidad didactica posterior a la aqui presentada dado
que estos hacen referencia a las diferentes formas de expresion de la ecuacion de la recta y a
las funciones cuadréticas, contenidos que no han sido tratados en profundidad en esta

propuesta.

Por tanto, los problemas que componen la prueba escrita pretenden evaluar los siguientes
estandares de aprendizaje:

Estandares de aprendizaje evaluables

Problema 1 Est MAAC.4.1.1., Est MAAC.4.1.2.,
Est MAAC.4.1.3.

Problema 2 Estt MAAC.4.1.1., Est MAAC.4.1.2,,
Est MAAC.4.1.3.

Problema 3 Est MAAC.4.1.1., Est MAAC.4.1.4.

En cuanto a las técnicas especificas y tecnologias que se espera que los estudiantes
apliquen para resolver los problemas de la prueba escrita, podemos encontrar por orden de

aparicion las siguientes:
Problema 1

En el apartado a) los estudiantes deberan identificar a partir de la grafica la variable
independiente y la variable dependiente de la funcidn representada (T1.2). Para ello se requiere
conocer el concepto de funcion y su representacion en forma de grafica donde la variable

independiente se asocia al eje de abscisas y la variable dependiente al eje de ordenadas.

65



En los apartados b), ¢) y d) se preguntan caracteristicas de la funcion representada en forma
de gréfica que los estudiantes deberan interpretar dentro del contexto del problema. En los
apartados b) y d) se pregunta por el dominio y el recorrido de la funcion (T3.2) haciendo
referencia a la hora de inicio, la duracion de la excursién y la distancia total recorrida. Por su
parte, en el apartado c) los estudiantes deberan interpretar los intervalos en los que la funcién
es constante como descansos en el trayecto (T3.6).

En los apartados e) y f) se pide traducir la informacion de la gréafica a una tabla y redactar
un enunciado que explique el transcurso de la excursion. En el primer caso, los estudiantes
deberén identificar los pares de datos en los puntos marcados de la grafica y escribirlos en el
lugar que les corresponde en la tabla (T2.8). En el segundo, los estudiantes deberan expresar
con palabras la informacion contenida en la grafica interpretando la forma de la funcién dentro

del contexto del problema (T2.7).

Para resolver el apartado g) puede analizarse el aumento del valor de la variable
dependiente para cada intervalo de la variable independiente. En términos del problema se
estaria calculando la distancia recorrida en funcion del tiempo transcurrido, es decir, la
velocidad del grupo de excursionistas en cada tramo. Intuitivamente el tramo de mayor
velocidad corresponderia con el tramo en el que la distancia recorrida aumenta mas
rapidamente. Este concepto esta ligado a la idea de pendiente de la recta y la tasa de variacion
media, de modo que su resolucion y posterior puesta en comun en la Sesion 10 podria dar pie

a la introduccion de dichos contenidos de cara a la siguiente unidad didactica.

Por ultimo, el apartado h) plantea la modificacion de la grafica de forma que el eje vertical
se corresponda con la variable “Distancia al punto de llegada”. La resolucion requiere que los
estudiantes establezcan la relacion entre esta nueva variable y las variables originales,

explicandola verbalmente para su posterior representacion en forma de gréfica (T2.2).
Problema 2

El Problema 2 permite profundizar en el concepto de funcion ya que presenta una situacion
modelizada por una funcion en la que la variable dependiente alterna entre dos Unicos valores
(luz/oscuridad). Partiendo de una grafica contextualizada, los estudiantes deberan identificar
que se trata de una funcién que se repite cada un cierto intervalo fijo de la variable

independiente (T3. 9). Los apartados a), b) y c) serviran para comprobar la comprension de la
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definicion de funcién periddica y la habilidad de obtener informacién relevante y realizar
predicciones a partir de los datos representados.

En el apartado d) se plantea en forma de enunciado las caracteristicas de una funcion la
cual se pide representar (T2.2). Cabe destacar que existe mas de una solucion correcta que
cumpla con las condiciones indicadas, por lo que se tomara como valida cualquier respuesta
que se adapte a lo solicitado. Finalmente, en el apartado e) se pide razonar si dichas condiciones
son compatibles con la grafica del apartado a) para lo cual es necesario establecer una

comparacion entre las caracteristicas de dos funciones contextualizadas.
Problema 3

En el Problema 3 se parte de una serie de enunciados que describen situaciones
contextualizadas que pueden ser modelizadas mediante funciones. En el apartado a) los
estudiantes deberan asociar cada enunciado con su grafica correspondiente de manera razonada
haciendo referencia a las caracteristicas de las mismas (T3.6) e indicando las variables
independientes y dependientes. Esto permitira ver si son capaces de extraer las variables de una
funcion dada en forma de enunciado (T1.1) y la relacion entre la representacion en forma de

enunciado y grafica (T2.2).

Por su parte, en el apartado b) se pide asociar a las funciones anteriores sus expresiones
analiticas. Para justificar la relacion entre graficas y formulas los estudiantes pueden
seleccionar pares de valores de las graficas construyendo opcionalmente tablas de datos como
paso intermedio y sustituirlos en las expresiones para comprobar si se cumple la igualdad o
viceversa (T2.8/T2.6, T2.9, T2.11/T2.50 T2.12).

3. ¢ Qué respuestas esperas en cada una de las preguntas en funcién del conocimiento

de los alumnos?

A continuacion se detallan las respuestas que se esperan en cada apartado de los problemas

asi como los posibles errores y dificultades en funcién del conocimiento de los estudiantes:
Problema 1

a) Indica la variable independiente y la variable dependiente.
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Respuesta: La variable independiente es la hora del dia y la variable dependiente la

distancia recorrida.

Posibles errores y/o dificultades: confundir las variables, escribir que la variable
independiente es el eje X y la dependiente el eje Y sin especificar el nombre de las variables o
indicar solo las unidades.

b) ¢A qué hora salieron los excursionistas? ¢ Cuanto durd la excursion?
Respuesta: Los excursionistas salieron a las 8 h y la excursion dur6 12 h (de 8 h a 20 h).

Posibles errores y/o dificultades: No fijarse en que la variable independiente comienza en
el 8 en lugar del 0, errores de céalculo al sumar las horas e indicar la hora final pero no la suma

total.
c) ¢Cuanto tiempo descanso el grupo de excursionistas? ¢ Entre qué horas?
Respuesta: El grupo descansé 3 horas en total, de 13 ha15hyde 18 ha 19 h.

Posibles errores y/o dificultades: No identificar como descansos los tramos en los que la
funcion es constante, poner los puntos o los kilometros en lugar de las horas y errores de lectura,

computo o célculo al sumar las horas.
d) ¢ Cuantos kilometros recorrieron los excursionistas en total?
Respuesta: En total recorrieron 75 kilometros.

Posibles errores y/o dificultades: Errores numéricos al no fijarse o leer mal la graduacion

de los ejes.
e) Completa la siguiente tabla con la informacién de la grafica:

Respuesta:

Punto | Hora del dia (h) | Distancia total recorrida (km)
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C 13 40
D 15 40
E 18 55
F 19 55
G 20 75

Posibles errores y/o dificultades: Errores numéricos debido a una lectura errénea, despistes
o confusion entre pares de datos.

f) Haz una breve descripcion con palabras del desarrollo de la excursién que contenga el

maximo de informacion posible extraible de la gréfica.

Respuesta: El grupo de excursionistas salié del punto A a las 8 de la mafiana y en el primer
tramo avanzaron 25 km en dos horas a velocidad constante. A continuacién, redujeron la
marcha recorriendo 15 km en tres horas. A las 13 h hicieron una pausa de dos horas para comer
y descansar. Despues, reiniciaron el camino volviendo a recorrer 15 km en tres horas, tras las
cuales realizaron una segunda pausa para merendar, esta vez de tan solo una hora. A las 19 h,
los excursionistas aumentaron su velocidad a 20 km/h hasta llegar al punto de llegada G a las

20 h, habiendo recorrido en total 75 km.

Posibles errores y/o dificultades: Errores al interpretar los tramos en los que la funcion
crece 0 es constante, no incluir informacion relevante como las horas y los kildmetros en cada

tramo, no hacer referencias a la velocidad ni al contexto de la excursion.
g) ¢En qué intervalo de tiempo los excursionistas avanzaron mas rapido?

Respuesta: En el intervalo de 19 h a 20 h los excursionistas avanzaron mas rapido. La

pendiente del tramo F-G es mayor avanzando con una velocidad de 20 km/h.

Posibles errores y/o dificultades: Confundir el tramo de mayor velocidad con el A-B puesto
que es en el que se avanzan mas kildmetros (25 km) sin tener en cuenta que se reparten entre

dos horas. No asociar la velocidad al ritmo de crecimiento de la funcién.
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h) Si en el eje vertical representaramos la variable “Distancia al punto de llegada”, jseria
la misma grafica? Razona tu respuesta con palabras y, en caso de ser diferente, dibuja como

seria la gréfica.

Respuesta: No, la grafica cambiaria puesto que al inicio de la excursion la distancia al
punto de llegada seria maxima (75 km) y decreceria conforme el grupo de excursionistas se

aproxima al final de la excursion. La grafica resultante tendria la siguiente forma:

Distancia 3l punto de eg333

1 (km)

A

Posibles errores y/o dificultades: Errores al entender la modificacion que se pide, dibujar
la grafica con el recorrido en sentido contrario (G-F-E-D-C-B-A), errores al graduar los ejes,

no indicar el nombre de las variables y las unidades en los ejes.
Problema 2
a) ¢Se trata de una funcion periodica? Razona tu respuesta.

Respuesta: Con la informacion que disponemos a partir de la gréafica se observa que la
funcion se repite con un mismo patrén cada un cierto intervalo fijo de la variable independiente

(en este caso cada 5 segundos), por tanto es una funcién periddica.

70



Posibles errores y/o dificultades: No identificar el patron de repeticion de la funcion, no
hacer referencia a la definicion que caracteriza a las funciones periodicas, no identificar la

grafica como funcion al no adoptar la variable dependiente valores numéricos.
b) ¢ Cuanto dura el periodo de la secuencia de este faro?

Respuesta: El periodo es 5 segundos, ya que se verifica f(x) = f(x +5) = f(x + 2 - 5).
Por ejemplo:

f(1) =f(6) =f(11) = Oscuridad
f(2.5)=f(7.5) = f(12.5) = Luz

Posibles errores y/o dificultades: Interpretar como periodo el tiempo que pasa entre
intervalos de luz o todo el dominio representado en la grafica, no recordar la expresion que

cumplen las funciones periddicas y errores de computo o célculo.
c) ¢Durante cuantos segundos emite este faro destellos de luz a lo largo de 1 minuto?

Respuesta: A partir de la grafica podemos extraer que se emiten dos segundos de luz (dos
destellos de un segundo cada uno) cada 5 segundos. Por tanto, si la funcion es periodica, en 1

minuto (60 segundos) se habran emitido:

Tiempo (S) Segundos de luz
5 2
60 X

x=%-2=12-2=24segundosdeluz

Posibles errores y/o dificultades: Errores derivados de haber calculado mal el periodo en
el apartado anterior, errores en el cambio de unidades de minutos a segundos, errores de calculo

al operar o al plantear el reparto proporcional.

d) Un marinero perdi6 el rumbo a causa de una tormenta nocturna y desde su barco ve
una secuencia de 20 destellos de luz cada minuto con un periodo de 6 segundos. Dibuja en la

cuadricula de abajo un gréafico que se pueda corresponder con lo observado por el marinero.
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Respuesta: Si cada minuto hay 20 destellos de luz, en 6 segundos habra 2 destellos de luz
de duracion no definida. No existe una Unica solucion correcta, se valorard que la gréfica

cumpla con las dos condiciones especificadas. Ejemplos:

1 2 ]
Luz f—---

Oscuridad — — i S SN R ]
o 1 2 3 4 5 & 7 &8 9 10 11 12
Tiempo (segh
LT T LT T T T T

Luz . . 3 " '
Oscuridad T B [ e }
0 | 2 i 4 5 6 7 8 LU [ I U
Tiempa (seq)

Posibles errores y/o dificultades: No obtener el nUmero de destellos a representar por

periodo, representar funciones que no son periddicas o con un periodo distinto al indicado.

e) Con la informacién que conocemos, ¢podemos afirmar que el marinero se encuentra

proximo al Faro de la Bahia? Justifica tu respuesta.

Respuesta: No, las caracteristicas de la secuencia de destellos observada por el marinero
no es compatible con la del Faro de la Bahia porque tanto la cantidad de destellos por minuto

como el periodo son distintos:

Faro de la Bahia | Secuencia marinero

N° de destellos por minuto 24 20

Periodo (s) 5 6

Posibles errores y/o dificultades: Errores al comparar las caracteristicas de las funciones
derivados de no comprender la situacion que se expone, errores de lectura o de célculo, no

razonar la respuesta.
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Problema 3

a) Asocia a cada enunciado la gréfica que le corresponda. Razona tu respuesta e indica
en los ejes el nombre y las unidades de las variables independiente y dependiente en cada caso:

Respuesta:

- Undepdsito lleno de agua de 2 litros de capacidad que se vacia a un ritmo constante de
medio litro por hora.

Cantidad de agua en el depdsito (L)

Tie:-r%pu{ﬁ.]:l
Se corresponde con la Grafica 3 porque se trata de una funcion que decrece a ritmo
constante. La variable independiente es el tiempo y la variable dependiente es la cantidad de

agua en el deposito que al inicio esta al maximo de capacidad (2 litros).

- El precio de un producto que se vende a 1/3 euros por kilogramo.

Precio (eurao)

Cantidad de p}oduc’gé (kg) [
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Se corresponde con la Gréfica 1 porque se trata de una funcion que crece a ritmo constante
(al aumentar la cantidad de producto aumenta proporcionalmente el precio). La variable

independiente es la cantidad de producto y la variable dependiente el precio.

- Elrecorrido de un gato que sube a la rama de un &rbol situada a un metro de altura con
velocidad constante 1 metro por segundo, reposa en la rama durante dos segundos y

baja el doble de rapido que la velocidad de subida.

_{

L

Altura [(m)

q

Tiempo (s) X

Se corresponde con la Gréafica 2 porque se trata de una funcidn a trozos donde en el primer
tramo aumenta (el gato sube a la rama), en el segundo se queda constante (reposa) y en el
tercero decrece (baja de la rama). La variable independiente es el tiempo y la variable

dependiente la altura a la que se encuentra el gato.

Posibles errores y/o dificultades: Errores al visualizar la forma de las funciones descritas
en los enunciados, no distinguir las variables independiente y dependiente, errores de unidades

0 no especificacién de estas.

b) Relaciona la gréafica de las funciones anteriores con su expresion analitica. Justifica tu

respuesta.

Respuesta: Para resolver este apartado los estudiantes pueden seguir varios métodos. Una
opcion es seleccionar pares de valores (x,y) a partir de las gréficas y sustituirlos en las

formulas para verificar si se cumple la igualdad. Ejemplo:
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Gréfica 1: La funcion pasa por (0,0), (1.5,0.5) y (3,1). La formula que verifica estos

valoreses f(x) = %x Lo comprobamos:

f0)=3-0=0 f15)=5-15=05 f@=:3=1

Grafica 2: La funcion pasa por (1,1), (2,1) y (3.5,0). La formula que verifica estos

x si0<x<1
valoreses f(x) = 1 sil<x<3 .Locomprobamos:
7—2x si3<x<35

F) =1 f2)=1  f(35)=7-2-35=0

Gréfica 3: La funcién pasa por (0, 2), (2,1) y (4,0). La férmula que verifica estos valores

es f(x) =2 — 0.5x. Lo comprobamos:
f(0)=2-05-0=2 f(2)=2-05-2=1 f(4)=2-05-4=0

Otro posible método de resolucidn es obtener pares de datos de cada formula obteniendo
la imagen para diversos valores de la variable independiente y comprobar si son compatibles

con la funcion sobre la gréafica.

Posibles errores y/o dificultades: Errores al leer los pares de datos de la grafica, errores al
sustituir en las formulas, errores de célculo, errores al copiar las formulas o asociar sin dar una

justificacion.
4. ¢ Qué criterios de calificacion vas a emplear?

La prueba escrita serd evaluada utilizando el conocido como modelo de tercios propuesto
por Gairin, Mufioz y Oller (2012). Este modelo se basa en la diferenciacion de tres tipos de
tareas a la hora de resolver un problema: tareas principales, tareas auxiliares especificas y tareas

auxiliares generales.

Las tareas principales son aquellas que constituyen la razon de ser del problema planteado
y se podran penalizar hasta con la totalidad de la puntuacion asignada al apartado. Las tareas
auxiliares especificas son aquellas tareas secundarias relacionadas con las principales y podran
penalizarse con hasta dos tercios de la puntuacién asignada al apartado. Por ultimo, las tareas

auxiliares generales son aquellas tareas secundarias no relacionadas directamente con los
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contenidos especificos a evaluar y podrén penalizarse con hasta un tercio de la puntuacion

asignada al apartado.

En nuestra prueba de escrita, las tareas principales seran todas aquellas que impliquen la
comprension de los conceptos relacionados con las funciones y las técnicas asociadas a estos.
Las tareas auxiliares especificas seran aquellas que intervengan en la resolucién pero no sean
contenidos fundamentales como, por ejemplo, la graduacién de los ejes de coordenadas, la
exactitud de las representaciones o la justificacion de respuestas. Finalmente, las tareas
auxiliares generales seran todos los célculos aritméticos y algebraicos que se necesiten para

obtener las soluciones numéricas.

Como ejemplo para mostrar la aplicacién del modelo de tercios para la evaluacion de la
prueba escrita, procedemos a detallar las diversas tareas encontradas en la resolucion de uno
de los problemas propuestos, asi como su maxima penalizacion atendiendo a la puntuacion

otorgada a cada apartado:
Ejemplo: Aplicacion del modelo de tercios en el Problema 3
Apartado a)

- No identificar los enunciados y las graficas como formas diferentes de representar una

misma funcidn: hasta -1,5 puntos (Tarea principal).

- Asociar un enunciado con una grafica que no le corresponde sin ofrecer justificacion:

hasta -0,5 puntos por funcion (Tarea principal).

- Asociar correctamente un enunciado con su grafica sin justificar ni hacer referencia al
comportamiento de la funcion dentro de su contexto: hasta -0,3 puntos por funcion (Tarea

auxiliar especifica).

- No especificar o confundir el nombre de las variables independiente y dependiente en los

ejes: hasta -0,3 puntos por funcion (Tarea auxiliar especifica).

- No indicar o poner unidades en los ejes que no se corresponden con las magnitudes de

las variables representadas: hasta -0,3 puntos por funcién (Tarea auxiliar especifica).

- Errores numéricos o semanticos en las justificaciones derivados de despistes al trascribir

la informacion: hasta -0,17 puntos por funcién (Tarea auxiliar general).
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Apartado b)

- No identificar las férmulas como una forma de representar las funciones: hasta -1,5

puntos (Tarea principal).

- Asociar una formula con una gréfica que no le corresponde sin ofrecer justificacion: hasta

-0,5 puntos por funcion (Tarea principal).

- Asociar correctamente una férmula con su gréfica sin justificar ni aplicar ninguna de las
técnicas para pasar de una representacion a otra: hasta -0,3 puntos por funcién (Tarea auxiliar

especifica).

- Fallos derivados de una aplicacion errénea de las técnicas para obtener pares de puntos a
partir de la grafica o en la obtencidn de pares a partir de la formula calculando la imagen: hasta

-0,3 puntos por funcion (Tarea auxiliar especifica).

- Errores numericos al sustituir valores en las expresiones algebraicas y errores de célculo:

hasta -0,17 puntos por funcion (Tarea auxiliar general).
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