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ZUSAMMENFASSUNG

Der Resolutionskalkül mit Paramodulationsregel wird zu einem

mehrsortigen Kalkül erweitert. Als Grundlage für das automa-

tische Beweisen erhält man mit diesem Kalkül einen stark re-

duzierten Suchraum und einfachere Beweise. D ie Vollständig—

keit, die Korrektheit und der Sortensatz, der den neuen Kal—

kül mit seinem einsortigen Gegenstück in Beziehung setzt,wer-

den bewiesen. Ergebnisse über Grundtermersetzungen und Unifi-

kation in einem mehrsortigen Kalkül werden vorgestellt. Die

Implementierung eines automatischen Beweisers für den neuen

Kalkül wird beschrieben. Die  Vorteile der Methode werden an-

hand ausgewählter Beispiele belegt.

ABSTRACT

The resolution calculus with paramodulationrule i s  extended

to a many-sorted calculus. As a basis for Automated Theorem

Proving, this many-sorted calculus leads to a remarkable

reduction o f  the search space and also to simpler proofs.

Soundness and completeness o f  the new calculus and the Sort-

Theorem, which relates the many—sorted calculus to i t s  one—

sorted counterpart, are shown. I n  addition results about

groundterm rewriting and unification in a many-sorted calculus
H a r e  obtained. The practical consequences for an implementation

o f  an automated theorem prover basedcnithe many—sortedcalculus

are described. The advantages of the proposed method isverified

by certain examples.
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'%s a ru l e , "  said Holmes, "the more
bizarre a thing is the less mysterious
it proves to be. It is your common-
place, featureless cases which are
really puz z l i ng . "

A.C. Doyle, The Red-Headed League

O. MEHRSORTIGE KALKÜLE UND AUTOMATISCHES BEWEISEN

Sorten finden häufig Verwendung beim praktischen Gebrauch der Prä—

dikatenlogik erster Stufe. Man schreibt beispielsweise Formeln

wie

( i )  Vx:S .¢ (x )  bzw. 3x:S .¢ (x )  ,

d.h. "für alle x der Sorte S..." oder "es gibt ein x der Sor te

S..." und behandelt diese Ausdrücke formal als Abkürzungen für

(ii) Vx. S(x) : ¢(x )  bzw. 3x. S(x) A @(x) .

Man verwendet also sor t enrech te  Formeln  (wie z.B. in (i))als

bequeme Kurzschreibweise für gewöhnliche prädikatenlogische

Formeln (wie z.B. in (ii)). Fast alle Mathematikbücher sind

in einer solchen (meist impliziten) Sortensprache geschrie-

ben, wobei die Verwendung bestimmter Alphabete meist die  Sor—

te der bezeichneten Objekte angibt, wie z.B. i‚j,k ... für

natürliche Zahlen, x‚g,z ... für Vektoren usw. Aber Sorten

beeinflussen darüberhinaus d i e Herleitungen von Formeln aus ge—

gebenen sor t enrech ten  Formeln: I s t  beispielsweise P ein auf der

Menge  der ganzen  Zah len  Z definiertes einstelligen Prädikat, s o

wird man aus V n .  P(x) n ich t  P(V7) herleiten wollen. Mit der

Verwendung von Sorten werden Beweise vereinfacht, da ein mehr-'

sor t i ge r  Ka lku l  für Schlüsse in mehrsor t i gen  Theorien besser

geeignet ist, und e s  i s t  daher nicht weiter verwunderlich, daß

die Verwendung sortenrechter Formeln sowie Herleitungen, die

die Sortiertheit von Formeln berücksichtigen, im praktischen Ge-



Gebrauch der Prädikatenlogik z u  finden sind. Damit stellt sich

die Frage, ob und wie weit die Vorteile, die ein  mehrsortiger

Kalkül bietet, nicht auch für das automatische Beweisen nutz-

bar gemacht werden können. Doch was genau i s t  unter einem mehr—

sortigen Kalkül z u  verstehen und welcher Art sind d ie  Vorteile,

die e r  b i e t e t ?

Mehrsortige Kalküle Die Entwicklung eines mehrsortigen Kal—

küls aus einem (korrekten und vollständigen) einsortigen Kal—

kül läßt sich wie folgt skizzieren: Gegeben s e i  eine Menge von

Sortensymbolen, die durch die sogenannte Untersortenordnung ge—

ordnet ist. Jedem Variablen—, Konstanten- und Funktionssymbol

(des einsortigen Kalküls) wird genau e i n  Sortensymbol, die so-

genannte Ergebnissorte, zugeordnet. Die Sorte eines Terms ist

dann durch die Ergebnissorte des äußersten Symbols dieses Terms

bestimmt. Weiter wird jeder Argumentstelle eines Funktions-

oder Prädikatensymbols (des einsortigen Kalküls) genau e in Sor—

tensymbol, d i e  sogenannte Argumentsorte (für die jeweilige Ar—

gumentstelle) zugewiesen. Bei der Bildung der Formeln des mehr—

sortigen Kalküls, den sortenrechten Formeln, dürfen nur solche

Terme a l s  Argument eines Funktions- oder Prädikatensymbols ver-

wendet werden, deren Sorte eine Untersorte oder gleich der Ar-

gumentsorte für d i e  entsprechende Argumentstelle ist.

Die Schlußregeln des mehrsortigen Kalküls sind die Schlußre—

geln des einsortigen Kalküls, jedoch mit der Einschränkung,

daß aus sortenrechten Formeln nur sortenrechte Formeln durch

Anwendung der eingeschränkten Schlußregeln gewonnen werden kön-

nen. Bezeichne nun FE é ,  daß die Formel @ ei n Theorem des mehr-

sortigen Kalküls ist und HYP FE @, daß 6 aus der Menge der (sor-

tenrechten) Hypothesen HYP im mehrsortigen Kalkül ableitbar ist.

Weiter sei angenommen, daß man einen Wahrheitsbegriff für sor—

tenrechte Formeln habe. Dabei soll IFEQ die Allgemeingültigkeit

einer sortenrechten Formel bezeichnen und HYP 1 % ?  ® für die se—

mantische Implikation stehen. Natürlich ist man nur einem mehr-



sortigen Kalkül interessiert, der vollständig und korrekt ist,

d.h. I—z und ‚ h f  müssen s o  definiert sein, daß

(1) IFE @ gdw. PE @

für jede sortenrechte Formel ¢ gilt.

Angenommen, die Beziehung ( 1 )  gilt. Dann i s t  e s  weiter von In-

teresse, welches Verhältnis zwischen den Theoremen des mehr—

sortigen und denen des einsortigen Kalküls besteht. Um einen

Vergleich beider Kalküle z u  ermöglichen, werden d i e  Zuordnun-

gen Von Konstanten- und Funktionssymbolen z u  ihren Ergebnis-

und Argumentsorten sowie die Untersortenordnung durch eine

Menge prädikatenlogischer Formeln, der Menge AZ der Sorten-

axiome, dargestellt. Außerdem wird für jede sortenrechte For—

mel @ (wie z.B. die Formeln in (1)), deren Relativierung @

(oder auch Sortenbeschränkung) gebildet (wie z.B. d i e  Formeln

in (ii)). Dabei werden Sortensymbole als einstellige Prädika—

tensymbole verwendet, um die Ergebnissorten der Variablensym—

bole anzugeben. Mit Hilfe dieser Begriffsbildungen läßt sich

nun die Beziehung zwischen den Theoremen des einsortigen Kal-

küls und denen d es  aus ihm hervorgegangenen mehrsortigen Kal—

küls angeben: Die Definitionen von hEundIFE sollen so beschaf—

fen sein, daß sie den Forderungen

(2.1) ”-5 «> gdw. AE II— 3

(2) und

(2.2) |_z <1> gdw. A2 l— @

für jede sortenrechte Formel @ genügen. Forderung (2) heißt der

Sortensatz, (2.1) i s t  s e i n  modelltheoretischer Teil und (2.2)

der beweistheoretische Teil. Mit dem Sortensatz werden also bei—

de Kalküle miteinander i n  Beziehung gesetzt. Darüberhinaus

zeigt der Sortensatz die Vorteile des mehrsortigen Kalküls auf:



Man erhält im allgemeinen eine kürzere Herleitung mit kleineren

Formeln aus einer kleineren Menge von Hypothesen, wenn man lE-é
A

anstatt Az k— @ beweist.

Ursache dafür ist, daß Aussagen über Sortenbeziehungen im ein-

sortigen Kalkül explizit hergeleitet werden müssen, während die—

se im mehrsortigen Kalkül in die Schlußregeln gleichsam einge—

baut s i n d .

Zusammenfassend läßt sich die Beziehung zwischen ein- und mehr-

sortigem Kalkül durch folgendes Diagramm darstellen:

”? «» «_ |_E «>

(2.1) I [(2.2)

A2 n—3 Az I—Q
(3)

Dabei bezeichnet (3) die Korrektheit und Vollständigkeit des ge—

gebenen Kalküls.

Arbeiten zur mehrsor t i gen  Prädikatenlogik Die Untersuchungen

zur mehrsortigen Prädikatenlogik reichen c a .  50 Jahre zurück.

Die in diesem Zeitraum vorgelegten Arbeiten waren durch di e

Beobachtung motiviert, daß bestimmte axiomatische Systeme mehr

als eine Klasse fundamentaler Objekte enthalten, wie z.B. Punk—

t e ,  Geraden und Flächen in der Geometrie. Daher i s t  es eine na-

türliche Vorgehensweise, verschiedene Klassen von Variablen-

symbolen z u  verwenden, deren Wertebereiche auf die verschiede-

nen Klassen der gegebenen Objekte beschränkt sind. Um diesen

Sachverhalt formal zu  erfassen, wurden - ausgehend von untere

schiedlichen Kalkülen erster Stufe — verschiedene Arten mehr—

sortiger Kalküle entwickelt. Allen vorgeschlagenen Kalkülen

ist gemeinsam, daß s ie  den (jeweiligen) Sortensatz erfüllen,



d.h. daß sich diese mehrsortigen Kalküle bezüglich ihrer Mäch—

tigkeit nicht von ihren einsortigen Gegenstücken unterschei—

den, wobei aber Herleitungen im mehrsortigen Kalkül i.a. ein-

facher sind. Im einzelnen sind folgende Arbeiten z u  nennen:

I n  seiner Dissertation stellte J .  Herbrand eine mehrsortige

Version seines Kalküls vor und gab einen Beweis für den beweis-

theoretischen T e i l  des Sortensatzes an [Her30]. Dieser Beweis

ist jedoch fehlerhaft, da Herbrand nicht erkannte, daß bestimm-

te Herleitungen in seinem einsortigen Kalkül nicht in Herlei-

tungen des mehrsortigen Kalküls übertragen werden können.

Dieser Fehler wurde von A. Schmidt erkannt [Sch38]. Schmidt

entwickelte eine mehrsortige Version eines Hilbert—Kalküls

ohne Untersorten und bewies den beweistheoretischen Teil d es

Sortensatzes für diesen Kalkül [Sch38, Sch51].

H. Wang definierte eine mehrsortige Version eines Hilbert—

Kafldfls ohne Untersorten und ohne Funktionssymbole [Wan52].

Wang bewies die Vollständigkeit und Korrektheit seines Kalküls

und den modelltheoretischen T e i l  d e s  S o r t e n s a t z e s .

Dieser Beweis war jedoch fehlerhaft, wie von P.C .  Gilmore ge—

zeigt wurde. Gilmore erweiterte den Kalkül von Wang durch Un—

tersorten und gab einen Beweis für den beweistheoretischen Teil

d e s  S o r t e n s a t z e s  f ü r  d i e s e n  erweiterten Kalkül an [ G i l S 8 ] .

T. Hailperin stellte einen Kalkül vor, der als Verallgemeine—

rung von Wangs mehrsortigem Kalkül aufgefaßt werden kann

[Hai57]. In diesem Kalkül können Sortenbeziehungen durch be-

liebige Formeln ausgedrückt werden, anstatt durch atomare For—

meln, d.h. m it einstelligen Prädikaten. Hailperin bewies einen

Satz, der dem beweistheoretischen Teil des Sortensatzes ent—

spricht.

A. Obersche lp  schlug verschiedene mehrsortige Versionen eines



Kalküls von Montague  und Henkin [MH56] vor. In diesen Kalkülen

sind sowohl Funktionssymbole als auch Untersortenbeziehungen

zugelassen. Oberschelp bewies sowohl die Vollständigkeit und

Korrektheit dieser Kalküle a l s  auch die jeweiligen modelltheo-

retischen Teile der zugehörigen Sortensätze [Obe62].

Verschiedene mehrsortige Kalküle, di e auf dem Kalkül des natür—

lichen Schließens basieren [Gen34], wurden von A.V .  IdeZson un—

tersucht [Ide64].

Automatisches Beweisen Mit der Entwicklung des automatischen

Beweisens und den damit verbundenen Implementierungen von Beweis—

systemen auf Rechenanlagen bildeten Logikkalküle zunehmend d i e

Grundlage zur Berechnung von Beweisen. D i e  Vorteile mehrsorti-

ger Kalküle blieben dabei nicht unbemerkt (vergl. [Hay71,

Hen72, Coh83]). Auch verwendeten verschiedene Beweissysteme

Arten mehrsortiger Kalküle [Wey77‚ Cha78, BM79], allerdings oh—

ne die Eigenschaften dieser Kalküle theoretisch untersucht z u

haben. Durch die Entwicklung des automatischen Beweisens er—

halten die zitierten Arbeiten zur mehrsortigen Prädikatenlogik

(die in diesem Gebiet bisher unbeachtet blieben) eine prakti-

sche Bedeutung:

Die meisten Beweissysteme basieren auf einem Kalkül erster Stu-

f e, dessen Schlußregeln die Faktorisation, die Resolution und

die Paramodulation sind [Rob65, WR73], und dessen Formeln

(auch Klauseln genannt) in skolemisierter konjunktiver Normal-

form vorliegen [Lov78]. Ein solcher Kalkül soll hier RP—Kalkül

genannt werden. I n  dieser Arbeit wird der ERP—Kalkül, eine

mehrsortige Version d e s  RP—Kalküls‚entwickelt sowie eine Defi—

nition der E—Unerfüllbarkeit von Mengen sortenreehter Klauseln

gegeben.

Die Korrektheit und die Vollständigkeit des ERP-Kalküls wird

bewiesen. Weiter wird gezeigt, daß dieser mehrsortige Kalkül

den Sortensatz erfüllt. D i e  i n  dieser Arbeit vorgestellten



Ergebnisse lassen sich in folgendem Diagramm zusammenfassen:

1
S i s t  ZE—unerffillbar +—£—L—» sE FEE? a

( 2 .1 )  (2 .2 )

g U A E  ist E—unerfüllbar +——> gE UAZ l— a
( 3 )  RP

Dabei bezeichnet SE die Erweiterung einer Menge S von sor—

tenrechten Klauseln durch die Menge aller funktionalreflexiver

Axiome [WR73], §(§E) ist die Menge aller relativierten Klauseln

aus S(SE) und n steht für die leere Klausel. Der Begriff "ZE-

unerfüllbar" steht für die E-Unerfüllbarkeit einer sortenrech-

ten Klauselmenge, wobei wie üblich unter E—Unerfüllbarkeit die

Unerfüllbarkeit unter der Berücksichtigung der festen Deutung

eines bestimmten Prädikatensymbols E als  syntaktisches Gleich—

heitszeichen verstanden wird. Mit Fifi? und FE? werden Herlei-

tungen im ZRP- bzw. im RP-Kalkül angegeben.



l. ÜBERSICHT

Zunächst werden sortenreohte Termersetzungen betrachtet, da

wesentliche Aspekte von E—Interpretationen mittels Termer—

setzungssystemen beschrieben werden können. D ie dafür ent-

wickelte Technik, Termersetzungen mittels bestimmter partiel-

ler Funktionen, den sogenannten Selektoren‚und durch Selek—

toren induzierte Relationen z u  beschreiben, erweist sich da-

bei als nützliches Handwerkszeug. Mi t den s o  gewonnenen Er—

gebnissen kannckfluidie Vollständigkeit des ZRP—Kalküls im Ba—

sisfall (engl. ground case) bewiesen werden.

E s  wird gezeigt, daß d i e  Vollständigkeit für den allgemeinen

Fall nur dann gegeben ist, wenn die geordnete Menge der Sorten-

symbole eine bestimmte Struktur besitzt. Außerdem muß im F a l l .

der Paramodulation die Menge der zu widerlegenden Klauseln spe—l

zielle Reflexivitätsklauseln enthalten, um d i e  Vollständigkeit

des ERP-Kalküls z u  erzwingen. E s  wird gezeigt, daß diese Ein—

schränkungen spezifisch für den ZRP—Kalkül sind, da sie durch

das Prinzip der größten Allgemeinheit bedingt werden, das

grundlegend für den RP—Kalkül ist.

E s  wird dann gezeigt, daß diese Einschränkungen überflüssig

sind, wenn der ZRP-Kalkül um eine zusätzliche Schlußregel, di e

sogenannte Abschwäohungsregel, erweitert wird. Diese Regel ist

spezifisch für einen mehrsortigen Kalkül, da s i e  nicht anwend-

bar ist, wenn die Menge der Sortensymbole einelementig ist.

Damit i s t  der RP-Kalkül a l s  Spezialfall des ERP-Kalküls anzu—

sehen. Es werden spezielle Resultate über die Unifikation im

ERP-Kalkül vorgestellt, mit deren Hilfe dannder Vollständigkeitssatz

für den ERP—Kalkül im allgemeinen Fall bewiesen werden kann.

Der theoretische T e i l  der Arbeit wird durch den Nachweis der

Korrektheit des ERP—Kolküls und durch den Beweis des Sorten—

satzes abgeschlossen.

Die Nützlichkeit des ZRP-Kalküls für das automatische Beweisen



wurde  durch  eine Implementierung in einem Bewe i s sy s t em ,der

Markgra f  Kar l  Re fu ta t i on  Procedure  [BES81, Ohl82], nachge—

wiesen .  E s  wird gezeigt, welche Änderungen allgemein erfor-

derlich sind, um ausgehend von einem Beweiser für den RP—

Kalkül einen Beweiser für den ERP—Kalkül zu erhalten.

Der praktische Einsatz des ERP—Kalküls im automatischen Be-

wei sen  bewi rk t  e i n e  drastische Reduzierung des Suchraumes

und kürzere Widerlegungen kleinerer Mengen kleinerer Klau-

se ln .  Die Zusammenhänge zwischen der "Sortiertheit" von Be-

weisproblemen und den Vorteilen, die der ERP-Kalkül gegen— '

über dem RP—Kalkül bietet, werden anhand ausgewählter Be—

wei spro toko l l e  de r  Markgra f  Karl Refutation Procedure  ver—

deutlicht.

E i n  für mehrsortige Kalküle besonders geeignetes Teilgebiet

des automatischen Beweisens ist die Automatisierung von In—

duktionsbeweisen. Es werden die Vorteile eines mehrsorti-

gen Kalküls in diesem Teilgebiet erläutert und mit Problem—

lösungen verglichen, die bei aus der Literatur bekannten In-

duktionsbeweissystemen verwendet wurden.

Abschließend wird der hier vorgestellte Kalkül mit einem

aus der Literatur bekannten, mehrsortigen Kalkül vergli—

chen. Eine Liste weiterführender Fragestellungen schließt die

Arbeit ab.
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I n  dieser Arbeit werden folgende mathematische Kurzschreibwei-

sen verwendet:

id

fIM

f(t)+

f(t)+

f € (MaN)

IMI

M\N

M x N

M - L

gdw.

Identitätsfunktion

Restriktion einer Funktion f auf eine Teilmenge M

i h r e s  D e f i n i t i o n s b e r e i c h s

t ist Element des Definitionsbereichs von f

nicht f(t)+‚ d.h. f i s t  für t nicht definiert

f i s t  eine Funktion mit Definitionsbereich M und

Wertebereich N

Funktionalkomposition

metasprachliche Negation, z.B. steht x # y für

nicht x < y

Kardinalität der Menge M

mengentheoretische Differenz

kartesisches Produkt der Mengen M und N

Abkürzung für M\{L}

kennzeichnet das Ende einer Fallunterscheidung in

einem Beweis

kennzeichnet das Ende eines Beispiels, einer Defi—

nition Oder eines Beweises

kennzeichnet die Herleitung eines Widerspruchs in

einem (indirekten) Beweis

Abkürzung für genau dann wenn
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2. GRUNDBEGRIFFE DES RP-KALKULs

I n  d ie sem Abschnitt werden d i e  grundlegenden Begriffe für den

RP—Kalkül und d i e  i n  den nachfolgenden Abschnitten verwende—

ten Schreibweisen eingeführt. D i e zentralen Begriffsbildungen

aus der formalen Logik und dem automatischen Beweisen werden

dabei als bekannt vorausgesetzt (vergl. [EFT78‚ Men64, Lov78]).

Syntaktische Begriffe Seien D, F und P paarweise disjunkte

Alphabete, wobei D eine unendliche Menge vOn Variablensymbolen,

F eine nicht leere Menge von Funktionssymbolen und P eine n ich t

l e e re  Menge von Prädikatensymbolen ist. Bezüglich einer als ge-

geben vorausgesetzten Stelligkeitsfunktion für Funktions— und

Prädikatensymbole bezeichnet dann T die  Menge aller wohldefi—

nierten Terme über D und F und A T  d i e  Menge aller wohldefinier-

ten atomaren Formeln (oder kurz Atome) über D ,  F und P .  C ist

d i e  Menge aller Konstantensymbole, d.h. derjenigen Funktions—

symbole mit Stelligkeit 0.

E i n  Literal i s t  e i n  Atom, auch pos i t i v e s  Literal genannt, oder

ein Ausdruck der Form Ä ,  auch negatives Literal genannt, wobei

A ein Atom ist. Für jedes Literal L bezeichnet ILI das Atom und

LG das Komplement von L. Das Prädikatzeiohen von L ist P gdw.

lLl = P(t1...tn) für irgendwelche t i  € T .  Ein Paar von Litera-

len mit gleichem Prädikatzeichen heißt komplementär, falls das

eine positiv und das andere negativ ist. LIT s t eh t  für die Men-

ge aller Literale. Eine Klausel ist eine endliche Menge von Li—

teralen und n bezeichnet die leere Klausel. Die Klauselsprache
£ i s t  die Menge aller Klauseln über D ,  F und P .

S e i  D e ine Menge  von Termen, von L i t e r a l e n  oder von K l a u s e l n ,

dann ist vars(D) die Menge aller in D auftretenden Variablen—

symbole. D heißt variablenfremd gdw.vars({q}) n vars({r}) = ¢
für alle q , r  € D mit q # r .

Der Index gr wird als Abkürzung für Grund (engl. ground), d.h.

Variablenfreiheit verwendet. Beispielsweise i s t  e i n  Grundterm
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ein variablenfreier Term und Tgr bezeichnet die Menge aller

Grundterme. AT r ’  LITgr und E g r  sind entsprechend definiert.

Das Prädikatensymbol E € P wird a l s  syntaktisches Gleichheits-

zeichen verwendet. SE bezeichnet di e Erweiterung einer Klausel—

menge S durch d i e  Menge aller funktionalreflexiven Axiome

[WR73]. Die Menge aller Gleichheitsatome ATE i s t  gegeben durch

ATE = {E(q:r)|q,r € T}.

Substitutionen und Unifikatoren Eine Funktion 0 € (TéT) heißt

Substitution, wenn sie folgenden Bedingungen genügt:

(1) 0 0 0 || Q u

(2) O I C  = id ,

( 3 )  of(t1...tn) = f(ot1...0tn) , und

(4) { x  € c x  * x} ist endlich .

Durch die Forderungen (2) und (3) ist jede Substitution o ein-
deutig durch ihre Einschränkungcxpoaufv bestimmt. Diese Eigen-

schaft wird nachfolgend oft genutzt, indem Substitutionen c mit

cxi = t. (wobei xi € 9 ,  t1 € T\{xi} und 1siSn) jeweils durch

eine Menge von Paaren {x1+t1,...,xn+tn} repräsentiert werden.

Wegen Bedingung ( 4 )  sind diese Mengen immer endlich. e i s t  die

Identitdtssubstitution und SUB steht für die Menge aller Sub-

stitutionen. Die Anwendung von Substitutionen auf Literale,

Mengen von Termen und auf Mengen von Literalen i s t  wie gewohnt

d e f i n i e r t .

Der Definitionsbereich (engl. domain )  einer Substitution a ist

durch DOM(o) = ' { x  € D lox  # x} definiert. Der Wertebereich (engl.

eodomain) von o ist gegeben durch COD(o) = o(DOM(o) ) .  Für V c D
und e ,  A € SUB sagt man, daß e und A auf V übereinstimmen, kurz

6 = AEV] ,  gdw. e x  = x x  für jedes x € V .  Das nachfolgende Lemma
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wird in den späteren Abschnitten häufig verwendet:

Lemma 2.1 Seien e ,  A E SUB, t € T und V ,  W c v. Dann gilt:

(1) = [ V ]  ist eine Äquivalenzrelation ,

(2) e= AEV U W ]  gdw. e = KEV] und 6 = AEW] , und

(3) wenn vars({t}) c V und 9 = AEV], dann et = At .

Eine Umbenennungssubstitution v für eine Teilmenge V von D ist

eine Substitution mit folgenden Eigenschaften:

. ( 1 )  DOM(v) = V r

( 2 )  COD(v)  C D , und

( 3 )  vl ist injektiv
V

Eine Umbenennungssubstitution für eine Klausel C oder eine Klau-

selmenge S i s t  eine Umbenennungssubstitution für d i e  Menge aller

Variablensymbole in C bzw. i n  S .

Für eine Substitution o und e i ne K l a u s e l  C h e i ß t  O C  eine I n s t a n z

von C ,  und falls c c  € E g r ’  eine Grundinstanz von C .

Eine Substitution o ist ein Unifikator einer nicht leeren Menge

D von Termen oder Atomen gdw. [oD[=1. In diesem Fall unifiziert

0 die Menge D und D heißt unifizierbar. o heißt allgemeinster
Unifikator von D gdw. o D unifiziert und außerdem e = 600 für
jeden Unifikator e von D gilt.

Selektoren Eine partielle Funktion 6 € (T»T) heißt Argumentselek—

tor gdw. e s  eine natürliche Zahl k (6 )  gibt, s o  daß für jeden Term

f(t1...tn) mit k(ö)5n gilt: 5(f(t1...tn)) = t k (5 ) '  SEL bezeich—

net die Menge aller Argumentselektoren. Eine partielle Funktion
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a € (T»T) heißt Selektor gdw.

(1) a = ll oder

( 2 )  a ist ei n Argumentselektor oder

(3) a entsteht durch Funktionalkomposition endlich vieler

Argumentselektoren.

SEL* i s t  die Menge aller Selektoren und SEL+ steht für-

SEL*\{idIT
gen von Paaren aus n x T dargestellt werden können, lassen

} .  Ähnlich wie Substitutionen durch endliche Men-

sich Selektoren durch endliche Listen (oder Zeichenreihen)

natürlicher Zahlen repräsentieren (wobei einem Selektor

a = Gno...oö1‚ ö i  € SEL, die Liste <k(ön)‚...,k(ö1)> zuge—

ordnet wird). Diese Listen sind in der Literatur alsmanences

oder Positions bekannt (vergl. [Ros73, HO80]).

Jeder Selektor a induziert eine symmetrische und transitive

Relation E c T x T durch: q E r gdw. a(q)+, a(r)+ und q unter-

scheidet sich von r höchstens in dem durch a selektiertem Un-

terterm. @ ist eine partielle Ordnungsrelation auf SEL* x SEL*
definiert durch: a < 8 gdw. a = 608 für irgendein 6 € SEL+.

Diese Ordnung ist verträglich mit der Untertermordnung auf

Termen, denn a selektiert einen Unterterm des durch B selek-

tierten Terms.

Ein Paar von Selektoren (» und. B heißt schwach unabhängig,

abgekürzt a & B, gdw. a # B und a é B. a und 8 sind unabhän—
gig, abgekürzt & l B, gdw. a f B und a j 8, wobei ag_ß für

a < B oder a = 8 s t e h t .

Für eine Menge I von Literalen, e i n  Paar q , r  von Termen und

einen Selektor a ist q EI r eine Abkürzung für q E r und

E(a(q)a(r)) € I. Das folgende Lemma wird später häufig ver-

wendet (vergl. [Ros73]):
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Lemma 2.2 Seien q , r  € T ,  a‚ß € SEL*, I c L I T  und 0 € SUB.

Dann gilt:

( 1 )  Wenn q 3 r und a(q) = «(r), dann q = r ,

(2) q Btu r gdw. a(q) E a(r) und q & r ,

( 3 )  q gzg*1 r gdw. a(q) §*I a(r) und q E r ,

( 4 )  wenn q & r ,  dann o q  E o r  ,

(5) wenn a(q)+, dann oa(q) = a(oq) ,

(6) wenn a l B und q E r, dann a(q) = a(r) , und

( 7 )  wenn a i B und q gel q '  gel r für irgendein q'EET,

dann q Eel r' g*I r für irgendein r' 61? .

Die Anwendung von Selektoren a € SEL+ auf Atome i s t  genauso de-

finiert wie deren Anwendung auf Terme. Für Literale definiert

man «(L) = a(|LI). Für ein Paar von Literalen L und K ist L & K

definiert wie für Terme, wobei jedoch zusätzlich gefordert wird,

daß L und K nicht komplementär sind. Damit ist dann auch L 541 K

definiert. Setzt  man jetzt noch id (L)+‚ so gilt Lemma 2.2
IT

auch für Literale.

Grundtermersetzungssysteme E in Grundtermersetzungssystem ist

eine Menge gerichteter Gleichungen R = {E(qi ri) € ATgrli € J}
für J c IQ. ”R i s t  definiert durch: q =? r gdw. E(q  r) € R.
_»R bezeichnet die Reduktionsrelation bzgl. R, d.h. q —»R

für e i n  Grundtermpaar q , r  gdw. q ;*R r für irgendein a € SEL*.

r

Wie üblich steht L S R  für d i e  transitive Hülle von —»R und 33?

für die reflexive Hülle von ; L P '

Für eine Folge q1,...,q von Grundtermen ( n21 )  und eine Folge
n + 1
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a1,...,an von Selektoren i s t  q1 ET q2...qn ;» qn+1 eine R-

Reduktion von q aus q der Länge n gdw. q ——» q ...1 1 a1 R 2n + 1

qn E;*R qn+1 gilt°

R heißt symmet r i s ch  gdw. ”R eine symmetrische Relation ist.
_LR ist eine Äquivalenzrelation, falls R symmetrisch ist.

In den nachfolgenden Abschnitten sollen auch Grundliterale

durch Grundtermersetzungssysteme R verändert werden. Dazu de-

finiert man für ein Paar L und K von Grundliteralen L —»R K

gdw. L 643 K für irgendein a E SEL+ .

Für eine Literalmenge I ist das in I enthaltene Grundtermer-

setzungssystem R(I) gegeben durch: R(I) = I n ATär.

Ableitungsregeln und Deduktionen Res(C,L,D,K,o) = o(C-L) Uo(D-K)

bzeichnet die Resolvente der Klauseln C und D bezüglich der kom—

plementären Literale L E C und K E D ,  wobei o ei n allgemeinster

Unifikator von {|L|,|K]} ist. Eine Substitution o faktorisiert

eine Klausel C und oC ist ein Faktor von C gdw. o ein allge-
meinster Unifikator einer Teilmenge von C ist oder o = yer gilt,

wobei T C faktorisiert und y ein allgemeinster Unifikator einer

Teilmenge von T C  ist.

Par(c,L,D,E(qr9,a,c) = 0(C-L) u o(D-E(qrq) u {oK} ist der Para-
modu lan t  der Klauseln C und D bzgl. der Literale L E C und

E(q r) E D gdw. c ein allgemeinster Unifikator von {a(L)‚q}
ist, o L  Q aK und a(oK)  = o r  gilt (bzw. o i s t  ein allgemein—

ster Unifikator von {a(L)‚r}, oL & oK und a(cK) = oq), wobei

oK das Modulantliteral genannt wird (vergl. [Lov78]).

Für eine variablenfremde Klauselmenge S und eine Klausel C be—

zeichnet S L-C die Existenz einer Deduktion von C aus S ,  d.h.

e s  gibt eine Liste von Klauseln <B1‚...‚Bn> mit Bn = C und

B i  E S oder B i  = “iRi' wobei 1siSn, Ri i s t  eine Resolvente,
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}ein Faktor oder ein Paramodulant von Klauseln aus { B 1 " " ’ B i - 1

und v i  i s t  eine Umbenennungssubstitution für {B1,...,Bi_1}. I n

diesem Fall hat die Deduktion die Länge n. Eine Deduktion der

leeren Klausel u aus S wird wie üblich auch eine Widerlegungvon

S genannt. S I E  C bezeichnet eine Deduktion ohne Paramodulanten

und S if C eine Deduktion ohne Resolventen.

Semantische Begriffe Für eine Klauselmenge S bezeichnet S g r  die

Menge aller Grundinstanzen der Klauseln in S .  Für die Berechnung

von Sgr wird im folgenden davon ausgegangen, daß ? und P minimal

sind, d .h .  jedes Symbol aus F und aus P wird i n  mindestens einer

Klausel aus S verwendet. Damit wird erreicht, d a ß Tgr daslkrhxmd—

Uwümrswn und ATgr d i e  Herbrand—Basis von S i s t  [Lov78], wenn zu—

sätzlich angenommen wird, daß C = {0} falls S kein Konstanten-

symbol enthält.

Eine Grundliteralmenge I c LITgr i s t  eine Interpreation gdw. für

alle L EI LC 6 I g i l t .  I heißt reflexiv gdw. E(t t) € I für
alle t € T g r '  I ist E—abgeschlossen (engl. E-cZosed) gdw. für

alle L € I und alle K € LITgr gilt, daß K € I falls L 5+1 K

für irgendein a € SEL+ (bzw. falls L —» K). Eine reflexive
R(I)

und E—abgeschlossene Interpretation heißt E—Interpretation. Fol—

gendes Lemma wird in späteren Abschnitten häufig verwendet:

Lemma 2.3 Für jede E—abgeschlossene Interpretation I gilt:

( 1 )  Wenn I reflexiv ist, dann E(q:r) € I gdw. E(r q )  € I  .

*

(2) Wenn L € I ,  K € LITgr und L _ ä R ( I )  K ,  dann K € I .

Eine Interpretation I erfüllt eine Grundklausel C gdw.

I n C * Q. I erfüllt eine Klausel C gdw. I jede Grundinstanz

O C  von C erfüllt. I erfüllt eine KZauseZmenge S gdw. I jede

Klausel aus S erfüllt. In diesem Fall ist I ein Modell von S
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und S ist er füZZbar .  Ist I eine E-Interpretation, so ist S

E—erfüllbar, I ist ein E—ModeZZ von S und I E—erfüZZt S.



3. GRUNDBEGRIFFE DES ERP—KALKÜLS

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe für den

ERP-Kalkül und die i n  den nachfolgenden Abschnitten verwende—

ten Schreibweisen eingeführt. Dabei werden die zentralen Be—

griffsbildungen aus der mehrsortigen Logik (vergl. [Obe62])

den Begriffsbildungen des RP—Kalküls angepaßt, um so eine mög-

lichst nahtlose Erweiterung des RP—Kalküls zu einem mehrsor-

tigen Kalkül z u  erreichen.

Sorten und Signaturen Sei 5 eine endliche und nicht leere Men-

ge von Sortensymbolen. Die Untersortenordnung S s  von S ist eine

reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf S x 5.

u s  heißt Untersorte von 5 2  und 5 2  Obersorte von 5 1 ,  falls1
3 1  S S  5 2 .  S 1  < s  5 2  s t e h t  fur 5 1  S S  3 2  und s 1  # 5 2 .  5 1  i s t  e i n e

direkte Untersorte von 5 2 ,  s1 <<s s z ,  gdw. s1 <s 3 2  und

3 < 3 < für kein s € 5. Die Menge aller gemeinsamen Unter—1 5  $ 5 2
sorten s1 H 5 2  zweier Sortensymbole s1 und s 2  ist gegeben

$
durch { 3  € S l s  S S  5 1  und s 5 5

ten max$(S) einer Sortensymbolmenge S C S ist definiert als
{ s  € S l s * s  s '  für alle s' € S}. I s t  5 aus dem Kontext bekannt,

52}. Die Menge der maximalen Sor—

so werden Indizes nicht geschrieben — beispielsweise steht dann

[
A I
A

fur s '

<5 ‚<>  ist eine Wohlordnung, denn 5 ist endlich und < ist irre—
flexiv und asymmetrisch. Diese Tatsache wird später in Beweisen

verwendet. Im folgenden werden nur noch geordnete Mengen von Sor—

tensymbolen <S‚S> betrachtet, die  e i n  maximales Element 5 0  be—

sitzen, d.h. s s s o  für alle 5 € S .  <S,s> hat eine Baumstruktur

gdw. für a l l e  5 ,  S 1 ,  3 2  € s m i t  5 1  z s s 5 2  g i l t ,  d a ß  5 1  s 3 2

oaer s1 z 52.

Für eine geordnete Menge von Sortensymbolen <$ ,s>  bezeichnet 5 *

d i e  Menge a l l e r  endlichen Zeichenreihen von Symbolen aus S ,  wo-

bei e für die leere Zeichenreihe steht. Für jedes 5 € S und je-

d e s  w € 5 *  sei U s  eine Menge von Variablensymbolen, FW 3 eine
I
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Menge von Funktionssymbolen und PW eine Menge von Prädikaten-

symbolen. s o  daß diese Mengen paarweise disjunkt sind. Zusätz—

lich wird gefordert, daß E € P s  S und daß ? * ¢ für jedes
o o

in <S,s> minimale 3 gilt. Eine 5—Signatur 2 ist dann eine Fami-
l i e  ' = ' *E w , s  von Mengen mit Z w , s  vs U F w ‚ s  U P W ,  wobei w € 5 und

s e 5. Für 10 =uvs, r- =urw’s, c =u1=e,S und 9 =u9w, mit w e s*
und s € 5 ,  werden Terme, Atome, Literale usw. wie i n  Abschnitt 2

definiert. Dabei i s t  die Stelligkeit eines Funktions- oder Prädi-

katensymbols durch die Länge der entsprechenden Zeichenreihe w

festgelegt.

Syntaktisehe Begriffe Die Ergebnissorte (engl. rangesort) [ a ]

eines Variablen- oder Funktionssymbols a i s t  5 ,  falls a € DSIJFW s
'

(für irgendein w € S*). Die i.te Argumentsorte (engl. domainsort)

[m]. eines Funktions- oder Prädikatensymbols m € F Ul s1...sk,s

P S  5 i s t  S i ’  falls 1sisk. D i e  Sorte [ t ]  eines Terms t i s t  s
1 . . .  k

gdw. t € vs U F oder t = f(t1...tk) und [ f ]  = s .e,s

Für einen Term t und einen Selektor a m it a(t)+ i s t  d i e  a—maxima—

Ze Sorte von t, bezeichnet mit [t]a‚ gegeben durch:

( 1 )  [tla’=[t]‚ falls a = idIT

( 2 )  [t]a==[f]i, falls t = f(t1...tn), a(t) = t i  und a € SEL ,

(3) [t]a=[6(t)]ß‚ falls a, = eos mit ß e SEL und 5 € sm.+ .

Für Selektoren m € SEL+ wird die a-maximale Sorte eines Atoms

genauso definiert wie für Terme. Für Literale L definiert man

[L ]“  = [|L|]a. Das folgende Lemma ist einfach zu beweisen:
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Lemma 3.1 Seien q‚r € T, a‚B € SEL* und o e SUB. Dann
gilt:

(1) Wenn 8 € SEL+, dann [qlßoa = [oc(q)]ß r

( 2 )  wenn q € D und a(q)+, dann [ a  = [ O a  ,

( 3 )  wenn q r und a $LB, dann [ a ( q ) ]  = [ a ( r ) ]  , und

0°
?

(4) wenn q r und a & 5, dann [qla = [rla .W
Z

Offensichtlich gilt dieses Lemma auch für Atome und Literale.

Ei n Term t heißt sortenrecht oder e i n  E-Term bzgl. einer ge—

gebenen S-Signatur E gdw. für jeden Selektor a mit u(t)+ gilt:

[ a ( t ) ]  s [t]a. E i n  Atom A heißt sortenrecht oder e in Z—Atom

gdw. A € P e  oder [a(A)] s [Alu für jeden Selektor @ mit a(A)+.

Ein Literal L ist sortenrecht bzw. ein E—Literal gdw. ILI sor-

tenrecht ist. T E  bezeichnet die Menge aller z—Terme, A T E  steht

für die Menge aller Z—Atome und LITZ i s t  d i e  Menge aller Z-Li-

terale. Folgende Lemmata finden in den späteren Abschnitten

häufig Verwendung:

Lemma 3.2 Seien q € T E '  r € T und m € SEL*.

Dann gilt:

Wenn q E r, a(r) € T2 und [a(r)] s [r]a‚ dann r € TE.

gamma 3.3 S e i  s € S ,  f € F s 1 . . . s n , s  und f(q1...qn) € T.

Dann gilt:

( 1 )  ” S  U F e , s  C T Z  , und

(2) f(q1...qn) € TZ gdw. qi € T2 und [qi] 3 Si

für jedes i m i t  1sisn.
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Offensichtlich gelten diese Lemmata genauso für Atome und Li—

terale.

Eine endliche Menge von Z-Literalen heißt sortenrechte Klausel

oder E—Klausel. Die mehrsortige Sprache £2 ist definiert als

die Menge aller sortenrechten Klauseln. T Z g r  bezeichnet die

, L I T  und £2Menge aller variablenfreien Z—Terme. ATz Egr
gr gr

sind entsprechend definiert.

Gelegentlich werden Sortensymbole als einstellige Prädikaten—

symbole verwendet. In diesen Fällen wird s € P S  für alle 5 € S

angenommen. L I T s  (LIT?) bezeichnet dann die Menge aller (2 - )

Literale der erweiterten Sprache E s  (5:). Ein Atom oder Lite-

ral, dessen Prädikatzeichen e i n  Sortensymbol ist, heißt Sore>

tenatom bzw. SortenZiteraZ.

Sortenaxiome und Relativierungen Die Menge der Sortenaxiome AE

für eine S—Signatur 2 ist eine kleinste Teilmenge von LS, die

folgenden Bedingungen genügt:

(1) {s(a)}€ AZ, falls a e F ,e,s

(2)'{§1(x1),...,§k(xk), s(f(x1...xk))} € AX,

falls xi € vs_‚ f € F S  ...s ‚s und xi # xj' ,
1 1 k

(3) { E  (y), s (y)} € AZ, falls y € D und s « s ‚ und1 2 s1 1 2

( 4 )  AZ i s t  variablenfremd .

AZ ist endlich, falls ? endlich ist.

c 0 . A E  . o '

Die Relatzvzerung C e1ner Z-KZauseZ  C ist eine z-Klausel aus
s .52 mit

A 2  _ _
C = {s1(x1),...,sn(xn)} U C ,
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wobei xi € vs und {x1,...,xn} = va r s (C) .  Die Relativierung
A 1
SE einer Z—KZauseZmenge S ist diejenige Teilmenge von E: mit

A . A
s2 = {c2 € flälc € s} .

_ A A 2  A
I s t  Z durch den Kontext bekannt, so w1rd C anstatt C und S

A
anstatt S z  geschrieben.

Substitutionen und Unifikatoren Eine Substitution a, die

°(T2) c T Z  erfüllt, heißt E—Substitution. SUBZ bezeichnet

die Menge aller z-Substitutionen. Eine E—Umbenennungssubsti-

tution v für eine Menge D von Variablensymbolen, Literalen

oder Klauseln i s t  eine Umbenennungssubstitution für D mit

[vx ]  = [ x ]  für alle x E D. Offenbar ist jede ZmUmbenennungs-
substitution eine z—Substitution.

Für eine Z — K l a u s e l  C und e i n e  Z-Substitution o h e i ß t  o C  eine

z—Instanz von C und falls o C  € L E g r ’  eine Z-Grundinstqnz von

C .  Das folgende Lemma i s t  einfach zu beweisen:

Lemma 3.4 Seien 9,0 6 SUBZ und x € SUB. Dann gilt:

( 1 )  Wenn 6 0 0  € S U B ,  dann G o o  € SUBZ ‚

( 2 )  wenn 6 = A00 ,  dann e = 6 0 0  für irgendein 6 € SUB)j ,

( 3 )  0(LITZ) c LIT undZ I

(4) 0(LZ)  C L Z  .

Eine Menge D von Z—Termen oder Z—Atomen ist Z—unifizierbar

gdw. D durch irgendeine Z-Substitution o unifiziert wird. I n

diesem Fall ist c ein E—Unifikator von D. 0 heißt allgemein-
ster Z—Unifikator von D gdw. o € SUB
Unifikator von D i s t .

Z und 0 e in allgemeinster
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Eine E-Substitution u heißt Abschwächungssubstitution für eine

Menge V c D gdw. u folgenden Bedingungen genügt:

(1) COD(u) c D ,

( 2 )  COD(u)  n V = Q r

(3) “IV ist injektiv , und

(4) [px ]  < [ x ] ,  falls x € DOM(u) .

Für jedes V c D bezeichnet ASUB(V)  die Menge aller Abschwächungs-

substitutionen für V. Offenbar gilt € € ASUB(V) und ASUB(V)<:SUBZ

für a l l e  V c D .

Grundtermersetzuggssysteme Die Z—Reduktionsrelation ”2p eines

Grundtermersetzungssystems bezüglich einer gegebenen S-Signa-
I _ + ' _tur 2 lSt gegeben durch * Z R  — 9 R  n ( T Z g r  x T Z g r ) '  _ Q Z R  bezeich

net d i e  transitive Hülle von * Z R  und 35 p d i e  reflexive Hülle
2

von 1 3 2 3 .  R heißt z -max ima l  gdw. ”R = 1 3 2 R  gilt. Das folgende

Lemma wird im weiteren o f t  verwendet:

Lemma 3.5 Seien R ein E-maximales Grundtermersetzungssy-

stem, q1‚q2 € Tgr und a,ß € SEL*. Dann gilt für 1 € {1,2}:

(1) Wenn q1 3R qz, dann qi € nr , und

(2) wenn q1—E+R q2, a 4 B und a(qi)+,

dann [a(qi)] s [ q a  -

Ableitungsregeln und Deduktionen Die Resolvente R zweier z-

Klauseln ist eine E—Resolvente gdw. der allgemeinste Unifika-

tor, mit dem R gebildet wird, eine Z—Substitution ist. Wird



2 5

eine Z-Klausel durch eine Z—Substitution faktorisiert, so i st

der entstehende Faktor ein E—Faktor. E i n  Paramodulant

P = Par(C,L,D‚E(q:r)‚a‚a)zweier E—Klauseln C und D ist ein Z-

Paramodulant gdw. 0 € SUBE und [or] s [CLJG (bzw. [oq ]  S [0L]a,
falls o r  durch c q  ersetzt wird). Für eine Z—Klausel C und eine

Z-Substitution u heißt „ C  eine abgeschwächte Variante von C

gdw. u eine Abschwächungssubstitution für irgendein V:Dvars(C)

ist. Offenbar i s t  jede E-Resolvente, jeder Z—Faktor, jeder 2—

Paramodulant und jede abgeschwächte Variante eine Z—Klausel.

Für eine variablenfremde Z—Klauselmenge S und eine Z—Klausel C

bezeichnet S PE C die Existenz einer Z—Deduktion von C aus S ,

d.h. e s  gibt eine Liste von Z—Klauseln <B1,...,Bn> m it Bn = C,

B i  € S oder B 1  = v i  R i ’  wobei 1sisn, Ri i s t  eine Z-Resolvente,

e i n  Z—Faktor, e i n  Z—Paramodulant oder eine abgeschwächte Varian—

te von K l a u s e l n  aus { B 1 , . . . ‚ B i _ 1 } ,  und v i  i s t  e i n e  Z—Umbenen-

nungssubstitution für {B1,...,B }. In diesem Fall hat die Z—1—1
Deduktion d i e  Länge n .  Eine E—Deduktion der leeren Klausel u

aus S heißt auch E—Widerlegung von S. S Iii C bezeichnet eine

Z-Deduktion ohne Z—Paramodulanten und S {55 C e i n e  Z—Deduktion

ohne Z — R e s o l v e n t e n .

Semantische Begriffe Für eine Z—Klauselmenge S bezeichnet S Z g r

die Menge aller Z—Grundinstanzen der Z—Klauseln in S .  Eine In—

terpretation I Z—erfüZZt eine Z—KZauseZ  C gdw. I jede Z—Grund-

instanz oC von C erfüllt. I Z—erfüZZt eine Z—Klauselmenge S

gdw. I jede Klausel aus S Z—erffillt. I n  diesem Fall ist I ein

Z-ModeZZ von S und S ist E—erfüllbar. Ist I eine E—Interpre—4

tation, so ist S ZE-erfüllbar, I ist ein ZE—Modell von S und I

ZE—erfüllt S. Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen:
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Lemma 3.6 S e i  s c I:Z und I c LITgr eine Interpretation.

Dann gilt:

(1) S ist E—unerfüllbar gdw. S Z g r  i s t  unerfüllbar ,

(2) S ist ZE—unerfüllbar gdw. S Z g r  ist E—unerfüllbar ,

(3) S E g r  C Sgr , und.

(4) wenn I S E-erfüllt, dann Z—erfüllt I n L I T Z g r

ebenfalls S .

Wie man sich leicht überzeugt, gilt 3.6 ( 4 )  im allgemeinen

nicht für die ZE-Erfüllbarkeit, da es E—Interpretationen I

gibt, so daß I n L I T Z g r  weder reflexiv noch E-abgeschlossen

und damit keine E—Interpretation ist.

I n  den nachfolgenden Abschnitten steht jetzt <s ,s>  immer für

eine partiell geordnete Menge von Sortensymbolen, Z für eine

5—Signatur und S für irgendeine variablenfremde Z-Klauselmen—
: g e .
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4._DIE ABSCHWÄCHUNGSREGEL

Im Unterschied zur Erweiterung eines Hilbert—Kalküls zu einem

mehrsortigen Kalkül, die man gewinnt, indem Ableitungsregeln

und logischen Axiome des gegebenen Kalküls in geeigneter Wei—

se eingeschränkt werden (vergl. [Obe62])‚ kommt bei der Er—

weiterung d e s  RP-Kalküls neben diesen Einschränkungen noch

eine zusätzliche Ableitungsregel, die Abschwächungsregel, hin—

zu. Diese neue Regel, mit der aus Klauseln d i e  abgeschwächten

Varianten dieser Klauseln hergeleitet werden, i s t  unabdingbar

für die Vollständigkeit des mehrsortigen RP-Kalküls, d.h. der

ERP-Kalkül ohne Abschwächungsregel i s t  unvollständig.

Diese Unvollständigkeit i s t  eine Folge des "Prinzips der größ—

ten Allgemeinheit", das den RP—Kalkül gegenüber Hilbert-Kalkü—

len auszeichnet: Im RP—Kalkül können (abgesehen von Faktoren)

aus gegebenen oder hergeleiteten Formeln (Klauseln), im Gegen-

satz z u  Hilbert—Kalkülen, keine Instanzen dieser dieser For—

meln hergeleitet werden. Eine Präzisierung dieser für das auto—

matische Beweisen wichtigen Eigenschaft liefern Wos und Robinson

mit dem Begriff des konservativen (conservative) KaZküZs bzw.

der konservativen Ableitungsregel [WR73]. Wie die beiden nach—

folgenden Beispiele zeigen, muß man aber gewisse Instanzen

von Klauseln, nämlich solche, bei denen Variable durch neue

Variable kleinerer Sorte ersetzt werden, im ERP—Kalkül herlei—

ten können, um Z(E)—unerfüllbare z-Klausmengen im ERP-Kalkül

z u  widerlegen.

Die Unvollständigkeit des ERP—Kalküls ohne Abschwächungsregel

hat zwei Ursachen:

(1) Im ERP—Kalkül gilt der Unifikationssatz nicht mehr (vergl.

Abschnitt 7). Dies betrifft die Bildung der für eine E-Wi—

derlegung erforderlichen Z-Resolventen, Z—Faktoren und 2-

Paramodulanten.
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Beisgiel 4.1 Sei S = {A,B,C,D} mit D « B « A und

D « C « A .  Sei weiter P € P A ,  d € F e , D '  u € 3 B ,  v € D C

und w € DD. Die Z-Klauselmenge S = { {P (u ) } ,  {P(v)}} ist

z-unerffillbar, denn sZgr = {{P(d)}, {§(d)}} ist unerfüll-
bar. Aber weder o = {u+v} noch r = {v+u} sind Z-Substitu—

tionen (s. a .  Satz 7.1 i n  Abschnitt 7), d.h. keine E—Re—

solvente kann mit Klauseln aus 8 gebildet werden. Mit Hil-

fe der Abschwächungsregel kann jedoch folgende Z-Widerle-

gung von S gebildet werden (wobei der Lesbarkeit wegen auf

Z-Umbenennungssubstitutionen verzichtet wird):

(C1) Vu. {P(u)} , gegeben

(C2) Vv. {§(V)} , gegeben _
(W3) Vw. {P(w)} , abgeschwächte Variante uC1 von C1

mit u = {u+w}

(R4)  n , Z-Resolvente von C2 und W 3 ,  denn

0 = {V+w} i s t  eine Z-Substitution.

!

Paramodulation i s t  unvollständig im ERP—Kalkül ohne Abschwä-

chungsregel: Für den RP-Kalkül i s t  bekannt, daß E-unerfüll—

bare Klauselmengen, die  bezüglich Faktorisation und Paramo—

dulation abgeschlossen sind, auch unerfüllbar sind [WR73].

Dagegen findet man ZE-unerfüllbare E-Klauselmengen, deren

Abschluß bezüglich Z—Faktorisation und Z-Paramodulation

nicht z-unerfüllbar ist.

Beisgiel 4.2 Sei 5 = {A,B} mit B <<.A und sei P € PB,
{b1,b2} C F e , B ’  _

ge S = {{P(b1)}, {E(xy)}, {P(b2)}} istZE-unerffillbar, denn

SZgr {{P(b1)}, {E(b1,b2)},...,{P(b2)} ist E—unerfüllbar.

Aus S können vier Paramodulanten abgeleitet werden, nämlich

{x‚y} c ”A und 2 € 93. Die Z—Klauselmen—

{P(x)},{P(y)},{§(x)} und {5(y)}, von denen wegen [x] =
[ y ]  $ [P]1 keiner eine E-Klausel und damit auch kein E-Pa-

ramodulant ist. Mit Hilfe der Abschwächungsregel findet man

jedoch folgende Z-Widerlegung von S (bei der der Lesbarkeit

wegen auf Z—Umbenennungssubstitutionen verzichtet wird):
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(C1) {P(b1)} , gegeben

(C2) Vx,y {E(xy)} , gegeben

(C3) {5(b2)} , gegeben

(W4) Vx,z {E(xz)} , abgeschwächte Variante uC2 von C2

mit u = {y+z}
(P5) V z  {P(z)} , Z—Paramodulant von C1 und W4

(R6) 0 , Z—Resolvente von P 5  und C3.

Beide Beispiele zeigen, daß erst mit Verwendung der Ab—

schwächungsregel Z(E)—unerfüllbare Z—Klauselmengen auch

2-widerlegbar werden. Daß dies immer gilt, wird mit  dem

Beweis des Vollständigkeitssatzes für den ERP—Kalkül (Ab—

schnitt 8 )  gezeigt.

Nun kann die Vollständigkeit eines Kalküls trivialerweise im—

mer durch Hinzunahme zusätzlicher Ableitungsregeln erzwungen

werden. Folgende Überlegung zeigt jedoch, daß die Hinzunahme

der Abschwächungsregel d i e  ( i n  einem intuitiven Sinn) klein—

ste für d i e  Vollständigkeit hinreichende Erweiterung des mehr—

sortigen Kalküls darstellt:

Man kann den RP—Kalkül a l s  einen Spezialfall de s ERP-Kalküls

auffassen, bei dem d i e  Menge der Sortensymbole S genau d as

Element s o  enthält. Da für jede Abschwächungssubstitution u

[px ]  < [ x ]  für jedes x € DOM(u) erfüllt sein muß, [px ]  < [ x ]

für S = {so} aber immer falsch ist, gilt DOM(u) = ¢ bzw. u = e .

Damit gibt e s  keine echten abgeschwächten Varianten, und der

ERP-Kalkül mit einelementiger Sortensymbolmenge i s t  identisch

mit dem RP—Kalkül.

Abschließend sei darauf hingewiesen, daß d i e  Abschwächungsre-

g e l  lediglich dazu dient, einen vollständigen, mehrsortigen

Kalkül i n  möglichst einfacher Anlehnung an den RP-Kalkül z u

definieren. Wie i n  Abschnitt 11 gezeigt wird, kann bei einer

praktischen Realisierung des ERP—Kalküls durch einen automa—
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tischen Beweiser auf eine direkte Implementierung dieser Regel

verzichtet werden, wobei dann der implementierte Kalkül im Sin-

ne von Wos und Robinson [ W R 7 3 ]  konservativ ist.
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5. SORTENRECHTE TERMERSETZUNGEN

EfInterpretationen und E—Modelle lassen sich formal mittels

Grundtermersetzungssystemen bequem handhaben, wenn die E—Ab-

geschlossenheit einer Interpretation I über die Reduktions—

relation R(I) definiert wird.

Für die Vollständigkeit der z-Paramodulation (im Basisfall)

sind Grundtermersetzungssysteme und deren Z—Reduktionsrela—

tion von besonderer Bedeutung. Wie später gezeigt wird, hängt

die Vollständigkeit der E-Paramodulation im wesentlichen da—

von a b ,  daß die Relationen ;LR und j Ä E R  für gewisse Grundterm-

ersetzungssysteme R auf T übereinstimmen: GesuchtZgr x T E g r

wird ein Kriterium für Grundtermersetzungssysteme R, das hin—

reichend i s t  für

Dabei besteht das Problem darin, d a ß bei einer Reduktion

q ;LR r mit q,r E T im allgemeinen Terme als "Zwischen-
Z g r

ergebnisse" anfallen, d i e  nicht sortenrecht sind. Dies sei

an einem Beispiel erläutert:

Bezsgzel 5.1 Sei 5 = {A,B}, f E F A , B '  g E F B , B '  a,b € F e , A

. und c,d € F e  B' Dann ist R = {(i) a = g(C), (ii) g(c) = g(d),

(iii) g(d) = b} ein Termersetzungssystem mit f(a) LLB f(b), da

'(*) f(a) ill f(g(c)) illl f(g(d)) iiiil f(b)

eine R-Reduktion ist. Wie man sich leicht überzeugt, ist dies

die einzige R-Reduktionxnn1f(b) aus f(a). Da diese R—Reduktion

aber mit f(g(c)) und f(g(d)) Terme enthält, d i e  nicht sorten-

recht sind, ergibt sich

+f ( a )  —F—*ZR f(b) . B

Welcher Forderung müsste nun R genügen, um doch noch

f(a) ; L Z R  f(b) z u  ermöglichen?
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Wie man sieht, wird bei der R-Reduktion (*) ausgehend von dem

sortenrechten Term f(a) zunächst eine "sortenfalsche" Erset-

zung vorgenommen, d ie  dann aber im Verlaufe der R—Reduktion

"berichtigt" wird, d a  man j a  zuletzt den sortenrechten Term

f(b) erhält. Wenn man nun d i e  gerichtete Gleichung (i), d i e  i n

(*) aus T Z g r  herausführt, mit der gerichteten Gleichung (iii),

die wieder nach T zurückführt, z u  einer neuen gerichtetenzgr
Gleichung

(iv) a = b

zusammenfaßt und R um (iv) erweitert, erhält man d i e  neue R-

Reduktion

(iV)f ( a )  f(b)

und damit

f(a) 3—“ f(b) .

Dieses Beispiel legt nahe, die Transitivität eines Grundtermerset-
+ +

zungssystems R z u  fordern, d.h. ”R = 2‚R’ um —+R = _ ä z R  auf
T Z g r  x T Z g r  z u  garantieren.

Folgendes Beispiel zeigt jedoch, daß die Transitivität allein

noch nicht hinreichend i s t :

Beispiel 5.2 Seien S und R gegeben wie in Beispiel 5.1, wobei

R jedoch anstatt (ii) die gerichtete Gleichung

(ii') c = d

enthält. Da die Reduktion (*) aus Beispiel 5.1 auch hier die

einzige R-Reduktion von f(b) aus f(a) ist und (*) nicht sor-

tenrechte Terme enthält, gilt immer noch

+
f(a) -+-—-*ZR f ( b )  ,

obwohl jetzt 'R =’:R erfüllt ist. a
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Das Problem i s t  hier, daß d ie Transitivität nicht ausgenutzt

werden kann, da nur der Unterterm c d es Terms g(c), der

f(g(c)) sortenfalsch macht,und nicht g(c) direkt ersetzt wird.

E s  muß also gefordert werden, daß R mit c = d auch g(c) # g(d)

enthält. I s t  R außerdem transitiv, s o  ergibt sich wie im vor-

herigen F a l l

und damit dann

f(a) i’m f(b) .

Für ein Grundtermersetzungssystem R fordert man also, daß R

transitiv und abgeschlossen bezüglich _ ä z R  ist, d.h. man for—

dert

=> _ _ ;  U——->
R R ER ’

i: n ( T  x T ) = LB z u  arantierenum R Zgr Zgr ZR 9 ’ '

Da hier  = c T x T vorausgesetzt wird, ist, wie man sich
R Zgr Zgr

leicht überzeugt, diese Bedingung äquivalent mi t

+
= =

R _’2R'

d . h .  m i t  der Z — M a x i m a l i t ä t  v o n  R.

Zusammenfassend ergibt sich folgender Hauptsatz, der i n  diesem

Abschnitt b e w i e s e n  werden s o l l :

z-Reduktionssatz S e i  R ein Z—maximales Grundtermerset—

zungssystem. Dann gilt
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Das Hauptproblem beim Beweis dieses Satzes i s t  der Nachweis,

daß

+ +
_ * R  n ( T Z g r  x n r )  C _ 4 2 2

gilt. Dies läßt sich durch Induktion über d i e  Länge n einer

R—Reduktion

( 1 )q1 ; ' 1 ’  q 2  . . .  q n  “"—n" qn+1 '  q1 lqn+1€  n r

zeigen: E s  wird e in konstruktives Verfahren angegeben, m it  dem

aus jeder R—Reduktion (1), die {q2‚...‚qn} ¢ T Z g r  erfüllt, eine

R—Reduktion q1 + r2...rn_1 » qn+1 gewonnen wird, d i e  kürzer a l s

die gegebene R—Reduktion (1) ist. Damit können Schritt für

Schritt alle Terme q i  € T z  r aus der gegebenen R—Reduktion

entfernt werden und man erhält zuletzt eine R-Reduktion von

qn+1 aus q 1 ,  in der alle Terme sortenrecht sind, d . h .  für die
+q1 “**zn qn+1 gilt-

Das konstruktive Verfahren läßt sich wie folgt skizzieren:

Zunächst wird aus (1) eine R—Reduktion

(2) qi_1 32i7 qi-..qj_1 53:: qj. (Zsi<35n+1)

ausgewählt, für die a i - 1  _1 gilt und in der alle Terme= a _

]
ai_1(qi)‚...‚ai_1(qj_1) sortenrecht Sind, aber an der P051-

tion “1-1 in q i " " ’ q j - 1  der Signatur nicht genügen. Die Exi-

stenz einer solchen R—Reduktion wird durch das Z—Reduk t ions -

lemma ( 5 .1 )  gesichert.

Mit Hilfe des Versch i ebe l emmas  (5.2) wird dann gezeigt, daß

(2) immer noch eine R—Reduktion ist, wenn jeder Selektor

ah(ishsj-1), für den a h  <-ai_1 g i l t ,  i n  ( 2 )  durch a i - 1  ersetzt

wird. Für Beispiel 5.2 entspricht dies dem Übergang von

f(g(c)) * R  f(g(d)) mittels c 3 R  d nach f(g(c)) 9 R  f(g(d))

mittels g(c) = g(d), der in einem GrundtermersetzungssystemR
R mit _ Ö Z R  : ”R immer möglich ist.
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Die Ersetzung der Selektoren a h  durch a i — 1  in ( 2 )  garantiert,

daß a h  L a j -1  gilt. Damit kann das Ver tauschungs l emma (5.3)
angewendet werden, wonach e s  eine R—Reduktion zu (2) gibt, in

der die Reihenfolge der Ersetzungen so  vertauscht wurde, daß

die erste Ersetzung nun mittels des Selektors a j—1  vorgenom-

men wird, d.h. e s  gibt eine R-Reduktion der Form

(3) qi-1 53:: ri ET'* ri+1 "' rj—1 E"* qj '
Da a j_1

t d t s l emmas  (5.4) z u  der R—Reduktion

= a i — 1  gilt, läßt sich (3) mit Hilfe des Transitivi-

I . .  r 'r 3—1 a(4) q i — 1  a. i+1
1-1

verkürzen. Damit i s t  eine R—Reduktion

(5) q1 ;» q2 ... qi_1 51:: ri+1 ...1 r .  _ _ ä q j  . . .  q n  (x—r;qn+1
3—1 aj_2

der Länge n-1 gefunden worden, also eine R—Reduktion von qn+1

aus q1‚ die kürzer ist als die gegebene R-Reduktion (1).

Nachfolgend sollen nun die benötigten Hilfssätze und anschließend

der Z—Reduktionssatz bewiesen werden:

Lemma 5.1 (Z—Reduktionslemma) Sei  R ein  Z-maximales Grund—

termersetzungssystem und

(1) q1 a: q2 "“ qn a; qn+1 '
(n21), eine R-Reduktion mit q1,qn+1 € T E g r  und {q2,...,qn}<tgr.

Dann gibt e s  Indizes i und j m i t  2si<j5n+1‚ so d a ß  für alle h

m i t  ishsj-1 gilt:

( 2 )  ( „ j - A l  = OLi_1

(3) ai_1(qh) E nr , und

(4) [ai_1(qh)] $ [tai_1 .
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Beweis Da {q2‚...,qn} ¢ nr gilt, gibt es irgendwelche Terme

q € {q2,...,qn} und dazu Selektoren B € SEL+ mit B(q)+ und

[B(q)] $ [q ]ß .  Sei nun a ein solcher Selektor, der minimal be-

züglich 6 ist, und s e i  qm e i n  Term der R—Reduktion (1) mit

(5) a(qm)+und [a(qm)] $ [ q m j a f  (Zsmsn) .

Sei qi_1 der erste Term links von qm in der R—Reduktion ( 1 ) ,
der

(6) [a(qi_1)] $ [qi_1]a‚ falls a(qi_1)+ (i—1<m)

erfüllt und sei qj der erste Term rechts von qm in ( 1 ) ,  der

(7) [a(qj)] S [qj]a, falls a(qj)+ (m<3)

erfüllt.

Die Existenz von q i - 1  ist gesichert, da q1 in (1) links von

qm steht und als Z—Term [ a (q1 ) ]  s [q1 ]a  für a(q1)+ erfüllt;

Ebenso garantiert q € T d i e  Existenz von q j .n+1 Zgr

Da qi_1 der erste Term links von qm in (1) ist, der (6) er-

füllt gilt sicher a(qi)+ und [a(qi)] $ [ q a '  Die folgende

Fallunterscheidung zeigt, daß damit auch a(qi_1)+ wahr ist:

Fal l  (i) a o “1-1 :  Aus qi_1 ä——?»R qi und a(qi)+ ergibt sich

mit Lemma 3.5 (2) [ a ( q i ) ]  s [qi]a; d.h. dieser Fall i s t  unmög—

lich.v¢

Fall (ii) a 2 ai_1: Mit qi_1 a——»R qi erhält man a'i_1(qi_1)+
und damit auch a(qi_1)+.¢ 1—1

Fal l  (iii) a 1 “1—1: Aus qi_1 ;———#R qi ergibt sich mit Lem—
i-1

ma 2.2 (6) a(qi_1) = a(qi), und da a(qi)+ gilt, muB a(qi_1)+

gelten.¢
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I n  jedem (möglichen) Fall ergibt sich also a(qi_1)+‚ und mit

(6) erhält man

(8) a(qi_1)+ und [a(qi_1)] s [qi_1]a (i—1<m) .

Auf die gleiche Weise läßt sich a(qj)+ beweisen, und man er-

hält mit (7)

(9) a(qj)+ und [a(qj)] s [ q j ] a  (m<j) .

Mit qi_1 und q j  hat man also Terme der R-Reduktion (1) gefun-

den, d i e  der Signatur an der Stelle a genügen. Folgende Über-

1 der R-Reduk—

tion ( 1 )  gefunden hat, bei denen die  Signatur an der Stelle a

legung zeigt, daß man damit auch die  Terme qi,qj_

durch qi_1 —»R<äfimafletzt" wird, wobei dieser "Sortenfehler"

1
Andernfalls müsste für irgendein h mit i s t — 1  [a(qh)] S [qh]

erst mit qj_ —»R q j  berichtigt wird (vergl. Beispiel 5 .1 ) .

0.

gelten, falls a(qh)+ wahr wäre:

FaZZ (i) iSh<m: Dann ist qh und nicht qi_ der erste Term1
links von qm in der R—Reduktion (1), der [a(qh)] s [ t a ’  falls

a(qh)+, erffillt.v¢

FaZZ (ii) h = m: Wegen (5) ist dieser Fall unmöglich.Vü

FaZZ (iii) m < t - 1 :  Dann i s t  qh und nicht q j  der erste Term

rechts von qm in der R—Reduktion ( 1 ) ,  der [a(qh)] s [ t a ’

falls a(qh)+, erffillt.v¢

Damit ist also

(10) a(qhy»und [a(qh)] $ [ t a  für alle h mit ishsj-1

b e w i e s e n ,  d . h .  a l l e  Terme z w i s c h e n  den I n d i z e s  i und j - 1

(einschließlich) i n  der R—Reduktion (1) genügen an der Stelle

a nicht nur der Signatur. Allerdings gilt, daß alle durch a



selektierten Unterterme dieser Terme sortenrecht sind: Gäbe

es nämlich einen Index h' mit ish'sj—1, so  daß a (qh . )  nicht

sortenrecht wäre, so müsste ja [6(a(qh‚))] $ [a(qh‚)]6 =[qh . ]ö°a
für irgendein & € SEL+ mit 6 (a (qh . ) )+  gelten. D a  jedoch 60a 0 a
gilt, steht dies im Widerspruch zur Minimalität von a .  Man er-

h ä l t  somit

(11) a(qh) € T Z g r '  für alle h mit i Shs j - 1  .

E s  soll nun bewiesen werden, daß

( 12 )  a = ai_1

gilt: Nimmt man a n ,  ( 12 )  sei falsch, s o  ergibt sich a < “r4'

d .h .  a <-ai_1 oder a $ ‘a i_1 .a l a. der :> .1-1 ° a o°1—‘l'

FaZZ (®) @ <-ai_1: Da qi_1 5;:Tafl qi wegen (1) und a(qi)+

wegen (10)  gilt, erhält man mit Lemma 3.5 (2) [a(qi)] s [qi]a,
d.h. einen Widerspruch z u  ( 10 ) .V¢

FaZZ (1%) a 9 “1 -1 :  Wegen qi_1 52:?»R qi erhält man mit Lem-

ma 3.1 (3) [ a (q i _1 ) ]  = [ u (q i ) ]  und mit Lemma 3.1 (4)

[qi_1]a = [qi]a. Wegen (8) ergibt sich somit [a(qi)] SEqG,
d.h. ein Widerspruch zu ( 10 ) .V¢

Genauso zeigt man

( 13 )  a = a j_1  .

Mit (12 )  und (13 )  erhält man jetzt ( 2 ) ,  aus (12 )  und ( 11 )  er—

gibt sich ( 3 ) , und  mit ( 12 )  und (10 )  ist (4) bewiesen. fl
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Lemma 5 . 2  (Verschiebelemma) S e i  R e i n  Z-maximales Grundtenm-

ersetzungssystem und q1 ;» q 2  ... qn a» qn+1, n21, eine R-

Reduktion mit { a 1 ( q 1 ) , . . . 3 a 1 ( q n + 1 ) } C T 2 3 r .  Dann gibt es Se-

lektoren B1,...,Bn € SEL*, sodaß für alle h mit 1shsn gilt:

(1) q1 §:”R q2 BZ’R q3 " '  qn §;*R qn+1 '

( 2 )  ßh = a 1 ,  falls a h  0 a1 , und

falls a 1k'a.(3) sh h 1 .( 1 h ,

Beweis Dieses Lemma wird mittels Induktion über d i e  Länge n

der R—Reduktion gezeigt:

Induktionsanfang n = 1: Das Lemma gilt trivialerweise.¢

Induktzonsschrztt: Sei q1 a: q2 ... qn a; qn+1 5;:: qn+2 eine

R—Reduktion mit {a1(q1)‚...,a1(qn+2)} C nr' Als Induktions-

hypothese wird für jede R—Reduktion der Länge n die Existenz

einer Folge von Selektoren ß 1 ‚ . . . ‚ ß n  € SEL* angenommen, d i e

die Bedingungen ( 1 ) ,  (2) und (3) erfüllen.

Für a & a1 definiert man 8 und erhält mit der In—n+1 n+1 : o‘n+1

duktionshypothese eine Folge von Selektoren B 1 " " ’ B n ' ß n + 1  mit

den gewünschten Eigenschaften.

Sei nun a <va1 .  Dann g i l t  a = Boa1 für irgendein B € SEL+
n+1

Mit Lemma 2.2 (3) ergibt sich
n + 1

und somit qn+1 Ezäq qn+2.

°1(qn+1) €*R a1(qn+2) und qn+1 d] q n + 2 '  Da nach Voraussetzung

“1(qn+1)'“1(qn+2) € nr gilt' erhält man o‘1(qn+1) '*zn “1(qn+2)
und somit a1(qn+1) = a1(qn+2), denn R ist Z-maximal.B

Mit q ergibt sich dann q d.h. mit
n+1 &} q n + 2  n+1 a1 R q n + 2 ’

8 n + 1  = a1 und der Induktionshypothese erhält man eine Folge von
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Selektoren B1,...,ßn‚ß d ie die Bedingungen ( 1 ) ,  (2) und

(3) erfüllen. ¢fi
n+1 ’

Lemma 5.3 (Vertauschungslemma) Sei R ein G r u n d t e r m e r s e t z u n g s -

system und q1 a» q2 ... qn ;» qn+1, n21, eine R-Reduktion

mit ai £ an für alle i mit 1sisn. Dann gibt es Terme

r2,...,rn € Tgr’ so daß q1 5; r2 5» r3 ... r n  5—-* qn+1

1 n - 1
e i n e  R-Reduktion i s t .

Beweis Das Lemma wird durch Induktion über di e Länge n der R-

Reduktion bewiesen:

Induktionsanfang n = 1: Das Lemma gilt trivialerweise.¢

Induktionsschritt: Sei q1 a» q2 ... qn+1 a——» qn+2 eine R-
1

Reduktion mit a. i a für jedes i mit 1si5n+1. Als Induk-
i n + 1

tionshypothese wird angenommen, d a ß  da s Lemma für alle R—Re—

duktionen der Länge n gilt. Also gibt e s  Terme r3,...,rn+1€ETgr,

so daß q2 53:7 r3 5: r4 ... rn+1 a» qn+2 eine R—Reduktion ist.

Damit ist auch q1 ET g2 53:? r3 eine R-Reduktion und da nach

Voraussetzung a1 £ “n+1  gilt, erhält man mit Lemma 2.2 ( 7 )

q1 EZ:?»R r2 &?»R r 3  fur irgendein r 2  € T g r '  Also hat man Ter—

me r2,...‚rn_l_1 € T g r  gefunden, s o  daß q.l W K  r2 T R  r 3

1
rn+1 (En-’12 qn+2 g i l t ' "

Lemma 5.4 (Transitivitätslemma) Sei R e in Z-maximales

Grundtermersetzungssystem und q1 -3  q 2  . . .  qn 7? q n + 1 , n 2 1 ,

eine R-Reduktion. Dann g ilt q1 3+a+1 .

Beweis E s  gilt qi  E qi+1 und a(qi) ”R a(qi+1) für alle i mit

1sisn. Also gilt a(qi)JÄER a(qi+1), denn R ist Z-maximal, da-

mit auch a(q1)—_'-'-*ER a(qn+1), da ——azR transitiv ist und
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schließlich a(q1) = R  a(qn+1) wegen der Z-Maximalität von R.

Mit q i  E qi+1 und der Tran51t1v1tat von 3 ergibt SlCh q1 3 qn+1

und mit a(q1)  3 R  
a (qn+1 )  erhält man q1 EQR qn+1.n

Abschließend s o l l  nun der Hauptsatz dieses Abschnitts, der

Z — R e d u k t i o n s s a t z  bewiesen werden:

Satz 5.5 (z-Reduktionssatz) Für jedes Z—maximale Grundterm-

ersetzungssystem R gilt:

' ll ll ' + + + "
ß f w e z s  : M l t  _ ä R  : f i x ?  und ( T E g r  X T Z g r )  : — » Z R  erhalt man

—» n ( T  - X T ) D —» ‚ #
R Zgr Zgr Z R

“ c “  Der Beweis wird indirekt g e f ü h r t ,  indem man annimmt, daß

e s  Terme q 1 , q  g i b t ,  für d i e  zwar q 1  LLB q n + 1  aber
+ n+1 € T E g r

nicht q1 — * Z R  qn+1 gilt: S e i

(1) q1 a: q2 --- 
qn ;; qn+1

eine R—Reduktion von q aus q1 mit minimaler Länge. D a  q 1 ‚
n + 1

qn+1 € T Z g r  und q1 —%»ZR qn+1, gilt n22 und {q2,...,qn}<t r'
9

Nach dem E—Reduktionslemma ( 5 .1 )  gibt e s  dann Indizes i und j

mit Zsi<j5n+1, s o  daß für jedes h m i t  ishsj-1 gilt:

(2) o‘j—1 = 0‘1-1

(3) ai_1(qh) € T Z g r  , und

(4) [ai_1(qh)] $ [qh3ai_1 .

Im folgenden wird nun der durch i und j bestimmte Teil
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(5) q i - 1  &
i-1

qi -.. q- -—-» q

der R-Reduktion (1) betrachtet: Da ai_1(qi_1) “R ai_1(qi),

aj_1(qj_1) ”R aj_1(qj) und R E-max1ma1 lSt, gllt mit Lemma

3.5 (1) ai_1(qi_1) € T Z g r  und uj_1(qj) € T Z g r '  Unter Beruck—

sichtigung von (2) und (3) ergibt sich damit {ai_1(qi_1),...‚

ai_1(qj)}c nr’ und man erhält mit dem Verschiebelemma (5.2)

eine Folge von Selektoren ß i - 1 " " ’ ß j — 1  € SEL*, s o  d aß für a l -

le h mit i—1shsj-1 gilt:

(5) qi—1 r—‘a qi e—i’n qi+1 qj—1 m qj ,i-1 ) -

(7) 8 h  = a i - 1 ’  falls a h  « “1—1 ,und

(8) 8h = ah , falls ah P “1—1

Mit (2) und (8) erhält man

(9) B j -1  = “1-1

Als nächstes soll nun gezeigt werden, daß für jeden Selektor
B h  mit ishsj—1 B h  i ai_1 erfüllt ist:

FaZZ (i) ai_1-> ah: Wegen (7) gilt B h  = “1-1 und damit na—

türlich auch ßh £ ai_1.¢

Fall (ii) “1-1 é ah: Damit gilt ah % “1-1 und mit (8) erhält
man B h  = ah, also B h  i a i - 1 ' ¢

<-FaZZ ( i i i )  ai_1
(3))ergibt sich mit Lemma 3.5 (2) [ai_1(qh)] s [ t a i _ 1  und

a h :  Aus qh Egék qh+1 und ai_1(qh)+ (wegen

damit ein Widerspruch zu (4 ) .V¢

Damit i s t  8 h  i “1-1 für jedes h mit ishsj—1 bewiesen. Wegen (8)
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gilt B.1 _ 1  = ai_1, und mit (9) erhält man schließlich:

(10) 8 h  i Bj_1 für jedes h mit i—1shsj-1 .

Aus (6) und (10 )  folgt jetzt mit dem Vertauschungslemma (5.3)

d i e  Existenz einer Folge von Termen r i ‚ . . „ r  € T so daß
j-1 g r ’

j _ 1  R r i  B. “*R r i + 1  " °  r j - 1  ET“‘*R q j1-1 3-2

und damit

(12) qi—1 JT"*R r i  a. “*R ri+11-1 1—1

gilt, denn ß j - 1  = ai_1 wegen ( 9 )  und ß i — 1  = “1-1 wegen (8).

Aus ( 12 )  erhält man mit dem Transitivitätslemma (5.4)

( ‘ 3 )  qi—1 a;:;*a ri+1 -

Damit hat man e i n e  R—Reduktion

-q1 €* q z  “"  qi-1 a._'r. —» r. ‚„ r„_ ———»cL —+q. ... -1 1 1 1+1 Bi 1+2 j 1 B. j a. 3+1 qn(%1qh+1

3-2 J

von q aus q1 mit Länge n—1 gefunden, d.h. die R-Reduktion (1)
n + 1

i s t  nicht m i n i m a l . V a

Der Z—Reduktionssatz gilt offensichtlich auch für R-Reduktionen

von Basisliteralen und wird im nachfolgenden Abschnitt in folgen—

der Fassung verwendet:

Für jedes Z-maximale Grundtermersetzungssystem R gilt:

+ _ +_ * R  n ( L I T Z g r  x L I T Z g r )  — _ » E R  ,
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6. DIE VOLLSTÄNDIGKEIT DES ERP-KALKÜLS IM BASISFALL

I n  diesem Abschnitt wird der

Vollständigkeitssatz ffir den ERP—Kalkül im Basisfall Wenn
S z g r  E unerfullbar lSt, dann gilt S E g r  I f  o

bewiesen. Bevor jedoch e i n  formaler Beweis für diesen Satz ge—

geben wird, sollen einige Vorbetrachtungen angestellt werden:

Z-Deduktionen unterscheiden s i c h  von Deduktionen durch

— die Einschränkung der allgemeinsten Unifikatoren aufZ—Sub-

stitutionen und

- die Beschränkung der Z-Paramodulation durch die Sortenrecht—

heit der Modulantliterale.

Da im Basisfall jeder allgemeinste Unifikator d ie leere Sub—

stitution € ist - also eine 2—Substitution — i s t  jede para—

modulationsfreie Deduktion.l§ aus einer sortenrechten Basis—

klauselmenge offensichtlich auch eine Z-Deduktion k—- aus die-
Z R

ser Menge, d.h. für jede sortenrechte Klauselmenge S gilt:

{C € E E g r l s Z g r  I-z—R C} = { C  E E g r l s z g r  IE C} .

Damit ist jede Widerlegung einer sortenrechten Basisklausel—

menge auch eine Z-Widerlegung dieser Basisklauselmenge, d .h .

der ERP-Kalkül ohne Paramodulation ist im Basisfall trivialer-

weise vollständig.

Auf Z-Deduktionen F— aus Basisklauselmengen trifft dieser
EP

Sachverhalt nicht mehr z u ,  da die Beschränkung der z—Paramo—

dulation durch die Sortenrechtheit der Modulantliterale auch

im Basisfall wirksam ist, d.h. hier g i l t  nur noch:

{ C  € EZnSZgr  "fi C} c { C  € E g r l S Z g r  [1? C } .
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Die E-Paramodulation bewirkt also eine echte Ver f e inerung  der

Deduktionen im Basisfall. Damit hängt die Vollständigkeit des

ERP—Kalküls im Basisfall allein von der Vollständigkeit dieser

Verfeinerung a b ,  die folgendermaßen formuliert werden kann:

E „ . .(*) Wenn { C  € L g r l s z g r ' l f  C} unerfullbar ist, dann ist

E ..auch { C  € EZnSZgr  _ZP C} unerfullbar.

Um (*) z u  beweisen, werden die folgenden Klauselmengen defi—

n i e r t :

Definition 6 . 1
E

Par(S) = { C  € E g r l S Z g r  If; C}

Par (S) = {c e ; lsE |— c}
E Zgr Z g r  EP

_ E _ . . .
RPar(S) — {C € EgrlsZgr |P C, wobei keine Klausel in

'}F allein durch Paramodulation in ein posi-

tives Gleichheitsliteral entsteht}
n

Da die Unerfüllbarkeit von Par(S) äquivalent mit der Unerfüll-

barkeit von RPar(S) i s t  [Lov78], i s t  ( * )  bewiesen, wenn aus

der Erfüllbarkeit von ParE(S) die Erfüllbarkeit von RPar(S)

geschlossen werden kann. Dies läßt sich folgendermaßen bewerk-

stelligen:

Zunächst werden sogenannte zE—beschränkte Interpretationen einge-

führt, und e s  wird gezeigt, daß Parz(S) eine ZE-beschränkte

Interpretation als Modell besitzt, vorausgesetzt ParZ(S) ist

überhaupt erfüllbar. Weiter wird gezeigt, daß jede EE-beschränk-

te Interpretation e in  Z-maximales und symmetrisches Grundterm-

ersetzungssystem enthält. Damit kann die sogenannte Redaktions-

hüZZe I* einer ZE-beschränkten Interpretation I eingeführt

werden, von der dann gezeigt wird, daß auch diese wieder eine



46

Interpretation ist. Abschließend wird dann bewiesen, daß die

Reduktionshülle I *  einer ZE-beschränkten Interpretation

RPar(S) erfüllt, vorausgesetzt I i s t  e i n  Modell von Parz(S).

Kernstück des Vollständigkeitsbeweises für d i e  Paramodulation

ist der Nachweis, daß jede bezüglich Paramodulation abgeschlos—

sene Basisklauselmenge e i n  E-Modell besitzt, vorausgesetzt,

diese Menge i s t  überhaupt erfüllbar: Man zeigt, daß jedes mi—

nimale Modell von Par(S) ein E—Modell ist [WR73].

Überträgt man diesen Beweis auf die E—Paramodulation, d.h.

auf minimale Modelle von ParZ(S), so erhält man jedoch kein

E—Modell mehr, sondern ein  Modell M ,  das mit einem E—Modell

M *  auf L I T Z g r  übereinstimmt, d.h. für das gilt

= *M M n L I T Z g r

wobei hier erst einmal vorausgesetzt wird, daß M *  überhaupt

existiert. Ursache dafür ist, daß alle Literale i n  ParZ(S)

sortenrecht sind. Diese Eigenschaft einer Interpretation,

übereinzustimmen, wirdZgr
durch den Begriff der ZE-beschränkten Interpretation beschrie—

mit einer E-Interpretation auf LIT

b e n :

Definition 6.2 Sei I eine Interpretation. I heißt Z—re—

flexiv gdw. E(q q)  € I für alle q E T Z o ' r '  I ist EPS—abgeschlos-

sen gdw. für alle L € I und alle K € L I T Z g r  mit

L _ * R ( I )  K ,  K € I gilt. I wird eine EE-beschränkte Inter—

pretation genannt, gdw. I Z—reflexiv und ZE-abgeschlossen

ist und außerdem I c L I n r  gilt.u

Als erstes wird nun bewiesen, daß jedes erfüllbare Parz(S) ein

ZE-beschränktes Modell besitzt:
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Lemma 6 . 1  wenn Parz(S) erfüllbar ist, dann gibt es eine

zE-beschränkte Interpretation, die Parz(s) erfüllt.

Beweis Sei M ein minimales Modell von Parz(s). Es wird gezeigt,

daß M ZE-beschränkt ist:

. E „ .Z-reflex1v. Da {E(qtq)} E S Z g r  c Parz(S) fur j e d e s  q € T Z g r

gilt und M Parz(S) erfüllt, g i l t  offensichtlich E(q<q)  € M ,

d.h. M ist Z—reflexiv.¢

ZE-ghgeaflflxßsen: Se1 L € M und K € L I T Z g r '  so  daß L _ é R ( M )  K

gilt, d.h. L 7?M K für irgendein a E SEL+ .  Nimmt man a n ,  daß

M n C #?{L} für jedes C € ParZ(S) gilt, so ergibt sich wegen
M n C * ® ,  daß ( M  — L )  n C # $. Somit erfüllt ( M  — L )  ParE(S)

im Widerspruch zur Minimalität von M.V Also gilt

( 1 )  M n C = { L }  für mindestens e i n  CL € Parz(s)
L

und wegen E(a(L)a(K)) € M mit der gleichen Schlußweise

(2) M n cE ={E(a(L)a(K))} für mindestens ein cE E Parz(S) .

Sei nun C der Paramodulant von CL und CE bezüglich L und

E(a(L)a(KD, d.h.

(3) ci= (CL - L) u (CE—E(a(L>a(K)))u {K} .

Da K E L I n r ’  gilt [a(K)] s [K]a. Wegen K a L ergibt sich

mit Lemma 3.1 (4) [KJQ = [Lla und damit dann [a(K)] s [L]a.

Also i s t  C sogar e i n  E-Paramodulant, d.h. C € ParE(S) und

deswegen

(4 )Mnc*¢  .

Mit (1), (2) und (3) erhält man M n C = M n {K} und wegen

(4) dann K E M, d.h. M ist ZE-abgeschlossen.¢
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Bl c LITZ r :  Angenommen e s  gilt L E L I T E g r

Dann gilt auch L € M n C für jedes C € Parz(s)‚ denn jede Klau-

sel in ParE(S) enthält ausschließlich Z-Literale. Damit ist da nn

für irgendein L € M .

( M  - L )  auch e i n  Modell von ParZ(S) und M war nicht minimal ge-

wählt. V¢u

Das durch Lemma 6.1 gesicherte ZE—beschränkte Modell von Parz(S)

soll nun z u  einem Modell für RPar(S) erweitert werden. Dazu wird

folgende Eigenschaft ZE—beschränkter Interpretationen benötigt:

Lemma 6.2 Ist I eine ZE—schränkte Interpretation, so ist

R(I) ein Z-maximales und symmetrisches Grundtermersetzungs—

system.

Beweis Zuerst wird die Symmetrie von R(I) bewiesen:

. . . . +
Egr beliebige Terme mit q » R ( I )  r und s e 1  a € SEL

ein Selektor mit a(E(t1 t2)) = t1 für irgendwelche Terme t1 und

t2. Dann gilt offenbar E(q q )  ; E(r q) und E(a(E(q  q)) a(E(r q))) =
E(qr0 € I‚d.h.

Seien q , r  € T

E(qq)-E>I E(rq) .

Wegen der z-Reflexivität von I gilt Eüqq) € I.Weiter gilt

E(r<3) € LInHxfi.daher mit der ZE—Abgeschlossenheit von I

E(r q) € I, d.h. r = R ( I )  q.¢

Um die E-Maximalität von R(I) z u  beweisen, muß = R ( I )  = 4 3 2 2 ( 1 )

gezeigt werden:

"c" Offenbar gilt » R ( I )  c _ » R ( I )  und = R ( I )  c ( T Z g r  x T Z g r ) ’

denn I ist ZE—beschränkt und erfüllt, daher I c L I n r ‘  Also
. +

gllt $ R ( I )  c — 9 2 R ( I )  c —9ZR(I ) '¢

€ T Terme mit q1 : ;ZR(I )  q n + 1 ’  d.h. e s"3" Seien q1 rqn+1  Z g r
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gibt Terme q2,...,qn € T Z g r '  n 2 1 ,  und eine Folge von Selek-

toren a 1 , . . . , a n ,  s o  daß

(1) q 1  a: q 2  "' qn a; qn+1

eine R(I)-Reduktion ist. Durch Induktion über die Länge n

der R(I)-Reduktion (1) wird jetzt bewiesen, daß

q 1  ”2 (1 )  qn+1

gilt:

Induktionsan an n = 1: Sei a J S E L +  ei n Selektor, der

a(E(t1't2)) = t2 für alle Terme t1 und t2 erfüllt. Dann

g i l t  a (E (q1q1 ) )  = q1a—1>R(I) q2 = a(E(q1q2)) und mit

E(q1q1 )  ‚&. E(q1q2) erhält man mittels Lemma 2.2 (3)

(2) E(q1 q1) 3735*I E(q1 qz) '

Mit q1,q2 € T Z g r  gilt E(q1 q2) € L I T Z g r ’  und wegen der Z-

Reflexivität von I gilt E(q1<q1) € I. Aus (2) folgt dann

mit der ZE-Abgescnlossenhertxmm IE(q1cq2) € I,d.h. q1 ’R(I )  q2 .¢

n+1 5"” qn+2 eine “(I)“
n + 1

Reduktion mit q1 ; : 2P ( I )  q n + 2 '  Als Induktionshypothese wird

Induktionsschritt Sei q1 a» q2 ... q
1

angenommen, daß für jede R(I)-Reduktion q J: r mit Län—ZR(I)
ge S n ,  n21, q : R ( I )  r gilt. Insbesondere gilt dann

q1 : R ( I )  q2 und q2 = R ( I )  qn+2, d.h. E(q1 q2) € I und

E(q2 qn+2) € I .  S e i  der Selektor & wie im Induktionsanfang

gewählt. Dann gilt E(q1 q2 ) ' ä  E(q1 qn+2) und E(oL(E(q1 q2))
a(E(q1qn+2))) = E<q2 qn+2) e I, d.h.

(3) E(q1qz) &II E(q1qn+2) '
‚}

Da E(q1 q 2 )  € I ,  E(q1 qn+2)  € L I T Z g r  und I ZE-abgeschlossen ist,



erhält man mit (3) E(q1 qn+2) € I ,  d - h -  q1 = R ( I )  qn+2-¢”

Die Reduktionshülle einer ZE-beschränkten Interpretation I

erhält man, indem I um a l l e  Literale erweitert w i r d ,  die

ausgehend von Literalen aus I vermöge ; L R ( I )  hergeleitet wer-

den können, wobei jedoch positive Gleichheitsliterale von

dieser Erweiterung ausgeschlossen sind:

Definition 6.3 Für jede ZE-beschränkte Interpretation I

ist deren Reduktionshülle I* gegeben durch:

* :  E + .. . .
I I U { K  € LITgr\ATgrlL — a R ( I )  K fur irgendein I.€I}.fl

Im allgemeinen enthält die Reduktionshülle I* auch Basisliterale,

die nicht sortenrecht sind. Interessant i s t  jedoch, daß I *  be—

züglich I keine zusätzlichen sortenrechte Basisliterale enthält:

Lemma 6.3 Für jede ZE—beschränkte Interpretation I gilt:

_ *I — I n L I T E g r  .

Beweis "C" Es gilt I c I* und I c L I T Z g r ’  denn I ist ZE-be-

schränkt. Also gilt auch I c I* n L I n r ’ ¢

"3" Sei K € I *  n L I T Z g r ’  Für K € I ist der Satz bewiesen, also

wird im weiteren K € I * \ I  angenommen. Nach Definition 6 . 3  gibt

e s  dann irgendein L € I mit L ; : R ( I )  K .  Nach Annahme hat man

K € L I T Z g r  und wegen der ZE-Beschränkheit von I gilt I c LIT

d.h. L € L I n r '  Da R(I) nach Lemma 6 . 2  f—maximal ist, gilt

daher mit dem Z-Reduktionssatz (5.5) L _ » Z R ( I )  K ,  d.h. es gibt

eine R(I)-Reduktion

Zgr'

L = L 1  5: L 2  . . .  Ln ;» Ln+1 = K
n

m1t {L1‚...‚Ln+1} c L I T Z g r '  Durch Induktion uber n kann unter
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Verwendung der zE—Abgeschlossaüßitxmm I leicht {L1,...‚L }CJI
n+1

gezeigt werden, womit insbesondere dann K € I bewiesen ist.¢fi

E s  soll nun gezeigt werden, daß die Reduktionshülle einer ZE—

beschränkten Interpretation wieder eine Interpretation ist:

Lemma 6 . 4  D i e  Reduktionshülle I *  einer ZE—beschränkten I n -

terpretation I ist eine Interpretation.

Beweis Der Beweis wird indirekt geführt, indem die  Annahme,

daß {Q‚Qc} c I *  für irgendein Basisliteral Q ,  zum Widerspruch

geführt wird:

Nach Definition 6 . 3  gibt es Literale L und KG in I mit

** C C
L _ _ ’ R ( I )  Q und K _ ‚ R ( I )  Q .

C * C . *
Wegen K »  - * R ( I )  Q gilt offenbar auch K — 4 R ( I ) * Q ’  und da R(I)

nach Lemma 6 . 2  symmetrisch ist, erhält man Q —» K .  M i tR(I)* . . ... * . . .
L _ » R ( I )  Q und d e r  TranSlt1tat von _ » R ( I )  ergibt SlCh damit

*
( * )  L _ ‚ R ( I )

K .

Angenommen, e s  gälte K € ATär. Dann hat man wegen K J L R ( I )  Q ,

Q e ATär und nach Definition 6.3 Q e I. Damit gilt Q E LIT
und somit n a t ü r l i c h  auch Q c  E L I T z g r

Q9 € I* n LITZgr und mittels Lemma 6.3 dann Q c  € I, d.h. I ist

Zgr
. Man erhält a l s o

keine Interpretation.v

Also muß K & AT:r gelten: Mit (*) erhält man jetzt K E I*. We—
gen KC € I gilt K G  € L I T Z g r  und damit auch K E L I n r '  Man er-

hält also K E I* n LITZgr und mit Lemma 6.3 dann K e I. Somit
gilt {K,KC} c I, d.h. I ist keine Interpretation.Vu
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Mittels Lemma 6 . 4  l ä ß t  s i c h  nun d i e  E x i s t e n z  e i n e s  Modells für

RPar(S) beweisen, vorausgesetzt ParZ(S) i s t  erfüllbar:

Lemma 6.5 Wenn ParZ(S) erfüllbar ist, dann i s t  auch

RPar(S) erfüllbar.

Beweis Nach Lemma 6.1 gibt e s  e i n  EE—beschränktes Modell M

für Parz(s). Also ist nach Lemma 6.4 die Reduktionshülle M*

von M eine Interpretation. Durch Induktion über d i e  Länge der
. EDeduktion S Z g r  |P

C € RPar(S) erfüllt:

C wird nun bewiesen, daß M* jede Klausel

Induktionsanfang C € S g g r :  Mit S g g r  c ParZ(S) erhält man

C € Parz(S) und damit auch M* n C * ¢, denn M erfüllt

ParZ(S) und es gilt M c M*.¢

Induktionsschritt Sei C = (CL - L) U (CE — E(a(L)a(K))) U {K}
ein Paramodulant der Klauseln C L '  CE € RPar(S) bezüglich L und

E(a(L)a (K) ) .  Dann gilt

( 1 )  L E K

und nach Definition 6.1

E
(2) L € ATgr .

Als Induktionshypothese wird M* n CL # ¢ und M* n CE * ¢ an—

genommen.

Falls M* n (cL — L) * ¢ oder M* n (cE - E(a(L)a(K)))  * $, so
gilt auch M* n C # ¢ und der Induktionsschritt ist bewiesen.

Im folgenden wird nun angenommen, daß M* n ( C L  — L )  = ¢ und

M* n (Cm - E(a(L)a (K) ) )  = @ gilt. Mit der Induktionshypothese
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erhält man L e M* und E(u(L)a(K)) e M*

und nach Definition 6 . 3  insbesondere

( 3 )  E(u(L)a(K)) € M .

Mit (1) und (3) gilt I ‘ J fi m K  und damit

*
(4) L _4R(M) K .

Wegen L E M* gibt es irgendein Q E M mit Q _ : R ( M )  L. Mit (4)

K und mit (1) und (2) K € ATE d.h.
R(M) ‘ : r ’

nach Definition 6 . 3  K € M*. Damit gilt dann M*r1C  = { K }  * ¢.¢n

erhält man dann Q —*>

Abschließend wird nun der Vollständigkeitssatz für den ERP-

Kalkül im B a s i s f a l l  b e w i e s e n :

Satz 6.6 Wenn S Z g r  E—unerfüllbar ist, dann gilt_E—___—_ .
S Z g r  lf' D '

Beweis Wenn s Z g r  E—unerfüllbar ist, dann i s t  wegen 
S Z g r  c Par(S)

auch Par(S) E—unerfüllbar. Mit Theorem 1 aus [ W R 7 3 ]  ist dann

Par(S) unerfüllbar und damit auch RPar(S) [Lov78]. Wegen Lemma

6.5 ist dann auch ParZ(S) unerfüllbar und nach dem Kompaktheits-

satz [Lov78] gibt e s  eine endliche, unerfüllbare Klauselmenge

P c Parz(S). Mit der Vollständigkeit des RP—Kalküls [Rob65] er-

hält man P l fi ' u '  und da jede Deduktion.l§ aus einer Basisklau—

selmenge auch eine Z—Deduktion LEE ist, gilt P Fifi n .  Wegen

P c Par (S) gilt SE |—— C für alle C € P und damit dann
E 2 Zgr 2 P

S |— u ‚ m
Zgr Z
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7. UNIFIKATION IM ERP—KALKÜL

Einer der wichtigsten Sätze der Unifikationstheorie 1. Ordnung

ist das Unifikationstheorem [Rob65], das für jede Menge unifi-

zierbarer Terme d i e  Existenz eines allgemeinsten Unifikators

sichert. Das Unifikationstheorem i s t  darüberhinaus von zentra-

ler Bedeutung für den Nachweis der Vollständigkeit des RP—Kal—

küls [Rob65].

Bevor d i e  Problematik bezüglich der Unifikation unter Sorten

diskutiert wird, soll zunächst e in Lemma bewiesen werden, das

gestattet, Z—Substitutionen allein durch Betrachtung ihrer Ein-

schränkungen auf die Menge der Variablen D von gewöhnlichen Sub—

stitutionen z u  unterscheiden:

Lemma 7.1 S e i  o € SUB. Dann i s t  0 € SUBX gdw. für jedes

x € D gilt: ox E T 2  und [ox ]  s [x].

Beweis "=" Mit o € SUBZ gilt 0(TZ) c T 2  und insbesondere auch

o(D)  c T 2 ,  d.h. o x  € T 2  für alle x € 0 .

Angenommen, es gälte [oxo ]  $ [xo ]  für irgendein xo € n. Sei
f € F [ x o ] ‚ s  für ein beliebiges s € 5. Dann gilt zwar f(xo)€'rz,

aber of(x0) = f(oxo) € '1‘2 nach Lemma 3.3 (2), denn [oxo] $ [xo ]

[ £31 .  Also gilt C(TZ) ¢ Tz und damit 0 € SUBZ.V¢

"«" Durch strukturelle Induktion über t wird gezeigt, daß

ot € T 2  für jedes t € T z '  falls ox € T 2  und [ox ]  S [ x ]  für

jedes x € 9 gilt:

Induktionsanfang t € €: Dann gilt at = t € TZ nach Lemma

3 .3 (1 ) . ¢

Induktionsanfang t € D: Nach Voraussetzung gilt ot € T2 .¢

Induktionsschritt t = f(t1...tn): Mit t € T2 gilt nach



55

Lemma 3 . 3  ( 2 )

(1) [ti] s [f]i , 1sisn ,

und

(2) t i  € T Z  , 1sisn .

Als Induktionsvoraussetzung wird

( 3 )  ati € T X  , 1sisn

angenommen. Für ti € » gilt nach Voraussetzung [ati] s [ti]

und für ti € » erhält man mit Lemma 3.1 (2) [ a t i ]  = [ti], d .h .

in jedem Falle gilt

( 4 )  [ g t i ]  5 [ t i ] ,  1siSn .

Mit (1) und (4) erhält man

(5) [ati] s [f]i, 1sisn ‚

und (3) und (5) ergeben dann mit Lemma 3.3 (2)

f(ct1...otn) = o t  € Tz .¢n

Das folgende Korollar wird im weiteren häufig verwendet:

Korollar 7.2 Sei o € SUBZ und t € T. Dann gilt [ot] s [t].

Beweis Für t E D erhält man nach Lemma 7.1 [ a t ]  5 [ t ]  und

für t € D ergibt sich mit Lemma 3.1 (2) [at] = [t].n

Folgendes Beispiel zeigt, daß der Unifikationssatz nicht ohne

weiteres auf d i e  Unifikation unter Sorten übertragen werden

kann, da e s  Z—unifizierbare Termmengen gibt, deren sämtliche

allgemeinste Unifikatoren keine Z—Substitutionen sind:
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Beisgiel 7.1 Sei 5 = {A,B,C,D} mit D «:B « A und D «:C «:A.

Sei weiter u € DB, V € DC, d € Fe M = {u,v}, @ = {u+d,v+d},D I
I

01 = {u+v} und o = {V+u}.2

Offenbar ist G eine Z—Substitution, die M unifiziert, aber

b e i d e  allgemeinsten Unifikatoren von M ,  nämlich o 1  und 0 2 ,

sind keine Z-Substitutionen, d .h .  M besitzt keinen allgemein-

sten z — U n i f i k a t o r . x

Damit ist der ERP—Kalkül zunächst einmal unvollständig. Um die

Vollständigkeit doch noch z u  erreichen, muß der ERP—Kalkül in

geeigneter Weise eingeschränkt bzw. der Unifikationsbegriff

' entsprechend erweitert werden. Diese Überlegung motiviert fol-

gendes Vorgehen:

Zunächst kann gezeigt werden, daß das Unifikationstheorem auch

für die Unifikation unter Sorten gilt, vorausgesetzt, die zu

unifizierenden Termmengen besitzen d i e  Eigenschaft der soge—

nannten Sortenverträglichkeit (oder z—Verträglichkeit). Wei-

terlunnunachgewiesen werden, daß alle Z—unifizierbaren Term—

mengen Z—verträglich sind, wenn <S ,S>  eine Baumstruktur hat.

Verbietet man also im ERP—Kalkül, daß ein  Paar von Sortensym-

bolen eine gemeinsame Untersorte besitzt, s o  i s t  die Vollstän-

digkeit des ERP—Kalküls wiederhergestellt.

Will man jedoch diese Einschränkung nicht i n  Kauf nehmen, s o

i s t  der Begriff des allgemeinsten Unifikators (unter Sorten)

in geeigneter Weise z u  modifizieren:

Beisgiel 7.2 Seien alle Größen wie im Beispiel 7.1 gegeben
' { w + d } .  Offen—

A°T[vars(M)].

und gelte außerdem w € DD, T = {u+w,v+w} und A

bar i s t  T ein Z-Unifikator von M und e s  gilt e
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T i s t  zwar kein allgemeinster Unifikator, denn z.B. gilt

o1 # 61°T, aber jeder Z—Unifikator 0 von M kann wie i n  Bei-

spiel 7.2 mit Hilfe von 1 dargestellt werden, d.h. man findet

immer eine Z—Substitution A mit e = AorEvars(M)].N

Der Z—Unifikator r kann also im ERP—Kalkül die Rolle eines

allgemeinsten Z—Unifikators übernehmen. Dieses Vorgehen, das

d i e  Einführung neuer Variablen (wie etwa w € ”D in Beispiel

7.2) voraussetzt, i s t  aus der Unifikation unter Gleichheits-

theorien [ S S 8 2 ]  bekannt. Di e Unifikation unter Sorten, d ie

diesem Ansatz folgt, wird in [Wa184b] untersucht.

Das Unifikationsproblem für den ERP—Kalkül läßt sich aber

auch auf eine andere W e i s e  l ö s e n :

Beispiel 7.3 Seien alle Größen wie in Beispiel 7.1 gegeben

und gälte außerdem {w,z} c DD,

A2 = { 2+d } ,  T1 2

schwächungssubstitution, d.h. u €ASUB(M), und sowohl T1 als

auch 1 2  i s t  e in allgemeinster Z—Unifikator von uM. Außerdem

gilt O = Aioriou[vars(M)] für i € {1,2} .a

u = {u+w,v+z}, A1 = {w+d},

= {z+w} und r = {w+z}. Dann i s t  u eine Ab—

In diesem Beispiel wird also e in Z—Unifikator @ für eine

Termmenge M mittels einer Abschwächungssubstitution u und

eines allgemeinsten Z—Unifikators T i  für d i e  durch u abge—

schwächte Termmenge u M  dargestellt. Daß dieses Vorgehen im-

mer möglich ist, wird nachfolgend im Z-Unifikationssatz

bewiesen. E s  unterscheidet sich von dem ersten Ansatz dadurch,

daß d i e  Einführung neuer Variablen und die eigentliche Unifi-

kation getrennt behandelt werden. Von Vorteil ist dabei, daß

im ERP-Kalkül der gleiche Unifikationsbegriff wie im RP—Kal-

k ü l  verwendet wird: D i e  Vollständigkeit des zRP—Kalküls wird

jetzt mit Hilfe der Abschwächungssubstitution (bzw. der Ab-

schwächungsregel) erzwungen.

Eine zusätzliche Motivation für das gewählte Vorgehen liegt

darin, daß Abschwächungssubstitutionen bzw. d i e  Abschwächungs—
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regel zusätzlich zur Unifikationsproblematik f ür d i e  Vollstän-

digkeit der Paramodulation im ZRP—Kalkül notwendig sind (vergl.

Kapitel 8).

Mit Hilfe der Abschwächungssubstitutionen läßt sich also ein

vollständiger ERP-Kalkül theoretisch einfach definieren. Für

die praktische Realisierung auf einem Rechner i s t  jedoch der

erste Ansatz, also d i e  Einführung neuer Variablen während der

Unifikation, vorteilhafter (vergl. Kapitel 11).

Zunächst wird nun gezeigt, daß für d i e  Klasse der sogenann-

ten sortenverträglichen Termmengen der Unifikationssatz für

die Unifikation unter Sorten noch gilt:

Definition 7.1 Sei D : T Z  unifizierbar. D ist sorten— oder"

Z—verträglich gdw. für alle x‚y € vars(D) mit T X  = Ty

[x] s [ y ]  oder [ x ]  2 [ y ]  gilt, wobei T irgendein allgemein—
ster Unifikator von D ist.!

E s  ist offensichtlich, daß diese Definition unabhängig von

der Wahl des allgemeinsten Unifikators T von D ist.

Lemma 7.3 Sei D c T Z  Z—unifizierbar. Wenn D Z—verträglich

ist, dann gibt e s  einen allgemeinsten Z—Unifikator von D .

Beweis Sei O E SUBZ e in Unifikator und T € SUB e i n  allge-

meinster Unifikator von D .  Dann gibt e s  eine Folge von Sub-

stitutionen T1"" 'Tn  € SUB, n21, für di e gilt:

( 1 )  T = T 1 ° . . . ° T  ,
n

(2) COD(Ti) = {yi}, für jedes i mit 1si<n und irgendein

yi E D
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( 3 )  coo(rn) n v = $,

(4) COD(Ti) n COD(rj) = $ ,  für alle i,j mit 1si,j<n und i * j,

und

(5) DOM(Tk) n DOM(T l )  $ ,  für alle k , l  mit 15k, lsn und k * 1 .

Für jeden Index 1 mit 1si<n wird jetzt eine Ordnungsrelation S i

auf DOM(Ti) U {yi} definiert durch

(6) u S i  v gdw. [u] s [V], für alle u,v € DOM(Ti) U {yi} .

Jede Relation S i  i s t  konnex, d.h. u S i  v oder u Z i  v für alle

1
u,v € DOM(Ti) U {yi}, denn  es gilt ru = tiu = y. = TiV = TV

S [ v ]  oder [ u ]  2 [ v ] ,  d a  D nach Voraussetzung z -und damit [ u ]

verträglich ist und DOM(ri) U{yi} c vars(D) gilt.

Da S i  konnex ist, gibt e s  mindestens ein  minimales Element xi

bezuglich si in DOM(ri) U {yi}, d .h .  xi Si x fur alle
x € DOM(Ti) U {yi}. Man definiert nun die Substitutionen

c1‚...,on_1,o durch

(7) ai {yi+xi} 0 T i ’  für jedes i mit 1si<n, und

(8) c = °1°°°°°°n-1

Da jedes oi durch eine Variablenumbenennung aus Ti entsteht,

sind C 1 " " ’ ° n - 1 ’ °  tatsächlich Substitutionen. Aus der Uni-

fikationstheorie weiß man außerdem:

(9) corn ist e i n  allgemeinster Unifikator von D .

Als nächstes wird gezeigt, daß gilt:

(10)[cix] s [x], für jedes x E D und für alle i mit 1si<n.
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Fal l  (i) x € DOM(Ti) U {yi}: Dann ist TiX = x # yi, also

oix = x und damit insbesondere [six] = [x ] . ¢

FaZZ (ii) x E DOM(Ti) U {yi}: Mit (2) erhält man TiX = yi
und wegen (7) dann o i x  = Xi. Da x i  minimal bezüglich S i  in

DOM(ri) U {yi} ist, gilt xi S i  x und damit [six] = [xi] 5 [x ] . ¢

Mit (2) und (7) erhält man COD(oi) = {xi}, d .h .  oix E D c T2

für jedes x E D. Wegen ( 10 )  ergibt sich dann mit Lemma 7.1

( 11 )  a i  € SUBZ, für alle i mit 1si<n‚

und wegen (8) erhält man mit Lemma 3.4 (1)

(12) 0 € SUBE.

Angenommen, es gälte TnX E v für irgendein x E D. Mit (3)
hat man dann rnx = x und damit

[CTnx]  = [ox ]  s [ x ]

wegen ( 12 )  und Lemma 7.1.

Mit rnx € D für irgendein x E’D erhält man OTnX € » und somit

[ornx] = [GOTnX] = [ex] s [x]

wegen Lemma 3.1 (2), Lemma 7.1 und ( 9 ) .  Also gilt in jedem

Fall:

(13 )  [OTnX]  s [ x ]  für alle x E ».

Als nächstes wird gezeigt, daß

( 14 )  crnx E T 2  für alle x E »

gilt, d.h. es wird [a(ornx)] s [CTnX]a, für jedes a E SEL+
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mit u (o rnx )+ ,  bewiesen:

Fal l  (i) a(OTnX) $ D: Dann gilt OTnX € D, und mit Lemma 3.1

(2) und Lemma 2.2 (5) erhält man [a(ornx)] = [ea(ornx)] =
[a(eornx)] und [OTHXJQ = [GOTnX]a .  Wegen (9) gilt e = 6°C°Tn
und daher [a(otnx)] = [a(ex)] s [OXJG = [ O T n X J a ’  denn e x E T Z

und a (6x )+ .¢

Fal l  (ii) a(otnx) € »: Dann gilt

( 15 )  a (1nx )  € D ,  und

(16) a = eos für irgendwelche @ € SEL, B e SEL*.

Da B(TnX) ein Unterterm eines Terms aus COD(T) ist und r all-

gemeinster Unifikator von D ist, muß e s  einen Unterterm q eines

Terms in D geben, für den gilt:

( 17 )  Tq = ß(TnX) , und

(18) ö(q)+

Mit (16), (17) und (18) erhält man a(TnX)  = 6 (B (1nx ) )  = 6 ( Iq )=
16 (q ) , »d .h .

(19) a (TnX)  = T ö ( q ) .

Wegen COD(o) c n und (19) gilt a(ornx) = ca ( tnx )  = 0T6 (q )  und
insbesondere

( 20 )  [a(oTnx)] = [GTö(q)].

Mit (15) und (19) erhält man 6(q) E D. Angenommen, es gälte

6 (q )  E DOM(Tn). Nach (3) hat man dann 16 (q )  € D, was (19)
und (15) widerspricht. Also gilt ö(q) € D\DOM(Tn).
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Durch Fallunterscheidung wird nun

(21)  [0T6(q ) ]  s [ 6 (q ) ]

bewiesen:

Fal l  (ii.1) ö(q) € DOM(Ti) U {yi} für alle i mit 1Si<nz
Dann gilt 0T6(q) = 06(q) = 5 (q )  und insbesondere

[orö(q)] = [6 (q ) ] . ¢

Fal l  (ii.2) ö (q )  € DOM(Ti) U {yi} für irgendein i mit
1si<n: Damit erhält man UTÖ(q) = oriö(q) = oyi = xi mit

[xi] 3 [ 6 (q ) ] ,  da xi bezüglich S i  minimal in DOM(ri) U{yi}

ist. Also hat man [ 0T6 (q ) ]  s [6 (q ) ] . ¢

Da q ein Unterterm aus D c T 2  ist, g i l t  mit ( 18 )

[ 6 (q ) ]  s [q ]6 .  Mit 6 € SEL und (18 )  erhält man q € D und
nach Lemma 3.1 (2) dann [qJG = [Tq]6 .  Mit (17 )  erhält man

[Tq]6 = [ B h n i d ] ö  = [Tnx]608 = [TnX]a‚ also [ ö (q ) ]  S [TnX]a.

Wegen a € SEL gilt TnX € D und damit nach Lemma 3.1 (2)

( 22 )  [ ö (q ) ]  s [ornx]a.

Mit ( 20 ) ,  ( 21 )  und ( 22 )  erhält man abschließend [a(ornxfl SEOTnXJa

und ( 14 )  i s t  b e w i e s e n .

Wegen ( 13 )  und (14 )  gilt mit Lemma 7.1 corn € SUBz und mit

(9) i s t  U°Tn ein allgemeinster Z-Unifikator von D.!

Mit Hilfe von Lemma 7.3 werden nun die beiden Hauptresultate

für die Unifikation unter Sorten bewiesen, nämlich

- der Unifikationssatz für den Fall, daß <$‚s> eine_Baum—

struktur hat, und

- für den allgemeinen Fall der Z-Unifikationssatz.
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satz 7.4 S e i  D c T Z  z-unifizierbar. Wenn <S ,s>  eine Baum-

struktur hat, dann gibt e s  einen allgemeinsten Z-Unifika—

tor von D .

Beweis Sei O € SUBZ ein Unifikator von D und seien x,y'€vars(D)

mit T X  = Ty, wobei T e i n  allgemeinster Unifikator von D ist.

Dann gilt @ 1 x  = ery und da 1 allgemeinster Unifikator ist, er-

hält man 6x = ey. Wegen e € SUBZ gilt mit Lemma 7.1
[ x ]  2 [ ex ]  = [ey] s [ y ]  und damit dann [ x ]  s [ y ]  oder [ x ]  zEy ] ,
denn <$ ,s>  hat eine Baumstruktur. Also ist D Z-verträglich und

besitzt damit nach Lemma 7.3 einen allgemeinsten z-Unifikator.fi

Für geordnete Mengen von Sortensymbolen <5 ,s> ,  d i e  keine Baum—

struktur besitzen, wird d ie  Existenz eines allgemeinsten Z -

Unifikators für eine z-unifizierbare Termmenge mi t Hilfe einer

Abschwächungssubstitution erzwungen:

S a t z  7 . 5  ( z — U n i f i k a t i o n s s a t z ) .  S e i  D c T V c D und O € SUB>3E ,

mit vars(D) c V und 9 unifiziert D .  Dann gibt e s  Z-Substitu-

tionenlho und A mit

( 1 )  u € ASUB(V) ,

( 2 )  o i s t  allgemeinster Unifikator von u D ,  und

( 3 )  e = Aoooutv] .

Beweis S e i  {x1,...,xn} = { x  € vars(D)|[Ox] < [x]}‚{z1‚.--‚Zn}<=U\V

mit zi €13E®x  ]' 1SiSn, und u, E ein Paar von Substitutionen mit
i

(4) u = {x1+z1,...‚xn+zn} , und

(5) u {z1+®x1,...‚zn+exn}.
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Offenbar gilt u ,  S. € SUBZ und u € ASUB(V), d.h. Bedingung (1)

ist erfüllt. E s  wird nun bewiesen, d aß

(6) eofiou = etv]

gilt, d.h. e s  i s t  efiux = e x  für alle x € V z u  zeigen:

Fall (i) x € DOM(u): E s  gilt x = xi für irgendein i mit

1sisn, und mit (4) und (5) erhält man efiuxi = GEZi = eexi = Oxi .¢

Fall ( i i )  x € DOM(u): Da x € V und u € ASUB(V), gilt

x € con(„) = D0M(E) und damit dann efiux = efix = ex .¢

Da 9 ein Unifikator von D ist, i s t  mit (6) On ion  auch e in Uni-

fikator von D, d.h. Go; unifiziert uD.

Folgende Fallunterscheidung zeigt, daß

(7) [efix] = [x] für alle x E D\DOM(u) gilt:

Fall ( i )  x € DOM(E) :  E s  gilt x = z i  für irgendein i mit 1sisn,

und mit (5) erhält man [Ofizi] = [eexi] = [Oxi] = [zi].¢

Fall (ii) x € DOM(E): Dann gilt [ efix]  = [Ox] = [x], da
X € DOM(u) .¢

E s  wird nun gezeigt, daß u D  Z—Verträglich ist: Seien

x,y € vars(uD) mit 1 x  = 1 y  für irgendeinen allgemeinsten

Unifikator T von uD. Dann g i l t  Gfitx = Ofiry, und da G o ;  Uni-

fikator und T allgemeinster Unifikator von u D  ist, ergibt

sich efix = efiyu Wegen varshfl3) n DOM(u) = ¢ erhält man dann
mit (7) [x] = [ efix]  = [ efiy]  = [y], d.h. uD ist E—verträg-
lich.

Offenbar gilt 90E € SUBZ, d .h .  u D  ist Z-unifizierbar und

mit Lemma 7.3 gibt e s  daher einen allgemeinsten Z—Unifika—

tor o von uD, womit Bedingung ( 2 )  erfüllt ist.
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Da 9 0 5  ein Unifikator und o ei n  allgemeinster Unifikator von

uD ist, gilt eofioo = 00 ; ,  also auch eofiooou = eofiou und mit
(6) schließlich eofiooou = cat-v]. Mit A = ea; 6 SUBz ist dann
auch Bedingung ( 3 )  erfüllt.fl

Offensichtlich gelten sowohl Satz 7.4 a l s  auch der Z-Unifika-

tionssatz ebenso für z-unifizierbare Mengen von Z-Atomen.
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8. DIE VOLLSTÄNDIGKEIT DES ERP-KALKULS IM ALLGEMEINEN FALL

I n  diesem Abschnitt wird der

Vollständigkeitssatz für den ERP—Kalkül Wenn S ZE-uner—
füllbar ist, so gilt SE FE n

bewiesen. Dabei wird genauso vorgegangen, wie beim Beweis des

Vollständigkeitssatzes für den RP-Kalkül [Lov78]:

Zunächst werden die Lifting—Lemmata für Z-Resolution und Z-

Paramodulation bewiesen, mit deren Hilfe das Li f t i ng -Theorem

für den ERP-Kalkül gezeigt werden kann. Der Vollständigkeits-

satz wird dann leicht (wie im RP—Kalkül) aus dem Lifting-Theo—

rem gewonnen.

Im Unterschied zum Vorgehen für den RP-Kalkül müssen aufgrund

der Resultate über d i e  Unifikation im ERP-Kalkül d i e  Lifting—

Lemmata bezüglich der Abschwächungssubstitutionen (bzw. der

abgeschwächten Varianten) entsprechend modifiziert werden. Die

Probleme bezüglich der Paramodulation im ZRP-Kalkül (siehe Ab—

schnitt 4) erzwingen eine zusätzliche Anpassung des Lifting-

Lemma für d i e  E—Paramodulation. Diese Änderungen bewirken dann

auch eine entsprechende Anpassung des Lifting—Theorems für De—

duktionen im ERP—Kalkül.

Um die Lesbarkeit der Beweise nicht unnötig zu erschweren, wird

im folgenden auf die explizite Angabe von Z-Umbenennungssubsti—

tutionen verzichtet. Statt dessen wird angenommen, daß alle Klau-

s e l n  in einer Z—Deduktion variablenfremd s i n d .
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Lemma 8.1 (Lifting-Lemma für z—Resolution) Seien A und B

variablenfremde E-Klauseln,LÄ€ A und LBE B komplementäre Lite-

rale und e ein Z—Unifikator von {ILAl,|LB|}. Dann gibt es

einen E—Faktor A* einer abgeschwächten Variante von A ,  einen

z—Faktor B *  einer abgeschwächten Variante von B ,  e i n  Paar

komplementärer Literale L* € A* und L* € B*, abgeschwächte
A B

Varianten pA* und pB* und Z—Substitutionen A und 0 mit

Res(OA,OLA,OB,OLB,e) = ÄRes(pA*‚pLÄ,pB*‚pL;,c).

Die Aussage dieses Lemmas läßt sich in folgendem Diagramm zu-

sammenfassen:

W+F+W+R *A , B  ———————# Res(pA*,pLA,pB*,pL§,O)

z — I n s t a n z  Z-Instanz

A R e S ( o A * ( o L R , o B * , p L § , U )

R

Bild 8.1 Das Lifting—Lemma für die E-Resolution

Beweis Mit V = vars(A U B) gibt es nach dem Z-Unifikations—

satz (7.5) Z-Substitutionen u ,  y und AA derart, daß

_(1) u € ASUB(V) '

(2) y faktorisiert u A  ,

(3) 0 = Ä A ° Y ° u E V J  , und

(4) yuL =YuK  für alle L,K € A mit @L = OK.
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Wegen (1) ist u A  eine abgeschwächte Variante von A und y u A

ist wegen (2) e i n  Z—Faktor von u A .  Genauso erhält man Z—Sub-

stitutionen v ,  ö u n d  A s o  daß v B  eine abgeschwächte Varian—B I

te von B ist, övB e i n  Z—Faktor von v B  i s t  und außerdem gilt:

(5) @ = ÄBoöovEV].

Da man davon ausgehen darf, daß y u A  und övB variablenfremd

sind, gibt e s  wegen ( 3 )  und ( 5 )  eine Z—Substitution A* mit

(6) A* AA[vars(yuA)] , und

(7) A* AB[vars(6vB)] .

Sei nun A* = yuA, B* = s, v* = vars(A* U B*) und L* = p,
falls L € A ,  oder L *  övL, falls L E B .  Dann gilt für jedes

L € A A*L* = A*yuL = AAyuL = G L  wegen (6) und ( 3 ) .  Genauso

zeigt man A*L* = G L  für alle L € B und man erhält:

(8) A*L* = GL ‚ für alle L €~(A u B).

. * * * *
Insbesondere gilt also A ILAI = OILAI = OILBI = A I LB I ,  d .h .

A* unifiziert {|L;|,|L;|}, und nach dem Z-Unifikationssatz

( 7 .5 )  gibt e s  Z—Substitutionen p,C und A mit

(9) p e ASUB(V*) ,

( 10 )o  ist allgemeinster Unifikator

von {pILÄ|‚ pn l }  , und

(11)A* = A°6°p[V*] .

Wegen (9) sind pA* und pB* abgeschwächte Varianten, und wegen

( 10 )  ist die E-Resolvente von pA* und pB* bezüglich pLÄ und

pL; definiert.

Angenommen nun, e s  gälte A*(A* — LÄ) * A*A* - A*L;: Dann gibt
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es irgendein L* € A* mit L* * L* und A*L* = * *LÄ .  Mit (8) er-
A

hält man OL = eL und mit (4) dann L* = yuL = yuLA = LÄ.V
A

Damit i s t

* *  * * *  * *

( 12 )  A ( A  - LA) — A A - A LA

bewiesen und genauso ergibt sich

* * * * * * *
( 1 3 ) Ä ( B — L B ) — Ä B - Ä L B .

Damit erhält man dann abschließend

" Res (DA*  ‚ P L Ä I P B *  I D L E I G )

= * _ * * _ *Ao(pA  pLA) U Ao(pB pLB) ,

= * _ * * _A0p(A LA) U Aop(B LE) ‚

= * * _ * * * _ *A ( A  LA) U A ( B  LB) I

(A*A* — * *LÄ )  u (A*B* - A*L§) ,

(GA - OLA) U ( G B  - GLB) I

Res(6A‚6LA:6B:6L re) .B

denn p lv *  i s t i n j e k t i v

wegen (9)

mit ( 11 )

mit ( 12 )  und ( 13 )

mit (8)

Lemma 8.2 (Lifting-Lemma für z—Paramodulation) Seien A

und B variablenfremde Z-Klauseln, LA € A und LB==E(q1fl € B

Literale, a € SEL+ e i n  Selektor mit a(LA)+und e ein Z-Uni-

fikator von {a(LA),q} mit [Or] s [ G L A ] d .  Dann gibt es einen

Z—Faktor A *  einer abgeschwächten Variante von A ,  einen Z -

Faktor B *  einer abgeschwächten Variante von B ,  Literale
*

L; € A* und L = E(q* r*) € B*, abgeschwächte Varianten
B

pA* und pB* und 2—Substitutionen.Aundo mit

* * * *
Par(OA,®LA,OB,GLB,a,e) = APar(pA ,pLA,pB ,pLB,a,U)

und [opr*J s [opLÄ]a.
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D i e  Aussage dieses Lemmas läßt sich i n  folgendem Diagramm zu-

sammenfassen:

W+F+W+P
A I B  —'_ ’  P a r ( p A * ‚ p L Ä , p B * ‚ p L ’ g ‚ a ‚ c )

E — I n s t a n z  z — I n s t a n z

Ä P a r ( p A * ‚ p L Ä ‚ p B "  l pLE Ia IU )

P _

e A , e B — - _ >  P a r ( 6 A , e L A ‚ e B , e L B ‚ 0 „ € )

Bild 8.2 Das Lifting-Lemma für die Z-Paramodulation

Beweis  Angenommen, es gälte r € D und [r] £ [OLA]a.  Sei
V = vars(A U B ) ,  r '  € „ E a r l  \ V  und r ,  ? und 5 € SUBZ mit

T = {r+r'}‚ ? = {r'+er} und 5 = eo?. Mit e € SUBE gilt

[er] s [ r ]  und wegen [ r ]  $ [GLAJa 2 [er] dann [er] < [r].
Damit erhält man [ t r ]  = [ r ' ]  = [ e r ]  < [ r ] ,  d.h.

(1) ‘r € ASUB('\7) .

Man überzeugt sich leicht, daß außerdem gilt:

(2) E = etv] , und

GEV] .A U) V ©! 0 "] I
I

Für r C D oder [ r ]  s [GLAJQ definiert man T = ? = e und G==5.

Auch dann gilt (1), ( 2 ) ,  (3) und TB ist in jedem Fall eine ab—

geschwächte Variante von B .

Mit (2) und (3) zeigt man, daß 5 ein E—Unifikator von {a(LA),Tq}

ist. Genauso wie im Beweis des Lifting-Lemmas für Z-Resolution

( 8 .1 )  findet man z-Substitutionen u,Y,v,ö,p,Ä und A* derart, daß

„ A  und vrB abgeschwächte Varianten von A bzw. T B  sind, A*==yuA

ein Z-Faktor von u A  ist, B *  = övrB  ein Z-Faktor von vTB i s t  und

daß außerdem gilt:
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(4) p e ASUB(V*) ,

( 5 )  a i s t  e in  allgemeinster Unifikator von { a § Q , p q * }  ,

*(6) A. = Aooop[v*] ,

(7) A*L* = 51, für jedes L e (A U TB) ,

(8) A*(A* — LÄ) = A*A* — A*LÄ , und

* *  * * *  * *(9) A (B — LB) — A B — A LB ,

wobei V* = vars(A* U B* ) .  q* = övtq und L* eine Abkürzung ist

für yuL, falls L € A oder für övL, falls L E TB.

Seien K und K '  Literale mit LA ; K ,  a(K) = r ,  L; E K '  und

u(K') = r * ‚  wobei r *  = övTr .  Dann gilt  mit Lemma 2.2 (4,5)

(10) OLA a GK und a(OK) = 0r ,

( 11 )  opLÄ E OpK '  und a(opK') = Opr* , sowie

(12) A*LÄ ; A*K' und a(A*K') - A*r* .

~ A*K' und a(A*K') = arr undAus (12) ergibt sich mit ( 7 )  ELA a
daraus mit (2) und (3) OLA ä A*K' und a(A*K') = er. Mit (10)

erhält man dann A*K' 3 OK und a(X*K') = a(eK)‚ woraus mit

Lemma 2 . 2  ( 1 )  schließlich folgt:

(13) A*K' = OK .
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Daraus ergibt sich

A Par(pA*‚pLÄ‚pB*‚pLg‚a‚0)

Aa(pA*-—pLÄ) U Aa(pB* - pL§) lJX{opK ' } ,  wegen ( 11 )

AOp(A* - La) U Aap(B* - LE)|J{AODK'} , denn p[V*  ist in—

jektiv wegen (4)

l
l A*(A* - LÄ) U A*(B*  - 15) U {A*K'} , mit (6)

= (eA - eLA) u (es - eLB) U {eK} , mit (7), (2),

und (13)

= Par(eA,eLA,eB,eLB,a,e) , m i t  ( 10 ) .

Weiter erhält man

(A*A*-A*Lä) U (Ä*B* - A*L§ ) IJ {A*K ' }  , mit (8) und (9)

(3)

[Opr*] = [OpÖVTr] s [ t r ]  , mit Korollar 7.2,

[tr] S [OLAJG , nach Definition

von r,
* .[ G L A J a  — [cpyuLA]a — [ G O L A J a  , mit Lemma 3.1 ( 2 ) ,

* * _
d .h .  [ o p r  ] S [ O p L A j a  . a

Als nächstes wird nun das Lifting—Theorem für den ZRP-Kalkül for-

muliert und bewiesen:

Satz 8.3 (Lifting—Theorem für den ERP-Kalkül) Sei  <B1‚...,Bn>

eine z—Deduktion aus S g g r '  Dann gibt e s  eine Z-Deduktion

< C 1 ,...‚Cm> aus S E ,  so daß e s  zu jeder Klausel B i ’  1sisn,

eine Klausel Ck und eine Substitution Ak e SUBE, 1sksm, gibt,
für die B1 = Ak gilt.

Beweis Der Satz wird durch Induktion über die Länge n der E—

Deduktion < B 1 " " ' B n >  bewiesen:
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Induktionsanfang n = 1: E s  gilt B1 € SEZgr' d.h. B1 = AC ffir

irgendein C € SE und irgendein A € SUBZ Damit i s t  <C> eine

z—Deduktion aus SE mit der erwünschtenZ Eigenschaft.  #

Induktionsschritt n > 1: Als Induktionsvoraussetzung wird an-

genommen, daß der Satz für jede Z-Deduktion aus Sggr mit einer

Länge 5 n gilt:

€ SE : Wie beim Induktionsanfang findet manFaZZ (t) Bn+1  Zgr

eine Klausel C E S und eine E—Substitution A mit B n+1 = AC.

Nach der Induktionsvoraussetzung i s t  dann < C 1 " " ' C m  ‚C> eine

2 -  Deduktion aus SE mit der gewünschten Eigenschaft.  ¢

Fal l  ( z a )  Bn+1 = Res(Bi,Li,Bj,Lj,e) mit i ‚ a :  Nach der In-

duktionsvoraussetzung gibt e s  Klauseln C und C 1  sowie Z-Sub-
k

und A 1sk‚lsm mit B. = A C und B .k 1' k k j = ‘1C1'
als variablenfremd angenommen werden, gibt e s

stitutionen A

Da Ck und C 1

auch eine Z-Substitution @ mit 9 C  = A C = B .  und O C  =k k k 1 1

Mit dem Lifting-Lemma für E-Resolution ( 8 .1 )  erhält man dann

abgeschwächte Varianten Cm+1 und Cm+2
bzw. Cm+2 '  abgeschwächte Varianten

von Ck bzw. C l ’  Z—Fakto-

m+3 und Cm+4 von Cm+1
m+5 und Cm+6 von Cm+3 b z w .  C

m+7 von Cm+5 und C

n+1 = ÄCm+7°

ren C

C

C

B

m+4 und eine Z—Resolvente

m+6 sowie eine Z-Substitution A mit

Nach der Induktionsvoraussetzung i s t  dann <C1,...,Cm,
C m + 1 ’ ° " ’ C  > eine E-Deduktion aus SE mit der gewünschten

m+7
Eigenschaft.¢

Fal l  (iii) Bn+1 = Par(Bi,Li,Bj,Lj,a,e) mit i,jsn, Lj = Eugr)
und [ r ]  S [Li]a: Wie in Fall (ii) gibt es Klauseln Ck und C

sowie eine Z-Substitution e mit eCk = B i  und 0 C 1  = Bj.
l

Da SE ein funktional—reflexives Axiom für jedes Funktionssym-
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bol enthält, darf man annehmen, daß für irgendein Lk € Ck

mit OLk = Li a(Lk)+ g i l t .

Sei L 1  = E(q'r') € C 1  mit eLl

= [ O L k J a  und nach dem Lifting-Lemma für Z—Paramodulation (8.2)

= Lj. Dann gilt [@r'] = [r] s [ L i j a

gibt es abgeschwächte Varianten C

und C

m+1 und Cm+2 von Ck bzw. C1,

von C bzw. C m + 2 ’  abgeschwächte Va-z-Faktoren Cm+3 m+4 m+1

rianten Cm+5 und Cm+6 von Cm+3 bzw. C m + 4 ’  e1nen E—Paramodulan-

ten Cm+7 von Cm+5 und Cm+6 und e1ne  E—Substitution x mit

Bn+1 = ACm+7. Nach der Induktionsvoraussetzung ist dann

< c 1 ' . . . ' C m ’  m + 1 ' . . . ‚ m + 7

wünschten Eigenschaft.¢a

> eine 2-Deduktion aus SE mit der ge—

Die Vollständigkeit des ERP-Kalküls kann nun mit Hilfe des

Lifting—Theorems leicht gezeigt werden:

Satz 8.4 (Vollständigkeitssatz für den ERP—Kalkül) Wenn S

EE-unerfüllbar ist, so gilt sE a."z

Beweis Wenn S ZE—unerfüllbar ist, so ist S Z g r  E-unerfüllbar

und nach dem Vollständigkeitssatz für den ERP-Kalkül im Ba-

sisfall (Satz 6.6) gilt SEZZgrE '?
duktion < B 1 , . . . ‚ B n >  aus S Z g r  m1t Bn = n .

n, d .h .  e s  gibt eine Z—De-

Mit dem Lifting-Theorem für den ERP—Kalkül (Satz 8 .3 )  erhält

man dann eine E—Deduktion <C1‚...,Ck,...‚Cm> aus SE und eine

E-Substitution xk mit Bn = A k .  Wegen Bn = n gilt augh

Ck = D. Also ist <C1‚...‚Ck> eine Z-Widerlegung von S , d . h .

SE 1-2- m u
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ANMERKUNGEN

FunktionaZ—reflexive Axiome Die Vollständigkeit des ERP—

Kalküls wurde nur für Klauselmengen bewiesen, die alle funk-

tional—reflexiven Axiome enthalten. Brand hat gezeigt, daß

diese Voraussetzung für den RP—Kalkül nicht notwendig ist

[Bra75]. E s  ist zu vermuten, daß dieses Ergebnis auch auf

den ERP-Kalkül übertragen werden kann.

Die Abschwächungsregel In Abschnitt 4 wurde gezeigt, daß der

ERP-Kalkül ohne Abschwächungsregel unvollständig ist. Ohne

die Abschwächungsregel läßt sich die Vollständigkeit durch

einige zusätzliche Forderungen dennoch erreichen:

Ein mehrsortiger Resolutionskalkül (d.h. ohne Paramodulation)

ist vollständig, falls <S ‚£>  eine Baumstruktur hat. Dies er-

gibt sich unmittelbar aus Satz 7.4.

Der ERP—Kalkül ohne Abschwächungsregel i s t  vollständig, wenn

<s‚s> eine Baumstruktur hat und d i e  z u  widerlegende Klausel-

menge S alle funktional—reflexiven Axiome und alle Konstanten—

RefZexivitäten, d.h. Klauseln der Form {E(c<:)}‚ für jedes

c € c enthält, falls eine Klausel in S ein  Literal der Form

E(xt) oder E(tx) (mit X E D und t € T)enthält:

Wegen Satz 7.4 i s t  die Abschwächungsregel nicht notwendig, um

d i e  Existenz der allgemeinsten Z—Unifikatoren z u  sichern. Wie

im Beweis des Lifting—Lemmas für d i e  Z-Paramodulation (Lemma

8.2) z u  sehen war, i s t  jedoch im allgemeinen eine zusätzliche

Anwendung der Abschwächungsregel notwendig, wenn i n  einem Pa-

ramodulationsschritt e i n  Term durch eine Variable ersetzt

wird. Wie man sich leicht überzeugt, kann auch hier auf die

abgeschwächte Variante verzichtet werden, falls alle funktio—

nal-reflexiven Axiome und alle Konstanten-Reflexivitäten gege—

ben s i n d .

Wird d i e  Vollständigkeit auf diese Weise erzwungen, s o  geht
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e i n  wesentlicher Vorteil d e s  RP-Kalküls verloren: Mit den

funktional-reflexiven Axiomen und den Konstanten—Reflexivi-

täten können jetzt alle Z—Grundinstanzen der vorgegebenen

Klauseln erzeugt werden.

Verfeinerungen Di e z-Paramodulationsregel i s t  so stark, daß

eine wichtige Verfeinerung (engl. refinement) unvollständig

wird: Der RP—Kalkül bleibt vollständig, wenn die Paramodula-

tion in positive Gleichheitsliterale verboten wird [Lov78].

Als Konsequenz muß im RP—Kalkül d i e  transitive Hülle des Prä—

dikates E nicht berechnet werden, d.h. Herleitungen der Form

E(q,r),E(r,s) F— E(q s) sind nicht erforderlich. Leider sind

gerade diese Herleitungen unabdingbar für d i e  Vollständigkeit

des ERP-Kalküls:

Beisgiel 8.1 Sei s = {{P(b1)},{f(b2)}‚{E(b1a)}‚{E(ab2)}}
eine E-Klauselmenge mit S = {A,B}, B «: A, P E PB, { b1 ,b2 }CJ ; ’B
und a € Fe'A. Offenbar sind weder {P(a)} noch {P(a)} Z—Klauseln,

d.h. d ie se  Klauseln können nicht durch Z—Paramodulation aus S

hergeleitet werden. Aber mit dem Z—Paramodulanten'{E(b1b2)}

von {E(b1a)} und {E(ab2)} sind die z—Klauseln {P(b2)} und

{5(b1)} durch Z—Paramodulation herleitbar und jede dieser 2-

Klauseln führt zu einer z-Widerlegung von S.n

Das Problem besteht hier i n  d er  Berechnung der transitiven Hül—

le von E .  Dabei i s t  z u  vermuten, daß Z—Paramodulation vollstän—

dig bleibt, wenn n i e  in Unterterme von positiven Gleichheits—

literalen paramoduliert wird, ausgenommen Unterterme, die sich

an einer Argumentstelle des Prädikatensymbols E befinden.
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9. DIE KORREKTHEIT DES ERP-KALKU’LS

In diesem Abschnitt wird der

Korrektheitssatz für d e n  ERP-Kalkül- Wenn S FE D gilt,

so i s t  S ZE-unerfüllbar

bewiesen. Dabei wird genauso vorgegangen wie beim Beweis d e s

Korrektheitssatzes für den RP-Kalkül [Lov78]:

Man beweist mit dem Korrektheitslemma, daß jedes Modell einer

E-Klauselmenge alle daraus abgeleiteten z—Klauseln erfüllt. Da-

mit i s t  dann der Korrektheitssatz einfach zu zeigen. Beim Be-

weis des Korrektheitslemmas wird folgendes Lemma häufig verwen-

det:

Lemma 9 . 1  Seien A ,B E E x  und e € SUBZ mit A C B und OA € 529

Dann gibt e s  e i n  A € SUBz mit
r o

( 1 )  e = AEvars(A)] , und

(2) AB E E Z g r  .

Beweis Sei ’ { x 1 , . . . , x n }  = vars(B)\vars(A), { t 1 " " ’ t n }  c T
mit [ t i ]  5 [ x i ] ,  1si5n, und s e i  6,A € SUBZ mit

6 = {x1+t1‚...‚xn+tn} und A = Goö. Offenbar erfüllt A die Be-

Z g r

dingungen (1) und (2).:

Obwohl die Aussage dieses Lemmas trivial ist, veranschaulicht

e s  einen wesentlichen Umstand bezüglich der Korrektheit des

ERP—Kalküls: Die Existenz der im Beweis verwendeten Terme t i

ist nur deshalb garantiert, weil für jedes in <5,s> minimale

Sortensymbol s Fe ,s  * ¢ vorausgesetzt wird (vgl. Abschnitt 3).

Wird diese Forderung aufgegeben, wobei man dann "leere" Sor-

ten erhält, s o  gelten weder Lemma 9.1 noch d i e  restlichen Sät-

z e  dieses Abschnitts. Der ERP-Kalkül i s t  dann inkorrekt, da
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man eine 2-widerlegbare Z-Klauselmenge S angeben kann, für

die S Z g r  = ¢ gilt, die also E-erfüllbar ist.

Tatsächlich handelt es sich hierbei um die Verallgemeinerung einer

Bedingung, die die Korrektheit des RP-Kalküls sichert: Man

fordert C # ¢, falls eine Klauselmenge S kein Konstantensym-

bol enthält (vergl. Abschnitt 2). Damit wird die Korrekhtheit

des RP-Kalküls erzwungen, da für jede nicht-leere Klauselmen-

ge S dann Sgr # ¢ gilt.

Lemma 9 . 2  (Korrektheitslemma für den ERP—Kalkül)

Sei M ein EE-Modell von S und sei C € £2 mit S PE C .  Dann

wird C durch M Z - e r f fi l l t .

Beweis Der Beweis wird durch Induktion über die Länge n der

z-Deduktion von C aus S geführt.

Um die Lesbarkeit der Beweise nicht unnötig z u  erschweren, wird

auch hier auf die explizite Angabe von Z-Umbenennungssub-

stitution verzichtet. Statt dessen  wird angenommen, daß al-

le Klauseln einer X—Deduktion variablenfremd sind.

Induktionsanfang n = 1: Es gilt C € S und damit, daß M C

Z—erfüllt, denn M ist ein EE-Modell von S.¢

Induktionssehritt n 3 1: Sei C € EZ mit S F-
n+1 2

n+1 die Länge der E-Deduktion von Cn+1 ist. Als Induktions—

hypothese wird angenommen, daß M jede Z-Klausel Ci mit S FE C

Cn+1 ’  wobei

i
E-erfüllt, vorausgesetzt, für die Länge i der Z—Deduktion von

C i  gilt isn.

Sei @ € SUBz m1t ®Cn+1 € L Z g r '  E s  w1rd gezeigt, daß dann

6 Cn+1 n M # ¢ gilt:

Fal l  (i) Cn+1 € S: Wie beim Induktionsanfang wird C durch

M z—erfüllt. Also gilt eCn+1 n M * ¢.¢
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Fal l  ( i i )  Abgeschwächte Varianten und Faktorisation: Sei

= oCi, isn, mit S F— eine abgeschwäch—C n + 1  E n + 1
te Variante oder e i n  Z-Faktor von C i  i s t .  Mit der Induk—

tionshypothese erhält man M n eCn+1 = M n 9091*  ¢.¢

C., wobei C
1

Fal l  ( i i i )  Resolution: Sei Cn+1 = Res(Ci‚Li‚Cj‚Lj,o)‚

1,35n, mit S FE C i ’  S FE Cj und 0 € SUBZ.

E s  gilt Cn+1 c o(Ci U Cj) und nach Lemma 9.1 gibt e s  eine

E—Substitution A m1t eCn+1 = AC und Ac(Ci U Cj) € E g g  .
n + 1  r

Mit der Induktionshypothese erhält man dann M n AoCi * $
und M n A o  * $.

Fal l  ( i i i . 1 )  AoLi $ M oder AoLj € M: Mit AoLi € bderhältman
M n (AoCi - AoLi) # $ und wegen (AoCi - AoLi) c Ao(Ci — Li)¢:eCn+1
dann M n eCn * $. Mit oL_.l € M kommt man zum gleichen Ergeb—
n i s .¢

+1

Fall ( i i i . 2 )  AGLi e M und AoLj e M: Es g i l t  oLi = 0L3, also
auch AOLi = AoLg. Damit erhält man {AOL§, AoLj} c M, d.h. M
ist keine Interpretation.V¢¢

Fal l  ( i v )  Paramodulation: Sei  Cn+1 = Par(Ci,L,Cj,E(qrfl,u,o)

mit i,j5n, S FE C i ’  S PE C j  und 0 E 'SUBZ.  Sei weiter K € LITE

mit oL ; OK und a(oK) = or.

E s  gilt Cn+1

z—Substitution A m1t eCn+1 = ACn+1 und Ao(Ci U C j  U {K}) € £2

c o(Ci U Cj U {K}) und nach Lemma 9.1 gibt es eine

g r '

Mit der Induktionshypothese erhält man dann M n AoCi # $ und

M n A o  # $.

Fal l  ( i v . 1 )  AoL € M oder AoE(qxfl € M: Wie in Fall (iii.1) er-

hält man M n 0Cn+1 * $.M
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Fal l  ( i v . 2 )  AoL € M und AoE(q:r)€ M: Mit Lemma 2.2 (4) erhält

man AOL & AcK und mit Lemma 2.2 (5) a(AOL) = Aoq und u(AoK) =
Aor. Damit gilt AOL TYM AoK‚ d .h .  AOL 9 R ( M )  AoK, und wegen der

E-Abgeschlossenheit von M dann AoK € M. Also gilt Mr1{AoK} # ¢ ,

und mit {AOK} c eCn+1 ergibt sich abschließend M n Ocn+4 *¢ .¢¢m

Die Korrektheit des ZRP—Kalkfils i s t  jetzt einfach z u  zeigen:

KoroZZar 9 . 3  (Korrektheitssatz für den ERP—Kalkül)

Wenn S FE u gilt, so i s t  S ZE-unerffillbar.

Beweis Mit S FE u und M n a = ¢ ergibt sich mit dem Korrekt—

heitslemma (9.2), daß keine E—Interpretation M S Z-erffillt,

d.h. S ist ZE-unerffillbar.fi
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10. DER SORTENSATZ

Soweit wurde der ERP—Kalkül eingeführt, und die Vollständig—

keit und Korrektheit des neuen Kalküls wurden bewiesen. E s

soll nun der Zusammenhang zwischen dem neuen Kalkül und dem

bekannten RP—Kalkül hergestellt werden. Dies geschieht durch

den

Sortensatz für den ERP—Kalkül
A

(i) S ist ZE-unerfüllbar gdw. (S U AE) E—unerfüllbar ist;

2) |—-u .(ii) SE (E u gdw. (gE U A

Der modelltheoretische T e i l  (i) des  Sortensatzes verbindet die

semantischen Begriffe des RP— und des ZRP-Kalkfils, der beweis—

theoretische Teil (ii) setzt d i e  Ableitungsrelationen beider

Kalküle in einen Zusammenhang.

Natürlich muß nur ein Teil des Sortensatzes (also (i) oder (ii))

direkt bewiesen werden. Der jeweils andere Teil ergibt sich

_ dann mit Hilfe der Vollständigkeit und der Korrektheit des RP—

und des ERP—Kalküls.

In diesem Abschnitt wird ein direkter Beweis für den modell-

theoretischen T eil des Sortensatzes gegeben. Beide Richtungen

der Äquivalenz in Teil (i) werden getrennt bewiesen. Zunächst

wird gezeigt, daß aus der ZE—Unerfüllbarkeit von S d ie  E-Uner-

füllbarkeit von ( %  U AZ) folgt: Man beweist, daß jedes E-Mo-

d ell von ( 3  U A Z )  auch ein ZE—Modell von S i s t  (Lemma 10 .3 ) .

Zum Beweis dieses Lemmas werden zuvor einige Eigenschaften

von Modellen der Menge der Sortenaxiome AZ untersucht:

Lemma 10.1 Se i M e i n  Modell von A Z ,  t € Tgr und 5 1 ,  s € 5

mit s1 s s und s1(t) E M .  Dann gilt s(t) E M .
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Beweis Durch Induktion in <5,<> wird s(t) € M bewiesen:

Induktionsanfang s ist minimal in <5,<>: Dann gilt s1 = s

und nach Voraussetzung s(t) € M . ¢

Induktionsschritt s ist nicht minimal in <S ,<> :  Als Induktions—

voraussetzung wird angenommen, daß das Lemma für alle s i  € S
mit s i  <<s gilt. Für 51 = s gilt s(t) nach Voraussetzung. Sei

daher 3 1  < s angenommen: Dann gibt e s  e i n  s i  € S mit 5 1  5 s i

und s i  <<s. Nach Definition von AZ gilt {§i(x),S(x)} € AZ mit

x € vs und damit auch
1

{S (t) s(t)} e AZi ’ gr '

Mit der Induktionsvoraussetzung erhält man 51  (t) € M und damit

si  (t) € M. Da M aber Az erfüllt, gilt M n {5: (t), s(t)} * ¢ ,
d.h. s(t) € M.¢u

Definition 10.1 Der Kern M2 für die Menge der Sorten-

axiome A2 i s t  gegeben durch

_ 5“— {s(q) € L I n r l s  € S}. n

Der Kern MZ ist offenbar eine Interpretation, denn er enthält

ausschließlich positive Grundliterale. Im folgenden wird ge-

zeigt, daß M2 in jedem Modell von Az enthalten ist:

Lemma 10 .2  Für jedes Modell M von AZ gilt M2 c M .

Beweis Sei M ein Modell von AZ, q € T Z g r  und s € 5 mit [qfl s s ,
d.h. es gilt s(q) € ME. Durch strukturelle Induktion über g

wird s(q) € M bewiesen:

Induktionsanfang q € Fe s mit s1 s s: Nach Definition von Az
’ 1

erhält man {s1(q)} € A2. Da M AZ erfüllt, gilt s1(q) € M und

mit Lemma 10.1 s(q) € M, denn s1 5 s.¢
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Induktionsschritt q = f(q1...qk) mit f E F
S 1 . . . S k , s k + 1 ‚

sk+1 Zgr änd [qi] 3 Si fur alle i mit 1sisk:

Dann gilt S i ( q i ?  E M .

s s ,  q i  E T

Als Induktionsvoraussetzung wird

si(qi) € M für alle i mit—1sisk angenommen.

. . . E . — -
Nach Definition von A gilt {s1(x1)‚...,sk(xk)‚sk+1

(f(x1...xk))} E A 2  mit xi E ” S i  und damit auch

— — z{s1(q1),...,sk(qk),sk+1(f(q1...qk))} E Agr .

Mit der Induktionsvoraussetzung erhält man §i(qi) € M und
damit M n{s1(q1),.,.‚sk(qk),sk+1(£(q1...qk))} =
M n{sk+1(f(q1...qk))} * ¢ ,  da M A erfüllt. Also gilt

sk+1(f(q1...qk)) = sk+1(q) € M und mit Lemma 10 .1  dann
s(q) € M, denn sk+1 s s.¢u
Mit diesem Ergebnis kann nun die eine Richtung des modell-

theoretischen Teils des Sortensatzes bewiesen werden:

A
Lemma 10 .3  Sei M e i n  E-Modell von ( S  U AZ). Dann wird

S durch M ZE-erfüllt.

Beweis Sei C € S und e € SUB: mit GC € S Z g r '  Dann gilt

A _ A
6C = ({s1(q1),...,sn(qn)} U OC) € Sgr ,

wobei qi E T E g r '  si € SA  und [qi  ] 5 Si für alle i mit 1<isn.

Da M e i n  E-Modell von ( S  U A2  ) ist, erfüllt M natürlich

auch A2  , und wegen Lemma 10 .2  g i l t  M2 c M .  Mit Definition

10 .1  erhält man 31 (qi  ) E M und damit 5.1 ( q i  ) € M für jedes
1 mitA  1<i<n. Also  l g i l t  M n G C  = M n OC1* Q ,  denn M erfüllt

mit ( S  U A2  ) auch jede Klausel 96 E g g r '  Also wird G C  durch

M erfüllt. Da C und O beliebig gewählt waren, ist M e i n  E-

Modell von S Z g r  und damit e i n  EE—Modell von S . n

Um die andere Richtung des modelltheoretischen Teils des Sor-
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tensatzes zu zeigen, wird bewiesen, daß aus der ZE—Erfüllbar—

keit von S immer die E-Erfüllbarkeit von ( @  U AE) geschlossen

werden kann. Dies ist jedoch nicht s o  leicht zu zeigen wie im

vorherigen Fall: Wie man sich leicht überlegt, erfüllt nicht

jedes ZE-Modell M von S auch ( @  U AZ)‚dennM.enthält im allge-

meinen keine Sortenliterale. M muß also z u  einer Grundliteral-

menge M *  erweitert werden, so daß

(1) M *  alle Sortenliterale interpretiert,

(2) M *  E—abgeschlossen ist , und

* . A Z .( 3 )  M ein Modell von ( S  U A ) ist. .

Dies geschieht, indem M zunächst durch den sogenannten M—Kern

zu einer E-Interpretation M' erweitert wird, die (Q U AZ) 2-
erfüllt. I n  einem zweiten Schritt wird M '  dann mittels d es

sogenannten 5—Komplements z u  einer E—Interpretation M *  erwei-

tert, in der jedes Sortenatom L falsch ist, d.h. LC € M * ,

falls L in M' nicht wahr ist, d.h. L € M'. DieSe E-Interpre-
tation M* deutet also jedes Sortenliteral, und e s  wird dann

mit Lemma 10 .6  gezeigt, daß M* ein Modell von ( 3 U A2) ist.

E s  werden nun die erforderlichen Modellerweiterungen defi-

niert und daran anschließend wird gezeigt, daß mittels die—

ser Erweiterungen aus E—Interpretationen wieder E-Interpre—

tationen gewonnen werden.

Definition 10.2 Der I -Kern  [I] für die Menge der Sorten-
axiome Az bezüglich einer E-Interpretation I ist definiert

als

[I] = {s(t) € LIT§r|s(q) € MZ und E(qt) E I  für ein q z g r } "
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Definition 10 .3  Das 5-Komplement I0 einer E-Interpretation

I i s t  gegeben durch

1° = {§(t) e LITärls(t) e I und s € SL!

In den beiden folgenden Lemmata wird nun gezeigt, daß die  Er-

weiterung einer E-Interpretation um den I—Kern (vorausgesetzt

I c LITgr) oder das S—Komplement wiederum eine E-Interpreta-

tion ist.

Lemma 10.4 Sei I c LITgr eine E-Interpretation. Dann ist

(I U [l])ebenfalls eine E—Interpretation.

Beweis (I U [Ill ist eine Interpretation: Es wird gezeigt,

daß für jedes L e (I u [1]) gilt Lc e (I u [l]).

Fall (i) L E I: Es gilt Lc € I ,  denn I ist eine Interpreta-
tion, und LC € [I], denn [I] enthält ausschließlich Sorten—
atome, aber Lc ist kein Sortenatom, da nach Voraussetzung

L 6 LITgr. Also g i l t  LC € (I u [I]).¢

Fal l  (ii) L E [I]: Da [I] nach Definition 10.2 nur positive
Literale enthält, i s t  LG e i n  negatives Literal und mithin

c ¢  [I]. Weiter gilt Lc € I, denn L0 ist ein Sortenliteral,
und nach Voraussetzung g ilt I C L I T g r '  Damit erhält man

LC e (I u r11>.¢¢

(I U [1]) ist reflexiv: Offensichtlich, denn I ist reflexiv.¢

5(I u [11) ist E-abgeschlossen: Sei L e (I u [I]), K € LITgr
und a e SEL+ mit L ??(I u
K e (I U [11) g i l t .  Da E(a(L)a(K))€ (I U [l]), aber [I] nur
Sortenatome enthält, gilt E(a(L)a (K) )  € I und damit

[ l ] )  K .  Es Wird gezeigt, daß

(1) L 771 K .
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Für L € I erhält man K € I c (I U [l]), denn I ist E—abgeschlos-
sen .  Für L € [I] gibt es nach Definition 10 .2  irgendwelche s € S,
t € Tgr und q € T E g r  mit

(2) L = S ( t )  ,

Z
(3) s(q) € M , und

(4) E(q t) € I.

Mit ( 1 )  erhält man L : K und m i t  ( 2 )  dann

(5) K = s(r) , für ein r € T g r '

Seien a1 ,a2  € SEL mit a1(s(t)) = t und a 2 ( E ( q t fl )  = t . D a n n  gibt

e s  ein B € SEL* mit a = Boa1 und aus ( 1 )  erhält man mit Lemma

2.2 (3) t 7?I r. Damit gilt a2(E(q t)) 7?1 a2(E(q:r))sowie

E(q t) ; E(q r)  und mit Lemma 2.2 (3) dann
2

(5) E ( q t )  B—o-a-Z'I 
E ( q r )  .

Mit (4) und der E-Abgeschlossenheit von I erhält man jetzt

E(q : r )€  I und zusammen mit ( 3 )  nach Definition 10 .2  s(r) € [I].

Mit (5) gilt schließlich K e [I] c (I u [ I ] ) . ¢a

Lemma 10 .5  Sei I eine E-Interpretation. Dann ist

( I  U Ic) ebenfalls eine E—Interpretation.

Beweis (I U Ic) ist eine Interpretation: Sei L € ( I  U Ic).
Es wird Lc € (I u 1°) gezeigt: Für L E I erhält man Lc € I,
denn I ist eine Interpretation und Lc € IC nach Definition

10 .3 .  Für L € Ic erhält man Lc € I nach Definition 10 .3  und
LG € Ic, denn Ic enthält ausschließlich negative Literale.
In jedem Fall gilt also Lc € (I U IC).¢
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( I  U I c )  ist reflexiv: Offensichtlich, denn I i st reflexiv.¢

(I U Ic) ist E-abgeschlossen: Sei L € (I U Ic), K € LITär
« e SEL+ mit L 7?(I u I c )  K. Es wird gezeigt, daß K e (I u Ic)
gilt: Da E(a(L)a(K)) € ( I  U Ic), aber Ic nur negative Sorten-

literale enthält, gilt E(a(L)d(K)) € I und damit

und

( 1 )  L 771 K .

Für L € I erhält man K e I c (I u Ic), denn I ist E-abgeschlos-
sen. Für L € Ic schließt man mit ( 1 )  LC —» Kc und mit Lemma

a I
2.3 ( 1 )  dann Kc 7:1 L c .  Angenommen, es gälte Kc € I :  Dann i s t

LG € I ,  da I E—abgeschlossen ist, und mit Definition 10 .3  er-

hält man L € IC.V Also gilt KG € I und nach Definition 10 .3  dann

KEIC c (I u Ic).¢u

Wie man sich leicht überzeugt, erhält man z u  jeder E-Interpre—

tation I mit (I U Ic) eine E-Interpretation, die jedes Sorten—

literal L deutet, d.h. für die L e (I u 1°) oder LC 5 (I u 1°)
gilt.

E s  wird nun gezeigt, daß für jede ZE-erfüllbare Z-Klauselmenge

S mit Hilfe des I-Kerns und des fi-Komplements ein E-Modell für
A

(S U AZ) gefunden werden kann:

A
Lemma 10.6 Wenn S EE-erfüllbar ist, so ist ( S  U AZ) E —

e r f ü l l b a r .

Beweis S e i  M e i n  minimales ZE-Modell von S .  Dann i st  M e i n

E+Modell von S Z g r  c: E z g r ’  und wegen der Minimalität von M

gilt M c LITgr. Nach Lemma 10.4 ist dann (M U [M]) eine E-
Interpretation und mit Lemma 10.5 i s t

*M = (M U (M]) U (M u [MDc

A
ebenfalls eine E—Interpretation. Sei jetzt C € (S U AZ), d.h.
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C = {§1(x1),...,§n(xn)} u D

m i t  D E 5:, wobei D k e i n  negatives Sortenliteral e n t h ä l t .

Dann gilt vars(D) = {x1,...,xn} und [ X i ]  = s i  für jedes i

mit 1sisn. Sei weiter O € SUB mit e = {x1+t1,...,xn+tn} und

COD(0) C T , d.h.gr

_ ' _ A 2GC — ({s1(t1),...,sn(tn)} UOD) E(S UA.)gr .

E s  wird gezeigt, daß M *  O C  erfüllt.

Fal l  (i) si(ti) € [m] für ein i mit 1sisn: Es g i l t
s i ( t i )  $ (M U [M]), denn M enthält keine Sortenliterale,
und mit Definition 10.3  erhält man §i(ti) E (M U [M])C. Da—
mit gilt éi(ti) e M*r10C‚ d.h. m* erfüllt ec.¢

Fal l  (ii) si(ti) E [M] für jedes i mit 1sisn: Nach Defini—
tion 10 .2  gibt e s  dann Terme q1‚...‚qn € T q  mit

21si(qi) E M und E(qi ti) E M

für jedes i mit 1sisn. Sei A E SUB mit A = {x1+q1‚...,xn+qn}.
Wegen si(qi) E M'2 gilt A E SUBZ. E s  wird gezeigt, d a ß  gilt

(M u [M]) n AD # ¢ .

Fal l  (ii.1) s(r) € D für ein s € 5 und ein r E T :  Mit D € L:

gilt s(Ar) € LITägrundinitDefinition 10 .1  dann s(Ar) € MZ.
Da E(Ar Ar) € M erhält man mit Definition 10 .2  s(Ar) € [M]
und wegen s(Ar) € AD schließlich s(Ar) € (M U [M]) n AD.¢

Fal l  (ii.2) s(r) € D für alle s € s und alle r € T: Dann gilt
__"X_—_——_
C = D ,  d .h .  D € S und damit AD € S . Da M S erfüllt, er—

zgr Zgr
hält man M n AD # ¢ und damit auch (MlJfNfl) n AD # ¢.¢

Also gibt es ein Literal L E D mit AL E (M U [M]). Seien nun
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5
gr mit

+

a1‚...‚ah € SEL und K1,...,Kh+1 € LIT

{a1,...‚ah} =>{a € SEL+|a (L)  E vars(D)} ,

K 1  = Ä L  ,

K j  &; K j + 1  ’

aj(Kj = Äaj(L) , und

aj(Kj+1) = eaj(L)

für alle j mit 1s j sh .  Dann gilt K h + 1  = 9L und

K1 §T(MIJ[M]) K2 °°° Kh &;(M u [m]) Kh+1 und damit
* KK 1  "*R(M u [M]) h+1 '

dau1a . (K . )  = Axi = qi, a j ( K j + 1 )  = Oxi = ti und E(qiti) € M ,  wobei
Xi € vars(D).

Mit K1 = AL 6 (M U [M]) ergibt sich dann nach Lemma 2.3 (2)
Kh+1 = GL 5 (M u [M]). Damit g i l t  9L 6 (M u [ml) n en, d .h .
M* erfüllt ec.¢

' D a  C und 6 beliebig gewählt waren, i s t  M *  ein E-Modell von
A A

(S U AZ)gr und damit ein E-Modell von (S U A2).u

Abschließend kann nun der Sortensatz bewiesen werden:

Satz 10 .7  (Sortensatz für den ERP-Kalkül)
Z .. .

(i) S ist EE-unerfüllbar gdw.(g U A ) E-unerfullbar ist;

(ii) SE FE n gdw. (gE U AE) F- n.
I.

Beweis ( i )  Wenn S ZE-unerffillbar ist, so ist wegen Lemma
A10.3 (s u AZ) E-unerfüllbar. Ist (@ u AZ) E-unerfüllbar,

so ist wegen Lemma 10 .6  S ZE—unerffillbar.¢
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(ii) Mi t SE FE u erhält man nach dem Korrektheitssatz für den

ERP-Kalkül (Korollar 9.3), daß sE ZE—unerfüllbar ist. Damit
ist nach Teil (1) des Sortensatzes (gEU AZ) E—unerfüllbar. Al—
so gilt (gEU AZ) k—u, denn der RP—Kalkül ist vollständig [Lov78].

Mit (gE U AZ) b— n gilt nach dem Korrektheitssatz für den RP-

Kalkül, daß (QB U AZ) E—unerfüllbar ist [Lov78]. Damit ist nach

Teil (i) d e s  Sortensatzes SE ZE-unerfüllbar, und mit dem Voll-

ständigkeitssatz für den ERP—Kalkül (Satz 8.4) gilt dann

SE |? U.;“!
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ll. EIN AUTOMATISCHER BEWEISER FÜR DEN ERP—KALKUL

I n  diesem Abschnitt wird die Realisierung des ERP-Kalküls

durch einen automatischen Beweiser beschrieben. Dabei werden

ausgehend von einem Beweiser für den RP-Kalkül diejenigen Än-

derungen angegeben, die erforderlich sind, um einen Z—Bewei-

s e r ,  d . h .  e ine n BeweiserffirckaLZRP—Kalkfil z u  e r h a l t e n .  D i e s e

Änderungen betreffen

— den Übersetzer für di e Eingabesprache,

das Skolemisierungsverfahren ,

— den Unifikationsalgorithmus und

- die Berechnung der Faktoren, Resolventen und Paramodulanten.

Der Übersetzer Der Übersetzer überprüft, ob eine Eingabe den

syntaktischen Regeln und denen der statischen Semantik einer

Sprache erster Stufe K (mit den üblichen Junktoren und Quanto-

ren) genügt. Als 'Code' wird eine Formel erster Stufe i n  einer

für die weitere Verarbeitung geeigneten Repräsentation erzeugt.

D i e  Regeln der statischen Semantik müssen s o  geändert werden,

daß ausschließlich Formeln aus der Menge der sortenrechten For—

meln erster Stufe KZ c K akzeptiert werden: Für jede atomare

Teilformel A einer Eingabeformel h a t der Übersetzer z u  über—

prüfen, ob A sortenrecht ist, d.h. ob

A € Pe oder [a(A)] s [A10 für alle a E SEL+ mit a(A)+

gilt. Dieses Problem tritt auch bei Programmiersprachen mit

Sorten (bzw. Typen) auf, wie z .B .  PASCAL oder ADA, u n d  kann

daher mit den bekannten Techniken des Übersetzerbaus gelöst

werden.

Um eine Menge von Sortensymbolen S ,  eine Untersortenordnung S s

und eine ß-Signatur E z u  definieren, muß die Sprache K2 ent—

sprechend erweitert werden (vergl. [Wa182b]).Diese Erweiterung

zieht dann zusätzliche "semantische" Tests nach sich, i n  de—

nen z.B. überprüft wird, ob 5 tatsächlich eine Ordnungsrela-
$

tion i s t .
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Das Skolemisierungsverfahren Bei der Skolemisierung einer For-

mel erster Stufe, die i n  einer bestimmten Normalform vorliegt,

wird jedes Auftreten einer existenzquantifizierten Variablen y

i n  e i n e r  atomaren Teilformel durch einen S k o l e m t e r m  t e r s e t z t ,

und alle Existenzquantoren werden eliminiert.

Der Skolemterm t besteht aus einem neuen Funktionssymbol f ,  an-

gewandt auf eine (möglicherweise leere) Liste von Variablensym—

bolen ( X 1 " ' X n ) ’  wobei jedes Variablensymbol xi allquantifi-

ziert ist und das Variablensymbol y ,  da s durch t ersetzt wurde,

im Gültigkeitsbereich genau der Allquantoren für d i e  Variablen-

symbole x 1 , . . . , x n  l i e g t .

Die Z-Skolemisierung, d.h. di e Skolemisierung für den ERP—Kal—

k ü l ,  wird für Formeln aus K Z  genauso durchgeführt. Dabei muß

jedoch d i e  Signatur Z für die neuen Funktionssymbole zu einer

Signatur 2 *  erweitert werden. Man setzt

f E F s 1 . . . s n , s  gdw. [xi] = si und [ y ]  = s ‚

wobei f ,  xi und y wie oben definiert sind. E s  i s t  offensicht-

lich, daß die Z-Skolemisierung sortenrechte Formeln (aus KE)

in sortenrechte Formeln (aus K Z * )  überführt.

Folgende Überlegung zeigt, daß die E—Skolemisierung von Formeln

aus Kz deren 2-(Un)Erffillbarkeit erhält: Aus [Obe62] erhält man

die semantischen Begriffe für KE und insbesondere eine Definition

für die Z-Unerfüllbarkeit von Formeln aus K z '  Sei nun KS d i e

erweiterte Sprache von K ,  in der Sortensymbole a l s  einstellige

Prädikatensymbole verwendet werden. Dann g i l t  nach dem Sorten—

satz aus [Obe62]:

¢ € KE ist Z-unerfüllbar gdw. ({3} U AZ) c Ks unerfüll—

bar i s t .

Folgendes Diagramm veranschaulicht die Umformung von Formeln

erster Stufe durch Skolemisierung und Z—Skolemisierung:
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fl )

<<» € Kz‚z> ———-» ({$} u AZ) c Ks

(5) (2)

~ A 2* X Z s
< ¢  € Kz* l z *>  “__—_. ( { é }  U A ) 5 ( { C P }  U A )  C K

A w(4) )

Bild 11.1 Skolemisierung und E—Skolemisierung

Hier bezeichnet ; die Formel, die  durch (Z—)Skolemisierung aus

einer Formel ¢ bei den Übergängen (2) und (5) entsteht. Bei den

Übergängen (1) und (4) wird eine Formel durch die Vereinigung

ihrer Relativierung mit der Menge der Sortenaxiome ersetzt.

Unter der Voraussetzung, daß bei der (Z—)Skolemisierung in (2)

und ( 5 )  jeweils gleiche Variablensymbole durch gleiche Skolem—

terme ersetzt werden, kann die Äquivalenz (3) bewiesen werden.

Damit hat man gezeigt, daß jede Z—skolemisierte Formel 3 € K z *

2 * — u n e r f ü l l b a r  ist gdw. ¢ E K f  E-unerfüllbar ist, denn die Über—

gänge ( 1 )  und ( 4 )  erhalten die Unerfüllbarkeit nach dem Sorten—

satz aus [Obe62], und der Übergang (2), der die Skolemisierung

im einsortigen Kalkül bezeichnet, läßt die Unerfüllbarkeit eben—

so unverändert [Lov78].

Der Unifikationsalgorithmus Im Kern eines jeden (Robinson-)

Unifikationsalgorithmus werden Variablensymbole x mit Termen t

unifiziert. D ie  Ergebnissubstitution, dargestellt durch {x+t},

wird mit weiteren Substitutionen dieser Art durch Funktional-

komposition verknüpft, wodurch e i n  allgemeinster Unifikator für

die Menge der Terme (oder Atome) entsteht, die  dem Unifikations-

algorithmus a l s  Eingabe vorgelegt wurde (vorausgesetzt diese

Menge i s t  überhaupt unifizierbar). Jeder Unifikationsalgorith-

mus enthält daher eine Folge von Anweisungen der Form:
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(1) LA x = t then  i e ta in  ( { } )
(2) £6 X E vars({t}) then  stop/failure
(3) i e ta in  ({x+t})

Bild 11.2 Unifikation von Variablen und Termen

Bei der Unifikation im ERP-Kalkül gibt e s  nach dem E—Unifika-

tionssatz (Satz 7.5) e inen  allgemeinsten E—Unifikator für eine

Menge Z-unifizierbarer Terme im allgemeinen nur nach Anwendung

einer Abschwächungssubstitution. Der Unifikationsalgorithmus

wird daher zu  einem E—Unifikationsalgorithmus abgeändert, in-

dem Anweisung ( 3 )  i n  Bild 11 .2  durch eine neue Folge von Anwei-

sungen ersetzt wird:

(3 .1 )  iß [t] S s  [x] then  i e ta in  ({{x+t}})

( 3 .2 )  if tLGD oi [tlnslx] = ¢ then  Stop/failure

(3.3) L6 [x] < [t] then  i e ta in  ({{tex}})s
(3 .4)  let { 51 . . . . . s k }  = max([t] ns [x]) „
(3.5) let {z1‚...‚zk}c:vf so daß'zi bisher nichtvenmafletymrdey

(3.6) i e ta in  ({{x+z1‚t+z1}‚...‚{x+zk‚t+zk}}) . u n d l l z i l ä s i

Bild 11.3 Z-Unifikation von Variablen und Termen

Der Z-Unifikationsalgorithmus liefert als Ergebnis eine Menge

von E-Unifikatoren und nicht, wie im einsortigen Fall, e inen

einzigen Unifikator, da im allgemeinen ein Unifikationsproblem

im ZRP—Kalkfil mehrere allgemeinste Lösungen besitzt.

Man kann zeigen (vergl. [Wa184b])‚ daß der E-Unifikationsal—

gorithmus, angesetzt auf eine Menge von Z-Termen D mit einer

Fehlermeldung terminiert, falls D nicht Z-unifizierbar ist

und andernfalls mit einer Menge von Z-Substitutionen

U(D) = {r1,...,1n} als Ergebnis anhält. Dabei ist U(D) eine

kleinste Teilmenge von SUBE mit folgender Eigenschaft: Für j e -

des 1 mit 1sisn gilt
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( 1 )  “ i  € ASUB(Vars(D)) ,

( 2 )  G i  ist ein allgemeinster E—Unifikator von uiD ,

(3) Ti = oioui [vars(D)] ' r und

( 4 )  für jeden E—Unifikator 6 von D gibt e s  e i n  A € SUBz

und ein Tj € U(D) mit e = Aorj[vars(D)].

Falls D sowohl Z-unifizierbar a l s  auch z-verträglich ist (vergl.

Abschnitt 7 ) ,  s o  gilt U(D) = { 1 } ,  wobei T e in  allgemeinster E—
Unifikator von D ist, denn wegen der Z-Verträglichkeit ist immer

genau eine der Bedingungen i n  den Anweisungen ( 3 .1 )  und (3.3)

von Bild 11 .3  erfüllt.

Berechnung der Faktoren, Resolventen und Paramodulanten Wie schon

in den Abschnitten 4 und 7 angedeutet, kann bei einer Realisierung

des ERP—Kalküls durch einen automatischen Beweiser die explizite

Berechnung von abgeschwächten Varianten vermieden werden. Im fol—

.genden wird eine Implementierung vorgestellt, bei der  abgeschwäch—

te Varianten gleichzeitig mit den Faktoren, Resolventen und Para—

modulanten berechnet werden:

Faktorisation Sei A eine Klausel i n  einer z—Deduktion‚ und sei

B c A mit |B |22  und

U(B) = {T1,...,Tn} .

Um die Vollständigkeit z u  garantieren, muß der Z—Beweiser jede

Z - K l a u s e l

m i t  1 s i s n  berechnen. Jede d i e s e r  z — K l a u s e l n  i s t  nach dem z - U n i —

fikationssatz (Satz 7.5) ein Z—Faktor einer abgeschwächten Varian—
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te von A .  D i e  Vollständigkeit ergibt sich dann aus dem Lifting—

Theorem für den ERP-Kalkül (Satz 8.3).

Resolution Seien A , B  Klauseln i n  einer Z—Deduktion, und seien

LA € A und L € B komplementäre Literale mit
B

U({|LAl,|LBI}) = {T1,...,Tn} .

Um die Vollständigkeit z u  garantieren, muß der Z-Beweiser jede

Z — K l a u s e l

Ti(A-LA) u Ti(B-LB)

mit 1sisn berechnen. Jede dieser Z—Klauseln i s t  nach dem Z-Uni-

fikationssatz (Satz 7 .5 )  eine Z-Resolvente von abgeschwächten

Varianten von A und B .  Die Vollständigkeit ergibt sich dann aus

dem Lifting-Theorem für den ERP—Kalkül (Satz 8.3).

Paramodulation Seien A,B Klauseln i n  einer 2-Deduktion, und

seien L E A, E(qr) € B  und a € SEL+, so daß {a(L)‚q} E-unifi—
zierbar ist. Falls r € n und [ r ]  F13 [Lja = ¢ oder r € » und

[ r ]  is [LJG gilt, so gibt es keinen Z—Paramodulanten von A

und (einer abgeschwächten Variante von) B ,  denn e s  gilt dann

[er] $s [ eL]a  für alle 6 € SUBZ.

Einen E-Paramodulanten erhält man also nur, falls mit r € n

auch [ r ]  [7 [L ]“  # ¢ gilt und falls mit r € D auch [ r ]  S s  [Lla

gilt. Sei {s1‚...‚sk}==maxs([r] Fls [L]a)‚ und sei {z1‚...‚zk}

eine Menge von Variablensymbolen mit [ 2 1 ]  = s i ,  di e in der Z -

Deduktion bisher nicht verwendet wurden. Für [ r ]  $ 5  [L ]“  defi-

niert man u1,...„fi{ € SUBZ durch “j = {r+zj}, 1s j sk .  Andern—

falls definiert man k = 1 und u1 = e .  Offenbar i s t  jede Klausel

ujB eine abgeschwächte Variante von B und e s  gilt [ u j r ]  S s  [LJG

für alle j mit 1sjsk.

Aus dem Beweis des Lifting—Lemmas für die z—Paramodulation

(Lemma 8.2) i s t  bekannt, daß {a(L),ujq} E—unifizierbar ist.
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Also gilt

U({a(L)‚ujq}) = {r3‚...‚rgj} * ¢ .

Um die Vollständigkeit zu garantieren, muß der Z—Beweiser jede

E-Klausel

Tg(A4L) u Tg(B-E(qro) u{TgK}

mit 1sjsk und 1si5nj berechnen (wobei TgK ei n Modulantliteral

ist). Jede dieser Klauseln ist nach dem Z—Unifikationssatz

(Satz 7.5) ein z-Paramodulant von abgeschwächten Varianten von

A und B. Die Vollständigkeit ergibt sich dann aus dem Lifting—

Theorem für den ERP—Kalkül (Satz 8.3).

Nach jeder Berechnung eines z—Faktors, einer Z—Resolvente und

eines Z—Paramodulanten müssen dann alle Variablensymbole der

jeweiligen neuen Z—Klauseln  mittels geeigneter E-Umbenennungssub—

stitutionen ersetzt werden.
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12. AUTOMATISCHES BEWEISEN IM ERP—KALKUL

In diesem Abschnitt sollen die praktischen Vorteile des ERP—

Kalküls diskutiert werden. Anhand ausgewählter Beispiele wer-

den Lösungen von Problemen, di e in der einsortigen Prädikaten—

logik formuliert s i n d ,  mit den Lösungen der mehrsortigen For-

mulierungen dieser Probleme verglichen. Als Beweissystem wird

dabei die Markgraf Karl Refutation Procedure  (MKRP) verwendet

[ESSBO, BES81], ein an der Universität Karlsruhe entwickelter

automatischer Beweiser, der auf der erweiterten "Connection-

graph"—Methode basiert [Kow75, ESW78, SW80, Ei381, Wa181]. Die—

ser Beweiser wurde, wie in Abschnitt 11 beschrieben, für den

ZRP—Kalkül ausgebaut.

Einen ersten Ansatzpunkt für den Vergleich beider Kalküle lie-

fert der Sortensatz (Satz 10.7). Man erhält

— eine kleinere Menge von

- kleineren Klauseln

und damit

- kürzere Widerlegungen

wenn SE I— n anstatt(SEU A Z)k— u gezeigt wird.  EJedochE stellt

ein Vergleich zwischen (Z- )Widerlegungen von SE und SE U A2
die Unterschiede zwischen beiden Kalkülen verzerrt dar, da

Klauselmengen i.a. nicht in der Form gE U A2 vorliegen. Bei-

spielsweise kann die Klauselmenge s = {{P(x)}, {§(y)}} sowohl

im RP—Kalkül als auch im ERP—Kalkül mit S = {so} in einem

Resolutionsschritt widerlegt werden. Dagegen liefern Relati—

vierung und Sortenaxiome die Klauselmenge Q U A2 = {{§°(x),
P(x)},{so(y),P(y)}} U { { so (c ) } } ,  deren Widerlegung mindestens

zwei Resolutionsschritte erfordert.

Einen objektiveren Vergleich erhält man daher, wenn durch Axio-

matisierung erster Stufe gegebene Probleme mit ihrer "sortier-
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ten Version" verglichen werden, die man erhält, indem (einige)

einstellige Prädikate durch Sortensymbole und (einige) Axiome

durch die Untersortenbeziehung und die Signatur kodiert werden.

Dies soll anhand eines im automatischen Beweisen wohlbekannten

Problems vorgeführt werden: Das nachfolgende Beweisprotokoll

zeigt die Lösung des MKRP—Systems für das sogenannte "monkey-

banana"-Problem, wobei die (einsortige) Axiomatisierung aus

[ L o v 7 8 ]  verwendet wird:

* i i t . * * * * * * * * * i i * i fl * * * * t k t t fi i i i i t * * * * t i fi i t ü fl i ü t i i t t t * i ü t t i i i * * * . t i i i i i i ü fi i . * * * *

*
' MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 12-OCT-83 *
* a

* DATE: 2-NOV-83 16 :40 :31  *
. *
fi .t . . i . * * * * * * i t * * i i i fi * * . * . t ü i i t t i l * * * . . * Q fi i fl i i i fl i i i i t i i fl i fl i i t i t i l i i t i ü ü t ' i i fl i fi ü

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
ALL x‚Y ANIMAL(x) AND CLOSE.To(x Y) IMPL CAN.RBACH(x Y)
ALL x‚Y ON(x Y) AND UNDBR(Y BANANA) AND TALL(Y) IMPL CLOSE.TO(X BANANA)
ALL x,Y,z IN.RO0M(X) AND IN.ROOM(Y) AND IN.ROOM(z) AND

CAN.MOVE.NEAR(X Y z )  IMPL (CLOSE.TO(Z FLOOR) OR UNDER(Y z))
ALL x,Y CAN.CLIMB(X Y )  IMPL ON(x Y )
ANIMAL(MONKEY)
TALL(CHAIR)
IN.ROOM(MONKEY)
IN.ROOM(BANANA)
IN.ROOM(CHAIR)
CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)
NOT CLOSE.To(BANANA FLOOR)

‘CAN.CLIMB(MONKBY CHAIR)

THEOREM:
CAN.REACH(MONKEY BANANA)

CLAUSES:
AXM1 : ALL x:ANY Y:ANY NOT ANIMAL(X) OR NOT CLOSE.TO(X Y)

OR CAN.REACH(x Y)
AXM2 : ALL x=ANY Y=ANY NOT ON(x Y )  OR NOT UNDER(Y BANANA)

OR NOT TALL(Y) OR CLOSE.TO(X BANANA)
AXM3 : ALL x:ANY Y:ANY z:ANY NOT IN.ROOM(X) OR NOT IN.ROOM(Y) OR

NOT IN.ROOM(Z) OR NOT CAN.MOVB.NBAR(X Y z) OR CLOSB.TO(z FLOOR)
OR UNDER(Y z)

AXM4 : ALL sNY Y:ANY NOT CAN.CLIMB(x Y) OR ON(x Y)
AXMS = ANIMAL(MONREY)
AXMG : TALL( CHAIR)
AXM7 : IN.ROOM(MONKEY)
AXMB : IN.ROOM(BANANA)
AXM9 : IN.ROOM(CHAIR)
Axulß : CAN.MOVB.NBAR(MONKBY CHAIR BANANA)
AXMll : NOT CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
AXM12 : CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)
THM13 : NOT CAN.REACH(MONKEY BANANA)



AXM3

AXN3

AXMS

AXM3

AXMl + AXMS

THM13 + RESl

RESZ + AXMZ

RES3 + AXM4

RES4 + AXMIZ

RESS + AXM3

RE36 + AXM9

RES7 + AXM6

RESB + AXMB

AXMll + RES9

RESlO + AXMIO

RESll + AXM7

--> AXM3.FAC1

--> AXM3.FAC2

--> AXM3.FAC3

--> AXM3.FAC4

A - )

_ _ )

-->

_ - >

-->

__>

__>

RESl

RES2

RES3

RES4

RESS

RESS

RES7

RESB

RES9

RESIO

RESll :

RESl2  :

n

100

ALL x=ANY UNDER(x X) OR CLOSB.TO(x FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NBAR(X x x )
OR NOT IN.ROOM(X)

ALL X:ANY Y:ANY UNDER(X Y )  OR CLOSE.TO(Y FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(Y x Y )
OR NOT IN.ROOM(Y) OR NOT IN.ROOM(X)

ALL x:ANY YzANY UNDBR(x x) OR CLOSE.TO(X FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(Y x x) OR NOT IN.ROOM
OR NOT IN.ROOM(X) OR NOT 1N.ROOM(Y)

ALL x:ANY YzANY UNDER(x Y )  OR CLOSB.TO(Y FLOOR)
OR NOT CAN.MOVB.NBAR(X x Y) ,
OR NOT IN.ROOM(Y) OR NOT IN.ROOM(X)

ALL x:ANY CAN.REACH(MÖNKEY x)
OR NOT CLOSE.TO(HONKEY x )

NOT CLOSE.TO(MONKEY BANANA)

ALL X:ANY NOT TALL(X) OR NOT ON(MONKEY x )
OR NOT UNDER(X BANANA)

ALL X:ANY NOT UNDER(X BANANA) OR NOT TALL(X)
OR NOT CAN.CLIMB(MONKEY X )

NOT TALL(CHAIR) OR NOT UNDER(CHAIR BANANA)

ALL x:ANY NOT TALL(CHAIR)
OR CLOSB.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR NOT IN.ROOM(BANANA)
OR NOT IN.RO0M(CHAIR) OR NOT IN.ROOM(x)

ALL x:ANY NOT IN.ROOM(X) OR NOT IN.ROOM(BANANA)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT TALL(CHAIR)

ALL x=ANY CLOSB.T0(BANANA FLOOR)
OR NOT CAN.MOVB.NBAR(X CHAIR BANANA)
OR NOT IN.ROOM(BANANA) OR NOT IN.ROOM(X)

ALL x:ANY NOT IN.ROOM(X)
OR NOT CAN.MOVB.NBAR(X CHAIR BANANA)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)

ALL x:ANY NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR NOT 1N.ROOM(x)

NOT IN.ROOM(MONKEY)

EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXM7 AXMIE AXMB AXMG AXM9 AXM3 AXM12 AXM4 AXM2 AXMS AXMI RESI THM13 R382 R353
RES4 RESS RES6 R257 RESB RES9 AXMll RESIO RESll RESIZ .

THE THEOREM IS PROVED.

Bi ld  12.1

END OF PROOF 2-NOV-83 16:42 :18 .

Die Lösung des einsortigen "monkey-banana"-Problems
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Eine mehrsortige Formulierung des "monkey—banana"-Problems und

dessen Lösung im ERP—Kalkül durch das MKRP—System zeigt nach-

folgendes Protokoll. Dabei steht (vergl. [Wa182b]):

SORT S1,...,sn:s für s i  <<s sn , 1SiSn I

TYPE C1,...,Cn:S für c i  € Fe ls  , 1sisn ,

TYPE P(s1...sn) fur P € Ps , und
1 . .  . S n

ALL x1,...,xn:s für d i e  Allquantifizierung der xi € Ds, 1sisn.

i i t fl fi t i i i t i l i t i i t i i * t i i i . * t i i . . t t i t t fi i t i t t i i i t i i i i i i t t i . . . . i i * * i * i i . * * * . ' * * . I * . .

MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION l2-OCT-83
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.
DATE: 2-NOV-83 16 :46 :27  *

O
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FORMULAE GIVEN T0 THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
SORT ANIMAL,TALL:IN.ROOM
TYPE BANANA,PLOOR:IN.ROOM
TYPE CHAIR:TALL
TYPE MONKEY:ANIMAL
TYPE CAN.REACH(ANIMAL IN.ROOM)
TYPE CLOSE.TO(IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE ON(IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE UNDER(IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE CAN.MOVE.NEAR(ANIMAL IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE CAN.CLIMB(ANIMAL TALL) .
ALL x:ANIMAL ALL Y:IN.RO0M CLOSE.To(x Y) IMPL CAN.REACH(X Y)
ALL X:ANIMAL ALL Y:TALL 0N(x Y )  AND UNDER(Y BANANA) IMPL CLOSE.To(x BANANA)
ALL x:ANIMAL ALL Y,z:IN.ROOM CAN.MOVE.NEAR(X Y z)

IMPL (CLOSE.TO(Z FLOOR) OR UNDER(Y z)) .
ALL x:ANIMAL ALL Y:TALL CAN.CLIMB(X Y )  IMPL ON(x Y )
CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)
NOT CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)

THEOREM:
CAN.REACH(MONKEY BANANA)

CLAUSEs: -
AXMl = ALL x:ANIMAL Y:IN.ROOM NOT CLOSE.TO(x Y )  OR CAN.REACH(x Y )
AXM2 : ALL X:ANIMAL Y:TALL NOT 0N(x Y )  OR NOT UNDER(Y BANANA)

OR CLOSE.To(x BANANA)
AXM3 = ALL X:ANIMAL Y:IN.ROOM Z:IN.RO0M NOT CAN.MOVE.NEAR(x Y z)

OR CLOSE.To(z FLOOR) OR UNDER(Y z )
AXM4 = ALL XsANIMAL Y:TALL NOT CAN.CLIMB(X Y) OR ON(X Y)
AXMS : CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)
AXMG : NOT CLOSE.TO(BANANA PLOOR)
Axn7 = CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)
THMB NOT CAN.REACH(MONKEY BANANA).
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ALL X=ANIMAL Y:TALL z=ANIMAL CLOSE.TO(X BANANA)
OR NOT 0N(x Y) OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(z Y BANANA)

AXMZ + AXM3 --> R351

RESl + AXMS --> sz : ALL x:ANIMAL CLOSE.TO(BANANA FLOOR) OR NOT ON(x CHAIR)
OR CLOSE.T0(X BANANA)

ALL x:AN1MAL CAN.REACH(X BANANA) OR NOT ON(x CHAIR)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)

AXMI + RESZ --> RES3

AXMG + RES3 -—> RES4 : ALL XzANIMAL NOT ON(X CHAIR) OR CAN.REACH(X BANANA)

THMB + R254 --> R255 : NOT ON(MONKEY CHAIR)

R355 + AXM4 --> R856 : NOT CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)

R356 + AXM7 --> RES7 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXM7 AXM4 AXMS AXM3 AXM2 RESl RES2 AXMl RES3 AXM6 RES4 THMB RESS RESS RES7 .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 2-NOV-83 16:47 :22 .

Bild 12.2 Die Lösung des mehrsortigen "monkey—banana"—Problems

Folgende Tabelle vergleicht die Statistik beider Beweisläufe.

Dabei ist der Wert für i n i t i a l  l i nk s  ein Maß für den Umfang des

initialen Suchraumes und der Wert für l i nk s  genera t ed  ein Maß

für den Umfang des gesamten Suchraumes, der während eines Beweis-

laufs erzeugt wurde. Der Wert für steps execu ted  i s t  proportional

zum tatsächlichen Suchaufwand und l e ve l  of proof gibt die Such—

tiefe an. Die Wer te  für R—links, P-links und F—links bezeichnen

die Anzahl der potentiellen Resolventen, Paramodulanten oder

Faktoren, also der Klauseln, die während des Beweislaufs hätten

erzeugt werden können. D i e  Werte für das mehrsortige Problem

sind in der ersten, die für das einsortige Problem in der zwei-

ten Spalte der Tabelle wiedergegeben. I n  der dritten Spalte wird

der Aufwand für die mehrsortige Lösung in Prozenten der einsorti—

gen Lösung angegeben. Die vierte Spalte schließlich stellt die

Prozentwerte graphisch dar, d.h. j e  kleiner di e schwarze Fläche

in einem Rechteck ist, desto größer i s t  der Vorteil des ERP-Kal-

küls für den entsprechenden Eintrag.
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ERP RP ZRP/ *100
RP

CPU seconds ‘ 3.3 11.4 29 ‘ _:

steps executed 7 1 6 44 ___—:!

links generated 22 99 22 _:

R—links 22 i 95 23 ___—___]

P-links o , o 100 _

initial links 8 ‘2 3 35 -:l

R— links 8 1 9 4 2 -:

P-links o o 100 .—

F-unka o 4 o 1::
clauses generated 1 5 2 9 5 2 _:

initial 8 13 ' 62 —:

deduced 7 1 6 4 4 _:

resolvents 7 1 2 ' 58 _:

paramodulants o o 100 _
£ actors 0 4 0 E

literals generated 28 75 3 7 . -:1

initial 1 4 2 4 5 8 _:

deduced 1 4 51 - 2 a _:

level of proof 7 12 58 _:

clauses in proof 15 25 6 0  _:|

Bild 12.3 Beweisstatistik für das "monkey—banana"—Problem
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Ein Vergleich der statistischen Werte beider Beweisläufe zeigt

die typischen Vorteile des ZRP—Kalküls im automatischen Bewei-

sen, nämlich eine

— drastische Reduzierung des Suchraumes bei gleichzeitiger

- Verringerung der Suchtiefe, womit dann eine

- Verminderung des Suchaufwandes

für das Auffinden einer Widerlegung verbunden ist.

E s  i s t  offensichtlich, daß dabei der Grad der Verbesserung pro-

portional zum Grad der "Sortiertheit" des betrachteten Problems

ist. Man wird beispielsweise nicht erwarten, daß automatisches

Beweisen im ERP-Kalkül mit einelementiger Sortensymbolmenge vor-

teilhafter ist a l s  im RP-Kalkül. Damit erscheint der Vorteil des

ERP—Kalküls noch bemerkenswerter, da die im "monkey-banana"—Prob-

lem verwendete Sortenstruktur, d.h. <5,ss>‚ sehr einfach ist.

Genauer betrachtet ergibt sich für Deduktionen im ERP-Kalkül

ohne Paramodulation, daß der Grad der Verbesserung (relativ

zum RP-Kalkül) direkt abhängig von der Komplexität der Untersor—

tenbeziehung ist. Gilt beispielsweise für eine Sortensymbolmenge

S ,  daß < $

Paares komplementärer Z—Literale trivialerweise auch e i n  allge—

leer ist, so ist jeder allgemeinste Unifikator eines

meinster Z—Unifikator. Damit i s t  dann jede Deduktion LE gleich-

zeitig eine Z-Deduktion [ und man kann aus der Sortierheit_ !

einer Formelmenge keinen g ä w e i s t e c h n i s c h e n  Nutzen ziehen. Dies

gilt allerdings nicht, sobald paramoduliert werden muß, da dann

auch Termpaare z u  unifizieren sind: Enthält nämlich eine Klausel-

menge mindestens eine Klausel mit einem Literal der Form E(xq)

(oder E(qx)) mit X E D und q € T ,  so kann im RP-Kalkül jeder Un—

terterm t ¢ D aus einer Klausel der betreffenden Klauselmenge

in einem Paramodulationsschritt durch q ersetzt werden, da {x,t}

immer unifizierbar ist. Im ERP—Kalkül dagegen können nur noch

Unterterme t € D mit [ t ]  S s  [ x ]  durch q ersetzt werden, da für

[ t ]  $5 [x], {x,t} nicht Z-unifizierbar ist. Damit ergibt sich

im allgemeinen eine bemerkenswerte Reduzierung d e s  Suchraumes,
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die umso größer ist, je kleiner die Kardinalität der Untersor—

tenrelation <s ist.

Dieser Sachverhalt s o l l  anhand eines Beispiels veranschaulicht

werden: Gegeben seien zwei Mengen A und B mit j e  einer Verknüp-

fungsoperation f:A x A » A und g:B x B » B sowie einem Homomor-

phismus h:A + B .  Zu zeigen ist, daß g auf Bild(h) x Bild(h) idem-

potent ist, falls f idempotent ist. Folgendes Protokoll zeigt

eine Axiomatisierung des Sachverhalts und einen Beweis d e s  Satzes

im ERP—Kalkül. Dabei steht (vergl. [Wa182b]):

TYPE f(s1...sn)=s fur f € J " s 1 . . . s n , s  ’
q = r für E(qrfi und ANY für so.

t i t fl i i t i i t i fl t i fi i i i i l t ‚ * * * t t i i i fl fl i i i i i i . . . . . . t i fl t . . . . . . i ' t i fl i t l fl t i . i . . . . t i i i i fl t fl i

MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 12-OCT-83
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FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
TYPE F(A A):A
TYPE G(B B) :B
TYPE H(A)=B
ALL X.Y:A H(F(X Y)) = G(H(X) H(Y))

THEOREM:
(ALL X:A F(X x) - x) IMPL (ALL Y:A G(H(Y) H(Y)) = H(Y))

SKOLEM SYMBOLS:
TYPE C_1:A

CLAUSES:
AXMl ALL x=A YzA H(F(X Y))-G(H(X) H(Y))
THMZ ; ALL X:A F(X x)=x
THMB : NOT G(H(C_l) H(C_1))-H(C;1)

THM3 + AXMl --> PARl NOT H(F(C_1 C_1))-H(C_l)
PARl + THMZ --> PAR2 NUrH(Q})flHC_1)

AXMO : ALL X:ANY X=X

PAR2 + AXMD --> RESl : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXMD THMZ AXMI THM3 PARI PAR2 RESl .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 14-Nov-83 15 :48 :18 .

Bild 12 .4  Die Lösung des mehrsortigen "Idempotenz"—Problems
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Verzichtet man in diesem Beispiel auf die Signatur, so erhält

man denselben Beweis im RP—Kalkül:

* * i ü fi i * i ' t fl t * * * * . . i fl fl i * * * . R i t t i . . . fl i fi l i t i t i i i i i . . . * * * . . l t i i i fl ü t t t i t t fl t fl i i * i fl fl t i

! *

* MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 31-OCT-83 *
* *

* DATE: l4-NOV-83 15 :56 :02  *
*
** * * Q Ü t t i i i fl i t . . . . . . i i t ü ‘ l fl fi i fl " . * . ‘ I ’ t i t t i fl ‘ fl t . ‚ t i t t i t fi t i t i i i fl fi i i t t ü ' t t i i i . * fl fl i t t fl t

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
ALLX‚Y}HFU(Y))=  G ü u x ) H ( Y n

THEOREM:
(ALL x F(x x )  = x )  IMPL (ALL Y G(H(Y) H(Y)) = H(Y))

CLAUSES:
AXMl : ALL XeANY YaANY H(?(X Y))=G(a(x) H(Y))
flmz : A L L x = m n ’ F D c t
THM3 : NOT G(H(C_1) n(c_1))=n(c_1)

THM3 + AXMl --> PARI : now H(F(C_l c_1))-H(c_1)

PARl + THM2 —-> PARZ : NOT a(c_1)=a(c_i)

Axua : ALL X=ANY x=x

PARZ + AXMD --> RESl = EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXMß THMZ AXMl THM3 PARl PARZ RESl .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 14-Nov-83 15 :53 :15 .

Bild 12.5 Die Lösung des "Idempotenz"—Problems ohne Sorten
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Folgende  Tabe l l e  vergleicht die Statistiken beider Beweisläufe:

ZRP RP ERP] *100RP
CPU seconds 1 1.4 74 " _:I

steps executed 3 3 100 _

links generated 21 36 58 _:3

n-um « 1 wo _
P-links 20 35 57 _::|

PM: ° ° wo _
initial links 14 26 54 _::I
kinks o o 100 IIIIIIIIIIIIII
P-llnks 14 26 54 - _:

r-nm o o 100 ' _
clauses generated 6 6 100 _

innuai 3 3 .1oo IIIIIIIIIIIIIII
deduced 3 - 3 100 _

resolvents 1 1 . 100 _

mmmmfluhmts 2 2 1oov IIIIIIIIIIIIIII
factors O O 100 _

literals generated 6 6 100 _

„um 3 3 100 _
deduced 3 3 1oo _
level of proof 3 „ 3 1oo —

clauses in proof 7 7 100 _

Bild 12 .6  Beweisstatistik für das "Idempotenz"-Problem im

E R P — K a l k ü l  und ohne Sorten

H i e r  sieht man deutlich, d aß  der Wegfall der Sorten, wie erwar-

tet, keine Vergößerung des Suchraumes bzgl. möglicher Resolu-

tionsschritte bewirkt (der Wert für R-links bleibt unverändert),

aber die Anzahl der möglichen Paramodulationsschritte stark an-

s t e ig t .  Ursache  dafür ist, daß alle Terme de r Form G(...) und
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H ( . . . )  im ERP-Kalkül mit x ,  a l s o  d e r  rechten S e i t e  der Gleichung

F(xx) = x, nicht Z-unifizierbar sind, diese Terme jedoch im RP—

Kalkül m i t  x u n i f i z i e r t  werden k ö n n e n .

Dabei wurde im RP-Kalkül noch nicht einmal der z u  zeigende Satz

bewiesen, d a  durch den Wegfall der Signatur die Mengen A und B

identifiziert werden.Um eine äquivalente einsortige Formulierung

zu erhalten, müssen die Formeln des "Idempotenz"—Problems rela—

tiviert werden. Damit erhält man dann folgende Lösung im RP-Kal-

kül:

‚ * * * fl i * * * fi i t i . . * * t * * . i . . ' . . . i i . * * * * * * * Q * * * * . * . . . . . t i i ü fl t i ' i fi i i ‘ fl fl fi * i * * i fl * fi f fl i * t

*

: MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE. VERSION 31-0CT-83 *
I

* DATE: 14-Nov—83 15:54 :54  *
. *

t ** * * i i i i fl i i t i i i i i i t i * . Ü Q Ü Q Ü . * * * * * * * * . * l i i fl t fi i ‚ * * * i i * * * * i i * t * i i * . * R i t i t l t ü i t i fl t

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

Axums:
ALL x,! A(x) AND A(Y) IMPL H(F(x Y)) = G(H(x )  H(Y))

THEOREM:
(ALL x A(x) IMPL F(X x )  = x )  IMPL (ALL Y A(Y) IMPL G(H(Y) H(Y)) = H(Y))

CLAUSES:
AXM1 : ALL XiANY YzANY NOT A(x) OR NOT A(Y) OR H(F(x Y))-G(H(x) H(Y))
THMZ : ALL X=ANY NOT A(x) OR F(X x)=x
mm = A( c_1)
THM4 : NOT G(H(C_1) H(C_1))=H(C_1)

THM2 + THM3 --> RESl : F(C_1 c_1)=c_1

THM4 + RESl --> PARl : NOT G(H(c;1) H(C_1))=H(F(C_l c_1))

AXMl + THM3 --> REsz = E(F(C_1 c_1))=G(H(c_1) H(C_1)) OR NOT A(c_1)

REsz + THM3 --> RE83 : H(F(C_1 c_1))-G(H(c_1) H(c_1))

PARl + RESS -—> RES4 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

THM3 AXMl RESZ RES3 THM2 RESl THH4 PARl RES4 .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 14-Nov-83 15:56 :91 .

Bild 12 .7  Die Lösung des "Idempotenz"—Problems im RP-Kalkül
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Daß die Lösung des "Idempotenz"-Prob lems  im RP-Kalkül einen

stark vergrößerten Suchraum bedingt, zeigt nachfolgende Tabel-

l e ,  in der zum Vergleich die Beweisstatistik für die Lösung im

ZRP-Kalkül noch einmal aufgeführt ist:

‘:RP RP znafiw n00

CPU seconds 1 3 . 7 28 ' E

steps executed 3 5 60 _:

links generated 21 1 19 18 _:

a-unxs 1 7" u I:
P-llnks ‘ zo 112 18 .:

initial links 14 37 33 -:]

n-nnks o a o I:
P-links 14 33 42 -::[
r-unks o 1' o E::I

clauses generated 6 . 9 67 _:

initial 3 4 75 _:

deduced 3 — 5 60 _:

resumes 1 4 25 _:
paramodulants 2 ‘ 2°° ‘ ' _. ...—

factors ‘ ° ° 10° _

literals generated 6 12 50 _:

initial 3 7 43 ‘ -:

deduced 3 5 60 _:

level of proof 3 3 100 _.

clauses in proof 7 9 78 _:]

Bild 12.8 Beweisstatistik für das "Idempotenz"—Problem im

ZRP-Kalkül und im RP—Kalkül
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Abschließend soll ein Beweisproblem diskutiert werden, das

einige Zeit eine Herausforderung für das MKRP-System (und na-

türlich auch für andere Beweissysteme) darstellte. L. Schubert

von der University o f  Alberta präsentierte 1978  folgendes Prob—

lem, um d ie Leistungsfähigkeit automatischer Beweiser z u  prü-

f e n :

Wolves, foxes, birds, caterpillars, and snails are

animals, and there are some of each of them. Also

there are some grains, and grains are plants. Every

animal either likes to eat a l l  plants or a l l  animals

much smaller than itself that like to eat some plants.

Caterpillars and s n a i l s  are much smaller than b i r d s ,

which are much smaller.than foxes, which in turn are

much smaller than wolves. Wolves do not like to eat

foxes or grains, while birds like to eat caterpillars

but not snails. Caterpillars and snails like to eat

some plants. Therefore there i s  an animal that likes

to eat a grain—eating animal.

Folgendes Protokoll zeigt eine mehrsortige Axiomatisierung

des Schubert-Problems und dessen Lösung durch das MKRP—Sy-

stem. Dabei steht (vergl. [Wa182b]):

E X  x:s für die existentielle Quantifizierung des Variab-

lensymbols x € Us.
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MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 31-OCT-83 .

I

DATE: 20—DEc-83 12:52:23 *
i
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FORMULAE

AXIOMS:

GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

TYPE W:WOLF
TYPE F:FOX
TYPE BzBIRD
TYPE C=CATERPILLAR
TYPE S:SNAIL
TYPE GzGRAIN
SORT WOLF‚FOX‚BIRD‚CATERPILLAR‚SNAILSANIMAL
SORT GRAINzPLANT
ALL

THEOREM:

w:ANIMAL (ALL X:PLANT EATS(W x)) OR (ALL Y=ANIMAL SMALLER(Y w )  AND
(EX Z=PLANT EATs(Y z)) IMPL EATS(W Y))
x:CATERPILLAR ALL Y:BIRD SMALLER(X Y)
x=SNAIL ALL Y:BIRD SMALLER(X Y)
XzBIRD ALL Y:FOX SMALLER(X Y)
X:FOX ALL Y:WOLF SMALLER(X Y)
X:WOLF ALL eox NOT EATS(X Y)
X=WOLF ALL Y=GRA1N NOT EATs(x Y)
X:BIRD ALL Y:CATERPILLAR EATS(X Y)
X:BIRD ALL Y:5NAIL NOT EATS(X Y)
X:CATERPILLAR EX Y=PLANT EATS(X Y)
X:SNAIL EX Y=PLANT EATS(X-Y)

EX x.Y=AN1MAL (ALL z=GRA1N EATS(X Y) AND EATS(Y z))

SKOLEM SYMBOLS:
TYPE F_1(CATERPILLAR)=pLANT
TYPE F_2(SNAIL)=PLANT
TYPE F_3(ANIMAL ANIMAL)=GRAIN

CLAUSEs:
AXM1 : ALL w=AN1MAL x:PLANT YsANIMAL z:PLANT EATS(W x )  OR

NOT SMALLER(Y w) OR NOT EATS(Y z) OR EATS(W Y)
AXMZ : ALL x=CATERp1LLAR YzBIRD SMALLER(X Y)
AXM3 : ALL x:5NAIL Y:BIRD SMALLER(X Y)
AXM4_= ALL x:BIRD Y:FOX SMALLER(X Y)
AXMS : ALL xz rox  Y:WOLF SMALLER(X Y)
AXMG : ALL X:WOLF Y:FOX NOT EATS(X Y)
AXM7 : ALL X:WOLF Y:GRAIN NOT EATS(X Y )
AXM8 : ALL X:BIRD Y:CATERPILLAR EATs(x Y)
AXM9 : ALL X:BIRD Y:SNAIL NOT EATs(x Y)
AXMlD : ALL x=CATERPILLAR EATs(x F_1(X))
AXM11 : ALL X:SNAIL EATS(X F_2(X))
THM12 : ALL XsANIMAL Y:ANIMAL NOT EATs(x Y) OR NOT EATS(Y F;3(X Y))

THM12 + AXMB --> RESl : ALL X=BIRD Y:CATERPILLAR NOT EATS(Y F_3(X Y))

THM12 + AXM1 -—> RESZ : ALL x=AN1MAL YzPLANT z=AN1MAL EATS(X Y)
OR NOT SMALLER(Z x) OR NOT EATS(Z F_3(X z))

RESZ + AXMS --> RESB : ALL x=WOLF Y:PLANT Z:FOX EATs(x Y) OR
NOT EATS(Z F_3(X z))

AXM7 + REs3 --> RES4 : ALL x:Fox Y:w0LF NOT EATs(x F_3(Y x))
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RES2 + AXM4 --> RESS = ALL X:FOX Y:PLANT Z:B IRD EATs(x Y )  OR
NOT EATS(Z F_3(x z))

RES4 + nass --> se : ALL x:BIRD YzFOX NOT EATs(x F_3(Y x))

AXM9 + AXMl --> RES7 : ALL X=BIRD Y=PLANT Z=SNAIL WzPLANT EATS(X Y)
OR NOT EATS(Z w )  OR NOT SMALLER(Z x )

RES7 + nase --> RESS : ALL X:SNAIL Y:BIRD Z:PLANT NOT EATS(X z )
on NOT SMALLER(X Y)

RESS + AXM3 --> R259 : ALL X:SNAIL Y:PLANT NOT EATS(X Y)

AXMll + RES9 --> n231a = EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN  THE PROOF:

AXMll AXM3 AXMl AXM4 TBMlZ RESZ RESS AXMS RES3 AXM7 R254 R356 REST RESB RES9
AXM9 RESlß .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 20-DEC-83 12 :53 :08 .

Bild 12 .9  Die Lösung des Schubert-Problems im ERP-Kalkül

Bislang wurde (soweit bekannt) das Schubert-Problem noch von

keinem anderen automatischen Beweiser gelöst. Auch das MKRP-

System i s t  bis heute nicht in der Lage, d i e  einsortige Origi-

nalversion des Problems [Wa184a] zu  beweisen. (Ein Beweislauf

wurde nach 100 CPU—Sekunden abgebrochen. Das System hatte bis

dahin 151 Resolventen berechnet und einen Suchraum von c a .

2.500 R—links erzeugt.) Dies i s t  umso bemerkenswerter, wenn

man bedenkt, daß der Karlsruher Beweiser gegenwärtig eines der

leistungsfähigsten Beweissysteme ist.

Die Ursache für diesen Mißerfolg erkennt man leicht, wenn man

die Beweisstatistik für d i e  Lösung im ERP—Kalkül mit den Wer-

ten von Schuberts handgerechnetem Resolutionsbeweis [Sch78‚

Wa184a] vergleicht (wobei di e  Werte unter der Rubrik initial

l i nk s  aus dem erfolglosen Beweislauf des MKRP—Systems stammen):
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ZRP RP ”RP/RP 1 1 0 0

CPU seconds 7.1 - -

steps executed . 10 „_ -

links generated 46 - —

Edam: 4&1 ,- _ —

P-links o - —

F-links 0 ' '

initial links 12 102 12 .:

' R-links 12 . 94 13 .::

im. o o we _
„im o s o [:::]

clauses generated 22 60 37 ___—___]

initial 12 27 44 _:::]

deduced 1o 33 30 _:

resolvents 1o - 33 ao _:

paramodulants o o _100 _

factors o o 100 _

‚literals generated 32 _221 15 I:

initial 16 65 25 C]

deduced 16 156 10 .:]

level of proof 8 20 40 -:

c lauses  in proof 17 54 32 _:

Bild 12 .10  Beweisstatistik für das Schubert-Problem

Bedenkt man, daß der Umfang des Suchraumes exponentiell mit der

Suchtiefe wächst, s o  ist nicht weiter verwunderlich, daß bei

einem Verhältnis der Suchtiefen von 8 z u  2 0  und einem veracht-

fachten initialen Suchraum d i e  SituatiOn für einen Resolutions-

beweiser im RP-Kalkül hoffnungslos ist.

Die Verwendung des ERP—Kalküls im automatischen Beweisen vermin—

dert also nicht nur den Aufwand bei der Beweissuche (im Vergleich
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zum RP-Kalkül), sondern vermag darüberhinaus die Leistungsstärke

eines automatischen Beweisers deutlich z u  steigern.
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13. MEHRSORTIGE KALKÜLE UND DIE AUTOMATISIERUNG VON INDUKTIONS-
BEWEISEN

E i n  für mehrsortige Kalküle besonders geeignetes Teilgebiet des

automatischen Beweisens i s t  d i e  Automatisierung von Induktions-

beweisen. Hier werden Aussagen über Strukturen bewiesen, d i e

durch mehrsortige Wortadbren bzw. abstrakte Datentypen (im

Sinne von [ G T W 7 7 ]  beschrieben werden können. (Die Arbeiten zur

Entwicklung einer Induktionskomponente für d i e  Markgraf Karl‘

Refutation Procedure [BES81] gaben auch ursprünglich die Moti—

vation für d i e  hier vorliegende Arbeit.)

Die automatische Durchführung von Induktionsbeweisen läßt sich

wie folgt skizzieren: Die Induktionskomponente übernimmt alle

induktionsspezifischen Aufgaben, wie etwa die Auswahl der all-

quantifizierten Variablensymbole, fiber die  bei einer vorgeleg-

ten Formel die Induktion geführt werden soll und die  Auswahl

eines adäquaten Induktionsschemas, mit dessen Hilfe d i e  vorge-

legte Formel bewiesen werden kann. Ergebnis ist eine Menge von

Formeln, die mittels des Induktionsschemas aus der vorgelegten

Formel gewonnen wurden und deren Konjunktion (unter einem In-

duktionsaxiom) hinreichend für d i e  vorgelegte Formel ist.

Diese Formeln werden dann einem-"konventionellen" Beweiser zum

Beweis vorgelegt. Dieser Beweiser verfügt über spezielle Stra—

tegien, die auf Schlußweisen, wie sie typischerweise bei Induk-

tionsbeweisen anfallen, zugeschnitten sind [Aub76, BM79, Hut83].

Kennzeichnend für da s  Gebiet der Induktionsbeweise ist d i e

Mehrsortigkeit der untersuchten Strukturen. Beispielsweise tre-

ten schon bei der Formalisierung von Sachverhalten aus der Arith-

metik zwei Klassen unterschiedlicher Objekte auf, die durch eine

Sorte nat für natürliche Zahlen und eine Sorte list für endliche

Listen (oder Folgen) natürlicher Zahlen dargestellt werden kön-

nen. Da natürliche Zahlen und Listen von natürlichen Zahlen dis-

junkt sind, besitzen die zugeordneten Sortensymbole auch keine

gemeinsame Untersorte. Sollen nun beispielsweise i n  einem, auf

einem mehrsortigen Kalkül basierenden, Induktionsbeweissystem
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die Addition natürlicher Zahlen und d i e  Konkatenation von Li-

sten natürlicher Zahlen formalisiert werden, so enthält d i e

Axiomenmenge unter anderem Formeln wie  etwa

Vn:nat.pZus(o n) E n , und

VZ:Zist.concat(empty Z) E Z.

In einem einsortigen System dagegen muß etwa

Vn .na t (n )  3 p lus (o  n) E n , und

VZ.Zist(Z) : concat(empty Z) E Z

geschrieben werden, woraus sich beispielsweise die "sinnlose"

Formel

Vx.nat(x) A Zist(x) D pZus (o  x ) ;  concat(empty x)

ableiten läßt. Im mehrsortigen Kalkül dagegen ist der Suchraum

durch die Signatur und die Untersortenordnung s o  eingeschränkt,

daß die Herleitung solcher "sinnlosen" Formeln vermieden wird.

Gerade dieser Vorteil eines mehrsortigen Kalküls wird von den

bisher bekannten Induktionssystemen, d i e  eine Art Sortenkonzept

besitzen, nicht ausgenutzt:

Das System von Aub in  [Aub76, Aub79a, Aub79b] verwendet Sorten

(genannt type cons tan t s ) ,  um die Formelmenge auf sortenrechte

Formeln einzuschränken. Weiter wird d i e  Sorte von Variablensym-

bolen verwendet, um die  Induktionsvariablen z u  bestimmen und

für vorgelegte Formeln adäquate Induktionsschemata z u  erzeugen.

D i e Schlußregeln des Aubin'schen Systems, soweit s i e  nicht m i t

Rekursion, den z u  axiomatisierenden Strukturen oder Induktion

befaßt sind - also der "konventionelle" Beweiser — nehmen auf

die Sortierung der betreffenden Formeln keinerlei Rücksicht.

Beispielsweise kann mit der Regel spec ia l i za t i on  (vergl. [Aub79a])

aus pZus(0.n)E n die Formel pZus (o  emp ty )  E empty  gefolgert wer—

den. Außerdem gibt e s  im Aubin'schen System kein Konzept für



Untersortenbeziehungen.

Das System von Boyer  und Moore  [BM79] verwendet Relativierun—

gen und Sor t enax iome .  Dafür sind bestimmte einstellige Prädi-

katensymbole a l s  Sortenprädikate (genannt recogn i ze r )  gekenn—

ze i chne t .  Um die Redundanz zu mildern, die in d ie sem System

durch  fehlende Einschränkungen der Herleitungen durch Sorten

entsteht, werden Sortenatome speziell behandelt (vergl. [BM79]:

"Using Type Information to Simplify Formulas"): Für jedes neu

eingeführte Funktionssymbol f wird berechnet, welche Sorten—

prädikate auf einen Term f(t1...tn) in Abhängigkeit von

t1,...‚tn zutreffen können. Diese Information (genannt type

prescription) wird dann dazu verwendet, Sortenatome (falls mög-

lich) aus einer Formel zu eliminieren. Beispielsweise wird im

Boyer/Moore—System berechnet, daß nur das Sortenprädikat Zi s tp

auf einen Term der Form fZatten(t), t E T ,  zutrifft. In einer

Herleitung des Systems kann daher ein Sortenatom der Form

Zi s tp ( fZa t t en ( t ) )durch  t rue  und ein Sortenatom der Form

Zi ta tom( fZa t t en ( t ) )  durch f a l s e  e r se t z t  werden  (wobei Zi ta tom
ein weiteres Sortenprädikat ist). Gegenüber der Verwendung

eines mehrsortigen Kalküls hat dieses Vorgehen aber zwei Nach—

teile:

(1) Die durch die type prescr ip t i ons  gegebene Information ist

_ oft z u  gering, um einen Beweis voranzutreiben. Ursache dafür
ist, daß — wie i n  jedem einsortigen Kalkül — jeder Term als

Argument jedes Funktionssymbols auftreten kann. Beispielsweise

werden natürliche Zahlen im Boyer/Moore—System mit dem Sorten-

prädikat numberp und die Addition natürlicher Zahlen mit dem
Funktionssymbol sum gekennzeichnet. Von einem Term der Form

sum(xy), x,y € » ,  kann jedoch nur ermittelt werden, daß das

Sortenprädikat un iver se  auf sum(xy) zutrifft. Diese Informa-

tion ist jedoch nutzlos, da un iver se  für alle Terme gilt. E s

i s t  daher im Boyer/Moore—System e r f o r d e r l i c h ,  unerwünschte Ar—

gumente mit Hilfe von Sortenprädikaten auszugrenzen, d.h.

Relativierungen z u  verwenden. Im vorliegenden Beispiel hätte

man sum s o  z u  definieren, daß für Argumente t und q ,  auf di e

numberp nicht zutrifft, numberp ( sum( t  q)) trotzdem gilt — etwa
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durch die Festlegung sum(t:q) E 0, falls wbfim@er(t)A7nmber(q)L

(2) Faßt man den Teil des Boyer/Moore-Systems, der nicht direkt

mit induktionsspezifischen Aufgaben befaßt ist, als Kalkül er-

ster Stufe auf, so erhält man einen einsortigen Kalkül. Mit der

Sonderbehandlung der Sortenatome wird dabei lediglich d i e  Aus-

wahl der Herleitungsschritte beeinfluBt. Schlüsse über Sorten-

beziehungen müssen explizit gezogen werden, d.h. durch d i e  Be-

rechnung und Verwertung der type prescr ip t i ons .  Damit weist

diese Komponente des Boyer/Moore-Systems alle Nachteile auf,

die ein auf einem einsortigen Kalkül basierendes Beweissystem

im Unterschied z u  einem auf einem mehrsortigen Kalkül aufge—

bauten automatischen Beweiser h a t .
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14. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Für den RP—Kalkül wurden z a h l r e i c h e  Verfeinerungen, wie etwa

Set—of—Support, Linear Reso lu t ion ,  Hyperresolution usw .  vor-
geschlagen und auf Vollständigkeit hin untersucht. Um nun die—

s e  Ergebnisse für den ERP—Kalkül nachzuvollziehen, erscheint

e s  vorteilhaft, wenn der beweistheoretische T e i l  des Sorten-

satzes, d.h.

A E

( 3  nU A;) | -  n gdw. SE IE

(für jede Signatur Z und jede E—Klauselmenge S )  direkt bewie-

sen wird. Solch ein direkter Beweis würde ein konstruktives

Verfahren beinhalten, Widerlegungen von @ U A2 in Z-Widerle-

gungen von SE z u  übersetzen. E s  i s t  z u  vermuten, daß i n  den

meisten Fällen anhand dieses Übersetzungsmechanismus geprüft

werden kann, ob d ie Vollständigkeit einer Verfeinerung auch

im ERP—Kalkül gilt.

I n  seiner Ausdrucksstärke entspricht de r ERP—Kalkül der S—Lo—

gik von Oberschelp [Obe62], allerdings mit einer Ausnahme:

Die S—Logik kennt polymorphe Funktionssymbole, d.h. Funktions-

symbole, deren Ergebnissorten in Abhängigkeit von den Argument—

sorten bestimmt werden. Definiert man beispielsweise (in der

S—Logik)

plus € Fzz ' z  n a ’ n  mit n <5 3 ,

so gilt [plus(q:r)]= 2, falls [ q ]  = 2 oder [ r ]  = z und

[plus(q:r)] = n, falls [ q ]  = [ r ]  = n. Mit der Verwendung poly-

morpher Funktionssymbole wird e s  notwendig, d i e  Sorten aller

Unterterme eines Terms t z u  berechnen, wenn d i e  Sorte von t

bestimmt werden s o l l .

Im ERP—Kalkül lassen sich polymorphe Funktionssymbole nur

durch zusätzliche Axiome (mit zusätzlichen Funktionssymbolen)

beschreiben. Für das oben angegebene Beispiel schreibt man etwa
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plus € Fzz ' z  ,

add € F , und
nn‚n

add(xy) , mit n < zVx,y: n. plus(xy) s

als eine äquivalente Formulierung. Die S-Logik ist dabei dem

zRP—Kalkül überlegen, da alle Z—Deduktionen‚ die die im Bei-

spiel angegebene Gleichung verwenden, i n  de r S—Logik entfal-

len, da sie über die polymorphen Funktionssymbole in den Ab—

leitungsmechanismus eingebautsind.

Die Erweiterung des ERP-Kalküls um polymorphe Funktionssymbo—

le setzt eine entsprechende Erweiterung des Z—Reduktionssat-

zes und des E-Unifikationssatzes voraus (die nicht trivial er-

scheint), um die Vollständigkeit de s  s o  erweiterten Kalküls z u

beweisen.

Natürlich kann die Ausdrucksstärke eines mehrsortigen Kalküls

noch weiter gesteigert werden, etwa indem Beziehungen zwischen

Sortensymbolen nicht allein durch eine Ordnungsrelation ausge-

drückt werden dürfen (vergl. [Hai57‚ Coh83]). Dies ist aber

für das automatische Beweisen nur dann von Nutzen, wenn Folgerun—

gen a u s - d e n  jetzt formulierbaren Sortenbeziehungen nicht wie—

der explizit hergeleitet werden müssen, sondern wie im ERP—Kal-

kül in den Ableitungsmechanismus verlagert sind, da nur so  eine

Reduzierung des Suchraumes ermöglicht wird.
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