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摘　要　偏好多目标进化算法作为多目标优化方法的重要分支,被广泛应用于科学研究和工程实践,具有重要的研究意义.为

了求得多目标优化问题中的极点解及在各优化目标上性能最折衷的膝点解,提出了用切比雪夫距离来定义膝点的方法并给出

了几何解释,基于此构建了一种求解极点解和膝点解的多目标进化算法 HPＧNSGAＧII.该算法通过区域动态更新策略使得目

标区域随迭代过程动态更新,最终收敛于目标区域;通过区域间平衡性保持策略确保各区域间个体数量的平衡性,使得个体较

为均匀地分布在各区域内部.基于广泛采用的测试函数开展了充分的实验验证,结果表明,HPＧNSGAＧII算法在二维测试问题

及三维测试问题上具有较好的收敛性、区域间平衡性以及区域可控性,可以准确求得测试问题的极点解及膝点解.
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Abstract　AsanimportantbranchofmultiＧobjectiveoptimization,preferenceＧbasedmultiＧobjectiveevolutionaryalgorithmshave

beenwidelyusedinscientificresearchesandengineeringpractices,whichhaveimportantresearchsignificance．Inordertoobtain

theextremesolutionsandthekneesolutionwiththemostcompromisedperformanceovereachoptimizationobjectiveinmultiＧobＧ

jectiveoptimizationproblems,adefinitionofkneesolutionbasedonChebyshevdistanceanditsgeometricinterpretationispresenＧ

ted．Basedonthedefinition,amultiＧobjectiveevolutionaryalgorithm HPＧNSGAＧIIaimingtosearchfortheextremesolutionsand

thekneesolutionisproposed．TheregionaldynamicupdatingstrategyoftheproposedalgorithmupdatesthetargetregionsdyＧ

namicallyineachiteration,andfinallyconvergestothetargetregions．Thestrategyofmaintainingthebalancebetweenregions

ensuresthebalanceofthenumberofindividualsineachregion,sothattheindividualscouldbedistributedevenlyineachregion．

Basedonwidelyusedtestfunctions,sufficientexperimentalverificationiscarriedout,andtheexperimentalresultsindicatethat

HPＧNSGAＧIIalgorithmcanachievebetterperformanceintermsofconvergence,regionalbalanceandregionalcontrollabilityin

twoＧdimensionalandthreeＧdimensionaltestproblems,andcanaccuratelyobtaintheextremesolutionsandkneesolution．

Keywords　Evolutionaryalgorithm,MultiＧobjectiveoptimization,Preference,Chebyshevdistance,Kneesolution,Extremesolution

　

１　引言

多目 标 优 化 问 题 (MultiＧObjective OptimizationProbＧ
lems,MOPs)普遍存在于科学研究及工程实践的优化阶段,其
解是由一系列在优化目标上相折衷的解构成,称为 Pareto最

优解集[１].多目标进化算法[２Ｇ３](MultiＧObjectiveEvolutionＧ
aryAlgorithms,MOEAs)是求解多目标优化问题的主流算法

之一,可一次性求得所有 Pareto最优解供决策者(Decision

Maker,DM)参 考.NSGAＧII[４],NSGAＧIII[５]以 及 MOEA/

D[６]等算法在收敛性和分布性指标上具有优异性能,受到了

进化计算领域的广泛关注.

诚然,MOEAs解决了 MOPs的求解难题,但是其客观上

也导致了优化过程与决策过程的分离,即先优化后决策,称为

后验式方法.后验方法主要存在以下不足:１)高维情况下,

MOEAs的选择压力骤降,导致算法不收敛或者求得的 PareＧ

to前沿(ParetoFront,PF)较差,进而使得后验式选择的结果



优化性较差;２)PF中存在大量 DM 不感兴趣的解,DM 在执

行决策时相对复杂.针对 MOEAs的不足,相关研究人员提

出了先验式方法以及交互式方法,即在 MOEAs的优化过程

中考虑 DM 的偏好信息,相关的算法被称为偏好多目标进化

算法[１,７](PreferenceＧbasedMultiＧobjectiveEvolutionaryAlgoＧ

rithms,PMOEAs).多数 PMOEAs要求 DM 给出具备一定

形式的偏好信息,如偏好点[８]、偏好区域[９]、偏好方向[１０]等,

然而在多数情况下,DM 缺乏足够的先验知识,无法给出明确

的偏好信息,此时可通过构建隐式偏好来引导算法收敛于这

些隐式偏好部分.具体而言,隐式偏好指 PF的膝区域(Knee

Region)或者极区域(ExtremeRegion).膝区域的解在所有

优化目标上具有较好的折衷特性,极区域的解在某一优化目

标上具有较差的优化性能.相对于PF上其他区域的解,DM
往往更青睐膝区域或者极区域的解.Deb等[１１]通过对一系

列回归、排序、聚类以及工程设计问题进行论证得出:常用的

问题求解方法产生的解往往位于膝区域.对于极区域而言,

DM 可通过该区域获知PF的范围,从而有助于更准确地构建

偏好[１２].

Branke等[１３]通过分别以基于角度(ReflexAngle)的测度

以及基于边际效用函数(MarginalUtilityFunction)的测度替

代 NSGAＧII算法中的拥挤距离策略,提出了两种算法,但提

出的算法不具备全局意义.Das[１４]提出了基于法向边界相交

方法 (NormalBoundaryIntersection)的 膝 点 定 义 方 法.

Bechikh等[１５]将文献[１４]关于膝点的定义与 RＧNSGAＧII[１６]

算法相结合,提出了 KRＧNSGAＧII(KneeＧbasedRＧNSGAＧII)

算法,该算法通过不断迭代移动参考点使得算法收敛至膝区

域,但无法求得PF为非标准凸集情况下的全局膝点.RachＧ

mawati等[１７]提出了一种基于加权和函数变换的膝区域求解

算法,其本质与边际效用函数方法是一致的.Chiu等[１８]以

PF与理想点(IdealPoint)之间的曼哈顿距离(ManhattanDisＧ

tance)为准则来定义膝点,但是对于 PF为非凸集的情况,该

方法求得的膝点为极点区域解,甚至在某些测试函数上整个

PF均是膝点.

综上所述,当前对膝点的定义以及以此构建的算法主要

存在以下几个方面的不足:１)部分定义以及算法不具备全局

意义;２)PF为非凸集时的求解效果不理想;３)对于膝区域以

及极区域的分布性与可控性研究不足.针对以上不足,本文

提出了一种基于切比雪夫距离(ChebyshevDistance)的隐式

偏好多目标进化算法,该算法可有效弥补以上不足,本文的主

要贡献在于:

(１)提出了以切比雪夫距离定义膝点的方法,并给出了几

何解释;

(２)基于切比雪夫距离定义的膝点,构建了一种求解隐式

偏好的多目标进化算法,该算法不仅适用于 PF为凸集的情

况,也适用于非凸集的PF,且具备全局意义;

(３)基于广泛采用的测试函数开展了充分的实验论证,实

验结果表明,所提算法可收敛于膝区域以及极区域,可准确求

得测试问题的极点解及膝点解,具有相对较好的区域内多样

性和区域间均衡性,且区域尺度可控.

２　相关工作

２．１　多目标优化问题

MOPs一般可表示为:

minf(x)＝min(f１(x),f２(x),,fm(x))T

gi(x)≥０,i＝１,２,,p
hj(x)＝０,j＝１,２,,q
x＝(x１,x２,,xn),xk∈Setk,１≤k≤n

(１)

其中,f(x)表示优化目标构成的函数向量;gi(x)表示优化问

题中的不等式约束条件;hj(x)表示等式约束条件;x表示决

策向量,其中每个分量表示决策变量.

可行解域:满足约束条件及定义域的决策向量构成的集

合称为可行解域,记为Ω.

Pareto支配关系:α,β满足式(２),则称α 支配β,记为

α≻β.

fi(α)≤fi(β),１≤i≤m

f(α)≠f(β){ ,∀α,β∈Ω (２)

Pareto最优解集:可行域Ω 中,所有非支配解构成的子

集称为Pareto最优解集,记为PS.

Pareto前沿:Pareto最优解集PS在目标空间的象构成的

集合称为Pareto前沿,记为PF,即:

PF＝{f(x)|∀x∈PS} (３)

理想点与最低点:PF在目标空间中,每个优化目标上的

最优值构成的向量称为理想点(IdealPoint),记为sI;同理,每
个优 化 目 标 上 的 最 差 值 构 成 的 向 量 称 为 最 低 点 (Nadir
Point),记为sN ,如图１所示.

sI＝(f
－
１,f

－
２,,f

－
m) (４)

sN ＝(f
－
１,f

－
２,,f

－
m) (５)

图１　二维优化问题的PF,NadirPoint及IdealPoint

Fig．１　PF,NadirPointandIdealPointoftwoＧdimensional

optimizationproblem

２．２　基于切比雪夫距离的KneePoint
２．２．１　基本定义

定义１(切比雪夫距离)　任意给定m 维向量θ和λ,二者

之间的切比雪夫距离定义为θ和λ之间的无穷范数,如式(６)

所示:

Cheb_dis(θ,λ)＝ max
i＝１,２,,m

|θi－λi| (６)

定义２(基于切比雪夫距离的 KneePoint)　sI 表示 PF
的理想点,比较PF中所有解向量与sI 在各优化目标上的归

一化性能提升,定义能够最小化性能提升最大值的解向量s
为基于切比雪夫距离的KneePoint,记为s∗ .与sI 相比,s∗ →
sI 的性能提升不偏向于任一优化目标,具有最佳的性能折衷,

如式(７)、式(８)所示:

s∗ ＝argmin
s∈PF

　 max
i＝１,２,,m

si－f
－
i

Li
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＝argmin
s∈PF

　Cheb_dis(s~,s~I) (７)

Li＝f
－
i－f

－
i (８)

其中,s~ 和s~I 分别表示s和sI 在归一化目标空间中的向量.

定义３(极点ExtremePoint)　PF中在任一优化目标上

具有最差值的解向量被定义为极点,记为sextr,如式(９)所示:

∃i∈{１,２,,m},sextr
i ＝sN

i (９)

２．２．２　基于切比雪夫距离的 KneePoint的几何解释

定理１　当PF呈连续、平滑时,在归一化目标空间中,基
于切比雪夫距离定义的 KneePoint与原点之间的直线垂直

于基于曼哈顿距离定义的 KneePoint[１８]的切平面Γ,即:

ℓ⊥Γ (１０)

证明:假设s∗ 是已知 PF 的基于切比雪夫距离定义的

KneePoint,sI 为理想点;s~∗ 和s
~
I 分别表示s∗ 和sI 在归一化

目标空间中对应的解向量,则:

s~∗ ＝
s∗

１ －f
－
１

L１
,
s∗

２ －f
－
２

L２
,,

s∗
m －f

－
m

Lm
{ } (１１)

s~I＝(０,０,,０) (１２)

连接s~∗ 和s~I 的直线ℓ可表示为:

y１

s∗
１

L１
－
f
－
１

L１

＝ y２

s∗
２

L２
－
f
－
２

L２

＝＝ ym

s∗
m

Lm
－
f
－
m

Lm

⇔ L１y１

s∗
１ －f

－
１
＝

L２y２

s∗
２ －f

－
２
＝＝ Lmym

s∗
m －f

－
m

(１３)

根据定义２,当PF呈连续、平滑时,s∗ 在各优化目标上具

有一致的归一化折衷,即:

s∗
１ －f

－
１

L１
＝
s∗

２ －f
－
２

L２
＝＝

s∗
m －f

－
m

Lm
(１４)

由式(１３)、式(１４)可知,可表示为:

y１＝y２＝＝ym (１５)

由文献[１８]可知,基于曼哈顿距离定义的 KneePoint等

价于式(１６):

u∗ ＝argmin
u∈PF

　∑
m

i＝１

ui－sI
i

Li
＝argmin

u∈PF
　∑

m

i＝１
yi (１６)

记式(１６)确定的超平面为Γ,比较ℓ的方向向量与Γ的

法向量可知二者垂直.证毕.

(a)PF呈凸集 (b)PF呈凹集

图２　基于切比雪夫距离定义的 KneePoint的几何解释

Fig．２　GeometricinterpretationofKneePointbasedon

Chebyshevdistance

记平面簇Λ如式(１７)所示:

∑
m

i＝１
yi＝c(c∈R＋ ) (１７)

令式(１７)中c→＋¥,那么当Λ 与 PF恰好相交时对应的

点即为基于曼哈顿距离定义的 KneePoint.PF与ℓ的交点

即为基于切比雪夫距离定义的 KneePoint.如图２(a)所示,

PF呈连续、平滑的凸集,c→＋¥的过程中,y１＋y２＝c与 PF
恰好相交时的交点即为基于曼哈顿距离定义的 KneePoint
(灰色),y１＝y２ 与PF的交点即为基于切比雪夫距离定义的

KneePoint(黑色);图２(b)给出了 PF呈连续、平滑凹集的情

况.比较图２(a)和图 ２(b)可知,基于曼哈顿距离定义的

KneePoint不具备唯一性,且当 PF为凹集时 KneePoint位

于极点处;基于切比雪夫距离定义的 KneePoint具有唯一

性,在各优化目标上具有最佳的性能折衷,不偏向于任一优化

目标.

３　算法设计

本文提出的基于切比雪夫距离的隐式偏好多目标进化算

法(HiddenPreferenceNSGAＧII,HPＧNSGAＧII)是基于 TＧNSＧ

GAＧII[１]算法设计的.本节将首先介绍 TＧNSGAＧII算法;然

后介绍 HPＧNSGAＧII算法的设计思路并辅以算法框图予以说

明,详细说明算法的关键策略.

３．１　TＧNSGAＧII算法

TＧNSGAＧII算法是一种基于目标区域的偏好多目标进

化算法,该算法在二维及三维优化问题上性能优异,其中目标

区域由DM 指定,可支持“中心点＋半径”以及“区域下限＋区

域上限”的区域表达方式,具备多目标区域支持能力.以 m
维优化 问 题 为 例,“中 心 点 ＋ 半 径”的 目 标 区 域 可 表 示 为

式(１８),其中r表示半径;“区域下限＋区域上限”的目标区域

可表示为式(１９).

[(f１,f２,,fm),r] (１８)

[(f
~
１,f

~
２,,f

~
m),(f

~
１,f

~
２,,f

~
m)] (１９)

TＧNSGAＧII基于 NSGAＧII算法设计,其与 NSGAＧII的主

要差异在于种群更新时的排序准则.TＧNSGAＧII在种群更新

时,针对Pareto非支配排序确定的临界层,首先以基于目标

区域的拥挤距离等级排序准则选择个体进入下一代种群,其
次以个体与区域中心之间的切比雪夫距离等级排序准则确定

进入下一代种群的个体,通过以上３层排序准则引导算法收

敛于目标区域内部的PF,如图３所示.

图３　TＧNSGAＧII种群更新排序准则

Fig．３　RankingcriteriaofTＧNSGAＧIIpopulationupdate

图３为 TＧNSGAＧII在某次迭代过程中种群更新的示意
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图,算法的种群规模为１５,图示种群为父代种群与子代种群

合并后的种群,共计３０个个体.种群更新过程如下:首先,根
据Pareto非支配排序准则(第一准则)执行分层操作,黑色个

体被选择进入下一代种群;然后,在临界层中依据拥挤距离等

级排序准则(第二准则)选择深灰色个体;最后,在临界层的剩

余个体中依据解个体与区域中心之间的切比雪夫距离等级排

序准则(第三准则)选择浅灰色个体,丢弃剩余个体.

３．２　HPＧNSGAＧII算法

HPＧNSGAＧII算法以 TＧNSGAＧII算法为基础,设计进化

策略,以使得算法收敛于PF的膝区域以及极区域,具体包括

区域动态更新策略以及区域间平衡性保持策略,算法框图如

图４所示.

图４　HPＧNSGAＧII算法框图

Fig．４　FrameworkofHPＧNSGAＧII

３．２．１　　区域动态更新策略

区域动态更新策略以每次迭代过程中PF 的 KneePoint
和ExtremePoint为中心点,根据指定的半径设置目标区域,

使得目标区域随迭代过程动态更新,最终算法收敛于目标区

域.该策略具体包括以下过程:１)根据 Pareto支配关系确定

当前种群的PF;２)针对PF执行归一化操作,确定 KneePoint
以及ExtremePoint;３)构建目标区域.区域动态更新策略的

具体过程如算法１所示.

算法１　区域动态更新策略

输入:种群Pt,半径r
输出:目标区域集合{Ti|１≤i≤K}

１．PFt←Pt/∗PFt 为当前Pareto前沿∗/;

２．sI＝(f
－
１,f

－
２,,f

－
m)←Pt/∗sI 为理想点∗/;

３．sN＝(f
－
１,f

－
２,,f

－
m)←Pt/∗sN 为最低点∗/;

４．sextr←Pt/∗sextr为极点∗/;

５．FOR ∀s＝(f１,f２,,fm)∈PFtDO

６．s~＝
f１－f

－
１

f
－
１－f

－
１

,
f２－f

－
２

f
－
２－f

－
２

,,
fm－f

－
m

f
－

m－f
－

m

æ

è
ç

ö

ø
÷/∗归一化∗/;

７．Cheb_dis(s~,０)←s~/∗切比雪夫距离∗/;

８．END

９．确定s∗/∗KneePoint∗/;

１０．{Ti}←{sextr,s∗ ,r}/∗构建目标区域∗/．

３．２．２　区域间平衡性保持策略

区域间平衡性保持策略是在区域动态更新策略构建的目

标区域的基础上,分别针对每个目标区域独立执行进化操作,

并以３层排序准则选择[N/K]个个体填充至下一代种群,其

中N 表示种群规模,K 表示目标区域数量;值得注意的是,对

于 N/K 无法整除的情况,算法将向下取整并设置最后一个

目标区域的个体数量为 N－(K－１)∗[N/K],以确保种群规

模的稳定性.区域间平衡性保持策略与Sort_select函数分别

如算法２、算法３所示.

算法２　区域间平衡性保持策略

输入:种群Pt,目标区域{Ti}

输出:种群Pt＋１

１．K＝|{Ti}|/∗K为目标区域数量∗/;

２．N＝|Pt|/∗N为种群规模∗/;

３．Pt＋１＝Ø/∗初始化下一代种群∗/;

４．FORi←１toKDO

５．Qt＝Evolve(Pt)/∗进化产生 N个子个体∗/;

６．Θt＝Qt∪Pt/∗合并种群∗/;

７．R＝Sort_select(Θt,[N/K],Ti)/∗排序选择∗/;

８．Pt＋１＝Pt＋１∪R;

９．END

算法３　Sort_select函数

输入:种群Θt,数量[N/K],目标区域 Ti

输出:种群 R

１．初始化:R←Ø,i←１;

２．(F１,F２,)←Θt/∗Pareto非支配排序∗/;

３．WHILE|R|＋|Fi|≤[N/K]DO

４．R←R∪Fi;

５．i←i＋１;

６．END

７．Fj＝Fi/∗临界层∗/;

８．　IF|R|＝＝[N/K]THEN

９．　 RETURNR;

１０．　ELSEγ←(Fj,Ti)/∗γ为目标区域内部的临界层个体∗/;

１１．　　IF|γ|＋|R|＝＝[N/K]THEN

１２．　　　RETURNR＝R∪γ;

１３．　　ELSEIF|γ|＋|R|＞[N/K]THEN

１４．　　　　Crowding_dis(γ)/∗拥挤距离等级排序∗/;

１５．　　　　γ中选择[N/K]－|R|个个体填充至 R;

１６．　　　　　RETURNR;

１７．　　ELSER＝R∪γ
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１８．　　　　　　Ψ＝Fj/γ/∗Ψ 为临界层位于区域外部的个体∗/;

１９．　　　　　　Cheb_dis(Ψ,Ti)/∗切比雪夫距离排序∗/;

２０．　　　　　　Ψ 中选择[N/K]－|R|个个体填充至 R;

２１．RETURNR．

４　实验与分析

４．１　实验环境及测试函数

HPＧNSGAＧII 算 法 基 于 开 源 Java 库 MOEAFrameＧ

work[１９]实现,硬件配置为:Intel(R)Core(TM)i５Ｇ２４３０M 处

理器,４GBRAM,Windows８(６４位)操作系统.

为了更全面地测试算法性能,选择形状各异的 PF的测

试 函 数 进 行 实 验,具 体 包 括 Belegundu[２０],ZDT１Ｇ４[２１],

DTLZ１Ｇ２[２２]和 Viennet３Ｇ４[２３],其中 Belegundu和 ZDT１Ｇ４为

二维测试函数,DTLZ１Ｇ２和 Viennet３Ｇ４为三维测试函数.在

二维测试函数中,Belegundu的PF为直线,ZDT１为连续凸曲

线,ZDT２为连续凹曲线,ZDT３为分段连续曲线,ZDT４为连

续凸曲线且具有多模态特征.在三维测试函数中,DTLZ１的

标准PF为空间平面,DTLZ２的标准PF为空间凹曲面,VienＧ

net３具有一定的空间曲线特性,Viennet４具有一定的空间凸

曲面特性.

HPＧNSGAＧII算法的参数设置如下:编码方式为实值编

码;交叉算子为模拟二进制交叉,概率为１,分布因子设为２０;

变异算子为多项式变异,概率为１/V(V 为变量数量),分布因

子为２０;由于ZDT４是一个多模态的问题,易陷入局部最优,

因此其种群规模设为５００,变异概率设为０．５;其他测试问题

的种群规模设为１００.

４．２　HPＧNSGAＧII算法有效性分析

为了验证 HPＧNSGAＧII算法的有效性,本节以 KGEA[２４]

算法为对比开展实验分析.KGEA 算法是一种求解 Knee
Point以及ExtremePoint的多目标进化算法,其 KneePoint
的定义以最小曼哈顿距离为准则,该算法针对 Pareto临界层

定义了基于向量角度的排序准则.

KGEA算法的设置与 HPＧNSGAＧII算法一致,HPＧNSＧ
GAＧII算法的区域半径r设置为０．０５,以１０００次进化代数作

为算法的终止条件,针对每个测试问题,分别独立运行３０次,

随机选择实验结果绘图,如图５所示.

(a)Belegundu (b)ZDT１ (c)ZDT２

(d)ZDT３ (e)ZDT４ (f)DTLZ１

(g)DTLZ２ (h)Viennet３ (i)Viennet４

图５　HPＧNSGAＧII与 KGEA算法实验分析

Fig．５　ExperimentalanalysisofHPＧNSGAＧIIandKGEA

　　图５中,黑色上三角表示 HPＧNSGAＧII算法在二维测试

问题及三维测试问题上的运行结果,与测试问题的参考 PF
相比,该算法能够较好地收敛于以 KneePoint及 Extreme

Point为中心、r＝０．０５为半径的区域内部.灰色下三角表示

KGEA算法的运行结果,分析运行结果可知,在Belegundu和

ZDT２测试问题上,其收敛于PF的极点区域,这是由于其PF
为非凸所致,从而验证了 ２．２．２节的理论分析;在 ZDT１,

ZDT３及 ZDT４ 测 试 问 题 上,此 算 法 可 精 确 找 到 Extreme

Point以及以最小曼哈顿距离为准则定义的 KneePoint,但是

在 ExtremePoint区域的解较为分散;在 DTLZ１和 DTLZ２
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测试问题上,此算法无法收敛到预期区域,只能收敛到 PF的

某一边界,这可能是由于 KGEA算法基于向量角度的排序准

则,在非凸PF情况下,其 KneePoint处于某个极区域内部,

导致该区域的选择压力高于其他区域,且在每次迭代过程中,

KneePoint在各极区域之间变换,使得算法无法稳定进化;在

Viennet３和 Viennet４测试问题上,KGEA算法的运行结果表

现出了较大的不稳定性.由以上分析可知,HPＧNSGAＧII算

法无论在二维测试问题还是在三维测试问题上均具有优良的

收敛性,且不受测试问题PF形状的影响;KGEA算法在二维

凸测试问题上可以收敛到预期区域部分,但是在三维测试问

题上表现出了较大的不稳定性.

为了验证所提算法运行结果的精确性,基于各测试问题

的PF,人工求解对应的 ExtremePoint、基于曼哈顿距离的

KneePoint以及基于切比雪夫距离的 KneePoint,将其与所

提算法运行得出的 KneePoint及 ExtremePoint进行对比分

析,分析结果如表１所列.由表１可知,HPＧNSGAＧII算法能

够较精确地求解出相应的ExtremePoint和 KneePoint,误差

部分是由测试问题PF采样精度不够导致的.KGEA算法在

ZDT１,ZDT３,ZDT４和 Viennet４上可精确求得ExtremePoint
和 KneePoint;但对于PF非凸的Belegundu和ZDT２测试问

题,该算法的可精确求得 ExtremePoint,而无法求得全部

KneePoint;对于 DTLZ１和 DTLZ２三维测试问题,该算法的

运行结果与理论值偏差较大,效果较差,这表明 KGEA 算法

的运行效果对PF形状有较强的依赖性.

表１　ExtremePoint和 KneePoint的理论值与实验值

Table１　TheoreticalandexperimentalvaluesofExtremePointandKneePoint

测试问题 理论值
实验值

HPＧNSGAＧII KGEA

Belegundu
extremepoint:(０,０),(－１０,１０)
kneepoint(Manhattan):全部PF

kneepoint(Chebyshev):(－４．９５,４．９５)

(０．０００,０．０００),(－１０．０００,１０．０００)
－

(－４．９９９,４．９９９)

(０．０００,０．０００),(－１０．０００,１０．０００)
(０．０００,０．０００)

－

ZDT１
extremepoint:(０,１),(１,０)

kneepoint(Manhattan):(０．２５,０．５)
kneepoint(Chebyshev):(０．３８２,０．３８２)

(１．０００,０．０００),(０．０００,１．０００)
－

(０．３８１,０．３８２)

(１．０００,０．０００),(０．０００,１．０００)
(０．２５０,０．５００)

－

ZDT２
extremepoint:(１,０),(０,１)

kneepoint(Manhattan):(１,０),(０,１)
kneepoint(Chebyshev):(０．６１８,０．６１８)

(１．０００,０．０００),(０．０００,１．０００)
－

(０．６１７,０．６１８)

(１．０００,０．０００),(０．０００,１．０００)
(１．０００,０．０００)

－

ZDT３
extremepoint:(０,１),(０．８５２,－０．７７３)
kneepoint(Manhattan):(０．２４９,０．２５２)
kneepoint(Chebyshev):(０．４２１,０．０９３)

(０．８５２,－０．７７３),(０．０００,１．０００)
－

(０．４２０,０．１００)

(０．８５２,－０．７７３),(０．０００,１．０００)
(０．２５０,０．２５１)

－

ZDT４
extremepoint:(１,０),(０,１)

kneepoint(Manhattan):(０．２５,０．５)
kneepoint(Chebyshev):(０．３８２,０．３８２)

(１．０００,０．０００),(０．０００,１．０００)
－

(０．３８２,０．３８２)

(１．０００,０．０００),(０．０００,１．０００)
(０．２５０,０．５００)

－

DTLZ１

extremepoint:(０．５,０,０),(０,０．５,０),
(０,０,０．５)

(０．５００,０．０００,０．０００),
(０．０００,０．５００,０．０００),
(０．０００,０．０００,０．５０６)

(０．４９７,０．００４,０．０),
(０．００６,０．４９５,０．０),
(０．０００,０．４８４,０．０１６)

kneepoint(Manhattan):全部PF
kneepoint(Chebyshev):(０．１６９,０．１６３,０．１６８)

－
(０．１６９,０．１６５,０．１７２)

(０．４９７,０．００４,０．０)
－

DTLZ２

extremepoint:(１,０,０),(０,１,０),
(０,０,１)

(１．０００,０．０００,０．０００),
(０．０００,１．０２０,０．０００),
(０．０００,０．０００,１．０１３)

(１．０００,０．０,０．００４),
(０．４５５,０．１３４,０．８８１),
(０．２８６,０．０,０．９５８)

kneepoint(Manhattan):与extremepoint一致

kneepoint(Chebyshev):(０．５９７,０．５９５,０．５３８)
－

(０．５７７,０．５９０,０．５６６)
(１．０００,０．０,０．００４)

－

Viennet３

extremepoint:(７．９２５,１５．０１４,０．０６０),
(０．０１１,１６．７３３,－０．０９９),(１．２２８,１５．０００,０．１７６)

(８．１９６,１５．００８,０．０６４),
(０．０００,１７．０３７,－０．１００),
(１．２２８,１５．０００,０．１７６)

(８．１４７,１５．１５４,０．０５３),
(０．０００,１７．０３７,－０．１００),
(１．２２８,１５．０００,０．１７６)

kneepoint(Manhattan):(０．４３５,１５．５２７,－０．０４７)
kneepoint(Chebyshev):(０．４９２,１５．４６３,－０．０３８)

－
(０．４９６,１５．４６０,－０．０３８)

(０．３８１,１５．５９６,－０．０５５)
－

Viennet４

extremepoint:(７．４４４,－１２．８３７,１５．１１３),
(５．３４３,－１１．９２７,１５．０４５),
(３．３９９,－１２．６９６,２４．０８０)

(７．６６４,－１２．７０９,１５．００９),
(５．２４１,－１１．７７１,１５．０４９),
(３．３２５,－１２．５００,２５．９０５)

(７．６６４,－１２．７０９,１５．００９),
(５．２３６,－１１．７７７,１５．０４９),
(３．３２４,－１２．５００,２５．９１１)

kneepoint(Manhattan):(３．９９３,－１２．９４２,１７．７８１)
kneepoint(Chebyshev):(４．２４２,－１２．８３８,１６．７３９)

－
(４．１４１,－１２．８７３,１７．０５０)

(３．９８１,－１２．９４７,１７．８４９)
－

４．３　HPＧNSGAＧII算法收敛性、多样性及区域间平衡性分析

　　为了验证 HPＧNSGAＧII算法的收敛性、多样性以及区域

间平衡性,将其与 KGEA 算法进行对比分析.选择 ZDT１,

ZDT３,ZDT４和 Viennet３Ｇ４为测试用例,以测试函数 PF的

KneePoint及ExtremePoint为中心点,将区域半径r设置为

测试函数取值范围最小的维度的１/１０.为了定量分析算法

的收敛性、多样性以及区域间平衡性,以各目标区域平均超体

积指标 TＧHV及各区域解个体数量标准差 TＧNUMＧSTD 为

衡量标准.其中,TＧHV 指标用于算法收敛性、多样性的分

析,TＧNUMＧSTD指标用于区域间平衡性分析,计算方式如

式(２０)－式(２２)所示.针对每个测试问题,独立开展３０次实

验,实验结果如表２和表３所列.

TＧHV＝∑
Ti
Leb(∪

x∈Ti

　∏
m

k＝１
[fk(x),pTik ])/K (２０)

其中,Ti 表示第i个目标区域,pTi
k 表示目标区域Ti 最低点pTi

的第k个分量,Leb表示勒贝格测度,K表示目标区域数量.
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TＧNUMＧSTD＝ ∑
K

i＝１
(|Ti|－T

－)２/K (２１)

T
－
＝∑

K

i＝１
|Ti|/K (２２)

其中,|Ti|表示第i个目标区域中解个体的数量,T
－

表示目标

区域解个体数量的均值,K 表示目标区域数量.

表２、表３为 KGEA 算法和 HPＧNSGAＧII算法独立运行

３０次 的 TＧHV 及 TＧNUMＧSTD 指 标 统 计 结 果,其 格 式 为

a(b),a表示均值,b表示标准差.可以看出,TＧNSGAＧII算法

在 TＧHV及 TＧNUMＧSTD 指标上明显优于 KGEA 算法,这

是由 KGEA算法无法稳定收敛到目标区域内部所致.

表２　TＧHV指标性能分析

Table２　PerformanceanalysisofTＧHV

测试问题 KGEA HPＧNSGAＧII
ZDT１ ０．２６０５７(０．０１２６０) ０．３４９１９(０．００７０４)

ZDT３ ０．２８８６３(０．０２５７６) ０．４０５６６(０．００２２５)

ZDT４ ０．２３６７９(０．０６３３９) ０．２９２９１(０．１３０９９)

Viennet３ ０．０４９５７(０．０２０８７) ０．２０９９７(０．０１８５５)
Viennet４ ０．１４２２４(０．００７４３) ０．２０３４４(０．００６０５)

表３　TＧNUMＧSTD指标性能分析

Table３　PerformanceanalysisofTＧNUMＧSTD

测试问题 KGEA HPＧNSGAＧII
ZDT１ ２．８８３７１(２．０７３４０) ０．５６９３６(０．２７５３５)

ZDT３ ４．００４４０(２．９７６７４) ０．２７０２１(０．２８７３０)

ZDT４ ２．０６２３１(１．１６０５３) ０．７０１５４(０．３７０７７)

Viennet３ １０．４１０２(１．０２６６４) ９．０５４５７(０．３８７５１)

Viennet４ １１．６０７６(０．３３９９５) １．３８７３９(０．５６６５３)

４．４　HPＧNSGAＧII算法区域可控性分析

在种群规模确定的条件下,HPＧNSGAＧII算法在求解具

体问题时,每个目标区域内解的数量变化较小,因此可通过控

制区域半径r实现对区域内解个体密度的控制.为了验证

HPＧNSGAＧII算法的区域可控性,选择 ZDT２,DTLZ２以及

Viennet４分别在r取值０．０５,０．１以及０．２时开展实验分析,

实验结果如图６所示.由图６可知,随着区域半径r的增大,

区域内解个体的分散度逐步增大,多样性增强,解个体密度降

低;当r值较小时,解个体集中于较小的区域内部,密度较大,

分辨率较高,从而验证了 HPＧNSGAＧII算法的区域可控性.

(a)ZDT２(r＝０．０５) (b)ZDT２(r＝０．１) (c)ZDT２(r＝０．２)

(d)DTLZ２(r＝０．０５) (e)DTLZ２(r＝０．１) (f)DTLZ２(r＝０．２)

(g)Viennet４(r＝０．０５) (h)Viennet４(r＝０．１) (i)Viennet４(r＝０．２)

图６　HPＧNSGAＧII区域可控性分析

Fig．６　AnalysisofregionalcontrollabilityofHPＧNSGAＧII

　　结束语　本文针对多目标优化问题,定义了一种基于切

比雪夫距离的 KneePoint,并给出了该定义方式的几何解释,

分析了其与基于曼哈顿距离定义的 KneePoint之间的关系;

在此基 础 上,结 合 TＧNSGAＧII算 法 构 建 了 一 种 用 于 求 解

KneePoint以及 ExtremePoint的隐式偏好多目标进化算法

HPＧNSGAＧII,该算法通过区域动态更新策略使得目标区域

随迭代过程动态更新,最终收敛于目标区域,通过区域间平衡

性保持策略确保各区域间个体数量的平衡性,使得个体较为

均匀地分布在各区域内部.最后,通过实验分析验证了算法

的有效性.

３０３孙　刚,等:一种基于切比雪夫距离的隐式偏好多目标进化算法
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