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El Problema de Pompeiu
CARLOS ALBERTO BERENSTEIN

Vamos a hablar aqui de tres trabajos sobre el tema, uno de L. Zalcman (Arch.
for Rat. Mech. and Anal. vol 47, 1972) y otros dos que atin no han aparecido:
uno de Brown, Schreiber y Taylor, y el otro de Taylor y el autor. El trabajo
de L. Zalcman contiene una abundante bibliografia, a la cual me remito.

El problema original que el matematico rumano D. Pompeiu considerd en
1929 es el siguiente: )

Supongamos que D sea un conjunto compacto en el plano xy, Z el grupo de
los movimentos euclideos (rotaciones y translaciones), f una funciéon con-
tinua tal que

j flx, y)dx dy =0, VoelZ,
a(D)
iésto implica que f = 0?

Pompeiu dijo que si D era un disco entonces la conclusion era correcta, lamen-

tablemente la funcion f(x, y) = sen a¥;da un contraejemplo con una eleccién , v = o
conveniente del valor a. Mas tarde él probd que si D es un cuadrado y f tenia

limite en el infinito entonces la conclusion valia. (Este resultado es correcto

aln sin esta condicién adicional sobre la funcién f)

DEFINICION — Una familia 2 = {D} de conjuntos compactos en R* tiene
la propiedade (P) si para toda funcidén continua f

(1) Jj. flx, y)dxdy VDe2
D
implica f = 0.

Un problema parecido, que naturalmente se llamaria problema de Morera
es el siguiente: sea ¥ = {C} uma familia de curvas cerradas y rectificables
en el plano xy, z = x + iy, f continua, y supongamos que

If(z) dz =0 YC e ¥,
c

¢ se deduce que f es una funcion analitica en todo el plano complejo? Si eso
sucede, € tiene la propiedad (M). Veamos que ellas estan relacionadas.
Primero, suponemos de ahora en adelante que 9 es una familia invariante
por translaciones. Como siempre dD denota la frontera del conjunto D.

LEMA. Si todos los conjuntos de la familia 9 tienen frontera rectificable y € =
= {0D : D € @} entonces, 9 tiene la propiedad (P) si y solo si € tiene la pro-
piedad (M).



DEMONSTRACION. Primero observemos que podemos suponer que f es una
funcion de clase C*. Dado quesi ¢ € CT(R?), [ [o(x, y) dx dy = 1, definimos
como de costumbre @.(x, y) =&~ 2 ¢@(x/e, y/e) para ¢ > 0. Entonces, f, = f* ¢,
satisface (1) (respectivamente (2)) si /' lo hace pues la familia @ (resp. €) es
thvei 1 e Ln‘;u Mrawacivas . YW oyo ledo, §5 2 % obve

tawjuntos acotados y por lo tanto si f; = 0 (resp. analitica) se deduce que f lo es
también.

Ahora bien, como f es C* podemos usar la formula de Green, y tenemos

D geay=[[ Lo L e
J‘L’aEdXdy—IjD2(fx+1f”)dxdy_f'[‘.[)a—zd5/\dz__

=§1? j L dif dz) = % LD §6)

Por lo tanto se vé immediatamente que la propiedad (P) para 2 implica (M)

para %, porque si f satisface (2) entonces S—; satisface (1) y por lo tanto 'g%[ =
= 0, es decir f'es analitica entera. Para probar la conversa basta usar el hecho
que existe g € C* tal que [ = %GE—

lugar de £ Q.E.D.

y entonces utilizar la formula (3) con g en

Relacion con el problema de la sintesis espectral

Como hemos visto en el lema, podemos limitarmos a considerar funciones
indefinidamente diferenciables. Si llamamos u; la medida de Lebesgue res-
tringida a D (o la medida dz restringida a dD) cuando consideramos el pro-
blema de Pompeiu (resp. de Morera), entonces tenemos que las u,. D e &
(resp. %), generan un sub espacio lineal cerrado V <¢&'(R?), las hipotesis
implican que V es invariante por translaciones. Si f satisface (1) (resp. (2))
tenemos que

T() = 0 VTeV
(v también T=f = 0, VTe V). Es decir, fe V* < §'(R?).

Es claro que ¥* también es un subespacio cerrado, e invariante por trans-
laciones, més aun (V*)* = V. Con esta notacion. la propiedad (P) (resp. (M))
es equivalente a cualquiera de estas dos cosas:

A P& =}
By V = &(R3.

Ahora bien, asociado a un subespacio V como el de arriba, en analisis har-
monico se acostumbra a considerar el espectro de V, es decir, el subespacio
lineal cerrado de &(R?) generado por las funciones p(x) ¢“* e V*, donde
x = (xy, X3), z = (2, 25), 2.X = z;X; + Z,X,, ¥ por p(x) es un polinomio. A
este subespacio lo designaremos por V. Se acostumbra considerar el espectro
numérico, sp(V), formado por los z € C? tales que ¢ € V*. En ese caso, el
polinomio p de mas arriba le asigna una “multiplicidad” al punto z, en el
sentido seguiente:

Si Te V,z, € sp(V) entonces T(z,) ="*, T(x))= 0, mas ain, si p(x) e e V*
entonces p(D) T(z)| 2=z, = 0. Se puede ver facilmente que V5 es un subes-
pacio invariante por translaciones y por lo tanto ¥, = (V§)* también lo es.
Claramente ¥, 2 V, en realidad,



Vo ={Teé& (R*): T(z) =0 si zesp(V) con la multiplicidad correcta).

Entonces, el problema de la sintesis espectral es facil de enunciar, ies V = V,?
(Es decir, el espectro de Vdetermina ¥ completamente.) Es claro que podemos
reemplazar 2 por n en todos lados y este problema sigue teniendo sentido.
El resultado mas importante que se conoce es el siguiente,

TEOREMA (L. Schwartz, 1947). Si n = 1 entonces V = V,. Para n > 1 aun
no se sabe que sucede; veremos mas abajo que los problemas de Pompeiu y
Morera son casos particulares del problema de la sintesis espectral paran = 2.
Antes de seguir recordemos que &'(R") es un algebra sin divisores de cero
para el producto de convolucién. Es un resultado bien conocido que del
hecho que V'y ¥, son invariantes por translaciones y cerrados se deduce que
son ideales de este algebra. Otro hecho bien conocido es que la transformada
de Fourier

T—— T T ={* T(x))

es un isomorfismo algebraico entre el algebra &'(R") y una subalgebra del
espacio de funciones enteras en C" que denotamos &'(R"). A este espacio
&'(R") le asignamos la topologia que hace que el isomorfismo T —— T
se vuelva también un homeomorfismo. Llamamos I (resp. o) el ideal cerrado
de &'(R") formado por { T: Te V (resp. V,)}. Claramente I = I, si y sélo
si ¥V = Vyicual es la ventaja de toda esta notacion? La siguiente, se hace entrar
en juego un tercer ideal I,

I = {Te &' (R" : Testa en I localmente}

es decir, si Te I, entonces para todo z, € C" existe un entorno U de z,.
funciones Ti...., T, €Iy funciones G,. ..., G,, analiticas en U tales que

T(z) = i Gi(z) "I'}(z), Vze U.
i=1

Observemos que es facil saber si I,,, = &(R") o no, basta que las funciones
de I no tengan ceros comunes.

Ahora bien, después de todo esto, tenemos el siguiente lema folkldrico.
Lema. Iy = I,

Por lo tanto, el teorema de Schwartz se reduce a: “para todo ideal cerrado I
de &'(R), tenemos I = I,,.”. Facilmente se puede deducir de aqui el siguiente
corolario. :

COROLARIO. Sean o, T dos numeros positivos de cociente irracional. Si para
todo par de numeros a < b tales que o bien b — a = ¢ o bien b — a = 1. te-

b
nemos que Jf(x) dx = 0 entonces f(x) = 0.

Si p es una rotacién en R? y Te &'(R? definimos T, mediante la formula

Tf) = T(fop™") ¥fe C*(R?)

Decimos que V' es invariante por rotaciones si Te Vimplica T, € V para toda
rotacion p.

Teremos ahora el seguiente teorema,

TEOREMA. Si V < &'(R?) es invariante por rotaciones, entonces I = I,,. (v por
lo tanto V = V) :



De aqui se ve que en este caso las propriedades a) y b) de més arriba son equi-
valentes a

—
0 I = &'(R%)

o)

d) las funciones de I no tienen ceros comunes.

Por lo tanto tenemos como corolarios las siguientes dos respuestas afirma-
tivas al problema de Pompeiu.

Esempro 1. La familia 2 = {o(D,) : o € Z, D, es un rectangulo fijo} tiene
la propiedad (P). Mas aun, basta tomar por D, un conjunto convexo cuya
‘frontera contenga por lo menos un punto anguloso.

EjeMPLO 2. Llamemos Q = {s,/s, : s; # 0, s, # 0 tales que la funcién J,
de Bessel satisface J,(s;) = J,(s;) =0}. Entonces la familia & generada
(mediante translaciones) por dos discos fijos de radios r, y r,, tiene la propiedad
(P) si y solo si ry/fr, ¢ Q. '

En el mismo espiritu se puede probar

TEOREMA. Si I < 8'(R?) contiene una funcion cuyo conjunto de ceros es una
union de rectas conplejas, entonces I = I,

Como aplicacion tenemos :
EsempLO 3. Sea D el cuadrado {x :|x,;| < a. |x,| < a}, a > 0. Entonces

A § S
dplzy, 2,) = 4 221 SN 4%y borlo tanto
2 m m
{z:h(z) =0} = | {z:zl=—}U{z:zz=—-}.
m#=0 a a
m entero

De aqui se deduce facilmente que si & es la familia generada (por translaciones
unicamente) por tres cuadrados como el de arriba de lados 2a, 2b y 2¢ respecti-
vamente, entonces & tiene la propiedad (P) si y solo si a/b, b/c y ¢/a son irracio-
nales.

Si tomamos D como arriba, pareceria ser que siempre se necesitan por lo
menos dos otros conjuntos D' y D” para que la familia & generada por ellos
(mediante translaciones solamente) tenga la propiedad (P).

Finalizamos con un resultado curioso de L. Zalcman, que no se obtiene por
los métodos esbozados mas arriba. Llamemos D el cuadrado unidad, es decir
0 < x;, x, < 1. A cada punto x € D le podemos asociar un cuadradito D,
de centro x tal que D, sea el cuadrado méas grande posible contenido en D
y de lados paralelos a los ejes. Supongamos que f sea continua en D y que

JJ f(x4, %) dx; dx, =0 VxeD
Dx

entonces se puede ver que f = 0 de la manera siguiente. Sea m un numero
natural arbitrario (m > 1), dividimos D de la manera obvia en m? cuadraditos
iguales de lados paralelos a los ejes coordenados. Llamemos D, al cuadradito
que esta en el vértice superior izquierdo, y D,, D4, D, los tres tinicos cuadra-



ditos adjacentes yendo en el sentido de los agujas de un reloj. Se deduce de

e ; 4
las hipotesis que si D. = U D; entonces
=1

JJ f(x;, x3) dx; dx, =0.para j=1,2, 4,5
Dy ) '

y por lo tanto (4) también vale con j = 3. De esta manera se sigue, y se ve
facilmente que la integral sobre cualquier cuadradito es cero. Por lo tanto f

es identicamente nula.

. i B
Modifiquemos levemente el problema, llamemos 5 D, al cuadradito similar
a D, pero de lado mitad y asumamos solamente

JJ f(xy, X,) dx, dx, =0  Y¥YxeD
1 Dx
2

bes que f= 07 No sé es facil ver que /= 0 sobre aD.
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