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Resumen

En este documento se detalla el trabajo de fin de grado de la asignatura MT1054 — Trabajo
Final de Grado del Grado en Matematica Computacional de la Universidad Jaume I.

En él se estudian varios conceptos de las dreas de la topologia y el dlgebra para poder demostrar
finalmente los Teoremas de Specker, Baer-Specker y Nunke. Estos resultados versan sobre el
grupo de Baer-Specker, ZVN, el cual tiene propiedades sorprendentes como el hecho de no ser
un grupo libre o que cualquier subgrupo cerrado infinito contenido en él es topolégicamente

isomorfo al propio grupo de Baer-Specker. Finalmente, se exponen ejemplos de grupos donde
no se cumplen las mismas propiedades que en el grupo ZY.
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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

La topologia es, ciertamente, una rama muy abstracta del conocimiento por su propia naturale-
za. Tradicionalmente, se sigue el paradigma euclidiano de formulacién de axiomas y definiciones
para posteriormente probar los teoremas. Es destacable asimismo que las aplicaciones de la
topologia son numerosas en el andlisis, la geometria y, recientemente, en otras areas como la
fisica o la informaética.

Un teorema fundamental del algebra lineal establece que todo espacio vectorial V' sobre un
cuerpo K contiene una base B = {?a € V, a € I}. Por consiguiente, cualquier vector Tev
puede escribirse de forma tnica como una combinacién lineal

T = ZAQ?Q.

ael

La complicacion surge cuando I es un conjunto infinito. En este caso, se requiere que todos los
coeficientes A\, € K sean cero, salvo una cantidad finita. Como resultado, la aplicacién lineal

K — V
acl
Ma) — S Ao
ael

es biyectiva. No obstante, se debe tener en cuenta que no podemos escribir explicitamente una

base en general. Por ejemplo, para los espacios vectoriales sobre (Q, como son los ntimeros reales
o

V =R o el producto infinito de los nimeros racionales V' = [[ Q. En efecto, para determinar

m=1
la existencia de una base en espacios vectoriales de dimensién infinita se debe utilizar el Axioma

7



de Eleccion o, equivalentemente, el Lema de Zorn, y por lo tanto no se puede explicitar. Pa-
ra enfatizar este aspecto, especialmente en andlisis, dicha base se suele denominar base de Hamel.

La existencia de una base no es transferible de los espacios vectoriales a los modulos. Es mas,
un moédulo M sobre un anillo R se dice que es libre si contiene una base (sistema linealmente
independiente y generador de M). En lo que a este trabajo respecta, estamos interesados en los
modulos sobre el anillo de los enteros Z, es decir, en los grupos abelianos. Algunos de estos gru-
pos abelianos son libres y otros no lo son. Por ejemplo, el grupo abeliano Z(n) = {0,1,...,n—1}
no es libre puesto que nxz = 0 (mddulo n), Vz € Z(n).

En ocasiones, es més complicado saber si un grupo abeliano determinado contiene una base.
Consideremos, por ejemplo, los niimeros racionales. Veamos que el grupo abeliano (Q,+) no es
libre. Supongamos que existe una base B = {e, € Q/« € I}. Entonces, podemos escribir la
unidad de los racionales como combinacién lineal de los elementos de la base

1 =mnieq, +n2eq, + ... +nreq,.

Podemos asumir que n1 # 0y que o; # «; si ¢ # j. A continuacién, escogemos un nimero
entero n que no divida a ny, y escribimos el siguiente niimero racional como combinacion lineal
de los elementos de la base

1
n = myeg, +meeg, + ...+ mgeg,,

donde suponemos que Sy # f; si k # [. Teniendo en cuenta que n% = 1, obtenemos
nmieg, +nmaeg, + ... +nmseg, = 1 =njeq, +n2eq, + ... +nreq,.

Como ambas combinaciones lineales son tinicas por la definicion de base, se tiene que 35 € N de
manera que nm; = nq, es decir, que n divide a nq, con lo cual hemos llegado a una contradiccion.

El tema central de este trabajo es el estudio del grupo formado por el producto infinito de los
enteros

ZN:HZ:ZXZXZX...

m=1

Este grupo se llama grupo de Baer-Specker y sus elementos son tuplas infinitas sin restricciones.
A primera vista, uno puede suponer que es libre. No obstante, como demostraremos a lo largo
del trabajo, no lo es. Sus propiedades convierten al grupo de Baer-Specker en un grupo muy
singular, que tiene un papel realmente destacable en la teoria de grupos abelianos.



La memoria estd estructurada como sigue. El capitulo 1 es introductorio y parte de la motivacion
se ha extraido del articulo [1]. Se ha dedicado el capitulo 2 al desarrollo de los conceptos bésicos
necesarios para la comprension del trabajo. En la confeccion de este capitulo se han utilizado
basicamente los libros [2] y [3]. En el capitulo 3 se exponen los resultados principales del trabajo
sobre el grupo de Baer-Specker (ZV), viendo que tiene unas propiedades muy singulares. Esté
basado en los articulos [4], [5], [6] y [7], de los cuales hemos extraido la idea de las demostraciones
que aparecen (modificando y/o anadiendo algunas para adecuarlas a los contenidos de este
trabajo). En el capitulo 4 se ven una serie de ejemplos que no verifican las singulares propiedades
que si que posee ZN. Finalizamos el trabajo exponiendo los resultados y conclusiones.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Axioma de eleccién y sus formulaciones

El Axioma de Eleccién se utiliza en multitud de ocasiones, incluso de forma inconsciente. Fue
propuesto por primera vez por Beppo Levi en 1902, y Paul Cohen en 1963 demostré que es
independiente de los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Sin el Axioma de Eleccién seria imposible
demostrar muchos importantes resultados de la topologia y el andlisis. Ya que en este trabajo
lo vamos a utilizar de manera explicita, lo definimos de la siguiente forma.

Axioma de Eleccién: Si I es un conjunto de indices (no vacio) y, para cada o € I, A, es
un conjunto no vacio, entonces hay una funcion f : I — |J{Aq : « € I} tal que, para cada
a€l, fla) € Ay. La funcion f se llama funcion de eleccion para la familia {A, : o € 1},
y es una funcion que selecciona un elemento en cada uno de los conjuntos Ag.

Notemos que una funcién de eleccién para la familia {A, : a € I} es precisamente un elemento

del producto [] Aa. Por tanto, el Axioma de Eleccién es equivalente al siguiente axioma.
ael

Axioma del Producto: Si {A, : o € I} es una familia indezada de conjuntos no vacios,

entonces || Aa es no vacio.
ael

En la literatura hay otras muchas formulaciones equivalentes al Axioma de Eleccién. Aquf sola-
mente mencionaremos dos més, aunque ninguna de las cuales es tan intuitiva como el Axioma
del Producto.
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Un conjunto X con una relacién binaria de orden se dice que es parcialmente ordenado. Si dos
elementos cualesquiera de X son comparables diremos que X es un conjunto totalmente orde-
nado. El conjunto X esta bien ordenado si ademas todo subconjunto no vacio tiene un elemento
minimo.

No es dificil ver que el buen orden en un conjunto esté relacionado con el Axioma de Eleccion.
Si (X, <) es un conjunto bien ordenado, la funcién f : P(X) — X, que asigna a cada A € P(X)
el menor elemento de A, es una funcién de eleccién, siendo P(X) la coleccién de todos los sub-
conjuntos de X.

Axioma del Buen Orden: En todo conjunto hay un buen orden.

En matematicas, especialmente en algebra, el lema de Zorn juega un papel central. Se usa para
demostrar la existencia de ideales maximales, de bases en espacios vectoriales, de ultrafiltros, y
de otros conjuntos maximales.

Lema de Zorn: Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado en el que todo subconjunto
totalmente ordenado (cadena) tiene una cota superior, entonces (X, <) contiene al menos un
elemento mazximal.

Este lema es equivalente al Axioma de Eleccion y se utiliza, por ejemplo, para demostrar la
existencia de una base para cualquier espacio vectorial.

Teorema 1. Todo espacio vectorial V' sobre un cuerpo F' tiene una base.

Demostracion:
Sea S la coleccion de todos los subconjuntos linealmente independientes en V. Ordenamos par-
cialmente S de la siguiente manera: si A, B € S entonces A < B si A C B. Por tanto, cada
cadena tiene un elemento maximal, que sera simplemente la unién de todos los elementos de la
cadena (los cuales es sencillo comprobar que son linealmente independientes). Entonces, apli-
cando el Lema de Zorn, concluimos que todo S tiene un elemento maximal, al cual denotaremos
por B. Afirmamos que B es una base de V.

Si B no fuera base, entonces existiria un elemento = en V que no seria generado por B. Pero en
este caso, x podria ser anadido a B (y la unién BU{xz}, de nuevo, seria linealmente independien-
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te), con lo cual llegamos a una contradiccién con el hecho de que B sea maximal. Concluimos
pues que B es una base de V.

2.2. Conjuntos numerables y no numerables

Una de las ideas mas profundas de las matematicas modernas es la teoria del infinito de Cantor.
Esta teoria consiste en la idea de que tal y como podemos comparar conjuntos finitos por su
tamafio, también podemos comparar conjuntos infinitos de la misma manera. Una forma de
ejemplificarlo es ver que al tener la nocién de que el 2 es un nimero menor al 3, entonces un
conjunto con 2 elementos serd “menor” que un conjunto con 3 elementos.

Definicién 1. Sean A y B dos conjuntos. Diremos que A tiene el mismo cardinal que B (o,
equivalentemente, que son equipotentes) si existe una aplicacion f : A — B biyectiva. Lo
denotaremos por |A| = |B|.

Ejemplo 1.

Sean A = {1,2,3,4,5}, B = {o,3,7,d,e} y C = {a,b,c,d,e, f}. Entonces, A y B tienen el
mismo cardinal porque la aplicacién f = {(1,«),(2,5),(3,7),(4,9),(5,€)} es una biyeccién
de A en B. Podemos encontrar més aplicaciones que también lo sean, pero solo con una es su-

ficiente para probar que |A| = | B|. Por otro lado, A y C tienen distinto cardinal, asi como By C.
Notemos también que si |A| = |B| a través de una aplicacién fi; y |B| = |C| a través de una
aplicacién fo, entonces |A| = |C| a través de la aplicacién fo o fi. Evidentemente, la relacién

“tener el mismo cardinal” es una relacién binaria de equivalencia y |A| denota la clase de equi-
valencia del conjunto A.

Nota 1. En este trabajo tomamos N = {1,2,...}, Z, Q y R como el conjunto de los nimeros
naturales, enteros, racionales y reales, respectivamente.

Ejemplo 2.
Sea P el conjunto de los niimeros pares enteros e I el conjunto de los niimeros impares enteros.
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Entonces, |P| = |I|, ya que la funcién f(j) = j + 1 es una biyeccién entre P e I.

Ejemplo 3.
Sea P el conjunto de los nimeros pares enteros. Entonces, |P| = |Z|, ya que la funcién g(j) =
es una biyeccién entre Py Z.

N[

Con este ultimo ejemplo podemos observar que es posible establecer una biyeccién entre un
conjunto (los enteros, en este caso) y un subconjunto de él mismo (los niimeros enteros pares,
en este caso).

Ejemplo 4.
Veamos que |Z| = |N|. Para ello definimos la aplicacién f : Z — N de manera que:

W —(2j+1),sij<0
f(J)_{ 2j+2 ,sij>0

Entonces, para valores de j negativos la imagen de la aplicacién sera 1, 3, 5, ..., para valores de
Jj positivos la imagen de la aplicacién serd 4, 6, 8, ..., y f(0) = 2. Como se puede apreciar, esta
aplicacién es biyectiva.

Definicién 2. Sean A y B dos conjuntos. Diremos que |A| < |B]| si existe una aplicacion
f: A — B inyectiva pero no existe niguna aplicacion sobreyectiva. Esta notacion se lee como
“A tiene un cardinal menor a B”. Usaremos la notacion |A| < |B| para indicar que |A| = |B|
o bien |A| < |B|.

Notemos que |A| < |B| y |B| < |C] implica que |A| < |C|. Ademds, si A C B, entonces la
aplicacién i : A — B tal que i(a) = a es inyectiva, por lo tanto |A| < |B).

Teorema 2. Sean A y B dos conjuntos. Si existe una aplicacion f : A — B inyectiva y otra
aplicacion g : B — A también inyectiva entonces |A| = |B|.

Demostracion:
Es conveniente suponer que A y B son disjuntos. En caso contrario podemos reemplazar A por
{(a,0):a € A} y B por {(b,1) : b € B}. Podemos suponer también que tanto f como g no son
sobreyectivas.

14



Sea D = f(A) la imagen de f y sea C' = g(B) la imagen de g. Definamos una cadena como una
sucesién de elementos de A o de B, a través de una funcién ¢ : N — (AU B), tal que:

= ¢(1) € B\ D.
» Si para algin j tenemos que ¢(j) € B, entonces ¢(j + 1) = g(¢(j)) € A.

= Si para algin j tenemos que ¢(j) € A, entonces ¢(j + 1) = f(¢(j)) € B.

Como podemos observar, una cadena construida de esta manera es una sucesiéon de elementos
de AU B tales que el primer elemento se encuentra en B\ D, el segundo elemento en A, el tercer
elemento en B, y asi sucesivamente. Evidentemente, todo elemento de B \ D serd el primer
elemento de al menos una de estas cadenas.

Definamos ahora S := {a € A : a es un elemento de alguna cadena}. Equivalentemente, S =
{x € A: z sepuede escribir como x = g(f(g... f(g(y))...))) paraalginy € B\ D}. Observemos
que S C C.

Sea ahora la funcién k£ : A — B definida como

| flx) ,si z€e A\S
k:(x)—{ g Hx),sizes

Notemos que la segunda parte de la definicién de k tiene sentido porque S C C'y g es inyectiva.
Sabemos que f y g~!|c son inyectivas, procedamos ahora a demostrar que k también lo es.
Supongamos que f(z1) = g~ '(x2) para algiin z; € A\ S y para algiin 2o € S. Se tiene entonces
que z2 = g(f(x1)). Pero, por la definicién de S, el hecho de que z3 € S implica que x; € S, lo
cual es una contradicciéon. Por tanto, deducimos que k es inyectiva.

Demostremos a continuacién que k es sobreyectiva. Fijemos un b € B. Busquemos un elemento
x € A tal que k(z) = b. Nos encontramos, por lo tanto, con dos casos.

e En primer lugar, si g(b) € S entonces k(g(b)) = g~1(g(b)) = b, por lo que el elemento x
que estamos buscando serd g(b).

e En segundo lugar, si g(b) ¢ S, entonces podemos suponer (y demostraremos mas abajo)
que Jx € A tal que f(z) = b. En este caso, el elemento = pertenecers al conjunto A\ S, ya
que si no fuera asi x estaria en alguna cadena y entonces g(f(x)) = ¢g(b) también estaria en
esta cadena. Por lo tanto g(b) € S, por lo que hemos llegado a una contradiccién. Asi pues,
siz € A\S entonces k(x) = f(x) = b, con lo cual hemos demostrado que z es la antiimagen
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de b a través de k. (Para probar que, efectivamente, 3x € A tal que f(x) = b, recurriremos
a la reduccién al absurdo. Supongamos que Az € A tal que f(x) = b, entonces b € B\ D,
con lo que alguna cadena comenzaria en by g(b) seria un término de esta cadena, es decir,
g(b) € S. Pero g(b) ¢ S, con lo que llegamos a una contradiccién).

O

Nota 2. Claramente la relacion < sobre cardinales es una relacion binaria de orden.

Nota 3. Debemos destacar el hecho de que encontrar una aplicacion inyectiva de A en B y
otra aplicacion inyectiva de B en A, implica que existird una aplicacion biyectiva de A en B.
Observemos que estas dos aplicaciones inyectivas pueden no estar relacionadas. En ocasiones
es mds sencillo construir dos aplicaciones inyectivas independientes que construir una unica
biyeccion.

Ejemplo 5.
El conjunto de todos los pares ordenados de enteros positivos

NxN={(5,k): j, k € N}
es equipotente a N. Lo demostraremos utilizando el Teorema [2l La funcién

f:N — NxN
i = (1
es inyectiva. Consideremos ahora la funcién g : N x N — N definida como
9(j k) =j- 1099 + k.

Sea n el nimero de digitos del nimero k. Notemos que g(j, k) se obtiene escribiendo los digitos
de j, seguidos de j + k — n ceros y seguidos de los digitos de k. Por ejemplo,

9(23,714) = 23000...000714
734

donde tenemos 23 + 714 — 3 = 734 ceros entre el 3 y el 7. Claramente la funcién g también es
inyectiva. Concluimos entonces, por el Teorema [2, que N x N y N tienen el mismo cardinal.

Nota 4. Como hemos visto en los ejemplos anteriores, existe una biyeccion f entre el conjunto
de todos los enteros Z y el conjunto de los naturales N, entonces la aplicacion (f x f)(x,y) =
(f(z), f(y)) es una biyeccion entre ZZx Z y N x N. También existe una biyeccion h entre N x N
y N. Por tanto, ho (f x f) es una biyeccion entre Z x Z y N.

Usaremos el Axioma de Eleccién para demostrar la siguiente proposicién.
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Proposicién 1. Si existe una aplicacion f: X — 'Y sobreyectiva, entonces |Y| < | X]|.

Demostracion:
Definimos en X la siguiente relacién binaria de equivalencia:

T~y f(z) = f(y)

El conjunto cociente X\ ~ es el conjunto de las clases de equivalencia [a], donde a € X.

Tomemos un representante de cada clase por el Axioma de Eleccién formando el conjunto de

representantes A C X. Se cumple entonces que |J [a| = X y [a]N[b] =0 con a,b € A, a #b.
acA

Tengamos ahora en cuenta la aplicacién restriccién

f|A:A—>Y

Por un lado, podemos comprobar que es sobreyectiva. Tomemos un elemento y € Y. Dado que la
aplicacién f es sobreyectiva 3z € X tal que f(z) = y. Ademas Ja € A de manera que z € [a).
Se tiene entonces que f(z) = f(a) = y.

Por otro lado, veamos que es inyectiva. Sean dos elementos cualesquiera a,b € A tales que a # b.
Sabemos que [a] N [b] = 0 y, por ende, f(a) # f(b).

Hemos demostrado pues que la aplicacién f|4 es biyectiva y entonces se tiene que |Y| = |A| <
ReE

O

Definicion 3. Si un conjunto A tiene el mismo cardinal que N diremos que A es numerable.

Ejemplo 6.
Teniendo en cuenta los ejemplos anteriores, como

(| = [P| = |Z] = |Z x Z| = [N x N| = |N]|,

se tiene que I, P, Z, Z X Z y N x N son numerables, siendo I y P el conjunto de los nimeros
impares y pares, respectivamente.

Notemos que la palabra “numerable” es muy descriptiva. Si S es un conjunto numerable, en-
tonces podemos pensar que S tiene un primer elemento (el cual se corresponderd con 1 € N),
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un segundo elemento (el cual se corresponderd con 2 € N), y asi sucesivamente. Por lo tanto, lo
podemos escribir de la siguiente manera S = {s1, s2,...}.

Definicion 4. Un conjunto S es finito si es el conjunto vacio o si existe una biyeccion entre S
y un congunto de la forma I, = {1,2,...,n} para algin entero positivo n, en este caso escribi-
remos |S| =mn. Si S no es el vacio y no podemos establecer esta biyeccion entonces el conjunto
se dice que es infinito.

Nota 5. Los conceptos de “finito” e “infinito” se pueden aproximar mediante otras definicio-
nes. Una de ellas define un conjunto infinito como aquel en el que se puede establecer una
aplicacion inyectiva con un subconjunto propio. Por ejemplo, se puede establecer una aplicacion
inyectiva entre el conjunto Z de todos los enteros y el conjunto P de todos los enteros pares.
Por el contrario, no se puede establecer una aplicacion inyectiva entre un conjunto finito y un
subconjunto estricto de si mismo. Esta dltima afirmacion equivale a verificar que no se puede
establecer una aplicacion sobreyectiva entre Iy, e I, cuando k < n. Se puede demostrar llegando
a una contradiccion de la siguiente manera:

Supongamos que existe una aplicacion sobreyectiva f : Iy, — I, la cual podemos ordenar de
tal manera que f(i) < f(j) cuando i < j. Pero entonces, podemos asumir que la sucesion
{f(1), f(2),...,f(k)} no se salta ningin nimero entero, ya que se trata de una sucesion na-
tural de nimeros enteros positivos empezando por el 1. Por consiguiente, la imagen de f es el
subconjunto {1,2,...,k}. Y este es un subconjunto propio de {1,2,...,n}, por lo tanto f no
puede ser sobreyectiva.

Nota 6. Una propiedad importante de los numeros naturales N es que en cualquier subconjunto
S C N existe un minimo (Azioma del Buen Orden).

Proposicion 2. 5i S es un conjunto numerable y R es un subconjunto de S, entonces o bien
R es finito o bien R es numerable.

Demostracion:
Asumamos que R no es el conjunto vacio.

Sea S = {51, 52,...}. Sea j; el minimo de los ntiimeros enteros positivos tal que s;, € R. Sea jo
el menor entero que sigue a ji tal que s;, € R. Si procediendo de esta manera llegamos hasta

el elemento n-ésimo terminando el proceso, deducimos que R es finito y tiene n elementos.

Si este procedimiento no termina, entonces obtenemos una numeracién de los elementos de R:

1<—>8j1
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2<—>Sj2

Todos los elementos de R se enumeran de esta manera, ya que j; > [. Con lo cual hemos
demostrado que R es numerable. U

Nota 7. Hemos definido como conjunto numerable a un conjunto que es numerable infinito,
es decir, si se puede establecer una aplicacion biyectiva entre el conjunto y los naturales N. En
este trabajo, también se llamard numerable a un conjuntos que sea finito.

Ejemplo 7.

El conjunto Q de todos los ntimeros racionales estd formado por elementos de la forma 3 con
a,b € Z y b # 0. De este modo podemos identificar a QQ con el conjunto de los pares de enteros
(a,b). Después de eliminar los pares duplicados, como por ejemplo % = %, y usando el hecho de
que Z x Z es numerable, entonces deducimos que el conjunto infinito Q es numerable.

Teorema 3. Sean Si, So conjuntos numerables y sea S = S1 U Sy. Entonces, S es numerable.

Demostracion:
Enumeremos los elementos de S7 y 5o,

51 = {S%, S%, .. }

Sy = {8%7 S%: .- }

Si S1 N Sy = 0 entonces la funcién
8§ — (j, k)

es una biyeccién entre S y un subconjunto de {(j,k) : j,k € N}. Sabemos que el conjunto
formado por los pares ordenados de N es numerable por el Ejemplo 5, entonces S también es
numerable por la Proposicion

Si existieran elementos comunes en S; y So, por el Axioma de Eleccién, elegiriamos un re-

presentante en Sy y la funcién anterior seria biyectiva sobre un subconjunto de N x N y S seria
numerable. O
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Nota 8. FEs posible definir la suma, multiplicacion y exponenciacion de cardinales, aunque las
propiedades de la suma son las mas parecidas a las de la aritmética ordinaria. Dados dos conjun-
tos finitos y disjuntos, el numero de elementos de su union es la suma del nimero de elementos
de ambos. En la suma de dos cardinales infinitos se generaliza esta idea: Si A y B son dos
conjuntos infinitos disjuntos, se define |A| + |B| := |AU B| = max{|A|, |B|}.

Proposicion 3. Si S y T son ambos conjuntos numerables, entonces también lo es
SxT={(s,t)/se S, teT}
Demostracion:

Dado que S es numerable, existe una biyecciéon f entre S y un subconjunto de N. De igual
manera existe una biyeccién g entre T' y un subconjunto de N. Por lo tanto, la funciéon

(f x9)(s,t) = (f(s),9(t))

es una biyeccién entre S x Ty un subconjunto de N x N. Y, como este ultimo es un conjunto

numerable, también lo serd S x T . U
Nota 9. Para cualesquiera dos conjuntos S y T infinitos se define |S| - |T| := |S x T| =
méx(|S], [T1)-

Corolario 1. 5i Sq,59,...,5, son todos conjuntos numerables, entonces también lo serd el
conjunto

SlXSQX...SkZ{(Sl,...,Sk)/Sl651,...,5k65k}

formado por todas las k-tuplas ordenadas (s1,s2,...,sg) con sj € S;.

Demostracion:
Escribamos S7 X Sg x S3 como (S7 X S2) x S3. Como S; x Sy es numerable por la Proposicién
y S3 es numerable por hipdtesis, entonces también lo serd (S x S3) x S5 = S1 X Sz x Ss.
Prosiguiendo inductivamente podemos observar que cualquier producto finito de conjuntos nu-
merables también es un conjunto numerable. O

Corolario 2. La union numerable de conjuntos numerables es numerable.

Demostracion:
Supongamos que A1, A, ... son todos conjuntos numerables infinitos. Si los elementos de A; se
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pueden enumerar de la forma {ai}i"zl y los conjuntos A; son disjuntos por pares, entonces la
correspondencia
7 .
ak; (Ja k)
es una aplicacién biyectiva entre la unién de los conjuntos A; y el conjunto N x N. Lo cual
demuestra que el corolario es cierto cuando los conjuntos A; no tienen elementos en comin,

por la Proposicién [2| Si si que los hubiera, desechariamos a los duplicados en la unién. Si algin
conjunto A; es finito la aplicacién serfa inyectiva, y también se verificaria el teorema. O

Nota 10. Notemos que ZN = {(2(n))nen € ZN/3F C N finito, z(n) = 0, Vn € N\ F},

equipotente a un subconjunto de |J Z", es numerable.
neN

Proposicion 4. Sea S cualquier conjunto infinito. Entonces, S tiene un subconjunto T' nume-
rable.

Demostracion:
Sea t; € S un elemento cualquiera. Sea ahora to € S un elemento cualquiera distinto de ¢.
Podriamos continuar con este procedimiento y no acabaria nunca, ya que si terminara S seria
finito. Con lo cual, estamos construyendo un conjunto numerable T C S . O

Un resultado muy importante de la teoria de conjuntos es el siguiente teorema, conocido como
el Teorema de Cantor.

Teorema 4. (Teorema de Cantor) Sea S un conjunto cualquiera. Entonces, el conjunto
P(S) de partes de S, formado por todos los subconjuntos de S, tiene una cardinalidad mayor
que la de S. Es decir,

S| < |P(S)I-
Demostracion:
Primeramente consideramos la funcién inyectiva
f:8—=P(S)

s+ {s}

Por tanto |S| < |P(S)|. Veamos ahora que ninguna funcién g : S — P(S) es sobreyectiva.
Bastara con encontrar un subconjunto de S que no sea imagen por g de ningin elemento de S.
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Definamos T'= {s € S : s ¢ g(s)}. Asumamos, buscando una contradiccién, que T = g(z) para
algin z € S. Por la definicién de T, el elemento z € T si y solo si z ¢ g(z) = T, lo cual es
evidentemente una contradicciéon. Como hemos demostrado g no puede ser sobreyectiva, por
tanto |S| < |P(9)]. O

Mostremos a continuacién una serie de ejemplos que nos permitirdan concluir que |N| < |P(N)| =
{0, 1} = [0,1]] = [R].

Ejemplo 8.
Veamos que los intervalos | — 1,1[ y [0, 1] son equipotentes. Para ello definimos las funciones

f:]_lvl[ - [071]

+1
x =

y

g[oal] — ]_151[

r = 3

Ambas funciones son inyectivas. Entonces, por el Teorema |2} |] — 1, 1[| = |[0, 1]|.
Ejemplo 9.

El intervalo | — 1, 1] es equipotente al conjunto de los nimeros reales R. Claramente la funcién

PR — ]-=1,1]
x — arctg(z)

es biyectiva.

Ejemplo 10.
El conjunto P(X) es equipotente a {0,1}* := {g: X — {0,1} /g es aplicacién}. En efecto,
consideremos la aplicacién
f:P(X) — {01}
A — DCA

donde X4 : X — {0,1} es la funcién caracteristica definida por

1,size A
xA(x)_{ 0,siz ¢ A

La aplicacién f es biyectiva.
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Proposicién 5. Los conjuntos {0,1}N 5 [0, 1] tienen el mismo cardinal.

Demostracion:
Comencemos probando que |{0, 1}N] > |[0, 1]].

Sea la siguiente funcién, la cual se podria definir como la representaciéon en binario de un
determinado nimero comprendido en el intervalo [0, 1].

f{o, 13N — 0, 1]

z=(2(n))oz; — f(z) = Z

Veamos primero que f estd bien definida.

(118

» Siz(n)=0VneN= f(z)= > =0

1

n

8

» SizZ(n)=1V¥neN= f(z)=> 5 =1
1

n

o0

oo _ o0
= Size{0,1}N=0=3 X< ZIQ(Q)S > ok =1, es decir 0 < f(z) < 1y, por tanto,
n=1 n=1 n=1

f esté acotada en [0, 1].

Demostremos ahora que f es sobreyectiva. Sea y € [0, 1] arbitrario, distingamos dos casos:

1) Siy =1, tomamos la sucesiéon = = (Z(n))52; / (n) = 1 ¥n > 1. Entonces, su imagen por

o0
fserd f(z) =Y 5 =1=uy.
n=1
2) Siy # 1, busquemos su antiimagen = por induccién.

e n=1.

o Siye€ [%, 1], definimos z(1) = 1.

Observemos que independientemente de en qué intervalo se encuentre y, podemos

escribir y € @’ @ L1

3
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o Supongamos que tenemos definidos (1), #(2),...,%(n) de manera que

y e Z 21,2 @y L

. Deﬁnamos z(n + 1)

"L 2(i) = Z(i) "L Z(i) 1 &z(i) 1
Y€ EQzaE 21 +2n = Za i 2n+1[U[ 2i +2n+1’z 91 +27n
- i=1 i=1 i=1 =1
1 I

con lo que de nuevo distinguimos dos casos:

o Siy € I, definimos z(n + 1) = 0.

o Siy € I, definimos z(n + 1) = 1.

1 _.. 1 _ .
n+1 _ n+ 2(3) 1
21 + on+1 |-

Una vez mas, podemos escribir y €

=1 1=

7

Tenemos asf definida la sucesién 7 = (z(n))5, € {0,1}N tal que y € [Z

=1

Hl

Comprobemos ahora que Elno tal que Z(np) = 0. En caso contrario z(n) = 1 para ca-

da n € N, y entonces y > Z Vn € N. Tomando limites cuando n tiende a infinito,
=1

=1, con lo cual llegamos a una contradiccion.

It

s
Il
i

1
tenemos que y > 5

n o _,. n _
Veamos finalmente que y = f(z). Como Y = Z 2(1) + 5, volvemos a tomar
o 2(3) -z :>1 o
limites obteniendo que rzf <y< 2. De lo cual deducimos que
i=1 i=1
(o O
z(1) _
y=>_ S = 1@

Hemos demostrado que la funcién f es sobreyectiva y por la Proposiciénse sigue que {0, 1}N| >
10, 1]}.

Veamos a continuacién que [{0, 1}| < |[0,1]]. Llamemos X = {0,1}" y consideremos el con-
junto de los nimeros periddicos (puros o mixtos) pertenecientes a X,

Y={z=(z(n)),2, € X :3dnz/Vn>nz, z(n)==zx(nz)}.
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Veamos que Y es numerable escribiéndolo como uniéon numerable de conjuntos numerables. Para
ello definimos, para cada k € N, los conjuntos finitos

Yio = {(x(1),2(2),...,2(k —1),0,0,...) /2(j) € Z, 1 < j < k}

Yir = {(@(1),2(2),....a(k—1),1,1,...) /2(j) € Z, 1 < j < k}

Claramente |Y; 0| = [Yi1]| = Vop—1 = 2k=1 La unién Y}, = Y} 0 U Y} 1 sigue siendo un conjunto
o

finito de cardinal |Y}| = 2*. Por tanto Y = |J Y} es numerable por el Teorema
k=1

Ya podemos definir una funcién inyectiva de un subconjunto de X en el intervalo [0, 1]
f:X\Y —0,1]

{Z(n)}ne1 = 0E(1)Z(2) . ..

Por la Definicién [2} | X \ Y| < [0, 1]|. Con todos los resultados obtenidos tenemos que

[X] = [X\Y[+ Y] = max(]X \ Y], [Y]) <max(][0, 1]], [Y']) = |0, 1]],

es decir,
{0, 13| < [[0,1]].
]
Corolario 3. Se tiene que |N| < |R].
Demostracion:
Conocemos que |[N| < |P(N)| por el Teorema de Cantor (Teorema y que |[P(N)| = [{0, 1}
y |R| = [[0,1]| por los ejemplos anteriores. Aplicamos ahora la Proposicién |5, concluyendo por
tanto que
IN| < {0, 1}"] = |R].
(]
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Nota 11. Como hemos visto a lo largo de la seccion, los numeros naturales N tienen una
cardinalidad a la cual denotamos como “numerable” distinta a la de los numeros reales R que
tienen una cardinalidad a la cual denotaremos como “no mumerable”. De hecho, los nimeros
reales forman un conjunto mds grande porque hay una aplicacion inyectiva de los numeros
naturales en los reales, pero no al revés. Nos referiremos a la cardinalidad de los nimeros
naturales como “numerable”, y la denotaremos por Xg, y a la cardinalidad de los numeros reales
como “cardinal del continuo”, y la denotaremos por c.

Es natural plantearse la cuestion de si existe un cardinal estrictamente comprendido entre
IN| = Rg y |R| = ¢. G. Cantor se planteé esta pregunta hace cien afos, y sus intentos fallidos
de resolverla le atormentaron durante sus ultimos anos.

Nota 12. Para dos conjuntos cualesquiera A, B infinitos, se define |A|lBl .= |AB|, siendo
AB = {f: B = A: f esuna aplicacion}. Se puede demostrar que 2% = |F[R0 = R§o =
siendo F un conjunto finito. Mds todavia, si |A| > R, 241 = |F|Al = le”. Notemos que

si f 1 C — AP es una aplicacién biyectiva entonces también lo es g : B x C — A tal que

g(b, c) = f(c)(b).

2.3. Redes y continuidad

Definicion 5. Una relacion reflexiva y transitiva < en un conjunto D se dice que es una di-
reccion si para cualesquiera dy,dy; € D existe d3 € D tal que dy < ds y dy < ds. El par (D, <)
se llama conjunto dirigido.

Nota 13. Frecuentemente, una direccion es, ademds, antisimétrica. En tal caso tenemos un
orden parcial.

Ejemplo 1.

Sea X un espacio topolégico y x € X. Sea B, una base local en x. Entonces, (B,,2) es un con-
junto dirigido, pues 2 es un orden parcial en B, ya que si By, Bs € B, entones existe Bs € B,
tal que By C B1 N Bo; es decir, Bs es mayor que By y By en el orden D.

Definicién 6. Una red en un conjunto X es una aplicacion f: (D, <) — X, en donde (D, <)
es un conjunto dirigido.
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Con frecuencia, una red f : D — X se denota con {f(d)}4ep y se lee simplemente “una red
{f(d)}agep”; atin més simple, si para d € D, f(d) = x4 € X se escribe {z4}4ep v se lee “la red

{za}dep-

Por supuesto, el conjunto de enteros positivos N con el orden usual es, como cualquier otro
conjunto totalmente ordenado, un conjunto dirigido. Entonces, una sucesién donde el conjunto
dirigido es N es un tipo especial de red.

Definicién 7. Si f : (D,<) — X es una red en X definida por f(d) = x4, entonces se dice
que {xq}tqep estd eventualmente en un conjunto U C X si existe dy € D tal que x4 € U
para todo d > dy. La red {xq}qep converge a x € X, y se denota como {xq}4ep — x, si estd
eventualmente en cada entorno de x, es decir, si para cada U entorno de x existe dy € D tal que
xq € U para cada d > dy. El conjunto {xq/d > dy} se llama la cola de la red f determinado
por dy. Si {zq}iep — x, entonces x se llama limite de la red f.

Un concepto mas general que el de limite de una red es el concepto de punto de acumulacién
de la red.

Definicién 8. Sea f: (D, <) = X la red en X definida por f(d) = x4.
1. La red {xq}qep estd frecuentemente en un conjunto A si para cada dy € D, existe

d > dy tal que x4 € A.

2. Un puntox € X es un punto de acumulacion de una red si {xq}qep estd frecuentemente
en U, para cada U entorno de x.

Notemos que un punto z € X es un punto de acumulacién de una red f si cada cola de la red
f tiene interseccién no vacia con cada entorno de x, y claramente esto ocurre si y solo si x esta
en la clausura de cada cola de la red f.

Lema 1. Si B es una base de entornos de x € X y para cada B € B se escoge xg € B. Como
(B, D) es un conjunto dirigido, entonces {xp}peg converge a x.

Demostracion:
Sea U un entorno de z. Entonces, existe By € B tal que x € By C U. Por lo tanto, si B€ By
B C By, se sigue que xg € B C By C U. Asi, {xp}pep converge a x. O
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Teorema 5. Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, entonces x € A si y solo si hay una
red {xq}tqep en A que converge a x (siendo A la clausura de A).

Demostracion:
Condicién necesaria: Supongamos que ¢ € A y sea B una base de entornos en z. Si B € B,
entonces BN A # (). Luego, por el Axioma de Eleccion, se puede escoger xg € AN B para cada
B € B. La red {:UB}BG(BQ) estd contenida en A y, por el Lema [l converge a x.

Condicion suficiente: Inversamente, supongamos que x ¢ A. Entonces X \ A es un entorno
abierto de x. Por tanto, una red en A no estd eventualmente en todo entorno de x, con lo que
no puede converger a x . O

Nota 14. Si X es un espacio métrico, entonces x € A si y solo si hay una sucesion {xp}nen
en A que converge a x.

Nota 15. Sabemos que las funciones entre espacios métricos son continuas si y solo si preservan
la convergencia de sucesiones (en este caso se dice que la funcion es sucesionalmente continua,).
No obstante, esto es falso cuando se trata de espacios topoldgicos en general. Para determinar la
continuidad de estos espacios podemos utilizar las redes, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 6. Una funcion h: (X,7) — (Y, 0) es continua en x € X si y solo si cada vez que
una red {xq}qep converja a x, la red {h(xq)}qep converge a h(x).

Demostracion:
Condicién necesaria: Sea V un entorno de h(z). Como h es continua, h~!(V') es un entorno de
x,y como {zq}gep converge a x, existe dg € D tal que x4 € h= (V) y h(xg) € h(h1(V)) CV
para todo d > dy; es decir, {h(z4)}4ep converge a h(x).

Condicion suficiente: Supongamos ahora que h no es continua en x. Entonces, existe algtin en-
torno V de h(z) tal que, para cualquier entorno U de z, h=1(V') 2 U, es decir, U \ h=1(V) # 0.
Por el Axioma de Eleccién, tomemos xy € U \ h~(V) para cada entorno de U de x. Y, por
el Lema [I} si denotamos por V, la coleccién de todos los entornos de x, resulta que la red
{rv}vew,,o) converge a x. No obstante, la red {h(zy)}vey, no converge a h(z) porque no estd
eventualmente en el entorno V. U
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2.4. Filtros y ultrafiltros

Las redes nos permiten describir las nociones de convergencia, clausura y continuidad. Otro
concepto para este mismo propésito es el de filtro.

Definicién 9. Sea X un conjunto no vacio. Un filtro en X es una familia no vacia F C P(X)
que satisface:

1. 0 ¢ 7.
2. Si F, G € F entonces FNG € F.

3. Si FeJF yF CG entonces G € F. (Como consecuencia X € F)

Ejemplo 1.
Sea X un espacio topolégico y x € X. Veamos que F = {V /V entorno de x} es un filtro en X.

Por definicién V es entorno de x si 3 A abierto tal que x € A C V. Observemos ademds que
X e Fysi F € F entonces z € F. Por tanto, vemos que se cumplen:

1. 0¢7.

2. Si F1, F, € F entonces 3A;, Ay abiertos de X / x € Ay, x € As. Por tanto x € A; N Ay C
1N F5. Y como A1 N Ay es abierto entonces F1 N Fy € F.

3. Sea F' € F tal que F' C G, entonces JA abiertode X /€ A C F C G. Luego G es un
entornode ¢z y G € F.

Definicién 10. Sea X un conjunto no vacio. Una familia B C P(X) \ {0} se llama base de
filtro si¥ By, Bo € B 3B3 CB /B3 C BiNBy. La familia F ={AC X/3BecB,BC A} es
un filtro de X llamado filtro generado por B.

Observemos que B C F y, por tanto, B # (). Efectivamente se satisface:

1. 0 ¢ B, lo que implica que @ ¢ F (por definicién de F).
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2. Sean F1,Fy € F entonces 3By, Bo € B / By C Fi, By C F5. Y, por definicién de B,
dB3 € B / B3 C By N By. Por tanto, Bs C By N By C F1 N Fy. Finalmente, por definicién
de JF, tenemos que F1 N Fr € F.

3. Sea F' € F tal que F C G, entonces 3B € B/ B C F C G. Por tanto G € &.

Nota 16. Una base de filtro genera un unico filtro aunque pueda estar contenida en muchos
filtros.

Ejemplo 2.

Sea {z;}iep una red en X. Para cada d € D denotemos por By = {z;/i > d} la correspon-
diente cola de la red. Si By, y B4, son dos colas de la red, como D es un conjunto dirigido,
dds > dy, da, y entonces By, C By, N Byg,. Por tanto B = {By /d € D} es una base de filtro. El
filtro F generado por B también se llama filtro generado por la red.

Ejemplo 3.

Sea B, = [n,00[C R, donde n € N. Notemos que B; O By D .... La familia de estos intervalos
B = {B,,/n € N} es una base de filtros numerable. El filtro F generado por B es no numerable
y no se puede dar una descripciéon de F sin usar B.

(o]

Notemos en este ejemplo que la interseccién (| B, = 0. En efecto, si 3z € B,, Vn € N, se tiene
n=1

que x € [1,00[, entonces Ing € N/ng < x < ng+ 1. Por tanto x € By, pero como = ¢ By +1

hemos llegado a una contradiccion. O

Definicién 11. Un filtro F tal que (| F = 0 se llama filtro libre o no principal. Si por el
Feg
contrario (| F # 0, entonces F se llama filtro principal o fijo.
FeF

Un filtro F se dice que es un ultrafiltro si es un filtro maximal, es decir, si siempre que G O F
y G es un filtro, entonces F = G.

Ejemplo 4.
Sea x € X. Veamos que F, = {A C X/xz € A} es un ultrafiltro principal.

Notemos que z € A, VA € F,. Por tanto, {z} € F, y F, # 0. Se cumple:

1.0 ¢ 7.
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2. A, BeF, =€ ANB=ANBecTF,.
3. AcF, ACB=>2x€ ACB=Bcd,.
4. x € A para todo A € F, = F, es un filtro principal.

5. F; es un ultrafiltro. En efecto, sea § un filtro / F, C G pero F, # G. Entonces, A €
GA¢TF, > ¢ A=>2e X\A=X\A€F, CG Entonces ) = AN (X\A4)eg,lo
cual es una contradiccién. Por tanto, F, = G. O

Definicién 12. Consideremos los conjuntos By, = {m € N/m > n} = [n,00[NN, donde n € N,
y la base de filtro B = {B,, /n € N}. El filtro generado por B se llama filtro de Fréchet.
Denotémoslo como Fg = {F C N /3B, € B, B, C F}.

Nota 17. Notemos que el filtro de Fréchet es libre, por tanto todo filtro que lo contenga también
es libre.

Teorema 7. Todo filtro libre en N contiene al filtro de Fréchet Fg.

Demostracion:
Sea G es un filtro libre en N. Tendremos demostrado el teorema comprobando que § contiene
todos elementos B, que generan a Fg. Procedamos por reduccién al absurdo.

Supongamos que 3By, ¢ G, entonces B,, # G VG € G. Por la Definicién |§|, sabemos que
VG € § se tiene que G € By, = [ng, o[ NN. Por tanto, Ing € G /ng ¢ Bp,. Podemos escribir
G de la siguiente manera

G=1zUJg COIlnGGIGg{l,...,no—l}yJGano.

k
Tenemos pues el conjunto finito {Ig /G € §} = {Iq,,...,1¢,}- Ademds 0 # (| G; € G por ser
i=1
G un filtro.

k
Supongamos que [ Ig, = (). Con esta notacidn,
i=1

k k k

k
Gi= m(IGi UJGi) = (mIGi) U (m JGi) = ﬂ JGi - BTLO'
1=1

i=1 i=1 i=1

2

k
=1
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De nuevo por la definicién de filtro concluimos que B, € G, con lo que hemos llegado a una

k
contradiccién y podemos afirmar que nuestra suposicién es falsa, por ende () Ig, # 0.
i=1

Entonces tendremos que

k
NG=NUTcuJa)2 () Ie=)Ia #9,
=1

Geg Geg Geg

lo cual se contradice con la hipdtesis de G es un filtro libre (Deﬁnicién. Por lo tanto, B, € G,
Vn € N.

Finalmente, para ver que 5 C G tomemos F' € F5. Entonces 3 B,, C F. Y por la Definicién [9]
de filtro, tenemos que F' € G . O

Teorema 8. Si F es un filtro en X entones existe un ultrafiltro M en X tal que F C M.

Demostracion:
Sea B = {§ filtro en X / F C G} ordenado por la inclusién C de conjuntos. Veamos que toda
cadena de (B, C) tiene una cota superior.

Sea {G; /i € I} una cadena en B, es decir, que VG;,, 9;, pertenecientes a la cadena o bien

9i;, € Gi, 0 bien G;, € G;,. Consideremos la unién de de los elementos de la cadena § = |J G,

el
que claramente contiene a F. Para ver que estd en B (entonces serd una cota superior de la
cadena de B) falta comprobar que G es un filtro:

1. 0 ¢ G porque D ¢ G; Viel.

2. A, B € G implica que A € G;,, B € 9,,, para ciertos indices i, i2. Como G;; y G;, son
elementos de una cadena, sabemos que o bien G;, C §;, y por tanto A, B € G;,, o bien
9i, € Gi, y por tanto A, B € G;,. De lo cual deducimos que AN B € §;; € G o que
ANB e Y;, CG, respectivamente, es decir, AN B € §G.

3. A€ Gy A C B implican que A € §;,, para cierto ig. Por tanto, como G;, es un filtro, se
tiene que B € G;, € G.

Finalmente, aplicando el Lema de Zorn, se tiene que B contiene un elemento maximal M y por
tanto F C M. O
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Corolario 4. Ezisten ultrafiltros libres en N.

Demostracion:
Por la Nota [L7] el filtro de Fréchet y todo filtro que lo contiene son libres. U

Teorema 9. Sea F un filtro en X. Se tiene entonces que

F es un ultrafiltro <= VA C X o0 bien A€ F o bien X \ A€ F.

Demostracion:
Condicion necesaria: Sea F un ultrafiltro. Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos

que JACX, A4£0/A¢TFyX\A¢TF.

Sea B ={FNA/F € J}. Veamos que B es una base de filtro.

» () ¢ B porque en caso contrario IF € F/)=FNA=FCX\AyX\AeTF conlo
cual llegamos a una contradiccién.

» Sean F1NA, FoNA€ Bcon Fi,F, € F. Como F1NF; € F, entones (F1NA)N(FaNA) =
(FlﬂFz)ﬂAEB.

Sea G el filtro generado por B. Veamos que F C B. Para ello tomemos F' € F. Entonces,
FNAeBCg. Por lo tanto, tenemos que por un lado FN A C F y, como § es un filtro, se
sigue que F' € G y entonces F C G. Y como JF es maximal, se cumple que F = G. Por otro lado,
tenemos que F N A C Ay, como G es un filtro, se sigue que A € G =7, con lo cual llegamos a
una contradiccion.

Condicion suficiente: Sea G un filtro tal que F C G. Entonces, 3A € §/ A ¢ F. Ademés, sabemos
por hipétesis que X \ A € F C G. Por lo tanto, llegamos a que ) = AN (X \ A) € G, lo cual es
una contradiccion. O

Corolario 5. Sea F un filtro en X. Se cumple que

F es un ultrafiltro <= YA, BC X /AUB € J entonces o bien A € F o bien B € F.

Demostracion:
Condicion necesaria: Sean A, B C X tal que AU B € F. Supongamos por reduccion al absurdo

33



que A ¢ Fy B ¢ F. Entonces, por el Teorema@ anterior, X \ A€ Fy X\ Be€F. Y, comoF
es un filtro, (X \ A)N(X\B) =X\ (AUB) € F. Pero AUB € F y F es un filtro, con lo cual
)=(AuB)N(X\ (AUB)) € F y llegamos a una contradiccién.

Condicion suficiente: Supongamos que existe un filtro G tal que F C §. Entonces, 3IA € G/ A ¢
F, lo que implica que A C X = AU (X \ A) € G. Por hipétesis, X \ A € F C G, pero G es un
filtro, con lo cual p = AN (X \ A) € G, y tenemos una contradiccién. O

Definicién 13. Sea X un espacio topologico y {x,}52 1 una sucesion en X. Sea F un ultrafiltro

libre en N. Se dice que {x,}22 | converge a xo a través de F, y se escribe lim x, = xg, si YU
n—oo
F

entorno de xg AF € F /x, € U Vn € F.

Definicién 14. Un espacio topoldgico (X, T) es de Hausdorff (o Ta) si para cada par de pun-
tos distintos x,y € X existen U, V € 1 tales que UNV =0 conx €U ey e V.

Teorema 10. Sea X un espacio compacto de Hausdorff. St F es un ultrafiltro libre en N entonces
cada sucesion en X converge a través de F a un limite unico.

Demostracion:
Sea {2, }5° | una sucesién en X. Tomemos F € F, por tanto F' # (). Definimos Xp = {x,, /n €
F} # (). Denotemos por X su clausura en X.

Veamos que la familia { X / F' € F} tiene la propiedad de la interseccién finita. Sera suficiente
con demostrarlo para 2 elementos, ya que lo podremos generalizar.

Sean Xp, Xp, € {Xp/F € F} con Fy # Fy. Por la Definicién |§| de filtro, sabemos que
Fy N Fy € F. Denotemos por F' a esta interseccion. Veamos primero que Xrp = Xp N Xp,.

= Xp C Xp NXp,.

Sea x, € Xp, entonces n € F = Fy N Fs. Esto implica que n € F} y n € Fb, y por tanto
Tn € Xp, ¥ Tn € Xp,, €s decir, x, € Xp, N Xp,.

L] AXF1 ﬂXF2 C Xp.

Sea =, € Xp, N XFp,, es decir, z, € Xp, y ©, € Xp,. Por tanto n € F1 y n € F3, lo que
implica que z, € Xpnp, = XF.
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Tomando clausuras tenemos que Xp = Xp N Xp, € Xp N Xp,, y entonces Xp N Xp, # 0.

Como X es compacto se cumplird que (| Xg # . Probémoslo por reduccién al absurdo.
Feg

Supongamos pues que (| Xz = (). Calculamos su complementario,
FeF

X=X\ Xr = |JX\Xn).
FeF Fedg

Entonces, como X es compacto, 3F,..., F, € F/X = |J(X \ Xp,). Tomando de nuevo

iC-

~

T T
complementarios llegamos a que § = X \ |J(X \ Xg) = () Xp,, lo cual es una contradiccién.
i=1 i=1

Tenemos demostrado ya que (| X # 0. Veamos que su cardinal es 1.
FeF

Supongamos ahora que Ja,b € () X, a # b. Como X es un espacio de Hausdorff entonces
Feg
3U,, Uy entornos abiertos de a y b respectivamente tales que U, N U, = ().

Llamamos A; = {n € N/z,, € U,}. Como F es un ultrafiltro, por el Teorema |§| sabemos que o
bien A; € F o bien N\ A; € F. Denotemos F; = N\ A;. Si F} € F entonces Xp, = {z,, /n €
F1} C X\U,. Comoa ¢ X\U,y Xp, CX\U, entonces a ¢ Xp,, lo cual es una contradiccién

ya que a € (| Xr. Necesariamente A; € F. Andlogamente se demuestra que Ay € .
eF

Por la Definicién |§| de filtro, sabemos que A1 N Ay € F. Pero A1 N Ay = (), lo cual es imposible.

Por consiguiente, | (| Xr| =1, es decir, (| Xr = {z0}.
ey Fed

Sea U un entorno de zq. Por lo tanto existe un abierto W tal que xo € W C U. Consideremos el
conjunto A = {n € N/ z, € W}. Razonando como antes se llega a que A € F. De esta manera
xn € W CU Vn € Ay entonces, por la Definicién lim z, = x¢. Veamos que es Unico.

n—oo
F
Supongamos que dyg € X tal que lim Tn = Yo, siendo yg # x9. Como X es de Haus-
n o0
F

dorff, 3U,,, Uy, entornos de zg e yo, respectivamente, tales que Uy, N Uy, = 0. Aplicando
la Definicién (13| a yo tenemos que 3 F,, € F de manera que z, € Uy, Vn € F,,. Ademss,
X Fyy CUy,, CX \ Ug,- Tomando clausuras en X, llegamos a que X Fyy C X \ Uy,. Por tanto

xo ¢ X F,,» 10 cual es una contradiccion. (]
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Capitulo 3

El grupo de Baer-Specker

El grupo de Baer-Specker es el grupo abeliano de aplicaciones

ZN = {z : N = Z / x es aplicacién} = {(x(n))pen/ z(n) € Z}

con la operacién suma componente a componente. Notemos que ZY es un espacio métrico
completo cuya métrica estd definida por la distancia

oay) = 3 W) ZV @Iy o), g = ) € 2

n=1

y que define la topologia producto. (Aqui || || denota el valor absoluto para distinguirlo del
cardinal de un conjunto.) El subgrupo suma directa se denota por

ZM = {(z(n))pen € ZN/ z(n) = 0, salvo una cantidad finita de fndices}.

y se considerars equipado con la topologia que hereda del producto ZV.
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3.1. Teoremas de Specker

Los resultados de esta seccién son puramente algebraicos.

Definicién 15. Sea n € N. Llamaremos delta de Kronecker a una funcion de la forma 8, € ZN
tal que

0,s1 k#n
1,5t k=n

S (k) = {

El conjunto {d,, /n € N} es un sistema linealmente independiente pero no es un sistema gene-
rador de ZN, como demostraremos més adelante.

Fl siguiente teorema es esencial en los resultados que desarrollamos a lo largo del capitulo.

Teorema 11. (Primer Teorema de Specker) Sea h : 7N — 7 un homomorfismo de grupos,
entonces 3ng € N tal que h(6,) =0, ¥Yn > ng.

Demostracion:
La prueba del teorema es un poco técnica. Empecemos considerando la aplicacién y € ZN tal
que

(n)—{ L si h(6,) =0 Vke{l,...,n}
YV méx{|a(8k)] /1 < k <n}, si 30(0) £0, ke {l,...,n}

Notemos que 1 < y(n) < y(m), cuando n < m.
Definamos ahora la aplicacién = € ZY de forma inductiva como sigue:
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Notemos que esta aplicacién verifica:

i) 1 <z(n) < 2kx(n+k), con k > 1;

i1) x(7) es un multiplo de x(n), cuando i > n.

Por consiguiente, podemos expresar x de la forma

n—1

0,1,v(n+1),..

)

n—1
x=(z(1),x(2),...) = Z x(i)0;+(0,...,0,z(n),...) = z(1)0;+z(n) (0,...,
i=1

=1

ya que por la propiedad i), z(n + k) = z(n)v(n + k), para k > 1.

Asi pues, la imagen por el homomorfismo h de x serd

n—1
h(z) =Y x(i)h(d;) + xz(n)h(wy,), Vn>2.

=1

Despejando obtenemos

y tomando valor absoluto a continuacion,

n—1
w(n)|[h(wn)]| = [h(x) =Y x(@h(8)] < |h(= !+Z (2)[|2(0:
=1

Procedamos ahora a evaluar cada uno de los dos sumandos resultantes.
Por un lado, como h(x) € Z se tiene por i) que Ing > 2 tal que ||h(z)]| < *
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Por otro lado, teniendo en cuenta la definicién de y(n) y que 1 < x(n — 1), tenemos que

n—1

1 n—1 22(n — y(n)( 3 (1))

n—1
z(@)|[h(6)|| < > x(i)y(i) < y(n) Zx(z) < ; i=1 _ :c(2n)
! i=1 i=1

n

i

Ahora que tenemos ambos sumandos acotados superiormente podemos concluir, cuando n > ng,

que

z(n)|h(wn)[| < ==+ —= = z(n).
2 2
Dado que z(n) > 1, tenemos que 0 < ||h(w,)|| < 1, y como h(w,) € Z, entonces h(w,) = 0, lo
cual implica que

i
AN
N

Restamos obteniendo que x(n)h(d,) = 0, es decir, h(d,) =0, Vn > ny. O

Teorema 12. (Segundo Teorema de Specker) Sea h : 7N — 7. un homomorfismo tal que
h(6,) =0 Vn € N, entonces h(z) =0 Yz € Z".

Demostracion:
Denotemos por P = {p € N /p es un ntmero primo} el conjunto de los niimeros primos. Consi-
deremos dos sucesiones {p,}5°; v {gn}22, en P tales que

" Dp # Pm, cuando n # m;
= ¢n # Gm, cuando n # m;

" DPn 7é Gm, Vn, m.

Definamos una aplicacién d € ZN de la siguiente manera: Dado que los elementos de las su-
cesiones {pn}tnen ¥ {qn}tnen son primos entre si, podemos aplicar el Lema de Bezout, por lo
que

n n
Jan, by €Z/ aani+anq¢:1.
i=1 i=1
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Llamemos

d(n) = —an Hpi = by HQi -1
=1 =1

Se puede apreciar que d(n) es un multiplo de p; y que d(n) + 1 es un multiplo de g; para i < n.

Consideremos ahora un elemento arbitrario z € ZYN y definamos al producto dz € ZN com-
ponente a componente, es decir, (dz)(n) = d(n)x(n). Lo expresamos de la forma

n—1 n—1

(d(D)a(1),...) =Y d(@)a()s; + (0,...,0,d(n)x(n),...) = > _ d(@)z(i)d; + pn (0,...,v(n),...)

i=1 =1

Wn

ya que d(n + k)z(n + k) = ppe(n + k)x(n + k) = ppv(n + k) al ser d(n + k) un maltiplo de p,
para k > 0.

Calculamos su imagen por h obteniendo que

n—1

h(dx) = d(i)x(i) @@ +pnh(wn) = ph(wy), ¥YneN.

i=1 0

Observemos h(dz) € Z es un miltiplo de una cantidad infinita de ndmeros primos distintos
entre si, y esto no puede ser a menos que h(dx) = 0.

Consideremos ahora el producto (d + 1)z definido por (d + 1)(n) = d(n) + 1, para cada n € N.
Procediendo de manera andloga, llegaremos a que
h((d+ 1)x) = gnh(uyn), VnéeN,

(dn)+1)xz(n) (d(n+1)+1)x(n+1)

. , . ,...) €ZN, ya que d(n+k)+ 1 es miiltiplo de

siendo u, = (0,...,0,
qn para k > 0.

Entonces, como h(dz+z) € Z y es miltiplo de una cantidad infinita de nimeros primos distintos
entre si, de nuevo podemos deducir que h(dz + z) = 0.

Hemos llegado a que h(dz) = 0 = h(d x+x) = h(dz)+h(z) concluyendo que h(x) =0 Vz € ZN,
como queriamos demostrar. O

A continuacién ofrecemos una prueba algebraica del siguiente resultado de caracter topoldgico.
Veremos mas adelante que este resultado implica que todo homomorfismo de grupos en Z es
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automaticamente continuo (Corolario @

Teorema 13. (Tercer Teorema de Specker) Hom(ZN,Z) es isomorfo algebraicamente a
ARl

Demostracion:
En primer lugar, construyamos la aplicacion

H:Hom(ZN,7) — z®N)
¢ = Zl $(85)9;
j:

Por el Teorema sabemos que Iny € N tal que ¢(d;) =0, Vj > ng. Por tanto,

oo e
H($) = 6(5;)5; = > _ (6;)5;,
=1 =1

o lo que es lo mismo, H(¢)(i) = ¢(J;), para cada i € N. Como acabamos de comprobar, H
estd bien definida, ya que la imagen de un elemento cualquiera perteneciente a Hom/(ZY, Z) se
puede expresar como una suma finita de elementos y, ademas, ¢ es a su vez una aplicacion bien

definida.

Veamos a continuacién que H es un homomorfismo. Sean i € N y ¢, ¢ € Hom(I,Z) arbitrarios,
tenemos que:

(18

H(o+4)(0) = 2 (0 +4)(6)9;(1) = 3 (¢(0) +4(8:))95(2)

i=1 j=1

<
Il

I
™3

1

¢(0:)0; (1) + i $(0:)6;(1) = H(¢) (1) + H()(i) = (H(¢) + H(4))(0)-

J

Ahora debemos demostrar que H es una aplicacién biyectiva. Para ello, probemos en primer
lugar que es inyectiva. Sea ¢ € ker(H), entonces H(¢) = 0, o lo que es lo mismo, ¢(J;) =
H(¢)(i) =0 Vie N. Aplicando el Teorema |12 concluimos que ¢ = 0.

Veamos finalmente que H es sobreyectiva. Sea x € ZM de tal forma que x(i) = 0 Vi > ny,
donde ng € N. Definamos la aplicacién ¢, : ZY — 7Z tal que para cada a € ZV,

(e%] 0

$o(a) = _x(j)ali) =Y _ x(j)alj),

=1 =1
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que es una suma finita, por lo que la aplicacién esta bien definida.

Seguidamente veamos que ¢, es un homomorfismo. En efecto, sean a,b € ZN dos elementos
arbitrarios, entonces

bulatb) = X a(i)(a+ () = X x()a+H0) = L 2()al) + 3 2G)b0)

= S a(i)al) + X 2()b() = dala) + 6 ().
7=1 7j=1

Consideremos cada componente i de H(¢s),

H(¢z)(i) = ¢(6:) = Y x(5)i(5) = x(3).

o
i=1

Observamos que H(¢,) = x y, por consiguiente, H es sobreyectiva y por tanto un isomorfismo
algebraico. O

3.2. Teorema de Baer-Specker

Sea I un conjunto de indices no vacio. En el lema que demostraremos a continuacién usaremos
la siguiente notacién

7' = {(x(i))ier / 2(i) € Z} (grupo abeliano);
z = {(z(9))ier € z! /3 F C I finito, z(i) = 0 Vi ¢ F'} (subgrupo de ZI);

6 € ZW tal que 6;(i) =1y 6;(j) =0, i £ 4, i,jel.

Lema 2. Hom(Z"),Z) « Z! (isomorfismo algebraico de grupos).
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Demostracion:
Consideremos la aplicacién @ : Z1 — H om(Z(l ) Z) tal que

O(x)(a) =Y a(d)a(i) € Z, Vo= ((x(i) €z, Va=((a(i)) € .

i>1

La aplicacién ® estd bien definida puesto que a(i) = 0 para todo i, salvo a lo sumo una cantidad
finita de indices. Claramente ®(z) € Hom(Z!),Z). Veamos que es biyectiva.

Sobreyectividad: Sea h € Hom(ZW) 7). Definimos z = (z(i)) € Z! tal que z(i) = h(J;), Vi € 1.

Entonces se cumple que ®(z) = h. En efecto, si a € Z),

O(x)(a) =Y _a(d)a(i) =Y _a(@h(s) =h | > _a()s; | = h(a).

n>1 n>1 n>1

Inyectividad: Sea x € Z! tal que ®(x) = 0. Entonces ®(x)(d;) = x(i) = 0, Vi € I, es decir,
xz =0. U

Nota 18. Siguiendo los mismos pasos de la demostracion anterior se llega a que Hom(Z(p)\!), Z(p)) =
Z(p)".

Como consecuencia de los resultados anteriores estamos en condiciones de probar que Z no
tiene base (como Z-médulo).

Teorema 14. (Teorema de Baer-Specker) ZN no es un grupo libre.

Demostracion:
Hagamos la demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos pues que existe una base
B=1{e; /i€ I} en ZY. Notemos que |I| = |B| = |(B)| = |Z"| = Ngo = ¢. La aplicacion

(B) — 7B
> nieg = x/ x(e;) = n;,
finita
n, €7
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es un isomorfismo. Por tanto tenemos que ZN = (B) = Z(5),

Teniendo en cuenta ademds el Teorema [T3]y el Lema [2] llegamos a que

ZM ~ Hom(ZN,Z) « Hom(Z'®), 7) « 7P,

Pero por las Notas [10]y [12} el Teorema de Cantor y el Corolario |3} [ZMV)] = Ry < ¢ < 2¢ = |Z5|,
lo cual es una contradiccién. Por tanto el grupo ZN no es libre. O

3.3. Teorema de Nunke

Sea el producto directo de grupos ciclicos Z! = {(z(i))ie; /  : I — Z}, donde I es un conjunto
(finito o infinito) de indices. Tomemos para Z la topologia discreta y para Z' 1a correspondiente
topologfa producto, es decir, que para un elemento a € Z!, una base de entornos de a estars

por formada por los abiertos
vite=11vi=]1{a@) x [[ Z
iel i€F i¢F

siendo F' un subconjunto finito de I.

El subgrupo suma directa serd denotado por ZU) = {(x(i))ic; € Z'/3F C I finito, (i) =
0, Vi € I\ F}, y se considerara equipado con la topologia que hereda del producto Z!.

Lema 3. {a,}neny — a en Z! <= Vi 3n; / a(i) = an(i), Yn > n;.

Demostracion:
Condicion necesaria: Supongamos primero que {a, }neny — a € 7Z!. Si consideramos los abiertos
bésicos
Vi =ZxZx...Lx{a(i)} xZx...,

entonces In; € N / a,, € {C;}, Vn > n;. Por tanto a, (i) = a(i), Vn > n,.
Condicion suficiente: Supongamos ahora que Vi In; / a(i) = an(i), ¥Yn > n,. Tomemos un
abierto bésico V# entorno de a en la topologia producto de 7!, donde F = {iy,... iz} C I

finito. Por hipdtesis,
a(ij) = an(ij), Vn>n;, 1<j<k.
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Sea ng = max{n;,,...,n;, }. Por tanto a(i;) = an(ij), Vn > ng. Lo que implica que a, € V§,
V'n > ng. De lo cual concluimos que {ay, }neny — a. O

Nota 19. De manera andloga se demuestra que una red {agtgep — a en Z! <= Vi 3d; /
a(z) = ad(i), Vd > di.

Lema 4. Sea {a,}nen una sucesion de elementos de 7!, entonces {an}nen — 0 si y solo si
existe un wnico homomorfismo h : ZN — Z! tal que h(5,) = a, ¥n € N.

Demostracion:
Condicion necesaria: Sea {a, }nen una sucesién de elementos de Z y supongamos que {a, }nen —
0. Por el Lema se cumple que a, (i) =0, Vn > n,, .

Ahora vamos a definir la aplicacién h a través de sus componentes. Sea = € ZN. Para cada
componente ¢ € N, definimos

n;—1
h(z) (@) =Y w(k)ap(i) = Y a(k)ax(i).
keN k=1

Por tanto la aplicacién h tal que h(z) = (h(x)(7));er estd bien definida ya que la suma anterior
es finita. Veamos que es un homomorfismo. Comprobémoslo en en cada componente 7.

hz +y)(@) = Y (x +y)(R)ap(i) = Y (@(k) +y(k)ap() = Y [2(k)ag(i) +y(k)ax(i)]

k<n; k<n; k<n;
=Y wk)ar(i) + Y y(k)ax(i) = h(x)(i) + h(y)(i) = (h(x) + h(y))().
k<n; k<n;

Ademids se cumple que h(d,)(7) = > dp(k)ax(i) = a,(i). Por tanto h(d,) = ay.
k<n;

Procedemos ahora a demostrar la unicidad de h. Supongamos lo contrario, es decir, que existe
otro homomorfismo f : ZN — Z! tal que f(6,) = an, Vn € N. Entonces, el homomorfismo
(h— f): ZN — Z! verifica

(h = £)(6n) = h(dn) — f(0n) = an — an =0,

Por el segundo teorema de Specker (Teorema , se tiene que h — f = 0, es decir, h = f,
llegando a una contradiccion.
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Condicion suficiente: Sea m; : Z! — 7 el homomorfismo que determina la proyeccién i-ésima de
los elementos de Z!.

Consideremos el diagrama conmutativo

ZI

donde h : ZN — 7! es un homomorfismo tal que h(6,) = a,, Vn € N.

Por el primer teorema de Specker (Teorema podemos encontrar un nimero natural n; € N
tal que
0= (mioh)(6n) =mi(h(0n)) = mi(an) = an(i), Yn >n,.

Por tanto a,(i) = 0, Vn > n;, lo que implica, por el Lema |3, que

{an}nEN — 0

Lema 5. Sean I y J dos conjuntos arbitrarios no vacios, entonces todo homomorfismo
f:7Z = 77 es sucesionalmente continuo.

Demostracion:
Sea f : Z' — Z7 un homomorfismo. Consideremos una sucesién {Zp}nen — = en Z'. Como
{2 —2}neny — 0 € Z1, aplicando el Lema podemos encontrar un homomorfismo h : ZN — 7!
tal que h(d,) = z, — x.

Consieremos a continuacién el diagrama conmutativo

Uy Oth

/A

|k

ZI *f> ZJ

Aplicando el primer teorema de Specker (Teorema y el Lema {4, sabemos que dn; € N tal
que Vn > n; se cumple que

0= (mjo foh)(0n) =mj(f(zn —2)) = m;(f(2n) = [(2)) = [(2a)(5) = [(2)(5)-



De donde se obtiene que f(z,)(j) = f(2)(j), Vn > n;. Teniendo en cuenta el Lema [3|concluimos
que
{F(@n)}nen = f(2) € Z7.

O
Corolario 6. Todo homomorfismo h : ZN — 77 es continuo para cualquier conjunto J.
Demostracion:
Aplicamos la Nota [15| al espacio métrico ZN. O

Corolario 7. Hom(ZN,7Z) = CHom(ZN,Z) (homomorfismos continuos).

Lema 6. Sea H un subgrupo de Z=—=3dec H / H=(d).

Demostracion:
Consideremos el subconjunto de ntiimeros naturales Hy = {h € H/h > 0}. Si H; = (), entonces
H = {0}, por ser subgrupo.

Supongamos ahora que Hi # () y sea d el minimo elemento de H,. Por tanto (d) C H.

Tomemos h € H, h # 0.

e Si h € Hy, entonces h > d y realizando la divisiéon euclidea obtenemos la expresién
h=cd+r, 0<r<d, ¢ deZ.

Como r=h—cd € H; y d es el elemento minimo de Hy, deducimos que r = 0, es decir,
h=cde (d).

e Si h ¢ H,, tomamos su opuesto —h € H . Siguiendo los pasos del caso anterior llegamos

a que —h € (d), y por tanto h € (d).

Podemos concluir ya que H = (d).
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Lema 7. Sea H un subgrupo de ZN. Se cumple entonces que x € H <= 3 {up}neny € H /
x(i) = up (i), Vi < n.

Demostracion:
Condicion necesaria: Sea x € H. Entonces, como ZN es un espacio métrico, por la Nota
sabemos que existe una sucesion {z, }nen € H que converge a .
Por el Lema (3| sabemos que 3{n;}7°; C N tal que:

r(1) = 2(1), si n > ny;

n(2) = 2(2), sin > ng > ny;

Tp(i) =z(i),sin>n; > ... >ng > ny;

La sucesién que buscamos en H estd formada por
up = Tny = (2(1), 20, (2), 20, (3), .- .);

U2 = Ty = (2(1),2(2), 2n,(3), .. .);

Los elementos de esta sucesién verifican que u, (i) = x(i), Vi < n.

Condicion suficiente: Supongamos que para cada n € N existe u, € H / x(i) = u,(i) Vi < n.
Por el Lema |3, tenemos que {uy}nen — x, y por la Nota x € H. O

Nota 20. Denotaremos P, = {z € ZN/ z(i) = 0,43 < n}, n > 1. Si A C ZN, entonces
ANP,=ANP,, VneN.
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Lema 8. {P, /n € N} es una base de entornos de 0 en ZN.

Demostracion:
Sea V2 entorno de 0 € ZN con F C N finito. Sea m = max{z /x € F'}. Se sigue que 0 € Py, 41 C
VE.

Nota 21. Por abuso de notacion, diremos que un subgrupo de ZN (o Z') es un producto cuando
es topoldgicamente isomorfo a un producto de grupos.

Teorema 15. (Teorema de Nunke). Todo subgrupo cerrado de ZN es un producto.

Demostracion:
Sea A un subgrupo de ZY. Busquemos en primer lugar una sucesién {an}nen C A convergente
a 0 inductivamente utilizando el Lema [6

e ANP, =A = m(A) es un subgrupo de Z = 3d; € N / m1(A) = (dy ).
Si dy = 0 = tomamos a; = 0.
Sidg 750:>E|(11 cA / 7[‘1(&1) =dj.

e ANP; es subgrupo de ZN = mo(ANPy) es subgrupo de Z = 3ds € N / m(ANPy) = (da ).
Si do = 0 = tomamos ay = 0.
Sido#0= Jas EAﬂPg/’/TQ(ag) = dsy.

e ANP, es subgrupo de Z = 7, (ANP,) es subgrupo de Z = 3d, € N/ 7,(ANP,) = (d,).
Si d, = 0 = tomamos a, = 0.
Sid, #0=3a, € ANP, /| m(an) = dp.

Observemos que la sucesién {a, }nen obtenida verifica:

i) an(i) =0, i < n;
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1) ap(n) =0 <= ay, = 0;

iii) Yu € AN P, = my(u) € (dp) = (an(n)).

La propiedad i) nos indica que la sucesién {a,}nen — 0. Con lo cual, si aplicamos el Lema
podemos encontrar un tinico homomorfismo h : ZN — ZN tal que h(8,) = a,, ¥n € N. Veamos
a continuacién que h(ZN) = A.

Probemos primero que h(ZY) C A. Sea = € ZN. Consideremos la sucesién de sumas parciales
asociadas a x y su imagen por h:

z1 = z(1)0; = (2(1),0,0,...) = h(z1) = z(1)a; € A4;

xo = x(1)01 + x(2)d2 = (x(1),2(2),0,...) = h(z2) = x(1)a1 + x(2)az € A;

= éx(i)di — (2(1),2(2), ..., 2(n),0,...) = h(zn) = éx(i)ai € A:

La sucesion {2, }neny — = € ZY. Como h es un homomorfismo, por el Lema es sucesionalmente
continuo, y entonces {h(x,)}nen — h(x) € ZN. Pero h(z,) € A Vn € N, luego h(z) € A.

Demostremos ahora que A C h(ZN). Sea y € A. Busquemos = € Z" tal que h(z) = y. Proce-
deremos por induccién componente a componente utilizando el Lema [7| y la propiedad iii) en
cada paso.

syc A= 3y c A=ANP /m(y) = m(n) € (a(1)) = Fz(1) € Z/y(1) = z(1)ar(1).
ey—x(l)ag € ANP,=ANP, = Jys € ANPy | m(y — 1101) = m2(y2) € (az(2)) =
Jz(2) € Z/y(2) = z(1)a1(2) + z(2)az(2).

° y—x(l)al —1‘(2)0,2 € Zﬂpg =ANP;=dys; € ANP; / 7r3(y—ac1a1 —.7}2&2) = 7r3(y3) €
(a3(3)) = 32(3) € Z/y(3) = x(1)a1(3) + x(2)az(3) + z(3)az(3).

n J—
Hemos obtenido una sucesién {x()}°, C Z tal que y — > x(i)a; € AN P,41. Por tanto, por el
i=1

n
Lema se tiene que la sucesién { > x(i)a; }neny — ¥-
i=1
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n n
Llamemos z, = >_ x(i)6; € ZN. Por un lado se tiene que h(z,) = 3. z(i)a;, y por tanto la
i=1 i=1
sucesion {h(z,)}nen — y. Por otro lado, como {2z, }nen = = (z(1),2(2),...) (Lemaf3) y h es
un homomorfismo sucesionalmente continuo, se tiene que {h(z,)}nen — h(z) (Lema [5)). De lo

cual se puede concluir que y = h(z), ya que ZY es un espacio de Hausdorff.

Consideremos el conjunto de indices J = {j € N / a; = 0}. Denotemos a los siguientes productos
por
P()y={zeZN/z(j)=0 VjeJ} =z x {0}/,

P(N\J)={zeZN/z(j)=0 VjeN\J}=z x {0}V,

Claramente ZN = P(J) ® P(N\ J) y Z"/pans) = P(J). Demostremos ahora que ker(h) =
P(N\ J).

Veamos primero que P(N\ J) C ker(h). Sea x € P(N\ J), entonces z(j) = 0 Vj ¢ J. Por la
unicidad del homomorfismo A se tiene que en cada componente

h(z)(@) =) x(j)a;(i) =0,
JEN
ya que si j € N\ J, entonces z(j) = 0, y si por el contrario j € J, entonces a; = 0. Por tanto
h(z) = 0, es decir, x € ker(h).

Veamos ahora que ker(h) C P(N\ J). Tomemos x € ker(h), x # 0, y sea k el primer natural tal
que z(k) # 0.

Supongamos que z € P(J), entonces x(j) =0, Vj € J. Por tanto k ¢ J y por ii), ar(k) # 0. La
componente k de h(zx) es

h(z)(k) = zja;(k) = x(k)ag(k) #0,
JEZ

vaque aj(k) =0sik < jyx(j) =0sij < k. Por tanto, x ¢ ker(h), lo cual es una contradiccién.

Por tanto = ¢ P(J). Como ZN = P(J) @ P(N\ J), descomponemos

r=r—r;+ I
——"
eP(J) eP(N\J)
Pero P(N'\ J) C ker(h), entonces como 0 = h(z) = h(x — xj) y  — x; € P(J), necesariamente
x—x; =0, es decir x = z; € P(N\ J).

Teniendo en cuenta todos los resultados obtenidos y el primer teorema de isomorfismo, podemos
concluir que

A = Im(h) = P(J),

52



el cual es un producto, como queriamos demostrar.

Corolario 8. Todo subgrupo de ZN que no es finitamente generado es topoldgicamente isomorfo
aZN.

Demostracion:
Siguiendo los pasos de la demostracién anterior, se observa que N\ J es infinito y por lo tanto
equipotente a N.
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Capitulo 4

Contraejemplos

4.1. Ejemplo de grupo que no cumple los teoremas de Specker

Teorema 16. Eriste un homomorfismo no nulo ¢ : Z(p)N — Z(p) tal que $(6;) =0 Vi € N y
que ademds no es (sucesionalmente) continuo.

Demostracion:
Z(p) = {0,1,...,p — 1}, el grupo ciclico de orden p, es un grupo topolégico compacto (finito)
de Hausdorff (discreto). Por tanto Z(p)N es también un grupo topoldgico compacto por ser pro-
ducto de compactos.

Sea F un ultrafiltro libre de N, que sabemos que existe por el Corolario[d] Definimos la aplicacién

¢ : Z(p)" — Z(p)

7 = (@(n)7Zs — 6(@) = lim 2(n)

Por el Teorema [10] tenemos que ¢ esta bien definida, ya que existe el limite y es tinico. Veamos
ahora que es un homomorfismo. Sean Z,7 € Z(n)Y, entonces Z + 7 = z = (2(n))5,, 2(n) =
z(n) + y(n). Vamos a demostrar que ¢(z + y) = ¢(z) + ¢(y). Llamemos a = ¢(z) y b = ¢(y).

Tomemos un entorno U de a + b. Como {a} es un entorno de a en Z(p), entonces 3 F, € F tal
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que z(n) = a, Vn € Fy,. Andlogamente, como {b} es un entorno de b en Z(p), entonces 3 F, € F
tal que x(n) = b, Vn € Fy.

Teniendo en cuenta la definicién [9] de filtro, F, N F, = F € F. Sea n € F, entonces se tiene que
z(n) = x(n) +y(n) = a+b e U. Por tanto
(T +7y) =¢(2) = Im 2(n) =a+b=¢(z) + ¢(7).

n—oo
g

Veamos ahora que ¢(d;) = 0, Vi € N. Llamemos ¢; = ¢(d;). Como {¢;} es un entorno de ¢; en
Z(p), entonces I F; € F tal que 0;(n) = ¢; € {0,1}, Vn € F;.

Supongamos que 34;, cuya imagen ¢(d;,) = 1 = ¢;,. Entonces d;,(n) = 1, ¥n € Fj,. Por tanto
F;, = {io}. Por el Teorema el filtro J contiene al filtro de Fréchet y por tanto a los conjuntos
B, = [n,+[\ N, n € N, que lo generan. Entonces se tiene B;,+1 N F;, = € F, lo cual es una
contradiccién ya que F es un filtro. Por tanto ¢(d;) =0, Vi € N.

Finalmente, estudiemos si ¢ es sucesionalmente continua. Consideremos la sucesién {z,}2°; C
Z(p)N cuyos elementos de z, = ((2,(n)))nen son de la forma

(i) = 0,sit<n
Ml 1, sii>n
Veamos que {2, }5°; converge a 0 en Z(p)". Sea
_ N\ I
Vi = {0} x {0} x ... x {0} x Z(p)

un entorno bésico de 0 en Z(p)Y, siendo I, = {1,2,...,k}. Claramente, %, € V}, cuando n > k.

Estudiemos ahora la convergencia de {¢(Z,)}>2,. Llamemos l,, = ¢(Zz,). Nuevamente, como
{l,} es un entorno de l,, en Z(p), entonces I F,, € F tal que z,(i) =1, € {0,1}, Vi € F,,.

Sea n € N y evaluamos ¢(z,) — ¢(Zn+1) = ¢(Zn — Znt1) = ¢(6,) = 0. Por tanto, ¢(Z,11) =
d(Zn) = ¢(z1) € {0,1}. Si ¢(Z1) = l1 = 0, entonces se tiene por un lado que z1(i) = l; = 0,
Vi € Fi, y por otro lado, por la definicién de z1, que 21(i) = 1, Vi € N, lo que implica que
Fy =0, contradiciendo la definicién de filtro. Por consiguiente se cumple que ¢(z,) = ¢(z1) = 1,
Vn € N.

Observamos que la sucesién de las imdgenes {¢(2,) tnen = {1}nen converge a 1 # ¢(0) = 0, por
lo que el homomorfismo ¢ no es continuo. O
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4.2. Z(p)™ no es isomorfo a Hom(Z(p)Y, Z(p))

El siguiente resultado algebraico (que no vamos a demostrar) caracteriza cuiando Z(n) es un
cuerpo, con n € N.

Teorema 17. Para todo p,n € N, las siguientes condiciones son equivalentes:

» Z(p") es un dominio de integridad (finito).
» Z(p") es un cuerpo.

= P es un numero primo.

A partir de ahora p simboliza un nimero primo.

Corolario 9. Z(p)" es un espacio vectorial sobre Z(p). Por tanto tiene una base de Hamel.

Demostracion:
Es sencillo comprobar que se cumplen los axiomas pertinentes de un espacio vectorial. La exis-
tencia de una base es consecuencia del Teorema, [Tl O

Nota 22. Si denotamos por B una base de Hamel de Z(p)Y, se tiene por la Nota que

Bl =[(B)| = 1Z(p)"| = |Z(p)|" = 2% = .

Corolario 10. Hom(Z(p)N,Z(p)) = Z(p)®, siendo B una base de Z(p) .

Demostracion:

Si enumeramos los elementos de la base B = {e; /i < ¢}, podemos definir la aplicacién
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(B) — Z(p)®)
> nie; w1/ x(e;) =n;
finita
n; € Z(p)

que es un isomorfismo algebraico. Por tanto, tenemos que Z(p)N = (B) = Z(p)®B).
Por otro lado, por la Nota Hom(Z(p)®B), Z(p)) « Z(p)B.

Uniendo ambos resultados tenemos que Z(p)B) « Hom(Z(p)N, Z(p)). O

Teorema 18. Hom(Z(p)N,Z) % Z(p)™.

Demostracion:

Por un lado, notemos que Z(p)™) es equipotente a un subconjunto de |J Z(p)”, que es nume-
neN

rable. Por lo tanto, |Z(p)™| = X.

Por otro lado, si B es una base de Hamel de Z(p), tenemos por el Corolario [10|y la Nota [22| que

[Hom(Z(p)". Z)| = |Z(p)®| = |Z(p)|P| = 27 > ¢ > Ny,

Hemos demostrado pues que Hom/(Z(p)N,Z) 2 Z(p)™. O

4.3. Ejemplo de grupo no topolégicamente isomorfo a un pro-
ducto

Lema 9. Denotemos por I = 7 el grupo de Baer-Specker. Entonces Hom(I,Z) es un subgrupo
cerrado de 7! con la topologia producto.
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Demostracion:
Hom(I,7) es un subgrupo de Z!. Para comprobar que es un subgrupo cerrado tomemos una
red {¢qtaep € Hom(I,7) convergente a f € Z! y veamos que f € Hom(I,Z).

Como {¢pgtagep — f € Z!' con la topologfa producto, por la Nota se tiene que Vx € I
dd, € D de manera que ¢4(x) = f(x), Vd > d,.

Sean x,y € I cualesquiera. Al ser D un conjunto dirigido sabemos que Idy € D, dy >
dy, dy, dgyy. Sitomamos d > dy, se tiene por un lado que ¢q(x +vy) = f(z+y) y por otro lado,
como ¢4 es un homomorfismo, se tiene que ¢q(x + y) = pa(z) + ¢a(y) = f(z) + f(y). Hemos
obtenido que f(x +y) = f(x) + f(y), es decir, f € Hom(I,Z). O

Corolario 11. El grupo Hom(ZN,Z) no es un producto.

Demostracion:
El producto infinito de grupos no triviales de menor cardinal es {0, 1}, que tiene de cardinal
el continuo (ver Proposicién 5|y Ejemplos 8 y 9).

Por el tercer teorema de Specker (Teorema , se tiene que Hom(ZN,Z) = ZM el cual es
numerable. Por lo tanto, Hom(ZN,Z) no puede ser un producto. ([l
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un estudio sobre el grupo de Baer-Specker ZY, y hemos demos-
trado que satisface algunas propiedades muy singulares.

(1) Todo homomorfismo h : ZN — Z7 es continuo, donde J es un conjunto de indices cual-
quiera. Esto implica que todo homomorfismo ¢ : ZY — Z es continuo.

(2) Hom(ZN,Z) es isomorfo algebraicamente a ZM).

(3) Todo subgrupo cerrado de Z" que no es finitamente generado es topolégicamente isomorfo
a ZN| es decir, tiene topologia producto.

(4) ZN no es un grupo libre.

Contrastando estas propiedades del grupo Z" mostramos los siguientes contraejemplos:

Como contraejemplo a (1) hemos encontrado un homomorfismo no nulo ¢ : Z(p) — Z(p) que
no es continuo.

Como contraejemplo a (2) hemos visto que Hom(Z(p)Y,Z) no es isomorfo algebraicamente a
Z(p)™.

Como contraejemplo a (3) hemos encontrado el subgrupo cerrado Hom(Z",Z) de ZZN, el cual
no es un producto.

Como contraejemplo a (4) tenemos que las sucesiones acotadas de ZN si son un grupo libre.

No hemos incluido dicha demostracién en este trabajo debido a la extensién del mismo, pero
podria ser una manera de continuarlo en un futuro.
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